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Resumo

A ideia norteadora deste trabalho é que o software Geogebra 5.0 possibilita compi-
lar /gerar miniprogramas denominados applets para apresentagao, explanagao e estudo
de contetidos de Matemaética, mais especificamente no campo da Geometria Fuclidiana,
de forma dindmica e interativa. Apresenta-se as construcoes destes applets de geome-
tria plana e espacial baseados nos capitulos de livro Matematica: ciéncias e aplicacoes,
dos autores lezzi et al adotado em escolas piiblicas por meio do Programa Nacional do
Livro Didatico (PNLD) 2015-2017, com os respectivos textos de defini¢do, proprieda-
des, teoremas, formulas e suas representacoes geométricas usando as janelas 2D e 3D do
software. As construgoes sao apresentadas detalhadamente exibindo os comandos e/ou
ferramentas utilizadas nas construcoes por meio de passos com referéncia cruzada, onde
as etapas seguintes elucidarao e farao uso dos passos anteriores. Desta forma os contei-
dos sdo acompanhados com objetos (pontos, retas, planos, botoes, seletores, controles
deslizantes) e ilustragdes (figuras, graficos, imagens) que podem ser acionados, mo-
vimentados pelo operador condicionando-o a intervir nestes objetos, preservando suas
propriedades fundamentais e obtendo assim multiplas representacoes/célculos dos mes-
mos. Tém-se como aporte téorico lezzi et al (2013), Giraldo (2013), Gravina(1996),
Muniz Neto(2014), Papert (1985) entre outros os quais tratam do embasamento teérico
matematico e/ou apontam o uso softwares mateméticos e/ou tecnologias digitais no
ensino de geometria. No desenvolvimento do mesmo busca-se fazer uso da potenciali-
dade, praticidade, usabilidade, portabilidade e funcionalidade dos recursos disponiveis
no software de modo a apresentar com clareza, concisao e generalidade os saberes

geométricos no plano e no espago para estudantes do ensino médio.

Palavras-chave: Software, Geometria, Geogebra, Interacao, Applet.






Abstract

The guiding idea of this work is that the software Geogebra 5.0 enables com-
pile/generate so-called mini-programs applets for presentation, explanation and study
of mathematics content, more specifically in the field of Euclidean geometry, dynamic
and interactive way. It presents the buildings of these applets flat and spatial geometry
based on the chapters of the book Mathematics: science and applications, the authors
lezzi et al adopted in public schools through the National Textbook Program (PNLD)
2015-2017, with their definition of texts, properties, theorems, formulas and their ge-
ometric representations using the 2D and 3D windows software. The buildings are
presented in detail displaying the commands and/or tools used in construction through
steps cross-linked, where the following steps elucidate and make use of the previous
steps. In this way the contents are accompanied with objects (points, lines, planes,
buttons, dials, sliders) and illustrations (pictures, graphics, images) that can be activa-
ted, moved around by conditioning it to intervene operator in these objects, preserving
its fundamental properties and thus obtaining multiple representations/calculations
thereof. There have as Theoretical input lezzi et. al (2013), Giraldo (2013), Gravina
(1996), Muniz Neto (2014), Papert (1985) and others which treat the mathematical
theoretical and/or link using mathematical software and/or digital technologies in geo-
metry teaching. The development of it seeks to make use of the capability, practicality,
usability, portability and functionality of the features available in the software in order
to present with clarity, brevity and generality geometrical knowledge in the plane and

space for high school students.

Keywords: Software, Geometry, Geogebra, Interaction, Applet.
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1 INTRODUCAO

Vivemos, na contemporaneidade, em um mundo complexo e desafiador. Por sua
vez a sociedade também se apresenta assim, marcada pelo fulcro da competitividade
capitalista, que cobra cada vez experiéncia e saber. Por isso, faz-se necessério consi-
derarmos o processo das construcoes e dos posicionamentos. Eles nao se dao de forma
isolada ao contexto historico, pedagbgico e social como um todo.

Pensando-se desta maneira é que este trabalho fora construido. A ideia aqui discu-
tida se refere a forma em que o software matematico denominado Geogebra pode ser
agregado aos recursos disponiveis nas escolas publicas aos professores de Matemaética
do ensino médio. E, ainda como o mesmo pode ser utilizado e explorado de modo
eficiente para que este apresente o conteido de geometria euclidiana da forma como se
encontra no livro didatico de Matematica nas suas janelas 2D (plana) e 3D (espacial)
por meio de ferramentas, objetos e recursos disponiveis neste software.

Logo a proposta apresentada tange as seguintes premissas: Desenvolver um traba-
lho que apresente possibilidades de uso do software Geogebra em toda sua totalidade
de modo a restringir o uso de ferramentas e/ou softwares auxiliares para apresentacao
e explanagao de contetidos de geometria euclidiana, ou seja, todo o contetdo, exem-
plo, exercicios e atividades, interativas ou nao, serao feitas nos objetos construidos no
mesmo; Descrever as etapas realizadas na incorporacao do software ao conteudo de
modo a evidenciar sua potencialidade e eficiéncia neste ramo da Matematica; Apre-
sentar técnicas e métodos eficientes de se utilizar o Geogebra no ensino-aprendizagem
de geometria euclidiana presente no ensino médio e abordada no livro didatico deste
nivel.

Com base nas experiéncias enquanto docente da disciplina Matemaética nos niveis
fundamental, médio e superior e, também estudante de graduagao, pos-graduacao latu-
sensu e strito sensu se é utilizado e desenvolvido estudos em softwares matematicos,
perpassando pelo Grafeq, Wingeom, EigenMath, Winplot e Geogebra 4.

Tendo conhecimento prévio sobre o Geogebra para a construcao de objetos na forma
de apresentacao de topicos de contetido manisfesta-se a vontade em realizar o trabalho
de conclusao de curso explanando a incursao a esta experiéncia, pois ja havia idealizado
este trabalho desde o primeiro semestre do mestrado e, naquela época, vislumbrava-se

a realizacao em topicos de Geometria euclidiana plana no Geogebra.
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De acordo com o seu criador, Markus Hohenwarter (2007), o GeoGebra ¢ um soft-
ware matematico que retine geometria, algebra e célculo. Ele foi desenvolvido na Uni-
versidade de Salzburg, Austria, para educacdo matematica nas escolas. Por um lado,
o GeoGebra é um sistema de geometria dindmica. Permite realizar construcgoes tanto
com pontos, vetores, segmentos, retas, secoes conicas como com funcoes que podem
se modificar posteriormente de forma dinamica. Por outro lado, equacgoes e coorde-
nadas podem estar interligadas diretamente através do GeoGebra. Assim, o software
tem a capacidade de trabalhar com variaveis vinculadas a niimeros, vetores e pontos;
permite achar derivadas e integrais de funcoes e oferece comandos, como raizes e ex-
tremos. Essas duas visoes sao caracteristicas do GeoGebra: uma expressao em algebra
corresponde a um objeto concreto na geometria e vice—versaE]

A primeira vista o software Geogebra se apresenta como um ambiente computa-
cional para o desenvolvimento de exemplos, exercicios e atividades de matematica,
principalmente no tocante a representacao gréafica, pois o mesmo possui janela gréafica
para geometrias plana e analitica, janela algébrica que faz correspondéncia aos obje-
tos geométricos construidos na janela geométrica, uma janela de computacao algébrica
simbolica, uma janela para planilhas de calculos e uma janela de probabilidades. En-
tretanto com a utilizacao massiva e exploragao de seus recursos se é encontrado diversas
possibilidades para o mesmo, dentre elas a construcao de miniprograma denominado
appletﬂ que apresenta cada capitulo do livro didatico acerca dos contetidos de geometria
euclidiana plana e espacial e os assuntos correlatos como trigonometria na circunferén-
cia e razoes trigonométricas. Entao o trabalho se encaminha para que ao longo do
mesmo seja apresentado as construcoes deste applets.

Durante todo o mestrado ao buscar desenvolver objetos geométricos para repre-
sentar a solucao de algumas questoes e atividades aprofunda-se o uso dos softwares
Winplot, Wingeom e Geogebra. Em MA13 - Geometria I (Geometria Euclidiana), no

semestre 2013.2, utilizando os softwares Geogebra e Wingeom, consecutivamente para

! Traducdo para Portugués: Herminio Borges Neto, Luciana de Lima, Alana Paula Aratjo Freitas,
Alana Souza de Oliveira. Disponivel em hitp://static.geogebra.org/help/docupt BR.pdf. Acesso em

14 de setembro de 2015.
2 Applet ¢ um pequeno software que executa uma atividade especifica, dentro (do contexto) de outro

programa maior (como por exemplo um web browser), geralmente como um plugin. O termo foi
introduzido pelo AppleScript em 1993. No contexto de Java, applets sdo aplicativos que se servem
da JVM (Java Virtual Machine) existente na mdquina cliente ou embutida no prdprio navegador
do cliente para interpretar o seu bytecode. Criados pela Sun em 1995, sao geralmente usados para
adicionar interatividade a aplicacoes web que ndo podem ser geradas pelo HTML. Eles sio evecutados
numa “caiza de areia” (sandbox) pela maioria dos navegadores, impedindo-os de acessarem os dados
da mdquina na qual estdo sendo executados. O codigo do applet é baizado de um servidor web e
o navegador ou o embute dentro de uma pdgina web ou abre uma nova janela exibindo a interface
do programa. Ele é exibido na pdgina web através do uso da tag HTML <applet ></applet >, que
especifica a fonte e as estatisticas de loca¢do do applet. A loca¢do do applet ndo pode ser controlada
por meio de CSSs. Disponivel em |https: //pt. wikipedia. org/wiki/Applet. Acesso em 27 de
setembro de 2015.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Applet
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representar figuras planas e espaciais, pois até entao o Geogebra nao possuia janela
3D na sua versao oficial off-line, conforme mostra as figuras [I.I] do Geogebra e [1.2] do
Wingeom.

3

O B

Figura 1.1: Construgoes geométricas de questoes no Geogebra da disciplina MA13 -
Geometria PROFMAT: do autor, 2015.

Figura 1.2: Construgoes geométricas de questoes no Wingeom da disciplina MA13 -
Geometria PROFMAT: do autor, 2015.

Ao cursar as disciplinas MA23 - Geometria II (Geometria Analitica) e MA36 -
Recursos computacionais para o ensino de matematica do PROFMAT-SBM fora dis-
ponibilizado a versao oficial do Geogebra 5 no site www. geogebra. org para download,
o qual possui janela 3D, janela de visualizacao 2, Janela CAS (Computagao Algébrica
Simbolica) entre outros recursos adicionais em relacdo as versoes anteriores.

Desta forma foi-se explorada para fins de reconhecimento e investigacao a janela 3D
para a solucao de atividades previstas na referida disciplina, usando para isto tanto a
janela de visualizagdo 2D (plana) quanto a janela de visualizagdo 3D (espacial) como
mostra as figuras e Com esta versao foi-se finalmente afirmado o interesse
em desenvolver objetos no referido software para a abordagem de contetidos do ensino
médio.

Assim, ao definir o objeto de estudo do trabalho "T'6picos de Geometria Euclidi-
ana em applets do Geogebra” nos estudos orientados foi-se optado pelo livro didatico

adotado pela instituicao em que atuo para servir de aporte teorico e "recorte” de estudo.


www.profmat-sbm.org.br#Sites.Profmat
www.geogebra.org
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Figura 1.3: Construcoes geométricas de questoes no Geogebra janela 2D da disciplina
MAZ23 - Geometria analitica PROFMAT: do autor, 2015.

Figura 1.4: Construcoes geométricas de questoes no Geogebra janela 3D da disciplina
MA23 - Geometria analitica PROFMAT: do autor, 2015.

E, ao mesmo tempo para se definir uma interface grafica de aplicativo de compu-
tador com estrutura prevista para producao dos elementos, definicoes, propriedades
e conceitos geométricos euclidianos (plano e espacial), ja que os topicos aqui a serem
elucidados estao presentes em qualquer livro didatico publicado para o ensino médio.
Desta forma, nao limita as possibilidades de utilizacao e desenvolvimento dos objetos
construidos para a coletanea utilizada.

Ao tratar dos objetivos de estudo em itens tém-se:

e Desenvolver um material digital para ensino de Geometria Euclidiana no software

Geogebra;

e Construir applets com topicos de geometria euclidiana no Geogebra usando sua
geometria dindmica com programacao sobre os entes geométricos por meio de

botoes, figuras, textos, controles deslizantes e caixa de selecao;

e (Criar atividades e exercicios em ambiente computacional de geometria dinamica

interativa;

e Desenvolver cenarios de investigacao no referido software por meio de objetos
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interativos explorando suas potencialidades no estudo e aprendizado de tépicos

da Matemaética relacionados & Geometria Euclidiana.

Esta dissertacao apresenta o roteiro de algumas construcoes de applets desenvol-
vidos durante a pesquisa e, desta forma, mostra de forma ilustrada a construcao dos
capitulos do livro relativos a geometria euclidiana de modo que a partes dos capitulos
(secoes) e sua subpartes (subsegbes) sdo botdes que podem ser acionados pelo opera-
dor na proépria tela do applet orienta ao leitor a reconstruir tais objetos. E, quando o
contetido se referir a uma definicao geométrica serao construidos objetos que podem
ser movimentados, girados, transformados e acionados.

Tém-se como proposta explanar o uso do software Geogebra na construcao de tais
objetos e & medida que os constroéi, vai-se ensinando como se utiliza-lo e compreender
o uso de ferramentas. Em outras palavras, é um estudo orientado no Geogebra, onde se
ensina a utilizar suas ferramentas, objetos e a explorar sua funcionalidade de forma a
conduzir o leitor a reproduzir acoes, comandos e a construir tais objetos. Em suma, o
leitor ainda que leigo ou inexperiente no software conseguiré construir os passos inicias
e a partir deles os demais para elaborar formas geométricas euclidianas.

Portanto o método utilizado aqui é semelhante a um tutorial (manual) para apre-
sentar ao leitor as ferramentas e os comandos utilizados neste software para se construir
aulas de apresentacdo (slides) que contém a sintese do contetdo presente no livro dida-
tico utilizado na instituigcao de ensino da forma que 14 se encontra em formato hipertexto
com interacoes dinamicas por meio do mouse em botdes, imagens, pontos e elementos
geométricos, fazendo uso do potencial da computacao algébrica, geometria dinamica,
logica de programacao, scripts nas linguagens Java e WTEX; e programagao orientada
a objetos (mini programas) no formato de applet que o software oferece. Basta que o
dispositivo tenha um navegador de internet para executar os arquivo offline, pois os
applets construidos no Geogebra sao executados em navegadores de internet.

A disponibilizagao dos arquivos em modo applet offline (ndo requer a instalagao
de programas) serd explicada e detalhada neste trabalho e é possivel gragas a um
sistema via web desenvolvidos pelos programadores do referido software denominado
Geogebratube, onde estao hospedados diversos recursos e objetos desenvolvidos nele. E,
para ter acesso a este sistema se faz necessario a criacao de um cadastro que aceita
acessos via miltiplos logins (e-mail do G-mail, Twitter, Facebook e/ou Microsoft) e
permite armazenar, gravar e gerar arquivos em diversos formatos, inclusive em formato
applet off-line que é a principal meta deste trabalho.

Sendo assim tais applets oferecem mais disponibilidade e praticidade, ja que nao se
faz necessério a instalacao de programas, acessibilidade e portabilidade para qualquer
computador, notebook, celular ou tablet atuais, bastando ter o arquivo offline para se
estudar/explorar todo o material/conteido e recursos do Geogebra.

Inicialmente havia-se pensado em resumir e sintetizar o detalhamento das constru-

¢coes em geometria plana e, ao desenvolver a pesquisa chegou-se a conclusao de que a
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janela de visualizacao (janela 2D) seria utilizada e aproveitada como tela de apresenta-
cao dos contetudos (texto, imagens, formulas, botoes e controles deslizantes) relativos
também aos objetos da geometria espacial. Desta forma todas as construgoes de geo-
metria plana sao necessarias para o desenvolvimento dos applets em geometria espacial
e a explicacao da construcao das telas do applets acionadas por botoes-secao é expla-
nada detalhadamente em passos que orientam a elaboracao dos objetos e os vinculos
criados entre eles.

E neste caso optamos em enxugar a explicacao feita necessariamente sobre o soft-
ware, pois verifica-se a existéncia ha algum tempo de diversos referenciais na literatura
sobre o mesmo para focar na construcoes dos applets desejados e o detalhamento das
construcoes em Geometria Plana, que sao mais praticas, usuais e ja em desenvolvimento
no ambiente do software Geogebra ha alguns anos, para com isso dar mais énfase & Geo-
metria Espacial, que é algo novo no Geogebra que fora disponibilizado ha pouco tempo
na sua versao oficial do programa e nao possui na literatura estudos e elaboracao de
objetos sistematizados como os que aqui sao apresentados. Em tempo ressalta-se que
os applets aqui construidos sao os conteddos propriamente ditos, semelhante a forma
que se encontram nos livros didaticos. Desta forma, supde-se que o leitor ou quem
tiver acesso a este trabalho saiba realizar comandos basicos e usar o seu computador
pessoal.

A estrutura deste trabalho se divide em capitulos sendo o primeiro capitulo referente
a introducao & tematica que o mesmo aborda, em seguida no segundo capitulo sdo feitos
apontamentos teoricos e metodologicos das ideias/agoes que norteiam a discussao sobre
o uso de midias digitais e softwares de geometria dinamica em particular o Geogebra no
desenvolvimento de objetos mateméticos no ensino de geometria euclidiana do ensino
médio. Nos dois capitulos seguintes explana-se as construcoes dos applets de geometria
euclidiana sendo: o terceiro capitulos trata das construcoes dos mini programas de
geometria plana e assuntos correlatos e o quarto capitulo aborda a construcao do applets
de geometria espacial; e se relacionam com a abordagem dos contetidos (defini¢oes,
propriedades, leis e teoremas) apresentados em [I].

Por conseguinte, no quinto capitulo se faz a analise em feedback das construcoes
dos applets tratados nesta pesquisa, onde se ¢ tratado as otimizacoes e exploragoes da
méxima potencialidade do referido software. O sexto e tltimo capitulo traz algumas
consideracoes sobre o trabalho bem como algumas reflexdes sobre o desenvolvimento
do mesmo.

Sendo assim, sera tratado no proximo capitulo a motivacao para a pesquisa e o

aporte tedrico e metodologico utilizado.



2 PROCEDIMENTOS
METODOLOGICOS DO
TRABALHO E PRIMEIROS
APONTAMENTOS

A geometria estd por toda a parte.

Platao

Este trabalho de dissertacao foi pensado como produto das atividades ja realizadas
em salas de aula do ensino médio de uma instituicao na cidade Caetité-BA, desde
2012 e foram estruturadas como proposta de atividade educacional para o ensino de
Geometria euclidiana, area da Matemaética presente no ensino médio. Atendendo as
normas que regulamentam o Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC) do Programa
de Mestrado em Matemética em Rede Nacional (PROFMAT) sera apresentado alguns
pontos importantes deste trabalho que nortearam as discussoes a seguir.

A ideia norteadora deste trabalho é que os applets tornam a apresentacao/explanagao
dos topicos de geometria dinamicos e interativos, pois em alguns momentos o estudante
é convidado a intervir para que se avance no conteiido e compreenda o que é explicado.
Desta forma os contetidos sao acompanhados com formas (pontos, retas, planos, botoes,
seletores, controles deslizantes) e ilustragoes (figuras, graficos, imagens) que podem ser
acionados, movimentados.

Portanto, este trabalho atende as normas do Trabalho de Conclusao de Curso na
modalidade 1 (Elaboracdo de proposta de atividades educacionais). O software Geo-
gebra serd um compilador de aulas dentro de sua interface ao inserir o contetido por
meio das ferramentas de texto, imagem e geométricas permitindo ao usuario navegar
no conteddo através de botoes que ao serem acionados exibem o conteddo na tela e
permite interagir com os objetos.

Todos os objetos aqui construidos e detalhados sao inéditos e originais, pois nas
referéncias consultadas e publicadas em ambiente livre (internet, revistas e portais de

contetido) nao foram encontradas quaisquer publicagoes com este teor e contexto e
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dos referenciais utilizados para a confeccao em sua maioria nao detalha como aqui foi

feita a construcdo dos mesmos. E o caso da publicacdo americana Fxploring Advanced
Euclidean Geometry with Geogebrdl] escrita por Gerard A. Venema que traz alguns
exercicios e propostas de demonstracido de teoremas (de Poncelet, Ceva, Menalaus,
Perigal etc ) e o modelo de disco de Poincaré para geometria hiperboélica usando as
ferramentas do Geogebra. Portanto, é um trabalho inédito e original.

Tém-se como objetivo explanar os contetdos de geometria de forma dinamica, onde
os estudantes possam intervir diretamente na ideia apresentada (teorema, definicao, lei,
axioma, etc) interagindo com os elementos que o compoem. Nesse sentido, segue como

2 onde se ¢ possivel atribuir diversos valores

exemplo a relacdo pitagorica a® + b = c
para a,b e ¢ que satisfacam a relacao e a produzir questionamentos a medida que
se interage com o objeto, do tipo: o que acontece se, é verdade que..., entre outras,
formular conjecturas e valida-las e permitir por meio da investigacao, exploracao e
questionamentos que o aluno construa/produza o conceito matemético em questao na
perpectiva construcionista e pseudointerativa de Seymour Papert e investigativa em
cenario de Ole Skovsmose, as quais nao serao discutidas por nao serem o foco deste
texto.

Considerando agora o ambiente do software Geogebra para se ilustrar estas ideias,
fagamos uso da literatura sobre o Célculo integral e diferencial em [2] (sem demonstrar!)
o teorema fundamental do Célculo e somas de Riemann no intervalo [a, b], sendo a <

cl-éb:

n

n b
> fe)an < [ fa)ds = F®) - F@) < 3 flew)an, 2.1)

i=1

Sendo f uma fungao continua no intervalo [a, b| e F" a sua primitiva, constroi-se rapi-
damente (sua representacao geométrica) com poucos comandos no Geogebra no campo
de entrada escrevendo-se: a fungdo ”f(x)” que se deseja representar, os valores de A e
B, suas somas de Riemann inferior Y | f(¢;)Ax; e superior > - | f(civ1)Az; a fungao
F primitiva indefinida e definida (4rea compreendida entre o eixo z e a func¢do) no in-

tervalo mencionado, respectivamente por meio dos comandos diretamente na barra de

Entrada:

entrada (exatamente como esta escrito, cada comando esta
separado por ponto e virgulalP} 7 f(x)=1/4(x+1)(z-2)(x+3)+3; A=Ponto[EizoX];
B=Ponto|FizoX[; SomaDeRiemannlInferiorff, z(A), x(B), 25] ; SomaDeRiemannSupe-
rior[f, ©(A), x(B), 25]; Integrallf, x(A), z(B)];Integral[f].”

A medida em que se digita no campo ou se destaca a exibicdo do objeto mostrado

na Figura (pela janela de algebra) cada uma das expressoes (soma inferior, integral

e soma superior, respectivamente):

L Publicacio da editora Mathematical Association of America (MAA). Washington DC - Estados

Unidos, 2013.
2A fungdo f(z) = 1/4(z + 1)(x — 2)(z + 3) + 3 é um exemplo arbitrario e sua integral indefinida ¢
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Figura 2.1: Representacao geométrica da somas superior, inferior e da integral definida
de f: do autor, 2015.

Obtém-se, apos editar as cores na barra de estilos = &~ ———- *~ ¢ movimentar
os pontos A e B a Figura[2.2] Ou seja, é possivel afirmar que no software ndo é exigido
muitos recursos graficos e comandos para se produzir uma representa¢ao com esta (a
qual demanda muitos elementos geométricos) e a elaboragdo de novos objetos para se

representar uma nova expressao para diferentes valores de A e B.

€7 GeoGebra (2) - O b4

Entrada: Integ ral[ﬂ

Figura 2.2: Representacao geométrica da integral definida de f: do autor, 2015.

E, por se tratar de uma construgao dinimica ao movimentar os pontos A e B temos
novas figuras/representacoes de uma mesma construgao (bastando para isto mover os
pontos A ou B clicando com o mouse sobre os mesmos e/ou definir/reescrever uma
outra fung¢ao f tal como f(z) = cos(z), f(z) = sen(x), f(x) = e**, ou quaisquer funcao
exponencial, polinomial, trigonométrica etc), o caracteriza os objetos construidos como

um cenario de investigacao. Nao iremos aprofundar neste conteido ainda que os objetos

dada por F' = g. Na expressao "SomadeRiemann” 725" é o namero n de partigoes.
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construidos exibam a potencialidade de geometria dinamica do software pois nao é o

foco deste trabalho uma vez que pretende-se atingir outro piblico.

O publico alvo sao estudantes do ensino médio que buscam aprender topicos de
geometria euclidiana uma vez que esta previsto nos Parametros Curriculares Nacionais
do Ensino Médio - Mateméatica (PCNEM-MAT) o ensino de geometria plana, espacial e
analitica nesta etapa de ensino, bem como nas orientacoes curriculares do ensino médio
do estado da Bahia, Matriz curricular do ensino Médio do Ministério da Educagao entre
outras instancias que coordenam e regulamentam o ensino desta drea da matematica.
E, de forma indireta os professores do ensino de Matemética (médio e/ou superior) que
utilizam o Geogebra e/ou pretendem aprofundar o seu uso.

Conforme preconiza os parametros curriculares nacionais, o Geogebra por meio de
sua interface tange e avanca na importancia da linguagem grafica no entendimento de
Matematica e na valorizagao do calculo mecanico quando possibilita miltiplas repre-

sentacoes do mesmo exemplo. Nesse sentido aponta [3] que

Assim, para um dado objeto ou propriedade, temos associada
uma colecao de “desenhos em movimento”, e os invariantes
que ai aparecem correspondem as propriedades geométricas
itrinsecas ao problema. Este € o recurso diddtico importante
oferecido: a variedade de desenhos estabelece harmonia entre
0s aspectos conceituais e figurais; configuracoes geométricas
classicas passam a ter multiplicidade de representacoes; pro-
priedades geométricas sao descobertas a partir dos invarian-

tes no movimento.

De igual modo [4] reitera que as tecnologias da informagao e comunicacao (TICs)
"permitem perspectivar o ensino da matematica de modo profundamente inovador,
reforcando o papel da linguagem gréafica e de novas formas de representacao e relativi-
zando a importancia do calculo e da manipulagao simbélica.”

Quanto aos pré-requisitos por parte dos alunos é necessario e suficiente nocgoes
basicas de uso de computador e acesso a paginas de internet, j& que os applets se
comportam de maneira similar ao livro didatico, pois ¢ uma versao digital do mesmo, e
sigam as instrucoes previstas na tela do aparelho durante o uso. E, por ser um material
didatico, este deve ser utilizado mediante a orientacao de um professor de Matematica.

O papel pedagogico deste material é dar uma abordagem mais ampla dos enunciados
previstos em livros didaticos do ensino médio fazendo com que o aluno intervenha
diretamente no processo de construcao de seu proprio conhecimento. Pretende-se a
longo prazo que tais applets sirva como material didatico digital que, em ambiente
computacional, contemple a abordagem do livro e alavanque o entendimento no que
diz respeito & generalizacao e formalizacao, j4 que os applets serao dinamicos e as

operagoes/calculos /representacoes nele envolvidos serao atualizados instantaneamente.
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Para o desenvolvimento das atividades previstas neste trabalho é necessario também
que os professores tenham nog¢oes basicas de uso do computador (ligar, desligar, abrir
e executar arquivo e programas, instalar programas, interpretar e executar comandos)
e, para aplica-las faz-se necessario ao menos uma sala de aula equipada com projetor
multimidia-datashow e/ou laboratorio de informéatica e que os alunos saibam utilizar
o computador (realizar comandos pelo teclado e mouse, abrir arquivos, programas,
etc). Entretanto ha versoes do referido software para dispositivos moveis com siste-
mas operacionais (celulares, tablets, ipads) possibilitando assim utiliza-lo com muita
portabilidade.

Dentre as dificuldades previstas, espera-se que alguns alunos demorem em realizar o
comando/procedimento solicitado, bem como compreendé-lo, ou seja quais ideias ma-
teméticas estao envolvidas implicitamente. Neste momento, orienta-se que o professor
chame a atencao do aluno antes de realizar o procedimento, para que ele possa fazer
simultaneamente e constatar a sua acao. Outras dificuldades de ordem operacional,
do tipo o computador nao responde, o programa nao aceitou o comando, etc poderao
surgir e poderao ser sanadas caso a caso.

Sera apresentado uma descricao geral e detalhada de cada atividade e suas etapas,
bem como o tempo previsto para a elaboragao e desenvolvimento da mesma. Como
o applet sera entendido como o tépico do conteido em sala de aula o tempo de uso
serd equivalente e compativel com o tempo de explanacao do contetdo, resolucao de
exercicios e etc.

Supoe-se que apo6s a aplicagdo surjam novos questionamentos acerca da atividade
bem como novos caminhos para o uso do applet, reformulacao e ajuste. Em outras
palavras, o uso deste recurso possibilitard a producao de novos exemplos e exercicios,
o que indicara a construcao de novos applets que tenham como base o que foi utilizado
para dar continuidade & proposta de uso destes objetos.

Pode-se constatar na pratica a partir de um levantamento das pesquisas ja rea-
lizadas sobre o Geogebra que em sua maioria os objetos e ferramentas neles criados
sao para ilustracao e aplicacao de um contetido ao invés de se incorpori-lo propria-
mente dito (texto e férmulas) na forma em que se encontra na literatura. E notavel
que este software é utilizado para se resolver questoes, apresentar definicoes e suas
representacoes analiticas e calcular algebricamente e numericamente diversas expres-
soes analiticas (algébrica e/ou geométricas), produzir animagoes, efeitos especiais e
transformacoes geométricas entre outras possibilidades.

Conforme salienta [5]:

As ferramentas de geometria dindmica permitem a constru-
cao de objetos geométricos de acordo com propriedades ou
relacoes estabelecidas. FEstes podem entao ser manipulados
dinamicamente, de tal maneira que as propriedades e rela-

coes sejam preservadas. Esse modo particular de construcao
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geométrica apresenta caracteristicas especiais, que podem ter
consequéncias importantes para o aprendizagem. Quando um
objeto geomélrico é representado por meio de papel e ldpis,
em geral procura-se empregar certas notacoes para indicar
suas propriedades. Portanto, essas propriedades determinam
a maneira de se representar, e se fazem notar na representa-
cao. FEntretanto, o processo de construir uma representacao
para um objeto em ambientes de geometria dindmica dispara
outra qualidade de reflexao sobre suas propriedades e relagoes

matemdticas.

A maioria dos trabalhos desenvolvidos apresenta um roteiro de exploracao e investi-
gacao do software ao tempo que explana a funcionalidade do mesmo e suas ferramentas.
Abordam uma metodologia tutorial onde o leitor/operador é instruido quanto aos co-
mandos que deverao ser realizados.

A metodologia deste material é também na forma de tutorial, dividido em passos
de construcao, os quais apresentam os comandos e botoes acionados para se produzir
o applet com contetido didatico (textos com defini¢oes, notacao e exemplos) interativo
e dinamico e é orientada para uso por professores e pesquisadores da area que queiram
replicar e/ou reproduzir o material aqui apresentado, bem como disponibiliza-lo para
uso fora do software (uso offline) para ser usado por estudantes do ensino médio e/ou
superior em Matemaética e areas afins.

Entretanto o foco aqui é fazer com que o software funcione como o livro didatico
e transpasse as limitagoes existentes no material impresso, como por exemplo ao re-
presentar um poligono e sua respectivas medidas de comprimento e area, ao dispor de
interacao por meios de seus comandos, botoes, objetos e ferramentas.

A opcao de descrever as construgoes em passos é para se fazer referéncia cruzada, ou
seja, as construcoes que dependerem dos passos anteriormente descritos é mencionado
o passo que ¢ utilizado ao invés de descrever uma mesma construcao mais de uma
vez. Entao, desta forma, usaremos o software para adequar e inserir o conteiido e &
medida que os objetos forem construidos apresenta-se as ferramentas e os comandos
do software que participam na construcao.

Como também ja foi dito os dois capitulos seguintes sao conexos e hipereferenciados
em [inks por passos, ou seja, a construcao dependera de passos anteriores e os objetos
criados na janela 3D dependerao e terao vinculos com objetos da janela 2D (janela de

visualizagao).

2.1 Motivacao para a pesquisa

O exercicio da docéncia exige que o professor se empenhe para produzir conheci-

mento em sala de aula e despertar o saber no educando. Participar com frequéncia
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de cursos de formacao continuada e buscar aprimorar cada vez mais a forma que se
utiliza para ensinar. Busca-se suporte nas midias computacionais para ampliar e di-
versificar as formas de ensino e aprendizagem em Mateméatica. Ainda no ensino médio
SOUSA (2015)F] resolveu fazer varios cursos de informética para aprender a utilizar o
computador.

Posteriormente durante a graduacao o mesmo desenvolve diversas atividades ma-
teméaticas em software e meu estagio supervisionado do ensino médio na graduagao
desenvolvi aulas em laboratério de informatica utilizando softwares como o FEigen-
Math, um software de computagao algébrica e o Wingeom, um software de geometria
plana e espacial. A partir desse contato, passa-se a pensar vé-las integrando na pratica
de professor que ensina Matematica e percebe que os softwares matemaéaticos e outras
ferramentas computacionais como blogs, féruns quando utilizados de forma planejada
e dirigida oferecem um grande potencial para a aprendizagem matemaética.

Ja no exercicio da docéncia como professor do Departamento de Ciéncias Humanas
da Universidade do Estado da Bahia, desenvolve nos anos de 2010 a 2014 diversas
atividades de laboratério computacional, coordenando um projeto de extensao cujas
experiéncias vividas e geradas serviram de base para construir os materiais aqui apre-
sentados. Durante a atividade de monitoria de extensao foram desenvolvidas agoes
na versao primitiva de applets do Geogebra para outros topicos de Matematica como
funcgoes, conjuntos entre outros como mostra a figura que possibilitaram alavancar o
estudo, pesquisa e a exploracao do software para a construcao dos applets de geometria

euclidiana (plana e espacial) descritos nos proximos capitulos.

# € introdugio a geometria plana.ggb Iy - o X

Arquivo Editar Exibir OpgBies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

A . Nlllleay 3 4 X a=2 Mover
I /(, Ll e s\ ARG =) '%'T Arraste ou selecione objetos

‘ Introdugao a geometria plana

=wReta, plano e suas partes oAngulos Definigéo e elementos

I Conceitos primitivos [Posicé [~ - reta dodoplano  7]Figura plana [Jsemiretas  [JSegmento de reta [] Segmento de reta []Segmento de reta
de ponto e reta consecutivo colinear
Porirés pontos ndo-alinhados passa um tnico plano, ou
s8ja, rés pontos nao colineares determinam um plano, Segimam e ratn
adjacente

[JPonto médio de um segmento

0 pland séo coriceitos primitvos da
Por doisipontos, passa uma nica reta_Dizemas, por isso,

pontos situados em um
s, Tiangulos e angulos so ex:

que dois pontos determinam uma reta

Entrada: @

Figura 2.3: Applet primitivo Introducao a geometria plana: do autor, 2015.

Em se tratando dos ambitos da educacao e da contemporaneidade, as tecnologias

digitais estao diretamente relacionadas ao modo de vida atual e é praticamente im-

3 Antoénio Carlos Bastos Sousa
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possivel viver sem elas. Considero importante saber usar e lidar com as tecnologias,

principalmente as utilizadas para o campo profissional do educador. Ao lidar com
tecnologias de ensino observa-se que h& muitas lacunas e diversas formas de aborda-
gem para as praticas educativas e a cada experiéncia vivida decorre um refinamento
na praxis. Desta forma vejo que cursos de capacitacao e aperfeicoamento contribui
para ampliar e diversificar as abordagens sobre topicos mateméticos em ambientes
digitais/computacionais.

Ao longo da sua formagao docente que avancgou-se o interesse em produzir um tra-
balho como este e para isto tomou-se conhecimento das publicagoes de diversos autores
da area de informética na educacdo matematica, dentre eles José Armando Valente,
Marcelo de Carvalho Borba, Mirian Godoy Penteado, Seymour Papert, Cozford en-
tre outros e pude escrever um trabalho de conclusao de curso (graduagio) sobre esta
teméaticall

Atualmente desenvolvo atividades de ensino e pesquisa em softwares matemaéticos
de geometria dinamica e computacao algébrica. Durante o curso de mestrado e a
experiéncia profissional no ensino superior me inteirei das publicacoes de Vitor Giraldo,
Maria Alice Gravina e outros tebricos, as quais me auxiliaram a ter embasamento
teorico e metodologico.

Foi de grande valia constatar os trabalhos dos mesmos pois me acarretou desenvolver
atividades voltadas para a modelagem mateméatica computacional em softwares geome-
tria dinamica, planilha eletronica, computagao algébrica etc. Penso que em condigoes
propicias para o desenvolvimento do trabalho, desenvolver uma aula de Matemética
em ambiente computacional ¢ motivador, instigante e prazeroso para o professor e
educando.

E, ao mesmo tempo, é notorio que as tecnologias digitais (calculadoras, televisao,
jogos, Internet, softwares, celular) tém influenciado os processos educacionais vigentes
e o cotidiano das escolas/universidades e salas de aula de forma muito branda. Nao ha
uma "preocupacao” em se usar midias digitais no ensino e /ou mudar a forma de trabalho
para alguns professores. Geralmente tais tecnologias sao suporte para as atividades fora
do espaco escolar (tarefas de casa, envio de atividades por e-mail, pesquisas) etc.

Até porque muitas das escolas nao possuem espaco fisico, equipamentos, recursos
e materiais metodologicos e didatico pedagogicos, técnicos e profissionais que facam
manutencao e instalagao de pecas e programas, de modo a possibilitar aos professores
trabalharem somente nestes espacos. Na pratica, as escolas pitblicas possuem um
laboratorio de informatica e poucos computadores para atender todo o seu alunado.
Embora ainda que nao seja a realidade de outras locais.

Apesar de todas os entraves e dificuldades apresentados, a pesquisa fora motivada

4SOUSA, Antonio Carlos Bastos. Aplicacdes Computacionais: o uso dos softwares Eigenmath
e Wingeom no aprendizado de algebra e geometria no ensino médio e superior. Caetité-BA, 2006.

Monografia (Graduacgdo em Licenciatura em Ciéncias com habilitacdo em Matematica).
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por acreditar que a educacao emancipa cidadaos e se a mesma se correlacionar com o
cotidiano fard com que a mesma tenha e significado na vida dos alunos e professores.

Acredita-se que aprender Matematica e especificamente (Geometria, nao esta apenas
no simples ato de copiar e memorizar e sim em construir e reconstruir ideias, fazer
e refazer experiéncias, analisar e comprovar resultados de diversas formas possiveis e
assim, interagir com o conhecimento, fazendo com o mesmo tenha significado intrinseco
e individual para cada um que o aprende, baseado na experiéncia vivenciada com o
mesmo.

Além disso, na docéncia do ensino superior lecionei nestes anos a disciplina Softwa-
res Mateméticos e por trés semestres as disciplinas Laboratério do ensino de Matemé-
tica I e II. Nesta disciplina construi diversas ferramentas matematicas com material
concreto (papeldo, isopor, madeira, mdf, plastico, polietileno etc) e digital (via software
de geometria dinamica, plotagem e computagao algébrica).

Entao ja ha alguns anos desenvolve e aplica-se atividades construcionistas em que
o aluno é convidado, partindo de um conteiido matematico em estudo, a criar experi-
mentos que abarque as no¢oes matematicas deste contetido e/ou até mesmo objetos e
experimentos desenvolvidos por matematicos no passado tais como mecanismos para
tragar curvas, ferramentas de célculo, modelacao de objetos geométricos etc que foram
criados para se estudar e/ou resolver problemas. As Figuras a se referem a

alguns dos objetos desenvolvidos com estudantes de graduacao ao longo do periodo

docente.

Figura 2.4: Conchoéide de Nicomedes e a trissecao do angulo - modelo concreto e

computacional: do autor, 2015.

E dai veio a ideia de se fazer algo que fosse mais presente em sala de aula e também
correspondesse exatamente ao conteiido abordado. Em outras palavras, incrementar
aos recursos padroes utilizados no ensino de geometria por professores de Matematica
em sala de aula: lousa, pincel, livro didatico, régua, compasso, transferidor e material
impresso (listas, apostilas, atividades-projeto); miniprogramas (applets) de geometria
euclidiana relativos aos conteiidos abordado ao longo do estudo deste campo da Mate-
mética no livro didatico do ensino médio.

Pensando assim buscou-se verificar o "estado da arte” sobre esta tematica em livros
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Figura 2.5: Domin6 de equagoes quadraticas no formato de Lemniscata - modelo con-
creto e computacional: do autor, 2015.

Figura 2.6: Ferramentas para tracar hipérboles - modelos concretos de mesa e lousa e
computacional

Figura 2.7: Ferramentas para tracar parabolas - modelos concretos de mesa e lousa e
computacional: do autor, 2015.

e sitios da internet, os quais serao tratados na proxima segao.

2.2 Construcao de sequéncias didaticas e cenarios de
investigacao

Desenvolveu-se os applets explanados neste trabalho inspirados nos trabalhos de

Humberto José Bortolossi et al., mais especificamente no seu sitio de internet Conteu-
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dos Digitais em Matemadtica para o ensino médio - Universidade Federal Fluminense
(UFF )E] onde disponibiliza diversos materiais e recursos digitais, dentre os quais alguns
trabalham com temas que relacionam a Matematica ao cotidiano e uso da mesma em
tecnologias tais como computagao grafica, animagao de imagens etc.

Outro recurso que serviu de inspiracao ¢ denominado Teoremas de Geometria planaﬂ
usando animacoes, dos autores Carlos Eduardo Souza Ferreira e Maria Alice Gravina,
no qual dois applets desenvolvidos em Flash traz os principais teoremas de Geome-
tria Euclidiana Plana. Enquanto que nestes applets mencionados nao ha conexao e
linearidade do conteido da forma como se é trabalhado em sala de aula, os applets ela-
borados neste trabalho seguirao o livro didatico e alavancara a possibilidade do usuario
obter miltiplos exemplos de um mesmo exemplo ao interagir com os objetos e inter-
relacionando diretamente com o livro didatico e a sala da aula. Em outras palavras
é como se cada capitulo do livro se tornasse um aplicativo, programa de computador,
que permite o usuério opera-lo para uma finalidade especifica, neste caso, estudar os
topicos de geometria euclidiana trabalhados no ensino médio.

Posteriormente ao conhecer alguns objetos livres disponibilizados no acervo do sitio
do Geogebra na internet foi-se coletando, analisando e aprimorando os objetos que
construfa neste programa durante as aulas que ministrava aos alunos de ensino médio
e superior.

Nesse sentido ressalta-se [6] que,

wconformado com a passividade dos sistemas instrucionais,
deu bases a teoria construcionista, cuja caracteristica princi-
pal € a concretude e, nesse sentido as interacoes do aprendiz
com o computador € voltada para atividades de programacgao
para o desenvolvimento de projetos de investigacao ou na re-
solugao de situagoes-problema fazendo desenvolver a cogni¢cao
e a metacognicao. Gracas as ideias de Papert temos hoje am-
bientes constituidos em ciberespacos onde hd colaboracao co-

letiva e mitua na producao de conhecimento compartilhado.

Surgiu entao a iniciativa de se conhecer, estudar e pesquisar o referido software de
modo a produzir objetos matematicos investigativos.

Ha algumas situacoes didaticas em que se faz necessario estudar e investigar o
mesmo problema matematicos de geometria em mais de uma maneira. Para exemplifi-
car tomemos um retangulo de perimetro 2P fixo donde 2P = 2x + 2y, logo P =x +y
cujos vértices estao confinados no plano cartesiano e sendo um deles a origem O = (0, 0)
do plano. A area S do mesmo é S = xy. Escrevendo a area do retangulo como um

fungio em x tém-se f(z) = #(P — z) = Px — 2%

® Disponivel em hitp://www.uff.br/cdme/. Acesso em 28 de setembro de 2015.
6 Disponivel em http://www.edumatec. mat.ufrgs.br/teoremasgeometria/TeoremasGeometriaplana.htm.

Acesso em 28 de setembro de 2015.
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E para isto, no Geogebra tém-se a janela de visualizacao 2 e ao ser habilitada

simultaneamente com a janela de visualizacao permite fazer representacao dupla e com
interacao simultanea de uma mesma construgao geométrica e analitica, ou seja em uma
das janelas de visualizagio faz-se a intera¢do como os elementos geométricos (pontos,
retas, segmentos, planos etc) e na outra janela se faz o estudo do comportamento grafico
e/ou funcional (analitico) do objeto, como pode ser visto na Figura

Entao a janela de visualizagdo 1 (padrao) ¢ para representar o retangulo propri-
amente dito, neste caso delimitado pele reta y = P — x e os eixos x e y, enquanto
que a janela de visualizacao 2 serd para representar o grafico da funcao area do retan-
gulo,dada por f(x) = Pz — 2%, de modo que ao movimentar os vértices do retangulo
na janela de visualizagdo 1 ambos graficos/figuras/objetos/construcoes se interagem
simultaneamente. Assim temos diversas possibilidades entre a janela de visualizagao 1
e 2 para analise e interpretacdo geogébrica (geométrica/algébrica): valores maximos e
minimos, decrescimento e crescimento, reta tangente, declividade e derivada da funcao

entre outras. A figura 2.§ representa uma situacdo para P = 5.
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Figura 2.8: Janelas de visualizagao 1 e 2 representando geometricamente e graficamente

= 5x — 22 em que 0 < x < 5: do autor, 2015.

Embora o exemplo acima apresente uma das utilidades de duas janelas de visuali-
zagao 2D, esta forma de abordagem das ideias em duas janelas servira de base para se
desenvolver os applets de geometria espacial no capitulod] onde a parte teorica/textual
do contetdo se apresentara na janela de visualizacao padrao e os objetos geométricos
espaciais na janela 3D. Entao no préoximo capitulo trataremos primeiro os tépicos de

geometria plana para construcao dos objetos.



3 A CONSTRUCAO DOS APPLETS
DE GEOMETRIA PLANA

Faz-se necessdrio adotar a concepgao de design educacional como base
da prdatica pedagogica com o uso de tecnologias proporciona a
integracdo de diferentes midias ao curriculo com foco na aprendizagem
do aluno, em sua realidade de vida, interesses e preferéncias de

aprendizagem.

Cavellucci e Valente

Esta dissertacao nao tem como objetivo ensinar a utilizar o Geogebra e tampouco servir
de manual para utilizacdo do mesmo. O proposito aqui é apresentar um conjunto de
comandos e ac¢oes via teclado e mouse na interface do Geogebra de modo a produzir
um material interativo e didatico com uma boa aparéncia, facilidade de uso e que
apresenta as principais nogoes, definicoes e exemplos sobre a Geometria Euclidiana do
livro didatico utilizado, coletanea do ensino médio Matemdtica: ciéncia e aplicagoes
dos autores Gelson lezzi [et al.].

O Geogebra utiliza-se de um pacote de texto denominado Latex. O KTEX é um
pacote feito para a preparacao de textos impressos de alta qualidade, especialmente
para textos mateméaticos. Ele foi desenvolvido por Leslie Lamport a partir do programa
TEX criado por Donald Knuth.

Neste caso quem vier a tomar conhecimento da discussao aqui apresentada neces-
sitard conhecer a literatura sobre o tema, ja desenvolver ou ter desenvolvido atividade
neste software e estar familiarizado com sua interface e, ainda, conhecer um pouco
sobre linguagem IXITEX e comandos em Javascript, para que assim possa replicar ou
reproduzir as atividades aqui propostas. Nos apéndices trataremos o detalhamento dos
pacotes de instalagao do Java Runtime Enviroment que é a "maquina virtual” que pro-
cessa a linguagem em que o Geogebra opera, a instalacao e o primeiro uso do Geogebra

e a utilizacao do material off-line gerado em HTML dos applets aqui feitos.

43
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3.1 Elaboracao de applets no Geogebra com conteii-
dos de geometria: definicoes, notacoes, teoremas

etc

Nesta parte do trabalho sera mostrado como foram utilizados alguns comandos e
ferramentas disponiveis no Geogebra e alguns scripts de linguagem Java para deixar
mais facil e operacional os objetos criados. Mais especificamente, para cada topico de
matematica a ser trabalhado/desenvolvido de forma ordenada, concatenada e sequen-
cial para dar énfase ao contetido. Em outras palavras, traremos os textos defini¢oes,
exemplos, notas explicativas, observagoes e exercicios como botoes clicaveis e ativos.
Isto é, a medida que o usuario avanca na leitura e interpretagao sera solicitado a sua
intervencao e o mesmo clicara nos objetos indicados.

Como o desenvolvimento deste trabalho foi-se pensado para o uso na educacao
bésica na instituicao em que o pesquisador atua como docente do ensino médio, a
coletanea adotada neste nivel de ensino é Matematica: ciéncias e aplicacoes, dos autores
Gelson lezzi, Osvaldo Dolce, David Degenszajn, Roberto Périgo e Nilze de Almeida,
em trés volumes, um para cada série/ano, que ja vinha sendo utilizado desde 2007
nesta instituicao e em 2014 foi escolhido como a coletanea do triénio 2015-2017. Os

contetidos de Geometria euclidiana estao presentes nos dois primeiros volumes: no

volume 1 os capitulos [12 - Semelhanca e triangulos retangulos| e [L3 - "Irigonometriaj

|do triangulo retangulof no volume 2 os capitulos |01 - A circunferéncia trigonométrical

102 - Razdes trigonométricas na circunferéncial [03 - Triangulos quaisquerl, [08 - Area de|

ffiguras planas| [09 - Geometria Espacial de posicao], [I0 - Prismal [11 - Piramide] [12
[Cilindro}, [13 - Cone|e [14 - Esferal

Supoe-se que os autores nao apresentaram outros topicos de geometria plana, prin-

cipalmente as notacoes iniciais, por fazerem parte do ensino fundamental II e, portanto,
contempladas nestas séries. Entretanto, quando necessario, faremos recorréncia a estas
no¢oes para maior concisao e completude do contetido.

Vale ressaltar que nao estamos aqui analisando os livros didaticos da coletanea
tampouco a diagramacao, editoracao, formato, abordagem, metodologia etc. Os mes-
mos foram utilizados para se extrair as defini¢oes, teoremas e exemplos e, desta forma,
apontar quais topicos de geometria euclidiana serao feitos os objetos no Geogebra e,
assim o pesquisador vincular o material presente no livro com o material produzido
e, também poder utilizar este material produzido em suas aulas j& esta colecao fora
adotada pelo PNLD (Programa Nacional do Livro Didatico) 2015-2017.

Para cada capitulo desenvolveremos um ou mais applets do Geogebra para contem-
plar o contetido, exemplo e exercicios do mesmo. Detalharemos com mais énfase as
construcoes envolvendo a Geometria espacial, pois pretende-se explorar a maior parte

dos recursos disponiveis na janela 3D do software e as exportacoes dos objetos para o



Incorporando linguagem e notagao usual de Matemética (escrita em ETEX), botoes e

comandos avangados (booleanos, Javascript etc) 45

formato applet offline, como ja fora dito anteriormente.

O material digital aqui construido e detalhado é uma producao independente, pois
nao ¢ a copia na integra e traz consigo a estrutura bésica do conteido da colegao
Matematica: Ciéncia e aplicacoes, disponivel no PNLD 2015-2017 do ensino médio e
quem tiver acesso a mesma podera transitar ideias entre este material e os livros da
referida colecao.

Em tempo reitera-se que nao se pretende supervalorizar esta colegao nem tampouco
seus autores, a mesma estd sendo utilizada como referencial apenas por ser uma co-
lecao adotada numa instituicao do ensino médio em Caetité-BA nas 3 tltimas vezes
e de forma consecutiva, como livro didatico para as turmas do ensino médio. Ou
seja, poderia ter sido qualquer outra obra ou autor e inclusive nivel de instrugiao (mé-
dio/superior/p6és), pois o foco aqui é explorar, construir e fazer uso das ferramentas
do Geogebra para o que o mesmo apresente o contetido, interaja com as definicoes,
notagoes e teoremas através de construcoes dinamicas e didaticas e que o desenvolvi-
mento do contetdo através da explanagao e interagao do professor e/ou aluno seja feita
somente no software, sem precisar recorrer a outros programas como os de apresenta-
¢ao (Power Point, Press, Flash, Prezi etc), calculadoras ou programas de computacao
algébrica.

A forma como os applets aqui construidos se justificam ao constatar que a maioria
dos objetos do Geogebra ora sao aplicacoes ou exemplos e exercicios ou quando abor-
dam o contetido abordam alguns topicos apenas, sem continuidade e/ou fechamento.
De outro modo, listaremos nos volumes da colegao todos os contetudos/capitulos rela-
cionados a geometria euclidiana e faremos a construcao do material sobre todos eles.
Esse é o objetivo e a meta aqui propriamente dita. E, & medida em que se é desenvol-
vido, reafirma-se o que diz [5] quanto "a importancia de precisao com que cada objeto

é definido na generalidade de um argumento matemético”.

3.2 Incorporando linguagem e notacao usual de Ma-
tematica (escrita em KTREX), botoes e comandos

avancados (booleanos, Javascript etc)

Inicialmente foram analisados os capitulos do livro [I] correspondentes ao conteido
de geometria. Em seguida foi-se definida uma estrutura de apresentacao do contetido
que esta no livro para ser incorporado no Geogebra. Para isto foram criados botoes
acionaveis correspondentes as secoes do capitulo e ao serem clicados apresentam o
conteudo da mesma. Isto se faz necessario, pois todo o contetdo é exibido na mesma
tela, nao havendo transicao de janelas, como acontece em apresentagoes por slide.

Outro ponto a destacar é que estaremos seguindo a abordagem dos autores e, quando

possivel, serao acrescentados elementos no objeto de modo que o torne mais geral,
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no sentido de possibilitar uma compreensao mais ampla do contetido; investigativo
de modo que o usuario realmente produza questionamentos sobre o que e como esta
aprendendo; e explorativo para possibilitar maior interagao e estimulo ao usuério ao
aprender o contetdo.

Nesse sentido ressalta-se o que diz [5] que estas atividades

tlustram como os ambientes de geometria dindmaica, em par-
ticular o recurso de arrastar, podem ser explorados para mo-
twvar a distin¢ao entre argumentos matematicamente vdlidos
e argumentos empiricos ou indutivos, que implicam logica-
mente nas propriedades desejadas. Para que estes objetivos
sejam atingidos, € fundamental que as conclusoes dos alunos
sejam fundamentadas em argumentos matemdticos, e ndo na
simples visualizacdo do software. Note que foram incluidas
questoes chaves nas atividades, com o papel de disparar essa

discussao.

A partir de agora apresentaremos os roteiros de elaboracao dos applets que sao
construidos com base nos capitulos dos livros que tratam sobre geometria euclidiana

plana e espacial (métrica e de posi¢do). Apoés baixar e instald-lo, para iniciar o Geo-

Gebra, dé um clique duplo no icone secea que executa o mesmo. (A versdo utilizada é
a 5.0.). Ao abrir o programa na aba mostrada abaixo clique no item Geometria como
indicado pela seta do mouse:

Disposigbes

Algebra

[ ]

L]

I$ Gent}etria

A B .
Planilha de Calculos b

Janela CAS

X=
(_{D Janela 30
LB

Probabilidade

Sera exibida a janela geométrica:
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(7 Geoleba (), | e . S B I— - o 5 S

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

A I? h @ @ 47 & ABC a=2 -—_1 g
EJ e i) /v "')"'/v Ll 7] 7] * | | ‘_:Hv ? i
TLEAC

é barra de menus:

|N‘QW Editar Exibir Opgbes Ferramentas Jansla Ajuda

A barra de ferramentas:

D REESORENTEE

A barra de formatacao e propriedades:
" CEac-

Sera explanado a utilizacao destas ferramentas & medida em que forem utilizadas.

3.3 Construcao digital do capitulo 12 do volume 1 -

Semelhanca e tridngulos retangulos

Para se iniciar as atividades comecou-se com o capitulo 12 do volume 1, que trata
da Semelhanca e triangulos retangulos. Nele ha 4 segoes: Semelhanca entre figuras;
Semelhanca de triangulos; Critérios de semelhanca e O triangulo retangulo. Sendo

assim o resultado é como mostra a figura a seguir:

Sen"lel‘hanga e triéngulbs ‘retzfmgulols

Semelhanga entre figuras [ Semelhanga de tridngulos ] [ Critérios de semelhanca ] O triéngulo reténgulo

Para criar estes objetos (textos e botoes) os comandos sdo:
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3.3.1 Passo 1 - Criando textos

Selecione a ferramenta texto == na barra de ferramentas principal, clique na janela
geométrica do software e digite o texto "Semelhanca e tridngulos retangulos” dentro da

janela editar e em seguida pressione o botao OK, conforme indica seta do mouse.

f ©F Texto I&‘

Editar

ISemeIhanga e tridngulos retangulos

Formula LaTeX | Simbolos | Objetos
ElIEEERREN

Visualizar

Semelhanga e tridangulc

) Ajuda @ cancelar | |

Vale lembrar que os textos que representam definicao e enunciados sao marcados
a opcao "Posicao absoluta na tela”, clicando sobre os mesmos com o botao direito do
mouse e selecionando esta op¢ao. Em seguida para se criar qualquer um dos botoes é
explicado no préoximo passo.

3.3.2 Passo 2 - Criando botoes e posicionando-os na tela geo-

métrica

a=2 \:
Clique na ferramenta Cnnéc no seu cantor inferior direito onde ha uma seta que fica
vermelha, a qual expande a ferramenta exibindo as ferramentas embutidas. Em seguida

clique em "Botao” onde estd indicado por uma seta na figura a seguir:

a=2

——

Controle Deslizante
/' ® caixa para Exibir / Esconder Objetos

| |
QK Eioté& |

=1 Campo de Entrada

Selecione a ferramenta e clique na tela geométrica do Geogebra e seré exibido uma
janela. Nela, digite o texto Legenda que sera exibido no botao na caixa superior. Veja
como é o resultado:
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[ Botio — |

Legenda: |Semelhanca entre figuras T (a]

Codigo GeoGebra:

1
EL
I
[ Aplicar ‘ I Cancelar I

N T . o

Repetindo este passo cria-se os demais botoes. Para posiciona-los como se pretende

é necessario mové-los. No Geogebra a ferramenta que permite selecionar mover e marcar

objetos e ferramenta selecao indicada pelo item ‘ .

Sendo assim qualquer objeto criado que necessitar ser alterado, esta ferramenta
deve ser ativada. Para isto, basta clicar sobre a mesma usando o mouse e pressionando
o seu botao esquerdo.

Resta colocar o botao para funcionar como “liga-desliga” e para isto precisaremos
de uma caixa de sele¢ao exibir e esconder objetos (ver figura a seguir), disponivel na
mesma ferramenta anterior. Portanto, cada botao terd uma caixa de selecao para ser

acionado.

a=2 [“Controle Deslizante

/|®  caixa para Exibir / Esconder Objetos
OK Botio

a=1 Campo de Entrada

3.3.3 Passo 3 - Criando caixas para exibir e esconder objetos

7® Caixewara Exibir / Esconder Objetos . . L.
e clique na janela geométrica. Ao

Clique na ferramenta
aparecer uma janela na caixa Legenda digite uma abreviacao do botao que a acionara.
Para o botao Semelhanca entre figuras optamos por "semelhancafig”. Repetindo este
passo para os demais botoes foram criadas as demais caixas de selecao: semelhancatrig,
critsemelhanca, trigretangulo que serao acionadas pelos botoes: Semelhanca de trian-

gulos; Critérios de semelhanca e O triangulo retangulo, respectivamente. Assim para
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que funcione é necessario programar o botao ao ser clicado. Entao devemos alterar
suas propriedades, clicando com o botao direito do mouse sobre o mesmo e escolhendo
o item propriedades. Para comecar definiremos o nome do botao e se ja estiver na po-
sicao adequada marcaremos a opc¢ao Fixar objeto, conforme mostra a figura a seguir.

Basico | Texto | Cor | Estilo | Avancado | Programac&o

Nome:  Semelhancafigural

Legenda: Semelhanca entre figuras

¥| Exibir Objeto

Fixar Objeto

3.3.4 Passo 4 - Programando o botao

Na aba Programacao definiremos o que o botao vai ativar e desativar, ou seja, quais
caixas de selecoes exibirao ou esconderao os objetos. No caso do botao da secao Seme-

lhanca entre figuras, na aba Ao clicar ficou assim definida:

Basico | Texto | Cor | Estilo | Avangado| Programacdo

1 semelhancafig=true
2 semelhancatrig=false
3 trigretangulo=false
4 critsemelhanca=false

Ou seja, o botao ativara a caixa de exibir objetos denominada semelhancafig e
desativard as demais. Para isto digitou-se a atribuicao semelhancafig=true. Isto quer
dizer que a caixa semelhancafig esta ativa, ligada e as demais equacgoes das outras caixas
de exibir esconder objetos com o termo apés a igualdade false que ficarao desligadas,
inativas. Portanto esta rotina fard com que apenas os objetos associados aquela caixa
sejam exibidos. Desta forma para ativar uma caixa e desativar a outra basta trocar o
termo false por true e o true por false.

E viavel testar os botoes e verificar se apenas uma caixa de exibir/esconder objetos
fica ativa. Feito esta rotina, podemos ocultar as caixas de selecao clicando sobre as
mesmas com o botao direito do mouse e selecionando o item exibir objeto e, assim, a

ocultard. O procedimento é como a seguir:

Critsen
Valor Booleano critsemelhanca

‘ Eﬁir Objeto
an | Exibir Rotulo
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3.3.5 Passo 5 - Criando subsecoes

Dando continuidade e usando os passos a foram criados os botoes e as
caixas de exibir objetos associados, uma subsecao da secao Semelhanca entre figuras e

os mesmos s6 serao exibidos quando se clica neste botao:

( Introducéo ( Exemplo 1 { Exemplo 2 ] { Exemplo 3 ] [ Exemplo 4 ] { Exercicios ]

Para isto definiu-se uma condicao para exibir estes objetos somente quando a caixa

de exibicao do referido botao estiver ativa.

3.3.6 Passo 6 - Vinculando objetos a uma caixa de selegao ativa

Para vincular os botoes criados na subsecao a sua secao, selecionaremos estes obje-
tos (botdes, textos e elementos geométricos), clicando e mantendo pressionado o botao
esquerdo do mouse, arrastando-o e determinando uma regiao retangular ao redor dos

mesmos, como mostra a figura abaixo:

{ Introducéo | Exemplo 1 | | Exemplo 2 | ‘ Exemplo 3 ] ‘ Exemplo 4 ] ‘ Exercicios }

fada uma das finuras anrasanta am esealas diferantas a acharn de Im mana crantandn n nama da almumas das fanitais hrasila

e em seguida clicamos com o botao direito do mouse sobre a regiao criada e seleci-

onamos o item propriedades

Selegdo
Exibir Rotulo
v Fixar a Caixa para Exibir / Esconder Objetos

»

'/ Apagar

e Proprieda]%es

Sera exibida uma janela e na aba Avancado digita-se semelhancafig=true (o nome
da caixa de exibi¢do da segao associada igual a ligada) no item ”"Condigao para exibir
objeto”. Fazendo isto, estes botdes s estardo ativos quando a caixa exibir/esconder
objetos estiver ativa. De agora em diante chamaremos de valor booleano qualquer caixa
de exibir e esconder objetos, por ser o nome que o Geogebra utiliza para esta categoria

de objeto.

3.3.7 Passo 7 - Elaborando estrutura da subsecao

J& temos uma estrutura definida para apresentar o contetdo. Agora utilizando o
Passo 1 digita-se o texto "Cada uma das figuras apresenta, em escalas diferentes, o
esboco de um mapa contendo o nome de algumas das capitais brasileiras”. No livro
é introduzido contetdo utilizando a distancia entre cidades em dois mapas com esca-

las diferentes. Entdo cria-se trés pontos A, B e C e clicando sucessivamente na tela

geométrica em locais distintos, usando a ferramenta Q . Em seguida, utilizando a



52 A CONSTRUCAO DOS APPLETS DE GEOMETRIA PLANA

nserir Inagem ABC| . .
ferramenta MEEmASET 1 dentro de @ e clicando sobre um dos pontos criados
[ prasil-estados-capitais-nomes

na tela geométrica escolhemos a imagem na janela a

E] que corresponde ao mapa do Brasil. Precisaremos redimensionar a figura para que
seja exibida por completo na tela. Entao os cantos da figura serao posicionados sobre
os outros dois pontos criados, clicando sobre a figura com o botao direito do mouse, se-
lecionando e clicando em propriedades e abrindo a aba Posicao determinando os cantos

conforme a figura abaixo.

I rs——
3si | | ilo| Posicéo 3
Imagem FiguraA Basico | Cor | Estilo ¢ |Avan§ad0|Programags
s Fixar Objeto
g . : 41 Canto1: A M
<1 4 Posicdo Absoluta na Tela
- [ Canto2: B -
Renomear
“ |7 Apagar ™1 cantos: |C -
wi o PrOPrIEdEes . | [posicio Absoluta na Tela

Apesar de sao ser a abordagem aqui tal construcao feita até este ponto corresponde
no contexto da algebra linear transformagao linear dos vetores AB e AC (cisalhamento,
rotacdo e escala-dilatagdo/contragdo) ou uma transformacao de Moébius dos ntimeros
complexos da regiao delimitada pelos nimeros complexos B e C que tem origem do
plano complexo o ponto A.

Retomando a construcao, movimenta-se os pontos de modo a obter a melhor visu-
alizagdo da figura (forma ortogonal). Confinar esta imagem em pontos possibilita usar
o zoom (roda central do mouse) para ampliar ou reduzir a figura, que fora o objetivo

deste passo.

3.3.8 Passo 8 - Duplicando objetos na janela geométrica

Se é necessario criar um outro mapa com escala diferente. No Geogebra o re-
curso copiar e colar permite duplicar um objeto ou mais objetos da janela geométrica.
Determina-se uma regiao retangular ao redor dos mesmos, neste caso o mapa e os trés
pontos que estao nos cantos, pressione as teclas Ctrl e C e depois Crtl e V e escolha o
local onde sera colado o objeto, basta agora movimentar os pontos que estao no canto

e ajustar a escala do mapa.

3.3.9 Passo 9 - Incluindo segmentos e angulos na janela geomé-

trica

De acordo a explicagao do livro é solicitado ao aluno que faca a medida da distan-

cia entre duas cidades e em seguida meca os angulos entre trés cidades. Neste caso

/
. . . ,/' Segmento I/\\)
precisaremos criar segmentos usando a ferramenta .e na lista escolha

L Arquivo de imagem obtida em http://www.mapasparacolorir.com.br. Acesso em 27/01/2015.
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e clicando com o mouse sobre a marcagao de duas cidades cria-se o segmento. Se-
rao necessarios os segmentos que liguem no mapa as cidades Belo Horizonte-Belém-
Manaus-Curitiba, formando um quadrilatero e Belo Horizonte-Rio de Janeiro-Salvador,
formando um triangulo e Belo Horizonte-Fortaleza-Recife, formando dois segmentos.
Segundo os autores, o estudante medird os angulos com vértice em Belém entre

Manaus e Belo Horizonte e com vértice em Brasilia entre Rio Janeiro e Salvador. Desta

L

7

forma, para se criar um angulo escolha a ferramenta e clique sucessivamente nos
pontos criados sobre Manaus-Belém-Belo Horizonte nesta ordem. Serd exibido o angulo
e a sua medida. Da mesma forma clicando sobre os pontos em Rio de Janeiro-Brasilia-
Salvador cria-se o angulo com vértice em Brasilia.

Como esta sendo reproduzido o livro, que ja possui uma didatica orientada, o mesmo
apresenta as medidas das distancias no mapa bem como os angulos mencionados. Sendo
assim e usando o passo cria-se os textos destas medidas e posiciona-se ao lado

dos segmentos e angulos respectivamente. O resultado ¢ mostrado na figura a seguir:
F e R
. .ﬁ'-’ ™
% e,
< n i 350 Luis
o T Fonaiza
I I
: oF L ",
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| Destrite
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. |
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7 i grals ?‘r ]
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i

Como complementacao a abordagem do livro foram criados dois botoes: Medindo
distancias e Medindo angulos e a eles associadas as perguntas (textos): O que pode
concluir a respeito da distincia entre as cidades nos dois mapas? Qual a razao de se-
melhanca? O que pode concluir a respeito dos dngulos com vértice na cidade de Belém?
E os dangulos com vértice na capital brasileira? Vale lembrar que estes questionamentos
nao estao presentes no livro e foram criadas para dar sentido & interacao do usuéario.

Para concluir esta subsegao conforme mostra a Figura[3.1] foram selecionados todos
os objetos criados no Passos 7 ao 9, clicando e arrastando o mouse para se determinar
uma regiao retangular ao redor dos mesmos. Agora todos estes objetos estardo asso-
ciados ao valor booleano do botao introducao e para isto executa-se o Passo 6 e na
janela que é exibida digita-se a condicao de se exibir o objeto o texto "intro=true” e

pressione OK. Este é o resultado final, lembrando que a coloracao dos botoes e textos
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Semelhanca e tridngulos retangulos

[ Semelhanca entre figuras ] { Semelhanca de triangulos ] { Critérios de semelhanca ] O tridngulo reténgulo

[ Introdug o ] [ Exemplo 1 ] [ Exemplo 2 ] [ Exemplo 3 J [ Exemplo 4 ] [ Exercicios J
Cada uma das figuras apresenta, em escalas diferentes, o esbo¢o de um mapa contendo o home de algumas das capitais brasileiras.

BRASIL: ESTADOS E CAPI%AIS

[ Medindo disténcias ] [ Medindo angulos ]

BRASIL: FSTADCS £ CAPITALS

Figura 3.1: Subsecao Introducao: do autor, 2015.
fica a critério de quem o faz, na opcao Propriedades nas abas Basico, Texto e Estilos.

3.3.10 Passo 10 - Criando outra subsecao

Terminado esta etapa a subsecao introducgao esta pronta. Sendo assim se clicarmos
em Exemplo 1, todos estes objetos ficarao ocultos, para entao criarmos os objetos que
serao exibidos quando o valor booleano associado a este botao estiver ativo. Seguindo
o exemplo 1 do livro, usando o passo |3.3.1] cria-se um texto e ativando a caixa de
marcagao linguagem KETEX na janela de edigao digita-se do seguinte modo o texto

conforme ¢ exibido na imagem a seguir:

ﬁ Texto *

Editar

Dois' quadrados\ quaisqueri sdo\ semelhantes
A\ razio\ de\ semelhancal entre\ os\ lados\ dos\ quadradosh [1\ e\ [2]\ €\ Virac{j/j H{in/j }.

[FFérmula LaTex | Simbolos » | Objetos v

B | | | | o

Visualizar

Dois quadrados quaisquer sio semelhantes.

A razdo de semelhanca entre os lados dos quadrados [1] e [2]

¥ Ajuda OK Cancelar

Pressiona-se OK.
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3.3.11 Passo 11 - Criando poligonos regulares na janela geomé-

trica

Como se trata da semelhanca de dois quadrados se faz necessario cria-los, onde

vale lembrar que o quadrado ¢ um poligono regular de quatro lados e a ferramenta

que utilizaremos ¢ poligono regular disponivel em \*—k” e clicando na seta vermelha do

9 .
. . . +_» Poligono Regular . .
canto inferior direito escolhendo ~* N . Em seguida marca-se dois pontos

distintos na tela e ao aparecer a janela digite 4, que é o niimeros de vértices do poligono

desejado. Repita este passo para se criar o outro quadrado.

3.3.12 Passo 12 - Nomeando objetos da janela geométrica

Usando o Passo 1 e clicando sobre um dos vértices de um dos quadrados criaremos

L N
os textos ”[1]” e ”|2|” para cada um dos quadrados exibidos. Usando a ferramenta ‘
editaremos o texto do passo|3.3.10| para que a representagao fracionaria 3 exiba valores

dindmicos para a e b. Neste caso selecionamos e apagamos o a e em seguida usando
." clicaremos sobre um dos lado do quadrado. Depois selecionamos e apagamos o b e

com ." clicaremos sobre o lado do outro quadrado. Pressionaremos OK e voltaremos

para a janela geométrica.

3.3.13 Passo 13 - Textos dinAmicos na janela geométrica

O texto apresentado no Passo 10 possui valores dinamicos "a” e ”b” e a0 movimen-
tarmos os pontos dos vértices do quadrado a fragao é atualizada seus valores. Caso
queiramos valores unitarios, basta tomar um dos lados do quadrado como unidade, ou
seja, no texto ” frac{a}{b}” trocar "a” por 1 _1/1 1”7, sendo”l 1”7 o nome do segmento
lado do quadrado e "b” por ”1_2/1 17 onde "1 2" & o lado do outro quadrado. Os itens
dinamicos foram incluidos no texto clicando o sobre os mesmos na tela geométrica e/ou

clicando na opcao "Objetos” e selecionando o item na lista. O resultado é como mostra
a Figura [3.2] a seguir:

Na Figura [3.2] alterou-se o formato dos pontos para setas no item Propriedades e
na aba Estilos. Ao final selecionamos todos os objetos fazendo um reticulado ao redor
deles e utilizando o Passo 6 na aba Avancado digita-se "ex1=true”. Até aqui os objetos
criados nos Passos 11 e 12 foram vinculados ao booleano "ex1” e exibidos quando o
mesmo estiver ativo (ligado) através do botdo "Exemplol”. Quanto ao arredondamento
das casas decimais dos valores numeéricos exibidos esta disponivel no programa no menu
opcoes, arredondamento, selecionar a quantidade de casas decimais. Desta forma, o

exemplo 1 esta pronto.
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Dois quadrados quaisquer sio semelhantes.

[y

A razio de semelhanca entre os lados dos quadrados [1] e [2] é 1

a [2]

(1]
Figura 3.2: Subsecao Exemplo 1: do autor, 2015.

O exemplo 2 do livro sugere trabalhar a semelhanca entre circulos. Entao, na tela do
Geogebra, clica-se sobre o botao "Exemplo 2”7 e os demais objetos da tela ficarao ocultos.
Os procedimentos a serem utilizados na construcao deste exemplo sao idénticos ao do
"Exemplo 1”7 e, portanto, usaremos o Passo 10 para criar o texto "Dois circulos quaisquer
sao semelhantes. A razdo de semelhanca entre os circulos [1] e [2] ¢ frac{a}{b}".

Precisaremos criar dois circulos, que serda mostrado como fazer isto no passo a seguir.

3.3.14 Passo 14 - Criando circulo dado o centro e um de seus

pontos

)

L
%/—
;

Na barra de ferramentas clica-se em === e na janela geométrica clica-se em dois

pontos. O primeiro ponto criado serd o centro do circulo e o segundo serd da extre-
midade do circulo. Criado e selecionado o circulo, usa-se a barra suspensa que fica
logo abaixo da barra de ferramentas para definir a cor e a transparéncia do circulo,

selecionando a cor e movendo a barra horizontal como na figura a seguir:

-

o | O = [ |
[ ] |
[ I[marrom] Iﬁll:ll:ll:l-

Para terminar esta construcao utilizaremos o Passo 1 para nomear este circulo como
”[1]”. Repetiremos estes passos para criar outro circulo que sera nomeado por ”[2]”. Uti-
lizando o passo [3.3.9 cria-se o segmento para determinar o raio de cada circulo. Em
seguida repete-se o passo [3.3.13] clicando-se desta vez sobre os raios dos circulos ao
invés dos lados do quadrado. Ao final selecionamos todos os objetos fazendo um reti-
culado ao redor deles e utilizando o Passo 6 na aba avancado digita-se "ex2—true”. Até
aqui os objetos criados neste passo foram vinculados ao valor booleano "ex2” e exibidos
quando o mesmo estiver ativo (ligado) através do botao "Exemplo 2”. Desta forma, o

exemplo 2 esta pronto e ficard como a seguir:
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Dbis circulos quaisquer s@o semelhantes.

[1

1
A razdo de semelhanca entre os circulos [1] e [2] é 07> 1.3

Figura 3.3: Subsecao Exemplo 2: do autor, 2015.

Desta forma ao usar a ferramenta selecao e clicar sobre a extremidade de um dos

raios e arrasta-lo obteremos diversas formas de representagao da razao.

3.3.15 Passo 15 - Criando retangulos na janela geométrica

Passaremos para o exemplo 3 do livro que trata da semelhanca entre retangulos
ao afirmar "Dois retangulos serao semelhantes somente se a razao entre as medidas de
suas bases for igual a razao entre as medidas de suas alturas”. Clicaremos no botao

"Exemplo 3" da janela geométrica para ocultar os objetos ja criados.

Para se criar retangulos sera necessario: inicialmente usar a ferramenta ! dispo-

nivel na barra de ferramentas e clicar em dois pontos distintos na janela geométrica.

.

Em seguida usar para se determinar duas retas perpendiculares a reta dada nos
dois de seus pontos ja determinados. Neste caso clica-se sobre a reta ja criada e depois

sobre um de seus pontos. Feito isto repita o processo para criar a outra perpendicular

no outro ponto. Usa-se para criar um terceiro ponto sobre a reta perpendicular e

.

novamente usando cria-se outra reta perpendicular neste terceiro ponto. Para de-

A
L] .
terminar o quarto vértice do retangulo abre-se a lista da ferramenta .J; % clicando sobre

Intersecdo de Dois Objetos
a seta inferior direita que ficara vermelha e escolhe-se usa-se -

Apos isso clique sobre as retas que se cortam no quarto vértice. O retangulo esta

I
delimitado e falta determina-lo e usando a ferramenta l “T ¢ clicando sobre os quatro

vértices de forma sequencial e clicando sobre o primeiro vértice fecha-se o poligono.
Com o retangulo criado precisa-se esconder as quatro retas que o originou. Basta

clicar com o botao direito do mouse sobre a reta e desmarcar a opcao exibir objeto.
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Repete-se estes passos para se criar outro retangulo que sera utilizado neste exemplo
3.

Reutilizaremos o passo para se determinar as razoes de semelhanca entre as
bases e as alturas dos triangulos em dois textos. De acordo a construcao, selecionaremos
as bases e as alturas, respectivamente, dos retangulos. A copia de tela a seguir exibe o

comando e visualizacao do mesmo:
Qlc TN —

Editar

Al razdo\ de\ semelhancal enfrel as\ alturasi\ \racfo_1/0 1 4o 2/0 1}

WA\ raziio\ de\ semelhancal entre\ as\ bases\ Virac{l_1 /11| M1 2/1_1 }{

Formula LaTeX = | Simbolos | Objetos

o T

Visualizar

A razao de semelhanca entre as alturas : a

- 1
A razao de semelhanca entre as bases : =

Na imagem anterior "o 17,70 27,71 1”7 e ”l 2” sao base e altura, respectivamente

do retangulo e as medidas "o 17 e 71 17 foram tomadas como unidade.

3.3.16 Passo 16 - Exibindo um texto vinculado a uma condigao

matematica

Sera criado um texto que verifica a semelhanca entre os retangulos, repetindo o
passo e digitando ”Os retangulos acima sao semelhantes”. Em seguida, clicando
sobre 0 mesmo com o botao direito do mouse e na aba avancado escrevendo o c6digo

que é mostrado na imagem a seguir e pressionando OK:

Bdsico | Texto | Cor | Posigio | Avancado | Programacio

Condicao para Exibir Objeto(s)
exd Ltrue A 088 = (_ 1o 20/ 20 _1)= 102

Este texto verifica a razao de semelhanca propriamente dita com aproximacao de
centésimos, pois a equacao da propor¢ao entre os lados 1 1*0_ 2—=1 2*o 1 implica em
(1_1*o_2)/(1_2%o_1)=1. Ao final selecionamos todos os objetos fazendo um reticu-
lado ao redor deles e utilizando o Passo 6 na aba avancado digita-se "ex3—true”. Até
aqui os objetos criados nos Passo 15 e 16 foram vinculados ao booleano ”ex3” e exibidos
quando o mesmo estiver ativo (ligado) através do botao "Exemplo 3”. Desta forma, o
exemplo 3 estd pronto e explorando as abas cor e estilo e ficara como na Figura |3.4] a

seguir:
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Dois retangulos serdo semelhantes somente se a razéo entre as medidas de suas bases for igual a
razdo entre as medidas de suas alturas.

Os retangulos acima sao semelhantes.

.
&l

A razao de semelhanc¢a enire as alturas : i

1

A razao de semelhanca entre as bases : i3

Figura 3.4: Subsecao Exemplo 3: do autor, 2015.

Feito estes passos conclui-se o exemplo 3. No exemplo 4 do livro é elucidado a
semelhanca entre paralelepipedos retangulos. Para este exemplo serao criados dois
paralelepipedos em perspectiva cavaleira a ser tratado no préximo passo. Clica-se

sobre o botao "Exemplo 4”7 para comecar sua construcao e ocultar as ja existentes.

3.3.17 Passo 17 - Construindo paralelepipedos em perspectiva

cavaleira

A
Primeiramente cria-se a base do paralelepipedo usar a ferramenta ;i disponivel

na barra de ferramentas e clicar em dois pontos distintos na janela geométrica. Seréd

£
necessario criar um ponto fora da reta para se determinar o paralelismo. Usa-se =

para criar um terceiro ponto e ;‘IL para determinar a reta que passa por este ponto.

L]

Em seguida usar {g disponivel em =% para se determinar duas retas paralelas as

retas dadas, clicando na reta e no ponto fora dela. Para determinar o quarto vértice do

paralelogramo abre-se a lista da ferramenta g clicando sobre a seta inferior direita

Intersec3o de Dois Objetos
que ficard vermelha e escolhe-se . . Apo0s isso, clique sobre

as retas que se cortam no quarto vértice. O paralelogramo estd delimitado, falta

determina-lo. Usando a ferramenta

\*—R?“ e clicando sobre os quatro vértices de forma
sequencial e clicando sobre o primeiro vértice fecha-se o poligono.

Agora sobre cada um dos vértices determina-se retas perpendiculares a uma de
suas retas usando ﬁ{ e clicando sobre cada um dos vértices. Sobre uma destas retas

]
Lt
)

criadas marca-se um ponto e com determina-se as retas paralelas aos lados do pa-

Intersecdo de Dois Objetos
ralelogramo que passam por este ponto. Em seguida usando -
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marca-se a intersecao com as retas perpendiculares aos vértices consequentes. Ao mar-
car o ponto faca a proxima reta paralela, repetindo isto até obter os oito vértices do

paralelepipedo. Até aqui temos:

-\.

=

sobre os quatro vértices de forma sequencial e clicando até sobre o primeiro vértice

e clicando

Resta determinar os demais poligonos das faces. Usa-se a ferramenta

fecha-se o poligono. Escondendo as retas suporte, como explicado no Passo 15 temos

um paralelepipedo retangulo em perspectiva cavaleira, conforme mostra figura a seguir:

No livro didatico se é calculado as razoes de semelhanga entre as medidas de largura
comprimento e altura e verifica-se que os solidos sao semelhantes. Porém aqui segui-
remos o sentido contrario, sera dito que os so6lidos sao semelhantes e sera solicitado ao
operador que calcule qual a razao de semelhanca. Entao precisaremos determinar uma

homotetia da figura ja construida.

3.3.18 Passo 18 - Homotetia de uma figura na janela geométrica

Apos a construgao da figura selecionamos todos os seus objetos criando um reti-

. . ':'- F&motetia
culado ao redor dos mesmos. Em seguida selecione a ferramenta ' — ~— em

EJ na barra de ferramentas. Usando a ferramenta seta e com o mouse, clica-se em
um ponto qualquer da janela geométrica e em seguida digita-se o fator de homotetia.
Aqui foi-se digitado o valor 2, pois no livro a razao de semelhanca é 2. O resultado

obtido é semelhante & figura a seguir:
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o

Segmento c, Segmento [C, D] de Quadrilatero pol1

Segmento d2 Segmento [0, C] de Quadrilatero pol2

Seleciona-se em cada figura os segmentos que determinarao as medidas de largura,
comprimento e altura altere suas propriedades para que seja exibido o seu "Valor”
(medida) na guia "Béasico” em "Rotulo”.

Usando o passo [3.3.1| acrescentaremos os textos "Dois blocos de paralelepipedos
serao semelhantes se as razoes entre as trés dimensoes de um deles e as correspondentes
do outro forem sempre iguais” e ”"Os paralelepipedos acima sao semelhantes. Quais as
razoes de semelhanca: Do maior para o menor? E do menor para o maior?”.

Nesse sentido, ressalta-se que o operador interage com as medidas de um dos para-
lelepipedos mas nao altera sua razao de semelhanca. Para destacar os pontos moéveis é
viavel alterar suas propriedades de cor e estilo e esconder os demais pontos nao moveis.
Adiciona-se um texto do tipo "mova os pontos azuis” para indicar quais pontos sao
arrastaveis.

Apo6s posicionar os objetos adequadamente podemos esconder o ponto do foco da
homotetia clicando sobre o mesmo com o botao direito do mouse e desmarcando exibir
objeto. Optou-se esconder os vértices nao-dinamicos. Por fim, seleciona-se todos os
objetos e clica-se com o botao direito do mouse seleciona-se propriedades e na aba
avancado e na célula condicao para exibir objeto digita-se "ex4d=true”.

O resultado sera semelhante ao exibido a seguir na figura [3.5}

Até aqui contemplamos todos os exemplos desta se¢ao, os quais sao correspondentes

ao do livro didatico. Trataremos a respeito dos exercicios a partir de agora.

3.3.19 Passo 19 - Construcao de exercicios e subtopicos

Dentre os exercicios disponiveis no livro optou-se em apresentar os exercicios 5 e 7
do livro e suas resolucoes. Entao foi-se clicado no botao "Exercicios” para ocultar os
objetos ja criados. Usando os passos [3.3.1| ao mencionados anteriormente, cria-se
os valores booleanos e os botdes correspondentes a "Questao 5”7 e "Questao 77. Sera
apresentado o resultado final da constru¢ao como mostra Figura (3.6 a seguir para de-

talhamento da mesma.
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Semelhanga e triangulos retangulos

| Semelnanca entre figuras | semelnanca de triangulos ] | critsrios de semelhanca ] [ otrianguio retanguio
[ nrodugao | [Eempo1 ] [ Eempo2 ] [Exempo3] [ Exemplo4 ] [ Exercicios |
Dois blocos de par ipedos serdo ites se as razdes entre as trés dimensdes

de um deles e as correspondentes do outro forem sempre iguais.

13855

1339.3
19287

Clique e arraste o pontos azuis.

Os paralelepipedos acima sao semelhantes.
Quais a razdes de semelhanca: Do maior para o menor?
E do menor para o maior?

Figura 3.5: Subsecao Exemplo 4: do autor, 2015.

Semelhanga e tridngulos retangulos

" Semelhanca entre figuras ‘ Semelhanca de triangulos ] ‘ Critérios de semelhanga ] | O triéingulo reténgulo
[ inrodugéo | [Exempio 1 [ Exempio2 | [Bempo3]  [Exempod] [ Exercicios |
(ouesios ((questao 7

§) Quais as medidas dos lados de um quadrilitero A'B'C'D' com perimetro de 17cm, semelhante ao quadrilitero ABCD da figura?

AB = % em=24cm

Solugio: E

33
@ ) B'C' == cm=6,6cm

0 perimetro da figura ABCD & 85cm. N o 5
Como o quadrilitero A'B'C'D' tem perimetro 17cm, vC"D' _22 em=d.dem

o5 perimetros estio narazio 5 para 1, ou seja5:1.

Logos os lados do quadrilitefe A'C'D"sdo como na figura a seguir: A= =3 6em
=5 em=3

Figura 3.6: Subsecao Exercicios - questao 5: do autor, 2015.

Na questao 5 as partes textuais foram criadas usando o passo [3.3.1]e quando neces-

sario habilitava-se a opgao da Formula WTEX (para a representacao formal de fragao).

l e clicou-se em quatro pontos distintos

da janela geométrica. Usando a potencialidade do software a representacao geométrica

Para o quadrilétero usou-se a ferramenta

da solucao estd na razao indicada na questao e para isto se fez uma homotetia de
razdo 5 semelhante & descrita no passo Ao final usando o passo vincula-
se 0s objetos criados ao booleano correspondente a Questao 5, que neste caso fora
denominado "quest5”.

Para a questao 7, clicou-se no botao "Questao 7”7 para ocultar as construcoes ja exis-
tentes e em seguida se fez a construcao de um paralelepipedo presente no passo e,
de acordo o enunciado a resolugao é para se determinar um outro bloco retangular seme-
lhante ao primeiro a razao 3 e, entao a homotetia determinada é de razao 3. Foram rea-
lizados os passos de a para inserir os textos ”7) O bloco retangular mostrado

J

o comprimento mede 8 cm, a largura 2 cm e a altura 6 cm.”, "Solucao: As dimensoes

do outro bloco sao 3x maiores, ou seja, o comprimento mede 24 cm, a largura 6 cm e a al-
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tura 18 cm. ” e ”A\razao\de\semelhanca'entre\esse\bloco\e\um'outro\nessa'\ordem\é

\frac {1} {3}.\\Quais\as\dimensoes'desse\outro\bloco?” sendo este ltimo habilitado
a opgao "Formula IXTEX”.

Semelhanga e tridngulos retangulos

\' Semelhanga entre figuras ] \ Semelhanca de triangulos ] \ Critérios de semelnanca ] [ O triangulo reténgulo
[ inrodugao | (Exempio1] [ Exemplo2 | (Eempo3]  [Exempo4) [ Exercicios |
((ousstio7
7) O bloco retangular mostrado o comprimento mede 8 cm, a largura 2 cm e a altura 6 cm.
.' cm
8cm —+

- 1
A razao de semelhanca entre esse bloco e um outro nessa ordem é 3

Quais as dimensdes desse outro bloco?

sja.0 comprimento mede 24 cm, a largura 6 cm e a altura 18 cm.

Figura 3.7: Subsecao Exercicios - questao 7: do autor, 2015.

Para terminar esta construcao, o passo vincula-se os objetos criados ao boo-
leano correspondente a Questao 7, que neste caso fora denominado "quest?”. E, para
nao haver sobreposi¢ao de construcoes devemos incluir os valores booleanos criados no
passo [3.3.18| e [3.3.19| na lista presente no passo dos demais botoes com termo

"false” apos a igualdade.

3.3.20 Passo 20 - Criando a secao Semelhanca entre tridngulos

Ao se clicar no botao "Semelhanca entre triangulos” a tela é limpada para novas
construgoes. Na secao semelhanca entre triangulos serao utilizado os passos a
[3.3.19] mas nao necessariamente todos os comandos. Como se deseja dois tridngulos
ff:%’

dinamico clicando com o mouse em trés pontos distintos da janela geométrica e usando

semelhantes utilizaremos a ferramenta para se construir um triangulo qualquer

a ferramenta ig e clicando sobre o triangulo ja existente serd demarcado os angulos
internos.

Clicando sobre as formas ajusta-se sua aparéncia e a legenda dos botdes nas abas
"Basico”, "Cor” e "Estilo” da opcao "Propriedades”.

Na construcao do triangulo semelhante ao primeiro determina-se um ponto fora do

triangulo dado e em seguida usar =y disponivel em ;RL para se determinar duas

retas paralelas aos dois lados do triangulo que passam por este ponto. Para delimitar
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A
o tridangulo marca-se sobre umas destas retas criadas um ponto com 1 a0 clicar so-

bre a mesma. E novamente usando % determina-se a reta paralela ao terceiro lado

“\
do triangulo inicial. Agora usa-se para demarca-lo. Ajusta-se sua aparéncia e a
legenda dos botoes nas abas "Basico”, "Cor” e "Estilo” da opc¢ao "Propriedades” desta
nova figura. Os elementos textuais explicativos, como os exibidos na Figura[3.8|a seguir

sao feitos do mesmo modo dos passos anteriores.

Qerelndiigd e Uidiyguios 1ewdiiguios
+figuras | Semelhanca de tridngulos ] [ Critérios de semelhanca ]
Observe que os trigdngulos ABC e DEF tem a mesma forma.

E possivel colocar um tridngulo dentro do outro, de maneira
que seus lados fiquem respectivamente paralelos. (mova o ponto F)

) A 4 Exemplo 5
-+ P\\
P .
e T
FIN P D I

Dai, podemos estabelecer a seguinte definicao:

Dois trigngulos s@o semelhantes quando seus é@ngulos
correspondentes séo congruentes e os lados homologos
séo proprocionais.

Quando dois triangulos sao semelhantes, a razdo entre as medidas
dos lados correspondentes é chamada razéo de semelhanca.

Dai concluimos a validade do teorema de Tales:

“Se duas retas sdo transversais a um feixe de retas paralelas,
entao a razdo entre dois segmentos quaisquer de uma delas

€ igual arazdo entre os segmentos correspondentes da outra.”

Figura 3.8: Segao Semelhanca e triangulos retangulos: do autor, 2015.

Como mostrado na figura anterior, o texto sugere que podemos operar as formas
geométricas, movimentando e deformando-as a rigor. Ainda foi incluido um botao com
respectivo valor booleano relativo ao exemplo 5 presente no livro (e incluido na lista de
programacao dos demais botoes) conforme esta na Figurae construido sua pergunta
e resolucao:

A figura triangulo fora construida como usando os comandos apresentados neste
passo e os textos usando o Passo 1 e a opcao linguagem IXIEX ligada. Os textos ora
digitados sao "Na\figura\abaixo,\sendo\ TS\ //\QR,\qual\é\a\medida \dos \segmen-
tos \US \e \UR?” "Solucao: \\\frac{TS} {QR}= \frac{US}HUS+4}=\frac{9} {12}
\Rightarrow US=12.\Logo,\UR=US+4=16."
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Exemplo § Na figura abaizo, sendo TS // QR, qual é a medida dos segmentos US e UR?
U

: Solucao :
medidas <
5 US 9
fa. QR US+4 12

US = 12. Logo, UR = US + 4 = 16.

lelas,

Figura 3.9: Secao Semelhanca e tridangulos retangulos - exemplo 5: do autor, 2015.

3.3.21 Passo 21 - Criando a secao Critérios de Semelhanca entre

triAngulos

Seré exibida inicialmente a tela de construgdo final (Figura [3.10) para explanar

apenas os comandos realizados nesta secao que ainda nao foram mencionados.

= - -~

+figuras { Semelhanga de triangulos Critérios de semelhanca O tridngulo retangulo

(utilizar caneta para explanagao) A
- - — ]
Angulo - Angulo ~__ | Exercicio 9
— B
- §
E
Lado - Angulo - Lado DH
“"-..
\ED.D
FD/-—-"’/_

Lado - Lado -Lado

Consequéncias da semelhanga de tridngulos:

= A razdo entre duas alturas homélogas é k;

= A razdo entre duas medianas homologas é k;
= A razdo entre duas bissetrizes homalogas é k;

« A razdo entre duas dreas é k- (Demonstragdo usando as ferramentas do software Geogebra)

Figura 3.10: Secao Critérios de Semelhanca entre tridngulos: do autor, 2015.

As figuras triangulares foram construidas e formatadas como na secao anterior,

passo |3.3.20 Nesta secao, sugere-se utilizar a ferramenta caneta de mao livre '\/ ,

BC
em @ para escrever na tela geométrica ou o operador poderd optar por usar as fer-

L] =
,/' Segmento I/\\"s ; ﬂ «22,  Angulo com Amplitude Fixa d‘/;
em —, I em =

angulos com medida conhecida, um em cada extremidade do segmento para demons-

ramentas e marcar dois
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trar os casos angulo-angulo e lado-angulo-lado. Novamente usando a construcao do
poligono e homotetia descrita no passo |3.3.18| para demonstrar o caso lado-lado-lado.
Os textos sao inseridos como no passo |3.3.1]

Usando as mesmas ferramentas ja mencionadas é possivel demonstrar as consequén-

.
cias da semelhanca entre as alturas usando = "ﬁ, selecionando o lado do triangulo e o

></ Intersecdo de Dois Objetos

vértice oposto. Em seguida com marca-se a intersecao com o lado

L. " Segmento . . ,
oposto ao vértice e usando ¥ determina-se a altura relativa da base ao vér-

- ~ . . " Ponto Médio ou Centro L] .
tice. Para a consequéncia das medianas usa-se ® em L‘ clicando sobre

as extremidades dos segmentos do triangulo, dois a dois, ou sobre 0os mesmos segmentos

. " Segmenfo N . .
e, em seguida, usando marcar um segmento que liga o ponto médio ao

[_ Bissetriz %

vértice oposto. Para a consequéncia das bissetrizes usar a ferramenta em

.

B

e clicar sobre os vértices do angulo.
Por fim, a razao entre as areas é feita pelo produto das razoes entre as bases

e as alturas relativas. Caso o professor queira exemplificar numericamente poderéd

em? A
I::‘/I Disténcia, Comprimento ou Perimetro Eﬂ rea I}

usar as ferramentas ki e para comprimento e area
respectivamente, clicando com o mouse sobre os segmentos e/ou poligonos.

Buscando interagir ainda mais com o livro foi-se criado o botao para o exercicio 9.
Seguindo os passos a para criar esta subsegdo e apresentar a solugao. Para

que os triangulos com vértice comum fossem semelhante usou-se consequentemente

alguns comandos dos passos [3.3.19| e [3.3.20] (determinar segmento, marcar um ponto

sobre o mesmo, determinar uma reta que passa por este ponto, definir um triangulo
e tracar uma reta paralela em um ponto e marcar a intersecao entre retas e por fim
definir o triangulo).

Serao necessarios dois objetos deste e para isto selecionaremos todos os itens e
pressionaremos Ctrl+C e Crtl4+V sucessivamente. Alteramos e ajustamos o texto do
segundo objeto criado. Ao final vincular a exibi¢ao da construcao ao valor booleano

2

referente ao Exercicio 9. A construgdo alcangada apds estes passos é como a figura

Sendo observado que as construgdes sobre os conteidos e/ou defini¢des sdo mais
interativas que os exercicios resolvidos optou-se a partir daqui destacar apenas as cons-
trugoes sobre os contetidos. E quando for necessario resolver uma questao o operador
podera optar em abrir uma nova janela do programa e elaborar um objeto que atenda

ao quesito por meio dos passos aqui elucidados.
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9) Determine x e y nas figuras: \ Exercicios 9

Solugéo :
6

=_=>r=8
3

xT
1
y 6
v_2 =10
s=3=u

Figura 3.11: Secao Critérios de Semelhanca entre triangulos - exercicio 9: do autor,
2015.

Semelhanga e triangulos retangulos

Semelhanca entre figuras Semelhanga de triangulos | [ Critérios de semelhanca ] O triéngulo retangulo

Todo triangulo retangulo, além do dngulo reto, possui dois angulos (agudos) complementares.
© maior dos trés lados & o oposto a0 angulo reto e chama-se hipotenusa; os outros dois sio os catetos.

cateto & hipotenusa

a D
Conduzindo a altura AD, relativa & hipotenusa de um tridngulo retangulo ABC,
obtemos dois outros triangulos retingulos: DBA e DAC.

A partir das medidas dos dngulos destacados os triangulos sio semelhantes.

No tridngulo ABC, retangulo em A, com altura AD, 0s segmentos BD e BC também sdo chamados de projegées dos catetos sobre a hipotenusa.

outras relagbes

+ relagbes de ser

Figura 3.12: Secao Semelhanca e triangulos retangulos: do autor, 2015.

3.3.22 Passo 22 - Elaborando a secao O triAngulo retangulo

Nesta secao do capitulo a parte textual segue como anteriormente, sendo que as
definicoes e enunciados foram extraidas do livro didatico utilizado. Faz-se necessario
construir um triangulo retangulo usando os comandos: reta definida por dois pontos e
reta perpendicular em um ponto. Marca-se um ponto sobre a reta construida e define-se
o tridngulo usando a ferramenta poligono.

Determina-se a altura relativa ao vértice que possui o angulo reto e marca sua inter-
secao com o lado oposto. Constréi-se o segmento da altura relativa & hipotenusa e os
segmentos correspondentes as projecoes dos catetos sobre a hipotenusa. Movimenta-se
e gira-se a figura até obter a posicao indicada. Estes comandos aparecem detalhada-
mente nos passos anteriores.

Na aba Propriedades formatam-se os textos e as formas geométricas referentes aos
segmentos catetos, projecoes dos catetos sobre a hipotenusa e a hipotenusa dando aos
mesmos as legendas usuais das relacbes métricas. A maior parte das construcoes desta
secao ja foi mencionada nos passos anteriores e de tudo que ja foi dito e que nesta
apresenta algo novo é se produzir duas figuras dindmicas que se alteram a partir de
uma figura base.

Neste caso a figura base ¢ o triangulo retangulo de que possui a altura relativa a

hipotenusa (o da esquerda na figura) e os outros dois (& direita na figura) sdo copias
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transladadas no plano da divisao do triangulo devidamente identificado pelas cores
marrom e azul.

Entao se faz uma reta de suporte & hipotenusa e sobre esta reta marca dois pontos

-~ .

fora da hipotenusa (no caso a direita) e usando a ferramenta % | Transiggoporumvetor [y
em == seleciona um dos tridngulos (caso nao sido selecionado o desejado clique com
o botao direito do mouse e escolha a op¢ao selecione outro e o selecione na lista) e
clica-se sobre um ponto do triangulo base e sobre um dos dois pontos criados ante-
riormente. Movimente o ponto livre (fora da hipotenusa) para obter a visualiza¢ao
desejada. Repita estes passos para o outro triangulo.

Criam-se valores booleanos relativos ao texto da legenda dos catetos e hipotenusa

de cada triangulo e vincula-se ao mesmo (ver passo [3.3.6]).

Semelhanga e tridangulos retangulos

Semelhanca entre figuras [ semenanga de trianguios | [(crterios de semetnanga | [ o trianguio retanguio
a tangulo, além do angulo ret i dois
0 maior é: é angulo reto e ch ] . A
A
///
// b
PR o
[ catetos e mpotenusa c b - |hoh
/
c 043; N dD ©
n D m
a D
Conduindo s stura AD, et snauloretingid Toc,
obtemos dois outros triangulos retangulos: DBA e DAC.
A partc
No triangulo ABC, a A, com altura AD, BDeBC
temos que:
AABC~ADBA= %= € = 2= —————
- SeTRTesan Relagies de semelhanca

AABC~ADAC= =t L —am
b m
h_n_ .,
AABC~ADBA= =" h?=m.n
m-h

Outras relagies

Faz-se este mesmo processo para se trabalhar os textos sobre as relacoes de seme-
lhanga e outras relagoes decorrentes no triangulo retangulo. Optou-se em colocar estes
botoes vinculados aos valores booleanos a estes textos acessiveis na tela para deixar
a janela geométrica limpa e & medida que se aborda o contetido acrescenta-se o seu
detalhamento.

Vale lembrar que nos textos que envolvem linguagem matemaética e representagoes
formais habilitou a opgao "Férmula IXTEX” na caixa de edigao do texto. Para concluir,
nesta secao nao serd incluido exemplos e exercicios ja que as relagoes métricas do
triangulo retangulo envolvem o célculo numérico das medidas da figura no exercicio em
questao. Ademais, a programacao de exercicios ja fora mostrada nos passos anteriores.
E, ainda, este applet do Geogebra ja possui um grande conjuntos de elementos: botoes,
textos, valores booleanos, pontos, retas, segmentos, triangulos, poligonos e circulos.
Por isto comecaremos a explanar o passo da exportacao do applet para o formato
HTML para uso off-line e que acarretard de nao necessitar da instalacao do software
Geogebra, conforme foi mencionado anteriormente aqui detalharemos todas as etapas

deste passo/processo.



Construcgao digital do capitulo 12 do volume 1 - Semelhanca e triangulos retangulos69

3.3.23 Passo 23 - Exportando o applet do Geogebra Capitulo
12 (vol 1) - Semelhanga e tridngulos retangulos para o

Geogebratube e gerando arquivo para uso off-line
¥ Capitul

. . . |Arquino .
Para exportacao selecionaremos o menu arquivo .= e a opcao:

e I-'lilganilha Dinamica como Pagina WEB (html) _. Exportar )
=P em , e ao clicar apa-

recendo a janela a seguir:

©'7 Upload para GeoGebraTube M

Titulo: |Capitulo 12 fvol 1) - Semelhanga e tridngulos retdngulos

Texto acima da construcio:

Texto abaixo da construcio:

[ 4 Ajuda ] \ Uploq:j?J ’ Cancelar ]

Nesta janela digita-se o Titulo do applet em seguida pressiona-se Upload. Sera

(s

aberta a janela do navegador de internet padrao do computador. Vale lembrar que
a partir daqui até o momento do download é necessario conexao com a internet para
executar os comandos.

Na tela do navegador aparecerd como na imagem a seguir e serd solicitado que
facamos o login no site, ou seja ,que criemos uma conta de acesso ao contetido que seréd

disponibilizado pelo Geogebratube, clicando no local indicado:
Ge@Geer Materiais Downloads Comunidade Auda [ Entar |

Pesquisar nossos 166170 Materiais Gratuitos e Interativos. ‘
Progresso da criago: 0%
Enviar Material

Por favor, faca o login no GeoGebraTube parg acessar es

fe recurso

Na tela seguinte podemos optar por diversas formas de login, desde pelo cadastro

apenas no site a conta no Google e/ou Microsoft e/ou Facebook.
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GeaGebra

Entrar no sistema

Conta GeoGebra

| 1 ‘ - Google

Entrar ‘ a Twitter

Bl ..
a Microsoft

Criar uma Conta

Esgueceu a Senha?

Apos isso, na tela seguinte rolamos a barra e clica-se no botao Configuragoes avan-

cadas ativando as opcoes marcadas na figura abaixo:

[ Configuracbes Avangadasilb_]

[J Permitir o uso do botio direito do mouse, do zoom e da edigdo pelo teclado  [] Exibir barra de menus

[ Permitir que os rétulos possam ser movidos & Exibir barra de ferramentas
[ Exibir icone para reiniciar a construgio [ Exibir campo de entrada

1 Permitir o uso da tecla SHIFT para arrastar e ampliar

Continuar E
Em seguida clica-se em no canto inferior direito da pagina. Sera

carregada novamente a pagina e na opc¢ao Visibilidade, a qual determina a forma de

divulgagao do material:

Visibilidade

Por favor, escolha de vocé quer compartilhar este material com outros ou prefere manté-lo particular
(O] Pulblico - Cutros usudrics poderdo encontrar e visualizar este material. Obrigado por compartilhd-lo com a comunidade.

() Compartilhado com o link - Somente usuarios que receberam o link poderdo visualizar este material

O Par‘ticukr. Somente vocé pode enconfrar e visualizar este material.

Gravar 5%

Em seguida clica-se em no canto inferior direito da pagina. O mate-
rial sera disponibilizado no site e teremos formas para obté-lo: Baixar, para fazer o
download do material para o dispositivo (computador, celular, notebook e/ou tablet),
Embutir caso queiramos incorporar em um blog, site ou ambiente virtual de apren-
dizagem tal como Moodle e Compartilhar, sendo esta tdltima opc¢ao uma forma de
disponibilizar o material por meio de um link (endereco da internet). Aqui trataremos

apenas a opcao baixar e suas sub-escolhas:
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~ A e Vo g <1l v & HiAr < retAn A ditar - Apagar - Fazer uma Coj
Capftulo 12 (vol 1) - Semelhanga e friéngulos ret@ingulos Eatar - Apagar - Fazet uma Gopia

| Irpara a verséo do estudante |

‘ + Acrescentar ao GeoGebraBook ‘ Esweh\»‘ Embutir ‘ Compartilhar
h¢)

O que vocé quer baixar?
Vocé pode baixar o arquivo .ggb apenas ou  pagina WEB completa para estudantes com tarcfas

M Eu concordo com os termos de licenca nio-comercial do GeoGebra

= Arquivo GeoGebra (.ggb)
= Arquivo para uso Off-Line (.zip)
= iBook Widget: on-line (.zip)

[eipsd fbe.geogabra.cra/mataral/shewi /708477~ - 18k vicet ottine (2ip) (ver iona)

Marcando a caixa de concordancia com os termos da licenca do Geogebra, as duas
primeiras op¢oes sdo para uso em um computador pessoal (PC ou notebook, tablet,
netbook etc) sendo a primeira o arquivo original do Geogebra, onde s6 é possivel utilizar
se este programa estiver instalado. A segunda opcao é para baixar o pacote de uso do
arquivo em qualquer computador, ainda que nao tenha o Geogebra instalado. Sendo
assim, nesta op¢ao, baixa~se um arquivo formato .zip (compactado), o qual contém um
pacote de arquivos dentre os quais o arquivo .HTML da pagina da web e uma pasta
com 0s arquivos necessarios para rodar o applet no ambiente off-line (maquina Java e

o applet Java do Geogebra) através de um navegador de internet. Baixando o arquivo

2 |m712477-Captula-12-vol-1---5emelhana-e-tringulos-retngulos.html [}

e executando , visualizaremos no navegador

o applet na versao off-line, como mostrado n a figura [3.13}

Capitulo 12 (vol 1) - Semelhanca e trangulos retangulos
AL OO & N a2 B )
O )
etria i §
[ Semelhanca entre figuras Semelhanca de triangulos | Critérios de semelhanca 0 triangulo retangulo
(Introdugao | (Exemplo 1] ( Exemplo2 | Exemplo3 | Exemplo4] [ Exercicios

Figura 3.13: Tela do applet referente ao capitulo 12 do volume da colecao em modo
offline: do autor, 2015.

Portanto este formato off-line possibilita o uso em qualquer maquina, nao sendo
necessaria a instalagao de programas e de compiladores como a maquina virtual Java
Runtime. E, com isso, descarta os requisitos prévios para que o material possa ser

utilizado.
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3.3.24 Passo 24 - Um novo applet - Aplicacoes notaveis do te-

orema de Pitagoras

Neste passo serd gerado um novo applet. Com o Geogebra aberto clica-se no menu
% Capitul

Arqumo ) L Movp Janela Ctrl+M .
e depois em .. EE . No menu Exibir escolha Ja-

nela de visualizacao 1. Executando o passo|3.3.11|constroem-se dois poligonos regulares
na janela geométrica: o quadrado e o triangulo equilatero. Repetindo o passo |3.3.9

- =
s Ponto Médio ou Centro [}

traca-se a diagonal do quadrado. Usando a ferramenta *® clica-se

sob o lado do triangulo e determina-se o ponto médio. Em seguida com o passo 9 traca-

Vo
. . A o
se a altura relativa a um dos vértices e usa-se a ferramenta angulo e marca-se os

angulos retos nas figuras como mostra a Figura [3.14

l
d 1
i
2
[o0]
l P
o P h*=1"—=| |
d* =1* +1* v2)/
d? = 212 2 _AP-P
P h® =
d= 12 2

Figura 3.14: Tela final do applet Aplicagdes notéveis do teorema de Pitagoras: do
autor, 2015.

Usando o teorema de Pitagoras se determina a diagonal do quadrado e a altura
do triangulo equilatero. Usando o passo para escrever d°2 = 1724172 \\d"2
=21"2 \\d = l sqrt{2} e h"2 = 1"2-\left( \frac{l}{2} \right)~2 \\h"2 =\frac{41"2-
172}H{2}\\h = \frac{l\sqrt{3}}{2}\\em BIEX e o passo para nomear os seg-
mentos dos poligonos indicados constroi-se a demonstracao. Optamos por desenvolvé-lo
a parte pois reutilizaremos este applet para tratar da tabela trigonométrica dos arcos

notaveis.
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3.4 Construcao digital do capitulo 13 volume 1

3.4.1 Passo 25 - Applet do Capitulo 13 - Trigonometria do tri-

angulo retangulo

Foram criadas as secoes do capitulo acionadas por botoes como mostra a imagem

a seguir, pelos comandos ja explicados nos passos anteriores.
Razdes trigonométricas no triangulo retangulo -
(Tangente, seno e cosseno de angulos agudos).

[ Introdugéo - tangente ]-I_ | Seno e cosseno Exercicios

Feito isto e usando os passos de construcao de texto, retas, segmentos e textos di-
namicos em Formula IXTEX como explicados anteriormente foram criados os elementos
que sintetizam a introducao deste capitulo e traz a nocao de tangente como declividade

de uma rampa de acesso:

De acordo Associagao Brasileira de Normas Técnicas toda
rampa de acesso tem inclinagdo regulamentada
Ainclinagao de uma rampa é a sua declividade

F declividade de &
BCE-CI

FA=3412

. variacao vertical
declividade = =
90° variagao horizontal

G . .
_ac-aass ] A tangente do angulo 0 é representada por :

A declividade é uma ideia aplicada de tangente. ta 0 medida do cateto oposto a @ FA 3412
tg 0 = = =
Ou seja, a declivi btém-se a 90T Mnedida do cateto adjacente a §  AG  3.448
] do dngulo de

=0.99

Figura 3.15: Secao Introducao-tangente: do autor, 2015.

Ao final os objetos foram vinculados ao botao "Introducao-tangente”. Para criar os

0
~ * . . , .
elementos da outra secao usa-se a ferramenta —= e clicando na janela geométrica em

locais distintos determina-se trés pontos. Em seguida usa-se =% para marcar uma reta

-

passando por dois destes pontos. Em seguida com cria-se uma reta perpendicular

a reta dada que passa pelo terceiro ponto.
Usando >\/I e posicionado o mouse sobre a intersecao cria-se o ponto comum entre

.
I\\‘ . .« A A ’ . ,
as retas. Usando A cria-se o tridngulo retangulo onde um dos seus vértices é a

£

intersecdo entre as retas. Para terminar a construcio usa-se —= clicando sobre o
poligono para determinar seus angulos internos. Basta agora ajustar a legenda dos
angulos, renomear os lados e esconder as retas de suporte.

Podemos determinar a medida dos angulos do triangulo retangulo ao movimentar

os pontos para trabalhar as nocoes de seno e cosseno. Em seguida foram os textos
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dinamicos destas duas relacoes. Segue a copia de tela por meio da figura |3.16

a
"//B = 60.975°
| C
0 =29.925° QED'
b - L ]
O zeno do angulo o é representada por :
medida do caleto oposto a « c 2.014
SEeMNn (x = - F = = = 0.499
hipotenusa a 4.037

O cosseno do angulo o é representada por :

edida do eateto adjacente a o i 3.499
P — medida do (.l'.l'. el ac JI’J'.( ente a o — 0 — — []‘867
hipotenusa a 4.037

Figura 3.16: Secao Seno e Cosseno: do autor, 2015.

Buscou enxugar e explicacao do livro e para isto se fez uma subsecao ativada por

um botao, como é mostrado a seguir:

[ Relagbes enlfre razdes ]

Do triangulo ao lado temmos :

c
sen o = —
a
b
COs o = —
a
b
sen 3= —
a
c
cos 3= —
a

Dai conclui — se gque :

sen o = cos 3=

sen 3 =cos o =

RlrRI0

E ainda :
a+B8=090"=a=090"—3
= sen a = cos(90° — )
cos o = sen(90° — a)

Foi-se criado o botao e respectivo valor booleano "Relacoes entre as razoes” e in-

cluindo o texto ativado por este botao como mostra abaixo:
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(O i s o — ]
Editar

Do\ tridngulol ao\ lado\ temos:\
Wsen\ \alpha = frac{c}a}

W\cos\ \alpha = \rac{b}{a}

Wisen\ \beta = \frac{bMa}

\icos\ \beta = \frac{cHa}

W\Dai\ conclui-se\ que:

\isen' \alpha = cos\ \beta = \frac{c}{a} I
Wsen! \beta = cos\ \alpha = \frac{b}{a}

WE\ ainda:

Walpha +\beta =00\degree =\alpha=00\degree -\beta|
WRightarrow sen\ \alpha = cos(90\degree - \alpha)
Wicos\ \alpha = sen(90\degree - \alpha)

[VIFormula LaTeX = ‘ Simbolos » | Objetos = I
> I=7 T T 1 T 1 1 |

Visualizar
Dai conelui — se gue : N -

sen o = cos 3=

2leeln

sen 3=cosa=
E ainda :
a+B=90"=a=90"-73
= sen a = cos(90° — )

cos o = sen(90° — o)

Para que o mesmo seja exibido apenas quando a secao "Seno e cosseno” estiver ativa

editou as propriedades do texto e programou a aba avancado do mesmo da seguinte

Avancado | Programacdo

Condicio parf Exibir Objeto(s)

maneira:
| Bésicol Tenol Corl Posi¢do

relraz £ true 7 Sen < true

Sendo "relraz” o valor booleano da subsecao e "Sen” o valor booleano da secao.
Para a ultima secao "Exercicios” vamos usar construcao do triangulo retangulo da

secao "Seno e Cosseno” explanada neste passo.

Ajustou-se apenas os rotulos dos lados para valores e dos vértices para legendas A,
B e C e o texto genérico para responder as seguintes questoes 1. Com base na figura
determine: a) sen A, cos A e tg A ? b) sen C, cos C e tg C”; ”3. Determine o seno
do angulo assinalado em cada caso.”; "10. Determine a medida aproximada de x em
cada caso”; e "16.(UFR-RJ) Milena, diante da configuracio representada, pede ajuda
aos vestibulandos para calcula o comprimento da sombra x do poste, mas, para isso,
ela informa que o sen 7=0,6. Calcule o comprimento da sombra x”. E, quando for
necessario serd feito uma nova figura a partir das ferramentas disponiveis, resolvendo

e calculando manualmente na tela do Geogebra usando a caneta de mao-livre.
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Razodes trigonométricas no triangulo retangulo -
(Tangente, seno e cosseno de angulos agudos).

4.392

1.853

3.982 .

As razoes trigonométricas do angulo @ destacado sao :

1.853
sen ©r = ——— = 0.422
4.392
cos x = 3.982 0.907
4.392
¢ _ 1.853 0.465
= 3e82 T

Figura 3.17: Se¢ao Exercicios: do autor, 2015.

S 2

Editar

As\ razoes! lrigonométricas‘n do' angulo\ x\ destacado\ sdo’\space

Formula LaTeX + | Simbolos ~ | Objetos ~

= =0 1 T T [ 1 T |

Visualizar

As razoes trigonométricas do angulo x destacc”

[ OK H Cancelar ]

A dltima secdo do capitulo 13 do livro didatico trata dos angulos notaveis. O

proximo passo tratard isto.



Construgao digital do capitulo 13 volume 1 77

3.4.2 Passo 26 - Construindo a secdo ”Angulos notaveis” do
capitulo 13 a partir da secao Aplicagoes do triangulo re-
tangulo do capitulo 12 descrita no passo 24

Sera reutilizado a construcao do Passo 24 e acrescentado os textos que trataram
das razoes trigonométricas dos angulos de 30° 45° e 60°, presentes no quadrado e no

triangulo equilatero, respectivamente. Optou-se em fazer um applet a parte para re-

forcar os valores dos senos, cossenos e tangentes destes angulos.

.
£7 Capitul 13 {vol 1) - Angulos notiveingg RN 0 A R S A S (oo o= o
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
I’ “\) --- ? "
E ¥ * ¥ _-_V 4.7 g &
TLEACY
d* =124+ 1?
= d* = 21*
d E d=Iv2
i
45 [ 50}
1
i i -
sen 45° = a= v = = cos 45° ! ) i
I sen 30° = 2 = = = cos 60° 2
tg 45° = 1= 1 2
) 13
h =5 3
senﬁl‘]’:%: TZ =§=cos3ﬂ°
1
tg 30° = 2 1 = ﬁ
(M3
SR
R s
— 2 _
tg 60° = - =3
2

Os textos incrementados foram inseridos conforme a seguir e com a ferramenta

selecao foi ajustado sua posicao na tela:
r{'} Texto S| |

Editar

sen 45\degree = rac{{di=\frac{l{l \sqrt 2}=\fracfsqri{2}{2}=cos\ 45\degrae \space
o\ 45\de gree=\rac{l{l}=1

[¥] Férmula LaTex ~ | Simbolos ~ | Objetos =

1 T 17 © 1 [ [ ‘|

Visualizar

L l ‘2 )
sen 457 = i = Vol — Mo cos 457
|| E Y

Lo
tg45° = =1

I |
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| 7 Texto u

Editar

ben\ 30\degree =rac{frac{l{2}H}=\frac{1H2}=cos\ G0\degreetispace

Wsen\ 600degree = Vrac{h}}=\frac{frac{l\s qrt{3} {2 H{}=\rac{is gri{3jH{2}=cos\ 30\deq
gl 30\degree=\rac{ifrac{l{2}Mrac{lisqri3¥2=\rac{1}{\sqgr 3}=\frac{isqrt 343}

i\ G0Vdegree=\rac{frac{l\sqrt 3423 fraci{2y=\sqrt 3

4 m 2

[¥]Férmula LaTeX - | Simbolos - | Objetos =

)~ 1 1 1 1 T [ |

|| Visualizar
I
sen 30° = 2 = = = cos 60°
) 2 %
sen 60° = — = Tz =5 = cos 307
| . 1 3
tg 30° = % = A= %
. 3
| L3
tg 60°= - =3
i 2

Os exercicios apresentados para esta secao farao uso dos valores encontrados para
os angulos notaveis e, devido a isto, a construcao do passo m (triangulo retangulo)
é suficiente para tratar estas questoes. Aqui encerramos os applets do volume 1 da
coletanea e com o passo faremos a exportacao para uso off-line dos mesmos.
Para cada um dos passos seguintes abordaremos o capitulo na integra para que a
leitura desta dissertacao seja branda e concisa, ao tempo em que serd comentado os

passos utilizados e os novos comandos.

3.5 Passo 27 - Construindo o applet do capitulo 1
”A circunferéncia trigonométrica” do volume 2 da

colecao

A copia de tela a seguir apresenta o applet ja pronto com todos os botdes (e seus
respectivos valores booleanos associados), textos, imagens referentes ao capitulo supra-
citado. Em cada botao as segoes do capitulo sdo: Arcos e angulos; Comprimento da
circunferéncia; Comprimento de um arco; e a Circunferéncia trigonométrica ja progra-
mados com os respectivos valores booleanos "arcang”, "compcirc”, “comparc” e "circtrig”
respectivamente.

Os botoes e os textos das defini¢oes exibidos sao referentes a segao Arcos e angulos
e foram criados conforme passos a citados. A imagem abaixo mostra a

programacao do botao "Arcos e angulos™
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Capitulo 1 - A circunferéncia trigonométrica
({Arcos e angulos | [ Comprimento da circunferéncia |  (IEOMBNMENOSUMEIE)

No caso de A coincidir com B, 05 arcos determinados &0 0 arco
P . de umavolta e o arco nulo como as figuras a seguir:

Observe a figura o lado, dois arcos determinados por A e B . Arco completo

N o \
contém o ponto N. B Ju

Arco ANB | Arco ANB

Se A e B sio simétricos o segmento AB é um /
didmetro e cada um dos arcos determinados. Q

& uma semicircunferéncia, ou um arco de meia N B
volta. .~ -

Angulo Central e medidas

Figura 3.18: Secio Arcos e Angulos: do autor, 2015.

Basico | Texto | Cor | Estilo | Avancade| Programagso |

Ao Clicar | Ao Atualizar | JavaScript Global|

arcang=true
arcol=false
compcirc=false
comparc=false
circtrig=false I

L R

Copiando e colando esta programacao nos demais botoes troca-se o valor booleano
associado por "true”. O comando "2” denominado "arcol=false” se refere ao botao Arco

Central e as medidas que estdo dentro da seciio Arcos e Angulos. Voltando & primeira

secao, as formas circulares foram construidas usando @ em @, clicando na tela,
definindo o centro e em seguida digitando a medida do raio (no caso o valor 2”), os
ajustes foram feitos em propriedades. Foi incluido o botdo ?Angulo central e medidas”
para a subsecao de mesmo nome. Ao associar o valor booleano e ao definir as condic¢oes

de exibi¢ao dos objetos, os elementos acionados pelo botao sao mostrados na Figura

0. 19 :

({Arcos e angulos | [ Comprimento da circunferéncia |  ([EompHmEntodeumares) [T

Devemos notar que, quando da construgdo de arcos,

0 grau como unidade de medida 0 radiano como unidade de medida

1
Lo 90 g 1 e drcunforsnc
1o 1o 1= 35 da circunferéncia
-

acada arco tomado. AOB, COD EOF séo angulos.
centrais correspondentes aos arcos AB, CD e EF,
respectivamente.

Comprimento do arco (AB) =R
4
m(AB) =1 radiano

5

v
a=m(AB) =1 rad

200 >
/
10 /

0

Angulo Central e medidas N 7

Figura 3.19: Subsecio Angulo central e medidas da secdo Arcos e angulos: do autor,
2015.

Nesta subsecao utilizamos além dos comandos e passos j4 mencionados os bo-

a0 L@

toes/ferramentas: e em v

para definirmos um setor circular e um arco
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L
ak

circular, respectivamente para a figura da esquerda e da direita. Foi-se utilizada N

em J para se definir o angulo com amplitude fixa (figura central) de 10°. Vale lem-
brar que os textos de definigao e enunciados sao ajustados marcando a opc¢ao "Posicao
absoluta na tela”.

Ao final selecionam-se todos os objetos e em propriedades na aba avancado em con-
dicao para exibir objetos digita-se "arcang=true” que o valor booleano associado desta
secao. Clicando no proximo botao ja programado para a proxima se¢ao "Comprimento

da circunferéncia” apresenta uma circunferéncia dado o centro e um de seus pontos
I\E/I
através do botao .

L Arcos e angulos ] | Comprimento da circunferéncia ] _ Circunferéncia trigonométrica

0 comprimente da circunferéncia é proporcional ao seu raio.
(Os pontos A e B sdo moveis, clique sobre eles e arreste-os, se necessario).

Circunferéncia de f = 9.74
Raio de f = 1.55
O ni 7 é 0 arco correspondente ao angulo de 180°.
5 Entio: comprimento di.l circunferéncia _ 9.74 6.28 — 21
raio 1.55

Ou seja, o raio “cabe” 27 vezes no comprimento da circunferéncia
(aproximadamente 6,28 vezes)
Logo 27 rad e 360° sdo equivalentes.

Figura 3.20: Secao Comprimento da circunferéncia: do autor, 2015.

cm . .
/ IAxlihistancia, Comprimento ou Perimetro é[ﬂ[

Definiu-se seu raio e usou-se a ferramenta em % para
determinar o perimetro da circunferéncia, clicando sobre a mesma. Fora incluido o

texto dinamico com Formula IXTEX conforme codigo abaixo:
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Cow 3 UONOIMEINGE ===

Editar

Fircunferéncia\de\ f|=|perimetrof

WWRaio\ de\f=|a

W\ O\ ndmerot \pit &\ o\ arcol correspondentel aoh Angulot de \ 180\degree.

WEntdo: frac{comprimento\ da\ circunferénciaj{raio}= frac{ perimetrof }{ a }= perimetrof/ a =2\pi.

W\ Oul seja,\ o\ raiot “cabe”\ 2\pitvezes\ no\ comprimentol dal circunferéncia
‘Waproximadamente\ 6,28\ vezes)
WLogot 2\pit radi e\ 360\degree) sdo\ equivalentes.

[V]Férmula LaTeX « | Simbolos - | Objetos ~

o ! | ]

|| Visualizar

|| | Circunferéncia de f = 13.22
Raio de f= 2.1
O niimero 7 é o arco correspondente ao dngulo de 180°.

comprimento da circunferéncia  13.22

Entao : = 6.28 =2~

raio 21
Ou seja, o raio “cabe” 27 vezes no comprimento dqﬂg’circunferéncia
(aproximadamente 6, 28 vezes)

Logo 27 rad e 360° sao equivalentes.

Nesta construcao o raio é dindmico e, entao as demais informacoes sobre a circun-
feréncia também sao. Neste caso o ponto B da extremidade da circunferéncia pode ser
arrastado pelo mouse, redefinindo a circunferéncia. Apos isso se selecionam todos os
objetos e em propriedades na aba avancado em condicao para exibir objetos digita-se
“compcirc=true”, que é o valor booleano associado da secao.

A proxima secao "Comprimento de um arco” apresenta os objetos: 4 circunferéncias

@ Circulo dados Centro e Raio @
N

concéntricas, um delas de raio unitario usando em , CUjo
centro e extremidades dos raios estao sobre uma mesma reta. Em seguida sobre a
circunferéncia de raio C'D marcou-se um ponto qualquer denominado "E” movel e
tragou-se uma reta do centro passando pelo mesmo e usando a ferramenta intersecao

entre objetos marcou a intersecao com cada uma das outras circunferéncias.

Marcou-se o menor angulo entre estas duas retas feitas usando i@l{ e em seguida

A | |
utilizando em definiu-se os arcos circulares. Renomeou-se os pontos con-

forme figura a seguir e escreveu-se uma dica: "Clique a arraste o ponto E.” Abrindo a

n’m/( Distancia, Comprimento ou Perimetro . .
s determinou-se as medidas

caixa _Eq e usando a ferramenta
envolvidas na figura (raio e arcos).
Em seguida escreveu-se o texto dinamico que relaciona estas medidas do compri-

mento arco e o raio com o angulo previamente determinado.
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[ Arcos e angulos ] [ Comprimento da circunferéncia ] _ Circunferéncia trigonomeétrica

O comprimento de um arco & proporcional ao raio da circunferéncia que o contém.

Clique__ea'fraste o ponto E. T - Comprimento do arco o
: e o Raio CD = 1.27
e Raio CF = 1.76
Raio CG = 2.72
e i arco DE_ 0.75
. ‘ir_a(_??, o ) 161 c® 1z °
e . arco FH _ 1.04
2 cF 16 Y
AP\ N R S
[ S cp=127 CF=178 C6=272. rco |
N ‘ a=050="0
raio

. ¢ 1
R g & : L o= -
. . o0go o=

O comprimento do arco | = o - r (@ em radianos).

Figura 3.21: Secao Comprimento de um arco: do autor, 2015.

4| Texto

Editar

Comprimentol dot arcol\alpha

WRaio\CD = h_4

WRaio\CF = |i_4

WRalo\CG = |j_4

Wirac{arco\ DE¥CD}= Wrac{t }{n_4 }=\alpha
Wiracfarco\ FHYCF}=rac{c_1 {i_4 }=\alpha
Wirac{arco\ GKH{CF)= Wrac{_4 }{j_4 }=\alpha
Walpha=t/h_4 =\fracfarco\ | Hraio}

WLogoialpha =\frac{l Hr}
O\ comprimento\ dot arcol I\ =\alpha \cdot ri (\alpha\ em radianos).

[V]Férmula LaTeX ~ ‘ Simbolos ~ ‘ Objetos ~

|
I | | o

Visualizar

Comprimento do arco o =
Raio CD =1.27
Raio CF = 1.76 =
Raio CG = 2.72
arco DE  0.75

co 127 “
arco FH 1.04 N

Para incrementar a figura e acrescentar alguns arcos notaveis utilizou-se a ferra-

L ]
&\—» « Rotacdo em Torno de um Ponto L\\)

menta, para se determinar alguns angulos: 90°, 45°, 180° e 2.
Para isto ao clicar na ferramenta selecionou-se o centro, a extremidade do raio sobre a
reta (horizontal) e ao aparecer a caixa de didlogo digita-se cada um dos valores seleci-

onando e apagando o valor ja existente (45):

" ™
| £| Rotagdo em Torno de um Ponto ﬁ

Angulo
E s al
i @ sentido anti-horario

() sentido horario

l OK H Cancelar

| - — —— e e—— ]
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Apobs isso, oculta-se os rotulos dos pontos e acrescenta-se um texto para os valores
dos angulos em radianos, clicando sobre cada um dos pontos e em seguida digitando o
texto na caixa de didlogo ativando o item "Formula IXTEX” para os que sao na forma
de fracao. Entao, se seleciona todos os objetos e em propriedades na aba avancado em
condicao para exibir objetos digita-se "comparc=true” que o valor booleano da secao.

Na ultima secao, "Circunferéncia trigonométrica” usou-se um par de retas perpen-

A
. . o o ®
diculares em um ponto moével na tela. Para isto criou-se o ponto usando —= e em

Entrada:

seguida no campo de entrada , na parte inferior da janela
digitou-se "y=y(U)” para a reta vertical onde U é o ponto criado anteriormente, que
serda o centro da circunferéncia. De igual modo digitou-se "x=x(U)” para a reta hori-
zontal. Sobre esta ultima marcou-se um ponto ”V”, atribui-se os rotulos legenda O e A

para estes dois pontos, respectivamente e em seguida determinou uma circunferéncia
m

de centro O passando por A usando ==l

Incluiu-se os texto ”(1,0)” para o ponto A.

A
Sobre a circunferéncia marcou o ponto "W” usando g e usando ") determinou-
se seu arco. Determina-se o rotulo legenda e digita-se "P” neste campo na opg¢ao
propriedades deste ponto. Pretende-se construir a seguinte animagao: um segmento
cujo comprimento é igual a de um arco de circunferéncia (cada ntumero real esta as-
sociado e representado por um ponto da circunferéncia de raio unitario). Constroi-se

um segmento de comprimento igual ao da circunferéncia dada usando a ferramenta

E

',«" Segmento com Comprimento Fixo . .
a no item —I® clicando e marcando um ponto sobre a tela e

ao aparecer a caixa de didlogo digita-se 2*m*segmento(V,U) (para escolher o niimero

7 clica-se sobre a no canto direito, como é mostrado abaixo:

alB|y|dle|d|n| 8 |K|A
iqueearrasteopd u|c|plao|t|o|0| x| w|lw
r Fra|enN|i| ®(d|o|a|l J\
FNES] Segmento com Cor U P [ [ R DV R T B
i Comprimento slclx|*|* || T|m]|e
1| 24r*seamento(v,L) [a]
l | ok || cancelar |

Sobre este segmento correspondente ao comprimento da circunferéncia ja criado

marca-se quatro pontos equidistantes usando a ferramenta ponto médio *® e in-
clua os textos referente as suas medidas em radianos. Em seguida usando a mesma

;j-"' Segmento com Comprimento Fixo R - .
ferramenta ) e clicando sobre este tltimo ponto criado e ao

aparecer a janela digita-se "ArcoCircular|U, V, W|". Fazendo isto aparecera um ponto
o qual definiremos a legenda como ” P’ ” na aba bésico na opc¢ao rétulo. Ao incluir o

texto explicativo e o texto dica sera necessario indicar os quadrantes através de textos
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e para isto definiu-se suas posicoes usando na aba "Posicao”

| Basico | Texto | Cor| Posicio | Avangado | Programagiio|

Origem: | ((X(U) +x(V)) 1 2, ( @r\v

as sentengas em cada um dos textos (as sentencas

definem o ponto médio em relagao as coordenadas dos pontos U e V):
(@(U) +2(V))/2,(y(U) +y(V))/2), (x(U) = =(V))/2, (y(U) + y(V))/2), (z(U) —
z(V))/2,(wU) —y(V))/2) e ((z(U) +2(V))/2, (w(U) —y(V))/2)

para os textos do 1°, 2°, 3° e 4° quadrantes, respectivamente. Portanto, o resultado

é a Figura [3.22}

AP =1.09

Clique e arraste o ponto P na circunferéncia.

By

2

2° Quadrante

,
/' 1° Quadrante

2 T 3 2m

Fixemos dois eixos perpendiculares cruzando-se em O. O circulo I#nitado nesta circunferéncia fica
dividido em quatro regiées denominadas quadrantes. Considerando o raio unitario o comprimento
da circunferéncia é 2.

Vamos associar cada numero real x, 0< x < 211, um Gnico ponto da circunferéncia trigonomeétrica, de
modo que:

x=0, P coincide com A (1,0);

x>0, descrevemaos a partir de A, no sentido anti-horario, um arco de comprimento x cuja extremidade
final é P.

(o]

3° Quadrante 4° Quadrante

Figura 3.22: Secao Circunferéncia trigonométrica: do autor, 2015.

Conclui-se aqui as principais ideias abordadas neste capitulo. Embora o livro traga

a abordagem da simetria na circunferéncia trigonométrica optou-se em tratar disso

quando forem trabalhas as razdes trigonométricas na circunferéncia, que é exatamente

a préoxima construcao e o proximo capitulo do livro. Conforme detalhado no passo

3.3.23| podemos importar esta construcao para o Geogebratube e dispor da versao off-

line.

3.6 Passo 28 - Construindo o applet do capitulo 2 -

Razoes trigonométricas na circunferéncia do vo-

lume 2 da colecao

Comecando a construir o applet temos os botdes e os valores booleanos ainda visiveis

conforme figura:
Razdes na circunferéncia trigonomeétrica

:} Relagdes entre seno e cosseno Tangente Relagées entre tangente, seno e cosseno Outras razées

o/ relsencos
' tang o/ retiansencos o/ ouraz
-4

E a respectiva tela de preferéncias (propriedades e ajustes dos objetos);
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|| Preferéncias - Capitulo 2 (vol 2) - Razdes tigonométricas na circunferéncia.ggb
- —_— — L ee—, — s —
"TMealFRE®
_ ED‘::I | Béaicol Textol Corl Estilol Avang;ado| Programacdo
~@ b2 7] Ao Clicar | Ao Atualizar | JavaScript Global
D bt3
3 btd 1 |sencos=true
-3 bt5 2 |arcnot=false
3 Dbte 3 | relsencos=false
- Cénica 4 |tang=false
3 e 3 | reltansencos=false I
. h G | outraz=false
2
P,

A figura anterior mostra a programacao do botdao ”btl” cuja legenda ¢ ”Seno e
Cosseno” da secao de mesmo nome que tem um botao auxiliar "Arcos notaveis e seus
simétricos”. Em seguida foram ocultados os valores booleanos e incluidos os textos e

elementos geométricos:

Capitulo 2 - Raz6es na circunferéncia trigonométrica

:] RelagGes entre seno e cosseno IRENTITNICNN Relagées entre tangente, seno e cosseno

Seja P um ponto da circunferéncia trigonométrica, imagem do namero real a,
+ 0=a=<21; come vimos P corresponde a extremidade final de um arco AP,
de medida o radianos.
p Definimos o seno e cosseno como:
sen a = ordenada de P
cos a = abscissade P
Daqui em diante o eixo vertical sera chamado eixo dos senos e o eixo horizontal
eixo dos cossenos.

sen o (+) .-

cosc (+) [, medida do cateto oposto a o
H

S€M 0 = 0< e <

[X1E]

hipotenusa

medida do cateto adjacente a o
cos o = J i0<a<

™
hipotenusa 2

Arcos Notaveis e seus simeétricos Mova o ponto P para definir o arco desejado.

Mova o ponto A para definir o raio unitdrio.

Figura 3.23: Secao Seno e cosseno: do autor, 2015.

O circulo e o arco de extremidade "P” fora construido como na tltima secao do
capitulo anterior referente ao passo |3.5; Um par de retas perpendicular a um ponto
moével "O”, um ponto "A” sobre a reta horizontal que determina a extremidade do raio
unitario e a origem de todos os arcos e um ponto P movel sobre a circunferéncia. Usando
um par de retas perpendiculares em P determina-se as coordenadas de P (sena, cosa)
usando a ferramenta intersecao entre objetos determina-se os pontos sobre os eixos
ortogonais em ”"O” referentes as coordenadas de "P”.

Em seguida usando a ferramenta segmentos marca-se os segmentos referentes a me-
dida algébrica do seno e cosseno e colore-se a critério. Nestes elementos é determinada
a condicao de exibicao "sencos = true V relsencos = true”; onde os mesmos vao ficar

isponivel r 0 n n 0 ntr n no’.
disponiveis para as secoes "Seno e Cosseno” e "Relacoes entre seno e cosseno”
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Segue que nos pontos referentes as coordenadas de P inclui-se os textos nestes pon-
tos relativos & sua notagao (seno ou cosseno) e edita-se a condigao de exibigao destes

textos, conforme figura:

Jsen a (+)

...Esen a (=)

O texto "cosa(+)" sera exibido se ”(cos(a) > 0) A sencos = true Aarcnot = false”,
ou seja o cosseno do arco a deve ser positivo, o valor booleano da segao ” Seno e
Cosseno” ativado e o valor booleano do botao ” Arcos Notaveis e seus simétricos” de-
sativados. De igual modo fora feito para os textos “cosa(—)", "sena(+)" e "sena(—)",

trocando nestes textos apenas a parte da condicdo relativa ao texto (> 0 ou < 0).

‘ Bésicol Textol Corl Posicéo| Avancado | Programacéo
Condigdo para Exibir Objeto(s) [
[cos(a) = 0) A sencos £ true A arcnot £ false

O texto da definicao é uma sintese de duas secoes deste capitulo: seno e cosseno,
que optamos unificar para que o material nao ficasse demasiado extenso e a notacgao
de seno e cosseno é como apresentado no capitulo 13 do volume 1 da colecao, passo
(3.4.1} Fora incluido o texto no canto inferior direito como dica: "Mova o ponto P para
definir o arco desejado. Mova o ponto A para definir o raio unitario.” para elucidar a
interacao com este objeto.

Como ja programado o botao da subsecao "Arcos notéveis e seus simétricos” apre-
senta elemento nesta secao e, neste caso fora aproveitadas todas as construgoes ge-

ométricas e, acrescentando a circunferéncia trigonométrica os arcos notaveis de 0 a

[ @

27 usando a ferramenta *  em i

| e determinando os angulos notéveis. Conforme

bb

condi¢do acima, os textos "sena(+)”, "sena(—)" e "cosa(+)", e "cosa(—)" vao ficar
ocultos ao ativar o valor booleano "arcnot” por este botao. No lugar destes textos,
apresentam-se os valores de seno e cosseno dos arcos notaveis:

Cuja condicao de exibicao é como abaixo para o cosseno e o seno da imagem anterior:
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[: Relat;oes entre seno e cosseno Tangente Relagbes entre tangente, seno e cosseno

Seja P um ponto da circunferéncia trigonométrica, imagem do numero real a,
0=a<21T; como vimos P corresponde i extremidade final de um arco AP,
de medida a radianos.
T Definimos o seno e cosseno como:
i . + 6 sen a = ordenada de P
- cos a = abscissa de P
Daqui em diante o eixo vertical sera chamado eixo dos senos e o eixo horizontal
eixo dos cossenos.

2m _2

3

w3y
FYE

s 3 sen o — medida do cateto opoesto a o 0<a< T
2 hipolenusa - 2
1
T Ty
& 11w o8 o — medida do (?.(J:f,(?f,() adjacente a o 0<a< T
B 7 6 hipotenusa 2
4 4q 5w 4

3 372“ 6 Arcos Notaveis e seus simétricos Mova o ponto P para definir o arco desejado.

Mova o ponte A para definir o raio unitario.

Figura 3.24: Secao Seno e Cosseno: do autor, 2015.

‘ Bésicol Texlol Corl P05i~;510| Avancado ‘ Programagﬁo‘
Condicéo parExibir Objeto(s)
0.86 < cos{a) < 0.88 ~ arcnot £ true

| Bésicol Textol Corl P05i§€10| Avancado | Programacdo

Condicdo para Exibir Objeto(s)
051 < sen(a) < -0.49 A arcnot L true

Onde foram usados intervalos para aproximar-se ao resultado exato, uma vez que
a maioria dos senos e cossenos dos arcos (com excegdo dos notaveis) é obtida por
aproximacao decimal mediante calculo numérico ou tabuas como a de Ptolomeu, por
exemplo. Neste caso o motivo do intervalo ¢ para admitir uma margem de erro aceitavel
em rela¢do ao valor exato quando o estudante e/ou professor interage com o objeto e

move o ponto P.

™
27 2 "
o ) rad g
37
vz !
2
<D e
o A
V2 117
— 2 _3 T 6
4 P i
am 57 57 4
3 Bl 6 o
2

Até aqui nesta secao temos como ideia imprimir esta tela completa e entregar a
cada aluno para que ele acrescente os valores de seno e cosseno na circunferéncia trigo-
nométrica a medida que se movimenta o ponto "P”, estudando e verificando as simetrias

horizontais, verticais e complementares.
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Na secao seguinte, "Relacoes entre seno e o cosseno” os elementos foram aproveita-
dos da secao anterior e acrescentado outros textos, arco complementar a « e angulos

alternos internos, como a seguir:

-« Relacao trigonométrica fundamental
sen” o + cos” a =1, para todo o € [0, 27|

Demonstracao :

OP=1; OP' = cos a; OP" = PP' = sen a.

E-“f-’” o Aplicando o teorema de Pitdgoras no AOPP',vem :
(OP)* = (0P + (PP)* =1 =sen’ a + cos® a,

isto é, senla + eosta=1

/
COS x P

0Os @angulos P"OP e P’ PO sao alternos — internos e,
portanto, congruentes. Logo :

/T 3
sen o = cos| - —a
V2 /

/T 3
cos o = sen | Pl )
Mova o ponto P para definir o arco desejado.
Mova o ponto A para definir o raio unitdrio.

Figura 3.25: Secao Relacao entre seno e cosseno: do autor, 2015.

Todos os objetos acrescentados aqui ja foram explicados como acrescenta-los. Um
ponto a ressaltar é que se separou os textos para que ficassem destacados com cores
distintas.

Para a secao seguinte "Tangente” elaborou-se novos elementos representar a cir-
cunferéncia trigonométrica e acrescenta uma reta paralela ao eixo dos senos no ponto

(1,0), que é extremidade do raio e a origem dos arcos. E, ao invés de representar a

medida da tangente como um segmento usamos a ferramenta vetor pois
sua representacao geométrica tem uma seta em uma das extremidades determina-se
a direcao da medida e o seu comprimento, uma semirreta de origem na intersecao da
extremidade do arco com o eixo horizontal.

Incluiram-se também os textos em blocos e mais um arco simétrico que define a
tangente de mesmo valor. Os elementos desta secao foram reaproveitados na segao "Re-
lacao entre tangente, seno e cosseno” sendo que nesta tltima s6 apresenta uma caixa
texto com a relagao tga = 22 ao aplicar o Teorema de Tales na figura, as coordenadas

de P na forma de seno e cosseno do angulo a construido e os valores da tangente dos

arcos notaveis. Esta ficou como na Figura [3.26

Fora incluido os textos: sinal da tangente "tga(+)” ou "tga(—)” conforme definicao
da medida da tg(¢) > 0 ou tg({) < 0 na caixa avan¢ado e condi¢do para exibir objeto
e v/3 definidos por condicio (tang = trueVreltansencos = true) AN1.71 < tg(¢) < 1.73;
conforme ja elucidado, ao movimentar o ponto "P” e atingir a medida da tangente em

questao (60° ou 240°) e imagem a seguir:
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Capitulo 2 - Razées na circunferéncia trigonométrica

:] Relagées entre seno e cosseno Tangente | WEEEELEERNI tangenﬁl_seno € COSSENO Outras razées

tangentes O eixo das tangentes é o terceiro eixo no circulo trigonométrico
que tangencia no ponto A(1,0), origem de todos os arcos. O
senos T ponto A é a origem do eixo das tangentes e sua orientagio
(vertical) coincide com a do eixo dos senos.
Seja P a extremidade do arco de comprimento « radianos. A
P reta OP corta o eixo das tangentes no ponto T.
i A medida algébrica do segmento AT & a tangente do arco a rad.
sen o o Logo: tg a=AT
r’f
o\
Va cos o A Aplicando o teorema de Tales nos triangulos : OTA e OPP" vem :
/ AT PP’ = tga sen o
F = Lg x — .
0A OP' a4 cos
S Segue que :
B egu "\'} Mova o ponto P para definir o arco desejado.
L] 3 T T inii i it3ri
tg - = Pty S =13 tg — =3 Mova o ponto A para definir o raio unitario.
6 3 4 3
Figura 3.26: Secao Tangente: do autor, 2015.
T L @ |1 e =
+ // ‘ Béslcnl Texlnl Corl Pns\gén‘ AVB”GBUD‘ ngramagén‘
senos / Condicao para Exibir Objeto(s) b
- F‘/' \/5 (tang < true v reftansencos £ true) A1.71 < tg({) < 1.73 |
Cores Dinamicas
sen o K Vermelho
. 4 Verde:
o ¢ a p Azul
/ . A Apli i

E para concluir este capitulo na secao "Outras razoes” elaborou-se uma nova cir-
cunferéncia trigonométrica formatando e definindo os elementos correspondentes as
relagoes seca, cossecae cotga. E, nestas relagoes reutilizamos a ferramenta vetor ao
invés de segmento e na sua extremidade o seu valor em relacao as razoes cosa, sena e
tga. E, por isto pode-se tratar alguns exemplos de arcos notaveis diretamente na tela

usando a caneta de mao livre. A segao ficou mostra a Figura [3.27]

Capitulo 2 - Razées na circun_feréncia trigonomeétrica

:] Relagbes entre seno e cosseno LEUCLCLICHE RelagGes entre tangente, seno e cosseno Outras razdes

cossecantes
" 1
cossec o = B
) sen o +
- cos o 1
colg o= =
sen. o ig .o
. cotangentes
o \ A secantes

Bec ax =
€0S ¢

Mova o ponto P para definir o arco desejado.
Maova o ponto A para definir o raio unitario.

Figura 3.27: Secao Outras razoes: do autor, 2015.

Portanto o applet esta pronto para ser feito o upload para o Geogebratube, conforme

descrito no passo |3.3.23] Encerra-se aqui a construcao digital deste este capitulo.
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3.7 Passo 29 - Construindo o applet do capitulo 3 -

Triangulos quaisquer do volume 2 da colecao

Neste capitulo que trata sobre triangulos quaisquer foram incluidos inicialmente os

textos e os botdes das se¢oes, como passos [3.3.1] a0 [3.3.12] (a imagem a seguir fala por

9.

si). Os valores booleanos deste applet sao "inicio”, "leisen”, "leicos”, “introsen”; "teosen”,
"introcos” e "teocos” ativados cada um de acordo a programacao do botao a ele asso-
ciado (os nomes dos valores booleanos sugerem o nome dos botées). E elucidado na
introducao do capitulo os tridngulos acutangulos e obtusangulos e, apesar do livro nao
trazer uma imagem ou exemplo de cada um deles optou-se em construir um tridngulo
dinamico de modo que ao usuario interagir movendo seus vértices ¢ exibida sua carac-

teristica (acutangulo ou obtusangulo).

Triangulos Quaisquer

No estudo de tridngulos retangulos, sdo definidas as razées trigonométricas
seno, cosseno e tangente, para angulos agudos. E, com estas é possivel
relacionar as medidas dos lados e dos angulos de outros tridngulos como o
acutangulo e obtusangulo.

E com esse objetivo que estudaremos a lei dos senos e a lei dos cossenos.

O triangulo ABC é obtusangulo.

5.2

95

Figura 3.28: Secdo Inicio: do autor, 2015.

Neste caso criou-se um triangulo e, em seguida marcaram-se seus angulos inter-
nos, alterando a propriedade destes para exibir apenas seus nomes. Posteriormente,
digitaram-se trés textos informando o tipo do triangulo e definiu-se sua condicao de

exibi¢ao de acordo os angulos internos do triangulo:

Condicdo para Exibir Objeto(s)
inicio élrueﬂﬁ (B < 90°) Ao < 90°) A (y < 90°)
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CondicAo para Exibir Objeto(s) L}
inicio  true ~ (B £ 90° v o £ 90° vy £ 80°)

Condicao para Exibir Objeto(s)
(B =90%) v (a=90%) v (y = 90°) A inicio £ true

As condi¢Oes acima sao, respectivamente para os textos O triangulo ABC é acutan-
gulo.”, 7O triangulo ABC é retangulo.” e ”0O triangulo ABC é obtusangulo.”. Como a
janela do Geogebra permite malha é possivel obter todos eles, interagindo com a figura
(triangulo) ao mover seus vértices. A secao seguinte habilitada pelo botao "Lei dos
senos”. Foram incluidos duas subsecoes: Introducao e Teorema dos senos; sendo a pri-
meira "Introdugao” fora incluido um recorte do texto e imagem presentes no livro, que
traz uma situacao-problema hipotética onde se busca calcular a distancia entre dois
condominios separados por uma regiao alagadica, onde um topografo mede distancias
e angulos. E, ao final o autor comenta que ao aprender o contetido "Lei dos senos” esta

situacao problema podera ser resolvida bem como outras.

Triangulos Quaisquer

| Leidos Senos | Leidos Cossenos |
Introdugao

Do entrocamento (E) de uma rodovia saem dois pequenos trechos retilineos
da estrada (“retées”), em um terreno plano, que levam as entradas de dois
condominios, indicados pelas letras A e B. Deseja-se determinar a distancia
entre A e B, mas a medigdo direta é dificil, pois ha uma regido alagadiga entre
esses pontos. Observe nafigura, a vista frontal de A e B a partir de E. Com
auxilio de um aparelho adequado, o topdgrafo mediu esse angulo, obtendo 65°.
Em seguida, percorreu os 600 metros do “retdo” EA e, a partir do ponto A,
mediu 0 dngulo entre as retas EA e EB, obtendo 38°.

Conhecedor de matematica, o topografo sabia que que ja tinha reunido
informagdes suficientes para determinar a distancia entre as entradas dos dois
condominios (distancia entre A e B).

Por meio do teorema que que apresentaremos a seguir, conhecido como LEI &
DOS SENOS, poderemos resolver este e outros problemas.

regisio alagadiga

C1iZapt

llusiragBes serm 05cala ou em ascalas difsrentes. Cores ammcas

Entrada: ]
—

|

Figura 3.29: Subsecao Introducao: do autor, 2015.

3.7.1 Subsecao Teorema dos senos

A segunda subsecao "Teorema” ¢é feita a construcao de uma circunferéncia dado
centro e um de seus pontos, e sobre a circunferéncia sao determinados trés pontos

distintos e construido um triangulo.



92 A CONSTRUCAO DOS APPLETS DE GEOMETRIA PLANA

Sao determinadas também as trés retas que passam pelos vértices do triangulo e

pelo centro da circunferéncia. Marcam-se os outros trés pontos de intersecao com a

circunferéncia, simétricos aos vértices do triangulo. Oculta-se as retas e definem os seg-

mentos com formato pontilhado para se ter menos destaque nos mesmos. A imagem a

seguir mostra a construcao em andamento:

Triangulos Quaisquer

Introdugéo

Teorema

As medidas d ados de um triangulo sdo proporcjonais aos senos dos respectivos
angulos opostos, e aconstante de proporcionalidade é igual 2 medida do diametro
da circunferéncia circunsvcrita a esse triangulo.

Inclui-se mais alguns textos e algumas formulas em escrita IXTEX. Altera-se as pro-
priedades dos objetos para que sejam exibidas o rotulo de suas medidas.

Triangulos Quaisquer

Introducao

As medidas dos lados de um triangulo sdo proporcionais aos senos dos respectivos

angulos opostos, e a constante de proporcionali é igual a medida do diametro
da circunferéncia circunscrita a esse tridngulo.

Demonstragao : Dado um tridngulo ABC e sua circunferéncia circunscrita.
Sejam O e r o centro e a medida do raio dessa circunferéncia. Z/BAC, ZABC

e /BCA sdo os angulos do tridngulo ABC com vértices em A, B, e C,
respectivamente.

Movendo um dos vértices do tridngulo verifica — se que a medida do angulo

e do lado oposto ndo se alteram, pois sdo angulo e corda inscritos na
circunferéncia. Posicionando o vértice sobre um dos didametro determina — se
um angulo reto nesse vértice e, consequentemente um triangulo retangulo ABC.

Entdo : sen (£/BAC) = 2 ssenh=2 =2 _—o
2r 2r sen A
De modo andlogo temos :
b
— = = =2r.
sen B sen C
Segue a expressao da lei dos senos :
aA= bA= CA:2r.
sen A senB senC
Na figura temos :
574 567 447 2 31> 574 567 447 _ 6.2
sen 67.74° ~ sen 66.11° ~ sen 46.15° ! 093~ 091 072

Mova os pontos A, B ou C.

Figura 3.30: Subsecao Teorema dos Senos: do autor, 2015.

Os textos estao separados por cor (caixas de texto individuais) e, consequentemente

as escritas dos dois dltimos sdo:
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[ | £ Texta - —— ] ) @

Editar

2] Texto — . B | ay figura) temos

\rac{a }{sen\ & }=\rac{b | Msen\ &} =\frac{c }{sen { }=2\ ‘times r \Rightarrow \space
\frac{a H{sen(d) 1=\frac b {sen(z) } =raclc sen(q) = 2r

Editar

Entdo’\ sen\ (\angle BAC)=\frac{al{2r}\Rightarrow sen\ A=\frac{a}{2r}\ \Rightarr|
De'\ modo' analogo! temos:\

\frac{b}{sen\ \nat{B}}=2n &\ rac{c}{sen\ \hat{CH=2r 1\

Seguel a\ expnresséo\ da\ leil dos\ senos:\\ [
\frac{a}{sen\ A}=\frac{b}{sen\ \hat{B}}=\frac{c}{sen\ \hat{C}}=2r

| V| Formula LaTeX = ‘ Simbolos + | Objetos ~

W[« i b

| Formula LaTeX + | Simbolos = | Objetos + ‘ m ‘ ‘ ‘ ‘

m
‘ | | | | Ii | ‘ ‘ ‘ Visualizar

Visualizar

Na figura temos :

. _a i_ a a - 0N
|| | Entdo : sen (£BAC) = ar =senA = 2 = ek =2 5‘;;474 _ 56.6671]. _ 4‘.1';?]5. —9 x31= 5.74 _ 5.67 _ 4.47 6.2
sen A4° sen . “ sen . “ . .

De modo andlogo temos :

b - =2re ¢ = =2
sen B sen C
Segue a expressado da lei dos senos : %

a o b o c o
senA  senB  senC o

J Ajuda oK || cancelar ¢ Ajuda oK Cancelar

Nesta tltima o programa representa e calcula os senos dos angulos do triangulo
dinamico. Neste applet optamos pelo arredondamento de uma casa decimal no menu
"Opcoes” no item "Arredondamento”. Como nesta subsecao a demonstracao é intera-
tiva, foi inserido um texto-dica "Mova os pontos A, B ou C.”. Pensa-se e acredita-se
que aqui optou-se em mostrar os casos gerais de triangulos que nem sempre na pratica
possuem seus angulos internos com medidas notaveis (30°, 45°, 60° e seus multiplos)

e, no entanto, tem seus senos rigorosamente definidos.

3.7.2 Subsecao Teorema dos Cossenos

Na secao "Lei dos cossenos” segue o mesmo roteiro feito na secao "Lei dos senos”.
A subsecao "Introducao” apresenta-se um texto com a situacao-problema hipotética
sobre a construgao de um tunel ligando duas praias de uma cidade litoranea, onde um
funcionario usando barco e aparelhos calcula duas distancias e um angulo. A Figura
é a subsecao ja pronta.

J& na subsecao "Teorema” a fixemos com textos envolvendo a demonstragao dividida
em duas partes: triangulo acutangulo e triangulo retangulo e a constru¢ao geométrica
foi de um triangulo dinamico com seus vértices, angulos, altura relativa a um dos
vértices determinados previamente (incluiu-se texto para os rotulos das medidas e dos
vértices) e as condigbes para o angulo suplementar 1 de modo que s6 se torna visivel
quando (n > 90°) A teocos = true e a medida (¢ — m) s6 se torna visivel quando
teocos = true A (n < 90°).

Colocou-se também uma cor de fundo (a critério do autor) para o fundo do enun-
ciado da lei dos cossenos. Encerra-se aqui este applet, o que o torna apto para upload
no Geogebratube descrito no passo Em tempo, como as explicacoes das leis do
Seno e cosseno sao possiveis resolver os problemas apresentados na introducao, sendo
necessaria a intervencio do professor/operador para isto. E sugerido que se movimente

os vértices do triangulo de modo a determinar as medidas dos angulos e dos lados
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Triangulos Quaisquer
Lei dos Senos | Lei dos Cossenos |

A prefeitura de uma cidade litordnea esta estudando a viabilidade de construir um tanel com
tragado retilineo para atravessar um trecho montanhoso e ligar as praias Brava e Mansa pela
avenida Beira Mar, que esta interrompida entre elas. Vamos supor que todo o terreno ao redor
dos morros seja plano.

Em uma pequena embarcagdo e munido de GPS e aparelhos de medigdo, um funcionario espe-
cializado avistou do ponto F os pontos B e M mais préximos 4 base do morro. (Observe figura a
seguir). Feitas as medigbes o funcionario verificou que, naquele momento, estavaa15KkMde B e
a3,2km de M; além disso mediu os dngulos formados pelas retas FB e FM, obtendo 41°,

Se o projeto for aprovado, quantos quilometros de extensio tera o tinel de tragado, considerando
amedida do segmento BM como base para determinagdo da extensdo desse tunel?

Por meio do teorema a seguir, denominado LEI DOS COSSENOS, podemos resolver esse e outros
problemas.

Praia Brava

Avenida Beira Mar Prala Mansa

Mparla Da Stelana

Figura 3.31: Subsecao Introducao: do autor, 2015.

Triangulos Quaisquer
| Leidos Senos | | Lei dos Cossenos |

Em todo o triangulo, o quadrado da medida de qualquer lado é igual 2 soma dos quadrados das medidas dos outros dois,
diminuida do dobro do produto da medida desses lados pelo cosseno do angulo por eles formados.
Seja o tridngulo acutdngulo ABC e CH = h, a medida da altura relativa ao lado AB.
ABCH : a? =h? 4 (c — m)?
AACH : R =b% —n? =al=b’—m+c?—2em+m?=

=a=h?+c2—2cm (1)

AACH : cosA = % = m=b - cosA (2). Donde, substituinde (2) em (1) vem :
a® =b%+ ¢ — 2bc - cosA. Analogamente podemos obter :

b?=a’+ % — 2ac - cosB e ¢ —a’+b’— 2ab - cosC.

Para o tridngulo obtusdngulo ABC temos que cos(180° — A) = —cos(A)
(ABCH:a2 =h%+ (c+m)?)
AACH: R =b? —m? =al=b—m’ 4+ +2cm+m’=

( J

= a2 =b>+c?+2cm (1)
AACH : cos(180° — A) = g = m = —b - cosA. (2). Donde, substituindo (2) em (1) vem :

a2 =b? + ¢ — 2bc- cosA. Analogamente, b? = a? +¢? — 2ac - cosB e c? = a? +b? — 2ab- cosC.

Figura 3.32: Subsecao Teorema dos Cossenos: do autor, 2015.

conforme o enunciado pede. E caso as medidas sejam exageradamente grandes ou pe-
quenas se trabalha com medidas proporcionais, como mostra a Figura|3.32l Apoés estas

explanacoes, ja se pode passar para o proximo capitulo que tratard da area de figuras
planas.
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3.8 Passo 30 - Construindo o applet do capitulo 8 -

Areas de figuras planas do volume 2 da colecao

Com as ideias apresentadas nos dois capitulos do volume 1 e nos trés capitulos do
volume 2 da colegao [I] abordou e apresentou um conjunto de contetidos (ferramentas)
para se estudar a area de figuras planas, as quais se apresentam no capitulo 8 do refe-
rido volume (os outros capitulos sdo sobre fungoes trigonométricas, transformagcoes de
arco, matrizes, determinantes e sistemas lineares). Nesse sentido, se quer reafirmar que
j& foram descritos todos os passos para a construcao de figuras planas nos passos ante-
riores, desde poligonos a formas circulares, as quais iremos tomar como ji conhecidas
para construir este applet. Sendo assim apods realizar alguns dos passos ja mencionados
a tela inicial do applet que exibe o contetido do botao "Introducao” ficou assim como
na Figura |3.33;

Area de figuras planas
[Intrndu;in] [Retinguln] - [ Paralelogramo ] [Triingula J [ Losango ] [Trapézio ]
[ Poligono regular ] [ Circulo ] [ Setor circular ] [ Coroa circullrJ H

Frequentemente usamos a geometria de objetos do nosso cotidiano para compreender conceitos matematicos
Avisualizacéo e a medicAo desses objetos séo estratégias para a descoberta e compreenséo de propriedades geométricas.
Em situagées tais como calcular as dimensdes de um terreno, o custo para envernizar a superficie de uma porta, ou, ainda, o
custo envolvido na confeccéo de um quadro, as quantidades envolvidas dependem do calculo de areas de superficies

As imagens a sequir sdo exemplos de aplicagdes destes calculos

Fotografias em exposicio.

MNeste capitulo, var;wos revisar alguns conteudos estudados no ensino fundamental que serdo Uteis parza aresolugdo de problemas
de Geometria Metrica Espacial: areas de superficies planas delimitadas

De modo geral, area é a medida da extenséo de uma superficie, expressa em uma unidade padréo preestabelecida (a unidade de
area € um gquadrado de lado 1). Mas, como sao definidos os padrées de medida?

E o Sistema Internacional de Unidades (SI) que estabelece as unidades basicas de medidas e as unidades derivadas, as quais
podem ser expressas a partir das unidades de base. Particularmente, estaremos nos referindo & unidade basica de comprimento
— o metro — e as unidades dela derivadas, conforme mostrado na tabela abaixo:

[ Unidade (SI) |
Grand. Nome Simbolo | .
comprimento metro m
superficie metro quadrado m?
volume metro clbico m?
4 >

Figura 3.33: Secao Introducao: do autor, 2015.

A partir da imagem anterior verificamos que foram inseridos apenas textos, botoes

e imagens, cujos comandos foram mencionados nos passos [3.3.7] ao 3.3.12l Em cada

um dos botoes exibidos a programac¢ao do mesmo ficou como mostra a figura seguinte,

com o0s seus respectivos valores booleanos que foram ocultados posteriormente:
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para
\/ intro \/ ret quad ‘/ J tria ./ losa of trap

- 'Paralelogramo Triangulo | | Losango || Trapézio
[ Poligono regularJ [ Circulo ] [ Setor circular ] [Cnru-:iu:ullrj M

J poli

J cire J seto J coro J segm

| Basico | Texto | Corl Estilo | Avangado| Programa§§0|

Ao Clicar | Ao Atuafizar | JavaScript Global|

1 | intro=true

2 | ret=false

3 | quad=false

4 | para=false

5 | tria=false

G | areaseno=false
7 | arearaios=false
g | losa=false

9 | trap=falzse

10 | poli=false

11 | circ=false

12 | seto=false

13 | coro=false

14 | segm=false

Os itens 1 ao 14 da imagem anterior correspondem aos valores booleanos associados
aos botoes-secao, com excegao dos itens 6 e 7 que sao subsecoes do botao "Iriangulos”
e seus nomes sao as letras iniciais de cada secao.

O leitor deve ficar atento pois ao passar de uma secao para outra nao sera explanado
que sera necessario vincular os objetos ao valor booleano da secao ativa, uma vez que
este procedimento ja fora elucidado diversas vezes. Portanto, ao se clicar na secao
Retangulo vemos o seu contetido:

Onde, foram incluidos textos dindmicos relativos as medidas da base e da altura
da figura (destacado na imagem abaixo por um reticulado nas letras b e h respectiva-

mente), como é mostrado a seguir:

. ————— = T —— — - *
7 Texto -— — ———— x|

—— — s e —

Editar

Afigura abaixo representa o retingulo ABCD. Supondo que o lado AB mede b|u.c. & olado BC mede h|u.c. — em queu.c.
& a unidade de comprimenta —, podemas dividir o retangulo em 20 pequenos quadrados, cada um dos quais com 1 unidade
de 4rea, conforme figura A direita

I

E, também foram destacados os pontos das extremidades dos segmentos (lados) do
retangulo que determinam as suas medidas "b” e "h” respectivamente utilizando para

isto a aparéncia de seta, que da a ideia de mobilidade.

Editar

Assim, se no retingulo ABCD chamamos:

A drea da superficie limitada pelo retingulo ABCD ou, simplesmente, area do retingulo ABCD;
b: medida da base BC|

h: medida da altura AB; temos:

A=(bluc) (hjuc)=ph|us

ouseja

Observa-se que ha um texto destacado na parte central inferior do secao, que é
exatamente a escrita da féormula da area desta mesma figura e isto ocorrerd em todas
as secoes.

Na secao seguinte”Quadrado” representado na Figura também foram incluidos
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Area de figuras planas

ﬁ - - Paralelogramo H Losango Trapézio
| Poligono regular | [circulo | [ Setorcircular | [ Coroacircular | [ Segmento circular |

A figura abaixo representa o retangulo ABCD . Supondo que o lado AB mede 586 uc ecladoBCmede 2 15uc —emqueuc
& a unidade de comprimento —, pademas dividir o retangulo em 20 pequenos guadrados, cada um dos quais com 1 unidade
de area, canforme figura a direita

o]

h=586

Assim, se no retdngulo ABCD chamamos:

A area da superficie limitada pelo retdngulo ABCD ou, simplesmente, area do retangulo ABCD;
b: medida da base BC;

h: medida da altura AB, temos

A=(58B8uc) (215uc)=1259us

ou seja:

A=b-h |
A area de um retangulo &€ igual ao produto da medida da base pela medida da altura.

Figura 3.34: Secao Retangulo: do autor, 2015.

textos dinamicos correspondentes as medidas do lado da figura.

Area de figuras planas
m _ - Paralelogramo w {Losango} Trapézio
Poligono regular [ Circulo ] [ Setor circular] _Coroa circular_ M

Como todo quadrado € um retangulo cuja medida da base é igual a medida da altura, a férmula da érea do retangulo pode
ser usada para obter-se a expresséo da area de um quadrado

Dessa forma, se | € a medida do lado de um quadrado, entdo, seb=1eh =1, temos:
A=b-h=A=1l=A="

[ | ‘ 1 |

|| : [

| =3.28 uc.
A =1*=(3.28)? = 10.76 u.s.

A area de um quadrado é igual ao quadrado da medida de seu lado.

Figura 3.35: Secao Quadrado: do autor, 2015.
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gulo a direita do leitor é uma translacao do retangulo ADQP. Sendo a figura dinamica os

textos relativos as suas medidas de comprimento e area também sao instantaneamente

O texto que se encontra abaixo do quadrado tem codigo-fonte:

% Texto Iﬁw

Editar

I=Fju.ch
A=l2=(f2=F\u.s. I

[¥]Férmula LaTeX + | Simbolos | Objetos ~

B

Visualizar

| =3.28 u.c.
A =1*=(3.28) = 10.76 u.s.

(o) [ ]

= = ee— —

recalculadas ao se interagir com os elementos da mesma.

respetivos botoes quando a mesma estiver ativa: "Area a partir dos lados e do raio

da circunferéncia circunscrita” e "Area a partir dos lados e do raio da circunferéncia

Area de figuras planas
[Intredu;in] [Retingulu ] - [ Paralelogramo ] [Triinguln ] [ Losango ] Trapézio
[ Poligono regular J [ Circulo ] [ Setor circular ] [ Coroa circullr] H

Determinemoas a area do paralelogramo ABCD, representado na figura ao lado, em que b e h s&o as medidas da base

e da altura, respectivamente
A

D
1
|
h=22u.c | .
| Area=10.82 u.s.
|
e |
847’3]—_':. ,,,,,,,,, ®
b=402uc. ' C Q

Observe que, projetando-se os vértices A e D sobre a reta BC, obtém-se os pontos P e Q, respectivamente, ficando assim
determinado o retangulo APQD, como é mastrado na figura ao lado

Mote que os tridngulos APB e DQC s&o congruentes e, portanto, t&m areas iguais.

Assim, a area do paralelogramo ABCD é igual a area do retangulo APQD, ou seja:

A=bh
A=492uc.x22Uc.
A=10.82us

A area de um paralelogramo € igual ao produto da medida da base pela medida da altura.

Figura 3.36: Secao Paralelogramo: do autor, 2015.

inscrita”.

Na secao "Paralelogramo” temos a construcao da Figura[3.36|a seguir, onde o retan-

Para se¢ao "Triangulos”, Figura [3.37] foram acrescentados duas subsegoes e seus
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Area de figuras planas
[Intrndu;in)] [Retingula] - [ Paralelogramo } [Triing_uln } [ Losango ] Trapézio

[ Poligono regular ] [ Circulo J [ Setor circular ] [ Coroa circular ]

[ Area pelos lados e raio da circunferéncia circunscrita ] [ Area pelos lados e raio da circunferéncia inscrita J

Seja o tridngulo ABC, cuja base AC mede b e a altura relativa a essa base mede h, representado na figura abaixo

e e

/ h=2.09ue ™~

A qutl T ~e c
b=9.56 w.c. 8
MNote que as respectivas paralelas aos lados AC e AB, tragadas pelos vértices B e C| interceptam-se no ponto D, determinando

assim o paralelogramo ABCD | cujas medidas da base e da altura séo b e h, conforme mostrado na figura abaixo

| = " — =
Como AB = DC, m(BAC) = m({BDC) e AC = DB, os tridngulos ABC e DCE séo congruentes e, portanto, suas areas séo iguais
Logo, a area do tridngulo ABC & igual & metade da area do paralelogramo ABCD, ou segja

i

-

A:m —}A:9'56 . 2'09—>A: 19.94

> 5 =097 us.

Adrea de um tridngulo é igual @ metade do produto da medida da base pela medida da altura.

Figura 3.37: Secao Triangulo: do autor, 2015.

A tela primeira trata-se da férmula obtida da &rea de um paralelogramo e, para
dar énfase a isto os triangulos inferiores sao translagoes dos triangulo superior e, por-
tanto, exatamente equivalentes. Ao se clicar no botdo ”Area pelos lados e raio da
circunferéncias circunscrita” temos conforme mostra a Figura [3.38}

E clicando sobre o botdo ”Area pelos e raio da circunferéncia inscrita” é exibido na
tela a subsecao (ver Figura [3.39):

E perceptivel que se fora construido os elementos sobre o mesmo triangulo e foi-se
programado para se exibir de acordo a subsecao.

Para a secao losango, Figura temos:

As medidas do losango podem ser redefinidas pelos vértices S, R e Q, os quais
determinam as medidas de suas diagonais. O enunciado e a féormula foram extraidos
do livro e se definiu um texto dinamico para o calculo da area.

A construgao da se¢ao "Trapézio”, ficou como se é mostrado na Figura [3.41] e foi-se

utilizou-se a translagao de objetos como fora explicado no passo |3.3.22

Dando continuidade as secoes do capitulo a seguinte se refere & area de poligonos
regulares. Neste inserimos um controle deslizante denominado "n_ 4”7 para se deter-

. if_z Coflole Deslizante
minar o ntimero de lados do poligono usando a ferramenta ¥
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Area de figuras planas
[Intradu;iaJ [ Retingula] - [ Paralelogramo ] [Triingulu] [ Losango ] [ Trapézio J
{ Poligono regular J [ Circulo ] { Setor circular ] [ Coroa circullr] H

[ Area pelos lados e raio da circunferéncia circunscrita J

[ Area pelos lados e raio da circunferéncia inscrita J
o

Seja o trigngulo A'B'C' inscrito na circunferéncia X de centro O e raio de medida R, . - |
como mostra a figura ao lado.Ja vimos que a area do trigngulo ABC pode ser calculada g : h
por: o= 4.31
ab sen €
= > :
Usando a lei dos senos, podemos escrever : A )
c c o (o)
—— _=2R=senl=_—
sen C 2R : 7 .
. . e . / ]
E substituindo na equacdo anterior : 1 _/dqg 555 hd
abe -, / .
4R /
Na figura temos : .
4.8 uc x55 uc. x43luc. 11498 us.
4 x 2.88 u.c. - 11.51 N

A=

=9.99 us.

A area de um triangulo & o quociente do produto dos seus lados e o quadruplo do raio da da circunferéncia circunscrita. "

Figura 3.38: Subsecao Area pelos lados e raio da circunferéncias circunscrita da secao
Triangulo: do autor, 2015.

em na barra principal. Em seguida foi se alterado seu valores como é mostrado a
seguir:

Controle Deslizante | Corl Posicio | Avanr;adnl F'mgramagﬁo|

Intervalo

min: |3 max: |20 Incrementao: |1

Controle Deslizante
[] Fixo [] Aleatdrio (F9) :Hnrimntal v: Largura: | 200 px
Animacgio

Velocidade: |1 Repetir: :4:- Oscilando vi

Foi preciso definir um poligono regular que tivesse o nimero de lados equivalente
ao valor do controle deslizante e para isto construiu-se um segmento "k 6" de ex-
tremidades em ’O_2” e ”’S 2”7 e usando o campo de entrada foi-se digitado os valores

"Poligono[O_2,S 2, n_ 4]’ que corresponde a descri¢ao dada pelo programa no campo
de entrada "Ponto, Ponto, nimero de lados”.
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Area de figuras planas

ﬁ - - Paralelogramo H [Losango] [Trapézio}

Poligonoreguiar | [ circulo | Setorcircular | | Coroacireular | | Segmento circular |
[ Area pelos lados e raio da circunferéncia circunscrita ] u

“Seja o tridngulo A'B'C' representado na figura ao lado, emque a, b

e € sa0 as respectivas medidas dos lados B'C, A'C e A'B'( era medida
do raio da circunferéncia de centro O, inscrita nesse triangulo.

Caomo os lados de A'B'C s&o tangentes a circunferéncia, entdo OP OQ
e OR séo perpendiculares a A'B', B'C e A'C | respectivamente, ou seja

B CF =r (medida da altura do triangulo A'OB', relativa ao lado A'B');
W OQ =r(medida da altura do tridngulo B'OC, relativa ao lado B'C);

B CR =r (medida da altura do tridngulo A'OC, relativa ao lado A'C).
Chamando A a area de AB'C, A, a drea de A'OB', A, a drea de B'OC
e A3 aareade A'OC', entdo, como A = A1 + A2 + Aa‘ temos:

ar + br +cr a+b+e)r r
_ ) f.»A:p—, onde p é o perimetro.

2 N 2 2
|| Na figura ao lado temos : +
A— (4.31 u.c. +5.55 u.c.;— 4.8 u.c.) x 1.36 u.c. LA 14.67 ><21.36 US: 699 s,

A=

A drea de um triangulo é a metade do produto do perimetro pelo raio da circunferéncia inscrita.

Figura 3.39: Subsecao Area pelos lados e raio da circunferéncias circunscrita da secao
Triangulo: do autor, 2015.

Area de figuras planas

(introduao| (Retanguio) ~(GUEGHREE) | Peraiciogramo | [Triéngule) (Losano | [Trapezio]
cireulo | | Setorcircular | [ Coroacireular | [ Segmento cireular

Considerando que o losango & um paralelogramo cujas medidas dos lados saoc iguais e as diagonais sao perpendiculares entre
si, observe na figura que ele pade ser decomposto em quatro tridngulos retangulos congruentes e sua area é a soma das areas
desses tridngulos.

Assim sendo, no losango PARS se m € a medida da diagonal maior e n é a medida da diagonal menor, a area A de sua
superficie & tal que:

S
A—d. A 4. 1 m n_ mn
=t A=ty 3252
Na figura ao lado temos :
mn 378 uc. xbbuc R L —| R K
A=—=""" ~"" "~ =108 us. ! n=3.78
2 2 !
‘ |
m=56

A area de um losango é igual a metade do produto das medidas das diagonais.

Figura 3.40: Secao Losango: do autor, 2015.
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Area de figuras planas

ﬁ - - [M H [ Losango ] [Trapézio ]
m [ Circulo ] [ Setor circular } M —

Considere o trapézio MNPQ da figura, no qual as bases MQ e NP medem m & n, respectivamente. Observe na figura,
que esse trapézio pode ser decomposto em dois trigngulos T, e T,, de mesma altura e tais que a soma de suas
areas ¢ igual a area A de MNPQ.

_|_

- n=3.14
Q n=314 _p o

T

h=272

Assim, temos :
mh nh  mh+ nh

A:7+2_ 3 , ou seja :
(m+n)h
A=
2

Na figura acima temos :
_ (56 uc.4+3.14 u.c) x 2.72 u.c.

A
2

=11.89 us.

A area de um trapézio & igual a metade do produto da soma das medidas das bases pela medida da altura.

Figura 3.41: Secao Trapézio: do autor, 2015.
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Apos isto, formata-se o poligono para que sua cor possa variar de acordo & medida

do seu lado. Nesta secao usamos os campos "Cores dinamicas” e alteramos conforme a
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Incluindo-se os textos e as formulas é mostrado a seguir esta secao:
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Editar
| | Esser poligonot 1 regulant fdol de\[n_a  triangul \nos| quais\ al altural medel a
Temos:
|| |vemeadn_s | raco-ayzm
p=ln_4 W rightiph
Logol A=\frac{n_4 I-a}2}\ \Rightarowi A= frac(p-aH2)\
Na figura\ temos:\ \space A
\\ Area de figuras planas
eiocin_A s_4 5 42} <iracin_4 04 16 Hokpolt3 s (iwcticte) (Rongue) (GRGRE) (Ferscooramo) (Tnguio) (Losango) [Tspecio]
I Foono e o) e+
[V FormulaLaTeX = | Simbolos ~ | Objetos +
Considerando um poligono regular de n lados, vamos indicar por:
[ w ] [ [ [ [ I [ I [ = |- medida do lado;
=a: medida do apstema (segmento cujas extremidades & o centro do poligono e o ponto médio de um lado);
Visualizar =p: perimetro.
Esse poligono é regular constituido de 10 triangulos congruentes, Assim, por exemplo:
A—10 l-a Esse & regular constituido de 3 triangul g , nos quais a altura mede a.
- 2 A=3. J
Temos : { p=101 Temos: { p =3l
3l-a p-a

L A 10l - a 4 pra LogoA=""" = A="F0%

0go A = 3 = =5 Na figura temos :
Na figura temos : A= 3525l BT e s

2 2
10- 1.87-2.87 53.62
A="— """ = """ =126.81 u.s.
2 2
ndmero de lados

Ao s oo et vl o do st el madd do st

Area de figuras planas |

ﬁ - - Paralelogramo — [ Losango ] [ Trapézio }
[ Poligono regular J [ Circulo ] [ Setor circular ] _ ﬁ

Considerando um poligono regular de n lados, vamos indicar por: _|_
= |: medida do lado;

=a: medida do apotema (segmento cujas extremidades séo o centro do poligono e o ponto médio de um lado);
mp: perimetro.

Assim, por exemplo:

Esse poligono é regular constituido de 10 triangulos congruentes, nos quais a altura mede a.

l-a
A=10-
2 4
Temos : { p =101l
101 - .
Logo A = a = A=t

Na figura temos :

a=10 1'827' 287 _ 532‘,62 = 26.81 u.s.

numeru de lados [ =1.87 u.c.

Figura 3.42: Secao Poligono regular: do autor, 2015.

Conforme abordagem dos autores no livro/capitulo, os mesmos trazem a area do
circulo como um “poligono de n lados” com “n tendendo ao infinito”. Entao, na secao
circulo, ver Figura |3.43] utilizou-se uma copia e cola do poligono presente na segao
"Poligono regular” e acrescentado um circulo circunscrito.

Na sec¢ao denominada "Setor circular”, representada na Figura[3.44] foram feitas no-

vas construcoes geométricas para se definir a area de um setor circular, sabendo o raio,
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Area de figuras planas
[ Intraducinj [Retinuln} - l Paralelogramo ] [Triingula ] { Losango ]
‘ Poligono regular { Circulo ] L Setor circular } [ Coroa circular ] M

Considere a seguinte sucessdo de poligonos regulares inscritos em circulos de raio de medidar.
(arraste o controle deslizante “numero de lados”).

Observe nessa sucesséo que, se o numero de lados do poligono aumenta,
o comprimento do apétema também aumenta, ao passo que o comprimento
do lado diminui. Dessa forma, quando o nimero de lados de um poligono é
extremaments grande

= g sel perimetro (p) & aproximadamente igual aoc comprimento da
circunferéncia do circulo (21r);

=3 medida do seu apotema (a) € aproximadamente igual & medida do

raic do circulo (r), ou seja:

p=2mar
a=r
-a

Como a drea de um poligono regular € dada por A = pT .

numero de lados

entio, nesse caso, temos : @
2ar-r 5 i . i , i
A= 5 = ar- que é a expressao da area do circulo de raio
de medida r. Assim :
= 'm‘z L\)
Na figura temos : A = 7-3.14> = 9.857 u.s.

A area de um circulo & igual ao produto do numero real 1 pelo quadrado da medida do seu raio.

Figura 3.43: Secao Circulo: do autor, 2015.

..] Arco Circular % ‘q Setor Circular %

o arco ou angulo do circulo. Para isto usou-se: e

. Foram formatados os pontos da extremidade do arco para dar énfase & sua
medida. Apods estes comandos, obtém-se a Figura [3.44

Em seguida, na secao Coroa circular, como mostra a Figura foram incluidos os
textos e as formas geométricas necessarias. Buscando dar nocao precisa da coroa como
"a area da coroa circular ¢ a diferenca entre a area dos circulos concéntricos de raios
maior e menor” foi-se formatada as formas circulares de modo que uma sobrepusesse a
outra. Sendo assim o circulo maior situado na camada 0 e o circulo menor, o raio e suas
extremidades na camada 1. Isto é feito na aba avancado, apos abrir as propriedades
da figura.

Sendo assim, define-se a cor branca (a mesma do fundo do applet) para o circulo me-

nor com transparéncia de 100%, inclui-se textos-dicas e fica como ¢ mostrado a seguir:
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Area de figuras planas

(inwodugao] (Reingue] (BURGREE) | wacomamo | [Titnaue] | Losango)
Poligono regular Circulo Setor circular Coroa circular
[ | [eirewo] | ] | | segmento circutar |

Ma figura ao lado temos:

{C . circulo de centro O e raio de medida r} _|_

« : medida do angulo de vértice O.

Chama-se setor circular de centro O, raio de medidar e dngulo central de medida © |
aregiao determinada pela intersecéo de C com aregido limitada pelos lados do angulo
Assim, na figura, a regido colorida representa o setor circular definido

Dado um setor circular de centro O, com raio de medida r e &ngulo central de medida @ | :"

vamos comparar sua area com as areas de outros setores de mesmo raio, mas cujas 4
medidas dos angulos centrais séo sucessivamente aumentadas (mova o ponto vermelho -
da circunferéncia). Dessa forma, concluimos que a area de um setor circular € diretamente .
proporcional & medida do dngulo central (ou ao comprimento do correspondente arca) Assim:--.__
= quando a medida do dngulo central & dada em graus, a drea do setor circular pode ser calculada 7
pela sequinte regra de trés 2
As r — A @ )
—_— = § = - 7T
[t 360° 360°
) . 119.99°
Na figura acima temos : Ag = 3600 " 2.51? = 6.62 u.s.
= [\ote que, se a medida do angulo central fosse dada em radianos, teriamos
As wr? ar?
— =—=> A= —.
o 27 2
. . . _ Xr 5.26 - 2.51
Porém «r é o comprimento x do arco. Entao, Ag = 0} = Ag = ———— = 6.62 u.s. |

2

Figura 3.44: Secao Setor Circular: do autor, 2015.
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& bt11 N @ b1
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bt13 Cores Dindmicas bt13
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Apos isto temos a Figura [3.45}

Por fim a ultima secao deste capitulo 8, denominada Segmento Circular, conforme
Figura foram feitas novas construcoes, textos e figuras e, usando as camadas o
triangulo compreendido pelo angulo e a corda é fixado na camada 1 e o setor circular
na camada 0, ji que a area do segmento circular é igual a diferenca entre a area do
setor circular e a area do triangulo.

Optou-se em representar o calculo imediato, ou seja, o resultado de cada area e,
neste caso fica a orientacao de se trabalhar as formulas do setor circular e triangulo
respectivamente ou entdo, caso o professor/instrutor queira poderd movimentar os

pontos correspondentes a extremidade do angulo e trabalhar a féormula para angulos
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Area de figuras planas

E - - [M H {Losango] [Trapézio]
| Poligonoregular | [Circulo | [ Setorcircular | [ Coroacircular | [ Segmento circuiar |

Sejam C1 e 02 circulos concéntricos cujos respectivos raios medemR er, comR >r
Chama-se coroa circular o conjunto de pontos que pertencem a regido imitada pelas
circunferéncias de C.‘1 e CZ, ou seja, o conjunto dos pontos que pertencem a C1 e

néo pertencem a C,, como mostra a figura ao lado

Observe que a area de uma coroa circular € igual a diferenca entre as areas dos circulos
cujos raios medemR er

Logo, sendo :

A a drea da coroa circular,

Ag a drea do circulo maior;

A, a area do circulo menor temos :

Ac=Ar—A = Ac =R’ — 7 = Ac = o(R* — %)

Na figura temos :

R=32uc; r=192 uc = Ac=a(3.22 ~ 1.92%) = 6.547 us.

Figura 3.45: Secao Coroa Circular: do autor, 2015.

notaveis, onde é sugerido a formula:

2
Asegmento = M (31)
(sendo « o angulo dado em radianos).

Com base nestas construgoes e dos passos aqui desenvolvidos temos todas a figuras
planas bésicas construidas e, desta forma o conjuntos de comandos para se produzir
uma estrutura de figuras geométricas dinamicas para os objetos de geometria espacial.
Sendo assim o proximo capitulo fara uso dos principais comandos e agoes desenvolvidas

até aqui para a elaboracao de objetos geométricos espaciais.
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Area de figuras planas

{ Poligono regular } [ Circulo ] [ Setor circular ] _ _

Seja KB um arco de circunferéncia, contido em um circulo cujo raio mede ©,

como & mostrado na figura.

Chama-se segmento circular o conjunto de pontos que pertencem & parte do circulo limitada
pelo arco E\—B e pela corda de extremidades A e B (destacados ao lado).

Assim, a area do segmento circular ( Aseg ) éigual & diferenca entre a area do setor
circular { Aser ) e aarea dotridngulo ACB (AAAOB) .

Aseg = Aser - Aanoe . Ou seja, na figura temos:

Acg = 7.08 us. — 5.67 us. = 1.41 u.s. e

_ P(a —sen )

Aoy = 2 ( em radianos) O —

Figura 3.46: Secao segmento Circular: do autor, 2015.






4 A CONSTRUCAO DOS APPLETS
DE GEOMETRIA ESPACIAL

Uma geometria nio é mais verdadeira que outra, ela somente pode ser mais conveniente.

Henri Poincaré

4.1 Passo 31 - Nocoes iniciais da janela 3D combinada

com a janela 2D do Geogebra

Neste capitulo serao utilizadas as janelas 2D e 3D do software Geogebra. Entao
apos abrir o Geogebra, com o mouse selecionar o menu "Exibir” e escolher "Janela de

visualizacao” e "Janela de visualizacao 3D” como é mostrado na Figura [4.1] a seguir.

Arquivo  Editar OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar... l
o +Shift+ 5] 2
RILAE s 2 el
A . 7| v 7
v Janela dé\f@- X Janela CAS Ctrl+Shift+K 4] :' Janela de V.isual.iza_g_éb.é.D @
ia Janela de Visualizagio % Ctrl+Shift+1 Q .D-?g C~ Dv (I~ ;j'
@ Janela de VisualizagSo 2 Ctrl+Shift+2
a- Janela de Visualizacio 3D Ctrl+Shift+3
=% Protocolo de Construcio Ctri+Shift+L
«&.  Calculadora de Probabilidades Ctrl+5hift+P
Teclado
v Campo de Entrada
¢ Layout ..
@ Atualizar Janelas Ctrl+F 4

Recalcular Todos os Objetos  Cirl+R

Entrada: 2 |

Figura 4.1: Tela de abertura do Geogebra com janelas 2D e 3D: do autor, 2015.
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Sera verificado que aparecerd duas janelas de visualizacao a 2D, de geometria plana
a esquerda e de geometria espacial, a janela 3D a direita, uma ao lado da outra.
Assim poderemos trabalhar o contelido na janela 2D e obter a representacao de figuras
espaciais na janela 3D, sendo que estes objetos serdo ativados e/ou manipulados por
botoes os quais s6 aparecem na janela de visualizacao 2D.

Reitera-se tudo o que ja fora explicados entre os passos [3.3.1] ao para a criacao
de objetos, botoes, textos, imagens de modo que a partir daqui nao serd comentado
detalhadamente sobre isto, uma vez que neste capitulo o foco é a explanacao das cons-
trugoes de elementos na janela 3D. Ou seja, reafirma-se que em cada applet realizou-se
a programacao dos botoes e valores booleanos, texto e objetos ativos da janela 2D (que
ja se foi explicado diversas vezes como fazé-los) para funcionar concomitantemente com
objetos da janela 3D.

Sendo assim, observa-se que ao se clicar sobre a janela 3D aparece o seu conjunto

de ferramentas na barra de ferramentas como ¢ mostrado a seguir:

Estas sao as ferramentas que poderao ser utilizadas nesta janela. Sera explanado

sobre cada um dos seus itens e isto se faz necessario, pois nao fora tomado nenhum

N
referencial teorico que explanasse as mesmas. A ferramenta mais a esquerda é !
que corresponde & ferramenta selecao e mover objetos na janela como ja se era feito
(N
na janela 2D. A proxima ferramenta L—< & um conjunto, pois ao clicar na sua seta do

canto inferior direito e abrir suas opgoes temos:

1y
.A Fonto

.A\ Ponto em Objeto

X Intersecio de Dois Objetos

[ ]
e Ponto Médio ou Centro

[ ]
l/ Vincular / Desvincular Ponto

Como é mostrado na imagem anterior, a legenda a cada ferramenta sugere a sua

finalidade. Retornando & barra principal temos i‘[ que também é um conjunto e ao

expandi-la temos:
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&~ Reta
o« Segmento

,ax" Segmento com Comprimento Fixo

_/'/ Semirreta
.,'- Vetor

./';. Vetor a Partir de um Ponto

Em seguida temos a ferramenta retas especiais (perpendicular, paralela, lugar geo-

oy

métrico etc) L_= cujas ferramentas embutidas sdo:

1‘ Reta Perpendicular
11
| RetaParalela
I u/:‘ Bissetriz
D_ Reta Tangente

A P

Reta Palar ou Diametral

O

Lugar Geométrico

B

By

A proxima ferramenta da barra principal é *— que corresponde a construcao de

!
poligonos. Apos esta temos Q?, referente & construcao de circulos e suas partes, e as
ferramentas embutidas sao:
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I I‘J\S‘
@ Circulo dados Eixo e Um de seus Pontos

(-1% Circulo (Centro - Raio + Direcao)

I Q Circulo definido por Trés Pontos

.') Arco Circular
| ¢ = : .
] ¢ ',J Arco Circuncircular

Setor Circular

1Fa)

V" : .

1 LV Setor Circuncircular
] @ Elipse

—  Hipérbole

1 -\‘\\\ Parabola

I O Cdnica por Cinco Pontos

A ferramenta @ se refere a intersecao de superficies. Ja a proxima ferramenta

i

refere-se a construgao de planos e as ferramentas expandidas sao:

s® Plano por trés pontos

Plana

"'~.- Planao Perpendicular

+*  Plano Paralelo

Na ferramenta é possivel construir as formas espaciais como o prisma, pi-
ramide, cone e cilindro, bem como extrudar (solidificar) figuras planas. Tais opgoes

aparecem ao expandir a caixa:
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re .
‘33\ Pirdmide

Li Prisma
Fazer extrusdo para Pirdmide ou Cone

Extrus3o para Prisma ou Cilindro

Cone

Cilindro

Tetraedro Regular

Cubo

Planificacio

e o @ &b

Em seguida temos 7| relativas a esfera que possui as ferramentas embutidas

[@)

@ Esfera dados Centro e Um de Seus Pontos

| @ Esfera dados Centro e Raio

As quatro dltimas caixas de ferramenta sao:

referente as operacoes com angulos, distancias, areas e volume que possui as op-

L

Angulo

Distancia, Comprimento ou Perimetro

- “82
N A E &
o ® | |4

cm? .
Eﬁ Area
cm?d |
Yolume

AT

7

correspondente & translacao, reflexao e rotacao de pontos, retas e planos no espaco

com as ferramentas

. Reflexdo por Um Plano

x Reflexdo em Relagdo a uma Reta
"- Reflexdo em Relagio a um Ponto
- ®  Girar emtorno de Uma Reta

v Translacdo por um Vetor

Homaotetia
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. . ABC
A ferramenta relativa & inclusao de textos :

|

E a ferramenta na extremidade esquerda *+ para rotacionar/orbitar/ampliar/reduzir

a tela geométrica com as opgoes

Girar Janela de Visualizagdo 30
Mover Janela de Visualizagao
Ampliar

s

Reduzir

JoJ NS

e Exibir / Esconder Objeto
A Exibir / Esconder Rétulo
é Copiar Estilo Visual

ﬁ Apagar
,@ Vista para frente de

Desta forma foi-se exibido todas as ferramentas embutidas disponiveis na barra de

ferramentas. E, caso seja necessario criar algum objeto nao listado isto sera feito pela

. p . . - Ponto[EixoZ
caixa de entrada, que é a barra inferior do software EM30& e

Além deste conjuntos grandes de ferramentas as janelas 2D e 3D possuem suas
barras de estilos, respectivamente:

¥ Janela de .".".iSUa”Eal;ﬁ':l  Janela de Visualiza;ﬁo 3D

w - - - - -
e , ambas possuem quatros
itens iguais (da esquerda para direita) que sdo exibir e esconder eixos, exibir
e esconder malha de demarcacao de coordenadas, visualizacao padrao e =~ modo

de captura de pontos quanto a sua disposicao na tela por valor exato, livre ou fixo a
malha numérica. Entretanto quanto & janela 3D os demais itens da barra de estilos a
seguir serao utilizados sob demanda:
- . . ~ . . . .
para girar a tela na direcao de um dos eixos principais;

- . . ~ . ~ . . .
——~— para trocar a face de visualizagao em dire¢ao aos planos principais xy, xz e yz

e . para girar a tela até a visualizacao padrao.
Com base nesta explanagao sucinta das ferramentas disponiveis na janela 3D sera

dado inicio a construcao dos applets de geometria espacial e é o que serd feito nas
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proximas secoes.

4.2 Passo 32 - Construindo o applet do capitulo 9
Geometria Espacial de Posicao, do volume 2 da
colecao

Tendo conhecimento do que fora explanado nos passos [3.3.1] ao ¢é possivel cons-
truir na janela 2D a estrutura dos contetidos, botoes e condicoes de exibicao para
qualquer enunciado, férmula ou teorema e leis sobre figuras planas. Toda esta estru-
tura da janela de visualizacao 2D serd utilizada em todos os proximos applets que
possuem a janela 3D ativa, ou seja, para este capitulo (Geometria Espacial de posi¢ao)
e para os capitulos Prisma, Piramide, Cilindro, Cone e Esfera as construcoes feitas
na janela 3D sao exibidas e ocultadas pelos botoes e valores booleanos da janela 2D.
Portanto, munido disto temos a seguir a tela Introducao do capitulo 9 ja devidamente

preenchida e formatada:

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO

Introdugéo ] [ Nogéesorimitivas ] [ F imiti J [ Determinagéo de planos } [ PosigGes relativas de dois planos }

Retas que formam um angulo reto J [ Retas e planos perpendiculares J [ Planos perpendi ] [ jegd i ]

(
( Posigses relativas de umareta e um plano | [ Pasicoes relativas ae duas retas | | Algumas propriedades | [‘Anguto de duas retas |
(
(

Distancias } [TEnremu fi i } [ Introdugéo ao estudo de solidos étri }

Vamos examinar uma figura geométrica que conhecemos da nossa vivéncia cotidiana: o cubo.
Hé varios objetos em forma de cubo: caixas, dados de jogar, caixas-d'agua, stc

¢ ¥ 0

Ao analisar um cubo (na janela de visualizagdo 3D), podemos notar que:

= possui oito “pontas” ou “bicos” denominados vértices. Os oito vértices (A, B, C, D, E, F, G, H) de um cubo séo exemplos de pontos

= possui 12 “cantos” denominados arestas. As 12 arestas de um cubo (AB, BC, CD, DA, EF FG, GH, HE EA FB, GC, HD) sdo
exemplos de segmentos de reta

= ¢ formado por seis quadrados denominados faces. As seis faces de um cubo sdo exemplos de regides planas. A figura destaca a
regido plana BCGF.

= Na figura a seguir, se imaginarmos que cada aresta do cubo foi “prolongada”, estaremos imaginando retas. Cada uma dessas retas
contém uma aresta do cubo

= Se imaginarmos que cada face do cubo foi “prolengada®, como na face ABCD da figura abaixo, estaremos imaginando planos. Cada

um desses planos contém uma face do cubo
Retas suporte

Figura 4.2: Secao Introducao do capitulo 9: do autor, 2015.

E, também se faz necessario exibir os valores booleanos criados neste applet que

sao acionados pelos botoes:
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Basico Texto Cor Estilo A do Programacéo i . o
BRI e Basico Texto Cor Estilo Avangado Programacio

Ao Clicar - A Atualizar  JavaScript Glabal 2
Ly Ao Clicar  Ap Atualizar JavaScript Global

1 |intr=true T [dIgU=TdIse

7 | noco=false 9 | angu=false

3 | dete=false 10 | retaar=false
4 | prop=false 11 | retapp=false
4 | posidp=false 12 | planop=false
i | posirp=false 13 | proj=false

7 | posidr=false 14 | dist=false I
& | algu=false 15 [teor=false

9 [ angu=false 16 | intros=false
10 | retaar=false 17 | retas=false
11 | retapp=false 18 | soli=false

12 | planop=false 19 | forma=false
13 | proj=false 20 | poliedro=false
o '(““*““'“" 21 | redondo=false

Apos se definir or valores booleanos e os botoes de ativacao se fez necessario destacar

o texto do botao ativo trocando a cor do mesmo quando este for clicado e, assim a

programacao da cor do texto é conforme a seguir:
'

| € Preferéncias - Capitulo 9 (vol 2) - Geometria espacial de posigao final.ggh ®
Tl & EE e =
El ~
' ____.BU‘:; Basico Texo Cor Estilo Avancado Programagio
I bt10 Condicio para Exibir Objeta(s)
bt11
u bt12
' b13 Cores Dinamicas
] bt14
bt15 Vermelho:  Sefintr Z true, 1]
' bt16
pt17 Verde: |0
bt18
i h[1E1 Azul: |0
bt19 Transparéncia: 0
® bt2
bt20
RGB ~
@ b3
@ bt4 _
bts Camada: | 0 ~
@ b6
-~ @ bt? Descricdo: Modo Automatico
@ b8
® btg =
Permitir Selecdo
§ Cilindro M 5
q 03 Localizacio
[
* Y [] Janela de Visualizacdo []Janela de Visualizagio 2
kae v
d< >

Nesta imagem temos a troca de cor para vermelho do texto do botao relativo ao
valor booleano "intr” correspondente a Introducao. De igual modo foi feito para os
demais botoes.

Dando continuidade, clica-se com o botao direito do mouse a escolhe a opcao

ﬁﬂ cubo

7 Plano ) .
para exibir o plano zy. E, sobre o mesmo ao selecionar a ferramenta

2
em ‘?M marca-se dois pontos quaisquer no referido plano e define-se o cubo. E, ao

selecionar qualquer um dos seus objetos é possivel alterar seu estilo na barra de estilo

¥ Janela de Visualizagdo 3D

B~ ——~ ~~ |4 Neste caso optou em destacar a face frontal do cubo alterando
sua cor em relacao as demais.

Foi incluido um botao "Retas suporte” na parte inferior direita da secao, para ativar
as retas suporte do cubo exibido na Figura [£.2] Na secao seguinte No¢oes Primitivas
foram incluidos textos e formas planas e nao houve a necessidade de se criar formas
espaciais. Entao as ferramentas e os objetos foram criados na janela 2D. Sendo assim
a Figura mostra resultado final desta secao.
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E

: GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO

Introdugédo J [Novﬁu primitivas ] [ Proposigdes primitivas ] [ Determinagao de planos ] [Pnsi;ies relativas de dois planos ]

Posigdes relativas de uma reta e um plano J [ Posigdes relativas de duas retas ] [Alﬂum“ propriedades ] [ Angulo de duas retas ] £

Retas que formam um angulo reto ] [Retu e planos perpendiculares J [Pllnns perpendicul; ] [ Projegées i ]

(
(
(
(

Distin:iu] [T:nmmu fundamentais ] [ Introdugéo ao estudo de sélidos geométricos ]

P A construgdo da Geometria se baseia em trés noces iniciais, das quais temos um conhecimento intuitivo, decorrente da observagéo do mundo
K concreto. Essas nogbes sdo as de ponto, reta e plano.

amos convencionar como representé-las da seguinte forma: q
i
A r
[ /
u
i Porto A retar
onto (leta minuscula) Plano a

(letra maiuscula)
(letra grega)

As nogées primitivas ou iniciais ndo sdo definidas. Todas as demais no¢des ou conceitos geométricos podem ser definides, isto &, caracterizados
objetivamente por meic de palavras, obedecendo-se a uma regra basica: s6 se poderé definir um novo conceito se forem utilizados na definigéo
conceitos ja estabelecidos

Neste capitulo, toda definigéo seré indicada por [DEF]. Vejamos as trés primeiras defini¢des:

=[DEF] Espago: & o conjunto formado por todes os pontos

#[DEF] Retas concorrentes: duas retas s&o concorrentes quando possuem um tnico ponto comum

=[DEF] Retas paralelas: duas retas séo paralelas quando s&o coincidentes ou sdo coplanares (estdo contidas em um mesmo plano) e ndo tém
ponto comum

Figura 4.3: Secao Nogoes Primitivas: do autor, 2015.

Nesta secao, ver Figura ¢ indicado a interagir com os objetos presentes na

janela 2D. Ou seja as ferramentas utilizadas foram & "/I em "/ . as quais

ja foram utilizadas e explicadas anteriormente. E se definiu que os mesmos so seriam

exibidos na janela 2D, ao se clicar com o botao direito do mouse e marcando na aba

Avangado apenas a opcao Janela de Vlsuahzagao como é mostrado a seguir:

€7 Preferéncias - Capitulo 9 (vol 2) - Geometria espacial de posisao_final.ggh

TEle I SH® o
3 ~
gm;; Bdsico Cor Estilo Avangado
@ bt10 Condigio para Exibir Objeto(s)
~@ b1t
noco
® bifz
: :::i Cores Dindmicas
® bifs Vermelho
® bt16
-~ 7 Verde
bt18
bt1g, as
= bt19 Transparéncia;
® b2
bt20
RGE ~
bi21 x
® o3
® b
-@ bis Camada: [0+
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Na secao seguinte, Proposicoes primitivas, como mostra a Figura 4.4, o operador
é convidado a operar o software utilizando a barra de ferramentas da janela 2D para
obter a visualizacao das proposicoes elucidadas. E isto se faz necessério para o operador
se habituar a manipular o software e aprender utilizar as suas ferramentas.

A Figura correspondente a secao denominada Determinacao de planos fora
construido um triangulo genérico e dindmico sobre o plano zy de modo a obter sua
representacao simultanea nas janelas 2D e 3D. Sabendo-se que o mesmo fora construido
na janela 2D os passos de sua construcao ja foram explicados. Sendo assim e por padrao
ao se construir uma figura neste plano o Geogebra exibe simultaneamente a figura nas

duas janelas. Quando isto nao ocorrer se faz necessario habilitar na aba Avancado
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GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO
(introdugao | (Nogoes primitivas | [ proposigacs primitivas | [ Determinagao e planos | | Poslgass relativas de cois planos |
((Posigses relativas do umanreta e um plano |  Posisses reltivas de duss retas |  Algumas propriedades | | Angulo de cuas retss |
( Retas que formam um anguloreto | [ Retas ¢ planos perpendicuiares | [ Planos perpencicuiares | | Projegoes ortogonis |
( Distancias | ( Teoremas fundamentais |  introdugao ao estudo de selidos geometricos |

O estudo I6gico da Geometria se apoia em algumas propriedades relacionadas a pontos, retas e planos. Essas propriedades sé&o aceitas com
verdadeiras, sem necessidade de der 4o logica, e sdo chamadas proposicdes iniciais, proposigées primitivas ou postulados

Postulados da existéncia N
= Numa reta e fora dela existem tantos pontos gquantos quisermos
= Num plano e fora dele existem tantos pontos quantos quisermos

Postulados da determinagao
= Dois pontos distintos determinam uma Unica reta

= Trés pontos ndo colineares determinam um tnico plano.

Postulado da incluséo
= Se Uma reta possui dois pontos distintos num plano, ela esta contida nesse plano

Postulado das paralelas (ou postulado de Euclides)
= Por um ponto passa uma tnica reta paralela a uma reta dada

Sera utilizado as ferramentas 2D e 3D do Geogebra.

Figura 4.4: Secao Proposi¢oes Primitivas: do autor, 2015.

da opcao Propriedades do objeto, marcando as caixas de selecao da forma como é
mostrado na Figura [4.5

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO
(mtrodugao | ( Nogees primitivas | [ Proposigses primitivas | | Determinaao ce pianos | | Posigoes relatvas de dots pianos |
((Posigoes rlativas de umareta e umplano |  Postgaes reltivas de duzs retas |  Algumas propriedades |  Angulo de dussretas | |
(Retas que formam um anguto reta | ( Retas & panos perpencicuires |  Planos perpendiculares | [ Projesoes ortogonais |
( Distancias | | Teoremas fundamentais | | Intraduso ao estudo de salidos geometicos |

Hé guatro modos de determinar a posicéo de um plano no espago. Vejamos:
= [POSTULADQ] por meio de trés pontos nde colineares.

4
= [PRCP] por meio de uma reta e um ponto fora dela.

= [PRCP] por meio de duas retas concorrentes.

= [PRCP] por meio de duas retas paralelas e distintas.

Serautilizado as ferramentas 2D e 3D do Geogebra.

Figura 4.5: Se¢ao Determinagao de planos: do autor, 2015.

Localizagdo

Janela de Visualizagio [ ] Janela de Visualizagfio 2 Janela de Visualizagio 3D

A secao Posicao relativa de dois planos fora construida utilizando algumas ferra-

A
mentas exclusivas da janela 3D. Usa-se -*- para determinar trés pontos distintos no

B i

plano zy. Em seguida escolhe-se - em ' para determinar um plano paralelo
ao plano xy passando por um dos pontos ja construido, ou seja, construir um plano

coincidente ao plano xy.

rel

Cria-se uma reta passando por dois destes pontos usando I. Com a reta criada
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e o terceiro ponto utiliza-se para definir uma circunferéncia no espaco orientada

pela reta dada. Para isto clica-se na reta e no ponto fora dela.

A
L] . N . .
Usando novamente marca-se um novo ponto sobre a circunferéncia criada para

que se obtenha um ponto livre para girar sobre a circunferéncia. Oculta-se o ponto
fora da reta da mesma maneira como é feito na janela 2D. Define-se um plano ao usar

L
" ® L™ . . N . .
a ferramenta em ° & passando por ponto livre da circunferéncia e os dois pontos

da reta que orienta a circunferéncia.
Feito isto temos dois planos que se interceptam ou sao coincidentes. Apods estes
passos e formatando o tamanho e a cor dos elementos na Barra de estilos temos como

se é mostrado na Figura [4.6;

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO

Intradu;in] ["-' gOes primiti ] [- r igé imitiv ] [D‘ inagéo de pllnn,l.] [Fosi;ﬁes relativas de dois pllnns]

Posigdes relativas de uma retae um pllnn‘J LPusi;Ges relativas de duas mtu] [ Algumas propriedades ] [Aﬂgulu de duas retas ]

(
[
[Retu que formam um angulo reto ] [ Retas e planos p i ] [ Planos perpendicular['s ] [ Projegdes ol I J 7 '\‘\-\
(

Distancias ] [T:nr:mn fund; i ] [ Introdugéo ao estudo de sélidos geométri ]

I
1
|
1

Planos paralelos i
= Planos secantes :

[DEF] Dois planos distintos que tém um ponto comum s&o chamados planos secantes 1

1

Postulado da interse¢éo 4

Se dois planos distintos t8m um ponto comum, entdo eles tém pelo menos um outro ponto comum

Propriedade da intersegéo de planos
Se dois planos distintos tém um ponto comum, entdo a intersecéo desses planos é uma Unica reta que passa por aquele ponto
[PROP] Essa reta é denominada intersegédo ou trago de um deles no outro. ,

Ver najanela 3D

Figura 4.6: Se¢ao Posicao relativa de dois planos: do autor, 2015.

A subsecao "Planos paralelos” acionavel por um botao de mesmo nome apresenta a

A
LJ
representacao na janela 3D usando em '« com -°'para determinar onde o plano

paralelo passard. Enquanto que na janela 2D tém-se o texto da definicao propriamente
dita.
Podemos utilizar alguns elementos da construcao desta secao para as proximas e

para isto basta definir a Condicao de exibicao de cada objeto na aba Propriedades
Basico Cor Estilo Algebra Avangado Programacio

Condicio para Exibir Objeto(s)
posidp A para X false v posirp v posidrv algu v angu v Ietaarv disﬂ

digitando-se onde se é mostrado que seré
utilizado em algumas segoes estes objetos construidos.

Assim sendo foram aproveitados o plano paralelo ao plano xy, a reta e os dois
pontos que a determina e foram acrescentados mais duas retas uma de posicao qualquer
e outra paralela ao plano dado passando por um ponto de sobre o eixo z usando

: Pomto[Eixo? . ~* — RetaParalela
ki [ ] para se definir este ponto e para a reta paralela reta
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a GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO
(ntrodugdo | [ Nogées primitivas | [ Proposisaes primitivas | | Determinagéo de planos | | Posigaes relativas de dois planos |
((Posigtes relaivas de umareta e um plano | [ Posigaes relativas de duss retas | (Algumss propriedades | | Angulo de duas retas | |
((Retas queformam um angulorsto | [ Retas e planos perpendicutares | [ Pianos perpendiculares | [ Projegaes artogonais |
. [ Distancias | [ Teoremas fundamentais | (introdugao ao estudo de solidos geometricos |

Ver najanela 3D

= Planos paralelos
[DEF] Dois planos séo paralelos quando ndo tém ponto comum ou sdo coincidentes

Figura 4.7: Subsecao Planos paralelos da secao Posicao relativa de dois planos: do
autor, 2015.

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO
(introdugao | (Nogeos primitivas | [ proposigoes primitivas | [ Determinagao de pianos | [ Posigoes relativas de dols pianos | ;
(Posisaes relativas de uma reta o um plano |  Poslges relativas de duas retas | " Algumas proprisdades | Anguio de aussrotas | |
( Retas aue formam um angul reto | [ Retas  planos perpeniculares | [ Planos perpendiculares | | Projeges ortoganais |
(Distancias | | Teoremas fundamentais | [ Introducéo ao estudo de salidos geometricos |

A posicdo de uma reta em relagao a um plano depende exclusivamente do numero de pontos gue eles t8m em comum
Podem ocorrer trés situagoes:

+

= A reta e o plano tém em comum dois pontos distintos; nesse caso, conforme o postulado da incluséo, a reta esta contida no plano
Todos os pontos da reta r pertencem também ao plano a. (reta vermelha)

= A reta e o planc t8m em comum um dnico ponto; nesse caso, a reta e o plano sao secantes [DEF]. (reta verde)
O ponto P € aquele em que areta rfura o plano a. Dizemos que P € o traco da retar no plano a.

= A reta e o plano ndo tém nenhum ponto comum; nesse caso, a reta e o plano séo paralelos [DEF]. (reta azul)

Propriedades
[PROP] Se uma reta n&o esta contida num plano e é paralela a uma reta do plano, ent&o ela é paralela ao plano.

[PROP] Se um plano contém duas retas concorrentes, ambas paralelas a um outro plano, entdo esses planos sdo paralelos

Figura 4.8: Secao Posicao relativa entre reta e plano: do autor, 2015.

dada, e assim obter a representacao da secao Posicoes Relativa entre reta e plano. A
tela final da secao é a Figura [4.8

Na secao seguinte Posi¢ao relativa de duas retas, ver Figura [4.9] foi-se acrescentado
nos elementos da secao anterior apenas um plano passando pelo par de retas paralelas
e uma reta pertencente ao plano paralelo ao plano zy. A figura é a representacao deste
resultado:

Na se¢do Algumas Propriedades, como ¢ visto a Figurad.10] foram acrescentados
nos elementos da se¢ao anterior um plano paralelo ao plano xy passando pela reta
paralela ja existente. Feito isto é possivel representar geometricamente as defini¢oes
desta secao.

A secao Angulos de duas retas definida na Figurapara ser construida aproveitou-
se alguns dos elementos da se¢do anterior (vale lembrar que a condicdo de exibir os ob-
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GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO
(introdugao | [ Noses primitivas | [ Proposigtes primitivas | [ Determinagao de planos | [ Posigoes reftivas de dois planos |

Vamos analisar as posi¢oes relativas de duas retas observando inicialmente se elas tém ou nao ponto comum. Podem ocorrer quatro situagées:
= As duas retas tém em comum dois pontos distintos; nesse caso, conforme o postulado da determinacéo, as retas séo coincidentes

= [DEF] As duas retas t&m em comum um unico ponto; nesse caso, elas Sao concorrentes e existe um unico plano gue as contém.
Retas: azul e verde; verde e vermelho; verde e roxa

= [DEF] As duas retas nao tém nenhum ponto em comum, mas existe um plano que as contém; nesse caso, elas séo paralelas.
Retas: azul e vermelno

= As duas retas nao t8m nenhum ponto em comum e n&o existe plano que as contenha; nesse caso, elas sdo reversas [DEF].
Retas: azul e roxa; verde e roxa

Entrada;

Figura 4.9: Secao Posicao relativa de duas retas: do autor, 2015.

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO
[ Posigaes relativas de umareta e um piano |  Posigses relativas de duas retas |  Algumas propriedades | Angulo de dussretas | |
[ Retas que formam um anguto reto | | Retas e planos perpendiculares | [ Planos perpendicuiares | [ Projesoes ortogonais |
[(pistancias | | Teoremas fundamentais |  Intradugao ao estudo de séildos geametricos |

Vamos enunciar algumas propriedades referentes a retas e planos, as quais sédo consequéncias das definicées que acabamos de ver.
= 1% propriedade: Se uma reta & paralela a um plano, entdo ela & paralela a infinitas retas do plano [PROP]

= 2% propriedade: Se uma reta ¢ paralela a um plano, entdo ela € reversa com infinitas retas do plano [PROP]

= 3? propriedade: Se uma reta ¢ secante com um plano, ent&o concorrente com infinitas retas do plano [PROP]

= 4% propriedade: Se uma reta é secante com um plano, ent&o ela & reversa com infinitas retas do plano [PROP]

= 57 propriedade: Se uma reta esta contida num plano, entéo ela é paralela ou concorrente com infinitas retas do plano [PROP]

= 67 propriedade: Se dois planos a e P s&0 secantes, sendo i a intersecéo deles, entdo existem infinitas retas de um que s&o paralelas ao outro
= 7% propriedade: Se dois planos a e p sac secantes, sendo | a intersecao deles, entao existem infinitas retas de um que s&o secantes ao outre

= 8% propriedade: Se dois planos s&o paralelos e distintos, entdo toda reta de um deles é paralela a0 outro[PROP]

= 9% propriedade: Se um plano intercepta dois planos paralelos, entéo as intersegées s&o retas paralelas|PROP]

Figura 4.10: Se¢ao Algumas Propriedades: do autor, 2015.

jetos devem ter a sequéncia logica dos valores booleanos que o ativam e desativam como

explicado no capitulo anterior sobre geometria plana) e definiu-se o angulo usando @

na barra de ferramentas.

A segao Retas que formam um angulo também é construida com alguns elementos
das secoes anteriores. E foi acrescentado apenas uma reta perpendicular ao plano
passando pelo ponto que determina a reta paralela ao plano que é paralelo ao plano
xy. Determinou-se o angulo reto entre estas duas retas citadas, como pode ser visto

na Figura [1.12].



122 A CONSTRUCAO DOS APPLETS DE GEOMETRIA ESPACIAL

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO
(imtrodugao |  Nogées primitivas | | Proposigacs primitivas | | Determinagao de planos | [ Posigses relativas de dois plancs |
| Retas que formam um &ngulo eto | | Retas e pianos perpendicuiares | Planos perpendiculares | | Projesses ortogonais |
((Distancias | [ Teoremas fundamentais |  ntrociugao ao estud de selidos geometricos |

Javimos, em anos anteriores, que duas semirretas distintas de mesma origem formam um angulo

semirretas: Or e Os angulo: rOs

Sejamr e s duas retas concorrentes em O. O ponto O divide r em duas semirretas (Or' e Or¥) e divide sem duas semirretas (Os' e Os”)
Nesse caso, sdo formados quatro angulos: r'Os', r'Os" 1"0s' e 1"Gs". Assim, podemos provar que os angulos r'ds' e r‘Gs” (ditos opostos pelo vértice d
sao congruentes

Também séo congruentes os angulos rds* e r"Os' (opostos pelo vértice) Iy

Chama-se angulo das retas concorrentes r e s qualquer um desses quatro angulos [DEF]

Sejam duas retas re s reversas. Tomemos um ponto O gualguer e consideremos as retas r' paralela ar e s' paralela a s, ambas passando por O:
Como r' e s' séo concorrentes em O, o &ngulo r'Os' é chamado &ngulo formado pelas retas r e s reversas, em que r/ir e s'/s [DEF],

Figura 4.11: Secio Angulo de duas retas: do autor, 2015.

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO
[ ntrodugao | [ Nogses primitivas | [ Proposigaes primitvas | | Determinaao de planos | [ Posigoes reativas de dois planos |
( Retas que formam um anguio reto | | Retas e planos perpendiculares | | Planos perpendiculares | | Projesoes ortogons |
L Distancias | | Teoremas fundamentais | [ Introduso 30 estudo de solidos geometricas |

Vimos que duas retas concorrentes formam quatro dngulos
Quando esses guatro angulos séo congruentes, cada um deles & chamado angulo reto e as retas sdo chamadas retas perpendiculares [DEF]

Se duas retas sao concorrentes e néo séo perpendiculares, diz-se que elas séo obliguas [DEF]

Quando duas retas s&o reversas e formam angulo reto, as retas séo chamadas ortogonais [DEF]

Figura 4.12: Secao Retas que formam um angulo reto: do autor, 2015.

A Figura ¢ a secao - Retas e plano perpendiculares foram incluidos novos
elementos: um plano paralelo a xy e uma par de retas concorrentes ao mesmo uma
reta perpendicular a este plano passando pelo ponto de concorréncia das outras duas
ja citada, uma reta obliqua passando pelo ponto pertencente a reta ortogonal fora do
plano dado. Em seguida definiu-se os angulo retos. Cada uma das tais construgoes
ja foram citadas neste passo (para se construir na janela 3D) e o modo de obté-las é
semelhante a maneira como se constréi na janela 2D.

Nesta se¢ao a interacao do usuario ao girar uma das duas retas ao clicar e arrastar
um dos seus pontos, verifica-se que o angulo reto ocupa diversas posicoes no plano ao
girar com a reta.

Dando continuidade, a secao Planos perpendiculares corresponde a Figura [4.14]

possui a construcao de dois planos ortogonais. Foi-se feito uma reta pertencente ao

plano dado e ap0s isto definiu-se uma reta perpendicular por ao plano passando




Passo 32 - Construindo o applet do capitulo 9 - Geometria Espacial de Posicao, do

volume 2 da colecao 123

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO
(introdusao | [Nogées primtivas | [ Proposigaes primitivas | | Determinagao de planos | | Posigdes relatvas de dois planos |
([Pasistes relativas de uma reta e umpleno | Posiges relativas de duas retas |  Algumas propriedacies || Angulo de dus retas |
( Retas que formam um anguo reto | [ Retes & planos perpendiculares | | Planos perpendicuiares | | Profegoes ortogonsis |
((pistancias | ( Teoremas fundamentais |  Inrodugao ao estudo de selidos geométricos |

Quando uma reta é secante com um plano num ponto O e é perpendicular a todas as retas do plano que passam por O,

3
diz-se que a reta é perpendicular ao plano [DEF] !

Se uma reta é perpendicular a duas retas concorrentes de um plano, entéo ela é perpendicular ao plano [PROP]

Se uma reta e um plano s&o secantes e a reta n&o é perpendicular ao plano, diz-se que a reta & obliqua ao planc [DEF],

Figura 4.13: Secao Retas e plano perpendiculares: do autor, 2015.

por um de seus pontos e para concluir a construcao determinou um plano perpendicular

\-.l Plano Perpendicular .l..

a uma reta passando por um ponto dado utilizando — em .

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO
(Retas que formam um angulo reto | | Retas e planos perpendiculares | | Fianos perpendiculares | [ Projegses ortogonais |
((Distancias | | Teoremas fundamentais | (Introdugéo ao estudo de sélidos geométricos | -

Quando dois planos séo secantes e um deles contém uma reta perpendicular ao outro, diz-se que os planos sdo perpendiculares [DEF]

Figura 4.14: Secao Planos perpendiculares: do autor, 2015.

A Figura [1.15] é a se¢do Projecoes Ortogonais ja concluida. Determinou-se diversos

'/' Segmento

segmentos usando e suas respectivas projecoes ortogonais. Para tanto foi-se

necessario determinar vérias retas perpendiculares a um plano paralelo a xy e deter-

(!) Circulo dados Eixo e Um de seus Pontos

minar segmentos pertencentes a mesma. Usando » representou-se

o circulo no plano e no espaco, e sobre o mesmo usando a ferramenta ponto em ’TAQL.
determinou-se alguns pontos e suas projecoes. Usando a Barra de estilos formatou-se
traco, cor e nome dos objetos.

A secao Distancias, tem todos os elementos da Secao Algumas Propriedades e por-
tanto foi-se acrescentados apenas a reta que perpendicular que passa pelo ponto que
determina o plano paralelo ao plano dado. A Figura explicita o resultado obtido

nesta secao.
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GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO
M M M m [ Posicbes relativas de dois pianos |

Projecéo ortogonal de um ponto sobre um plane € o pe da perpendicular ao plano conduzida pelo ponto [DEF]

Projecéo ortogonal de uma figura sobre um plano é o conjunto das projeg&es ortogonais dos pontos da figura sobre esse plano [DEF]
A projecéo ortogonal de uma reta r sobre um plano a é assim definida:

= Seré perpendicular a a, a projecdo de r sobre a & o ponto em que r “fura” a [DEF]

= Se xndo ¢ perpendicular a a, a projecdo de r sobre a € a intersecdo de a com o plano p, perpendicular a a conduzido por r [DEF],
A projecéo ortogonal de um segmento de reta AB sobre um plano o € assim definida:
= Se AB é perpendicular a a, a projecdo de AB sobre a é o ponto em que a reta AB “fura” a [DEF]

= Se AB néo é perpendicular a a, a proje¢éo de AB sobre a é o segmento A'B' tal que A' e B' séo, respectivamente,
as projecdes de A e B sobre a [DEF]

Figura 4.15: Secao Projecoes Ortogonais: do autor, 2015.

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO
(introdugso | Nogaes primitivas ] [ Proposigoes primtivas | [ Determinagao ds planos | [ Posigses reativas de dots planos |
( Retas que formam um anguio reto | [ Retas e planos perpendiculares | [ Piznos perpendicutares | | Projesoes ortogonais |
((Distancias | [ Teoremas fundamentals | [ introdugao ao estudo de s6lidos geometrcos |

+

A disténcia entre dois pontos A e B pode ser assim definida;

= Se A e B coincidem, a distancia entre eles é nula.

= Se A e B séo distintos, a disténcia entre eles é o segmento de reta AB.

A distancia de um ponto P a uma reta r  a distancia de P a P', em que P' é o pé da perpendicular a r, conduzida por P [DEF]
A distancia entre duas retas re sparalelas é a distancia de um ponto P qualquer de uma delas até a outra [DEF]

A distancia de um ponto P a um plano a ¢ a distancia de P a P', em que P' é o pé da perpendicular a a, conduzida por P [DEF]

A distancia entre uma reta r e um plano a, sendo r contida em a ou r paralela a a, @ a distancia de um ponto P qualquer de r ao plano a [DEF]
A distancia entre dois planos a e B paralelos é a distancia de um ponto P qualquer de um deles ao outro plano [DEF],

A distancia entre duas retas reversas r e s é a distancia de um ponto qualquer P da reta r ac plano a que contém se é paralelo & reta r [DEF]

Figura 4.16: Secao Distancias: do autor, 2015.

Embora algumas das secoes ja construidas tenham nocoes e objetos elementares
para ilustrar as definicoes dos elementos primitivos ponto, reta e plano, na Secao Te-
orema Fundamentais é solicitado que o usuario opere e manipule o Geogebra para
transcrever as demonstragoes do livro didatico e construir as representagao na janela
3D do programa, ressaltando nesse sentido a necessidade e motivagao para o estudante
conhecer e utilizar os comandos, botoes, objetos e ferramentas para realizar a atividade
solicitada.

A dltima secao, Introducao a solidos geométricos, possui as mesmas imagens pre-
sentes no livro didatico para apresentar as primeiras nocgoes e considerando que a
visualizacao espacial no software é melhorada foram criadas duas subse¢oes: Formas
reais e geométricas com os enunciados e figuras extraidas do livro e Solidos geométri-
cos, sendo que este tltimo possui dois botoes de ativacao para exibicao dos objetos
geométricos na janela 3D.
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GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO
(introdugao | | Nogses primitivas | [ Proposigoes primitives | ( Determinagao de planos | | Posicoes reativas de dois planos |
((Posigoes relativas de uma reta e um plano || Posigaes reltivas de duzs retas |  Algumas propriediades || Angulo de duas retes |
(Retas que formam um angulo reto | [ Retas @ planos perpendiculares |  Planos perpendiculsres | | Projegses ortogonais |
((Distancias | | Teoremss fundamentais | (Intradugéo ao estudo de sélidos geométricos | | Formas Reais e geomstricas |

MNe munde de hoje, as inumeras obras de engenharia, arguitetura, artes plasticas etc. mostram a imensa quantidade de formas gue o homem

desenvolveu com base nos connecimentos de Geometria

MASP, Museu de Arte de 530 Paulo. Obra da
arquiteta Lina Bo Bardi, construida em 1968

[ ——

ral Nacional em Brasfia. Obra do arquiteto Paldcio Taj Mahal,em Agra, India,
Oscar Niemeyer, construida em 1960. construido no século XV

Figura 4.17: Secao Introducao a s6lidos geométricos: do autor, 2015.

Nesta secao sao exibidas figuras de representacao plana de soélidos e os textos ex-

plicativos e conceituais na janela 2D. Nao foram feitas construgoes na janela 3D.

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO
(mtrodugao | | Nogses primitivas | ( Proposisses primitivas | | Determinago de planos | [ Posiges relativas de dols pianos |

Veja algumas fotos de objetos que constituem formas reais, com as quais temos contato frequente. ﬁ 4

Ao lado de cada uma esta desenhada a mesma forma, porém idealizada pela Geometria +

Figura 4.18: Subsecao Formas reais e geométricas da Secao Introdugao a sélidos geo-

métricos: do autor, 2015.

Aqui os autores fazem analogia entre formas geométricas reais presentes no cotidiano
e as genéricas que serao vistas no desdobramento do conteiido nos préximos capitulos.
Da mesma forma com se apresenta na Figura [1.17 nao se fez objetos na janela 3D.

Para introduzir o estudo dos solidos [I] classifica em dois grupos os que serdo es-
tudados: Poliedros e Corpos redondos. Estas notacoes sao apresentadas na janela 2D
acompanhadas de dois botoes de ativacao Poliedros e Corpos redondos que ao serem
acionados exibe tais objetos na janela 3D.

Ao clicar sobre o botao Poliedros da subsecao Sélidos geométricos é exibido os tipos
de poliedros que serdao estudados conforme Figura [£.20] Foi-se feita as construgoes:

de uma piramide tetraédrica regular, clicando e determinando dois pontos no mesmo



126 A CONSTRUCAO DOS APPLETS DE GEOMETRIA ESPACIAL

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO
[introdugo | | Nogses primitivas | | Proposisaes primitvas | | Determinagao de planos | | Posigdes elativas de dois planos |
(Posigses rlativas do uma reta e um plano |  Posigtes rlativas de duss retas | Algumas propriedadis | | Angulo de dussretas |
( Retas que formam um anguio reto | [ Retas & planos perpendiculares | [ Planos perpendicuiares | [ Projesses ortogonais |
(Distancias | ( Teoremas fundamentais | | ntrodugao ao estudo de solidos geometricos | | Formas Reals e geometricas |

Quando examinamos as formas tridimensionais idealizadas pela Geometria, estamos observando sélidos geométricos

Os solidos geométricos mais simples podem ser de dois tipos: @

= Poliedros: séo sélidos geométricos cujas superficies s&o formadas apenas por poligonos planos (triéngulos, quadrilateros, pentégonos etc )
A palavra poliedro vem do grego antigo, em que poli significa “varios”, e edro, “face”. Veja alguns exemplos de poliedros na janela 3D do Geogebra:
Em um poliedro podemos distinguir: faces (poligonos planos), arestas (quinas) e vértices (pontas). Observe as figuras na janela 3D do Geogebra

= Corpos redondos: séo solidos geométricos cujas superficies tém ao menos uma parte que € arredendada (ndo plana). Veja os exemplos.

Corpos redondos +

Faremos um estudo dos principais poliedros nos capitulos 10 e 11
Ja os principais corpos redondos serdo estudados nos capitulos 12, 13 e 14

Figura 4.19: Subsecao So6lidos geométricos da Secao Introducao a solidos geométricos:
do autor, 2015.

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO
(Retas que formam um snguo reto | [ Retas ¢ planos perpencicuiares | | Planos perpendicuiares | [ Professes ortogonais |
((pistancias | ( Teoramas fundamentais | [ ntradugio ao estudo da selidos gsométricos | ( Formas Reais e geométricas |

Quando examinamos as formas tridimensionais idealizadas pela Geometria, estamos observando sélidos geométricos

Os sélidos geométricos mais simples podem ser de dois tipos: W

= Poliedros: sdo sélidos geométricos cujas superficies sdo formadas apenas por poligonos planos (tridngulos, quadrilateros, pentagonos etc ).
A palavra poliedro vem do grego antigo, em que poli significa “varios”, e edro, “face”. Veja alguns exemplos de poliedros na janela 3D do Geogebra:
Em um poliedro podemos distinguir: faces (poligonos planos), arestas (quinas) e vértices (pontas). Observe as figuras na janela 3D do Geogebra

= Corpos redondos: sdo sélidos geométricos cujas superficies tém ao menos uma parte que é arredondada (néo plana). Veja os exemplos:

Corpos redondos % s

Faremos um estudo dos principais poliedros nos capitulos 10 e 11
Jé os principais corpos redondos seréo estudados nos capitulos 12, 12 e 14

Figura 4.20: Item Poliedros da Subsecao Solidos geométricos da Secao Introdugao a
solidos geométricos: do autor, 2015.

plano (aresta) definindo assim o solido; de um cubo da mesma maneira determina-se
sua aresta criando dois pontos no mesmo plano; de um prisma e um paralelepipedo

determinando o poligono da base e em seguida a reta perpendicular ao mesmo que corta

| Ly
. ;S;’ Tetraedro Regular ot Prisma @
os dois planos paralelos usando , | o e S em =%

seguindo as instrucoes presentes na ferramenta, ou seja, criando os vértices necessarios

para determinagao da figura.

Para ampliar o espaco visual do ambiente 3D foi-se criado mais um plano paralelo
ao plano xy que contém os vértices superiores dos solidos ( 0 mesmo se encontra oculto)
de modo que pudesse transladar os s6lidos e isto ajudou a melhorar a visualizagao dos

conceitos e dos objetos construidos. Acionando as ferramentas rotacao de cena _D

vista principal '™ da barra de estilos da janela 3D é possivel girar a tela e visualizar
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as demais faces dos solidos.
Ainda nesta mesma subsecao ao clicar sobre o botao Corpos redondos da Subsecao

Solidos geométricos é exibido os tipos de corpos redondos e a Figura[4.21]é a tela final.

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO

[Introdugéio | | Nogées primitivas | | Proposigdes primitivas | | Determinagéo deplanos | | Posigses relativas de dois plz

(r lativas de uma reta e um plano | [ Posigoes relativas de duas retas | | aigumas propri Jmmu.gg,dunukn,]
[""""' f angulo reto ] | Retas e planos perpendicuiares |  Planos perpendiculares | ( Projesa is |
[nmansggj[ fundamentais |  Infrodusao a0 estudo de solidos geometricos | | Formas Reais o geometricas

Quando examinamos as formas tridimensionais idealizadas pela Geometria, estamos observando sélides geométricos.

Qs solidos geométricos mais simples podem ser de dois tipos:
Solidos geométricos |

= Poliedros: séo solidos geométricos cujas superficies séo formadas apenas por poligonos planos (tridngulos, quadrilateros, pentagonos etc.) [ ]
A palavra poliedro vem do grego antigo, em que poli significa “varios”, e edro, “face”. Veja alguns exemplos de poliedros na janela 3D do Geogebra
Em um poliedro podemos distinguir: faces (poligonos planos), arestas (quinas) e vértices (pontas). Observe as figuras na janela 3D do Geogebra

= Corpos redondos: séo sdlidos geométricos cujas supefficies tém ao menos uma parte que é arredondada (ndo plana). Veja os exemplos:

+

Faremos um estude dos principais poliedros nes capitulos 10 e 11
Ja os principais corpos redondos serdo estudados nos capitulos 12, 13 e 14,

Figura 4.21: Item Corpos redondos da Subsecao Solidos geométricos da Secao Intro-

dugao a solidos geométricos: do autor, 2015.

Foi-se feita a construcao de uma esfera, de dois cones e de um cilindro usando

. .
@ Esfera dados Centro e Um de Seus Pontos @ Eﬁ Cilindro é Cone .;;Q-
l = e
)

em em =% seguindo

as instrugbes presentes na ferramenta, ou seja, criando os vértices e/ou pontos neces-
sérios para determinacao da figura.

Para o cilindro é necesséario os pontos da extremidade do eixo gerador e a medida do
raio (usando o campo de entrada do Geogebra). Para o cone estes mesmos elementos
e para a esfera o centro e o ponto da extremidade da medida do raio. Oculta-se o
plano paralelo que contém o vértices e apos todos estes passos o applet do Capitulo 9

- Geometria espacial de posi¢ao esta pronto para exportacao/upload.

4.3 Passo 33 - Applet do Capitulo 10 - Prismas, do

volume 2 da colecao

Neste capitulo que trata dos s6lidos Prismas foram criados os valores booleanos e
o botdes das se¢oes. Na introdugao deste capitulo, [I] traz como exemplos de prismas
embalagens presentes no cotidiano através de imagem /foto. Nesta se¢ao optamos em
representar a forma espacial de tais embalagens e usou como base de apoio dos solidos
o plano xy principal. Construiu-se os poligonos da base na janela de visualizagao 2D

e em seguida habilitou sua exibicao apenas na janela 3D, conforme foi-se explicado no

passo [1.1]
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Por conseguinte e usando a ferramenta de rotacao de cena 27 visualiza-se todos
os elementos principais de um prisma: vértices, arestas e faces. A Figura|4.22|é a tela

final desta secao:

PRISMAS b
((cuso | Aplicagses |  Principio de Cavaliere | Aress e volume |

Observe ao lado alguns objetos encontrados em nosso cotidiano.

Eles apresentam caracteristicas comuns, tais como:
= suas superficies sao constituidas de poligonos;

= cada um deles tem pelo menos dois poligonos congruentes contidos em planos paralelos;

= 05 outros poligonos séo paralelogramos.

Sélidos com essas caracteristicas sao chamados prismas.

g
i

Figura 4.22: Secao Introducao: do autor, 2015.

Na segao Conceitos, como mostra a Figura [£.23] na janela 3D foram-se feitas as
/[

a estes dois planos, um poligono regular de 5 lados determinando por dois pontos sua

construcoes: um plano paralelo a xy com _ e uma reta secante por meio de

aresta e através do comando no campo de entrada: ” Poligono[A,B,5]".
A proposta desta segdo é mostrar um prisma pentagonal regular qualquer (reto ou
obliquo) ao movimentar os pontos que definem e orientam a reta secante a dois planos,

a qual orienta o feixe de segmentos paralelos a ela, que passam pelos poligonos da base.

. . . . . ~*_ RetaParalela
Adiciona-se as cinco retas paralelas a reta secante ja construida utilizando

como visto no passo [4.2| E, em seguida, os textos denominando os planos a e S.

PRISMAS
(Conceito | [ Etementos e ciassifcagao | [ Parateiepipedo | { Paralelepipedo retanguiar |
[[cupo | Aplicagaes | Principio ds Cavaliere | Areas e volume |

Consideremos dois planos ae B, distintos e paralelos entre si, um poligono convexc P, contido em a, e uma reta rque intercepta
a e B nos pontos X e Y, respectivamente, conforme a figura na janela 3D.
Portodos os pontes de P, tracemos retas paralelas a r, conforme mostrado na figura ao lado

Observe que os pontos de interse¢éo dessas retas com a e B determinam segmentos congruentes ao segmento XY.

A reunido de todos os segmentos assim obtidos € um sélido chamado prisma

Figura 4.23: Secao Conceitos: do autor, 2015.
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Para mostrar a representacao geométrica da definicao deste prisma onde um feixe
de segmentos paralelos a esta reta que tenha as extremidades nos poligonos (obtidos

T

. ~ _'_'_,_,..-'-" .
pelas interse¢oes das retas nos planos paralelos) usando I para determinar a reta

paralela e XR‘( e determinar os pontos de intersecao entre as retas e os planos.

D>

Foram construidos um outro pentidgono da base do prisma com e um ponto

A A
pertencente ao poligono usando F\,, em - e determinou-se uma reta paralela e um
segmento cujas extremidades pertencem aos planos e, ocultando a reta em seguida. Ao
arrastar o ponto, o segmento percorrerd todo o poligono e consequentemente repre-
sentard geometricamente a definicao do prisma. Desta forma esta secao esta pronta e
passaremos para proxima secao.

Na secao Elementos e Classificacao, tém-se na janela 2D o contetdo textual e na
janela 3D temos dois planos paralelos ao plano zy, um pentagono regular no plano
inferior determinando um prisma reto pentagonal regular feito como no passo anterior
usando o mesmo comando.

Em seguida levantando uma perpendicular ao poligono passando por um de seus

vértices até secar o outro plano usando “—% e marcando a intersecao com o mesmo
se no poligono da base que se encontra em um plano e no vértice situado no outro
plano. A Figura é a secao ja concluida.

Considerando o prisma representado na janela 3D ao lado, temos:

= 0s poligonos ABCDE e A'B'C'D'E', chamados bases do prisma, s&o congruentes e estdo situados em planos paralelos entre si
(aep)

= os paralelogramos AA'B'B, BB'C'C, CC'D'D, DD'E'E e EE'A'A séo chamados faces laterais;

= 0s |lados dos poligonos das bases (AB, BC, CD, DE, EA, AB',B'C, CD', D'E' e E'A') s&o as arestas das bases;

= 0s segmentos AA', BB', CC, DD' e EE' s&o as arestas laterais;

= 3 distancia entre os planos a e B, que contém as bases, € a altura do prisma.

através de Xh determina-se o prisma desejado por meio da ferramenta clicando-

Quanto ao numero de lados de cada poligono da base, os prismas s&o classificados em: triangular, quadrangular, pentagonal,
etc., conforme o poligono da base seja, respectivamente, um tridngulo, um guadrilatero, um pentagono, etc.

Quanto a inclinag&o das arestas laterais em relacdo aos planos das bases, 0s prismas sao classificados em:

= prisma obligue: se as arestas laterais sdo obliguas aos planos das bases; (prisma azul)

= prisma reto: se as arestas laterais séo perpendiculares aos planos das bases. Observe que, nesse caso, as faces laterais séo
retangulos. (prisma roxo)

Observacdo
Quando as bases de um prisma reto sdo poligonos regulares, ele & chamado prisma regular.

Figura 4.24: Secao Elementos e Classificacao: do autor, 2015.

Adicione mais uma reta perpendicular passando pelo ponto que define o plano
paralelos e obtém-se a intersecao com o outro plano. Inclui-se dois vetores entres estes
dois pontos em sentidos contrarios de modo que a construcao nos dé a ideia bem clara
de distancia entre os planos para definir o conceito de altura do prisma. Formata-se os

estilos e a cores dos objetos e tém-se a tela como na Figura [4.24
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Ainda nesta secao foram incluidos duas subsecdes acionaveis por botoes exibidos
na janela 2D denominados Prisma reto e Prisma obliquo para tratar de alguns destes

tipos de prismas com bases regulares feitas no plano xy.

PRIS

i [ Elementos e cf agao

MAS
[Piralelem [ elepil tar J

& ] [Frim:iniu de Cavaliere ] [ Areas e volume ]

[ Prisma obliquo ] [ Prisma reto ]

Figura 4.25: Subsecao Prisma Obliquo da Secao Elementos e Classificacao: do autor,
2015.

Foram criados dois novos prismas (um para cada subsecdo) e dois controle desli-
zantes na janela 3D para cada tipo de prisma na janela 3D para determinar o niimero
de lados da base do prisma. Para tanto usou-se um segmento de comprimento fixo
na janela 3D e determinou sobre o mesmo um ponto mével em seguida escreveu-se no
campo de entrada o comando poligono regular, digitando-se: Poligono, o nome de cada
ponto, a medida do segmento somada a 3; pois este Gltimo é o menor ntimero de lados
de um poligono, e o plano que contém o poligono, neste caso o plano zOy. Desta forma
foiose feito asgim: Denieao: Poligonols_6,T_6,k 7 + 3, Planox0y]

A janela 2D destas subsecoes foi aproveitada para exibir as planificacoes destes pris-

o
mas por meio da ferramenta = ; em \ib\'n e clicando sobre o sélido , como é mostrado

nas Figuras e

Apos ser tratado na secdo anterior os elementos e a classificacao dos prismas na
secdo Paralelepipedos as bases dos solidos da janela 3D (retangulo, quadrado e parale-

logramo) foram construidas na janela 2D e habilitadas as suas visualizagGes apenas na

=

; determinou-se a planificacao de cada um deles. Formatou-se as cores e os estilos

janela 3D. Em seguida foram feitos os paralelepipedos usando e com a ferramenta

dos objetos como na Figura 4.27]

As duas secoes seguintes, Paralelepipedo retangular e Diagonal paralelepipedo e o
volume, correspondentes as Figuras e respectivamente, possuem elementos
comuns (sendo programado a condi¢ao de exibir objetos para isto) sendo que em cada

uma delas hé textos distintos entre si na janela 2D e na secao Diagonal do paralelepi-
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| PRISMAS
( Prisma obiquo | (Prismanreto

+

Planificarll

® ;

Figura 4.26: Subsecao Prisma Reto da Secao Elementos e Classificacao: do autor, 2015.

PRISMAS

Todo prisma cujas bases séo amos € chamado par pipedo. Sua superficie total & a reunido de seis
paralelogramos.

= Paralelepipedo reto: é um paralelepipedo cuja superficie total é a reunido de quatre retdngulos (faces laterais)
com dois paralelogramos (bases)

= Paralelepipedo retangulo ou retorretangulo: € um paralelepipedo cuja superficie total € a reunido de seis retangulos

= Cubo: é um paralelepipedo cuja supefficie total & a reunido de seis quadrados. Note que o cubo & o paralelepipedo |
retangulo cujas arestas séo congruentes.

PlanificagGes (arraste o controle deslizante)

Ciibg Paralelepipedo rato Paralelepipedo retangulo
P &

* A

Figura 4.27: Secao Paralelepipedos: do autor, 2015.

pedo e volume foram inseridas as referidas formulas da diagonal e do volume usando

as medidas do sélido da janela 3D.

<]

Neste caso o comando que fornece o volume é ‘:; disponivel em ¥, Sao também

destacados o triangulo retangulo que contém a diagonal do paralelepipedo e o seu

<)

respectivo angulo reto usando e

Conforme fora apresentado por [I] na primeira secao destas, Paralelepipedo re-
tangular, temos um texto que trata da area da carroceria metalica em formato de
paralelepipedo retangular de um caminhao. Entao acrescentou-se uma imagem ilus-
trativa (extraida do livro) e a representagao da base do paralelepipedo da janela 2D.
Em seguida, construiu-se o sélido na janela 3D, de modo que fosse possivel planifica-lo
e obter a representacao de sua planificagao na janela 2D. A Figura [4.29| ilustra como
fora feito.

Por conseguinte as duas proximas segoes: Cubo e Aplicacoes, mostradas nas Figuras
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PRISMAS

T m W

Planificagdo

Considere que a carroceria do caminhdo mostrade na imagem tem a forma de um paralelepipedo retangulo cujas dimensées s&o:
8 m de comprimento, 4,5 m de largura e 3 m de altura. Suponha que Onofre, dono do caminhéo, contrate uma pessoa para pintar
toda a superficie da carroceria. Considerando que essa pessoa cobra R$ 4 50 para pintar uma superficie de 1 m? que quantia
Onofre teré de desembolsar para pagar pelo servico contratado?

Para resolver esse problema é necessario saber calcular a area total da superficie de um paralelepipedo retangulo. Porisso,
apresentaremos a sua resolucéo logo apas o desenvolvimento do item seguinte.

Afigura acima representa um paralelepipedo retdngulo, em que a e b séo as medidas dos lados do retangulo da base e c, a medida
daaltura. A figura acima representa a planificagao desse paralelepipedo
A planificacéo do paralelepipedo mostra que sua superficie € a reuniao de seis retdngulos, dois a dois congruentes. Assim, a sua
areatotal A, € igual a soma das &reas desses seis retangulos, ou seja

Ag=2-Ay+2 Ay+2- Ay=> A =2ab+ 2ac + 2bc

Figura 4.28: Secao Paralelepipedo retangular: do autor, 2015.

PRISMAS
[[Diagensl parslelepipedo e Volume | cubo || Aplicages | [ Principio de Cavaliere || Areas e volume | s

No paralelepipedo da janela 2D, sejam d a medida da diagonal
do paralelepipedo e d, a medida da diagonal da base.
Observe que os tridngulos BAD & D'DB sé&o retangulos:
B Assim, temos

K No ABAD : df =b® 42

No AD'DB: d* = d} +a°

Donde: d® = a? +b? + &

Logo: d = \/az+ b? 4 2

VOLUME
O volume de um sélido € a medida da regido do espaco limitada por sua superficie
Enfim, para expressar o volume de um sélido por meio de um numero, devemos estabelecer uma unidade padréo:
a unidade de volume & o cubo cuja aresta mede 1 u.c. (unidade de comprimento)
Para cada unidade de comprimento temos uma correspondente unidade de volume.
Dizemos, entéo, que o volume desse paralelepipedo € V =( 183 uc)-(1.77uc) (217u.c)=705(uc )’ ou, de modo mais geral:
V=ab-c
Nafiguracomo b - ¢ € a area da base (Ay) e a € a medida h da altura, temos:
V=(bc) a=V=A;N

Observagdo: A unidade de medida de volume do Sistema Internacional de Unidades (Sl) € o metro clbico.
Apesar de nao fazer parte do Sl, a unidade litro & reconhecida como unidade de medida por esse sistema
de medidas e definida como o volume de um cubo cuja aresta mede 1 decimetro, ou seja, 1L = 1dm*®

Figura 4.29: Secao Diagonal paralelepipedo e volume: do autor, 2015.

e respectivamente; também tem objetos comuns e além disso suas constru-
coes ja foram explanadas nos passos anteriores, lembrando que os valores referentes
as medidas sao dinamicas de acordo o tamanho do cubo da janela 3D. Com efeito, os
objetos que foram construidos e ainda nao comentados estao na secao Aplicacoes.
Foram feitos uma par de segmentos perpendiculares e um segmento representando a
fungdo linear do volume em relagao a altura, como explanado na Figura [£.31] da segdo.
Em seguida vinculou-se um ponto ao segmento correspondente ao eixo x de modo
que represente o volume da caixa ciibica até a sua altura, e assim foi-se acrescentado
a partir do quadrado superior do cubo um paralelepipedo de cor laranja de modo a
representasse o volume faltante de acordo a posicao o valor do ponto P que determina

a altura h do volume existente no cubo como na figura a seguir:
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PRISMAS

O cubo € um paralelepipedo retangulo cujas seis fac@ s&o quadrados congruentes

Assim, suas 12 arestas séo congruentes entre si

Como ja sabemos, as formulas da area total, da diagonal e do volume de um paralelepipedo retangulo séo:
A=2ab+2ac+2bc, d= /a2 + b2 eV=a-b-c,respectvamente

Fazendo b = ¢ = a, em cada uma dessas formulas obtém-se as formulas da area total, da diagonal e do volume
de um cubo de aresta de medida a
Area A
A =2a% + 2a% + 2a° = 62’

Mo cubo da janela 3D temos A = 6 - 2.24? = 30.04u.s.

Diagonal d
d=val+a21a? =a/3

No cubo da janela 3D temos: d = 2.24\5 u.c

Volume V
V=a-a.a=V=a’
Nafigura V = 2.24* (u.c.)® = 11.21 u.v.

Figura 4.30: Secao Cubo: do autor, 2015.

Deste modo o intento aqui é mostrar geometricamente a situacao apresentada no

enunciado.

PRISMAS
((mtrodusao | (Canceito | Elementos e classiicagao | | Parsiciepipe | Paraislepipedo retangular |

Para ajudar no abastecimento de agua de uma regido castigada pela estiagem, a prefeitura de uma cidade abastece diariamente

um pequeno e distante povoado, com 8964 03 litros (ou 896 m® ) de agua. Essa quantidade de agua é retirada de um caminhéo-
pipa e despejada por meio de uma bomba, em um reservatério cubico vazio, com m de aresta. No processo de transferéncia

da agua, um funcionério utiliza apenas uma trena graduada para verificar a altura que a agua atinge no reservatério e, dessa forma,
ele consegue saber o volume de agua transferido pela bomba sem que haja desperdicio de agua. Como isso & possivel?

QO volume de agua (em metros clbicos) despejado no reservatorio varia de acordo com o nivel atingido pela agua, em metros
Como 2.24% (area de base) = 5.01 & constante, a razéo é constante (= 5.01) e, desse modo, as grandezas

“volume de agua transferido” e “nivel da agua” sao diretamente proporcionais e a relacdo entre essas grandezas € dada por.

v
F:.’).Cilf»V:!S.Olh‘comV em m? ehemm

Trata-se da funcéo linear Y = 5.01x cujo gréfico estd abaixo representado: Assim, para que o volume transferido seja de
8964.031 = 8.96m” , devemoster. 8.96 = 5.01x = x = 1.79 m (mova o ponto P)

Em resumo, o funcionério deve fazer medigées sucessivas com a trena até que o nivel de dgua atinja a altura de 1.79 m
Nesse ponto, a transferéncia de agua deve ser interrompida, pois o recipiente cubico ja contém os 8964.03 litros

v

8.17m?*
(eixos sem escala)

Figura 4.31: Secao Aplicagoes: do autor, 2015.

Dando prosseguimento as secoes do capitulo 10 do livro temos a secao Principio
de Cawvaliere. Na janela 2D apresenta-se o contetdo e na janela 3D ha dois planos
paralelos e um deles secante a duas superficies determinadas pelo comando descrito na
Figura

De acordo com [7], seja S a superficie gerada pela rotagao da curva y(t) = (x(t),y(t)),t €
[a, b] no semi-plano superior (z,y) € R?/y > 0, em torno do eixo dos z. S pode ser pa-

rametrizada por:

(L, 0) = (x(t), y(t)cos(0), y(t)sen(0)) (4.1)

onde z,y : [a,b] — R sdo fungdes continuas, y(t) > 0 para todo t € [a,b] e 0 €
0, 27).
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Sendo a funcao ~y(¢) que descreve a superficie de revolugao determinada conforme

comando no campo de entrada:
Mome: q5

Valor. Sell=x+1=41/d4sen(x-1)+1] I [a]

e o comando no campo de entrada que determina uma das superficies é:
Supericielq_5(t) cos(8)-1, g_5(t)sen(8)-1,t t, 0,6 8,0, 6.28319]

(a outra é apenas uma translagdo no plano, ou seja incrementa-se valores em x e
em y), as quais sdo construgoes diferenciadas das anteriores presentes nesta se¢ao. O
plano secante é movel e sua construgao é justamente para facilitar o entendimento e a

interpretacao do referido principio.

PRISMAS
(iestugto) (Gonsot) [ Eemertes canessto| Porsimivsde] (Parueppssortanguin
[ Diagor epil w-m.m][ icagd ] [Frincipic de i ] [Areiiavqlums]

Conseguimos estabelecer uma formula para o volume de um paralelepipedo retédngulo de maneira intuitiva; entretanto,
para determinar a expresséo do volume de outros sélidos, o processo ndo & tdo simples. Uma maneira que pode ser
utilizada para a obtencdo do volume de um sdlido & adotar como axioma um resultado formalizado pelo matematico
italiano Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647), que € conhecido como principio de Cavalieri

Dois sélidos, nos quais todo plano secante, paralelo a um dado plano, determina superficies de areas iguais (9
(superficies equivalentes), sao sélidos de volumes iguais (sélidos equivalentes). '

De modo geral, sua aplicagao deve ser feita colocando-se os dois solidos com bases em um mesmo plano, paralelo
aquele em que estardo as secdes de areas iguais.
A seguir, usaremos o principio de Cavalieri para calcular o volume de um prisma

Figura 4.32: Secao Principio de Cavaliere: do autor, 2015.

A 1ltima secdo deste capitulo, Areas e volume, ver Figura traz os conceitos
que definem as areas da base, lateral, total e o volume de um prisma na janela 2D e
na janela 3D ha construcao de dois sélidos de mesmo volume: um cubo e um prisma
reto triangular regular.

Sendo a aresta da base do prisma triangular a medida moével e dinamica que também
determina a altura do referido prisma enquanto que a medida da aresta do cubo é
calculada a partir da igualdade dos volumes destes sblidos; um plano secante a estes

solidos para determinar a area da secao por um plano paralelo a base de cada um deles

pelo comando —— na barra de ferramentas e os textos que identificam os planos « e

Sendo assim, elaborou-se todas as secoes dos contetidos do capitulo e encerrou-se
aqui as construcoes do applet. E, tendo conhecimento do que foi produzindo até entao
na janela 3D conforme a necessidade pode-se construir prismas em uma nova janela

para representar e resolver os exercicios.
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[lntrndu;iu ] [ Conceito ] [ Elementos e a ] [ i ] [ F i ret:nﬂh""']
[ Diagonal il e Volume ][ icag o ] LFrincipin de Cavaliere ] [Arqas e volume ]
Area da base ( Ab)
Como a base de urn prisma & um poligono, a area da base de um prisma & a area de um poligono.
Area lateral (A1)
Como a superficie lateral de um prisma é a reunido de suas faces laterais, entdo a drea lateral de um prisma é a soma das areas
das faces laterais
Areatotal ( Ac)
Como a superficie total de um prisma & a reunido da superficie lateral com as bases, entao a area total de um prisma é dada por: b
A=A +2A, Ry
Volume (V) 45 K
Imaginemos um prisma F’1 de altura de medida h e rea da base igual a B. Consideremos um paralelepipedo retangulo Pz‘ em B
que h é amedidadaaltura e a area da base éigual aB. Note/que P, e P, tém as alturas de medidas iguais, assim como s&o ®
iguais as areas de suas bases. Observe que qualquer plano A paraleloa @ e que secione F’1 também seciona F’2 T a
Note também que as secdes (B,, e B,) tém areas iguais, pois sdo congruentes as respectivas bases. Entao, pelo principio de -
Cavalieri, o prisma F’1 e o paralelepipedo P? tém volumes iguais, ou seja, Ve =Vp, Como VP1=B-h , entao: Vp,=B:h
Assim, concluimos que:
V=A;h
O volume de um prisma & igual ao produto da érea da base pela medida da altura
Como exemplo, consideremos P, um prisma reto triangular regular com 1.74 cm de altura e area da baseigual a 3.0lem? P

e Pz um cubo cuja aresta da base mede 1.74 cm. Temos:
Ve =Ap-h = Vpy = 3.01 - 1.74 = Ve = 5.23cm’
Vpy =Ap-h = Vp = 1.74° = Vp = 5.23cm® Logo os prismas P, & P, s&o equivalentes

Figura 4.33: Secdo Areas e volume: do autor, 2015.

4.4 Passo 34 - Applet do Capitulo 11 - Piramides, do

volume 2 da colecao

Sera exibido a tela inicial do applet apds elaborar os botoes ja devidamente progra-
mados de acordo as se¢oes do contetido deste capitulo: Introducao, Conceito, Elementos
e propriedades, Piramide regular, Areas e volume, Tetraedro, Piramides semelhantes e
Tronco de piramide; a serem estudadas e os textos da secao inicial, Introdugao, como
é mostrado na Figura 4.34

Nesta se¢ao, construiu-se na janela 2D um texto sobre as piramides do Egito e a
respectiva foto/imagem extraida do livro e na janela 3D foram feitas trés piramides
semelhantes as da foto usando o plano principal zy para a base das piramides (neste
caso os poligonos foram criados na janela 2D e marcados para serem exibidos apenas

na janela 3D).
&

-* _ C y .
E com a ferramenta para marcar o vértice da piramide e =53 para determina-

las. Em seguida foi-se ocultado os vértices, pois pretende-se aqui mostrar apenas a

estrutura/forma destas piramides tendo uma visado panoramica e orbital das mesmas e

para alcancar isto usa-se a ferramenta " da janela de visualizacao.

A secao Conceito traz a definicao do sélido piramide e sua respectiva representacao
geométrica, como mostra a Figura . Conforme apresentado por [I] o exemplo da
janela 3D é de uma piramide pentagonal. Foi-se construido o texto da defini¢ao de
piramide e o poligono regular de 5 lados no plano xy na janela 2D e habilitou-se a
visualizacao na janela 3D. E em seguida sobre um plano paralelo superiormente a xy
determinou-se o vértice da piramide. Para ilustrar geometricamente o conceito incluiu-
se um ponto livre no poligono e determinou-se um segmento do vértice da piramide
até este ponto (dem modo que este segmento desloque dentro da piramide). Inclui-se

a legenda « do plano.
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[ Introdugéo ][ Conceito J [ Elementos e classificagao J [ Piramide RegularJ [Areas e volume ]

[ Tetraedro ] [ Piramides ites ] [ Tronco de Piramide ]

O desenvolvimento da Geometria pode ter sido estimulado por necessidades praticas de demarcagao de terras, de construgéo
de edificios ou por sentimentos estéticos das artes em geral

Esse senso estético parece ter sido altamente desenvolvido nos egipcios, como mostram registros de construgées de pirdmides
(aproximadamente 5 000 a.C.), destinadas a servir de timulo para o farad e sua familia, bem como guardar seus tesouros

Para os egipcios, as pirdmides representavam os raios do sol brilhando em diregéo & Terra. Todas elas foram construidas na
margem oeste do rie Nilo, na dire¢ao do sol poente

Entre as indmeras piramides construidas no antigo império egipcio, destacam-se trés: a de Quéops (conhecida como Grande 4

Piramide de Gizé), a de Quéfrem e a de Miquerinos — conhecidas também como Pirdmides de Gizé — mostradas na foto abaixo
Atualmente, a Grande Pirdmide de Gizé, além de ser Patriménio Mundial da Unesco, ocupa o primeiro lugar na lista das sete
maravilhas do mundo,

Figura 4.34: Secao Introducao: do autor, 2015.

[ Introdugéo ] [ Conceito ] [ Elementos e classificagéo ] [ Piramide Regular ] [Aleas e volume J

[Tetraedm ] [ Piramides Semelhantes ] [Tronco de Piramide ]

Dados um poligono convexo contido em um plano a e um ponto V, ndo pertencente a a, tracemos todos os possiveis segmentos
de reta que tEm uma extremidade em V e a outra num ponto do poligono. A reunido desses segmentos € um sélido chamado
pirémide

Figura 4.35: Secao Conceito: do autor, 2015.

Para a proxima se¢ao Elementos e propriedades, ver Figura[d.36] foram aproveitadas
os objetos 3D da segao anterior e acrescentado um plano paralelo ao plano zy que
contém uma piramide regular de lados dinamicos acionaveis por um controle deslizante
e 0 seu vértice pertencente ao plano zy. A construcao deste controle deslizante na
janela 3D foi-se feita como na figura da subsecao Prisma Obliquo do capitulo
anterior, sobre o sélido Prisma.

Na secao Piramide regular inclui-se os textos na janela 2D como ja de praxe, criou-
se um plano paralelo ao plano xy, um controle deslizante para determinar o ntimero de
lados do novo poligono regular de lados dinamicos dados neste plano e uma reta perpen-

dicular ao seu centro. Sobre esta reta determinou o vértice da piramide e representou

. A,
este s6lido com A

Em seguida destacou um ponto médio de um dos lados com

- -
Ponto Médio ou Centro [

representou o triangulo retangulo e o seu angulo reto que contém o vértice da piramide,
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[ Introdugdo ][ Conceito ] [ Elementos e classificagdo ] [ Piramide Regul:r] [ Areas e volume J

[Tetraedro J [ Piramides Semelhantes ] [Tronco de Piramide ]

Na pirdmide VABCDEF, representado na janela 3D ao lado, temos que:

=0 ponto V & o vértice da piramide

= 0 poligono ABCDEF é a base da pirdmide

= 0s segmentos AB, BC, CD, DE, EF & FA s&o as arestas da base.

= 0s segmentos VA, VB, VC, VD, VE e VF sdo as arestas |aterais

= 0s tridngulos VAB, VBC, VCD, VDE, VEF e VFA e sé&o as faces laterais

= adisténcia de V ao plano da base & a altura da pirdmide:

De acordo com o poligono da base, as piramides podem ser classificadas como:
= pirdmide triangular (A base & um tridngulo.)

= pirdmide quadrangular (A base & um quadrilatero.)

® pirdmide pentagonal (A base & um pentagono.)

® pirdmide hexagonal (A base & um hexagono.)

® pirdmide heptagonal (A base & um heptagono.) a

Alguns exemplos serdo construidos na janela 3D arrastando o controle deslizante

niimerd e Ta

Figura 4.36: Secao Elementos e propriedades: do autor, 2015.

o centro da do poligono da base e o ponto médio da aresta da base inserindo os textos-
legenda referentes aos mesmo. Assim temos os elementos suficiente para se estabelecer
a relacao entre a geratriz g da piramide, o apétema m do poligono da base e a altura
h da piramide, escrevendo:

g> =m*+h? (4.2)

Apos estes comandos o resultado segue de acordo a Figura [4.37;

[ Introdugéo J[ Conceito ] [ Elementos e classificagédo ] [ Piramide Regula;v\\;] [ Areas e volume ]

[ Tetraedro ] [ Piramides Semelhantes J [ Tronco de Piramide ]

A piramide regular ¢ aguela cuja base & um poligono regular e cujas arestas laterais séo congruentes entre si
Uma piramide regular tem as seguintes caracteristicas

= a projecéo ortogonal do vértice sobre o plano da base € o centro da base;
® as faces laterais s&o fridngulos isosceles congruentes;
= o apdtema da pirémide regular & a altura de uma face lateral, relativa a aresta da base.

Vejamos essas caracteristicas indicadas nas pirdmides regulares representadas na janela 3D, nas quais h e g
séo as respectivas medidas da altura e do apotema da piramide e M & a medida do apotema da base

Relag&o notavel

Note que, em toda pirdmide regular, o tridngulo determinado pela sua altura, pelo seu apétema e pelo apotema da base
& retangulo. Assim, pelo teorema de Pitagoras, temos:

gZ:h2+m2

Figura 4.37: Secao Piramide regular: do autor, 2015.

Entretanto, [I] nao fazem explanagao sobre a relagao entre as medidas [ da aresta
lateral, a da aresta da base e g do ap6tema da piramide, a qual é muito 1til em alguns

casos na resolucao de itens, que é obtida imediatamente em uma piramide regular reta:

2= (%)2 + ¢ (4.3)
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Na secio seguinte, Areas e volume, incluiu-se os textos na janela 2D e reaproveitou
a piramide, o controle deslizante do niimero de lados da piramide da secao anterior e
o texto que aponta o volume de uma piramide como a uniao dos volumes das n — 2
piramides triangulares de base e altura congruentes.

Para isto foi-se construido o poligono compreendido pelos vértice nao adjacentes
de cada piramide triangular exibida pelo controle deslizante. A Figura ilustra a

representacao alcancada.

[ Introdugao M Conceito ] l Elementos e classificagao ] { Piramide Regular ] l Areae}-e volume ] [Volume ]

[ Tetraedro ] L Piramides Semelhantes ] l Tronco de Piramide ]

Area da base (A;)

Como a superficie da base de uma pirdamide & um poligono, entéo:

An = &rea do poligono da base

Area lateral (A‘)
Como a superficie |ateral de uma pirdmide & a reunido das suas faces laterais (tridngulos), entdo:

A= soma das areas das faces laterals

Area total (At)
A superficie total de uma pirémide € a reunido do poligono de sua base com os triangulos que compéem sua superficie
lateral. Logo, a area total da piramide € a soma da area do poligono de sua base com & area de sua superficie lateral, ou
seja

A=AFA,
Observe na figura da janela 3D que uma pirdmide pode ser dividida em pirdmides triangulares que tém a mesma altura
que a piramide original. Assim, no exemplo da figura, temos: piramides de vértice V cujas bases s&o os tridngulo @o se
tragar as diagonais de um Unico vértice do poligono da base. Note que a divisdo da pirdmide original em piramides
triangulares fica definida por um plano determinado por uma dessas diagonais e pelo vértice da pirdmide
Seja, agora, uma piramide qualguer cuja base € um poligono de n lados e, de um mesmo vértice deste poligono,
tracemos todas as possiveis diagonais que o dividem em (n - 2) tridngulos. Nesse casa, obteriamos (n - 2) pirdmides %
triangulares de mesma altura que a piramide original e com areas da base A1 . A?- . An_2 — 7‘
Como o volume V da pirdmide original & a sema dos volumes dessas (n - 2) piramides triangulares, calculande o volume
de cada uma das pirdmide de base triangular se calcula o volume para pirdmide de n lados. E isto que veremos a seguir

Figura 4.38: Secdo Areas e volume: do autor, 2015.

Na Figura [4.39| ¢ mostrado a secao Volume onde foram incluidas a explicacdao na
janela 2D e na janela 3D foram feitos trés planos paralelos a xy. O primeiro deles
para determinar o vértice superior do prisma de base triangular, que foi construido e

ocultado posteriormente, a ser seccionado em trés piramides conforme o indicado pelo

. :
texto da seg¢ao. O segundo plano paralelo foi construido usando D@ e "(l\., sendo esta
ultima utilizada da mesma forma como foi explanado no Passo [3.3.22] para transladar
as piramides de base triangular e o iltimo plano que secciona todas as piramides foi para
determinar a equivaléncia de areas entre duas das piramides. Todas estas construcoes
foram feitas para deixar mais clara a compreensao da formula que determina o volume

de uma piramide, buscando ampliar a visualizacao espacial dos s6lidos com a translagao

|

" e a rotagao de cena .

Na se¢ao seguinte, Tetraedro, na janela 2D é apresentada as férmulas da altura, area
e volume do tetraedro enquanto que na janela 3D ¢é exibido um tetraedro de aresta
dindmica onde se ¢ destacado o segmento correspondente & sua altura e o triangulo
retangulo que o contém usando os passos relatados na secao [4.37] - Piramide regular
deste capitulo. A Figura |4.40| apresenta o resultado alcancado:

As duas tltimas secoes deste capitulo tem elementos comuns uma vez que tratam

de piramides semelhantes e troncos de piramide. Na primeira destas, Piramides seme-
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[ Introdugéo M Conceito J [ Elementos e classificagéo } [ Piramide Regular] [Areas e volume ] [Volume J

[ Tetraedro ] [ Piramides Semelhantes ] [ Tronco de Piramide ]

Primeiramente determinemos o volume de uma pirdmide triangular e, para tal, consideremos o prisma triangular da
figura abaixo, cuja base tem area Ay e cuja medida da altura & h. Secionando esse prisma pelo plane (A, C, E),
obtemos: uma piramide quadrangular P1 e uma pirdmide triangular P2 de base ABC e altura de medida h
Secionando Pa pelo plano (C, D, E), obtemos duas pirdmides triangulares: Pa‘ de vértice F e base DEC (ou de
vertice C e base DEF), e PA. de vértice A e base DEC
Note que:
L] P2 e Ps s&o piramides de bases equivalentes ( Angc e ADEF) e mesma altura.
L] Pa e PA 540 pirdmides que tém o ADEC como base comum e mesma altura, pois as d\[}@éncwas de seus
respectivos vértices (F e A) ao plano da base séo iguais. Para obter o volume dessas pirémides triangulares vamos,
de maneira introdutoria, mastrar o seguinte tecrema;

Duas piramides de mesma base e mesma altura t&m o mesmo volume.
Demonstragéo:
Se A € a area da base DEC, Aa aareadasecdoSe A2 @ area da secédo S', temos:

h A
q=k—>f=k2$Al=A2

Logo, pelo principio de Cavalieri, podemos concluir que; Ve =V

De modo semelhante, podemos mostrar que Vpy = Vpg & Vpy = Vo, entio; Vey = Vs = Vg
Fazendo \/P2 = \/F,S = VPa =V e considerando que o prisma ABCE’Z\EF ﬁ areunido das piramides P?- Ps e P:r
b

o0 seuvolume (As-h) étalque Ap-h=V4+VL+V=V=

Portanto, concluimes, para pirdmides triangulares, a validade do seguinte teorema:

1
O volume de uma pirdmide & igual a 3 do produto da area da base pela medida da altura

Figura 4.39: Secao Volume: do autor, 2015.

[ Introdugéo ][ Conceito J [ Elementos e classificagdo ] [ Piramide Regular} [ Areas e volume }

[Tetraedro ] [ Piramides Semelhantes ] [ Tronco de Piramide ]

De modo geral, chama-se tetraedro toda piramide de base triangular. Se as quatro faces de um tetraedro séo tridngulos equilateros
congruentes, ele é chamado tetraedro regular. Observe que, em um tetraedro regular:
® as seis arestas sdo congruentes, ou seja, AB=AC =AD=BC=CD=DB
= qualquer face — ABC, ACD, ABD ou BCD — pode ser considerada como base, ja que séo triangulos equilateros,
Vejamos como obter a area total At‘ aaltura da medida h e ovolume V' de um tetraedro regular cuja aresta mede 2 L}
Area total (At)
A superficie total de um tetraedro é a reunido das superficies de quatro tridngulos equilateros congruentes. Assim, considerando que
amedida das arestas do tetraedro & a, entio sua &rea total & quatro vezes a area de um tridngulo equilatero cujo lado mede a
Logo'At:4»A;mﬂA1:4»aZT3ﬁAt:azﬂ
Altura (h)
Para calcularmos h  medida da altura de um tetraedro regular, consideremos o ponto O, projecao ortogenal do vértice A sobre o
plano da base BCD, como mostra a figura. Observe que o tridngulo ACB € retangulo; entdo, pelo teorema de Pitagoras, temos:

AB? = AQ* 4+ OB? (). Como AB=a, AO=h ¢ OB = 3 BM (BM: altura do tridngulo equildtero BCD), vem:

2 2
oB= % . ? BM = a? (I). Substituindo (I em (1 a2 = h? + (a ?)2 = hi=al— 3% =h?= 6% =h= 73\3/6
Volume (V)
3 6
Sendo A: area de uma face (triangulo equilatero) =» A, = a® % eh= %

1 1 a%/3 a6 al\/2
velia hoyol.2V3 V6
AR S I T 12

Figura 4.40: Se¢ao Tetraedro: do autor, 2015.

lhantes, ver Figura [4.41] temos o conteido exibido na janela 2D e na janela 3D fez-se
um trio de planos paralelos ao plano xy e sobre um deles, o inferior, determinado um
controle deslizante e um poligono regular cujo ntimeros de lados é determinado por este
controle e assim definindo a base do piramide inicial. Em seguida determinou-se uma
reta perpendicular aos planos e marcou sobre o plano superior o vértice da piramide.

O plano do meio secciona a piramide determinando uma piramide semelhante a
original e o tronco de piramide na base. Para tanto ao invés de se criar o sélido
piramide tragou suas arestas laterais e marcou sua intersegoes como o plano de segao
determinando os poligonos das faces laterais e da base do tronco e da piramide obtida
na secao. Neste caso construiu-se todos dos poligonos das faces laterais de dois vértices
nao adjacentes.

Na ultima segao, ver Figura [£.42] Troncos de piramide, na janela 3D aproveitou-se
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[ Introdugao ][ Conceito ] [ Elementos e classificagdo ] [ Piramide Regular ] [ Areas e volume ]

[Tetraedro ] [ Piramides Semelhantes ] [Trom:o de Piramide ]

Quando secionamos uma piramide por um plano paralelo & base (vamos sempre admitir que o plano ndo contém o vértice da
pirémide), ela fica dividida em dois sdlidos:
=0 gue contém o vértice, gue € uma nova piramide; e
= 0 gue contém a base da piramide dada, que € um tronco de piramide de bases paralelas
Os troncos de pirdmides serdo estudados na préxima segdo deste capitulo. Yamos agora comparar a piramide obtida da se¢éo
e a pirdmide “primitiva”. Temos;
= 05 poligonos das bases t8m o mesmo nimero de lados (veja, nesse exemplo, que ambas séo pirdmides hexagonais);
= 0s angulos dos poligonos de duas faces homdlogas séo dois a dois congruentes;
= 0s elementos lineares homalogos (como arestas das bases, arestas laterais, alturas, etc.) s&o proporcionais
A nova pirdmide é uma “copia reduzida” da piramide “primitiva”. As duas pirdmides sdo semelhantes
Arazéo k entre dois elementos lineares homdlogos — arestas/alturas — ¢ chamada razéo de semelhanca entre as piramides
Escolhendo, por exemplo, escrever a razéo de semelhanca entre a pirdmide nova e a “primitiva” nesta ordem, temos:
ay 5 h

—=—=_=k

Ay Lt H

Dai.

= A razdo entre as areas (da base, laterais ou totais) & igual ac quadrado da razéo de semelhanca

= A razdo entre os volumes € igual ao cubo da razdo de semelhanca.

Figura 4.41: Secao Piramides semelhantes: do autor, 2015.

o tronco de piramide da secao anterior, os pontos que orientam o plano da base, o
plano de secao, o controle deslizante e o vértice da piramide. Quanto & janela 2D foi
acrescentado o conteddo correspondente.

[ Introdugéo ] [ Conceito ] [ Elementos e classificagéo ] [ Piramide Regular ] [Aleis e volume ]

(Tetraedro | ( Piramides Semethantes | [ Tronco de Piramide |

‘Vamos reconhecer os elementos principais de um tronco de piramide.

= base maior do tronco: € a base da piramide “eriginal” ou “primitiva”.

= base menor do tronco: & a segdo determinada pelo plano que intercepta a piramide. Essa secéo & um poligono semelhante
ao da base da pirdmide °
= gltura do tronco: é a distancia entre os planos das bases

= faces laterais do tronco: séo as regides planas limitadas por trapézios

Areas
= Areas das bases (Ag e A)
Area da base maior (AE) ¢ a area do poligeno da base maior. %
Area da base menor (Ab) & a area de um poligono semelhante ao da base maior
= Area lateral (A‘)
A area lateral (A‘) & a soma das areas das faces laterais
= Area total (At)
Somando-se as areas das duas bases com a area lateral, obtém-se a area total At = AE+Ab + A‘

Volume
O volume de um tronco de pirdmide pode ser calculado através da diferenca entre o volume da pirdmide original e o volume
da pirdmide obtida a partir da secéo.

Figura 4.42: Secao Tronco de piramide: do autor, 2015.

Os autores [I] nao trazem nenhuma das férmulas a seguir sobre troncos, mesmo
sendo estas da literatura acerca do assunto:

Area lateral:
(a+b)g

A=

Sendo a, b aresta da base menor e maior;

(4.4)

Volume: "
V - g(AB + \V ABAb + Ab) (45)
Onde A,, Ap area das bases menor e maior;

Portanto, este applet relativo ao capitulo 11 - Piramides esta pronto para upload e
uso.
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4.5 Passo 35 - Applet do Capitulo 12 - Cilindro, do

volume 2 da colecao

O cilindro é primeiro s6lido dos corpos redondos a ser estudado no ensino médio e
nesta cole¢do. Entdo como sempre [I] fazem na introducao de capitulos, apresentam
formas reais correspondentes aos sélidos, para o cilindro sao latas, recipientes e tubos de
linha/barbante. Entao apds estruturar o titulo, os botoes-se¢ao: Introducao, Conceito,
Elementos e classificacdo, Areas e volume e Secdo Meridiana e triangulo equilatero;
e os seus respectivos valores booleanos, a tela da secao Introducao do applet tem na
janela de visualizacao 2D o texto introdutorio sobre a presenca dos cilindros em formas
de objetos do dia a dia e a respectiva imagem que se encontra no livro.

Na janela 3D construiu-se sobre o plano zy trés cilindros correspondentes as trés
latas & direita da imagem da janela 2D e ao usar a ferramenta rotacao de cena pode-se

constatar alguns elementos dos cilindros descritos no texto.

CILINDRO
(1ntrocugao | [ onceito |  Etementos e ciassificagao | | Areas e volume | | Seg20 meriiana e ciinaro equilatero | /

Observe abaixo alguns objetos que encontramos no nosso dia a dia

Todos esses objetos tém a forma geométrica chamada cilindro, que estudaremos neste capitulo
Note que as latas mostradas na figura abaixo tem a forma de um sclido com as seguintes caracteristicas

= gpresenta dois circulos com raios de medidas iguais que se situam em planos paralelos,;

= sua superficie lateral ch&Mu\'da por todos os segmentos de reta de igual comprimento, paralelos & reta
que contém os centros dos circulos e que tém extremidades nas circunferéncias desses circulos

Por essas razées, podemos afirmar que as latas tem a forma de um cilindro —

Figura 4.43: Secao Introducao: do autor, 2015.

Na secao seguinte Conceito, na janela 2D os textos e os botoes de interacao e
na janela 3D foram determinados dois planos paralelos (plano paralelo a um plano
dado passando por um ponto) a zy. Marcou-se um ponto em um deles e em seguida
determinou-se a distancia entre estes planos definindo um segmento sobre a reta que
seca este dois planos. Como se pretende orientar a geratriz do cilindro a partir de uma
reta qualquer (pois se quer um cilindro qualquer - obliquo ou reto) em cada um dos
planos marcou-se um ponto e determinou-se um segmento entre eles. No plano mais
abaixo marcou-se um ponto e uma reta paralela ao segmento qualquer (ver passo .

Esta reta sera utilizada para determinar o eixo que contém os circulos das bases do
=)

Nesta versao o Geogebra 5.0 nao possui uma ferramenta para se construir um cilin-

cilindro e usa-se para determina-las.
dro qualquer (nao necessariamente reto). Adotando-se a definigao de cilindro como um
solido de revolucao entao para construir um cilindro qualquer foi-se determinado um

ponto que gira ao redor de uma reta a partir de um angulo (o angulo foi criado usando



142 A CONSTRUCAO DOS APPLETS DE GEOMETRIA ESPACIAL

a=2 ]

—— na janela 2D, cujo nome é vs e varia de 0 a 6228 = 27) usando a ferramenta

L]
em Ee depois por este ponto marca-se uma reta paralela ao eixo do cilindro.

N

O paralelogramo correspondente & geratriz (delimitado pelo eixo, pelas extremi-

dades dos raios e pela reta paralela ao eixo na extremidade do circulo das bases) do

L}
™

cilindro foi feita usando *

e girard em torno do eixo ao movimentar o controle
deslizante e delimitara o cilindro.

Para dar mais completeza e continuidade a este so6lido programou-se dois botoes
denominados "Animar” e "Parar” como se é mostrado nas figuras seguintes de modo

que a geratriz gire continuamente.

Basico Texo Cor Estilo Avancade Programagdo

- Basico Texo Cor Estilo Avancado Programacio
Ao Clicar  Ag Atualizar  JavaScript Global

‘ 1

Ao final se ocultou as retas suporte e a tela desta se¢ao ficou como na Figura [4.44

o Cr—— A0 Clicar - Ag Atualizar  JavaScript Global
IniciarAnimac&o[v_3, true |

‘ 1 ‘Iniciar.l\nimagﬁo[v_3,fa|se]

Esta construcao representa geometricamente a seguinte definigado:

Definicao 4.1. Consideremos um circulo de centro O e rato r, contido em um plano
a, e um segmento de reta PQ), cuja reta suporte intercepta o. Tomemos segmentos
de reta paralelos e congruentes a PQ, cada um deles com uma extremidade em um
ponto do circulo e com a outra extremidade num mesmo semiespaco dos determinados
por a. A reunido de todos esses segmentos é um sélido chamado cilindro circular ou,

simplesmente, cilindro.

CILINDRO
introdusao | conceito | Elementos e classicasao | Aress e volume | Segao meridiana o ciindro sqiltere

Consideremos um circulo de centro O e raio r, contido em um plano a, e um segmento de reta PQ,
cuja reta suporte intercepta a

Tomemos segmentos de reta paralelos e congruentes a PQ, cada um deles com uma extremidade
em um ponto do circulo e com a outra extremidade num mesmo semiespaco dos determinados por a

A reunio de todos esses segmentos & um sélido chamado cilindro circular ou, simplesmente, cilindra

Figura 4.44: Segao Conceito
Para passar a préoxima segao vinculou-se os objetos aos valores booleanos na aba
Avancado de suas propriedades e, sabendo que a se¢ao seguinte, Elementos e classifica-
¢ao, trataria sobre os elementos e a classificacao dos cilindros aproveitou e programou-se
a exibicao para valores booleanos usando "conc V elem”. Como de praxe na janela 2D

os textos e definicoes e na janela 3D as formas espaciais, como mostra a Figura |4.45]
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Desta maneira a secao tera dois tipos de cilindros, sendo necessario construir apenas
o cilindro reto como em[4.2]e determinando sobre este cilindro sua geratriz e a animagao

da mesma, como foi explicado anteriormente na se¢ao anterior a esta.

CILINDRO
(mtrodugao |  concetto | [ Eementos e cisssificagao | | Areas e volume | | Segao meriaiana e ciindro equistero | /

No cilindro representado ao lado, temos:

= os circulos de centros O e O' e raio de medida r, situados em planos paralelos, chamados bases do cilindro;

= 05 segmentos paralelos a 00', com extremidades em pontos das circunferéncias das bases, chamados geratrizes do cilindro;
= areta OO', que & o eixo do cilindro;

= a disténcia, entre os planes das bases, que é a altura do cilindro

]

Quanto a inclinacéo da geratriz em relagéo aos planos de suas bases, um cilindro classifica-se em:

= cilindro obliquo, quando a geratriz & obliqua aos planos das bases;

= cilindro reto, quando a geratriz & perpendicular aos planos das bases. Nesse caso, a geratriz é a altura do cilindro

Observagao

0 cilindro circular reto & também chamado cilindro de revolugéo, pelo fato de ser gerado pela rotagao de um retangulo
emtorno de um de seus lados. Areta OO’ é o eixo de rotagéo. -

Figura 4.45: Secao Elementos e Classificacao: do autor, 2015.

A penultima secao, como mostra a Figura temos na janela 2D as formulas e
na janela 3D os objetos. Como abordagem de [I] a area lateral do cilindro é obtida
rolando o mesmo sobre um plano (enquanto que no livro é ilustrado como um corte reto
sobre a "casca lateral” do cilindro) e obtendo assim um retangulo enquanto que o seu
volume é dado por equivaléncia ao volume de um prisma que possui base e altura de
medidas iguais a do cilindro, optando-se aqui por um prisma reto de base pentagonal
regular. Nesta secao o desafio fora obter o desenrolar do cilindro de modo que a area
lateral fosse corretamente representada.

Para tanto, constroéi-se dois planos paralelos construidos da mesma forma como nas

\\.o .,
secoes anteriores. Determina-se um plano perpendicular usando =~ ' em °d e sobre
ele demarcou um retangulo de area igual & area lateral do prisma. Para se saber a
medida da base deste retangulo ¢ necessario saber o perimetro do circulo da base do
cilindro. Entretanto as adreas da base do prisma e do cilindro sao iguais e sabendo que

o prisma tem medida do lado dindmico, seja A, a area da base do prisma, decorre que:
Ay

= Ay =1 =1]— (4.6)
7r

Portanto o raio do cilindro é r = \/% e o perimetro da base P = 2w,/ % (escritas

na tela do programa quando solicitadas tais medidas), que serd a medida da base

|l
=2 e “—ldetermina-se o retangulo. Sobre o lado

do retangulo e com ela usando

da base do retangulo marca-se um ponto moével com a ferramenta ponto e uma reta
perpendicular ao segmento. Dai se determina um circulo com centro neste ponto mével
cujo raio é a medida da equacao anterior e marca sua intersecao com a reta.

Agora se faz um circulo com centro nesta intersecao e de mesmo raio, para assim,
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obter um circulo tangente ao plano vertical onde est& definida o retangulo correspon-

dente & area lateral. Levanta-se a perpendicular ao plano paralelo a xy, marca-se a

L]
i . Eﬁ 7 Cilindro A o . .
intersecao no outro plano e com == em =% define-se o cilindro "rolante”.

. L]
Em seguida usando novamente em ’——‘mﬂ serd criado um ponto que gira de acordo

L

com o movimento do ponto movel sobre o segmento, cujo o angulo é a distancia do
ponto moével até uma extremidade do segmento multiplicada pelo valor 6.28318 = 27.
Constroéi-se a geratriz, como foi explicado na se¢ao anterior para deixar claro que o

solido se desenrola no plano perpendicular construido. Para exibir o volume de cada

em?d i

s6lido usa-se Uﬁ?\? em 4 clicando com o mouse sobre cada solido.

CILINDRO

Area da base (An)
Voluref= 5.44

A area de um circulo de raio de medida r é a érea da base. Lago Ap = ar o

Area lateral (&)
Da-se o nome de &rea lateral & area de um retangulo de base 27 (comprimento da circunferéncia da base)
e altura h em que r & a medida do raio do cilindro & h & a medida da altura do cilindro. Isso pode ser visualizado /ég
se planificarmos a superficie lateral do cilindro. Assim, A‘ = area de um retangulo = A= 2arh
Areatotal (A)

A area total de um cilindro € a reunido da area da superficie lateral com a area dos circulos das bases
Substtuindo A= 27th ¢ A = % vem: Ac = 27rh + 2 = Ac = 27r(h + 1)

Volume (V) do cilindro
Consideremos um cilindro de altura de medida h e area da base Ab Consideremos tambémum prisma de
altura de medida h e area da base An Note que o cilindro e o prisma tém alturas iguais e bases eguivalentes.
Suponhamos que os dois sélidos tenham as bases contidas em um mesmo plano a e figuem no mesmo

semiespaco de origem a. Qualquer plano B paralelo a a que secione o cilindro também seciona o prisma, e as

segbes B1 e E32 tém areasiguais a An‘ pois séo congruentes as respectivas bases. Entao, pelo principio de

Cavalieri, o cilindro e o prisma tém volumes iguais. V,

COmo Verigma=A N €nta0. Vigjingrg=Ag

Conclusée: o volume de um cilindro € igual ao produto da area da base pela medida da altura;
V=g h

Giindro™ Vprisma

Figura 4.46: Secdo Areas e volume: do autor, 2015.

A dltima secao deste capitulo: Se¢ao Meridiana e cilindro equilatero tem na janela

2D as defini¢oes a na janela 3D foi-se construido inicialmente um circulo na base e com

Q uma esfera com centro e raio de mesma medida. Em seguida determinou-se uma
'

ot

reta perpendicular ao circulo da base e marcou sua intersecao com a superficie

da esfera e sobre esta intersecao >(l2( mais uma reta perpendicular a reta do eixo do

1
cilindro E, em seguida, um novo circulo perpendicular & base usando \gﬁ e novamente
marcou-se a intersecao com reta perpendicular a base do cilindro obtendo assim a altura
igual ao didmetro da base e finalmente construindo o cilindro equilatero.
Depois disso construiu-se a se¢ao meridiana usando as retas suporte dos lados do
quadrado, da mesma maneira como foi feito na construgao da geratriz, como mostra

as figuras a seguir:
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O final desta se¢io ficara como mostra a Figura [£.47]

CILINDRO
ntrodusao. | Concelto | Elamentos o clasafcagdo | Areas s volume | < mereiena oo slsere .

Secédo meridiana de um cilindro € a intersecdo deste com um plano que contém o segmento OO

A secdo meridiana de um cilindro obliquo & um paralelogramo

A secéo meridiana de um cilindro reto é um retdngulo de dimensées 2r (medida do didmetro da base)

e h (medida da altura do cilindro)

Cilindro equilatero & um cilindro cuja secéo meridiana é um quadrado. Num cilindro equilétero, g=h = 2r

Figura 4.47: Secao Secao Meridiana e cilindro equilatero: do autor, 2015.

Vinculado este altimos objetos ao booleano da secao e ocultando as retas suporte,
a esfera e o circulo perpendicular a base concluiu-se esta secao. Neste applet foram

desenvolvidos estas acoes que o torna apto para disponibilizagao offline.

4.6 Passo 36 - Applet do Capitulo 13 - Cones, do

volume 2 da colecao

Neste applet temos as seguintes secoes: Introducao, Conceito, Elementos e classifi-
cacio, Areas e volume, Secio meridiana e tronco. Nesta tltima secio temos a subsecdo
Troncos e cones semelhantes e os seus respectivos botoes e valores booleanos.

A Figura traz a tela da se¢ao Introdugao. Nela tém os textos e as imagens
sobre elementos do cotidiano no formato conico a esquerda na janela 2D enquanto que

na janela 3D temos um cone reto definido cuja base possui o centro no plano zy e o

é Cone

Neste ja temos que os cones feitos aqui por meio da ferramenta se-

vértice do cone em um plano paralelo a este.

rao retos e, desta forma ao movimentar o vértice do mesmo tém-se a sua inclinagao
completa. O plano paralelo construido podera deslizar para cima ou para baixo (em

relagdo ao eixo z) conforme se queira ilustrar as imagens/fotos exibidas.
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Os objetos abaixo podem ser encontrados no nosso dia a dia
Todos se assemelham com a forma geométrica chamada cone, que vamos analisar neste capitulo +
Observe afigura ac lado (na janela 3D)
Ela apresenta as seguintes caracteristicas:
= uma superficie circular, que chamaremos base; ®
=uma ponta em V, que chamaremos vértice;

= superficie lateral constituida por todos os segmentos de reta que tém uma extremidade na circunferéncia
do circulo da base e a outra extremidade no ponto V

Essa figura tem a forma de um sélide chamado cone

Figura 4.48: Secao Introducao: do autor, 2015.

A secao seguinte, Conceito, temos o texto da definicio de um cone qualquer na

janela 2D e a janela 3D traz a representacao geométrica da definicao a seguir:

Definicao 4.2. Consideremos um circulo de cento O e raio r, contido em um plano
a, e um ponto V, fora de . Chama-se cone circular, ou apenas cone, a reunidao dos

segmentos com uma extremidade em V e a outra em um ponto do circulo.

CONE
Introdugio_ Concerto Elamentos e classifcagio_ | Areas e volume | Segao merdiana stronco

Consideremos um circulo de cento O e raio r, contido em um plano a, e um ponto V, fora de a.
Chama-se cone circular, ou apenas cone, a reunido dos segmentos com uma extremidade em
Ve & outra em um ponto do circulo

Animarl

Figura 4.49: Secao Conceito: do autor, 2015.

A Figura .49/ mostra a construcao realizada. Usou-se dois planos paralelos ao plano

- .
Ty com em

. L, . . .

< em um deles um circulo de raio fixo (medida 2 w.c.) por meio
[s2;

de e dois pontos sobre este circulo, um na sua circunferéncia e o outro um ponto

interno pertencente a ele.
a=2
Em seguida com —= feito na janela 2D determina-se o angulo com valor entre 0 e
llt a=2

i ® ——

360° e * também em —<2 na janela 3D seleciona-se o ponto da circunferéncia e seu

eixo de direcao e, ao ser solicitado digita-se 3, que é o controle deslizante da janela 2D.
Agora para obter o triangulo que gira em torno do eixo do cone, determinou-se

um ponto no outro plano paralelo ao plano zy e dois segmentos que partem dele, um
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segmento ligando este ponto (vértice do cone) ao ponto interno ao circulo e o outro
a sua respectiva projecao no segundo plano e o segmento que determina a medida
da altura e por fim o segmentos que ligam o ponto moével (que gira na circunferéncia
conforme controle deslizante) ao ponto de proje¢ao o vértice do cone.

Para completar inclui-se na janela 2D os botoes de animacao "Animar” e "Parar”
para acionar o controle deslizante e determina-se o tridAngulo compreendido entre o
vértice do cone, o ponto movel e o centro do circulo. Apods isto, habilita-se o rastro

deste triangulo para obter o "cone de revolu¢ao” como destacado na imagem a seguir:

Renomeia-se os pontos para atender a definicao, inclui-se os textos-legenda dos
segmentos: g da geratriz do cone, h da altura; e oculta-se a reta de diregao do circulo
e o ponto fixo da circunferéncia e secao ficou pronta.

Para secao seguinte, Elementos e classificacao, como mostra a Figura4.50} aproveitou-
se todos os objetos 3D da secao anterior, incluiu-se o texto-legenda do segmento r raio
do circulo da base do cone e incluiu-se um novo texto da janela 2D onde ha a descricao

dos elementos, a classificacdo de cones e a equagao:

2+ h%=g? (4.7)

A qual relaciona as medidas de um cone reto e conclui-se esta secao.

A Figura mostra a secdo Areas e volume. As formulas de area e volume se
apresentam na janela 2D. Assim como em cilindro o volume de um cone se da por
comparacao, neste caso ao volume da piramide e, com efeito, na janela 3D tém-se
uma piramide e um cone de base de mesma &rea e altura congruentes. A obtencao da
area da base foi-se do mesmo modo para se obter na figura [4.46] Os novos elementos
construidos nesta secao se refere a planificacgdo animada por controle deslizante na
janela 3D da superficie lateral do cone.
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CONE
[ntrodugéo | Conceto | Elerkinios o clsssicasao | Aress e volume | Segao meridana e wonco

= O ponto V & o vértice do cone.
= O circulo de centro O e raio de medida r € a base do cone,
- Cada segmento com uma extremidade em V e @ oLira num ponto da circunferéncia da base & uma geratriz do cone.
= A disténcia do vértice ao plano da base € a altura do cone.
Quanto & inclinagéo da reta VO em relagéo ao plano da base, um cone classifica-se em:
» cone obliguo, guando a reta VO € obliqua ao plano da base;
»cone reto, quando a reta VO & perpendicular ao plano da base. Nesse caso, VO & a altura do cone.

@

Observacdo
O cone circular reto & também chamado cone de revolugdo, pelo fato de ser gerado pela rotagéo de um tridngulo retangulo
emtorno de um de seus catetos,
Observe gue em um cone de revolugdo vale a relagao: P4+ hi= gZ

Figura 4.50: Secao Elementos e classificacao: do autor, 2015.

Para obté-la determina-se um ponto mével no circulo da base do cone como o que foi
construido na secao anterior porém o angulo sera determinado a partir de um segmento
(cuja medida corresponda ao angulo de rotagao) na janela 3D (este passo da construgao
foi feito no solido cilindro).

Determina-se uma esfera cujo raio seja a geratriz do cone e as retas: perpendicular
a base do cone (eixo do cone) e a reta que passa pela geratriz e em seguida marca-se a
intersecao delas com a esfera.

Em seguida, determina-se o circulo que passa pelo ponto moével e por este dois
QO [#
ultimos pontos determinados usando em L e sobre esta circunferéncia marca o

setor circular através de Q em \g, cujo arco tem comprimento igual ao angulo de
rotagao (digita-se a expressao —(Segmento[T, V]rSegmento[P, S]/Segmento|R, S]) ao
ser solicitada a medida do angulo, sendo P, R e S os pontos do segmento que contém
o controle deslizante.

Desta forma ao mover o ponto P do controle deslizante a area lateral é planificada

dinamicamente. Segue a tela final da construcao desta secao.

CONE
{Inrodugao. | Conceito | | Efementos e classicaga || xc  volune | | Segdo meriiana e ronco |

Area da base (An)
A drea de um circulo de raio de medidar & a érea da base. Logo Ab = s
4 Arealateral (A) %
Area lateral & a @rea de um setor circular cujo raio é g (geratriz do cone) e cujo comprimento do arco & 27
(perimetro da base). A érea lateral pode ser visualizada se planificarmos a superficie lateral do cone. Veja na janela 3D:

2nr-g _
Entéo a area lateral A é dada por ‘A= 5 = 7rg Portanto A= " g

Areatotal (A)
A drea total de um cone € a reunido da area da superficie lateral com a &rea do circulo da base
Substituindo A1 = 7rg ¢ Ag = 7% vem: Ap = mrg + 7 = Ay = mr(g+r)

Volume (V) do cone
Considersmos um cone de altura de medida h e area da base A, Consideremos também uma pirémide de
altura de medida h e @rea da base Ay Note que a pirémide e o cone tém alturas iguais e bases equivalentes
Suponhamos que os dois solidos tenham as bases contidas em um mesmo plano @ e fiquem no mesmo
semiespaco de origem a. Qualquer plano B paralelo a a que secione o cone também seciona a pirdmide, e as
seqoes B, e B, tém dreas iguais a Ay, pois sdo congruentes as respectivas bases. Entéo, pelo principio de

. . b . As-h
Cavalieri, o cone e a piramide tém volumes iguais. Voo o= Vi amige: COMO Voyamige™ 3 entdo Vegpe= 3
m-r2-h
Concluséo: o volume de um cone é igual ao produto da area da base pela medida da altura: V = 3

Figura 4.51: Secdo Areas e volume: do autor, 2015.
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Na secao a representacao geométrica na janela 3D da secao meridiana se da pela
construcao do triangulo que contém o vértice e um didmetro do mesmo, conforme defi-
nicao apresentada na janela 2D. Conforme comandos explicados anteriormente obtemos

a construcao como mostra a Figura [4.52

CONE
Introdugao | Concetto | Elementos o classiicagao | Areas e volume | Sz 1edans < onco.
| Tronco e cones semehhanics

Segdo meridiana de um cone ¢ a interseq&o dele com um plano que contém o segmento VO.
A secé@o meridiana de um cone reto & um tridngulo isésceles

Cone equildtero & um cone reto cuja se¢do meridiana é um tridngulo equilatero
Num cone equilatero, g = 2r.

Figura 4.52: secao Secao Meridiana e tronco: do autor, 2015.

Quando secionamos um cone circular reto, por um plano paralelo & base (supondo que o plano ndo contém o vértice do cone),
ele fica dividido em dois sélidos e o sdlido que contém a base do cone “criginal” & um tronco de cone de bases paralelas
Facamos a identificac&o dos principais elementos de um tronco de cone:

= Base maior do tronco - AE & a base do cone original ou primitivo.

= Base menor do tronco - Ab & a secéo determinada pelo plano ao interceptar o cone.

Essa se¢do é um circulo e corresponde a base do novo cone

= Altura do tronco - h: & a distancia entre os planos das bases.

wGeratriz do tronco - g: é um segmento contido em uma geratriz do cone original, cujas extremidades

s8o pontos das circunferéncias das bases.

CONE

Areas
Base maior (AB) - Adrea do circulo de raio de medida R é chamada rea da base maior do tronco. Logo As = i
Base menor (Ab) - A érea do circulo de raio de medida r recebe o nome de area da base menor do tronco. Logo: Ab = wr?

Area lateral (Al) -A superficie lateral de um tronco de cone é a reunido das geratrizes do tronco. A area dessa superficie é
a érea lateral do tronco ¢ dada por A1 = 7&(g +1)

Volume
Considere um tronco de cone de bases paralelas, cuja altura & h. Sendo R o raio da base maior e 1 0 raio da base menor,

w-h
J1entao o volume V do tronco & V= -5 [R2 +Rr+ rz]

Figura 4.53: Subsecao Tronco e cones semelhantes da se¢cao Secao Meridiana e tronco:
do autor, 2015.

H4 uma subsecao denominada Tronco e cones semelhantes e nela foi-se incorporada
os textos da definicao e as formula de area e de volume. Novamente o Geogebra nao
possui ferramenta pronta para construir um tronco de cone.

E, entdo, construiu-se um superficie de revolugdo para determiné-lo (este passo
esta descrito na Figura[4.32] da se¢do Principio de Cawvaliere do solido Prisma, e aqui a
funcao é a reta que passa pela geratriz e é ortogonal ao plano zz e fazendo a mudanca
de variavel escreve-se a mesma como f(x) =y = ax + b e delimitada pela coordenada
do ponto que define o plano de se¢io paralelo ao plano da base).

Ao final tém-se a Figura
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4.7 Passo 37 - Applet do Capitulo 14 - Esfera, do

volume 2 da colecao

Neste passo teremos o ultimo applet construido para este trabalho, pois se refere
ao unico sélido geométrico ainda nao estudado, a esfera.

Na figura tém os botoes da se¢oes, os textos e a imagem que traz objetos reais
no formato esférico (a propria imagem do livro da cole¢do) na janela 2D e como nao
se tem nesta secao objetos na janela 3D, foi-se selecionado um botao e destacado sua
programacao nas suas propriedades aos quais vincularemos os objetos das duas janelas.

Em tempo o valor booleano obs é da subsecao Observacao da secao Conceito, ex-

planada a seguir.

ES F E RA €2 Preferéncias - Capitulo 14 (vol 2) - Esfera.ggh X
Tmagem = . =
Bisico Texto Cor Estilo Avancado Programacdo
CE e — i :

Ponto Ao Clicar Ao Atualizar JavaScript Global

CObserve os objetos seguintes: intro=true
conc=false

secasfalse

elem=false

volu=false

areasfalse I
pant=false

fuso=false

cunh=false

obs=false

Cédigo GeoGebra v || OK Cancelar

Valor Boolear
area
cone v
< >

Figura 4.54: Secao Introducao

Todos eles tém a forma de uma esfera, solido que passaremos a estudar agora

A Figura se refere a secao Conceito do solido esfera, onde na janela 3D fo-

)

J (sendo ocultada a menor delas) e

ram construidas duas esferas concéntricas com

determinados pontos sobre as superficie esféricas e dois dos raios da maior usando a fer-

ramenta segmento " em "/1\. Ja na janela 2D textos e o botdo com respectivo
valor booleano da subsecao Observacao

Como se é sabido que a esfera ¢ também um solido de revolucao, a subsecao Obser-
vagao, ver Figura[4.50] tratara das proposicoes tanto do sélido quanto da sua superficie
na janela 2D e na janela 3D as respectivas representacoes geométricas.

Proposigao 4.1. A superficie esférica de centro O e raio v € a superficie gerada pela

rotacao de uma semicircunferéncia em torno de um eizo que contém seu didmetro.

Proposicao 4.2. A esfera de centro O e raio r € o solido de revolucao gerado pela

rotacao de um semicirculo em torno de um eizo que contém o didmetro.

Ainda nesta janela (2D) temos um controle deslizante cujo valor é angular (tempo-

rizado para 0.5°0 incremento e 10 a velocidade) e os botdes "Animar!” e "Parar!” que
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ESFERA
(il S e (SRS D

Consideremos um pento O e um segmento de medida r. Denomina-se esfera

de centro 0 e raio r o conjunto dos pontos do espago cuja distancia ao ponto O

€ menor ouigualar.

Na figura ao lado (janela 3D), observe que os pentos P, Q, R, S e T pertencem &
esfera, pois suas respectivas distancias (d) ao c!%[ro 0 sdo menores ouiguais ar

E importante diferenciarmos esfera de superficie esférica: a superficie esférica de
centro O e raio r & o conjunto de pontos do espago cuja distancia ao ponto O é igual ar. @

0
Observe, na figura ao lado, que os pontos R e T pertencem a superficie esférica, mas P, &
Q e Snéo pertencem. ‘u‘ ®

Figura 4.55: Secao Conceito: do autor, 2015.

realizam a animacao da revolucao de dois setores angulares de 90°adjacentes e de um

e

mesmo circulo na janela 3D, onde foi-se feito uma esfera com [ secante ao plano xy

com seu centro e extremidade externa do raio pertencente a este plano.

Foi-se marcado a intersecao entre a esfera e o plano usando @ e a reta perpen-

3

dicular ao plano zy no centro da mesma utilizando “—% e suas intersecoes através de

¥

>\/[2z e em seguida por meio de em E determinou a rotacao do ponto para com

marcar os setores angulares abaixo e acima do plano xy.
Programou-se o botdao Animar usando:

Ao Clicar  Ap Atualizar  JavaScript Global

1 | IniciarAnimacio[a trug]
2 | DefinirTracal p, true |
3 | DefinirTracol g, true | I

e de forma andloga (trocando os valores booleano de true para false) programou-se
o botao Parar. Portanto esta secao esta pronta.
A secao seguinte, Secao de uma esfera, é representada pela Figura [4.57] onde temos

na janela 3D uma esfera que foi secionada por um plano que corta o raio no ponto

@.\‘ _/' Segmento

A. Para isto determinou a esfera através de L—4 e em seguida usando

B

~ I3 determinou-se seu raio passando por estes dois pontos. Sobre este segmento foi-se

i%A \\.\- Plano Perpendicular
criado um ponto usando == e com seleciona este ponto e o raio

determinando um plano secante & esfera.

Agora por meio de @ determinou-se o circulo de intersecao entre este plano e a

(I A
esfera. Marcando-se um ponto B pela ferramenta = sobre o circulo da intersecao
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ESFERA
(st | susaoch s v [ EieREERRER) |NENRERRARR]

u A superficie esférica de centro O e raio " & a superficie gerada pela rotacao de
uma semicircunferéncia em torno de um eixo que contém seu didmetro

m A esfera de centro O e raio T & o sdlido de revolugéo gerado pela rotagéo de um
semicirculo em tomo de um eixo que contém o didmetro.

o

+

=

romer SR .
@

o

[ Gbservacio

Figura 4.56: Subsecao Observacao da secao Conceito: do autor, 2015.

D»

das dua superficies é possivel estabelecer um triangulo retangulo utilizando e

<]

destacando seu angulo reto usando N

Nesta secao a parte textual da janela 2D além das definicoes tém-se um algoritmo
dindmico que calcula como exemplo o valor do raio da esfera exibida e calcula intera-
tivamente e dinamicamente a partir da relacao entre as medidas: s - raio do circulo da

secao, d - distancia até o centro e r - raio da esfera; por meio da equacao:

§* 4+ d? =r? (4.8)

ESFERA
_ Partes da esfera _ _

Quando um plano © intercepta, em mais de um ponto, uma esfera E |

decentro O eraio 7 , 0 conjunto de pontos comuns ao planc e & esfera é um circulo,
como mostra a figura ao lado na janela 2D

Dizemos, assim, que toda secéo plana de uma esfera é um circulo. 0 raio desse circulo
varia de acordo com a disténcia do plano © ao centro O Quanto mais préximo

de O oplano @ interceptar a esfera, maior seraa medida S do raio da segéo

Se @ passar pelo centro o} .0 raio da segdo determinada sera o proprio raio da

esfera e, nesse caso, a segao recebe o nome de circulo maximo da esfera
(movimente o ponto D na janela 3D que determina a disténcia do plano ao centro da esfera)

Exemplo : Suponha que um plano aintercepte uma esfera, a 1.25 ¢m de seu centro, determinando nela
um circulo deraio 1.57 ¢m. Vamos encentrar a mediia do raio dessa esfera

Sejam.

d: distancia de aao centro O d = 1.25

S raio da secdo; s = 1.57

"' raio da esfera

No AAOB temos

P=s'+d? =1 = (157 + (1.25) = P = 2.46 + 1.56 = r* = 4.01 = r = 2.

Assim, o raio da esfera mede 2 cm

Figura 4.57: Secao Secao de uma esfera: do autor, 2015.

Ao vincular a exibicao dos objetos da secao ao valor booleano da mesma clica-se
no botao da proxima se¢ao, Elementos de uma esfera correspondente a Figura
J& nesta secao temos as definicoes de paralelo, meridiano, Equador, hemisférios e

polos na janela 2D e suas respectivas representacoes na janela 3D. Novamente com
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-
g construiu-se a esfera. A ferramenta @ auxilia a determinacao do circulo de

intersecao entre o plano xy e a esfera.

1

A P
Por meio de = construiu-se o eixo da esfera. E com ~Li marcou os polos. Agora
Al

L . . 1.
com e —=* se fez um ponto mével marcou um meridiano que passa por ele. Por

R o .
fim usando e se fez um ponto sobre a superficie esférica e determinou-se um

S 1t /
,/' egmento em

paralelo moével e “Ispara determinar o raio até este ponto do paralelo. Em
seguida usando a ferramenta de textos incluiu-se os textos-legenda de cada elemento e

terminar esta secao vinculando tais objetos feitos ao botao da mesma.

ESFERA

Observando a figura ao lado, vamos caracterizar os elementos de uma esfera de centro O, raio F
& eixo de rotagdo € L :

= Pélos; os polos F’1 e Pz correspondem aos pontos de intersecéo da superficie esférica com o
e
eIxo

.. paralelo

= Equador. & a circunferéncia correspondente & segdo obtida por um plano perpendicular ao eixo e,
pelo centro da esfera. O circulo associado ao equador (circulo méximo da esfera) divide a esfera em [
duas “partes”iguais, conhecidas como hemisférios. O plano XY corta a esfera em duas metades e
= Paralelo:  a circunferéncia de uma sec&o obtida por um plano perpendicular ao eixo € meridiand
Q plano que contém um paralelo é paralelo a0 planc do equador.

= Meridiano:  a circunferéncia correspondente & seéo cujo plano contém o eixo da esfera : *s
; i)

Figura 4.58: Secao Elementos de uma esfera: do autor, 2015.

Na se¢ao Volume da esfera, representada pela Figura [4.59 foram construidos dois
pontos sobre o plano xy e uma reta perpendicular a um deles e o segmento que os
liga. Determina-se um cilindro equilatero e dois cones retos congruentes e com vértice
comum cuja altura é igual ao raio do cilindro. Portanto, digita-se no campo de entrada
Cilindrole_1,2xb_1], Conele_1,b 1] e Cone[k, —b_ 1], respectivamente, onde e 1 é
o circulo da base inferior, k£ é o circulo da base superior e b_1 o raio.

Em seguida marcou-se o ponto de interse¢cao da reta com a base superior do cilindro,
determinou-se o segmento que liga os centros das base e sobre ele marcou-se o ponto
médio (vértice comum dos cones). Este passo foi necessario para determinar o plano

-
que contém o centro da esfera de raio igual ao do cilindro por meio de

Novamente com a ferramenta, marcou-se um novo plano paralelo & base superior
do cilindro e em seguida um ponto sobre ele que se define um segmento congruente
a altura do cilindro e paralelo ao eixo dele. Sobre este iltimo segmento defini-se um

ponto (do plano ) que determinara o plano de se¢do paralelo & base entre os solidos
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< €7 Capitulo 14 vol 2) - Esfera.ggb

9 Arquivo Editar Exibir Opgles Femamentas Janela Ajuda

AL AJO] &l reg == <)

~ Janela de Visualizagio

e

| 47
5 ©volume V' de uma esfera de raio T ¢ dado por. V = =5

Demonstracéo: Vamos tomar um cilindro equilatero, cujo raio da base érea altura & 2r

1| Seja V o ponto médio do segmento MIN, contido no eixo do cilindro. Desse cilindro retiramos PR S
‘| dois cones cujas bases coincidem com as bases do cilindro. Esses cones tém como vértice . | Y
¥

, comum o ponto V' e amedida de suas alturas é T, como mostra a figura na janela 3D d
¥ O solido geométrico obtido sera indicado por G e 4
Considere agora uma esfera de raio r e o sélido G obtido acima Imagine que essa esfera seja - L /‘
s L]

Jii o
tangente a um plano e que o cilindro original descrito tenha base contida em & NL\; I
Quando um plano 3 _paralelo & base, intercepta a esfera a uma distancia d de seu centro, A J[ -
: g g b 2 _ g2
ele determina nela um circulo de raio s cuja area & @s° = r(r —d) <

Entrar.

X

~ Janela de Visualizagdo 3D =

Mo mm v

O plano 3 naturalmente  tambeém intercepta o sélido G auma distancia d de V'  determinando,
como se¢do, uma coroa circular. Essa coroa circular & limitada por duas circunferéncias: uma de raio '
eaoutraderaio d comr= d, cuja area é dada por: x(rz — dz)
Concluimos que as dreas das secdes na esfera e no slido G séo iguais. Logo, pelo principio de Cavalier,
aesferae 0 solido G t6m o mesmo volume. O volume do sélido G pode ser calculado por:
v,;:vq‘—vam:2wr2-r—21r2-rﬁ,v,;: M =Vg= 4;r3

3 3 3

’-TTA

4
Segue dai que o volume da esfera também é dado por: V = T

Entrada: )
™

Figura 4.59: Se¢ao Volume da esfera: do autor, 2015.

construidos.

Como este plano intersecta os sOlidos marca-se com a ferramenta —— a inter-

secao entre eles, sendo exibidos circulos e editando suas cores na barra de estilos

¥ — v AN Y

destaca-se suas areas de acordo ao textos e definicoes da janela 2D
(drea de segOes iguais implica volumes iguais), na qual se é apresentado o texto da
demonstragao e as formulas. Apds isto oculta-se alguns objetos e vincula-se os demais
ao botao da secao, de modo a ficar como a Figura [4.59 encerrando esta se¢ao.

A secdo Area da superficie esférica, ver Figura , fara uso do calculo do volume
da esfera (sec@o anterior) para se obter o area a superficie esférica.

Embora [I] apresentem uma esfera texturizada com poligonos regulares (e.g. esfera
de Gauss), optou-se aqui em fazer alguns tridngulos esféricos para cobrir a superficie
da esfera e, também, deixé-la transparente para que ao destacar um destes triangulos
e assim montar uma piramide de base triangular.

Entao criou-se uma esfera dado centro e um dos seus pontos g e sobre a mesma
I-A o.l
marcou pontos de modo que por eles tracou arcos de circunferéncia . Em

seguida, destacou-se trés arcos que formam um triangulos esférico com a cor vermelha
e marcou-se trés raios cuja extremidades sao os vértices deste triangulo.

Na janela 2D construiu-se os textos e as formulas onde foi incluido o texto dinamico
que calcula a area da esfera exibida, para fins de exemplo do célculo por meio do texto:
"Na esfera da janela 3D sua édrea ¢: "A = 4\pi(c_2)? = 4c_2*\pi\;u.a.” sendo ¢_2 o
objeto segmento dindmico do raio, concluindo a construcao desta secao.

Encerrando estes capitulos (esfera e deste trabalho) temos as duas segoes: Fuso
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Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

| Y[ [ S P [ P N S NG

~ Janela de Visualizagéo

X

= Janela de Visualizagdo 3D X
T m #C~> D~ B [HE|0-

Area da supertice ssterica JURPRRRERERl ]

3 A area A de uma superficie esférica deraioré: A = 4

; Para deduzir essa férmula, vamos utilizar a seguinte ideia: uma esfera pode ser decomposta,
de maneira aproximada, num nimero n de pirdmides, cada uma com vértice no centro da
esfera e tendo como altura a medida do raio da esfera, como € sugerido pela figura ao lado

i Esta e uma ilustracéo correspondente ao caso de todas as pirdmides terem bases hexagonais.
Observe que a superficie da esfera fica dividida em M poligonos cujas areas séo dadas por
A A LAy Assim

A1+ A+ ...+ Ay = Acsrera (area da superficie esférica)

Usando essa decomposigéo, o volume da esfera € aproximadamente igual @ soma dos volumes dessas
Arr Aer Anr
+ o
3 3 3

n piramides: V =

4mr®
Vimos que o volume de uma esfera de raio T ¢ dado por V = =5

4mr r 4qr? r
Dai ——— = = (A + At e FA) = = = Ao = Acstora = 41
St LR Ut N .
Ma esfera da janela 3D sua area & A = 4m(2.39)% = 22.787 u.a.

Entraga: )
™

Figura 4.60: Secdo Area da superficie esférica: do autor, 2015.

esférico e Cunha esférica; acionadas pelo botao Partes da esfera as quais possuem
elementos da janela 3D em comum. Para dar inicio a construcao do Fuso esférico nesta
janela, habilitou-se os eixos e o plano selecionando individualmente no menu suspenso
que aparece ao se clicar com o botao direito do mouse ou através da barra de estilos (
conforme descrito no Passo .

|’\\!~ Janela de Visualizagdo 3D

L Eixos
#H Malha

7 Plano

Barra de Navegacao

Exibir Todas os Objetos 1

Visualizacao Padrao Ctrl+M

;2 Janela de Visualizacdo ...

ALy

Para tanto, construiu-se uma reta que representa o eixo de rotacao, usando —= a

partir de um ponto no plano zy, exatamente na origem do sistema de eixos (0,0, 0),

definido no campo de entrada por "PontoEm|PlanoXOY|’outro ponto no plano xy para

I
determinar o circulo maximo da esfera por meio de 2 e 0 raio (msy) do mesmo com
~" Segmento N

Para se determinar o angulo « dindmico que delimita o fuso esférico criou-se um
controle deslizante a partir um segmento (ny) sobre o plano zy e o ponto pertencente ao
mesmo de modo a definir outro segmento (a3) que é um pedaco do segmento original,
destacando o seu estilo (espessura) e o ponto movel.

Isto se faz necessario pois construiremos uma superficie de revolugao dinamica e
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interativa definida por meio de coordenadas esféricas e este tltimo segmento (ag) re-
presentara o comprimento do angulo «, sendo ( a funcao de duas variaveis paramétricas
que escreve a superficie esférica de acordo a medida do angulo . Conforme em [7] uma

esfera pode ser parametrizada por:

((t,8) = (masen(t)sent, mosen(t)cosh, macost),ms > 0,0 < a <7 A0 <6 < 27
(4.9)

No Geogebra foi-se escrita como:
Superficielm_2 sen(t) sen{8), m_2 sen(t) cos(8), m_2 cos(t),t 0, 3.14160,8, 5, §+a_3(6.28/n_2)]

Entretanto para facilitar a visualizacao optou-se em fazer com que o fuso esférico
gire sobre o circulo quando arrastamos o ponto que determina a extremidade do raio.
Marcou-se a intersecao da esfera com o eixo vermelho (z) e determinou-se o angulo
(0) entre este ponto e a extremidade do raio fazendo com que o comece apds o raio
destacado do fuso superficie.

e
L

E, em seguida com *

determinou-se a outra extremidade do angulo «. Nestas
extremidades foram inseridos os textos que determinam as medidas do raio e do angulo
Q.

Quanto a janela 2D foi incluida as defini¢oes e as formulas. Na parte final deste,
incluiu-se usando os itens do botao objetos selecionando os valores dinamicos do raio
(mg) e do angulo (ag * 6.28319/ny) determinado pelo segmento que representa « e
escreveu texto a seguir que calcula instantaneamente a area do fuso.

"Para calcular a area do fuso esférico, podemos estabelecer a seguinte proporcao:

drr? Afuso _ 4m(m2)?(a3\n2*360°) “ .

360° = ageatoeim = Afuso = 600 . A area desse fuso é az\ny * 6.28319 x
2 27

m5 cm”".
2

A Figura [4.61] apresenta a tela da se¢ao Cunha esférica.

Vincula-se os objetos da janela 3D aos booleanos fuso V cunh, escrevendo-os ao
selecionar em propriedades, na aba avangado, no item condigao para exibir objetos.

Como ja dito os objetos 3D da secao anterior serao exibidos aqui também e, desta

forma, nesta secao acrescentou na janela 3D os setores circulares correspondentes a

Construiu-se uma esfera dado centro e um de seus pontos, marcou-se a intersec¢ao

extremidade do angulo o usando e vinculando estes ao booleano cunh.
com a reta e em seguida ocultou-a (para se ter o trés pontos que determinam o setor
circular).

Na janela 2D escreveu as defini¢oes e formulas e o céalculo (dindmico) do volume da
cunha a partir da interacdao na medida do angulo « na janela 3D. Apos isto o arquivo
estd pronto para se tornar applet.

A figura [4.62] exibe o resultado obtido na se¢cao Cunha esférica.

Portanto, encerram aqui todas as construcoes no Geogebra dos topicos de geometria

euclidiana abordados no ensino médio.



Passo 37 - Applet do Capitulo 14 - Esfera, do volume 2 da colecao
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ESFERA
(nttodugao Conceio | Sesao douma estere | [ ESENGHARESEr) (VSERARSER)

(D

Fuso esférico ¢ a superficie gerada pela rotagéo de uma semicircunferéncia, a qual gira © graus
(0” < ar < 360" ) emtorno do eixo que contém seu diametro

Quando @ ¢ dobrado, a area do fuso & dobradg; friplicando @  também a area do fuso &
triplicada; e assim sucessivamente

No caso de o = 360° | o fuso transforma-se na superficie da esfera, cuja dreaé A = 4mir?.

De modo geral, a érea do fuso é proporcionala @ e, portanto, pode ser calculada por uma regra de trés simples
Vejamos como ficam as expressdes da area de um fuse em funcdo da medida @ do &ngulo de giro, em
graus e radianos:

Para © em graus Para @ em radianos
Acsiera _ Auso

« Acstera Atuso 2
S = =g — i T N =2
360° et Ao 90° 27 « fuso = 201

Essas expressées ndo precisam ser memorizadas, pois sempre podem ser obtidas por meio de regra de trés
simples, como mostra o Exemplo 4, a seguir.
Vamos calcular a area do fuso esférico da figura da janela 3D
Para calcular a area do fuso esférico, podemos estabelecer a seguinte proporgéo;
4’ Anso ~ 4w(1.9)%(50.7°)

360 501 = Ao = % A drea desse fuso & 3.2 cm?

Figura 4.61: Segao Fuso esférico: do autor, 2015.

ESFERA
nrogugao | Conceto || Secao de uma estera (EEERGRNAESE) (MBUMERRESE)

— [T )

Cunha esférica & a sdlido gerado pela rotacéo de um semicirculo, o qual gira @ graus
(0° < o < 360" ) em tormo do eixo que contém seu diametro

Quando @ é dobrado, o volume da cunha € dobrada; triplicando @  também o volume da cunha é
triplicada; e assim sucessivamente

3

No casode « = 360" | a cunha transforma-se em uma esfera e seuvolume & V =

3
De modo geral, o volume da cunha & proporcionala © e, portanto, pode ser calculada por uma regra de trés

simples. Vejamos como ficam as expressées da area de um fuso em funcdo da medida ¢ do angulo de giro,
emgraus e radianos:

Para @ em graus

Para @ em radianos

3
Vestera _ Veunha amr

Vestera _ Veunha 2ar?
Lo O s Vot =
et 3

Observe que a superficie de uma cunha esférica contida em uma esfera de raio " & a reuniéo de um fuso

esférico com dois semicirculos de raio . Assim, a area total da cunha esférica ¢ igual & soma da érea do
fuso esférice com a drea de um circulo de raio

=V, = —
360° a cunbe = 570¢ 27

Para calcular o volume da cunha esférica exibida najanela 3D, podemos estabelecer a seguinte propor¢do:
4 Veunha 47(1.9)%(50.7°)

P . L, 1 = "/ s 2 u.v.

3% 36 50.7° cunha 1080° O volume da cunha &

Figura 4.62: Se¢ao Cunha esférica: do autor, 2015.







5 ANALISE DA PESQUISA

Para que possamos fazer uma analise e revisao da pesquisa é viavel que além dos co-
nhecimentos matematicos neles englobados sejam também lembrados os pré-requisitos:
escrita IXTEX, logica, comandos no Geogebra.

Dentre os softwares matematicos livres existentes atualmente no mercado o Geo-
gebra é o software livre e gratuito de geometria e algebra com a interface bastante
amigavel. E, além disso, ao explorar mais profundamente o software os recursos avan-
cados permitem a elaboragdo de objetos (applets) que unem logica, programagao e
matematica. Por ter linguagem IXIEX incorporada e, também, processar valores e al-
goritmos dindmicos (comprimento de um segmento, drea de uma figura plana etc) este
programa permite uma visao mais ampla e generalizada da Mateméatica propriamente
dita e, neste caso, da geometria euclidiana.

Nesse sentido ressalta-se a importancia de se compreender a linguagem KTEX para
se escrever textos no Geogebra em linguagem matematica usual e convencional, bem
como as ferramentas disponiveis no software, quando, por exemplo, se quer produzir

2

uma sentenga do tipo: 7 um retangulo de base b e altura a tem area ab” sendo a e b, ob-
jetos dinamicos (controles deslizantes e/ou representagdo geométrica e um segmento);
em que os valores de a e b sao alterados os valores de a e b a sentenca é reprocessada
graficamente e numericamente online na tela do software.

O ponto a destacar é que as alteragoes das propriedades dos objetos tém ficado
com facil acesso nas tltimas versoes do software, apesar de nao estarmos avaliando o
software em si, as propriedades dos objetos aparecem na janela principal abaixo da
barra de ferramentas, onde nela é possivel alterar trago, tamanho e cor e fixar o objeto
na tela de visualizacao.

Durante a revisao do material foi percebido que os botoes ao serem acionados nao
se destacavam, ou seja, nao mudavam a forma e a cor. Entao para isto foi incluida
uma programacao na cor do texto de cada botao de acordo ao seu valor booleano. Ao
acionar (clicar) o botao, o texto passa a ser vermelho ou troca de cor, indicando a se¢ao
ativa. Este comando fora ativado na secao "Cores dinamicas” da aba "Avancado” do

item "Propriedades” como é mostrado na Figura 5.1
A medida em que se foram produzindo os applets ficou evidente que o software
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{7 Preferéncias - Capitulo 9 (vol 2) - Geometria espacial de posicdo_final.ggb X
il & B H % =

Botio ~
bt1

bi10 Condicia para Exibir Objeto(s)
bt11
bt12
bt13
bt14
bt15 Vermelho: Selintr L true, 1]
bt16
bt17 Verde: 0
bt18
bt18,
bt19 Transparéncia: 0
bt2
bt20 o

bt21 s X
bt3
bta
bts Camada: 0 v

*
L
L]
@ b6
L]
L]
L]
c

— - =

Basico Texte Cor Estilo Avancado Programagio

Cores Dindmicas

e

Azul: O

bi7 Descricio: Modo Automatico +
b8
bt
ilindro
)

[ Permitir Seleio

] Localizacio
e Y,

Cone
K v

Janela de Visualizago [ Janela de Visualizagio 2

Figura 5.1: Propriedades avancadas do objeto com cor vinculada a um valor booleano:
do autor, 2015.

Geogebra é um software de desenvolvimento/compilagao, pois 0 mesmo aceita condici-
onar os seus objetos e ferramentas disponiveis ao contetdo a ser abordado e adequar
os contetdos aos objetos utilizando comandos de programacao e scripts de linguagem.

Todo material ja vem sendo utilizado durante as aulas que leciono numa instituicao
de ensino em Caetité para os 2° e 3° anos do Ensino Médio e isto ajudou a melhora-lo

e ajusta-lo.

5.1 Desafios encontrados na realizacao

Produzir algo é sempre compendioso. E inovar ou transpor algo requer sempre
tempo e dedicacdo. Ao iniciar este trabalho pensiavamos que seria bastante leve e
rapido o feito. Inicialmente foi se pensado em trabalhar os topicos de geometria sem
seguir especificamente um livro ou material didatico. Porém, buscando aliar a pesquisa
a pratica docente no ensino foi-se idealizado que os topicos de geometria elaborados
fossem os mesmos presentes no livro didatico de ensino médio, nivel em que atuo na
docéncia da disciplina Matematica.

E isto se tornou um desafio, pois agora tinhamos ideias, definicoes e estruturas ja
prontas no livro para serem reconstruidas no software e para deixar o material mais
proximo e semelhante ao livro se fez necessario transcrever maior parte do mesmo no
software. Ou seja, foi criada uma versao digital "enxuta e concisa” dos capitulos de
geometria euclidiana dos livros didatico no Geogebra.

Enxuta, pois nao se faz necessario reproduzir os capitulos na integra no software
sendo que esta "reconstrucao” é feita durante a execucao da aula onde o professor
explana e argumenta as ideias subliminares, apresenta exemplos e resolve exercicios.
Concisa pois a ideias principais de cada capitulo dos livros estao presentes nestes mini

programas os quais, ao mesmo tempo, possibilitam maior interatividade, abrangén-
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cia e generalidade ao trabalhar de forma dinamica as construcoes geométricas, suas
defini¢oes e consequéncias.

Utilizou-se quase todas as ferramentas basicas do software, as quais foram citadas
ao longo deste trabalho, e alguns recursos avangados e incorporada alguns algoritmos de
programacao em codigo Geogebra, que é a linguagem de programacao nativa do mesmo
como, por exemplo, programar um botao para ativar/desativar o valor booleano.

Além disso, em certos textos se fez presente a opcao denominada Formula IXTEX a
qual é um pouco trabalhosa para quem nao estar habituado em utiliza-la. Inicialmente
os applets nao tinham botoes de interacao via mouse e para deixar os applets com
interface grafica semelhante aos programas geralmente utilizados tornou-se necessario
programar botoes e, desta forma, o trabalho abarcou também a programacao orientada
a objetos.

Enfim, o maior desafio foi de construir os objetos com o rigor matematico necessario
para que a sua apresentacao e explicacao apoiada nos recursos do programa contemple
os conceitos e conteudos, exemplos e alguns exercicios presentes no livro impresso.

Um exemplo disso é que o Geogebra nao possui controle deslizante para janela 3D
e até é compreensivel (deslizar no espago em que direcao?) que os programadores nao
tenham feito isto. Entretanto para atender a transformacgao geométrica em solidos
(namero de lados da base do prisma e da piramide, planificagdo da éarea lateral do cone
na janela 3D) foi-se criado vérios para atender a estética da janela e a dindmica do
contetdo abordado.

Outro exemplo é quanto a construcao dos solidos, o software nao possui uma fer-
ramenta para determinar a construcgao de cilindros quaisquer e/ou cones quaisquer e,
devido a isto, foram construidos como so6lidos de revolugao animados nas secoes e
[4.7) onde nestas se¢oes temos a defini¢ao de cada um destes.

O trabalho fora inicialmente escrito no Microsoft Word 2010 e foi-se necessario mi-
grar para a plataforma EIpXpara uma estrutura padrao para trabalhos de Matemaética
como os artigos da American Mathematics Society (AMS) tornando assim ainda mais
trabalhoso editi-lo, porém com melhorias na tipografia textual e formatagao conside-
raveis.

Foi utilizado o compilador ZEXstudz’OF_-] para escrever em IXTEX e o modelo de disser-
tagao de mestrado da Universidade Estadual Paulista Jilio Mesquita Filho (UNESP )P
com alguns ajustes e melhorias. E, assim, transcrever todos estes passos e apresentar
de forma ilustrada os procedimentos (comandos e agoes) realizados tornou necessaria
a utilizacao de um software denominado PrintScr que captura qualquer parte da tela
do computador, permitindo edigao e recorte da imagem /figura no momento da cap-

tura e possibilita salvar em arquivo no formato .png ou .jpg, o qual ajudou bastante

'Disponivel em: http://texstudio.sourceforge.net/. Acesso em 18 de outubro de 2015.
Disponivel em http://www.rc.unesp.br/tmelo/modelo-diss-profmat.zip. Acesso em 18 de outubro

de 2015.
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na criacao de imagens e ilustracao produzidas, pois foram totalizadas mais de um mil
capturas de tela.

Tive como meta didatizar o Geogebra, ou seja, fazendo uso de suas ferramentas
deixa-lo com melhor aparéncia visual, agradavel, conciso e objetivo e, para isto teve-se
que se fazer uma programacao visual com uso de graficos, botoes textos e imagens.
Nesse sentido este software serviu como compilador de mini programas para se apre-
sentar os contetidos de geometria euclidiana.

Outro ponto a considerar foi a necessidade de se criar passos de construgao para
nao deixar o trabalho repetitivo e focar na explanacao das ferramentas utilizadas e de
novos comandos. Ou seja, quando a ferramenta era utilizada pela primeira vez criava-
se um passo de construcao para a mesma e quando era reutilizada o texto referenciava
a0 passo o qual a mesma estava presente.

Ressalto ainda que da forma como os objetos foram construidos os mesmos podem
ser ajustados para qualquer publica¢ao e/ou livro sobre o tema, inclusive para outros
niveis de ensino uma vez que atende a teoria do contetdo. Isto é fato, pois toda
colegao do ensino médio aborda tais topicos de geometria euclidiana. Enseja-se que os
interessados sobre o tema que desejem utilizar os applets tendo conhecimento e leitura
desta dissertacao poderao fazer um applet equivalente a abordagem do o livro didatico
utilizado.

Embora os applets produzidos sejam de geometria euclidiana foram utilizados con-
tetidos de trigonometria, 16gica, matematica discreta, fun¢des e niimeros reais, geome-

tria analitica, célculo integral e diferencial para produzi-los.

5.2 Extensoes

Apos se criar cada um dos objetos e exporta-los para o Geogebratube e, em seguida
baixar como "material offline” fora criado uma pégina em linguagem Html para indexar
os conteiidos e facilitar a navegacao entre os capitulos trabalhados. Foi tirada uma
copia de tela em formato de imagem de cada um dos applets para que isto se tornasse
possivel e programado os links e os hiperlinks para navegacao nos contetdos através
de um programa de acesso a internet (navegador de internet).

Outro ponto a destacar é que estes applets podem ser incorporados a outras paginas

de internet sobre o mesmo contetido/tematica.

5.3 Possibilidades em outros campos da matematica

Apos esta experiéncia no Geogebra foi aberto um leque de possibilidades de uso em
outros ramos da Matemadtica. Agora com a nova versao 5.0 usual, os recursos de com-
putagdo algébrica (CAS), as janelas geométricas 2D e 3D, planilhas e plotagem grafica

do mesmo torna possivel utiliza-lo para o ensino de conjuntos e niimeros reais, fungoes
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e graficos, polindmios e equacoes algébricas, trigonometria, estatistica, matrizes, de-
terminantes, sistemas lineares, nimeros complexos e geometria analitica no plano e no
espaco, limites, derivadas e integrais, superficies, sequéncias e séries, fractais, nimeros
i-terados. Com poucas excecoes, pode-se construir applets para praticamente todos os
contetidos do ensino médio e alguns do ensino superior.

E para se produzir os materiais com botoes acionaveis e interatividade para com o
usudrio se faz util recorrer aos passos das construcoes aqui trabalhados. Sem duvida,

a potencialidade do software foi bastante ampliada nesta versao com a janela 3D.






6 CONSIDERACOES FINAIS

Produzir este trabalho foi muito gratificante. Fortaleceu e lapidou conhecimentos
desde a Matematica ao Geogebra. FEste trabalho foi elaborado com muita dedicagao
e empenho com o intuito de incorporar efetivamente o software no espago da sala de
aula. Pretende-se continuar desenvolvendo e verificando sua eficiéncia e funcionalidade
e, se necessario, serd aprimorado. Ao mesmo tempo, desejo que este trabalho sirva
de inspiracao para outros educadores matematicos utilizarem este software para se
produzir "aulas de geometria dinamica”.

Aos pesquisadores em Matematica e/ou Educagao Matematica que tem afinidade
com mateméatica computacional e geometria dinamica, penso e acredito que ao desen-
volver este trabalho o software Geogebra foi mais uma vez colocado a prova e passou
no teste de praticidade, funcionalidade, eficiéncia e portabilidade de seus comandos
e ferramentas o que s6 corrobora esta ferramenta computacional como um excelente
programa de Matemaética ainda mais potente com as novas janelas 3D e de visualizacao
2, janela CAS e janela de Probabilidade.

Este trabalho foi a todo o momento desafiador e trabalhoso. Criar applets de
interacao dindmica na forma de capitulos, que sao ao mesmo tempo uma sintese: pois
trazem a esséncia das ideias presentes no material impresso; e extensao, pois ultrapassa
as barreiras impostas pela estatica dos livros didaticos do ensino médio possibilitando
assim criar uma versao alternativa do livro na forma digital que tem autonomia e
independéncia. E, ao mesmo tempo, imbuir e incrementar no software mais textos
e definicoes de modo a fazer com que os objetos construidos alcangassem o aspecto
instrucional e didatico da dindmica presente em uma sala de aula: abordagem de
contetidos, explanacao de exemplos, demonstracao de formulas, resolucao de exercicios
etc.

Ao explorar as potencialidades do Geogebra o que se buscou foi fazer com que o
contetido presente no livro didatico assuma uma abordagem moldével, ajustavel, tatil,
interativa, diversificada e ilimitada neste software ao ofertar ferramentas, comandos
e botbes de interacdo e intervencao do aluno/operador de modo a produzir multiplos
resultados.

Fica o desejo de se continuar construindo os applets para os demais capitulos do

livro e sobre os demais conteiidos de Matemaética do ensino médio. E, com certeza,
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frutos deste trabalho serao muito bem colhidos e aproveitados para a melhoria da
Educacao Matematica e da aprendizagem em Matematica dos estudantes.

O ato de educar é transformador e emancipador de cidadaos que atuam e participam
do mundo e da sociedade em que vivem e que para melhorar o mundo é preciso melhorar
a realidade em que vivemos. Estas sao as ideias motivadoras que propiciaram produzir
este trabalho. Por fim algumas coisas a considerar: tudo o que fora produzido chegar
até aqui nao foi facil, todo esforco valeu a pena e busquei fazer o melhor deste trabalho.
Reitero os agradecimentos a Deus por ter me concedido chegar ao fim deste trabalho
e ao meu orientador Jilio César dos Reis que me apoiou durante toda o trabalho e

possibilitou que eu o realizasse como tinha idealizado desde o principio.
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A Instalacao do Geogebra offline

Para instalar o Geogebra é necessario baixa-lo via web pelo endereco da internet
hittps://www.geogebra.org/download através de um navegador (e.g. Mozilla Firefor,
Internet Explorer etc) conforme a Figura

[=SEm=—c)

ttps:// v geogebra.org/downioad | f[»]3]o]

Figura A.1: Tela do sitio do Geogebra para download: do autor, 2015.

Em seguida selecionar o sistema operacional Windows conforme indica a Figura
A2

Ao final do download clica-se sobre o instalador e executa-o. Na tela exibida clicar
em "Proximo”, como mostra a Figura .

A Figura exibe a tela seguinte do processo de instalacao, entao clicar em "Eu
concordo”.

Em seguida clicar no botao "Avangar” conforme indica a Figura

Apos a barra de progresso de instalacao encher, finalmente clicar no botao "Termi-
nar”’, ver Figura Desta forma o Geogebra iniciara automaticamente, encerrando
esta etapa.
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€ ) @ https//wwwgeogebraorg/down v | C | B [+ | Oresquiar | ¥ |8 + A Q@ 4 - » =
GeaGebra Maiersis  Dounlosss  Comunidsde  Ajuda

GeoGebra para Desktops GeoGebra para Smartphones

[ .
L]

X wmosx

download.geogebra.org/installers/Tos=win Parcsios Ene em contato [ f[>[3]=] <

Figura A.2: Tela de download do Geogebra para Windows: do autor, 2015.

Welcome to the GeoGebra 5 Setup Wizard

Clique em Préximo para continuar.

GeaGebra

GeoGebra 5.0.170.0 (November 08 2015) —

Figura A.3: Etapa inicial de instalacao do Geogebra: do autor, 2015.

Pressione Page Down para ver o resto do acordo,

[GeoGebra - Dynamic Mathematics for Everyane F]
It fwwir.qeogebra.org
LLICENSE

You are free to copy, dtribute and transmit GeoGebra free of charge

for

IPROYECT DIRECTOR
= Markus Hohenwarter (Austia & USA 2001)
|LEAD DEVELOPER

Se o5
acordo para instalar 0 GeoGebra .

GeaGebra

GeoGebra 5.0.170.0 (November 08 2015)

Figura A.4: Segunda etapa da instalacao do Geogebra: do autor, 2015.
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Setup Type
Choose the setup type that best suits your needs.

Please select 3 setup type

@ Standard.
Allthe mai features wil be installed, Recommended for the maforty of the users.

€ custom

2 Choose whichprogranm featu
QQ instaled. Recommended

talled and where they willbe

GeaGebra

GeoGebra 5.0.170.0 (November 08 2015) T e P

Figura A.5: Terceira etapa instalacao do Geogebra: do autor, 2015.

2] GeoGebra Installer =] |

C o i de do do
GeoGebra 5

0 GeoGebra 5 fo nstaledo no seu computador.

Ciique em

i para fechar este assistente.

v B Gestabis §

GeaGebra

GeoGebra 5.0.170.0 (November 08 2015) Terminar Cancelar

Figura A.6: Etapa final de instalacdo do Geogebra: do autor, 2015.






B Instalacao do Java Runtime
Enviroment - JRE

O Java Runtime Enviroment (JRE) ou simplesmente Java é a maquina virtual que
da condigoes ao Geogebra ser executado como aplicativo e/ou applet. Entdo para insta-
lar o Java é necessario baixéa-lo via web pelo endereco da internet https://www.java.com/pt_ BR

através de um navegador (e.g. Mozilla Firefoz, Internet Explorer etc) conforme a Fi-

gura

Fazer Download do Java para Windows

»Qaueéolara Recomendado Version 8 Update 65 (tamanho do arquivo: 571 KE)
> Bemoyer versbes als Data da Release - 20 de oututro de 2015

Antigas

> Desalivaro Java

» Mensaqens d Erro

> Solucionar Problemas do

‘Concordar e Iniciar
d Gr:

Java Downloa
> Qutro Tipo de Ajuda

Usuarios do Windows de Ao fazer download do Java, vocé reconhece que leu e aceita 0s
hiis termos do contrato de licenga do usuario final

Vocé usa browsers de 32

bits & 64 bits?

e [ Ao coneluira instalagi do Java, pode ser que vocd precise reiniciar Seu browser (feche todas
sobre 0 Java para as janelas do browser e abranovamente) para ativar a instalagde do Java,

Windows de 64 bits:
» Instrugies de Instalagio
» Requisitos do Sistema

Instalagéo Off-ine

Dificuldades para fazer

download? N30 6 0 sistema operacional correto? Veiatodos os downloads 6o Java
Tente o instalador off-ine

0 software Java d

u computador, ou 0 Java Runtime Enviranment, também conhecido como Java
irtual Machine, Virtual Machine, Java VH, JVM, VI,
Java Plug-in, Java Plugin, Java Add-on ou dewnload do Java

ORACLE

Figura B.1: Tela do sitio do Java para download: do autor, 2015.

Em seguida clicar em ” Download gratuito do Java’conforme indica a Figura

A figura mostra a tela seguinte do processo de instalagao, sendo assim clicar
em "Concordar e Iniciar Download Gratuito”

Ao final do download clica-se sobre o instalador e executa-o. Na tela exibida clicar
em "Tnstalar”, como mostra a Figura [B.4]

Quando solicitado na tela seguinte clicar em ”Avangar” como na Figura [B.5]

Apos a barra de progresso de instalacao encher, finalmente clicar no botao "Fechar”,

ver Figura Desta forma o Java esta instalado, encerrando o processo.
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Fazer Download ~ Ajuda

JAVA E VOCE,
FACA DOWNLOAD
HOJE

Download Gratuito do Java

» OqueéoJava? » EutenhoJava? » Precisade Auda?

Sobre 0 Java (Site em Inglés)

:2; JavaOne~ Q;‘) ﬂ

orrite!
Greenfoot Blue]
e Java + Alice Java + Greenfoot Java +Blue) Oraclc Academy ~Java Magazine
Conforanca
Suporte | Desenvolvecores ORACLE

cas Comerciass | sencao de Responsabiigade

Fazer Download ~ Ajuda

SRR LR Fazer Download do Java para Windows

g e o Recomendado Version 8 Update 65 (tamanho do arquivo: 571 KB)
e Data da Release - 20 de outubro de 2015

Antigas

» Desativar o Java

» Mensagens de Erro Concordar e Iniciar
» Solucionar Problemas do Download Gratuito
Java

» Qutro Tipo de Ajuda

Ao fazer download do Java, vocé reconhece que leu € aceita os
Usuirios do Windows de termos do contrato de licenga do usuério final
6abits
Voc usa browsers de 32
bits € 64 bits? Ao coneluir a instalagdo do Java, pode ser que vocé precise reiniciar seu browser (fzche todas

TS R T as janelas do browser e abra novamente) para afivar a instalago do Java

sobre o Java para

Windows de 64 bits » InstrucBes de Instalacio

- > Requisitos do Sisterna

Instalagdo Off-fine .

N&o & o sistema operacional correto? Veia todos os downloads do Java

Dificuldades para fazer

download?

Tente o instalador oftline 0 software Java do seu computador, ou 0 Java Runtime Envronment, também conhecido como Java
Runtime, Runtime Environment, Runtime, JRE, Java Virtual Wachine, Virtual Machine, Java Vi, JV
Java Plug-in, Java Plugin, Java Add-on ou download do Java

bre 0 Java | Suporte | Desenvolvedores ORACLE
e Uso | Marcas Comerciass | lsencén de.

Selecionar gioma
Py e | Terme

Figura B.3: Tela de download do Java para Windows: do autor, 2015

Bem-vindo ao Java

O Java proporciona acesso segure ao fantastico mundo do conteddo
Java. De solugdes comerciais a entretenimento e utilitirios, o Java faz com
que a sua experiéncia com a Internet seja muito mais interessante.

Observagdo: no sdo reunidas informagGes pessoais comao parte do
nosso processo de instalagdo. Clique agui para obter mais informagdes
sobre os dados que coletamos.

Clique em Instalar para aceitar o contrato de licenga e instalar o Java
agora.

[] Alterar a pasta de destino [ Cancelar | [ ingtalar>
A3

Figura B.4: Etapa inicial de instalacao do Java: do autor, 2015.
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'Configuracio da Java

Obtenha o melhor da web com o Yahoo

[]Defing 0 Yahoo como sua pagina inicial @ mecanismo de busca padrio
emtodos os navegadores, além de ter o Yahoo como sua pagina de
nove guia no Firefox e no Chrome,

Ap clicar em "Prinimo" e aceitar as ofertas da Busca Yahoo, voce esta
sujeito ans Termos g Condigies de Usn e& Politica de Privacidade
do Yahoo. Desmarcar a caixa de selegdo acima rejeitard estas ofertas
opcionais de busca e continuaré com o restante do processo de instalagio.

Figura B.5: Segunda etapa da instalacao do Java: do autor, 2015.

'Instalacio do Java - Co

V A instalagéo do Java foi concluida com éxito

Quando as atualizagies do Java estiverem disponiveis, vocé sera avisado.
Sempre instale as atualizagGes para obter os ltimos aperfeicoamentas
de desempenho e seguranca.

Mais informac@es sobre defini¢des de atualizacdo

Quando vocé dicar em Fechar, o browser serd aberto, para que vocé
possa verificar se o Java esta funcionando.

Figura B.6: Etapa final de instalacao do Java: do autor, 2015.






C Protocolos de construcao de dois

applets

C.1 Protocolos de construcao

O protocolo de construcao é um recurso do Geogebra que exibe todos os comandos
realizados no mesmo para a elaboragao de um applet, de forma ordenada, apresentando
as acoes realizadas e os resultados delas na construgao dos elementos (pontos, retas,
planos, botoes, imagens, angulos, valores booleanos, textos e outros) que o compoem.

Esta opgao é acessada no menu exibir através do comando mostrado na figura a seguir:

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda

[:@ All & Janela de Algebra Ctrl+Shift+A |,

| W h® 5 Planiha Ctrl+Shift+S

| X Janela CAS Ctrl+Shift+K
@ Janela de Visualizagio Ctrl+Shift+1
#  Janela de Visualizagio 2 Ctrl+Shift+2

: Ay Janela de Visualizago 3D Ctrl+Shift+3
Intmduc "_':;f: Protecolo de Construcio l}Ctrl+Shiﬂ+L
Figura C.1: Menu de acesso ao Protocolo de construcao: do autor, 2015.

Nesta secao deste apéndice serao apresentados dois protocolos de construcao refe-
rente a dois applets elaborados. Para nao deixar davida do trabalho e esfor¢o aqui

realizados, as figuras a seguir mostram os o protocolo de construcao dos capitulos 8 e

10 (passos [3.8) e [£.3).
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C.1.1 Protocolo de construciao do Capitulo 8 - Area de figuras
planas

Capitulo 8 - Area de figuras planas
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B S P - )8, os bidngulos
Elkm e Area="+pold+us lires = 1082 us. ) B8 shg comaruenia s
(- Jportanto, suas dreas 530 iguss.
[asc: .
ey i Logn. 2 drea o TinguepEc e
pual 3 metade
s :faszk:::: h. reprasentado g_amlelngramn ABGD, ou seja:
2 figura abiaixo
Jane
l104lFronto & [Ponto de intersecio de du, i |a (337, 073 | e m;:;:;;;gga"ﬂg“’:,;g:f; 3
- [base pela medida da aftura.
105{fsegmenta f; |+ |Segmento [Z. B1] | ————————
Bl L T = Eli———ry L T v Lo =
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— - L 1 = (7.74. -0
rallograms ABGD. o4 seja: [1z8foms & = S
7 B -
120 4[5 dre3 dzum ridingulo € jgual 3 ([£0iForts by = i
Imetade do juto da medida da
Pl lbaze pela medida da situra. (41]Ponto 1, b 1= (182 183)
30| jasc: Si=irac HNZ) SA=rac] + (LaTeX[z]) + »A‘Nmb(b HYEp SA=racfe 55 pﬂl; a Pligana G H pol? = 9.8
4"+ LaTeX[f] + 2= 2 oaz LI
[122]Segmento i [Sepmento [, H:] de Triangule poll_ . = 431
pastirac] + LaTeX]z, f] « 2"+ LaTeX  ||a=fracl18.04){Z1=0.0T us [142]Gepmento p. | [Sepmento [H-. 1] ge Trdngulo polT 8
l[eatS] + " us [122]Begmento s |Sgmente (1., G:] d= Tranguls goil = 5.0
[nsc
131|reto ="+ (LaTeXz]) + ue” lo=2 581 ]
| ez +(aTegz ) < ue ue i43)Rema, |B\ssemzdel‘G‘H 03+ 0,95y = -2.88
‘32 oo B L QTS 2 e e st ue | 144|Retar; [Bissetriz de Hy. I, G: . -057x- 082y =817 L
ﬂtn?f]‘ -
ﬂbumﬂ‘ [Fonto os intersegio deg. - = (1048, 0.21)
133{[5ote bi13 lbt13 lArea pelos ladas &
raio da [146|Reta s, |Reta passando por J, e perpendicular a g Jfs« -1.98x + 3 27y = -10.77
I A Ea Ponto de intersecio des. g =(11.65.0.01
[asc
b 14g]lciroula 1, (ireulo por K. com sentro Jy [x- 1043 + ty- 021 = 188
. o ﬂkam L [Ponto de intersecia de L. = 9.5, 1.18)
[1356|fBot3o bt14 [ot14 Amliiidpzlns ladaos e \ —|r T Foto g imersegia e HERAE]
3 Creunferénia e - ¢
insorta JEamM. 3 [Ponto de intersecio de . by . = 11023, -1.43)
S [150]Ponta . [Ponto oe intersegio de t. b N, = (10.25.-1.13)
[136]]alor fpreasenc = false. ji ~
Boolesro 5 e -
poolezne i 151|lSegmento b: [Segmente (L., J] = 1.38 a
D
. : -
137{\alor 2 brearaios = faise area raios (82| Segmenia ¢ |SE mente [ K]
[Boole
QE:;'E:; 153|[Segmento e, [Segmento [J., W]
-
1asfr a0|[*EC Sejs o tidngulo ABC n \ﬂ egmentsy || |Ea ments [G., J] "
bepresantado na figura a0 lado. N
femquea. 155{Segmento k. |[*” |Sepmento [J.. H,
f ¢ 530 as respectivas medidas. :| g | .
T 154 Eegmenml. Segmento [J..
= E &;gulnl liinguio entre J., K., 1, =50° E
o raio da creunferéngia de - -
|oentro &, insoita nesse trizngulo 7 [138]nguio & liinguio entre G, L, J = 00t P
omo o [ados 62 ABC 30 5 :; f e e
! kanpentes 3 crounferénoia, entio 158 frguin 4 seeie b =
-] F.0Q e [as rr
160]Texto texiozs i
le OR 20 perpendiulares 3 A8, [
[BC 2 AT, respectivamente, cu 161|Texto teaoze -
keja
@ exto texto3s |20 a
] 5 i} - i L
_ s 2 slhrs do r te3lCicuop: ([ (Circulo por o 1, Gy (5 100+ 0437 E
nangu\uAClE reiativa 3o lade -
e - B Mediatriz de H.G4 m:: x4 3.1y = 3048 -
ln 0 = (medids ¢ atura do v
fringuio BOC, it 20 ado m |ieslRean, ) Megiatrz de ., o 248k 412y =-2788 r
: L E = - - ) E
OR = r {medida da altura do [166]|Ponta T |Ponto de intersegSo de ng, m; [T=(10.61,-0.43)
hrianguic AOC, relatia ao kado :l [aBc
| e [ - L
Chamando A 3 drea de ABTC, A, I |Segments [T, G L=288
| drea de OB, A, a drea de n
Boc [Segmento [T, K] =288
e A @ 3r=a d= AOC, entio, A
A B o e+ A tems 170]Segmento 5. ||+ [Segmento [T.1] k=223
0 ‘; N i 4 171{Testo tasaos? |5 s o tidnguio ABC inscrito na F
p38lPonta & __[1* 5 =074 069 [ kircunferénca X de centra 0
T e T 7= > T = T T = =
E: o — )
lssim sendo, no losango PORS
0 k< m é 3 medids da diagonal
[172[Pants U . [Porta sobre p: U= (0.49, -3.08) Imalor & n & a medida da disgonal
- Imenor. 2 drea A de sua
[173{etor v, - etor(T, U] 1= (-112.-285) i & 1l
BUpUEON & N CU:
[asc
Fo= D™ = a
[174|Texto textozz o=+ (LaTeXfi] + 431 fsefforis = K a72 20
[ABC - (.
[175Texto + (LaTeXlpd) + l=t.8 . o - BT
7 e, as|ponts P. =208
176 st AaC + (LaTeXr]) + =5 55 1 [Segmento [S. Pl 22378
ext032:
= - [Mediatiz de 57, oy =-1.00
177|Texto textodt 2 ) ol = . N
\R,am,,mp,,,au{p,}{; Y anden pi Sroi brariiZ mgmmw he|ponts @ . [Porto de intersegho de au ts =(272,-1.08) 3
{p(HE} ‘vande', \penmuwm\ 0
tesfportor || * [Porto sobre a, [R.= (1152, -1.00)
INa! figura! a0t ladol temos i N figural 2ot lada! temos:1. .
53, Civoe, || — |Cireulo por R com ceniro @ (- 8727 + [y + 1L.0BF
la=rmci( + (LaTeX[ul) + " ue" + LaTeX  [|A=fac{(431,u.c.5.55 uc. +4.8 188)Biculo o (Ciculo par R gom oentrn & o 72+ [y« 1.0
[+ e + + LaTeXjg] + 7 uc rimes” « [ u.c Jimes1 30! .e: . N
[LaTex]e:] +  u.e} (2} Rightarrom A=irao hmwA"(raqHﬂ?\umes orto S, [Ponto de intersecso de ¢y 8y 582, -1.08)
ILaTaXp: + b + g + v LaTeX[e: |aen BB L. B
o mé ? ﬂz E‘E‘r%gi T + usHE- E:Igdlilalem > [Poligono 5, R, B, 5 lpol2 = 10.52
[178{Texto teaozz || *P° IA=tfrac{ab! sam thatCI: le.=iFrac{sbi s=n! hat({Cl2). Begmentos: [ |[Gegmenio] d= Quadiislero pols
o ) ) ) |Begmento 1. [egmento [R.. P.] o Cusdrilstern poi8 =
oo sl st sanca podamas - [Usanc i dos senca W [ Jearens . 51 Qussisies pos
= ' ) [Eegmemos. | [Eegmento [5. 5] o= Guadiiero poll
Ihat{Cly g sent ‘hat{T) 3 N
= fracicHzRy! |=2RiRigntariom sen! that(Ci=ra] |ezlinguo | guio entre R, @, P,
(HZR
[E! substituindo! na equagic! anterioril s ‘ -
= 1 sutstituindo! nah equagiol [Segments [5, Ry] £a=58
=raciabelaRy terorh
clabeHAR): et L? [Reta passando por P ¢ paralela a by iy=0s
INa figura! temos- s ~Frac{abel{4R).1 -
i Sl AR m}ma 3 |Festa passando por S e parslela 3 by ey =-283 it
Potizel”+ (LaTlg) < luatimes s Ve g tamest .
aTeX[n:] + 7\ u.c. 'bmes’ rLETEX[n]f \ et gy - |Reta passando por R, & paralela st ix=1152
uc}{sums + LaTeXig + " we =il + [lA=fac] 4 By cimes 555 ue. =
lLaTelg: i+ u s+ LaTeX(da] + = lomes 51 1y ifbmes2 281 - . ! s
A et ) oo T . [Ponto e intersegio de e s [r.= (1152, 0.8)
(e m}'nmu\ IPonto e intersecio de f, g lUs = (1152, -2 88) E
stz .
exto texiodd [R="+ (LaTeX[g ™ p22 -
[176|Text odt T ) ||D_B‘Eabww‘ - etor(R i = (0, 1.58) (o
130]Testo tetodn || 55 |2 dres de um tridnguio £ 5 L~ -
metade do produts do perimetro ator ux etor(F, U] b= 10 -1.88) T
p=lo 13i0 da circunferdncis - ir
nscrits ata g - [Reta passando por 51 & parslela s t: by x =522
31| Testo teod 1 || EE e de um tridngulo & o ant Vi at] [Ponto de intersegho de f by (5.82,-2.98)
iente do produto dos seus =
fados & o quidnpio do raio oa da E _— i
ircunferéncia circunscrita Btor v oS, W] = (-2.8. 0)
o~
7 g - - b
1182 Testo tetodz |2 Considersnda qus o losango & Etor fetors U 4= (28.0) L
om parsleicpramo s s ]
kgnlguawsnas [Segmento [S:. W] )
|aguna|s 50 perpendiculares =
| [egmento [P, 711 E
ki, cbserve na figura que sie pods] lpo7|Testo tescods |2 F F
keer decomposto em quatra
rianguios retingulos congruentes E rec
02 rea £ 2 o s s fagsTevts lestotd 2
[ABC N .o E
s ringulos 00 Testo textods I drea de um losango é igusl 3
jesses idngulos Imetade do produto das medidss 3
s5im sendo, na losango FQRS. |l9== dizganais.
e m & a medica da diagonal =
maior e ¢ a medida ¢a disgonal 10[Texto texiods R
mencr. a area A de sum ooc
o 11|[Testo textote s
lsupericie ¢ tal que: -
0 bt 2|Testo tetoso ||*2° lba

T

T
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hltnangu\n I Poligano Ex, Fa, Gz i =782
[aec:
R13][Texto textods =58 [Eepmento o |[Eegments [=.. F-1d= Trangulo polid =33
lasc . [E34][Segmento = [Segmento [F.. Gz] de Triangulo pol10 =472
o I - 2
pt4Texto textod n= chs o278 [E5Seamenie e [Segments (G-, E] 9= Tnanguio paltl 58
[nac T . P ; s
i e et SV ) ) o At i ooigse [ e ez
o
INal figural ao! ladoh temos INai figurah ach [adol temas:ih [Segmento [A.. b.] d= Tnangulo polil E=s.1s
[Segments [B;, Z,] de Triangulo polii =281
i + (LaTaX(t]) + 7 lo=frac{mnl{Z}=frac(2. 781 u.c. I 3 L s
imes" Lawqh,]- TwcHEE" +La TeX  [[mes5.8i ue {1058 us, [Segments [Z.. A,] de Trisngula palT1 b, =477
Ipoia] + " 0
36|Fonta He .
lase: . H etorfE. H
P16 Texto texns2 onsider o trapézio MNPQ da =
[ e e = Transisgio de A por ws := (8.0 1.18)
[Deserve, na figura, Fe
i [Transisgio de B porws = (1118, 1.18)
e esc= trapézio pade ser =
[decomposto em dais tridngulos T;| o TranslsgSo de Z: por we Ke = (11.8. -1.54)
le Tz, de mesma shura = fais que =
[p soma de suas i Paligono b, J:, K ai11 = 4.27
Jzeas & igual 4 dr=s A de MNPO
Gegmento [1-. J d= Trangulo pali T =514
p17Pants v. = (182, -1.72) [Segmento [, ;] de Triangulo poli? =281
] A 2gments [, 1] de Trisngulo poli 1’ =472
brefponoz,  ||* =378, -172) — |[Segments [ 1] ingulo pol
- - ‘E{am:[#\a, ] 5= (7.98, -0.08)
RlReta ke L Reta V7, ke y=-172 =
> [TransisgSe de C. port, = (788, -1
20[Fanto 2. e = 008, 1) —
- E [Transiagao d 3
sze«al\ = por A & paralela 3 ky hey=1 = e Ao port
-
0 -
@'Eumn B || Fonto sobre | = [F=zmenty L ]
5 = =
usdritero [+ Poligone £ V1, 21, B RetalH o y=1.18 I}
olg 3 i _
[Fearen = |[Eeamenta IA., V] = Qusariaters pold Reta passands por Ko @ perpendicalars ds e x= 119
[Eegmento v, [Segments [V, Z,] de Guadrilatero pold IParto de intersegio de di, hy 1.18)
[Eegmento = |[egments [2 . £.] de Quadnlatero pold
[Eegments b |[S=gments [Bx A:] o= Quadriaters pole [Segments M. K
[Reta passanda ndicalar 3 ky [Segments [+, N
fp2s5]Pants C. [Ponts de intersegio de k. m. h
- Segments [V, C]
T,
l27jisegmento o, [Segments [, A p=272
N Ir.
ringulo I [Poligana W, As, Z lpalt = 7.682 N
ol1d |Angulo entre & 2.V, =00
E28jEegmentoz [T |[Sepmento [y, Ag o= Taangulo pol10 =
[Eeaments v. [Sepmenta [# Z1] de Triangulo pol10 A Esub entre e, £ =8
8[Segmento . [Segments (2. V] de Trianguio pal1 =50
[Z8|Segmenton, || |[Seomento (2. Vi oe Tuanguo ol o entre Ha N K 2
zzgu:um D, D.=it174 18
J “Assim. | tzmos i lessim| temes: 1\
panlfvetnr u, etorfZ, 0 Jus = (7.05, -0.08) InhKz) 2 Z racinhi2j=ifra
] - jout sejarit imhenh}Z) ! oul e
pat|Pants E: - [Transisgio de Vi por us E-=16.14.-18) E
- A=iiracijmnhizi 2= fraci{men bz}
pazfpons k. |[*7 [Transisg3o de A por us .= (7.82, 002) n A elmeniniEy
N figural, acima, temos:i, Nai, figurai acimal termas:
r o
zslFonts 5. ko [Translsgo de Z, por u; [E:= (117418
< [ASITaGC + (LATeX[vD + e, o ¢ LaTeX. [AracS61uc 43 1 uc)
5 I i . 7. 6] + " weitimes” + LaTeXqd + "w.c iz} [[times: cHZ=1188us
Emgu\a Poligono E;, Fz, G: fpolt = 7.62 | = 2
[Feaments g [Segments [E., F.] de Tranguio pol10- o E— "
= I AR e [Texto texto§ [}
E— T = == = comonir. T W i 3
5 |E7E|Eegments ic [Segmenta [V, ;] de Poligan pal13 [ingefinida
lesslfrests tevans |5 b [E7a]Eegmenta i [Segmenta [Ws, O-] g Foligono poil3 [ringshinido
et teciopz | EC N ﬁkam% . ||ann médio de p, 0.22, -4.58)
[ABC -
exto texioBd P 78] [Segments k ||~ |5= mento 2., 7] Jee =151
a5
5t texiofd ] b 70 frexto tmaoss|[*5°
solir | le, dr=s de umn trapézio & igusl 3 gule ingulc entre S, Z,, P lp=g0°
matade do produto da soma das =
[redidas das bases pela medida be1|[sagmente 1 || Segments [F-, 5 =302
-
lpsslresto teaone || m="ls |m =50 [222egrento my/l* ISegmento [P, O
g e =114 e [pa3fresto taaoro) *%° drea s um poigons reguar & ¢
i ey e
ﬁ exto 272 i B
fexto53;
&I o tmos "0 = gmento n, Segments [T 7 he=302
-
|’2;| sttt . lpas]jzegmento p |[ Segmento [U,, B indsfinido
15—
v . f
l@' o oo a1 E epments g, Sepments [P V] , indefinido
= -
S R N
a5 orsiderando um poligena L m egmento 1 Segments [F: ] b ingefinido £
lar de n lagos, d -
o o o 1 iea. o= MElear @Eegmenw s || |Szgmemu Pzl lss indefinida
-
- $15: medida do lado; 30 [Segmento t |Segmento [P:, A mdafinido 1
- . d
a: medida do apdtema -~ | : .
e o msiaes egments 3, Segments [F., 5] lo: indefinico b
530 0 centro do poligano e o . .
jponto medio de ﬁ Fadn)‘ iegmenta by || © | [Segmenta [P, C] lb: indefinido.
. -
p: perimetro. 02||Segrents & |[* |59 menta [P, 0:) ; indefinida I
-
5|[Segments 4, || |Sepments [P, £  indsfinids
ssim, por exemplo: - ’QL\\)
mento & Segments [P Fq le: indsfin
7 s Ul i -
Er0liimer n n na=d Indmero de dos | 1 [ Segments [P, G , indafinido
prifponte e, || b = (2,04, .84 E o !
— — lpgélsegments g: [Segments [P Hy , indefinido
prefponor.  |[* Fi= 28,282 P - !
- 07||Segrents by |[* Segmenta [P, 1] lh: indefinido E
prafponto . [|4* RotagSo de P pelo Sngulo 360° 1 2 n, .= (30,352 ~ C
B i [ | [Segmenta [P, Ki] i indefinido i
lereportsr; ||+~ [RotscSo de P pelo Sngulo 380° 12 .= (89,382 -
00||Segrants j [+ |Sepmenta [, B li indefinida
75|[Pants S [Rotago de 0 pelo ngulo 360° /n. =(115.-22%) -
egmento k, || ¥ [Sepmento [P, Ly lk; indefinido
76|[Poligona Foligonaf0:. 5 nJ pol13= 1125 ~
| 2] egmento I:_||* [Segments [F:, My I indefinido ]
[Eegmenio o Eegments [0 5.] 0= Pollgono poli =522 y | _
Fegnenioo. Segments [5. ] oe Foligono poit2 — m Segments [P, N, Im: indefinido
[Poligona[0:, 5z, 2= (8.25, -2.34) R E_IS - | P
Fallgana[0s 5z na - indsfrido 03| [Begments n, = Sepments [ 0 b indisfinido 4
Foligono0:. [z ingefiniga " egmento p, || |59 ments [, P.] , indefinido
Tligono0:. | indefiido = "— i
Foligono[O:. |22 indefinida 05| [5egmenta g |[* [Segmenta [P5, Q)  indefinido
Poligona[O:. B indefinide u o | ] .
Fooas |E: wesiwiee oelgegmenm n [Sepments [R., ] I ingefinido ]
= -
aligono[Q:, - indefinido n egmento s, |Se menta [S:, P l5; indafinida r
Foligono0:. D indemido
Poligono]O:. E. ingsfinida ﬂ egmenta t; || Segmento [T, 7] : indefinido
oliganol0;, 5., F.indefnida L .- | -
[Foligono0- &= |Gz indzfinide 3 [Sepmenta [Us. P2 fgs indefinido
S L 0 |
[E78][Pont= o [Poligono[0:, 52 |H: indefnido ﬂlgegmenw be [ |Szgmemu Vs P lbs indefinida
[E7elFenta T [Poligona[0: 52 |- defnide L= ]
T " T T = = & T e T T = =
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pa0]iSegments by ||~ ||Segments v, P |l indinico Beeesy e T N [ vy U P p st o sy
- | | [P22]f5egmente = Segmerm [Q. P] de Poligono pol13, |5+- mdefinida
11|Segmenta ¢y Segmenta [V, Pi] o indefinido [PZ2/Seamento v, [Segments [P, O] d= Poliganc poli3; = ndefindo
Znguos |7+ fanguio entre O-. . 5 =120 ‘Lzs“ﬂumz, - [Ponto megio de ps f2:=(1151,-1.79)
_ ||aBC - - -~
ﬁ@” LaTeXlpafi + M u.c (=B ue. Mgagmem ko || [Segmento [Z,, Py 1.57
Jo12)[Tto texoge | [*°° =+ (LaTeXfk) + e le=1.6%uc 25 Tede jasc
lnsc . extodd
§{Texta texiod7 Essz.pmgum & regulaﬁ.uuruniu\du\ del
+ (La inguios! congruentes, Q gulo 1 léngulo entre 5. 7., P p: = 00°
nost quals.a\ Zturai e, porgrznics,
jfurst i3 i -
amos: e messia @Eagmem | Segments [P, 5 L=314
Temos: -
ueft{a=" + LaTeXng] + "Wrac{l 2} gments ms|* [Segments [P, 0 ms =314
Neff{A=3-tracdl a{Z}0 S
p="+ LaTeX[n] + T ightii ﬁ egmento nw| |7 Segments [T. 7 o =314
Logei A=fiaef” + LaTex]n + a2} prot vt .
ety Rt gl Az a0ji5egmento pu Segments [Us, P.) o ingefinida
(Rightsmow, A= rasip-2}{2J0 J? " ‘ i
Na! figurat temos:i space: 31|lsegmento . [Segments [, V)] . ingefinido
It figurai temos 1 ispace: -
i 32||Segmento e | [ |Segmenta [Py, Wi I indefinido
lictior » Lo - | a ‘ _
A La_r:%‘;] = ';\)z(;[r;]m;ef: mi’{)qpnf; e E%ﬁ?; 51tz =rac 33||3egmento su [Segmento [Fa. Z:] |50 indefinido
= B o) = flus. -~
* + LaTeXpolt3] + u.s- 34/Segmento to ||~ ‘SE ments [P, A o indefinido
- - -
oL b pac2 Inimero de lsdes | 36|isegmento 3, || ‘SE ments [P, B |2, ingefinido
0
Foto C. * (8.0.3.08) by ‘Segmerm [P, Cd b indiefinido
A R
T8Fonto Py |[* Pe= (1024, 0.85) @Eegmenm P | ‘Szgmemn [P.. 04 1 indefinida
Cad 3 ar /2ng = (-1 -
18]Ponts 0 [Retagao de Py pelo npule 360° /2 ne o = (1024, 0.66) E éa mentodul | ‘SE et . EJ i
b - N . - -
baojporo R, || [Rotagin d P, pelo Snulo 350° /2 e Fu= (1024, 036) ol Segments [, £ L. indinicio
21|Ponto S L [Retagdo de O. pek dnguls 380° / ng e = {1311, 0.41) I Seqmento [P, G4 windefinida
=,
. =Y R ~
Fai N Poligano[Qs. 5. n] palt3 =128 b4lisements 5,.||* Seoments [2, W . indefinido
= -
jSegmemop. [ |[Seamen G, 5 6= Poifgano poli3, pa=5.44 42)Segmento hyo| |+ ‘SE mento [P, 1] Iy indisfinicio
B2 Eegmento - [Eegments [5.. 1:] d Paligons polla, =541 =
Foligona0.. 5. Mo ir.7%.009) 43)|gegmentois ||* Segments [P, KJ s indefinida
Foligona[0s 5., ng s indeFrio -~ L
F‘mu.‘ e ndeide m egmento s ||~ ‘Segmanm [P js indsfinido
— -
[Poliano[Cs, 5., 1 Indefinida ﬁEagmem [ | ‘SE ments [P, L] ez indefinida
Foligona[Oz. 5. ni . indehnudo = =
[Paligana[0s, 5. ng [E- ind=finido I || |Segmenta [P, M. o indefinido

[Poligono[Os. 5., ng

Segmenta [P, M.]

iy indefinida

el

T

Foliganol0s, 5, ni . indefido 47 anE”‘E""" <
Folfganol0e B Deindereids = 3
[PaligonalQ;, 5., nl [E ind=finida B4g|lsegmento n.||*” [Segmenta [F.. O] In+. indefinido 7
Foligonol0s. B 1 - ndetnido N ]
[Foligono[0s. 5u. ni 6. inafinide 40jSeqments .|| Segments [P, P.] . Indiefinido
[Pollano[0s, 5., N i ndefido _ o ‘ I
- Segmento [P, O 11 indieinik
[Poligona(Ox. 5. e [ ndeinds I il egments [P, O] Indeinide L
= -
[PaligonalOs, 5., nd l, indefinido ﬂ egmento | [* ‘59 ments [Rs, Ps I indefinide
oligono[0;. B s Fingetnias N
FoligonolOs, G ingefinide egmento s/~ [Sepmento [S: P 510 indefinido E
Foligano[0.. M ndefnda N p )
Poligenc(Os, S, n |[H indefinide fii [Segments [Ts, P ;. indefinida I
Foligono0.. .. 1 ][5 ingefiid 54Sagmento ay| | Segmento [Us, P ks indefinico
Foligono[Qe Sa. s | Pringeinge =
[Polfono[0;, 5. 1 < ing=finise p55|iSegmento by || |Segments v, P, Jb+1 Indi=finido,
[PoligonalQs, S, e Rz ndsfmido 1 - ‘ P
o & PolfaonoD: 5. 0 e el 8 (e segment . 71 - ndefinido
T e T == = = T e T = = k=
~
ﬂgegmenw £ | ‘SE ments [Q, S
I o ||MEC
- 75| Teodo texdaT8 [+ QaTexag) =231
[ e | Hsegmemn V&, P . Indefinido (eTede )
I 3 N N ,ﬁ&mmam - Fa=" s (LaTeX(r]) + ™ =120
s7lfinguioo. [+ jguio enire 0. Fi. S = 120° =
= [
77 Texdto texdoB2 lirao{Aalpha}=irac] ipi r*Z
i;ﬂu" A0c = (LaTeX(pd) + ue” =54diuc JES(-};?Q,,;,,;A:(,,M g
o, laiphajgasoy i
B aec o e g
e 5=+ {LaTedfi]) + tuc =157 uc. 78 Tests tanang3 [ 2" - Note que, se & medids do
el ingula ceniral fosse dada em
i ter
80) o c1y (Circulo por Ss com centro Py 1w - 10245 + (y = 088 = radianos, tenamos:
2.8 78(Texts 80 I'Nat figural acimal femos Ac=ifrac{ "+ [N figural acimal temas:
e e - extodds (LaTeX[]) + "}360°) pi © + LaTexa,] +  ||Re=tirac] 120.01°H360°
lpe1|[resto ercor2 ="+ [LaTeXp] + =214 A S 395 ne
e 4 G
2| Texto texioT3 onsider a seuinte sucess3o 5
= poipones reguiares mecries lssolroo ., . larcocrouisqa., R 52 =434
lem circulos de raio de medida r [F3T|Mmero o) [Cemprimento de Arco de fru = 454
gFS'E "{‘:ﬂg'ef“"ﬁ"‘z 32|Fanta Fontof [ [Ponto em f.. Pantof{13} = (1251, 1.14,0)
=i 1
o [Jaee .
83|[Texte texioT4 (Observe nessa sucessio que, se lnsc _— — _
Bl 53 Texto el +(LaTedlo) + e =4ddluc
bumenta,
comprimento da apétema 4 [Testn testona [5G IMiraciAs{alphaj=trac] ipi "2} \pi } amgA spnaj=iract o212
ambém aumenta, 2 passo que L \Rightarmov A= rac] alpha r* 242,11 Ipi HRightarrow A.=lfrac 'alpha
comprimento f"l}'{?} i
Porémt clphs 1 4.0l comeriment o
o lado diminui. Dessa forma, e Entao) Aliscx 2l Rigftarow Parmi ‘sigha
ruanda o nimero de lados de um -ﬁa:r TILATeXTr o + o s LaTeXan] & ) da‘ arca’ Entlo|
lpoligong & [H2)="+ LaTeX]z] + us. Ac
lextremamente grande: - g2 i s
- 0 52U parimetro (p) € [E8s|Parts Te s [Te = (10.06, -2.84)
leproxmadamenis igual zo C n
komprimento da o [pedpomeu. ||® =113, -0.18)
: ; . ol ]
[ircunferéncia do circulo (2m; srlcirulo ga  |'2 IGirculo par Us com centro T ;: (¢- 10.08F + (y + 2,84 =
-2 medida do seu apotema (3) & 1021
Lsproxmadaments igual 3 medida
o ezz]segmento b, [Segmento [T, Ug pu=32
i . A
fai g circula (1), ou seja: E 20|Fonte Vs . [Ponte sobre b:s fa = {11.15, -1.18)
et . =
s pores “jg”;:m;:‘f;‘?:‘:';f P loolciouion. || (Gireul par s cam cento T s - 10,08 = (y + 2,248 =
lquadrado da medida do seu rain. 5] 29
A
lbeslporoc, |[s" lou= 1108, 008 . it eaijPonte v, |[* [Ponto sobre .. W = (1035, -5.02)
0B, ||* k.= (13.36,-00) "E:egmenw i [Segmento [Ta, W) =32
-
Mlgmu . (Circula par R. com centro Q. ;- 1106 + iy + 08 l@@egmem]., - [Sepmenta [T Vil s=2
35 1
- [ T — | lsejam C, e C. efreulos
oglFonios. || * [Ponto sobre d l5e = (10.12. 1.95) : cujos respectivos
Faios medem e 1, comR > £
etor &1, SetorCircuiadQy, Re 54 les=58 1
hama-se coros crcular o
[ABG) njunio de pontos
yid i pontos que
=y texdor i pertencem 3 regiso limitada peias|
- |[ABC =
28 teigoT d feircunferéncias de €, & Ca, ou
ulo 1 Angulo enire Ry, 0 5. = 120010 B o 5= Pomos aue
73|[Texto texosn |[*F° INa figura ac lada temos: - ndo partencem a C.. como
a2 lado.
{leftyC: circuloh del centrol Ol el [rosta 2 figua =2
Faiol sl medida lotsenve que 3 drea de u
s roa crcuiar £ gual diferenca
“é‘r;";‘?‘“‘ ghi\r}‘gum.'dg lentre as areas dos circulos
hama-se setor circular de.centro s raios medem R e -
in e medida & dnoyln ]
T P T R = Sy TS B =
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. 5 o pore s
04| [Texto textos7 | [*E° l5ejam €, = C. circulos ﬂﬁx g % “wz& A.c]
Entricos oujos respestics ~
raios radem R & r, com R # 1 1412[Segments 1. |7 |Segmento [Zs. C:
G::lm:s :DD:;EI m“'a' o fe13[Segments nuy| |Sepments [Z,, A
e i -
periencem & regia imitac paiss ﬂlgggmgnn, o |7 |SEamemn 12..8]
fercunferéncias de € e G ou ad
lseis. o canjunto 33 pontos que le15]Testo teantd B
jpertencem a G, @ o
In3a pertencem a C.. como @10l ferobs o
imostra 2 figura ao lado. Lt 7lrexto textona |2
oserve que 3 drea deuma K N 4
roa circular & igual 3 diferencs € [£18[Angulo & Angulo entre A, 7y, Gy =8471°
fentre as &ress dos circulos oo
fz19]Testo texton? sipha = + LaTeX[g]) = ™ |alpha =65
\cuios rsios medem Rer
k20 Testo tentoz | [*2° -
95| Texto tedosa |2 "Logo. sendat Logo. sendotl
) o e Seja SiwidehatABS um arco de i Sadehia{AS]3 um aro de
[ 3t dreat dat coroai circularth lac 31 dresi dal coroa! circulsr murferéncia, contida em um cireul oujo contido em um
raio 5. irouso cujo raio med §rS,
I 2t dreal dot circulol maiorii. le a1 dreat doh circulol maior:
. 5 . . lcome & mostrado na figura. me & mostrada na figura.
|61 5t dres! ol eirculcl menort temost (A al dreal do circulo! menor
= ke (Chama-se segmento circular o conjunto de |[Chama-se segmento circuiar o Bl
|5c=AicA, Rightarow A= TR*2-mr2 lpantos que pertencem & parte do circalo njunto de pontes que
tptarow A2 i Righaman e limitzda. pernsem S pata o e
ightarrow A=m(R"2-r2)1 i
) lpelo arco Swidehat{AB]S  pela corda de )
I figural temos:1h IRightsmow AR -2l xtremidates A 2 B (destacados 30 lado).  [[p=lo 3100 Shwidehat[AB)S  pela i
rda de extremidades A e B
A=+ (aTeXfin] + et = rLaTeXU e g e |nssim, 5 rea do segmenta circular (345 a0 la
o & igual 3 diferenca entre a drea do setor
-+ LaTeX]jo] + “2)=" + LaTaX[is -m« . \Rightarrour lssim. a drea do segmento
ligius &—aw[a 2 M] S2pus (rcuiar (34..5) @ drea do tringuio OB [lircular (3A_.5) € rgual
o o ETS—— ierengs enre = area do setor It
96| [Texto textoss =+ (LT = "luc Re3.2iue.
20 A8 = BAS - B s Ousela, i3 [Fircular (SA) 2.2 drea do
lae7[Testo tecoes |[*°  aTe ) =2\ uc. Iigura tamos: ringuio ADB. SIA, el
JABC (308 = 3AuT - 3A n ace8. Cu
03| Texto tentoBD keja, na figura temos:
Em texopn |[*%° 4 ! E
fe00|[Texto tergom [ 2 4 u“?:? 1Blus-5741u o
hus:
|ABC =3 B
h201|[rects textonz |8 érea ds coroa circular é 3 j et A
Sz uric . dcs ir le21|T=xto testons |4 res do segment ciroular & ir
‘aniooe de rics fpul 3 e carea dreado
\maior & menor. lsstor circular & 2 area do
— € e Jridnguic.
kozlFontoz. ||* 2. = (8:36.-5.72)
— 0 |z [resto texaosa |[*° =+ (LaTeXEa]) + e =256 wc.
ko3lponto s, ||* =110z a8 =
L [le23resto tecos “Assim, 52 o retingulo ABCD chamamos:  [|éssim, s2 no retingula ABCO L
s (Circula por Ar com oentro Zs s (x- 828y - 2727 = b AP R— b
- JABCD o, simslsment, &re2 o et dres da supere i pek
- ] sBc: Fetinguio ABCD ou i
Segmento (2, Al mos=3.56 res do retingulo
n lb: medida da base BG: |=acD; "
kos|jponto s, |4 Rtsco de A, pelo dnguic 180° =5 384 I I medids da altura AB: temas: lo: medida da base 8C: P
leo7finguiow  |[+4% |inguio entre 4. . B: a0° = +berue)-[+hsus) I medida da sftura AB; temos:
utl - L us E
o) F (215 uz)= F
fs0zljarco o - larcoCirculariZe, A B = 1118 i p— ¢ ¥ h
A
koglpomto e, ||* Panta sobre pis = (0.77,-045)
410) Tnlj&gulo e [Poligane Zs, T, A poli2=5.74 le24ffresto teso7s || *EC Meft{p=2ipi rl. 2ipi fh
ol
F0Eegmento 5. |[Eepmento (2. C.] 6z Tranguis polz [ 3 la=riright lo=rrightit [:r
A conmenn - 1 T Ear o T e e— T T o il = -

[A=ac(2igi =i 2 quet & 2
jol. de raig!

\ poligongl
b= Wraofp-

Ireqular & d=da, poy
[FHZ

I entSo | nessel caso, | temos 1l

Imedidz r1 Assim:i
o= 2t %
lspacett

I s tema i« (LaTem]) +
"3="3 LaTaX]my

2 e
s expressao' 3al rea o

fessim:
la=ipi P2
|sgaceit

IMait figurs! temos:t
lA=ipi-3.14"2=0.85ipi \us.

le2s{frexta [ABC = fraci2alpha sen ialpha))|
feato 100 [1alpha’ em
i Fadianos)
le26rexto. [r8e dresa do sefor ciroular &
o101 feroporcanal
Engulo central do circulo que o
™
leo7rexto jABe [Prof. AntGinio Carlos Bastos:
[ Jreoto lscusa

criada com o GeoGebra

T

T e T
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C.1.2 Protocolo de construcao

do Capitulo 10 - Prismas

[T

lano passanda por V. & paralzla a
0XOY

[Piano w.

[Planc passando

r Uy @ paralelo a vs

P RISMAS & JPranoo- [Planc passando por Fy & paralelo & ws
[1nmscusso || Goncedo | Etsmentos o casstcspso | | partismpeco | Pareeiepped tetungutr ) sz
oo st voune | i i | PrnopossCome | e rore cione | -
’z|—|}an|§n bz (9K [Elementos &
Cbssrvs ac lado algurs objstns sncortados sm nossa codians |eiassifcacdo
lz_|h |28 [Parsiss
a5 Apresertsm caraClansizAs COMLNG TS Como —
b3 [Boors |9 hes IParsisiepipedo
= sues siperlities s3c corsiices de pofgores retanguiar
) ~ . i I o bt lBotzobm || =] IDi=ganal
» cads u csles tsm psb msros do s peligonos congruemss contidos sm plarcs parslalos; .
folume
g5 Dulras pOIgoNes S0 pEIAkINTETOS e
b5 fomob || |2xd licaghes
Soidos com esses ceracterist cas sdo cramados prismas k N oK .
bs [potsors | 5 [Princigio d=
[Cavabere
ﬂ otiorn [ ho liress & volume
P8 |[resto temon ||*5€ FRISMAS
.
kg [valor 7 ntro = frue
[Boolzano inrg
.
0 [Valor 7 one = false
Foolo
=
e
kelam = false
o :| evlearo
N MNome Barra de Definigio Walor Legenda lem
Femramentas o -
lpara = fals=
; ;“"‘”‘Ij aetzns per
E_|Fonto Uy
E_JFantz & |E [pararet = false
Fonto L A
5_|Poligono pal? [Poligono[<. L. 8. PlanaXQ'] pal7 =517 b = false
E_|[Begmenton_| egmento [, L] d Poligeno pal7 h=t12
E_|[Beomento m, [E=gmento [L.. ] = Foiigeno poiT
Ponto M, PoligonalK;. L. 5, PlanciOY] [E i = faise
Fonta N [Foligonol<.. L.. 8. Planana] c lBoolsano agi
e O, oligona[F, Ly, 5, PlEneXoV] D —
E_|E=gments n, egmento [.. N.] dz Poligano pol? h=172 o g='°|’ princ = false
F_|Eegmentop, [Fegmento [N:. Ci] de Poligona ol =103 L oo
Eegmente o | [E2amento [0 . K] de Poligono paT =i e
ot | Flano passande por L, W, N 280220 ﬂ&lc;r forea = false lirea
[Fonto & |[Ports em 1, =(323.285.0) |_Heclesns o
B JPontoP, [ |PontoemEskes,,. 8 (2.77.-2.85.0) 8 [Texotedoz ["B€ bserve a0 lado alguns objeios
Eegmental: [Eeameno [0, Pl [encantradas em nosso catidisno.
A
o [Ponto.. || [Porto sobre j =113, 285.0)
i1 [Begrento k. egmento [0+ G =211 Eles apresentam caracteristicas
2 |Fonte Uz ;= (2002650} omuns, 158 como:
13 [Fetmge [F=t= Ba=sando por Us & perpenaicular a e =298, 203 D) +A(0.0. 1)
[PlanoXCY
A suas superficies s3o constiuidas
14 |[ponts Fy . [Ponts sobre g [Fa=(-200, 263, 271) e poligonos
A
EL‘\:"&DW . [Porto sobre g M= (2.0, 283 1.19)
Ty == I T e oe=t1e
fem plancs paralel m uadrizier Poligeno ., M. 7 acakLMP = 118
FaoekLMP
usdiziern algono M, W, 0, F ScalINGF = 262
. N WNOP
o5 outros paligonos sio. [5ce
lparalelogrames. [Prismalpol1, 2.34]
ismalpol1, 234
l} Prismalpoll, 2 34] = (085,168,254
Is¢lidos com essas carasteristicas i ] 03183, 2.34)
530 chamados prismas FED] = (200,000,234
] figt |E1 . 234] )
28 |imagem fig L 3] =(123.017.2.34)
oo A - |- 058083 Zaremo ‘ eqmenta 8. F] e Frema p ErestaBR=2.3¢
resia
oo B - b= ose. 182 egrerto FSegments [%. &] de Frisma p prestzoR = 108
aligane palt [ Poliganal#, B. ] jpal1 = 3.01 cgrert egmento [Q, A] de Prisma p [prestanC =23¢
2t
2 |Eegrenio = [E=mento [~. ] d= Poligono polt 1 fo e, =
i |Gegrentos || Jlcqmens 5. Cdz Pollano par Eﬂg;‘;m olgono A 8, A0 SceABRO = 252
oo & Faligona[~ B. egmento egmenta [C. 5] de Frisma p [restaCs =2.34
EZ [Parto D | Poligonol. B restsCS [
%EGME |PaligonalA. B, egr:‘%m ‘Eegmenw [E. Al de Frisma p prestaRS = 1.03
oo F | PaligonalP. B resia
2 |Eegrenioc 3= Poligono poll E:gugg‘;m thgunu BCER 2eeBCSH = 252
-E‘! mentc & ] de Poligono polt et et [0, 1102 Pema p FeebT=28d
egmento & de Paligona pall rettaDT
@Eﬁ mero T Bsgmento [F. A] de Foligono pell =108 =gmento ‘Fegmenw 7. 5 de Priemap FrestasT = 108
A restaST
L’um <] b =(-2.15,-1.55) . uadriiSters ‘ oligano . 07, T. & 20eCOT5 = 252
0 EaceCDTS
EL’"”WH 2 H=i1.-1.83) . egmants =gmenta £, U] d= Prema p presEU=22%
restsEL
aligana [Eoligona[G. H, 4] Jpale =1.41 [Eegmente [U, 1) & Prema p BrestaTU = 1.08
Em; gmento [G. H] de Follgono poi2 =18
[E5 |Bepmenta egmento [H 1] 5= Poligona pol2 uadridter Foligano 0. E.U. T aceDEUT =252
[E5 JPanta 1 [PoligonalG_H. 4 aceUEUT
ForieJ ] FoligonolG. . 4] =gmento, eqmento [F, V] de Prsma p prestaru=2.24
5 |Begmania’ | Esgmento [ J] de Puligono polz ’E“‘F“'m — ——
5 | Eegmentn | | Ezgments [J. G] de Poligons pol T Ee“”“”‘ V. U] de Prsma p presis=
alizono pad " | ligonald, 1. 4] EI::EILF‘HE!D ‘ aligano . F. V. U aceEFVU =262
B JEegmentak J[ | Begments (3,1 de Pollgens pld cgmento egmanto [ V] 42 PrEma 7 Eesav= 108
[E8 JlB=gments T grents [ 1] de Polipono poid resta Q'
%Eum'( le\lguno 14 . uadniEter Palgoro F. A, Q. V. SceARVO = 252
[Fonta L FaligonalJ. 1 4] i
[E |Seamenie [Eegments [K. L] 9= Poligono pols SEQRSTW Pollgano @. R 5.1, U,V aceQRSTUV = 3.01
7 |eamento s [E=amento [L, 1] d= Paligone pol®
= [aec ] .
. ; 0 [0 tesaod [consideremos dois planos a2 B.
ﬂ&jd”"e"’ - km'gum LGHEK istintos & paralelos sntre L um
ol _ [poligana conuexa P, contido em o, &
BT |Beamenta . | Feamento [L G] d= Qusdniatero poldt e ma refa mue intercepta
BT |Begmento 5, | [Fgmento [, H] de Quadilstera polt ey
7 |Begmenta b, [E2gmento [ ] d= GuacriZtern polz ;imﬁgﬁ Somiorme  figura
7 I5egmenta & egments [ L] d= Quadridters pol4 fra janela 30.
3 |Frisma o lpald, 1]
[Par todos o pontas de F. tacemos
2 ]Pante i rismalpald, [ Fatas paralels a r, canforme
| Frizmalpold. 16165, 1 Incstrada na figura a0 fado
Forta s | Frizmajpai. )
[Farta P |Prismajpold. 22048 1)
egmanto =gments (G, N] de Prisma o Brestach = 1 Iobserve que os pontos =
restaGH fntersecio dessas retas coma & £

egmantz,
restah

[Eegmento (N, W] oz Prisma o

frestaMi = 2.37

egmenta,
restalb

egmento (M, L] de Frisma o

farestal M = 1

Foligona L G, N.M

uadriEters
facaGLMN

5caGLMN = 237

ieterminam segmentos congrusntes
lao segmenta X¥.

| reunifo de todos os segmentos

£ um sdlide chamade
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e ——
ntersecin dessas retas coma = B
ieterminam segmentos congruzntes
lac segments XY

|A reunido de todos o3 segmentos.
sim obiidos & um sdlida chamado
lprisma.

|Vt & £ A 530 35 aresiEs 0as
pases,

05 segmentos AX', 55, GC. DD e
[EE' 550 a5 arestas aterais:

adistangia entre 05 planas o 2 B,
ue cortém as bases, € a akurs do
frisma.

A
lﬁl_P nto W v = (0.00, 264
E = = - Kauznto 2o nimero de lados de pada
o paligono da base, os prismas s3o
2 |Ponto 2 v = (2.21.-006) F e frcacios am rianguier
wadranguisr, pentagonal,
EPu\igunu pols [PoligonolW, 2, 5] el =7.42 [Juacenatsr. periEg
[E3 ]Segments g Eeﬁmenm [ g 3= Paligono pol =208 fetc.. conforme @ poligono da pasel
i3, respectivamente, um tridngulo,
Egegmenm r [Eegment [7. A d Foligona pols /m Quadritero, um pentagano, =ic.
3 |Fonte 2. [FoligonolW. Z. 5
[E3 ]Fonta 0y | Poliganc[W. Z. 5
|2 JFant= & | PolfganalV. . 5 Kauanto 3 incinagio das arestas
|53 |Segmenta = [Eeamento [&,. D] de Pokgono pols stersis em relago aos plancs das
[Eegments =; [Eegmento [O-, £ de Pokgono pols fiaces. o= prismas s3o classificados
[5egmento by egmento de Paligono pols )
B ]Ferec: 201, -1.85, 0 X pristrs cbiiguo: se 35 arestss
% [Fono & 201,009 ¥ B e oo e 309 lanos fas
B8 JRetat JR=t=8.C. 261,08, 3) = h(0_-2.75,-3) '
prisma reto; 52 3s arestas lsterats
7 |Teto texand |L P 20 perpendioulares aos planos das
B2 [Plancw |Flanc passands por W.Z. A [412=0 e e Que. nesse cam0. 35
[F3 JFrano v |Pianc passando por B e paralelos u_ 4 1z=12.31
F Reta o, m passando por Weparalelsat |, [les X = {098, -264,0) + A (0, 088, Fretingulos. (prisma rowg)
T |Reta a; 2 passando por 2 & paraleia at ;X = (221, -0.88, 0)+ A [0, -068,
k.74 (Observagin
Pz [Fe=e = passando por A, & paralela a b X =0.09, 002, 0)+ A (0, 0.68, '
74) Kuwando as bases de um prisma refo
» x = T 30 poligonos ragulares, le &
3 |Reiat = passando por O & paralela a1 x‘] {005, 0.05. 0) = A (0. -0.08. i s
Bt [Retain A passando por E, 2 paralela a t X =(-0.68.1.00, 0) + A [0. D68, 14 [Frisma w Erismalpal7, 5.15] S2663
lo74) % |Fanta P [rismalpol7, 5.15] 002 -14%.8.13) IE
[B5 ]Ponta Fy [Ponto de inters=c3a de i v =(-0.85,0.75, 3) 4 |Porte G rismalpolr. 5.15] 118, 2.73. 5.15) &
5 [Forta & oo oz intersecS de 6. v = (0.60.0.11.3) Z |Forto by Tsmalpaly, 6.16] (.17, 202 5.15] IE
BT JPorta Hy Ponto oz intersac3o de =221, 178, 3) |Prismalpol7, 5.15] 2.59. 0.3, 5.15] i
[pa JPorts T, Panto o= interse¢3a d= 74 |Ponta T, |Prismajpol7, 5 15] 0.8, 0.0, 5.15) o
[ |Fanta J [Fonto g intersegio de £, v 72 |Segments epmento (L. O] e Prisma w BresiaZ = 516
= farestaz
0 |Pentigone ||+ [Faligano ., G Hi 1. i 7% |Segmante egments [Q. P ] de Prisma w farestat = 1.73
ol | [srestza
70 |Segmentz 7. [Eegmento [F. 6] de Pent3gona pos egments. egmento [F.. K] dz Prisma w frestal = 616
[F0 JEegment g [Eegmenta [G. Hi] de Peni=gono pold ]
[0 Jegmentoh, | |[Sepmeno [ 1] de Pentigons pols EEI:?NHHD oiigono K. L. G, P =
[F0 JEegmento Eegmenta [1.. J ] de Pentgeno pold
. - 72 |Segmente pmento [V, 1) Oe Prisma w Bresias = 515
[0 |Eegmantz ], [Eegmenta [J-. F.] 0= Pentagono pols :I regmg o .l
3 o o [, Q] de Py taB =173
bt ot tcos [aex [, :| ;gsr‘v;asn egmento R, Q] de Prsma w farestat
(Y S ﬂ uadriliter Ewll'guno Lo M, Ry, aced = 5.03
;Tmmﬁ o prsma jEengnb [Eegmento [N,, 5] d= Prama w Grestad = 5.15
restad
janela 30 ao lada, tamos:
1@ fanela 200 fado. jEegmenw gments [5.. ] d2 Frisma w Fresian = 175
0 poligones ABCDE e ABCDE. restsd
har bazes do prisma, 530 % |AuadnEen oligono M. M. 6., R [Feet=5a3
kongruzntzs e 2stio situados em faced
[planos parsleios entre si egments [0, T.] de Prisma w Brestas =5.15

2 |Begmante
restal

@) jEegmenw eoments [T, 5] 42 Prisma w Brestaii= 173
o5 paralelogramos AXBE, BECC. restall
|cCUD, DOEE « EE A s30 [/* |[uadrizier |Poigona i, G- T, 51 aceh = 6.3
A i } -
rungunu O Rne T | =—En 3 Eaini ¥ oligono As. We. Zz. By poit1=028
[Plano passando por . 5.0 o z2es=1a7z 53 [[Segments 2. [[Eegmento (2. W] de Cuadridizr pel 1
e = 2 |Eegmento v [Eegments [V, 2] d= Guadniziers ol t
[Fania smu; =2t 1,518 S
- [f3 Eegmenio =, [agments [2, B] d= Gusdildtern pall1__|
[Rsia passanda por e & parpendicuar a 0, | X = (2.06, -1, 5.18) + A (0. 0. =
bos) [23 |[Begmento b, egmento [8. AJ de Quadriistero pali1
[Ponta e intersecBo de 5. 1 =28 1.0, -
=] lo¢ |Ponto bl
A . =04 _ 0
78 Jlvetor v = trLe. ki (0.0.5.15] 5 [Ponte R " = {015, .13
0 [etor G, Ls =(0,0.-5.15] - ~
ator vy atorf, L { ) 0 Rt L+ etz Q.R: i 01x=-0.00
1 [Texto teaon Tode prisma cujas bases sdo )
baralelogrames  chamada Remk: [Fleta passando por Q. & perpendicular aj [k Ox + 081y = 1.03
baralelepipedo. Sua supsrficie total 0
E = reuniio gz s=is 3 [Portos.  ||* [Fonto sobre k. 0.78. 1.71)
paralelogramos. 0 Rl - [Rieta passando por 5: 2 perpendiculara ke |l -0.81x =047
Paralelepipedo reto:
L crolepiped o aupetice toial & et m. [eta passando por R; & perpendicular al; | 0x- 081y =-0.88
ks reunido de quatro retingulos
Faces laterais) l1o1|[ponts T [Pontn e intersecio de I.. m; 2=(0I7. 1)
om dais paralelagramas (bases). I [Poligonn Sz, Tz, Rs, Qs oig = 055
] Eegmenta [5., 1] d= Cusdigier pald =01
Fl'imw?edu 'E"""“'il;pg [Gegments [T, R d= Quadridtero pold 051
Fetometzngulo: £ um parai o =
iz superficie tofal & a reunido de [ |Feomeno R G é= Quadrititero pal
sis ratinguios [Feements [0 5] d= Quadnsters poll
| Erismalpol 1T,
| Primalpolit.
Gubo; & um paralelepipedo cuja | Prismajpol
uperficie total £ 3 reunido de seis =
uadradas. Note que o cubo € o P
baralelepipedo | Fmatparrt. 1
. . Sgmento 2gmenta [V, ;] d Frama o, Grsmiz=1
Fstingulo cujas arestas s30 restsiz
Jpongruentes egmento epmento Vs, U] d2 Prama o Gresmii= 117
2 |Forons. ||+ 24108 restadh
= = =2 egmento 2gmena [, A de Prisma 0. Bresmt = 1
A resiai4
3 [Ponton. || ® = (185, -1.50) : -
= uadritero aligono Au ViE, Ve, U ace10=1.17
’ } E 12
4 |[Poligano gl [[*+" [Poliganc[M. h. 4] fpols = 050 e
7 |Eeamenio b | Begmento [V, Wi d= Poligona pale E;%T;’g"’ Segmenta [2;, C:] de Prisma o; prestas3 =1
4 |ISepmento o, | Ezgmenta [t G] de Paligona polf cgmento egmenta [Ca, Va] de Prisma o Grestadt = 134
% |Panta O, |Poligono[: N, restsi5
ana Fx | Foligana[it. 1. ruadlilalem Oligana T, Z;, . W =EERE
% |[Fegmento o |Eegments [O-. P 8= Paolfgona pol facef
% Fegmeni e B=gmenio [P, W.J 0= Poigon pot e egments 5. 0] de Prama o, Brestazs = 1
Eres 2
5 [[Panto . o L= (014, -1.88) egmento 2gmenia [0, G 6 Prisma o; Brestaze = 1.17
2 ~ resta3p
20 JFonto 2. . E.=(12.-139 e allgon 22, Br, D Cs ce20= 117
= Eace
7 oo - b= 02 -1.19) =gments [E=gments [z, Dy o= Prisma o, Fresmar = 158
resta3’
8 |Remt. Reta W8 068 + 0.04y =-188 uadiiFe aligano 8. A U, D a2 T= 138
pace2t
ey =
b9 [Reta sy - | by 004x + 134y = 251 uadiiFien aligana U, Vi, Ca O =oa22= 088
= Emzz
Ea passando por Z: ¢ paralelaa & b -0.80x + 0.04y = 258 [Frizma p- Frizmalpoi. 0.02]
Frizmalpoit. 0.66]
1 [Retacs [eta passands por A & paralelaa a, 2 D08 + 138y =-163 L—| omelpolt 065
2 |[Ponte B, [Ponto de intersscio de b B = (2.14. -1.15) |prizm{pal®, 0 65] 068}
| Przmatpale, 05] 086)
13 |[Quadrilsen Foligeno A, W, Zz, Bs pol11=0.83 |Fegmenm [T, F-] dz Prizma p: reziadd = 0.66
[ Jpor

VEmmmmmmen 72 7 2m Bomrom =

=
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I e

[0.15, 1.1, 0.66)

04| QuadriFters
facedd

2ceZ3 = 0.4

104 Segmento

Segmento [E- Al d= Frema &

[arestads = 0.01

[i08Fona 0.

| Planifesgiole= vl
i ]

.15, 1.7, 0.88)

l|al

egmanto
restzil

| gmenta [0 P dz Planficage o

aretabl 161

restadd egments =gments [Px. 0] d= Planficagso o forest=ps = 001
|ﬁ;4| uadriFters Poligono Q. 52, Ex H acezd = 0. restasé B
E;m24 (S _
o [Fegmenta [ ] de Fanifagan 6 [pre=tasT = 061
Euadma‘em oligans Ex Fr, Gn. o a2 T = 035 E,?s:“é"; eqmema [i. Ri] de Fenifiagsa res
Scel7 egmento egmento [y, 03] de Flanicagao dy Grestast =0.01
A - L . resiafi
. 8 . 134,107, = =
onto | Fonto sobre Circalo[Ns, DistineialM:, 1.34,41.07.0) e T O ——
egmentofht:. N.] A
Eubo =
egmento gmento [Ps. T] de Planificagio dy farestas = 0.66
(18] Faria 3. Er\es\aﬁb
[Ponte ¥ egmento [Fegmentc [Ts, 5] de Plnifcagse d; Grestarz = 0.61
[Fo8]Fonte L restarz
Fons it eg:m:ﬁrétn egments [Sz. O] de Planificagio dx restatz = 0.66
res:
[108]Forio FL. e, N T T8 954. 978 Ladilzier STgons Os Pa Ta & e =00
egmento | egmento [, M:] de Cubo 1 Bresiadd = 0.75 s
Eresliﬂ' = =
eaments | egmants (Vo 1] &= Gobo o, (—T——— E;g;i%rém egments [, Vi de Planficagss os [are==BE = 0.68
restzdd
o ta Vs, Us] d= Panifagao g tars = 0.01
egmento | egmento [N, 1 de Cubo & E;‘i:“ﬁ; sgments [V U] de Panicagao & fresar
restabi
egmento egmento 11, Js] de Cubo 1 Bresi=53 =075 | egmenta [Us, F.] de Planificagio d; [ra=ia68 = 0.68
restsb3
= - = D ligano s, Q. Vs, U 37 =08
LadriZer | aligana Js, M . 1. a0e28 = 0.00 il oligene ¥, G s Be e
f2celf —
@m Eeumenm [AE T e egments | egmenta [R.. 2. 0z Planficagse ds frestatl = 0.6
rests50
o o (2, VW] O= Planficagso o fart = 0.61
egmento | egmento [, N de Cuba L [arestatt = 0.75 E;i:";’é EEE"'E” [7s. W] de Planiicag3o dy [prestar
restsbs
egments Feumenm . F] g Cubo u; Brestasy = 0.1 E;%T;’;“’ Eeg"'e”” IV @] de Fanfieagaa 3. [re=ite =088
restab’ 5 = = =
vadriZters | aligonn Ko Mo, Js M 2ce30 = 050 a::gg‘a‘e"’ oligane Qs R, Zs W oedg =04
] — =
@m T A FEIeTIm T E;gﬂm;gm |Fegmenb\: [0~ Bl d= Planiicagae d- resiabs = 0.00
restabf =
@m |Fesmenm T = E;gsr;wae%m egmenta [B;, A] d Planficahe d: farestary = 0.1
restzbl —
uadriZters aligana Ny, Mz, o, Ls =ee20 = 0.55 E;‘i:"ﬂ"’ |FEE'“E”°° TR R de Planificago d; [prestarT =060
fsce20 - -
egments Eegmento [Ls. V] de Cubo U; Rrestabt = 0.75 Eigg‘a‘e”’ oligano Ry, Oy, Ba, As ace36 = 0.6
resiabé —
egmento egmento Mo, 1] 3 Culo & Eresiat = 0.5 E;ETL?’}“’ egmento [Ty, Gl de Planficagao d; fresiaré =041
Eresmm —
adriZen Poligono 1, Nz Ls. My 2ces1 = .55 o egrents [C.. D] de Planificagso dy fpresta6 = 051
el
= BT
@m eamens NNl 2 Cobe s, e E;g;r‘n:Trém [Fegmento [, 5] de Planiicagao o Bresiarz =0.01
rests5d = =
vadrizters Poligono Js, Iz Wy, Ny acedz = 0.50 'ﬁgﬁggm”’ [Poligono Ss. Ts. .. Be ced8 =055
f20e32
lﬂ IR [Faligana K. M, W, L facesa = 0.0 kaﬂero e =0 cubo
Ea{;e33
ovimer s || g — E| tanificagio \anificsgiolu:, g b: =334
[retEnguio =
[olFene & Trifesgali. o)
— Plarifcagselps vl = 21 [T0]Fon 7. Flaniiessiols, o
|_d: [PlanifiezcBolu- o
[108]Fante 0, [Planificaciolps, v lanificagac|u:, g
[108]F: Planificaz3ap:. w] lanificazSofu:, g.] 175)
Planificazaolp:, u: Tanificagaclus, gl E7. 054, 0.75)
Planificazzclp:, u] Tanfficaganlus g 345 -1.07.0.75)
[Planiicscaolp:, v:] [Flanificagiolu g 1,88 150, 0.75)
Planificaciolp, v Planfieagiolu: gl ~1.06 0.15)
Planificaz3c]p.. v 0.77, 1.1, 0.88) Flanificagaolu:, g 88,-1.50, 0.78)
f Planificazacip:. v] (0.15.1.1. 068} Planificagaolu:, g B3, -1.50,0.75)
[108]Panto W Planificazolp, v W= 015, 1.1, 0.88) Flanifcacaole; ol
_ E uadrizter oligono M, N, Uz, Vs
T10]egmente egmento [B.. W] de Flanibcago hy Frestaiii =075 Facedl
restal 1l e
[170]Quadrizters Foligano W, 2. As. B: 3ce51 = 0,50 114|alor ubo = false
faceb oolean
= ubo
111|[Tesda taxta1 |25 Planifcagdes (smaste o controle -
[yesizans, 15 [Texto texin 1 [Considers qus a camooeris do
= keaminho mastrad na imagem tem
Ed - i ia forma de um paralelepipedo
12]puimero e = 07 Parsleiepipedo Fetinguln cujas dimensbes 30
[l m de comprimento, 4.5 m de
|1 18] Planificagac is % argura & 3 m de alura. Supanha
T3)Fant s ue Onafre. dono do caminh&o,
73] Fanto I onirate uma pessoa pars pintar
113|Ponto K oda a superficis da camacsria
113]Panto Ly =212 -115.0) Censiderando qus 2ssa pessoa
113|Panto Ms [0.25. 044, 0.35) ot RS 4.50 para pintar uma
upsriicie de 117, que quantia
[I73][Fante Ne = (.69, -1.12,0.95)
173]Pante O, 11, -2.82. 0,35 fonoi terd de cesembolsar para
TiFoniF. TP 278 05 pagar pelo senigo conratsda?
113|Ponto 2. {1.75. -2.6. 0.25) Para resoiver esse problema &
113|[Panto Ry (2,08, -1.91, 0.35) necassario saber caloular 3 drea
otal da superficie de um
IT3|Ponto = 212 022 03 parslelepipado retingulo. Par issa.
T73|Pama 1= =10.76.0.26.0.36
173/ Pante Uz [0.13. 0.01, 0.85) apresentaramos a sua reselugio

|v:=(0:81.067. 0.85)

3|Por
Ta|Segmene
resta 17

2 Planficasao i»

|WJ;}

brestali7=1.17

T73|egmenta
restaizi

egmenta [1-. Fo] de Planicagse &

ErestalZ?=1.34

T73|[Fegments
resta1z4

Eagmemﬂ [¥e. L] de Planificagio iy

[restaiza =117

T73][Fegments
restat 18

|Fagmenm [Le. 1] o= Planificacio iy

[restaiiz =134

[113|Quadrilztero
face5l

Ollgano I, 1. Ko Lt

a0l = 0.88

TT3|[E=gmentz
restatz2

=gmenta [J;, Ne] d= Planfieagse

Frestaizz=1

113][Eegmento.
resta1zg

egmento [Na, W] de Planificagao iz

frestaize =117

T73|Begmenta
restal19

113|fQuadrilstero
fcesd

T73|Segments
restai2s
T73|Fegments
resta i

Eagmenm K. o] 8z Planficsgio iy
Eegmenw TF- O = Planficagio 1

egmenta [V 1] e Planfioagao b resiaiig=1
aligano :, Js. s, M: cadd = 1.7
bresta1?s =1

[prestataz=13%

TT3|[Eegmentz
restalzd

Frestaiza=1

[173]QuadriFtern
faceb5

T73|egmenta
restal2?

|Fegmem [0=. J] de Planificagzo &
| oligano Js, K, P, s Scass = 104
egmento [Ls. ] de Planicagso i frestaizr = 1

TT3|[Eegments
restal33

logo 3p6s o desenvolvimento do item|
2guinie.

& figurs scima represents um
aralelepipedo retdngulo, =m que a
e b 530 a5 medidas dos Isdos do
Fetingulo da base & c. @ medida

3 alturs. A figura acma representa

la planificag3o desse paralelepipedo

|4 planificagio do parsislepipedo
us sus supsricie £ 3

Feunido de seis retngulos, dois
ois cangruentes. Assim, 3 5ua

birea total & & igual & soma das
Breas desces seis retingulos, ou

oz
=28 02 A s2 m=A=
Rab + 2ac + 2bc

|18 fmagem gz

117|[Pante F. [2.08, 1.37) B
[{18]Pants Ex 04.184.0)
TiaRea e, Reta EF. {0.%, 104, 0) ¢ A {168, O.67.

[t pas=ando por E. perpendiculara . =

|}
Ex:(tm. 184 0) + A (-0.57, -1.8,

TT3|[Eegmento
restat2d

[113|Quadrilstero
face5d

TT3|[Fegmento
resta120

T73|[Fegment>
restatdd

173|5egments
restai2d

egmente [, Q] de Planieagan & resmiza=1.17 [paralels a PlanoXCY
-
egmento [, Ki) de Planficagao i prestaize = 1 .ﬂ"ﬂ_ﬂmﬂ b onto sobre D=(030.11.0)
=T ‘ i passanda por D perpendicular ajs & =03, 0.11.0) £ h(-108
oligano e, Le. Ra, Gs [FreeBB =117 aralela a FlanoXCY 57.0)
ET E%a passando por Fx perpandicuara ks & |Js: A= (2.08, 137, 0) + A (0.57, 1.08,
egments [ls, 1] de Planficag3o i prestalz0 =1 aralela a PlanoXCY
[[Z|Forta [Fonto = intersegao de ks 1 88,0
[5egments [Tz, 5] de Pianificagio iy orestaid4 = 134 [125|Reta my 'a passande por E, & perpendicdlar 3 4,184, 0)+A0.0 1)
FlanaXoY
egmenta [5.. L] de Planfficagso . Frestaize=1 0
128]Ponto s . [Panto sobre my =(04, 194, 1.83)

ER| S

e
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l127][Fante M. |rismafE., . L Fu 1 [y = (2.08, 137, 1.83
127 [Fegmente egments [=,, D] de Frsma n, Breziagz =217 130]fresto tecore [5° e
restafl
127|[Fegmente agmenta [0, L] de Prisma n; Brestagd = 177 3 131 Texto teaota [ e
reststd
ﬁ cgmento |Eegmenm L. 2] de Prisma ns brestag0 = 2.17 b 132]Tens tecota [*5° e
Enesiaﬂ:l
ﬁ egmanio |Eegmenm o Edd= Prama s Grestarg= 177 3|Tesdo tetots |*5° ™
Enesia?? ]
ﬂ uadriZter |Eou‘gnno E.D.L.F. 20et0 = 5.85 134|Texto textots [[*5 s
Eamn
127 [Eegmente egments [0, D] 92 Prama n, Breziagt = 183 135{[Txto texton7 |45 o
resiath
ﬁ egmenta |Eegmam [, Js] d= Prisma gy farestad? = 2. |138[[Botso bt10 oK, bt1o Cube
Enesms“l >
127|[Fegmente agments (1, 4 d= Prima n; restasa = 153 137{alor ’ iag = false
reststd ooleans di
uRdiEET Oligonn E-. 0. 0. s Sred5- 508 . T )
Facedd 1agTrsnguin [l Faligano 0. F., poli0 =2.47
[127|Eegments. egmenta [, L d= Prma ny Brestal = 153 al10 L
restats [35][Eegments h {Eegments [0 F.] 8 Trianguio poiio =33
ﬂ egmento. |Fegmam [L.. O] de Prisma ny [ares=Be = 177 [138]Begmenic ks | E=gmento [F, O] g Trangulo polll g
resisie
135]Eegmento f. [Begments [0, D] d= Trianguic poll B
W‘Fuamimem |[ougnno DL L. O mcedd =325 g —
[aoadd h 130(Texto teanig [[*5 Mo paralelepipado da jansia 30,
ﬂ egmento agments [Fs, ;) 02 Prisma n; Brestagt = 153 =am d a medida da dagonal
Enesmsw
127|[Fegmente egmenta (e, Lj de Frama ny Gresas0= 2. o paralelepipedo & 4. a medida da
restsnd jiagonal ds bass.
ﬁg‘gsg‘a‘e"’ |[°"9°”° LML [obs=rve que os trnguios BAD
[DE s3o retinguios:
E egments. Fegmsnlﬂ [, W] de Prisma ny BressBa = 177
En&siiBS lassim. temos:
127 [Auadristern oligono Fs, s, 13, Me edl=35205
Faced| INo $1Deita BAD: d,°2 = b24228
ﬁ@sguem [Poligene L, D', L, My acedh = 3.85 hio §1Deka DDB: & = 424525
= . [Donde: $d"2 = a"2+h"2+¢™
128 puimero 0, || ™ [Plarificagio e S = 2020 TD
. & N Logo: 5d = sqn[z"2+b 2+ 025
128 Planificsgio o] =
] gulo o . fngulo entre F., 0, &Y =90
[128]Ponta 1, Planificacaojn:, o =
[Planicagaojn o] 141)inguio . fingulo entre O, 1- £, =50°
Tanificagacin, oJ | N N
Flanfeagaalns o] ST 142|Teto texioz0 Observagdo: A unidade de medida
 wolumie do Sistern Intemacionsl
Planficagaolns o =02 198133 & Unidades (S) & o metro aibico.
[Flanicagaojns o; = (0.3,-0.11,183) .
Pﬁt;ib e [33 — |apesar gz ndo fazer parte do 51, 2
lanificacAcin o3 0.3, 011, 1.83) midade fits & reconhecida como
Tanificagacin, oJ 137, 0.6, 1.63) nidade de medida por esse sistema
Tanificagacin, oJ 137, 0.6, 1.63) i a i
= e m: = definids como o
lanificagacins, oJ 208,157, 1.85) olume de um cubo cuja arests
[Flanicagaojns o; 208, 137, 1.83 pnede 1 decimetro, ou seia, $1 L=1
[Planicagaojn o] 03, 184153 g 35,
Tanificagacin, oJ 137,000, 183) [asc
143 Texto teo1d WOLUME MOLUME
Tancagaolns o] 203, 137, 1.09] “
sgments agments [M;, O:] 0e PaniEagao B Brestagi = 2.17 10 volume de um sgido & a medida da regido [0 volume de um siido & a medida
restat 0 2spago limitads por sua superficie. = regid0 do espage mitada por sus
egmentz egmenta [C. P de Planificagio p: Bresials = 1.77 ~ - [puperizie.
et ¥ Enfim, para expressar o volume de um sdlido
= : = por meio de urn nimero, dvemos Enfim, para expressar o voume de
egmenio egmento [Fi. (] de Flaniicagao ps fprestal® = 217 pstabelacer uma ursdade padrao: m sdiido por meio de um nimer,
Sl evemos estabelecer uma unidade
egmenta egmenta [Q. N.] de Planificacio p. [ressagz = 177 f unidade de volume &0 cubo cujaaresta  |padrio:
restafl rede 1 Uc. {unidade de comprimento)
driEh o O 5E=385 i3 unidade de volume & o cubo cuja
E‘;:EQ = eligona . O, Pu = Para cada unidade de comgrimento temas  [aresta mede 1 u.c. {unidade de
@w e O e e e ——rr ma corespondente unidade de volume.  |leomprimenta).
resiall _ Dizemos, entio, que o volume desse Fara cada unidade de comprimento
In28]E=gmentz |Eegmente Vi, Ry d= PlanficacEo s frestatat =217 Daralelecioedo €V =1 * + arestadd + " u.0 - Ikemos uma correspondentz unidade:
e |148||Segmento s egmenta [Fz, U] de Paligono pal12 . indefinida
bc)-azV=A h [125]Panto Ex Pont am u;
[1£3|Ponto o= (-1.27, 002, 0) [150]Panto T,
[125]Pento Hy Fi=(07%,-076.0) [157][Panto S F:=(011.-083.0]
A Y
146 [Ponto K. . Fonto sobre Girculo[H, DisténeialGe . || =(1.43.1.35.0) 152Poligono [|*+ [PoligonoSs. To. k: + 3, PlanaX(Y] fpalts = 1.33
egmento[ G, H ol 13
[147]Cubo o [CubolGs, Hi, Ko 5= 1121 [152)Eegmenta L |5egments [S.. T.] de Poligona poli2 EE
[147]Fonte He [EubolGs, Hi, K = (-0.64, 2.08, 0} [152]Eegmento m. [Eepmenta [T, F] de Fokigona poli3. =028
[127|Fente I PubelGs, H., K T-1.37, 0.0, 2.24) [152]Ponta Py Foligona[Se. Ty, b + 3, PlanoX’ Pe= (148 -1.13.0)
[127]Fanto 1. [Euke[G.. H. 072 076 239 [152]Parts v [Poligona[Se. Ta, ks + 3. PlanoXa: 142, 0.31.0)
[147]Fante K. [EubelGu He 48.1.35.2.24) oliganafS:. T, K + & PlanoXd 052 0.00.0)
Fonis L |EuofGa H. K o= (064, 2.08.2.24) Oligono[S:. T K + 3, PENGHD ; indefinidn
Segmento egmento [, G a2 Cubo g, presaide = 224 [Folfgono[S.. T.. k. + 3, Planoir [E- indefinida
fpresta1#9 [FolfgonolS.. Tu. k. + 3, Planoir - ingefinide
147Segmento =gmento [Gr, FiJ o2 Cubo gs presaidg =224 Foliganolse. Ta b + 5 Flanchs ndenide
|_jgrestalid —|m;} Vo ol 6 3
127 |Begmento =gment [, K] de Cubo q; Rresaibt = 224 egment ', Y C8 T0lgono pol 2
faresta151 | Fegmente [V Z] d= Foligona polt2, X
[147|Segmento. |Fegmenm [FC. Hal d= Cubo q. prestats3 =224 [152]Begmente [Eegmente [Z. 5 d= Foligona polt?. 13
|__|aresta153 [152|Eegmento - [Eegmento 5. C] de Poigono poiia indfinid
127|[Auadniiere oligano M, Gs, Fl, K Scabd = 5.01 (152 Fegmento [Segmento [C: 5:] de Pakgono pol13 E indefida
ﬁ@“ — — [152]E=gments = [Feamente 1 d= Poligona pol13 - ina=finido
]E;us:ﬂ;rgg |Fegmenm . G d= Gubo g: [presmais0 = [152|Fegmenta b: [egmento [, 5] o= Poligone poiiz > inaefinica
[T Ci = A
7 Segrants egmento [, L] de Cubo q. prestatss =224 5o P, . b.-(034. 59
| = A
147 Seaments =gmento [Ls, lo 9= Cubo g; presaisr =224 hselpors o . 2 51
. oligano L, Gu He Ls ace83 =5.01 155]Reta i RearQ les 0.01x+ 1,86y =-10.02
147 Seaments Segmento [l 12 de Cuto & presatze = 224 . e fcdaracs  |F -t aox= 08
pegrene egmento [, H de Cubo g [prestaisz =224 157]fcircuto g lgircalo por @) com centro P, & (x- 034F + [y + 5.4
147 uadnatero Faiigano i, Ga, I, Sceb6 = 5.01 st ponto 5. lponta g2 interszqgio de g & .= (035, 250
73;5“”)B egments [k, K] de Cubo g presmiza=z24 158]Parto 5, al [Ponts g inters=céo de g. £ l5: = (023, 7.28)
147 Seament ”geﬂ”‘e"““ K. K] de Cubo g [resiatod=224 J160][Porte 7. Ea [Pont de intersec3o de g ex .= (152,530
147 | Quadrilstero ‘oligon K. H, Js. Fe acefiy = 501 re -
= l151//segmenta he egments [T, @] ha=2.71
127|Segmento [Segmento . L de Cubo prestatce = 224 w e eqmens [y, 51
resia sl = —
147|[Quadriitera Paligono He, ¥, K. Ly mcefiE = 501 " e
" egments B, 0]
= = A
127|[Auadniziere oligano L, L, K, Js Sceb0 = 5.01 lie]ponto U, 0 [Ponts sobre j¢ P
faceil (o)
. [ . R 185 [5egmenta ky ||~ egmentz [2, Uy
145|[Poligono - FoliganofUs, V., k; + 3, PlanoX ol12 =2.87 S
] uugz el " i 166]Farta V; [G: + SepmentclFr, UT1l: - Gi) | Segmento F
P @]
[1£8]5egmento 1 |[Geaments [U.. V] de Pedigono pol12 28 _ e
[128]Beamento 5, |Eegmento [\, W] de Pofgono pol1Z 20 Erisma v. rismffacess, v
[128]Panto W, [Poligena[U,, V., ks + 3, PlanoX0 = [1.5¢,0.11,0} [Pants W [Frismaffacess, V:
[158]Fano 2, Pollgono[Us, Vs, k; + 3, PlanoX0 <= (025 0.12.0) [Ponto Z, Prismaffacess, V.
[128]Ponto 2 Poligenc[Us, V- K + 3, Planoi0 Pe=(012-128.0) Portod. [ |Prismalfacese VI =074 0781
[128]Ponto B Paligano[Us, V-, & + 3, Pianoi0 [Bz indefinido e Eegme"” L. V] de Prisma v presatez=081
[125]Ponto C: BoligonolUy V, k; + 3, PlanoXO' - indsfinida — gents 0, Vg Frama v, oo
[148]Fonto D |PoliganclU, Vs, k; + 3, PlancX0 [B: indefinido resta183
[1£8]Panto F: |Poliganc[U.. V. k: + 3, PlanoXT indefinido Eegmenm |Fegmenln [V 1a] d= Prisma vs presiatrg = 0.61
[146]S=gmento . |E=grmento [W:, Z] d= Poligona pol12 resta1ve
[125]Segmento = | E=grmento [2:. & d= Poligona poli2 E::;glaiem oligone k, Le, We, Wy acef2= 136
[1s8]Segmentocs [ Seqmento [ U] d= Poifono pol12 = egmenta [ 27 de Prema va Eresmigi= 061
[148)5egmento o [Eegmento Bz, C] de Poligono pol12 Lrestaigt
[1£8]5egmento & [Begments [C=, D d= Poligono pali2 Fegments egmento [2;, W] 0 Prima v, presmigs =224
[1%8]Segments g. | Begments Oz, 7] d= Paligana pol12 presa18s
ERl e o S N 167 Ruadridter 1Foliaono L. K. 2. W acedd = 1.30
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e o= Fallgeno Vo, W, 2, A Scego = 601

—
[162][Fonto 2.0 Prikaljs(R:-Fa) [p0=(034 405
l18]Reta . Fista passando por Uy e perpendiculara b || 3.71x+ 001y =835
170]Reta my : Reta passando por A e perpendiculara s _ns 0.01x+ 371y =-15.02

i 2T

Fonto d= interszco de |- my

B = (1.7, -4.05) k

0 SIS 2T LA,

o cubo g3 janela 30 temos: Sd= "+ LaTeX
aresta 48] + i} tucs

folume V-

BV =a322V =338

d Ssqri{a 2+ 2+ 2" Z=alsar(3T

Pocubo ds janla 30 femos: =
P 24isqri{3}

falume V-

Jassim, suss 12 arestas sio congruentes
fentre si.

3 diagonal & 6o valuma 3 um
paralelepipedo retangulo s3o:

5 = 23 + 28¢ + 2bc 5 5 d st
a2+ 240" 2] 8V = b S,
Fespectivamente.

Fazendo b e cada uma dessas

formulas obtdm-se as fdrmulas da drea total
a diaganal & do valume

e um cubo de aresta de medida &
firea A

BA=23"2+23"2+23"2=83"25.

o cubo da janela 30 temos $A=6-" +

LaTexX{aresial4g]) + =" ¢ LaTeX.
Barestalds] + us §

KComo j& sabamos, as formalas da drea total,

fAssim. suas 12 arestas sa0
kongruentss enre si.

Icomo j4 sabemos. as fémuias da
lirea total, da diagonal & do volume
e um paralelepipedo retingulo sio:

Fespactivaments.

IFazenda b=c= 3. em cada uma

jessas farmulas obtém-s=as

Férmulas da drea otsl, da dagonal &
o volume

& um cubo de arests de medida &=

firea A:

A-25'2+20"2+ 2" 200" 25,

o cubo da janela 30 temos.
A=0-2.24"2=30.04us ¥

= . . Bv=aaasv=a13
rallugsr > LugarGeoméiice[Es, U] 91 = LugarGeoméiricol8s, U] o P B0 - LaTeXarestat49] 31
j”"‘e“n" u.c)3=" + LaTeXarestal487 + \uu P figura $V=2 24*31 {u.c)"3=11.21)|
vi
EI&EM" ne )" egmenta [Be. U] pa=135 2{Texto tedozn [*5C [oenseguimos sstabelecer uma
- Grmul para o volume de um
174)lSegmento p. || egments [Be. A.0] 2= 135 parslelepipado retingulo de mansia
175] dmero ar T Er=22e niuitiva; entratanta,
[ABC - - para daterminar 3 exprass3o do
176]Tesxto texzozs + (ke s arestat48) + ez o e utaos Sobien, o process
aac hao £ o simples. Uma maneira que
17| Texto texiozs Bods sar
178 Testo tescozs |*5C tilzada para a obtengio do volume
 um Sdida < adofar como axioma
176 Testo tescozs |*2C + (LaTeXlke/ j aresta 1487 + "m*3" 17ms m resuitado formalizado pelo
— natematio }
150]puimero (=] Molumefz.] olumeq3 = 11.21 skiano Bonswentura Francesco
b t:auanen (1586-1647), que e
asc o principi
121][Texto Texos| Valume de * + (Nomefg) +” =" + volumeg3 [olume de g, = 11.21 Favalier
ngEn %)= SaD s 128 118 5mnx-
;| onto. Ponto sobre g lPontaqa: = (1.48,1.35,1.2) o i ,)” = =
aniogd i e 216.-18.0)
T _ = [Reia passando por Gy & perpendicular 3 270,10 0+ A0 0 1)
ilimers lanela] — = Fesy
[ ABC - o = A
134 }Tmheﬂnz‘! Volume d=* + (Nomefg ) +" =" = wy Eﬂ\umedﬁu;—ﬂ 21 M%um N R Fanto sobrere 79,10, 100
0
|35t o . Bonto sobre g F 3 (1.16. 0.48. 224 T Tano passanda por U & paralek @ o
] bt onta sebre g ontoqd = ) Planoxoy
Upaie 0. uperRaeF ] e+ 2 o) coe 2L L) = Gl el 2 ) oo
EE%W::ZE e |_mas sem escala) . 8.8.0. A
] e upaae o, opartiie q..n CoR(E) - 1, D s=n(E) - 1,4, L Pl = (a1 cosl8) - 1, a0 senE)
17| Texto textoz [ 0 cubo & um i 3 b0 cubo & um i .6,8,0,6.2 1.5
feis faces so quadrados congruentes: Feténgulo cujas seis faces sio T mam T fcz=0
huadrados congruantes. Eale

107|Testo texto20 |5

[Dois sdidos, nos quais todo glano
ecante, paraielo 3 um dago plano,
etarmina superficies da Aress
quais

. i 3o
Slidos de volumes igusis (sdiidos.
quivalentzs).

[Eegmentots

egnienta [Fs. Gy de Poligono
[Fonts . oligonolEs, Fa, 3, FlanoX0Y]

14

34

15[ Testo ot "5
[P= modo gerel, sua apucfu deve
=1 faita colocando-se 0s dos
Slidos com bases em um mesmo
fiano, paralsio
liquele em que estar3o as seghes de|
lireas igusis.
|A seguir, usaremos o princigio de
[Eavalien para calcular o vome de
Jurn prisma.
0
l1ss|ponts £ .
I
BT Fantz A
 — =

egments [; Hs] de Poligono poils

12.375) Eegmenm egmenta [G- T 4= Proma o restadli =
[Eegmento = |Begments [G- £ d= Polfgana pali+ Be =264 resta20l
[Panta 1 |Ponto em Esfera]H., 3 [3°(11 4] 1 2] 0.21,-135,0) Eeur:liezr‘m egmenta [Ty, 54 de Frisma . prestazid =264
[Fegmento [, 1. 7 =
[Segments b egrento [ 1 Bu=178 .Euaunuem aligans Fe, o, T2, 5 =T
5ol " PaligonolHs, I 4, PlancXo 115.=3.01
E;’,}%ﬂ”” * oligonolt. b 4, PlenakOv) e egmenta [F. T4 dz Prisma - frestazia = 2o+
[Segmemoc. || |Gegments [, 1J de Poligono gol1s Coadidis Foligone &, £ Ra s =
[Eegmenta a. egmanta [l J2] 3z Paligona calls
[Pente J: | PoliganalH Iz 4, PlanaX0¥] 7 016, 0} Eulo oligono R, G Ts 2celz = 3.07
onto s Poligono[Fs. Ix_&. PlanaX0v] 2580720
[Eegmento e epmento [, Ka] dz Poligoro poiTs foersectoce s [atts = 201
egmento fy

aligono
olB
EurmW=

06{Panto Ly > [Ponto sobre Circulofl, DistancialHs, I, |[mereegio de v v -0 .05 110
lsegmentalHe. 1] Intersecio d= v, us 301,123,1.18)
Cioo el . L] | [ S S 12.315.1.18)
Fomm i ool egmznio [V, 2] dz Follgans pol13 54,
Fomo . i epmento [7s, A4 de Poligono polie. Bt
Fonta 0, [208|Segmenta j. egmanta [Ax W] de Polipono polif . =264
Fonta Py ﬂﬁgnm fntersscio d= . o, bl17 =301
Fonto 0 Q.= (256072 179 ol17
[Segmenta egments [M.“ Hy de Cuba s laresta1sg = 174 10 Fonts & | Intersecso de v, a: 71222 1.18)
jresta1gd 10 Pants s | Intersecho 82 ve. 0 = (256 072,110
E;gsr‘v;e‘rg; egmento [ |2 de Cubo o farestalsr = 1.74 0Fanta 0. }@ v o

7 [Feamanta
resta 160

[Fegmenta [ L 3= Cubo o-

resiat@d = 1.7

egmenta
resta 162

egments [Le. M de Cubo s

Brestatez = 174

10/ Ponto E._

nersecio g2 v o

0| Segmenta k.

{epmanto [B. C] 4= Polgona paliT

[Fi0]Segmeno .

epmento (G, Dy de Pollgono poliT

Prismalpol14, aresta167]

=]

Tsmalpol T4, aresta 16T

044,083 174

Fegmenln [5- Al de Prisma

Fomo &, Tsmalpol 4, aresia 167 R
Fomta - Tsmalpol 14, sresia 1o 2,505 179
Eegmenw egmeria [Py, 4 de Prsma & resia200 = 1.74
resta?00
resiazt2 = 264

210]Segmenta m. egmenta [O,, E.] de Polipone pal1l
uagglalem oligono M, Hs Ia, L mcath = 2.01 E10]Segmenta n. egmenta [E.. BJ de Poligano pall?
Eace =
egmenta egmenta [N e dz Cuta o, bresiaiga = 1.74 b11|Texto [BC rea de [Nume[n,]} Nome[Sq] + Nome ||irea de ReS:T, = 3.01
resta 198 Testofacetz ="+ Fa
egmento egmanta [V, 0] de Cubo o: Bresmicd = 174 72 Ponic, oo =m !iceQZ onofacelZ = (142, 201, 1.74)
resia1fd |PontofacelZ
Begmento egmenta [, 4] de Cubo o; Gresiatea = 1.74 [ec
brestatos {213{Texto tesio33 B
[Buadriatero oligono N, He. Me. Qs Facets = 5.01 ] [asc
88 14]Texto testnzs -
2 o o e Cubx ta1es = 1.74 [
Eegmems egmanto [N, Oe] de Gubo or Bresia D6l rasto iz, 24 E.
Segmento egmenta [Os. 1] 32 Cubo o: Brestatet = 174 [aec
aresta1gt F 216|Texto texdodS
uadriter oligana L. Hi M. O FacesT = 3.01 [ E— L
87 N
Segmenta egmenta [C. P+ de Cuta o restaier = 174 [aec ; A )
It 13 Testo textod2 Area dabase mkﬁe lirea da base (SA.5
Segmentc egmento [Fs L d= Cuto 0; Gresiatea = 174 foomo a base de um prisma & um poligano. a [|Como a base de um prisma & um
fresm1gd fire da base de um prisma & a rea de um | poligong. a drea da base de um
Quadmlalem oligano L L, Os. P 2regt = .01 peligano. [prisma & 3 arez de um poligono.
egmennﬂ agments [P G d= Cuta o, Gresiaiti= 174 firea sl (545 fires tatesal (BAS)
resta 188 _ [oomo a superiisie lateral de um prisma 3 [Como a superfisi lateral dz um
uadrilatero [Foligono M, L, Fs, O 2cal0 = .01 Feunizo de suas foces Isterais. entdn a drea [frisma & a reunida d suas faces
faceB0 ateral de um prisma & a soma das dreas aterais, entSo a drea lateral de um
Oligona M, i, Fa. O Sce01 = 3.0 prisma £ 2 soma das dreas

fas Faces laterais.
irea total (3A3)

[eomo a supesiicie total de um prisma & a
FeuniZo da suprficis lateral com 35 bases,
ni3c 2 drea total e um prisma & dada par:
BASAS2AS.

folume ($V3)

| R ————

3= faces lateras.

lirea total (343)

Como a superiicie total de um
lrisma ¢ a reuncia da superficie
Jateral com as bases, entdo 3 arsa
ofal de um prisma & dada por:
A=A

[RREY
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jue h £ a metida da ahura & 3 res da bas=
[ igual 2 B. Note que P, & P t2m as ahturas
je medidas iguas. assim como 550
jgusis as dreas de suas bases. Obsenve que
ualguer plane Sibeta3 paralelo s Salphad ¢
jue secione P, também seciona P

fote também que a5 segdes (B., 2 By
lireas iguais, pois 350 cangrusntes s
kespectivas bases. Entio, pelo principio de

[Cavalieri, o prisma P, & o paralelepipedo P
i, BV Vi .

p2m volumes fguais. au Sefa,
h3.

[Como §Viw = B+ h§, entdo: )

lassim, conciuimas que:
v =A-h3

f0 volume de um prisma & igual a0 preduto da
farea da base pela medida da situra.

como exemplo. sonsideremos P, um grisma
beto triangular regular comi3 * + (LaTeX
arestatgg]) + "$om de alturs e srea da base
guala 8 - LaTeXfacetl] + " om'23

e P2 um cubo cuja arests da base mede 57 +
|aTeX{arestal08] + Fom. Temos

5V = A, -HRightamow Vi =+ LaTeX
facedd] + " + LaTex[aresta300] +
"Rightzmow Vs = = LaTeX(faced2
lpresta200] + * em"3§

[V = A, -HRightamow Vi = ” + LaTeX.
aresta97] + " Rightamow Ve = * + LaTeX
[resta1077] + " o35, Logo os prismas Py =
[P sBo equivalentss.

[ fos prismas P e P s5o0 equivalentes.

etanguia Po, am

ue h £ a medids da shura £ a drea
s base & igual 3 B. Note que P e
IF- tém as alturas de medidas iguals.
lossim coma s3o

guais a5 dreas de suss bases
Sbserve que qualguer plano Sibets§
parslelo a $iaipna3 & que sscione P;
ambém seciona ..

[iote tambim qus =5 seghes (Er, &
1B tém dress iguais, pois s3o
rongruentss 3s respectivas bases.
[Entse. pelo principio de

[eavalieri, @ pisma P. e 0
lparalelepipedo P: t&m volumes.

quais. oU 53, Vi =VpoF . Com
[V

B- hS, entio: $Vim =B hi

[Assim. concluimes que:
V= A hg

Io volume de um prisma & igual 30
[produtn da area da base paia
[etica da altura.

om0 exempio. consider=mos P un)
fprisma reto trianguiar reguiar com®
[1.745cm oe aiturs = rea da base
gual 2 53.01 cm"25

e P2 um cubo ous aresta ds base
frede §1.745cm. Temos:

= A hiRightarrov Vi, =
4iRightamow Vi = 5.23 o3

[V = A -hiRightarrow Vi = 1.74%3|
|Rightarrouw \f. = 5.23 c*38. Logo

E+ indefinido

Bz indsfinida.

Bz indsfinido.

[ indefinido

I indefinido

[z ingsfinido

3ce108: indefinida

[FeceT08: indefinide

2ce1 10; indefinido

0
E|[Faiigann
Face1 11

3ce111. indefinido

oligenc ace 1L, indefinido’
Facel12:
aligano 3ce113: indefinida
face 113,
oligano ace 14, indefinido
face14.

egmenta

[resiaZZY. indefinido

32
restazzd,
3|[Fegmento
rectazz’

[prestazz7: indefinido

egmanta
restazi0.

[pre=ta230. indefinido.

S 1|fsegments
restaZdd

Erestazas; INgennids

[restaz45, indefinido

larestazz24. indefinide

[ares1aZZ3, indefinide

[restaz50; indefinido

BrestaZ3E, indefinido

aresiaZZl. indefinide

Brestazss. indefinido

[restaz5e. indefinido

[are=tazses. indefinido.

arestaZ5s, indefinide

[aresta?57 ; indefinido

arestaz2é. indefinide

[P

a

=16

"Para ajudar no abastecimento de dgua de
I regido castigada pela estiagem, a
prefeifura de uma cidade abastece
fiiarizmente

im peguenc = distante povoade, com ™
LaTeX[200arestal 437) + ~ litros (ou " +
LaTeX[0.Baresta1487] = " $m*33) de Sgua
Essa quantidade de agua € retirada de um
feaminhdo-

ipa & despejada por meio de uma bomba,
[ern um reservatano cubico vazio, com m

fresta. No processo de ransferéneia
ta gua, um funciondrio utiiza apenas ums

vena gradusda para verficar a altura que a
fagua atinge no reservatoric 2, dessa forma,

fele consegue saber o valume o2 3pua
ransferido pela borba sem gus haja
Hezcerdicio de 3gua. Gomo issa & possiver?

[0 volume de 3gua {em meros eibicos)
jespejado no reservatirio varia de acordo
m o nivel atingido pela 3pua, em metros

Como$ * + LaTeX[aresta148] +
baz]

arestal457] + ) e, desse modo, a5
randezas

wolume de dgua transferido” & Tnivel da
figua” so dirstamente proparcianais e 3
felagao entre essas grandezas ¢ dada par:

Birachi=" + LaTeX]arasial4s +
" Rightarow =" + LaTeX[arestai487 + " 3.
m S5 2m Sm*33 £ h em m.

e da fungdo fnear By =" + LaTeX

[Para sjudar no abastacimento de
lqua de uma regito castigada pela
kstiagem, a prefeitura de uma cidads]
lsbastece disriaments

im peguenc = distante povoade,

om 8364.03 litros {ou & 98 3m*35)

e agua. Essa quantidads de Sgua &
Fetirada de um caminhso-

Ipipa = despejads por meia de uma

bomiza, em um reservatdrio cibico
azio, com m de aresta. No process
e transferéneia

i3 4gua, um funciondrio utiza
bpenas uma trena graduada para

rificar 2 alfura que 2 spua atinge
o reservatdrio & dessa forma,

e consegue saber o valume de
Egus transferido pela bomba sem
ue haja despendicio de 3gua. Como
550 & possivel?

2 volume de 3gua {em metros
ibicos) despeiado no reservatine
ara de acordo com o nivel atingido

[pela dgua. em metros.

(Como$ 2.24 *25 (frea de bass) =
.01 & constantz. a razfo &
onstante (= 5.01) &, desse modo,

2= grandezas

“wolume de agua iransferdo” e “nivel

i3 2gua’ 30 diretameante.
Eroparcionais = a relagia entre
ssas grandezas @ dada por

3V {H=5.01 Rightarrow V=5.01
h3. com 55 em Sm*35 = hem m.

[Trata-s:
Eegmenw resia22@. indefinido aresta’ 467] = "5, cujo grafico a5t abaixo
restazds, Yepresentado: Assim, pars que ovolume  |Trata-se da fungSo finear §y = 5.01
&l[Segmento Brest=z2e; indsfinido ransferido seia de 3. cujo grafico ests abaix
restalif. Fepresentsda: Assim, pars que o
[37lE=amente Bresta 2. indsfinide > LeTeE00aresta 48] + 1=+ LaTeX.  |olume transferida =23 de
|=Mi reSUMAa. 0 TUNCIONaNO deve razer|
[Em resumo, o funciondrio deve fazer recibs sucessivas com a trens EEEFams e TEmalpoia. 2211 132 031255
In=dighes sucessivas cam a trena 3t que o (@t que o nfvel de 3gus tinja 3 =
lhivel de dgua stinja a aitura de * + LaTeX  |akura g2 1.79 m [Fanta & Erismalpoliz. 2.24] i = (058 0.08.224)
{0.Barestal48%) / aresta 48 + " m . egmeanto egments [Ty, Re] de Prisma uy BrestaZT = Z 24
[Messe ponto, 3 transfaréncia de resiad’l
(2352 ponto, 3 transferéncia de Sgua deve  |igua deve ser interrompids, pois o egmentc epmento [, O] de Prsma u; Gresiat0 =058
feer interrompida, jpois o recipiente cibico j3 - [pecipiente cibico j3 contém os resiad)
contém os * + LaTeX[B00aresta 1487 + 964.03 ftros. 2|[egmants egments [0, 5 0= Prizma o, Grestaze = 22¢
ites. restazh
3 [Ponto em palf n ={0.08, 227, 3) 2Quadrizter Foligono Se. To, Fix, G acelr =187
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criado com o GeoGebra

Sendo assim os protocolos acima nos d4 a ideia dos conjuntos de objetos que foram
construidos em cada applet para apresentar o contetido e as construcoes geométricas

dinamicas para elucidar interagoes dinamicas.
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