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Resumo

A ideia norteadora deste trabalho é que o software Geogebra 5.0 possibilita compi-

lar/gerar miniprogramas denominados applets para apresentação, explanação e estudo

de conteúdos de Matemática, mais especi�camente no campo da Geometria Euclidiana,

de forma dinâmica e interativa. Apresenta-se as construções destes applets de geome-

tria plana e espacial baseados nos capítulos de livro Matemática: ciências e aplicações,

dos autores Iezzi et al adotado em escolas públicas por meio do Programa Nacional do

Livro Didático (PNLD) 2015-2017, com os respectivos textos de de�nição, proprieda-

des, teoremas, fórmulas e suas representações geométricas usando as janelas 2D e 3D do

software. As construções são apresentadas detalhadamente exibindo os comandos e/ou

ferramentas utilizadas nas construções por meio de passos com referência cruzada, onde

as etapas seguintes elucidarão e farão uso dos passos anteriores. Desta forma os conteú-

dos são acompanhados com objetos (pontos, retas, planos, botões, seletores, controles

deslizantes) e ilustrações (�guras, grá�cos, imagens) que podem ser acionados, mo-

vimentados pelo operador condicionando-o a intervir nestes objetos, preservando suas

propriedades fundamentais e obtendo assim múltiplas representações/cálculos dos mes-

mos. Têm-se como aporte téorico Iezzi et al (2013), Giraldo (2013), Gravina(1996),

Muniz Neto(2014), Papert (1985) entre outros os quais tratam do embasamento teórico

matemático e/ou apontam o uso softwares matemáticos e/ou tecnologias digitais no

ensino de geometria. No desenvolvimento do mesmo busca-se fazer uso da potenciali-

dade, praticidade, usabilidade, portabilidade e funcionalidade dos recursos disponíveis

no software de modo a apresentar com clareza, concisão e generalidade os saberes

geométricos no plano e no espaço para estudantes do ensino médio.

Palavras-chave: Software, Geometria, Geogebra, Interação, Applet.





Abstract

The guiding idea of this work is that the software Geogebra 5.0 enables com-

pile/generate so-called mini-programs applets for presentation, explanation and study

of mathematics content, more speci�cally in the �eld of Euclidean geometry, dynamic

and interactive way. It presents the buildings of these applets �at and spatial geometry

based on the chapters of the book Mathematics: science and applications, the authors

Iezzi et al adopted in public schools through the National Textbook Program (PNLD)

2015-2017, with their de�nition of texts, properties, theorems, formulas and their ge-

ometric representations using the 2D and 3D windows software. The buildings are

presented in detail displaying the commands and/or tools used in construction through

steps cross-linked, where the following steps elucidate and make use of the previous

steps. In this way the contents are accompanied with objects (points, lines, planes,

buttons, dials, sliders) and illustrations (pictures, graphics, images) that can be activa-

ted, moved around by conditioning it to intervene operator in these objects, preserving

its fundamental properties and thus obtaining multiple representations/calculations

thereof. There have as Theoretical input Iezzi et. al (2013), Giraldo (2013), Gravina

(1996), Muniz Neto (2014), Papert (1985) and others which treat the mathematical

theoretical and/or link using mathematical software and/or digital technologies in geo-

metry teaching. The development of it seeks to make use of the capability, practicality,

usability, portability and functionality of the features available in the software in order

to present with clarity, brevity and generality geometrical knowledge in the plane and

space for high school students.

Keywords: Software, Geometry, Geogebra, Interaction, Applet.
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1 INTRODUÇÃO

Vivemos, na contemporaneidade, em um mundo complexo e desa�ador. Por sua

vez a sociedade também se apresenta assim, marcada pelo fulcro da competitividade

capitalista, que cobra cada vez experiência e saber. Por isso, faz-se necessário consi-

derarmos o processo das construções e dos posicionamentos. Eles não se dão de forma

isolada ao contexto histórico, pedagógico e social como um todo.

Pensando-se desta maneira é que este trabalho fora construído. A ideia aqui discu-

tida se refere à forma em que o software matemático denominado Geogebra pode ser

agregado aos recursos disponíveis nas escolas públicas aos professores de Matemática

do ensino médio. E, ainda como o mesmo pode ser utilizado e explorado de modo

e�ciente para que este apresente o conteúdo de geometria euclidiana da forma como se

encontra no livro didático de Matemática nas suas janelas 2D (plana) e 3D (espacial)

por meio de ferramentas, objetos e recursos disponíveis neste software.

Logo a proposta apresentada tange as seguintes premissas: Desenvolver um traba-

lho que apresente possibilidades de uso do software Geogebra em toda sua totalidade

de modo a restringir o uso de ferramentas e/ou softwares auxiliares para apresentação

e explanação de conteúdos de geometria euclidiana, ou seja, todo o conteúdo, exem-

plo, exercícios e atividades, interativas ou não, serão feitas nos objetos construídos no

mesmo; Descrever as etapas realizadas na incorporação do software ao conteúdo de

modo a evidenciar sua potencialidade e e�ciência neste ramo da Matemática; Apre-

sentar técnicas e métodos e�cientes de se utilizar o Geogebra no ensino-aprendizagem

de geometria euclidiana presente no ensino médio e abordada no livro didático deste

nível.

Com base nas experiências enquanto docente da disciplina Matemática nos níveis

fundamental, médio e superior e, também estudante de graduação, pós-graduação latu-

sensu e strito sensu se é utilizado e desenvolvido estudos em softwares matemáticos,

perpassando pelo Grafeq, Wingeom, EigenMath, Winplot e Geogebra 4.

Tendo conhecimento prévio sobre o Geogebra para a construção de objetos na forma

de apresentação de tópicos de conteúdo manisfesta-se a vontade em realizar o trabalho

de conclusão de curso explanando a incursão a esta experiência, pois já havia idealizado

este trabalho desde o primeiro semestre do mestrado e, naquela época, vislumbrava-se

a realização em tópicos de Geometria euclidiana plana no Geogebra.
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De acordo com o seu criador, Markus Hohenwarter (2007), o GeoGebra é um soft-

ware matemático que reúne geometria, álgebra e cálculo. Ele foi desenvolvido na Uni-

versidade de Salzburg, Áustria, para educação matemática nas escolas. Por um lado,

o GeoGebra é um sistema de geometria dinâmica. Permite realizar construções tanto

com pontos, vetores, segmentos, retas, seções cônicas como com funções que podem

se modi�car posteriormente de forma dinâmica. Por outro lado, equações e coorde-

nadas podem estar interligadas diretamente através do GeoGebra. Assim, o software

tem a capacidade de trabalhar com variáveis vinculadas a números, vetores e pontos;

permite achar derivadas e integrais de funções e oferece comandos, como raízes e ex-

tremos. Essas duas visões são características do GeoGebra: uma expressão em álgebra

corresponde a um objeto concreto na geometria e vice-versa.1

À primeira vista o software Geogebra se apresenta como um ambiente computa-

cional para o desenvolvimento de exemplos, exercícios e atividades de matemática,

principalmente no tocante à representação grá�ca, pois o mesmo possui janela grá�ca

para geometrias plana e analítica, janela algébrica que faz correspondência aos obje-

tos geométricos construídos na janela geométrica, uma janela de computação algébrica

simbólica, uma janela para planilhas de cálculos e uma janela de probabilidades. En-

tretanto com a utilização massiva e exploração de seus recursos se é encontrado diversas

possibilidades para o mesmo, dentre elas a construção de miniprograma denominado

applet2 que apresenta cada capítulo do livro didático acerca dos conteúdos de geometria

euclidiana plana e espacial e os assuntos correlatos como trigonometria na circunferên-

cia e razões trigonométricas. Então o trabalho se encaminha para que ao longo do

mesmo seja apresentado as construções deste applets.

Durante todo o mestrado ao buscar desenvolver objetos geométricos para repre-

sentar a solução de algumas questões e atividades aprofunda-se o uso dos softwares

Winplot, Wingeom e Geogebra. Em MA13 - Geometria I (Geometria Euclidiana), no

semestre 2013.2, utilizando os softwares Geogebra e Wingeom, consecutivamente para

1Tradução para Português: Hermínio Borges Neto, Luciana de Lima, Alana Paula Araújo Freitas,

Alana Souza de Oliveira. Disponível em http://static.geogebra.org/help/docupt_BR.pdf. Acesso em

14 de setembro de 2015.
2Applet é um pequeno software que executa uma atividade especí�ca, dentro (do contexto) de outro

programa maior (como por exemplo um web browser), geralmente como um plugin. O termo foi

introduzido pelo AppleScript em 1993. No contexto de Java, applets são aplicativos que se servem

da JVM (Java Virtual Machine) existente na máquina cliente ou embutida no próprio navegador

do cliente para interpretar o seu bytecode. Criados pela Sun em 1995, são geralmente usados para

adicionar interatividade a aplicações web que não podem ser geradas pelo HTML. Eles são executados

numa �caixa de areia� (sandbox) pela maioria dos navegadores, impedindo-os de acessarem os dados

da máquina na qual estão sendo executados. O código do applet é baixado de um servidor web e

o navegador ou o embute dentro de uma página web ou abre uma nova janela exibindo a interface

do programa. Ele é exibido na página web através do uso da tag HTML <applet></ applet>, que

especi�ca a fonte e as estatísticas de locação do applet. A locação do applet não pode ser controlada

por meio de CSSs. Disponível em https: // pt. wikipedia. org/ wiki/ Applet . Acesso em 27 de

setembro de 2015.

https://pt.wikipedia.org/wiki/Applet
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representar �guras planas e espaciais, pois até então o Geogebra não possuía janela

3D na sua versão o�cial o�-line, conforme mostra as �guras 1.1 do Geogebra e 1.2 do

Wingeom.

Figura 1.1: Construções geométricas de questões no Geogebra da disciplina MA13 -

Geometria PROFMAT: do autor, 2015.

Figura 1.2: Construções geométricas de questões no Wingeom da disciplina MA13 -

Geometria PROFMAT: do autor, 2015.

Ao cursar as disciplinas MA23 - Geometria II (Geometria Analítica) e MA36 -

Recursos computacionais para o ensino de matemática do PROFMAT-SBM fora dis-

ponibilizado a versão o�cial do Geogebra 5 no site www. geogebra. org para download,

o qual possui janela 3D, janela de visualização 2, Janela CAS (Computação Algébrica

Simbólica) entre outros recursos adicionais em relação às versões anteriores.

Desta forma foi-se explorada para �ns de reconhecimento e investigação a janela 3D

para a solução de atividades previstas na referida disciplina, usando para isto tanto a

janela de visualização 2D (plana) quanto a janela de visualização 3D (espacial) como

mostra as �guras 1.3 e 1.4. Com esta versão foi-se �nalmente a�rmado o interesse

em desenvolver objetos no referido software para a abordagem de conteúdos do ensino

médio.

Assim, ao de�nir o objeto de estudo do trabalho �Tópicos de Geometria Euclidi-

ana em applets do Geogebra� nos estudos orientados foi-se optado pelo livro didático

adotado pela instituição em que atuo para servir de aporte teórico e �recorte� de estudo.

www.profmat-sbm.org.br#Sites.Profmat
www.geogebra.org
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Figura 1.3: Construções geométricas de questões no Geogebra janela 2D da disciplina

MA23 - Geometria analítica PROFMAT: do autor, 2015.

Figura 1.4: Construções geométricas de questões no Geogebra janela 3D da disciplina

MA23 - Geometria analítica PROFMAT: do autor, 2015.

E, ao mesmo tempo para se de�nir uma interface grá�ca de aplicativo de compu-

tador com estrutura prevista para produção dos elementos, de�nições, propriedades

e conceitos geométricos euclidianos (plano e espacial), já que os tópicos aqui a serem

elucidados estão presentes em qualquer livro didático publicado para o ensino médio.

Desta forma, não limita as possibilidades de utilização e desenvolvimento dos objetos

construídos para a coletânea utilizada.

Ao tratar dos objetivos de estudo em itens têm-se:

• Desenvolver um material digital para ensino de Geometria Euclidiana no software

Geogebra;

• Construir applets com tópicos de geometria euclidiana no Geogebra usando sua

geometria dinâmica com programação sobre os entes geométricos por meio de

botões, �guras, textos, controles deslizantes e caixa de seleção;

• Criar atividades e exercícios em ambiente computacional de geometria dinâmica

interativa;

• Desenvolver cenários de investigação no referido software por meio de objetos
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interativos explorando suas potencialidades no estudo e aprendizado de tópicos

da Matemática relacionados à Geometria Euclidiana.

Esta dissertação apresenta o roteiro de algumas construções de applets desenvol-

vidos durante a pesquisa e, desta forma, mostra de forma ilustrada a construção dos

capítulos do livro relativos à geometria euclidiana de modo que a partes dos capítulos

(seções) e sua subpartes (subseções) são botões que podem ser acionados pelo opera-

dor na própria tela do applet orienta ao leitor a reconstruir tais objetos. E, quando o

conteúdo se referir a uma de�nição geométrica serão construídos objetos que podem

ser movimentados, girados, transformados e acionados.

Têm-se como proposta explanar o uso do software Geogebra na construção de tais

objetos e à medida que os constrói, vai-se ensinando como se utilizá-lo e compreender

o uso de ferramentas. Em outras palavras, é um estudo orientado no Geogebra, onde se

ensina a utilizar suas ferramentas, objetos e a explorar sua funcionalidade de forma a

conduzir o leitor a reproduzir ações, comandos e a construir tais objetos. Em suma, o

leitor ainda que leigo ou inexperiente no software conseguirá construir os passos inicias

e a partir deles os demais para elaborar formas geométricas euclidianas.

Portanto o método utilizado aqui é semelhante a um tutorial (manual) para apre-

sentar ao leitor as ferramentas e os comandos utilizados neste software para se construir

aulas de apresentação (slides) que contém a síntese do conteúdo presente no livro didá-

tico utilizado na instituição de ensino da forma que lá se encontra em formato hipertexto

com interações dinâmicas por meio do mouse em botões, imagens, pontos e elementos

geométricos, fazendo uso do potencial da computação algébrica, geometria dinâmica,

lógica de programação, scripts nas linguagens Java e LATEX; e programação orientada

a objetos (mini programas) no formato de applet que o software oferece. Basta que o

dispositivo tenha um navegador de internet para executar os arquivo o�ine, pois os

applets construídos no Geogebra são executados em navegadores de internet.

A disponibilização dos arquivos em modo applet o�ine (não requer a instalação

de programas) será explicada e detalhada neste trabalho e é possível graças a um

sistema via web desenvolvidos pelos programadores do referido software denominado

Geogebratube, onde estão hospedados diversos recursos e objetos desenvolvidos nele. E,

para ter acesso a este sistema se faz necessário a criação de um cadastro que aceita

acessos via múltiplos logins (e-mail do G-mail, Twitter, Facebook e/ou Microsoft) e

permite armazenar, gravar e gerar arquivos em diversos formatos, inclusive em formato

applet o�-line que é a principal meta deste trabalho.

Sendo assim tais applets oferecem mais disponibilidade e praticidade, já que não se

faz necessário a instalação de programas, acessibilidade e portabilidade para qualquer

computador, notebook, celular ou tablet atuais, bastando ter o arquivo o�ine para se

estudar/explorar todo o material/conteúdo e recursos do Geogebra.

Inicialmente havia-se pensado em resumir e sintetizar o detalhamento das constru-

ções em geometria plana e, ao desenvolver a pesquisa chegou-se a conclusão de que a
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janela de visualização (janela 2D) seria utilizada e aproveitada como tela de apresenta-

ção dos conteúdos (texto, imagens, fórmulas, botões e controles deslizantes) relativos

também aos objetos da geometria espacial. Desta forma todas as construções de geo-

metria plana são necessárias para o desenvolvimento dos applets em geometria espacial

e a explicação da construção das telas do applets acionadas por botões-seção é expla-

nada detalhadamente em passos que orientam a elaboração dos objetos e os vínculos

criados entre eles.

E neste caso optamos em enxugar a explicação feita necessariamente sobre o soft-

ware, pois veri�ca-se a existência há algum tempo de diversos referenciais na literatura

sobre o mesmo para focar na construções dos applets desejados e o detalhamento das

construções em Geometria Plana, que são mais práticas, usuais e já em desenvolvimento

no ambiente do software Geogebra há alguns anos, para com isso dar mais ênfase à Geo-

metria Espacial, que é algo novo no Geogebra que fora disponibilizado há pouco tempo

na sua versão o�cial do programa e não possui na literatura estudos e elaboração de

objetos sistematizados como os que aqui são apresentados. Em tempo ressalta-se que

os applets aqui construídos são os conteúdos propriamente ditos, semelhante à forma

que se encontram nos livros didáticos. Desta forma, supõe-se que o leitor ou quem

tiver acesso a este trabalho saiba realizar comandos básicos e usar o seu computador

pessoal.

A estrutura deste trabalho se divide em capítulos sendo o primeiro capítulo referente

a introdução à temática que o mesmo aborda, em seguida no segundo capítulo são feitos

apontamentos teóricos e metodológicos das ideias/ações que norteiam a discussão sobre

o uso de mídias digitais e softwares de geometria dinâmica em particular o Geogebra no

desenvolvimento de objetos matemáticos no ensino de geometria euclidiana do ensino

médio. Nos dois capítulos seguintes explana-se as construções dos applets de geometria

euclidiana sendo: o terceiro capítulos trata das construções dos mini programas de

geometria plana e assuntos correlatos e o quarto capítulo aborda a construção do applets

de geometria espacial; e se relacionam com a abordagem dos conteúdos (de�nições,

propriedades, leis e teoremas) apresentados em [1].

Por conseguinte, no quinto capítulo se faz a análise em feedback das construções

dos applets tratados nesta pesquisa, onde se é tratado as otimizações e explorações da

máxima potencialidade do referido software. O sexto e último capítulo traz algumas

considerações sobre o trabalho bem como algumas re�exões sobre o desenvolvimento

do mesmo.

Sendo assim, será tratado no próximo capítulo a motivação para a pesquisa e o

aporte teórico e metodológico utilizado.



2 PROCEDIMENTOS

METODOLÓGICOS DO

TRABALHO E PRIMEIROS

APONTAMENTOS

A geometria está por toda a parte.

Platão

Este trabalho de dissertação foi pensado como produto das atividades já realizadas

em salas de aula do ensino médio de uma instituição na cidade Caetité-BA, desde

2012 e foram estruturadas como proposta de atividade educacional para o ensino de

Geometria euclidiana, área da Matemática presente no ensino médio. Atendendo às

normas que regulamentam o Trabalho de Conclusão de Curso (TCC) do Programa

de Mestrado em Matemática em Rede Nacional (PROFMAT) será apresentado alguns

pontos importantes deste trabalho que nortearam as discussões a seguir.

A ideia norteadora deste trabalho é que os applets tornam a apresentação/explanação

dos tópicos de geometria dinâmicos e interativos, pois em alguns momentos o estudante

é convidado a intervir para que se avance no conteúdo e compreenda o que é explicado.

Desta forma os conteúdos são acompanhados com formas (pontos, retas, planos, botões,

seletores, controles deslizantes) e ilustrações (�guras, grá�cos, imagens) que podem ser

acionados, movimentados.

Portanto, este trabalho atende às normas do Trabalho de Conclusão de Curso na

modalidade 1 (Elaboração de proposta de atividades educacionais). O software Geo-

gebra será um compilador de aulas dentro de sua interface ao inserir o conteúdo por

meio das ferramentas de texto, imagem e geométricas permitindo ao usuário navegar

no conteúdo através de botões que ao serem acionados exibem o conteúdo na tela e

permite interagir com os objetos.

Todos os objetos aqui construídos e detalhados são inéditos e originais, pois nas

referências consultadas e publicadas em ambiente livre (internet, revistas e portais de

conteúdo) não foram encontradas quaisquer publicações com este teor e contexto e

31
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dos referenciais utilizados para a confecção em sua maioria não detalha como aqui foi

feita a construção dos mesmos. É o caso da publicação americana Exploring Advanced

Euclidean Geometry with Geogebra1 escrita por Gerard A. Venema que traz alguns

exercícios e propostas de demonstração de teoremas (de Poncelet, Ceva, Menalaus,

Perigal etc ) e o modelo de disco de Poincaré para geometria hiperbólica usando as

ferramentas do Geogebra. Portanto, é um trabalho inédito e original.

Têm-se como objetivo explanar os conteúdos de geometria de forma dinâmica, onde

os estudantes possam intervir diretamente na ideia apresentada (teorema, de�nição, lei,

axioma, etc) interagindo com os elementos que o compõem. Nesse sentido, segue como

exemplo a relação pitagórica a2 + b2 = c2 onde se é possível atribuir diversos valores

para a, b e c que satisfaçam a relação e a produzir questionamentos à medida que

se interage com o objeto, do tipo: o que acontece se, é verdade que..., entre outras,

formular conjecturas e validá-las e permitir por meio da investigação, exploração e

questionamentos que o aluno construa/produza o conceito matemático em questão na

perpectiva construcionista e pseudointerativa de Seymour Papert e investigativa em

cenário de Ole Skovsmose, as quais não serão discutidas por não serem o foco deste

texto.

Considerando agora o ambiente do software Geogebra para se ilustrar estas ideias,

façamos uso da literatura sobre o Cálculo integral e diferencial em [2] (sem demonstrar!)

o teorema fundamental do Cálculo e somas de Riemann no intervalo [a, b], sendo a 6

ci 6 b:

n∑
i=1

f(ci)∆xi 6
∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) 6
n∑
i=1

f(ci+1)∆xi (2.1)

Sendo f uma função contínua no intervalo [a, b] e F a sua primitiva, constrói-se rapi-

damente (sua representação geométrica) com poucos comandos no Geogebra no campo

de entrada escrevendo-se: a função �f(x)� que se deseja representar, os valores de A e

B, suas somas de Riemann inferior
∑n

i=1 f(ci)∆xi e superior
∑n

i=1 f(ci+1)∆xi a função

F primitiva inde�nida e de�nida (área compreendida entre o eixo x e a função) no in-

tervalo mencionado, respectivamente por meio dos comandos diretamente na barra de

entrada (exatamente como está escrito, cada comando está

separado por ponto e vírgula!)2: � f(x)=1/4(x+1)(x-2)(x+3)+3; A=Ponto[EixoX];

B=Ponto[EixoX]; SomaDeRiemannInferior[f, x(A), x(B), 25] ; SomaDeRiemannSupe-

rior[f, x(A), x(B), 25]; Integral[f, x(A), x(B)];Integral[f ].�

À medida em que se digita no campo ou se destaca a exibição do objeto mostrado

na Figura 2.1 (pela janela de álgebra) cada uma das expressões (soma inferior, integral

e soma superior, respectivamente):

1Publicação da editora Mathematical Association of America (MAA). Washington DC - Estados

Unidos, 2013.
2A função f(x) = 1/4(x+ 1)(x− 2)(x+ 3) + 3 é um exemplo arbitrário e sua integral inde�nida é
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Figura 2.1: Representação geométrica da somas superior, inferior e da integral de�nida

de f : do autor, 2015.

Obtém-se, após editar as cores na barra de estilos e movimentar

os pontos A e B a Figura 2.2. Ou seja, é possível a�rmar que no software não é exigido

muitos recursos grá�cos e comandos para se produzir uma representação com esta (a

qual demanda muitos elementos geométricos) e a elaboração de novos objetos para se

representar uma nova expressão para diferentes valores de A e B.

Figura 2.2: Representação geométrica da integral de�nida de f : do autor, 2015.

E, por se tratar de uma construção dinâmica ao movimentar os pontos A e B temos

novas �guras/representações de uma mesma construção (bastando para isto mover os

pontos A ou B clicando com o mouse sobre os mesmos e/ou de�nir/reescrever uma

outra função f tal como f(x) = cos(x), f(x) = sen(x), f(x) = eαx, ou quaisquer função

exponencial, polinomial, trigonométrica etc), o caracteriza os objetos construídos como

um cenário de investigação. Não iremos aprofundar neste conteúdo ainda que os objetos

dada por F = g. Na expressão �SomadeRiemann� �25� é o número n de partições.



34 PROCEDIMENTOS METODOLÓGICOS DO TRABALHO E PRIMEIROS

APONTAMENTOS

construídos exibam a potencialidade de geometria dinâmica do software pois não é o

foco deste trabalho uma vez que pretende-se atingir outro público.

O público alvo são estudantes do ensino médio que buscam aprender tópicos de

geometria euclidiana uma vez que está previsto nos Parâmetros Curriculares Nacionais

do Ensino Médio - Matemática (PCNEM-MAT) o ensino de geometria plana, espacial e

analítica nesta etapa de ensino, bem como nas orientações curriculares do ensino médio

do estado da Bahia, Matriz curricular do ensino Médio do Ministério da Educação entre

outras instâncias que coordenam e regulamentam o ensino desta área da matemática.

E, de forma indireta os professores do ensino de Matemática (médio e/ou superior) que

utilizam o Geogebra e/ou pretendem aprofundar o seu uso.

Conforme preconiza os parâmetros curriculares nacionais, o Geogebra por meio de

sua interface tange e avança na importância da linguagem grá�ca no entendimento de

Matemática e na valorização do cálculo mecânico quando possibilita múltiplas repre-

sentações do mesmo exemplo. Nesse sentido aponta [3] que

Assim, para um dado objeto ou propriedade, temos associada

uma coleção de �desenhos em movimento�, e os invariantes

que aí aparecem correspondem às propriedades geométricas

intrínsecas ao problema. Este é o recurso didático importante

oferecido: a variedade de desenhos estabelece harmonia entre

os aspectos conceituais e �gurais; con�gurações geométricas

clássicas passam a ter multiplicidade de representações; pro-

priedades geométricas são descobertas a partir dos invarian-

tes no movimento.

De igual modo [4] reitera que as tecnologias da informação e comunicação (TICs)

�permitem perspectivar o ensino da matemática de modo profundamente inovador,

reforçando o papel da linguagem grá�ca e de novas formas de representação e relativi-

zando a importância do cálculo e da manipulação simbólica.�

Quanto aos pré-requisitos por parte dos alunos é necessário e su�ciente noções

básicas de uso de computador e acesso à páginas de internet, já que os applets se

comportam de maneira similar ao livro didático, pois é uma versão digital do mesmo, e

sigam as instruções previstas na tela do aparelho durante o uso. E, por ser um material

didático, este deve ser utilizado mediante a orientação de um professor de Matemática.

O papel pedagógico deste material é dar uma abordagem mais ampla dos enunciados

previstos em livros didáticos do ensino médio fazendo com que o aluno intervenha

diretamente no processo de construção de seu próprio conhecimento. Pretende-se a

longo prazo que tais applets sirva como material didático digital que, em ambiente

computacional, contemple a abordagem do livro e alavanque o entendimento no que

diz respeito à generalização e formalização, já que os applets serão dinâmicos e as

operações/cálculos/representações nele envolvidos serão atualizados instantaneamente.
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Para o desenvolvimento das atividades previstas neste trabalho é necessário também

que os professores tenham noções básicas de uso do computador (ligar, desligar, abrir

e executar arquivo e programas, instalar programas, interpretar e executar comandos)

e, para aplicá-las faz-se necessário ao menos uma sala de aula equipada com projetor

multimídia-datashow e/ou laboratório de informática e que os alunos saibam utilizar

o computador (realizar comandos pelo teclado e mouse, abrir arquivos, programas,

etc). Entretanto há versões do referido software para dispositivos móveis com siste-

mas operacionais (celulares, tablets, ipads) possibilitando assim utilizá-lo com muita

portabilidade.

Dentre as di�culdades previstas, espera-se que alguns alunos demorem em realizar o

comando/procedimento solicitado, bem como compreendê-lo, ou seja quais ideias ma-

temáticas estão envolvidas implicitamente. Neste momento, orienta-se que o professor

chame a atenção do aluno antes de realizar o procedimento, para que ele possa fazer

simultaneamente e constatar a sua ação. Outras di�culdades de ordem operacional,

do tipo o computador não responde, o programa não aceitou o comando, etc poderão

surgir e poderão ser sanadas caso a caso.

Será apresentado uma descrição geral e detalhada de cada atividade e suas etapas,

bem como o tempo previsto para a elaboração e desenvolvimento da mesma. Como

o applet será entendido como o tópico do conteúdo em sala de aula o tempo de uso

será equivalente e compatível com o tempo de explanação do conteúdo, resolução de

exercícios e etc.

Supõe-se que após a aplicação surjam novos questionamentos acerca da atividade

bem como novos caminhos para o uso do applet, reformulação e ajuste. Em outras

palavras, o uso deste recurso possibilitará a produção de novos exemplos e exercícios,

o que indicará a construção de novos applets que tenham como base o que foi utilizado

para dar continuidade à proposta de uso destes objetos.

Pode-se constatar na prática a partir de um levantamento das pesquisas já rea-

lizadas sobre o Geogebra que em sua maioria os objetos e ferramentas neles criados

são para ilustração e aplicação de um conteúdo ao invés de se incorporá-lo propria-

mente dito (texto e fórmulas) na forma em que se encontra na literatura. É notável

que este software é utilizado para se resolver questões, apresentar de�nições e suas

representações analíticas e calcular algebricamente e numericamente diversas expres-

sões analíticas (algébrica e/ou geométricas), produzir animações, efeitos especiais e

transformações geométricas entre outras possibilidades.

Conforme salienta [5]:

As ferramentas de geometria dinâmica permitem a constru-

ção de objetos geométricos de acordo com propriedades ou

relações estabelecidas. Estes podem então ser manipulados

dinamicamente, de tal maneira que as propriedades e rela-

ções sejam preservadas. Esse modo particular de construção
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geométrica apresenta características especiais, que podem ter

consequências importantes para a aprendizagem. Quando um

objeto geométrico é representado por meio de papel e lápis,

em geral procura-se empregar certas notações para indicar

suas propriedades. Portanto, essas propriedades determinam

a maneira de se representar, e se fazem notar na representa-

ção. Entretanto, o processo de construir uma representação

para um objeto em ambientes de geometria dinâmica dispara

outra qualidade de re�exão sobre suas propriedades e relações

matemáticas.

A maioria dos trabalhos desenvolvidos apresenta um roteiro de exploração e investi-

gação do software ao tempo que explana a funcionalidade do mesmo e suas ferramentas.

Abordam uma metodologia tutorial onde o leitor/operador é instruído quanto aos co-

mandos que deverão ser realizados.

A metodologia deste material é também na forma de tutorial, dividido em passos

de construção, os quais apresentam os comandos e botões acionados para se produzir

o applet com conteúdo didático (textos com de�nições, notação e exemplos) interativo

e dinâmico e é orientada para uso por professores e pesquisadores da área que queiram

replicar e/ou reproduzir o material aqui apresentado, bem como disponibilizá-lo para

uso fora do software (uso o�ine) para ser usado por estudantes do ensino médio e/ou

superior em Matemática e áreas a�ns.

Entretanto o foco aqui é fazer com que o software funcione como o livro didático

e transpasse as limitações existentes no material impresso, como por exemplo ao re-

presentar um polígono e sua respectivas medidas de comprimento e área, ao dispor de

interação por meios de seus comandos, botões, objetos e ferramentas.

A opção de descrever as construções em passos é para se fazer referência cruzada, ou

seja, as construções que dependerem dos passos anteriormente descritos é mencionado

o passo que é utilizado ao invés de descrever uma mesma construção mais de uma

vez. Então, desta forma, usaremos o software para adequar e inserir o conteúdo e à

medida que os objetos forem construídos apresenta-se as ferramentas e os comandos

do software que participam na construção.

Como também já foi dito os dois capítulos seguintes são conexos e hipereferenciados

em links por passos, ou seja, a construção dependerá de passos anteriores e os objetos

criados na janela 3D dependerão e terão vínculos com objetos da janela 2D (janela de

visualização).

2.1 Motivação para a pesquisa

O exercício da docência exige que o professor se empenhe para produzir conheci-

mento em sala de aula e despertar o saber no educando. Participar com frequência
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de cursos de formação continuada e buscar aprimorar cada vez mais a forma que se

utiliza para ensinar. Busca-se suporte nas mídias computacionais para ampliar e di-

versi�car as formas de ensino e aprendizagem em Matemática. Ainda no ensino médio

SOUSA (2015)3 resolveu fazer vários cursos de informática para aprender a utilizar o

computador.

Posteriormente durante a graduação o mesmo desenvolve diversas atividades ma-

temáticas em software e meu estágio supervisionado do ensino médio na graduação

desenvolvi aulas em laboratório de informática utilizando softwares como o Eigen-

Math, um software de computação algébrica e o Wingeom, um software de geometria

plana e espacial. A partir desse contato, passa-se a pensar vê-las integrando na prática

de professor que ensina Matemática e percebe que os softwares matemáticos e outras

ferramentas computacionais como blogs, fóruns quando utilizados de forma planejada

e dirigida oferecem um grande potencial para a aprendizagem matemática.

Ja no exercício da docência como professor do Departamento de Ciências Humanas

da Universidade do Estado da Bahia, desenvolve nos anos de 2010 a 2014 diversas

atividades de laboratório computacional, coordenando um projeto de extensão cujas

experiências vividas e geradas serviram de base para construir os materiais aqui apre-

sentados. Durante a atividade de monitoria de extensão foram desenvolvidas ações

na versão primitiva de applets do Geogebra para outros tópicos de Matemática como

funções, conjuntos entre outros como mostra a �gura que possibilitaram alavancar o

estudo, pesquisa e a exploração do software para a construção dos applets de geometria

euclidiana (plana e espacial) descritos nos próximos capítulos.

Figura 2.3: Applet primitivo Introdução à geometria plana: do autor, 2015.

Em se tratando dos âmbitos da educação e da contemporaneidade, as tecnologias

digitais estão diretamente relacionadas ao modo de vida atual e é praticamente im-

3Antônio Carlos Bastos Sousa
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possível viver sem elas. Considero importante saber usar e lidar com as tecnologias,

principalmente as utilizadas para o campo pro�ssional do educador. Ao lidar com

tecnologias de ensino observa-se que há muitas lacunas e diversas formas de aborda-

gem para as práticas educativas e a cada experiência vivida decorre um re�namento

na práxis. Desta forma vejo que cursos de capacitação e aperfeiçoamento contribui

para ampliar e diversi�car as abordagens sobre tópicos matemáticos em ambientes

digitais/computacionais.

Ao longo da sua formação docente que avançou-se o interesse em produzir um tra-

balho como este e para isto tomou-se conhecimento das publicações de diversos autores

da área de informática na educação matemática, dentre eles José Armando Valente,

Marcelo de Carvalho Borba, Mirian Godoy Penteado, Seymour Papert, Coxford en-

tre outros e pude escrever um trabalho de conclusão de curso (graduação) sobre esta

temática4.

Atualmente desenvolvo atividades de ensino e pesquisa em softwares matemáticos

de geometria dinâmica e computação algébrica. Durante o curso de mestrado e a

experiência pro�ssional no ensino superior me inteirei das publicações de Vitor Giraldo,

Maria Alice Gravina e outros teóricos, as quais me auxiliaram a ter embasamento

teórico e metodológico.

Foi de grande valia constatar os trabalhos dos mesmos pois me acarretou desenvolver

atividades voltadas para a modelagem matemática computacional em softwares geome-

tria dinâmica, planilha eletrônica, computação algébrica etc. Penso que em condições

propícias para o desenvolvimento do trabalho, desenvolver uma aula de Matemática

em ambiente computacional é motivador, instigante e prazeroso para o professor e

educando.

E, ao mesmo tempo, é notório que as tecnologias digitais (calculadoras, televisão,

jogos, Internet, softwares, celular) têm in�uenciado os processos educacionais vigentes

e o cotidiano das escolas/universidades e salas de aula de forma muito branda. Não há

uma �preocupação� em se usar mídias digitais no ensino e/ou mudar a forma de trabalho

para alguns professores. Geralmente tais tecnologias são suporte para as atividades fora

do espaço escolar (tarefas de casa, envio de atividades por e-mail, pesquisas) etc.

Até porque muitas das escolas não possuem espaço físico, equipamentos, recursos

e materiais metodológicos e didático pedagógicos, técnicos e pro�ssionais que façam

manutenção e instalação de peças e programas, de modo a possibilitar aos professores

trabalharem somente nestes espaços. Na prática, as escolas públicas possuem um

laboratório de informática e poucos computadores para atender todo o seu alunado.

Embora ainda que não seja a realidade de outras locais.

Apesar de todas os entraves e di�culdades apresentados, a pesquisa fora motivada

4SOUSA, Antônio Carlos Bastos. Aplicações Computacionais: o uso dos softwares Eigenmath

e Wingeom no aprendizado de álgebra e geometria no ensino médio e superior. Caetité-BA, 2006.

Monogra�a (Graduação em Licenciatura em Ciências com habilitação em Matemática).
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por acreditar que a educação emancipa cidadãos e se a mesma se correlacionar com o

cotidiano fará com que a mesma tenha e signi�cado na vida dos alunos e professores.

Acredita-se que aprender Matemática e especi�camente Geometria, não está apenas

no simples ato de copiar e memorizar e sim em construir e reconstruir ideias, fazer

e refazer experiências, analisar e comprovar resultados de diversas formas possíveis e

assim, interagir com o conhecimento, fazendo com o mesmo tenha signi�cado intrínseco

e individual para cada um que o aprende, baseado na experiência vivenciada com o

mesmo.

Além disso, na docência do ensino superior lecionei nestes anos a disciplina Softwa-

res Matemáticos e por três semestres as disciplinas Laboratório do ensino de Matemá-

tica I e II. Nesta disciplina construí diversas ferramentas matemáticas com material

concreto (papelão, isopor, madeira, mdf, plástico, polietileno etc) e digital (via software

de geometria dinâmica, plotagem e computação algébrica).

Então já há alguns anos desenvolve e aplica-se atividades construcionistas em que

o aluno é convidado, partindo de um conteúdo matemático em estudo, a criar experi-

mentos que abarque as noções matemáticas deste conteúdo e/ou até mesmo objetos e

experimentos desenvolvidos por matemáticos no passado tais como mecanismos para

traçar curvas, ferramentas de cálculo, modelação de objetos geométricos etc que foram

criados para se estudar e/ou resolver problemas. As Figuras 2.4 à 2.7 se referem a

alguns dos objetos desenvolvidos com estudantes de graduação ao longo do período

docente.

Figura 2.4: Conchóide de Nicomedes e a trisseção do ângulo - modelo concreto e

computacional: do autor, 2015.

E daí veio a ideia de se fazer algo que fosse mais presente em sala de aula e também

correspondesse exatamente ao conteúdo abordado. Em outras palavras, incrementar

aos recursos padrões utilizados no ensino de geometria por professores de Matemática

em sala de aula: lousa, pincel, livro didático, régua, compasso, transferidor e material

impresso (listas, apostilas, atividades-projeto); miniprogramas (applets) de geometria

euclidiana relativos aos conteúdos abordado ao longo do estudo deste campo da Mate-

mática no livro didático do ensino médio.

Pensando assim buscou-se veri�car o �estado da arte� sobre esta temática em livros
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Figura 2.5: Dominó de equações quadráticas no formato de Lemniscata - modelo con-

creto e computacional: do autor, 2015.

Figura 2.6: Ferramentas para traçar hipérboles - modelos concretos de mesa e lousa e

computacional

Figura 2.7: Ferramentas para traçar parábolas - modelos concretos de mesa e lousa e

computacional: do autor, 2015.

e sítios da internet, os quais serão tratados na próxima seção.

2.2 Construção de sequências didáticas e cenários de

investigação

Desenvolveu-se os applets explanados neste trabalho inspirados nos trabalhos de

Humberto José Bortolossi et al., mais especi�camente no seu sítio de internet Conteú-



Construção de sequências didáticas e cenários de investigação 41

dos Digitais em Matemática para o ensino médio - Universidade Federal Fluminense

(UFF)5 onde disponibiliza diversos materiais e recursos digitais, dentre os quais alguns

trabalham com temas que relacionam a Matemática ao cotidiano e uso da mesma em

tecnologias tais como computação grá�ca, animação de imagens etc.

Outro recurso que serviu de inspiração é denominado Teoremas de Geometria plana6

usando animações, dos autores Carlos Eduardo Souza Ferreira e Maria Alice Gravina,

no qual dois applets desenvolvidos em Flash traz os principais teoremas de Geome-

tria Euclidiana Plana. Enquanto que nestes applets mencionados não há conexão e

linearidade do conteúdo da forma como se é trabalhado em sala de aula, os applets ela-

borados neste trabalho seguirão o livro didático e alavancará a possibilidade do usuário

obter múltiplos exemplos de um mesmo exemplo ao interagir com os objetos e inter-

relacionando diretamente com o livro didático e a sala da aula. Em outras palavras

é como se cada capítulo do livro se tornasse um aplicativo, programa de computador,

que permite o usuário operá-lo para uma �nalidade especí�ca, neste caso, estudar os

tópicos de geometria euclidiana trabalhados no ensino médio.

Posteriormente ao conhecer alguns objetos livres disponibilizados no acervo do sítio

do Geogebra na internet foi-se coletando, analisando e aprimorando os objetos que

construía neste programa durante as aulas que ministrava aos alunos de ensino médio

e superior.

Nesse sentido ressalta-se [6] que,

inconformado com a passividade dos sistemas instrucionais,

deu bases à teoria construcionista, cuja característica princi-

pal é a concretude e, nesse sentido as interações do aprendiz

com o computador é voltada para atividades de programação

para o desenvolvimento de projetos de investigação ou na re-

solução de situações-problema fazendo desenvolver a cognição

e a metacognição. Graças às ideias de Papert temos hoje am-

bientes constituídos em ciberespaços onde há colaboração co-

letiva e mútua na produção de conhecimento compartilhado.

Surgiu então a iniciativa de se conhecer, estudar e pesquisar o referido software de

modo a produzir objetos matemáticos investigativos.

Há algumas situações didáticas em que se faz necessário estudar e investigar o

mesmo problema matemáticos de geometria em mais de uma maneira. Para exempli�-

car tomemos um retângulo de perímetro 2P �xo donde 2P = 2x+ 2y, logo P = x+ y

cujos vértices estão con�nados no plano cartesiano e sendo um deles a origem O = (0, 0)

do plano. A área S do mesmo é S = xy. Escrevendo a área do retângulo como um

função em x têm-se f(x) = x(P − x) = Px− x2.
5Disponível em http://www.u�.br/cdme/. Acesso em 28 de setembro de 2015.
6Disponível em http://www.edumatec.mat.ufrgs.br/teoremasgeometria/TeoremasGeometriaplana.htm.

Acesso em 28 de setembro de 2015.
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E para isto, no Geogebra têm-se a janela de visualização 2 e ao ser habilitada

simultaneamente com a janela de visualização permite fazer representação dupla e com

interação simultânea de uma mesma construção geométrica e analítica, ou seja em uma

das janelas de visualização faz-se a interação como os elementos geométricos (pontos,

retas, segmentos, planos etc) e na outra janela se faz o estudo do comportamento grá�co

e/ou funcional (analítico) do objeto, como pode ser visto na Figura 2.8.

Então a janela de visualização 1 (padrão) é para representar o retângulo propri-

amente dito, neste caso delimitado pele reta y = P − x e os eixos x e y, enquanto

que a janela de visualização 2 será para representar o grá�co da função área do retân-

gulo,dada por f(x) = Px − x2, de modo que ao movimentar os vértices do retângulo

na janela de visualização 1 ambos grá�cos/�guras/objetos/construções se interagem

simultaneamente. Assim temos diversas possibilidades entre a janela de visualização 1

e 2 para análise e interpretação geogébrica (geométrica/algébrica): valores máximos e

mínimos, decrescimento e crescimento, reta tangente, declividade e derivada da função

entre outras. A �gura 2.8 representa uma situação para P = 5.

Figura 2.8: Janelas de visualização 1 e 2 representando geometricamente e gra�camente

y = 5x− x2 em que 0 ≤ x ≤ 5: do autor, 2015.

Embora o exemplo acima apresente uma das utilidades de duas janelas de visuali-

zação 2D, esta forma de abordagem das ideias em duas janelas servirá de base para se

desenvolver os applets de geometria espacial no capítulo 4, onde a parte teórica/textual

do conteúdo se apresentará na janela de visualização padrão e os objetos geométricos

espaciais na janela 3D. Então no próximo capítulo trataremos primeiro os tópicos de

geometria plana para construção dos objetos.
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Faz-se necessário adotar a concepção de design educacional como base

da prática pedagógica com o uso de tecnologias proporciona a

integração de diferentes mídias ao currículo com foco na aprendizagem

do aluno, em sua realidade de vida, interesses e preferências de

aprendizagem.

Cavellucci e Valente

Esta dissertação não tem como objetivo ensinar a utilizar o Geogebra e tampouco servir

de manual para utilização do mesmo. O propósito aqui é apresentar um conjunto de

comandos e ações via teclado e mouse na interface do Geogebra de modo a produzir

um material interativo e didático com uma boa aparência, facilidade de uso e que

apresenta as principais noções, de�nições e exemplos sobre a Geometria Euclidiana do

livro didático utilizado, coletânea do ensino médio Matemática: ciência e aplicações

dos autores Gelson Iezzi [et al.].

O Geogebra utiliza-se de um pacote de texto denominado Latex. O LATEX é um

pacote feito para a preparação de textos impressos de alta qualidade, especialmente

para textos matemáticos. Ele foi desenvolvido por Leslie Lamport a partir do programa

TEX criado por Donald Knuth.

Neste caso quem vier a tomar conhecimento da discussão aqui apresentada neces-

sitará conhecer a literatura sobre o tema, já desenvolver ou ter desenvolvido atividade

neste software e estar familiarizado com sua interface e, ainda, conhecer um pouco

sobre linguagem LATEX e comandos em Javascript, para que assim possa replicar ou

reproduzir as atividades aqui propostas. Nos apêndices trataremos o detalhamento dos

pacotes de instalação do Java Runtime Enviroment que é a �máquina virtual� que pro-

cessa a linguagem em que o Geogebra opera, a instalação e o primeiro uso do Geogebra

e a utilização do material o�-line gerado em HTML dos applets aqui feitos.

43
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3.1 Elaboração de applets no Geogebra com conteú-

dos de geometria: de�nições, notações, teoremas

etc

Nesta parte do trabalho será mostrado como foram utilizados alguns comandos e

ferramentas disponíveis no Geogebra e alguns scripts de linguagem Java para deixar

mais fácil e operacional os objetos criados. Mais especi�camente, para cada tópico de

matemática a ser trabalhado/desenvolvido de forma ordenada, concatenada e sequen-

cial para dar ênfase ao conteúdo. Em outras palavras, traremos os textos de�nições,

exemplos, notas explicativas, observações e exercícios como botões clicáveis e ativos.

Isto é, à medida que o usuário avança na leitura e interpretação será solicitado a sua

intervenção e o mesmo clicará nos objetos indicados.

Como o desenvolvimento deste trabalho foi-se pensado para o uso na educação

básica na instituição em que o pesquisador atua como docente do ensino médio, a

coletânea adotada neste nível de ensino é Matemática: ciências e aplicações, dos autores

Gelson Iezzi, Osvaldo Dolce, David Degenszajn, Roberto Périgo e Nilze de Almeida,

em três volumes, um para cada série/ano, que já vinha sendo utilizado desde 2007

nesta instituição e em 2014 foi escolhido como a coletânea do triênio 2015-2017. Os

conteúdos de Geometria euclidiana estão presentes nos dois primeiros volumes: no

volume 1 os capítulos 12 - Semelhança e triângulos retângulos e 13 - Trigonometria

do triângulo retângulo; no volume 2 os capítulos 01 - A circunferência trigonométrica,

02 - Razões trigonométricas na circunferência, 03 - Triângulos quaisquer, 08 - Área de

�guras planas, 09 - Geometria Espacial de posição, 10 - Prisma, 11 - Pirâmide, 12 -

Cilindro, 13 - Cone e 14 - Esfera.

Supõe-se que os autores não apresentaram outros tópicos de geometria plana, prin-

cipalmente as notações iniciais, por fazerem parte do ensino fundamental II e, portanto,

contempladas nestas séries. Entretanto, quando necessário, faremos recorrência a estas

noções para maior concisão e completude do conteúdo.

Vale ressaltar que não estamos aqui analisando os livros didáticos da coletânea

tampouco a diagramação, editoração, formato, abordagem, metodologia etc. Os mes-

mos foram utilizados para se extrair as de�nições, teoremas e exemplos e, desta forma,

apontar quais tópicos de geometria euclidiana serão feitos os objetos no Geogebra e,

assim o pesquisador vincular o material presente no livro com o material produzido

e, também poder utilizar este material produzido em suas aulas já esta coleção fora

adotada pelo PNLD (Programa Nacional do Livro Didático) 2015-2017.

Para cada capítulo desenvolveremos um ou mais applets do Geogebra para contem-

plar o conteúdo, exemplo e exercícios do mesmo. Detalharemos com mais ênfase as

construções envolvendo a Geometria espacial, pois pretende-se explorar a maior parte

dos recursos disponíveis na janela 3D do software e as exportações dos objetos para o
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formato applet o�ine, como já fora dito anteriormente.

O material digital aqui construído e detalhado é uma produção independente, pois

não é a cópia na íntegra e traz consigo a estrutura básica do conteúdo da coleção

Matemática: Ciência e aplicações, disponível no PNLD 2015-2017 do ensino médio e

quem tiver acesso à mesma poderá transitar ideias entre este material e os livros da

referida coleção.

Em tempo reitera-se que não se pretende supervalorizar esta coleção nem tampouco

seus autores, a mesma está sendo utilizada como referencial apenas por ser uma co-

leção adotada numa instituição do ensino médio em Caetité-BA nas 3 últimas vezes

e de forma consecutiva, como livro didático para as turmas do ensino médio. Ou

seja, poderia ter sido qualquer outra obra ou autor e inclusive nível de instrução (mé-

dio/superior/pós), pois o foco aqui é explorar, construir e fazer uso das ferramentas

do Geogebra para o que o mesmo apresente o conteúdo, interaja com as de�nições,

notações e teoremas através de construções dinâmicas e didáticas e que o desenvolvi-

mento do conteúdo através da explanação e interação do professor e/ou aluno seja feita

somente no software, sem precisar recorrer a outros programas como os de apresenta-

ção (Power Point, Press, Flash, Prezi etc), calculadoras ou programas de computação

algébrica.

A forma como os applets aqui construídos se justi�cam ao constatar que a maioria

dos objetos do Geogebra ora são aplicações ou exemplos e exercícios ou quando abor-

dam o conteúdo abordam alguns tópicos apenas, sem continuidade e/ou fechamento.

De outro modo, listaremos nos volumes da coleção todos os conteúdos/capítulos rela-

cionados a geometria euclidiana e faremos a construção do material sobre todos eles.

Esse é o objetivo e a meta aqui propriamente dita. E, à medida em que se é desenvol-

vido, rea�rma-se o que diz [5] quanto �a importância de precisão com que cada objeto

é de�nido na generalidade de um argumento matemático�.

3.2 Incorporando linguagem e notação usual de Ma-

temática (escrita em LATEX), botões e comandos

avançados (booleanos, Javascript etc)

Inicialmente foram analisados os capítulos do livro [1] correspondentes ao conteúdo

de geometria. Em seguida foi-se de�nida uma estrutura de apresentação do conteúdo

que está no livro para ser incorporado no Geogebra. Para isto foram criados botões

acionáveis correspondentes às seções do capítulo e ao serem clicados apresentam o

conteúdo da mesma. Isto se faz necessário, pois todo o conteúdo é exibido na mesma

tela, não havendo transição de janelas, como acontece em apresentações por slide.

Outro ponto a destacar é que estaremos seguindo a abordagem dos autores e, quando

possível, serão acrescentados elementos no objeto de modo que o torne mais geral,
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no sentido de possibilitar uma compreensão mais ampla do conteúdo; investigativo

de modo que o usuário realmente produza questionamentos sobre o que e como está

aprendendo; e explorativo para possibilitar maior interação e estímulo ao usuário ao

aprender o conteúdo.

Nesse sentido ressalta-se o que diz [5] que estas atividades

ilustram como os ambientes de geometria dinâmica, em par-

ticular o recurso de arrastar, podem ser explorados para mo-

tivar a distinção entre argumentos matematicamente válidos

e argumentos empíricos ou indutivos, que implicam logica-

mente nas propriedades desejadas. Para que estes objetivos

sejam atingidos, é fundamental que as conclusões dos alunos

sejam fundamentadas em argumentos matemáticos, e não na

simples visualização do software. Note que foram incluídas

questões chaves nas atividades, com o papel de disparar essa

discussão.

A partir de agora apresentaremos os roteiros de elaboração dos applets que são

construídos com base nos capítulos dos livros que tratam sobre geometria euclidiana

plana e espacial (métrica e de posição). Após baixar e instalá-lo, para iniciar o Geo-

Gebra, dê um clique duplo no ícone que executa o mesmo. (A versão utilizada é

a 5.0.). Ao abrir o programa na aba mostrada abaixo clique no item Geometria como

indicado pela seta do mouse:

Será exibida a janela geométrica:
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A barra de menus:

A barra de ferramentas:

A barra de formatação e propriedades:

Será explanado a utilização destas ferramentas à medida em que forem utilizadas.

3.3 Construção digital do capítulo 12 do volume 1 -

Semelhança e triângulos retângulos

Para se iniciar as atividades começou-se com o capítulo 12 do volume 1, que trata

da Semelhança e triângulos retângulos. Nele há 4 seções: Semelhança entre �guras;

Semelhança de triângulos; Critérios de semelhança e O triângulo retângulo. Sendo

assim o resultado é como mostra a �gura a seguir:

Para criar estes objetos (textos e botões) os comandos são:
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3.3.1 Passo 1 - Criando textos

Selecione a ferramenta texto na barra de ferramentas principal, clique na janela

geométrica do software e digite o texto �Semelhança e triângulos retângulos� dentro da

janela editar e em seguida pressione o botão OK, conforme indica seta do mouse.

Vale lembrar que os textos que representam de�nição e enunciados são marcados

a opção �Posição absoluta na tela�, clicando sobre os mesmos com o botão direito do

mouse e selecionando esta opção. Em seguida para se criar qualquer um dos botões é

explicado no próximo passo.

3.3.2 Passo 2 - Criando botões e posicionando-os na tela geo-

métrica

Clique na ferramenta no seu cantor inferior direito onde há uma seta que �ca

vermelha, a qual expande a ferramenta exibindo as ferramentas embutidas. Em seguida

clique em �Botão� onde está indicado por uma seta na �gura a seguir:

Selecione a ferramenta e clique na tela geométrica do Geogebra e será exibido uma

janela. Nela, digite o texto Legenda que será exibido no botão na caixa superior. Veja

como é o resultado:
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Repetindo este passo cria-se os demais botões. Para posicioná-los como se pretende

é necessário movê-los. No Geogebra a ferramenta que permite selecionar mover e marcar

objetos e ferramenta seleção indicada pelo item .

Sendo assim qualquer objeto criado que necessitar ser alterado, esta ferramenta

deve ser ativada. Para isto, basta clicar sobre a mesma usando o mouse e pressionando

o seu botão esquerdo.

Resta colocar o botão para funcionar como �liga-desliga� e para isto precisaremos

de uma caixa de seleção exibir e esconder objetos (ver �gura a seguir), disponível na

mesma ferramenta anterior. Portanto, cada botão terá uma caixa de seleção para ser

acionado.

3.3.3 Passo 3 - Criando caixas para exibir e esconder objetos

Clique na ferramenta e clique na janela geométrica. Ao

aparecer uma janela na caixa Legenda digite uma abreviação do botão que a acionará.

Para o botão Semelhança entre �guras optamos por �semelhanca�g�. Repetindo este

passo para os demais botões foram criadas as demais caixas de seleção: semelhancatrig,

critsemelhanca, trigretangulo que serão acionadas pelos botões: Semelhança de triân-

gulos; Critérios de semelhança e O triângulo retângulo, respectivamente. Assim para
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que funcione é necessário programar o botão ao ser clicado. Então devemos alterar

suas propriedades, clicando com o botão direito do mouse sobre o mesmo e escolhendo

o item propriedades. Para começar de�niremos o nome do botão e se já estiver na po-

sição adequada marcaremos a opção Fixar objeto, conforme mostra a �gura a seguir.

3.3.4 Passo 4 - Programando o botão

Na aba Programação de�niremos o que o botão vai ativar e desativar, ou seja, quais

caixas de seleções exibirão ou esconderão os objetos. No caso do botão da seção Seme-

lhança entre �guras, na aba Ao clicar �cou assim de�nida:

Ou seja, o botão ativará a caixa de exibir objetos denominada semelhanca�g e

desativará as demais. Para isto digitou-se a atribuição semelhanca�g=true. Isto quer

dizer que a caixa semelhanca�g está ativa, ligada e as demais equações das outras caixas

de exibir esconder objetos com o termo após a igualdade false que �carão desligadas,

inativas. Portanto esta rotina fará com que apenas os objetos associados àquela caixa

sejam exibidos. Desta forma para ativar uma caixa e desativar a outra basta trocar o

termo false por true e o true por false.

É viável testar os botões e veri�car se apenas uma caixa de exibir/esconder objetos

�ca ativa. Feito esta rotina, podemos ocultar as caixas de seleção clicando sobre as

mesmas com o botão direito do mouse e selecionando o item exibir objeto e, assim, a

ocultará. O procedimento é como a seguir:
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3.3.5 Passo 5 - Criando subseções

Dando continuidade e usando os passos 3.3.1 a 3.3.4 foram criados os botões e as

caixas de exibir objetos associados, uma subseção da seção Semelhança entre �guras e

os mesmos só serão exibidos quando se clica neste botão:

Para isto de�niu-se uma condição para exibir estes objetos somente quando a caixa

de exibição do referido botão estiver ativa.

3.3.6 Passo 6 - Vinculando objetos a uma caixa de seleção ativa

Para vincular os botões criados na subseção à sua seção, selecionaremos estes obje-

tos (botões, textos e elementos geométricos), clicando e mantendo pressionado o botão

esquerdo do mouse, arrastando-o e determinando uma região retangular ao redor dos

mesmos, como mostra a �gura abaixo:

e em seguida clicamos com o botão direito do mouse sobre a região criada e seleci-

onamos o item propriedades

Será exibida uma janela e na aba Avançado digita-se semelhanca�g=true (o nome

da caixa de exibição da seção associada igual a ligada) no item �Condição para exibir

objeto�. Fazendo isto, estes botões só estarão ativos quando a caixa exibir/esconder

objetos estiver ativa. De agora em diante chamaremos de valor booleano qualquer caixa

de exibir e esconder objetos, por ser o nome que o Geogebra utiliza para esta categoria

de objeto.

3.3.7 Passo 7 - Elaborando estrutura da subseção

Já temos uma estrutura de�nida para apresentar o conteúdo. Agora utilizando o

Passo 1 digita-se o texto �Cada uma das �guras apresenta, em escalas diferentes, o

esboço de um mapa contendo o nome de algumas das capitais brasileiras�. No livro

é introduzido conteúdo utilizando a distância entre cidades em dois mapas com esca-

las diferentes. Então cria-se três pontos A, B e C e clicando sucessivamente na tela

geométrica em locais distintos, usando a ferramenta . Em seguida, utilizando a
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ferramenta dentro de e clicando sobre um dos pontos criados

na tela geométrica escolhemos a imagem na janela
1 que corresponde ao mapa do Brasil. Precisaremos redimensionar a �gura para que

seja exibida por completo na tela. Então os cantos da �gura serão posicionados sobre

os outros dois pontos criados, clicando sobre a �gura com o botão direito do mouse, se-

lecionando e clicando em propriedades e abrindo a aba Posição determinando os cantos

conforme a �gura abaixo.

Apesar de são ser a abordagem aqui tal construção feita até este ponto corresponde

no contexto da álgebra linear transformação linear dos vetores AB e AC (cisalhamento,

rotação e escala-dilatação/contração) ou uma transformação de Moëbius dos números

complexos da região delimitada pelos números complexos B e C que tem origem do

plano complexo o ponto A.

Retomando a construção, movimenta-se os pontos de modo a obter a melhor visu-

alização da �gura (forma ortogonal). Con�nar esta imagem em pontos possibilita usar

o zoom (roda central do mouse) para ampliar ou reduzir a �gura, que fora o objetivo

deste passo.

3.3.8 Passo 8 - Duplicando objetos na janela geométrica

Se é necessário criar um outro mapa com escala diferente. No Geogebra o re-

curso copiar e colar permite duplicar um objeto ou mais objetos da janela geométrica.

Determina-se uma região retangular ao redor dos mesmos, neste caso o mapa e os três

pontos que estão nos cantos, pressione as teclas Ctrl e C e depois Crtl e V e escolha o

local onde será colado o objeto, basta agora movimentar os pontos que estão no canto

e ajustar a escala do mapa.

3.3.9 Passo 9 - Incluindo segmentos e ângulos na janela geomé-

trica

De acordo a explicação do livro é solicitado ao aluno que faça a medida da distân-

cia entre duas cidades e em seguida meça os ângulos entre três cidades. Neste caso

precisaremos criar segmentos usando a ferramenta e na lista escolha

1Arquivo de imagem obtida em http://www.mapasparacolorir.com.br. Acesso em 27/01/2015.
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e clicando com o mouse sobre a marcação de duas cidades cria-se o segmento. Se-

rão necessários os segmentos que liguem no mapa as cidades Belo Horizonte-Belém-

Manaus-Curitiba, formando um quadrilátero e Belo Horizonte-Rio de Janeiro-Salvador,

formando um triângulo e Belo Horizonte-Fortaleza-Recife, formando dois segmentos.

Segundo os autores, o estudante medirá os ângulos com vértice em Belém entre

Manaus e Belo Horizonte e com vértice em Brasília entre Rio Janeiro e Salvador. Desta

forma, para se criar um ângulo escolha a ferramenta e clique sucessivamente nos

pontos criados sobre Manaus-Belém-Belo Horizonte nesta ordem. Será exibido o ângulo

e a sua medida. Da mesma forma clicando sobre os pontos em Rio de Janeiro-Brasília-

Salvador cria-se o ângulo com vértice em Brasília.

Como está sendo reproduzido o livro, que já possui uma didática orientada, o mesmo

apresenta as medidas das distâncias no mapa bem como os ângulos mencionados. Sendo

assim e usando o passo 3.3.1 cria-se os textos destas medidas e posiciona-se ao lado

dos segmentos e ângulos respectivamente. O resultado é mostrado na �gura a seguir:

Como complementação a abordagem do livro foram criados dois botões: Medindo

distâncias e Medindo ângulos e a eles associadas as perguntas (textos): O que pode

concluir a respeito da distância entre as cidades nos dois mapas? Qual a razão de se-

melhança? O que pode concluir a respeito dos ângulos com vértice na cidade de Belém?

E os ângulos com vértice na capital brasileira? Vale lembrar que estes questionamentos

não estão presentes no livro e foram criadas para dar sentido à interação do usuário.

Para concluir esta subseção conforme mostra a Figura 3.1, foram selecionados todos

os objetos criados no Passos 7 ao 9, clicando e arrastando o mouse para se determinar

uma região retangular ao redor dos mesmos. Agora todos estes objetos estarão asso-

ciados ao valor booleano do botão introdução e para isto executa-se o Passo 6 e na

janela que é exibida digita-se a condição de se exibir o objeto o texto �intro=true� e

pressione OK. Este é o resultado �nal, lembrando que a coloração dos botões e textos
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Figura 3.1: Subseção Introdução: do autor, 2015.

�ca a critério de quem o faz, na opção Propriedades nas abas Básico, Texto e Estilos.

3.3.10 Passo 10 - Criando outra subseção

Terminado esta etapa a subseção introdução está pronta. Sendo assim se clicarmos

em Exemplo 1, todos estes objetos �carão ocultos, para então criarmos os objetos que

serão exibidos quando o valor booleano associado a este botão estiver ativo. Seguindo

o exemplo 1 do livro, usando o passo 3.3.1 cria-se um texto e ativando a caixa de

marcação linguagem LATEX na janela de edição digita-se do seguinte modo o texto

conforme é exibido na imagem a seguir:

Pressiona-se OK.
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3.3.11 Passo 11 - Criando polígonos regulares na janela geomé-

trica

Como se trata da semelhança de dois quadrados se faz necessário criá-los, onde

vale lembrar que o quadrado é um polígono regular de quatro lados e a ferramenta

que utilizaremos é polígono regular disponível em e clicando na seta vermelha do

canto inferior direito escolhendo . Em seguida marca-se dois pontos

distintos na tela e ao aparecer a janela digite 4, que é o números de vértices do polígono

desejado. Repita este passo para se criar o outro quadrado.

3.3.12 Passo 12 - Nomeando objetos da janela geométrica

Usando o Passo 1 e clicando sobre um dos vértices de um dos quadrados criaremos

os textos �[1]� e �[2]� para cada um dos quadrados exibidos. Usando a ferramenta

editaremos o texto do passo 3.3.10 para que a representação fracionária a
b
exiba valores

dinâmicos para a e b. Neste caso selecionamos e apagamos o a e em seguida usando

clicaremos sobre um dos lado do quadrado. Depois selecionamos e apagamos o b e

com clicaremos sobre o lado do outro quadrado. Pressionaremos OK e voltaremos

para a janela geométrica.

3.3.13 Passo 13 - Textos dinâmicos na janela geométrica

O texto apresentado no Passo 10 possui valores dinâmicos �a� e �b� e ao movimen-

tarmos os pontos dos vértices do quadrado a fração é atualizada seus valores. Caso

queiramos valores unitários, basta tomar um dos lados do quadrado como unidade, ou

seja, no texto � frac{a}{b}� trocar �a� por �l_1/l_1�, sendo �l_1� o nome do segmento

lado do quadrado e �b� por �l_2/l_1� onde �l_2� é o lado do outro quadrado. Os itens

dinâmicos foram incluídos no texto clicando o sobre os mesmos na tela geométrica e/ou

clicando na opção �Objetos� e selecionando o item na lista. O resultado é como mostra

a Figura 3.2 a seguir:

Na Figura 3.2, alterou-se o formato dos pontos para setas no item Propriedades e

na aba Estilos. Ao �nal selecionamos todos os objetos fazendo um reticulado ao redor

deles e utilizando o Passo 6 na aba Avançado digita-se �ex1=true�. Até aqui os objetos

criados nos Passos 11 e 12 foram vinculados ao booleano �ex1� e exibidos quando o

mesmo estiver ativo (ligado) através do botão �Exemplo1�. Quanto ao arredondamento

das casas decimais dos valores numéricos exibidos está disponível no programa no menu

opções, arredondamento, selecionar a quantidade de casas decimais. Desta forma, o

exemplo 1 está pronto.
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Figura 3.2: Subseção Exemplo 1: do autor, 2015.

O exemplo 2 do livro sugere trabalhar a semelhança entre círculos. Então, na tela do

Geogebra, clica-se sobre o botão �Exemplo 2� e os demais objetos da tela �carão ocultos.

Os procedimentos a serem utilizados na construção deste exemplo são idênticos ao do

�Exemplo 1� e, portanto, usaremos o Passo 10 para criar o texto �Dois círculos quaisquer

são semelhantes. A razão de semelhança entre os círculos [1] e [2] é frac{a}{b}�.

Precisaremos criar dois círculos, que será mostrado como fazer isto no passo a seguir.

3.3.14 Passo 14 - Criando círculo dado o centro e um de seus

pontos

Na barra de ferramentas clica-se em e na janela geométrica clica-se em dois

pontos. O primeiro ponto criado será o centro do círculo e o segundo será da extre-

midade do círculo. Criado e selecionado o círculo, usa-se a barra suspensa que �ca

logo abaixo da barra de ferramentas para de�nir a cor e a transparência do círculo,

selecionando a cor e movendo a barra horizontal como na �gura a seguir:

Para terminar esta construção utilizaremos o Passo 1 para nomear este círculo como

�[1]�. Repetiremos estes passos para criar outro círculo que será nomeado por �[2]�. Uti-

lizando o passo 3.3.9 cria-se o segmento para determinar o raio de cada círculo. Em

seguida repete-se o passo 3.3.13, clicando-se desta vez sobre os raios dos círculos ao

invés dos lados do quadrado. Ao �nal selecionamos todos os objetos fazendo um reti-

culado ao redor deles e utilizando o Passo 6 na aba avançado digita-se �ex2=true�. Até

aqui os objetos criados neste passo foram vinculados ao valor booleano �ex2� e exibidos

quando o mesmo estiver ativo (ligado) através do botão �Exemplo 2�. Desta forma, o

exemplo 2 está pronto e �cará como a seguir:
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Figura 3.3: Subseção Exemplo 2: do autor, 2015.

Desta forma ao usar a ferramenta seleção e clicar sobre a extremidade de um dos

raios e arrastá-lo obteremos diversas formas de representação da razão.

3.3.15 Passo 15 - Criando retângulos na janela geométrica

Passaremos para o exemplo 3 do livro que trata da semelhança entre retângulos

ao a�rmar �Dois retângulos serão semelhantes somente se a razão entre as medidas de

suas bases for igual à razão entre as medidas de suas alturas�. Clicaremos no botão

�Exemplo 3� da janela geométrica para ocultar os objetos já criados.

Para se criar retângulos será necessário: inicialmente usar a ferramenta dispo-

nível na barra de ferramentas e clicar em dois pontos distintos na janela geométrica.

Em seguida usar para se determinar duas retas perpendiculares à reta dada nos

dois de seus pontos já determinados. Neste caso clica-se sobre a reta já criada e depois

sobre um de seus pontos. Feito isto repita o processo para criar a outra perpendicular

no outro ponto. Usa-se para criar um terceiro ponto sobre a reta perpendicular e

novamente usando cria-se outra reta perpendicular neste terceiro ponto. Para de-

terminar o quarto vértice do retângulo abre-se a lista da ferramenta clicando sobre

a seta inferior direita que �cará vermelha e escolhe-se usa-se .

Após isso clique sobre as retas que se cortam no quarto vértice. O retângulo está

delimitado e falta determiná-lo e usando a ferramenta e clicando sobre os quatro

vértices de forma sequencial e clicando sobre o primeiro vértice fecha-se o polígono.

Com o retângulo criado precisa-se esconder as quatro retas que o originou. Basta

clicar com o botão direito do mouse sobre a reta e desmarcar a opção exibir objeto.
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Repete-se estes passos para se criar outro retângulo que será utilizado neste exemplo

3.

Reutilizaremos o passo 3.3.10 para se determinar as razões de semelhança entre as

bases e as alturas dos triângulos em dois textos. De acordo a construção, selecionaremos

as bases e as alturas, respectivamente, dos retângulos. A cópia de tela a seguir exibe o

comando e visualização do mesmo:

Na imagem anterior �o_1�, �o_2�, �l_1� e �l_2� são base e altura, respectivamente

do retângulo e as medidas �o_1� e �l_1� foram tomadas como unidade.

3.3.16 Passo 16 - Exibindo um texto vinculado a uma condição

matemática

Será criado um texto que veri�ca a semelhança entre os retângulos, repetindo o

passo 3.3.1 e digitando �Os retângulos acima são semelhantes�. Em seguida, clicando

sobre o mesmo com o botão direito do mouse e na aba avançado escrevendo o código

que é mostrado na imagem a seguir e pressionando OK:

Este texto veri�ca a razão de semelhança propriamente dita com aproximação de

centésimos, pois a equação da proporção entre os lados l_1*o_2=l_2*o_1 implica em

(l_1*o_2)/(l_2*o_1)=1. Ao �nal selecionamos todos os objetos fazendo um reticu-

lado ao redor deles e utilizando o Passo 6 na aba avançado digita-se �ex3=true�. Até

aqui os objetos criados nos Passo 15 e 16 foram vinculados ao booleano �ex3� e exibidos

quando o mesmo estiver ativo (ligado) através do botão �Exemplo 3�. Desta forma, o

exemplo 3 está pronto e explorando as abas cor e estilo e �cará como na Figura 3.4 a

seguir:
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Figura 3.4: Subseção Exemplo 3: do autor, 2015.

Feito estes passos conclui-se o exemplo 3. No exemplo 4 do livro é elucidado a

semelhança entre paralelepípedos retângulos. Para este exemplo serão criados dois

paralelepípedos em perspectiva cavaleira a ser tratado no próximo passo. Clica-se

sobre o botão �Exemplo 4� para começar sua construção e ocultar as já existentes.

3.3.17 Passo 17 - Construindo paralelepípedos em perspectiva

cavaleira

Primeiramente cria-se a base do paralelepípedo usar a ferramenta disponível

na barra de ferramentas e clicar em dois pontos distintos na janela geométrica. Será

necessário criar um ponto fora da reta para se determinar o paralelismo. Usa-se

para criar um terceiro ponto e para determinar a reta que passa por este ponto.

Em seguida usar disponível em para se determinar duas retas paralelas às

retas dadas, clicando na reta e no ponto fora dela. Para determinar o quarto vértice do

paralelogramo abre-se a lista da ferramenta clicando sobre a seta inferior direita

que �cará vermelha e escolhe-se . Após isso, clique sobre

as retas que se cortam no quarto vértice. O paralelogramo está delimitado, falta

determiná-lo. Usando a ferramenta e clicando sobre os quatro vértices de forma

sequencial e clicando sobre o primeiro vértice fecha-se o polígono.

Agora sobre cada um dos vértices determina-se retas perpendiculares a uma de

suas retas usando e clicando sobre cada um dos vértices. Sobre uma destas retas

criadas marca-se um ponto e com determina-se as retas paralelas aos lados do pa-

ralelogramo que passam por este ponto. Em seguida usando
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marca-se a interseção com as retas perpendiculares aos vértices consequentes. Ao mar-

car o ponto faça a próxima reta paralela, repetindo isto até obter os oito vértices do

paralelepípedo. Até aqui temos:

Resta determinar os demais polígonos das faces. Usa-se a ferramenta e clicando

sobre os quatro vértices de forma sequencial e clicando até sobre o primeiro vértice

fecha-se o polígono. Escondendo as retas suporte, como explicado no Passo 15 temos

um paralelepípedo retângulo em perspectiva cavaleira, conforme mostra �gura a seguir:

No livro didático se é calculado as razões de semelhança entre as medidas de largura

comprimento e altura e veri�ca-se que os sólidos são semelhantes. Porém aqui segui-

remos o sentido contrário, será dito que os sólidos são semelhantes e será solicitado ao

operador que calcule qual a razão de semelhança. Então precisaremos determinar uma

homotetia da �gura já construída.

3.3.18 Passo 18 - Homotetia de uma �gura na janela geométrica

Após a construção da �gura selecionamos todos os seus objetos criando um reti-

culado ao redor dos mesmos. Em seguida selecione a ferramenta em

na barra de ferramentas. Usando a ferramenta seta e com o mouse, clica-se em

um ponto qualquer da janela geométrica e em seguida digita-se o fator de homotetia.

Aqui foi-se digitado o valor 2, pois no livro a razão de semelhança é 2. O resultado

obtido é semelhante à �gura a seguir:
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Seleciona-se em cada �gura os segmentos que determinarão as medidas de largura,

comprimento e altura altere suas propriedades para que seja exibido o seu �Valor�

(medida) na guia �Básico� em �Rótulo�.

Usando o passo 3.3.1 acrescentaremos os textos �Dois blocos de paralelepípedos

serão semelhantes se as razões entre as três dimensões de um deles e as correspondentes

do outro forem sempre iguais� e �Os paralelepípedos acima são semelhantes. Quais as

razões de semelhança: Do maior para o menor? E do menor para o maior?�.

Nesse sentido, ressalta-se que o operador interage com as medidas de um dos para-

lelepípedos mas não altera sua razão de semelhança. Para destacar os pontos móveis é

viável alterar suas propriedades de cor e estilo e esconder os demais pontos não móveis.

Adiciona-se um texto do tipo �mova os pontos azuis� para indicar quais pontos são

arrastáveis.

Após posicionar os objetos adequadamente podemos esconder o ponto do foco da

homotetia clicando sobre o mesmo com o botão direito do mouse e desmarcando exibir

objeto. Optou-se esconder os vértices não-dinâmicos. Por �m, seleciona-se todos os

objetos e clica-se com o botão direito do mouse seleciona-se propriedades e na aba

avançado e na célula condição para exibir objeto digita-se �ex4=true�.

O resultado será semelhante ao exibido a seguir na �gura 3.5:

Até aqui contemplamos todos os exemplos desta seção, os quais são correspondentes

ao do livro didático. Trataremos a respeito dos exercícios a partir de agora.

3.3.19 Passo 19 - Construção de exercícios e subtópicos

Dentre os exercícios disponíveis no livro optou-se em apresentar os exercícios 5 e 7

do livro e suas resoluções. Então foi-se clicado no botão �Exercícios� para ocultar os

objetos já criados. Usando os passos 3.3.1 ao 3.3.5 mencionados anteriormente, cria-se

os valores booleanos e os botões correspondentes à �Questão 5� e �Questão 7�. Será

apresentado o resultado �nal da construção como mostra Figura 3.6 a seguir para de-

talhamento da mesma.
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Figura 3.5: Subseção Exemplo 4: do autor, 2015.

Figura 3.6: Subseção Exercícios - questão 5: do autor, 2015.

Na questão 5 as partes textuais foram criadas usando o passo 3.3.1 e quando neces-

sário habilitava-se a opção da Fórmula LATEX (para a representação formal de fração).

Para o quadrilátero usou-se a ferramenta e clicou-se em quatro pontos distintos

da janela geométrica. Usando a potencialidade do software a representação geométrica

da solução está na razão indicada na questão e para isto se fez uma homotetia de

razão 5 semelhante à descrita no passo 3.3.18. Ao �nal usando o passo 3.3.6 vincula-

se os objetos criados ao booleano correspondente à Questão 5, que neste caso fora

denominado �quest5�.

Para a questão 7, clicou-se no botão �Questão 7� para ocultar as construções já exis-

tentes e em seguida se fez a construção de um paralelepípedo presente no passo 3.3.18 e,

de acordo o enunciado a resolução é para se determinar um outro bloco retangular seme-

lhante ao primeiro à razão 3 e, então a homotetia determinada é de razão 3. Foram rea-

lizados os passos de 3.3.1 a 3.3.5 para inserir os textos �7) O bloco retangular mostrado

o comprimento mede 8 cm, a largura 2 cm e a altura 6 cm.�, �Solução: As dimensões

do outro bloco são 3x maiores, ou seja, o comprimento mede 24 cm, a largura 6 cm e a al-
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tura 18 cm. � e �A\razão\de\semelhança\entre\esse\bloco\e\um\outro\nessa\ordem\é

\frac {1} {3}.\\Quais\as\dimensões\desse\outro\bloco?� sendo este último habilitado

a opção �Fórmula LATEX�.

Figura 3.7: Subseção Exercícios - questão 7: do autor, 2015.

Para terminar esta construção, o passo 3.3.6 vincula-se os objetos criados ao boo-

leano correspondente à Questão 7, que neste caso fora denominado �quest7�. E, para

não haver sobreposição de construções devemos incluir os valores booleanos criados no

passo 3.3.18 e 3.3.19 na lista presente no passo 3.3.4 dos demais botões com termo

�false� após a igualdade.

3.3.20 Passo 20 - Criando a seção Semelhança entre triângulos

Ao se clicar no botão �Semelhança entre triângulos� a tela é limpada para novas

construções. Na seção semelhança entre triângulos serão utilizado os passos 3.3.1 a

3.3.19, mas não necessariamente todos os comandos. Como se deseja dois triângulos

semelhantes utilizaremos a ferramenta para se construir um triângulo qualquer

dinâmico clicando com o mouse em três pontos distintos da janela geométrica e usando

a ferramenta e clicando sobre o triângulo já existente será demarcado os ângulos

internos.

Clicando sobre as formas ajusta-se sua aparência e a legenda dos botões nas abas

�Básico�, �Cor� e �Estilo� da opção �Propriedades�.

Na construção do triângulo semelhante ao primeiro determina-se um ponto fora do

triângulo dado e em seguida usar disponível em para se determinar duas

retas paralelas aos dois lados do triângulo que passam por este ponto. Para delimitar
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o triângulo marca-se sobre umas destas retas criadas um ponto com ao clicar so-

bre a mesma. E novamente usando determina-se a reta paralela ao terceiro lado

do triângulo inicial. Agora usa-se para demarcá-lo. Ajusta-se sua aparência e a

legenda dos botões nas abas �Básico�, �Cor� e �Estilo� da opção �Propriedades� desta

nova �gura. Os elementos textuais explicativos, como os exibidos na Figura 3.8 a seguir

são feitos do mesmo modo dos passos anteriores.

Figura 3.8: Seção Semelhança e triângulos retângulos: do autor, 2015.

Como mostrado na �gura anterior, o texto sugere que podemos operar as formas

geométricas, movimentando e deformando-as a rigor. Ainda foi incluído um botão com

respectivo valor booleano relativo ao exemplo 5 presente no livro (e incluído na lista de

programação dos demais botões) conforme está na Figura 3.9 e construído sua pergunta

e resolução:

A �gura triângulo fora construída como usando os comandos apresentados neste

passo e os textos usando o Passo 1 e a opção linguagem LATEX ligada. Os textos ora

digitados são �Na\�gura\abaixo,\sendo\TS\//\QR,\qual\é\a\medida \dos \segmen-

tos \US \e \UR?� �Solução: \\\frac{TS} {QR}= \frac{US}{US+4}=\frac{9} {12}

\Rightarrow US=12.\Logo,\UR=US+4=16.�
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Figura 3.9: Seção Semelhança e triângulos retângulos - exemplo 5: do autor, 2015.

3.3.21 Passo 21 - Criando a seção Critérios de Semelhança entre

triângulos

Será exibida inicialmente a tela de construção �nal (Figura 3.10) para explanar

apenas os comandos realizados nesta seção que ainda não foram mencionados.

Figura 3.10: Seção Critérios de Semelhança entre triângulos: do autor, 2015.

As �guras triangulares foram construídas e formatadas como na seção anterior,

passo 3.3.20. Nesta seção, sugere-se utilizar a ferramenta caneta de mão livre ,

em para escrever na tela geométrica ou o operador poderá optar por usar as fer-

ramentas em , em e marcar dois

ângulos com medida conhecida, um em cada extremidade do segmento para demons-
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trar os casos ângulo-ângulo e lado-ângulo-lado. Novamente usando a construção do

polígono e homotetia descrita no passo 3.3.18 para demonstrar o caso lado-lado-lado.

Os textos são inseridos como no passo 3.3.1.

Usando as mesmas ferramentas já mencionadas é possível demonstrar as consequên-

cias da semelhança entre as alturas usando , selecionando o lado do triângulo e o

vértice oposto. Em seguida com marca-se a interseção com o lado

oposto ao vértice e usando determina-se a altura relativa da base ao vér-

tice. Para a consequência das medianas usa-se em clicando sobre

as extremidades dos segmentos do triângulo, dois a dois, ou sobre os mesmos segmentos

e, em seguida, usando marcar um segmento que liga o ponto médio ao

vértice oposto. Para a consequência das bissetrizes usar a ferramenta em

e clicar sobre os vértices do ângulo.

Por �m, a razão entre as áreas é feita pelo produto das razões entre as bases

e as alturas relativas. Caso o professor queira exempli�car numericamente poderá

usar as ferramentas e para comprimento e área

respectivamente, clicando com o mouse sobre os segmentos e/ou polígonos.

Buscando interagir ainda mais com o livro foi-se criado o botão para o exercício 9.

Seguindo os passos 3.3.1 a 3.3.10 para criar esta subseção e apresentar a solução. Para

que os triângulos com vértice comum fossem semelhante usou-se consequentemente

alguns comandos dos passos 3.3.19 e 3.3.20 (determinar segmento, marcar um ponto

sobre o mesmo, determinar uma reta que passa por este ponto, de�nir um triângulo

e traçar uma reta paralela em um ponto e marcar a interseção entre retas e por �m

de�nir o triângulo).

Serão necessários dois objetos deste e para isto selecionaremos todos os itens e

pressionaremos Ctrl+C e Crtl+V sucessivamente. Alteramos e ajustamos o texto do

segundo objeto criado. Ao �nal vincular a exibição da construção ao valor booleano

referente ao Exercício 9. A construção alcançada após estes passos é como a �gura

3.11:

Sendo observado que as construções sobre os conteúdos e/ou de�nições são mais

interativas que os exercícios resolvidos optou-se a partir daqui destacar apenas as cons-

truções sobre os conteúdos. E quando for necessário resolver uma questão o operador

poderá optar em abrir uma nova janela do programa e elaborar um objeto que atenda

ao quesito por meio dos passos aqui elucidados.
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Figura 3.11: Seção Critérios de Semelhança entre triângulos - exercício 9: do autor,

2015.

Figura 3.12: Seção Semelhança e triângulos retângulos: do autor, 2015.

3.3.22 Passo 22 - Elaborando a seção O triângulo retângulo

Nesta seção do capítulo a parte textual segue como anteriormente, sendo que as

de�nições e enunciados foram extraídas do livro didático utilizado. Faz-se necessário

construir um triângulo retângulo usando os comandos: reta de�nida por dois pontos e

reta perpendicular em um ponto. Marca-se um ponto sobre a reta construída e de�ne-se

o triângulo usando a ferramenta polígono.

Determina-se a altura relativa ao vértice que possui o ângulo reto e marca sua inter-

seção com o lado oposto. Constrói-se o segmento da altura relativa à hipotenusa e os

segmentos correspondentes às projeções dos catetos sobre a hipotenusa. Movimenta-se

e gira-se a �gura até obter a posição indicada. Estes comandos aparecem detalhada-

mente nos passos anteriores.

Na aba Propriedades formatam-se os textos e as formas geométricas referentes aos

segmentos catetos, projeções dos catetos sobre a hipotenusa e a hipotenusa dando aos

mesmos as legendas usuais das relações métricas. A maior parte das construções desta

seção já foi mencionada nos passos anteriores e de tudo que já foi dito e que nesta

apresenta algo novo é se produzir duas �guras dinâmicas que se alteram a partir de

uma �gura base.

Neste caso a �gura base é o triângulo retângulo de que possui a altura relativa à

hipotenusa (o da esquerda na �gura) e os outros dois (à direita na �gura) são cópias
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transladadas no plano da divisão do triângulo devidamente identi�cado pelas cores

marrom e azul.

Então se faz uma reta de suporte à hipotenusa e sobre esta reta marca dois pontos

fora da hipotenusa (no caso à direita) e usando a ferramenta

em seleciona um dos triângulos (caso não sido selecionado o desejado clique com

o botão direito do mouse e escolha a opção selecione outro e o selecione na lista) e

clica-se sobre um ponto do triângulo base e sobre um dos dois pontos criados ante-

riormente. Movimente o ponto livre (fora da hipotenusa) para obter a visualização

desejada. Repita estes passos para o outro triângulo.

Criam-se valores booleanos relativos ao texto da legenda dos catetos e hipotenusa

de cada triângulo e vincula-se ao mesmo (ver passo 3.3.6).

Faz-se este mesmo processo para se trabalhar os textos sobre as relações de seme-

lhança e outras relações decorrentes no triângulo retângulo. Optou-se em colocar estes

botões vinculados aos valores booleanos a estes textos acessíveis na tela para deixar

a janela geométrica limpa e à medida que se aborda o conteúdo acrescenta-se o seu

detalhamento.

Vale lembrar que nos textos que envolvem linguagem matemática e representações

formais habilitou a opção �Fórmula LATEX� na caixa de edição do texto. Para concluir,

nesta seção não será incluído exemplos e exercícios já que as relações métricas do

triângulo retângulo envolvem o cálculo numérico das medidas da �gura no exercício em

questão. Ademais, a programação de exercícios já fora mostrada nos passos anteriores.

E, ainda, este applet do Geogebra já possui um grande conjuntos de elementos: botões,

textos, valores booleanos, pontos, retas, segmentos, triângulos, polígonos e círculos.

Por isto começaremos a explanar o passo da exportação do applet para o formato

.HTML para uso o�-line e que acarretará de não necessitar da instalação do software

Geogebra, conforme foi mencionado anteriormente aqui detalharemos todas as etapas

deste passo/processo.
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3.3.23 Passo 23 - Exportando o applet do Geogebra Capítulo

12 (vol 1) - Semelhança e triângulos retângulos para o

Geogebratube e gerando arquivo para uso o�-line

Para exportação selecionaremos o menu arquivo e a opção:

em , e ao clicar apa-

recendo a janela a seguir:

Nesta janela digita-se o Título do applet em seguida pressiona-se Upload. Será

aberta a janela do navegador de internet padrão do computador. Vale lembrar que

a partir daqui até o momento do download é necessário conexão com a internet para

executar os comandos.

Na tela do navegador aparecerá como na imagem a seguir e será solicitado que

façamos o login no site, ou seja ,que criemos uma conta de acesso ao conteúdo que será

disponibilizado pelo Geogebratube, clicando no local indicado:

Na tela seguinte podemos optar por diversas formas de login, desde pelo cadastro

apenas no site a conta no Google e/ou Microsoft e/ou Facebook.
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Após isso, na tela seguinte rolamos a barra e clica-se no botão Con�gurações avan-

çadas ativando as opções marcadas na �gura abaixo:

Em seguida clica-se em no canto inferior direito da página. Será

carregada novamente a página e na opção Visibilidade, a qual determina a forma de

divulgação do material:

Em seguida clica-se em no canto inferior direito da página. O mate-

rial será disponibilizado no site e teremos formas para obtê-lo: Baixar, para fazer o

download do material para o dispositivo (computador, celular, notebook e/ou tablet),

Embutir caso queiramos incorporar em um blog, site ou ambiente virtual de apren-

dizagem tal como Moodle e Compartilhar, sendo esta última opção uma forma de

disponibilizar o material por meio de um link (endereço da internet). Aqui trataremos

apenas a opção baixar e suas sub-escolhas:
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Marcando a caixa de concordância com os termos da licença do Geogebra, as duas

primeiras opções são para uso em um computador pessoal (PC ou notebook, tablet,

netbook etc) sendo a primeira o arquivo original do Geogebra, onde só é possível utilizar

se este programa estiver instalado. A segunda opção é para baixar o pacote de uso do

arquivo em qualquer computador, ainda que não tenha o Geogebra instalado. Sendo

assim, nesta opção, baixa-se um arquivo formato .zip (compactado), o qual contém um

pacote de arquivos dentre os quais o arquivo .HTML da página da web e uma pasta

com os arquivos necessários para rodar o applet no ambiente o�-line (máquina Java e

o applet Java do Geogebra) através de um navegador de internet. Baixando o arquivo

e executando , visualizaremos no navegador

o applet na versão o�-line, como mostrado n a �gura 3.13:

Figura 3.13: Tela do applet referente ao capítulo 12 do volume da coleção em modo

o�ine: do autor, 2015.

Portanto este formato o�-line possibilita o uso em qualquer máquina, não sendo

necessária a instalação de programas e de compiladores como a máquina virtual Java

Runtime. E, com isso, descarta os requisitos prévios para que o material possa ser

utilizado.
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3.3.24 Passo 24 - Um novo applet - Aplicações notáveis do te-

orema de Pitágoras

Neste passo será gerado um novo applet. Com o Geogebra aberto clica-se no menu

e depois em . No menu Exibir escolha Ja-

nela de visualização 1. Executando o passo 3.3.11 constroem-se dois polígonos regulares

na janela geométrica: o quadrado e o triângulo equilátero. Repetindo o passo 3.3.9

traça-se a diagonal do quadrado. Usando a ferramenta clica-se

sob o lado do triângulo e determina-se o ponto médio. Em seguida com o passo 9 traça-

se a altura relativa a um dos vértices e usa-se a ferramenta ângulo e marca-se os

ângulos retos nas �guras como mostra a Figura 3.14:

Figura 3.14: Tela �nal do applet Aplicações notáveis do teorema de Pitágoras: do

autor, 2015.

Usando o teorema de Pitágoras se determina a diagonal do quadrado e a altura

do triângulo equilátero. Usando o passo 3.3.1 para escrever d^2 = l^2+l^2 \\d^2

=2l^2 \\d = l sqrt{2} e h^2 = l^2-\left( \frac{l}{2} \right)^2 \\h^2 =\frac{4l^2-

l^2}{2}\\h = \frac{l\sqrt{3}}{2}\\em LATEX e o passo 3.3.12 para nomear os seg-

mentos dos polígonos indicados constrói-se a demonstração. Optamos por desenvolvê-lo

à parte pois reutilizaremos este applet para tratar da tabela trigonométrica dos arcos

notáveis.
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3.4 Construção digital do capítulo 13 volume 1

3.4.1 Passo 25 - Applet do Capítulo 13 - Trigonometria do tri-

ângulo retângulo

Foram criadas as seções do capítulo acionadas por botões como mostra a imagem

a seguir, pelos comandos já explicados nos passos anteriores.

Feito isto e usando os passos de construção de texto, retas, segmentos e textos di-

nâmicos em Fórmula LATEX como explicados anteriormente foram criados os elementos

que sintetizam a introdução deste capítulo e traz a noção de tangente como declividade

de uma rampa de acesso:

Figura 3.15: Seção Introdução-tangente: do autor, 2015.

Ao �nal os objetos foram vinculados ao botão �Introdução-tangente�. Para criar os

elementos da outra seção usa-se a ferramenta e clicando na janela geométrica em

locais distintos determina-se três pontos. Em seguida usa-se para marcar uma reta

passando por dois destes pontos. Em seguida com cria-se uma reta perpendicular

à reta dada que passa pelo terceiro ponto.

Usando e posicionado o mouse sobre a interseção cria-se o ponto comum entre

as retas. Usando cria-se o triângulo retângulo onde um dos seus vértices é a

interseção entre as retas. Para terminar a construção usa-se clicando sobre o

polígono para determinar seus ângulos internos. Basta agora ajustar a legenda dos

ângulos, renomear os lados e esconder as retas de suporte.

Podemos determinar a medida dos ângulos do triângulo retângulo ao movimentar

os pontos para trabalhar as noções de seno e cosseno. Em seguida foram os textos
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dinâmicos destas duas relações. Segue a cópia de tela por meio da �gura 3.16:

Figura 3.16: Seção Seno e Cosseno: do autor, 2015.

Buscou enxugar e explicação do livro e para isto se fez uma subseção ativada por

um botão, como é mostrado a seguir:

Foi-se criado o botão e respectivo valor booleano �Relações entre as razões� e in-

cluindo o texto ativado por este botão como mostra abaixo:



Construção digital do capítulo 13 volume 1 75

Para que o mesmo seja exibido apenas quando a seção �Seno e cosseno� estiver ativa

editou as propriedades do texto e programou a aba avançado do mesmo da seguinte

maneira:

Sendo �relraz� o valor booleano da subseção e �Sen� o valor booleano da seção.

Para a última seção �Exercícios� vamos usar construção do triângulo retângulo da

seção �Seno e Cosseno� explanada neste passo.

Ajustou-se apenas os rótulos dos lados para valores e dos vértices para legendas A,

B e C e o texto genérico para responder as seguintes questões �1. Com base na �gura

determine: a) sen A, cos A e tg A ? b) sen C, cos C e tg C�; �3. Determine o seno

do ângulo assinalado em cada caso.�; �10. Determine a medida aproximada de x em

cada caso�; e �16.(UFR-RJ) Milena, diante da con�guração representada, pede ajuda

aos vestibulandos para calcula o comprimento da sombra x do poste, mas, para isso,

ela informa que o sen ?=0,6. Calcule o comprimento da sombra x�. E, quando for

necessário será feito uma nova �gura a partir das ferramentas disponíveis, resolvendo

e calculando manualmente na tela do Geogebra usando a caneta de mão-livre.
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Figura 3.17: Seção Exercícios: do autor, 2015.

A última seção do capítulo 13 do livro didático trata dos ângulos notáveis. O

próximo passo tratará isto.
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3.4.2 Passo 26 - Construindo a seção �Ângulos notáveis� do

capítulo 13 a partir da seção Aplicações do triângulo re-

tângulo do capítulo 12 descrita no passo 24

Será reutilizado a construção do Passo 24 e acrescentado os textos que trataram

das razões trigonométricas dos ângulos de 30◦ 45◦ e 60◦, presentes no quadrado e no

triângulo equilátero, respectivamente. Optou-se em fazer um applet a parte para re-

forçar os valores dos senos, cossenos e tangentes destes ângulos.

Os textos incrementados foram inseridos conforme a seguir e com a ferramenta

seleção foi ajustado sua posição na tela:
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Os exercícios apresentados para esta seção farão uso dos valores encontrados para

os ângulos notáveis e, devido a isto, a construção do passo 3.4.1 (triângulo retângulo)

é su�ciente para tratar estas questões. Aqui encerramos os applets do volume 1 da

coletânea e com o passo 3.3.23 faremos a exportação para uso o�-line dos mesmos.

Para cada um dos passos seguintes abordaremos o capítulo na íntegra para que a

leitura desta dissertação seja branda e concisa, ao tempo em que será comentado os

passos utilizados e os novos comandos.

3.5 Passo 27 - Construindo o applet do capítulo 1

�A circunferência trigonométrica� do volume 2 da

coleção

A cópia de tela a seguir apresenta o applet já pronto com todos os botões (e seus

respectivos valores booleanos associados), textos, imagens referentes ao capítulo supra-

citado. Em cada botão as seções do capítulo são: Arcos e ângulos; Comprimento da

circunferência; Comprimento de um arco; e a Circunferência trigonométrica já progra-

mados com os respectivos valores booleanos �arcang�, �compcirc�, �comparc� e �circtrig�

respectivamente.

Os botões e os textos das de�nições exibidos são referentes à seção Arcos e ângulos

e foram criados conforme passos 3.3.1 a 3.3.12 citados. A imagem abaixo mostra a

programação do botão �Arcos e ângulos�:
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Figura 3.18: Seção Arcos e Ângulos: do autor, 2015.

Copiando e colando esta programação nos demais botões troca-se o valor booleano

associado por �true�. O comando �2� denominado �arco1=false� se refere ao botão Arco

Central e as medidas que estão dentro da seção Arcos e Ângulos. Voltando à primeira

seção, as formas circulares foram construídas usando em , clicando na tela,

de�nindo o centro e em seguida digitando a medida do raio (no caso o valor �2�), os

ajustes foram feitos em propriedades. Foi incluído o botão �Ângulo central e medidas�

para a subseção de mesmo nome. Ao associar o valor booleano e ao de�nir as condições

de exibição dos objetos, os elementos acionados pelo botão são mostrados na Figura

3.19 :

Figura 3.19: Subseção Ângulo central e medidas da seção Arcos e ângulos: do autor,

2015.

Nesta subseção utilizamos além dos comandos e passos já mencionados os bo-

tões/ferramentas: e em para de�nirmos um setor circular e um arco
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circular, respectivamente para a �gura da esquerda e da direita. Foi-se utilizada

em para se de�nir o ângulo com amplitude �xa (�gura central) de 10◦. Vale lem-

brar que os textos de de�nição e enunciados são ajustados marcando a opção �Posição

absoluta na tela�.

Ao �nal selecionam-se todos os objetos e em propriedades na aba avançado em con-

dição para exibir objetos digita-se �arcang=true� que o valor booleano associado desta

seção. Clicando no próximo botão já programado para a próxima seção �Comprimento

da circunferência� apresenta uma circunferência dado o centro e um de seus pontos

através do botão .

Figura 3.20: Seção Comprimento da circunferência: do autor, 2015.

De�niu-se seu raio e usou-se a ferramenta em para

determinar o perímetro da circunferência, clicando sobre a mesma. Fora incluído o

texto dinâmico com Fórmula LATEX conforme código abaixo:
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Nesta construção o raio é dinâmico e, então as demais informações sobre a circun-

ferência também são. Neste caso o ponto B da extremidade da circunferência pode ser

arrastado pelo mouse, rede�nindo a circunferência. Após isso se selecionam todos os

objetos e em propriedades na aba avançado em condição para exibir objetos digita-se

�compcirc=true�, que é o valor booleano associado da seção.

A próxima seção �Comprimento de um arco� apresenta os objetos: 4 circunferências

concêntricas, um delas de raio unitário usando em , cujo

centro e extremidades dos raios estão sobre uma mesma reta. Em seguida sobre a

circunferência de raio CD marcou-se um ponto qualquer denominado �E� móvel e

traçou-se uma reta do centro passando pelo mesmo e usando a ferramenta interseção

entre objetos marcou a interseção com cada uma das outras circunferências.

Marcou-se o menor ângulo entre estas duas retas feitas usando e em seguida

utilizando em de�niu-se os arcos circulares. Renomeou-se os pontos con-

forme �gura a seguir e escreveu-se uma dica: �Clique a arraste o ponto E.� Abrindo a

caixa e usando a ferramenta determinou-se as medidas

envolvidas na �gura (raio e arcos).

Em seguida escreveu-se o texto dinâmico que relaciona estas medidas do compri-

mento arco e o raio com o ângulo previamente determinado.
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Figura 3.21: Seção Comprimento de um arco: do autor, 2015.

Para incrementar a �gura e acrescentar alguns arcos notáveis utilizou-se a ferra-

menta para se determinar alguns ângulos: 90◦, 45◦, 180◦ e 2.

Para isto ao clicar na ferramenta selecionou-se o centro, a extremidade do raio sobre a

reta (horizontal) e ao aparecer a caixa de diálogo digita-se cada um dos valores seleci-

onando e apagando o valor já existente (45):
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Após isso, oculta-se os rótulos dos pontos e acrescenta-se um texto para os valores

dos ângulos em radianos, clicando sobre cada um dos pontos e em seguida digitando o

texto na caixa de diálogo ativando o item �Fórmula LATEX� para os que são na forma

de fração. Então, se seleciona todos os objetos e em propriedades na aba avançado em

condição para exibir objetos digita-se �comparc=true� que o valor booleano da seção.

Na última seção, �Circunferência trigonométrica� usou-se um par de retas perpen-

diculares em um ponto móvel na tela. Para isto criou-se o ponto usando e em

seguida no campo de entrada , na parte inferior da janela

digitou-se �y=y(U)� para a reta vertical onde U é o ponto criado anteriormente, que

será o centro da circunferência. De igual modo digitou-se �x=x(U)� para a reta hori-

zontal. Sobre esta última marcou-se um ponto �V�, atribui-se os rótulos legenda O e A

para estes dois pontos, respectivamente e em seguida determinou uma circunferência

de centro O passando por A usando . Incluiu-se os texto �(1,0)� para o ponto A.

Sobre a circunferência marcou o ponto �W� usando e usando determinou-

se seu arco. Determina-se o rótulo legenda e digita-se �P� neste campo na opção

propriedades deste ponto. Pretende-se construir a seguinte animação: um segmento

cujo comprimento é igual a de um arco de circunferência (cada número real está as-

sociado e representado por um ponto da circunferência de raio unitário). Constrói-se

um segmento de comprimento igual ao da circunferência dada usando a ferramenta

no item clicando e marcando um ponto sobre a tela e

ao aparecer a caixa de diálogo digita-se 2*π*segmento(V,U) (para escolher o número

π clica-se sobre α no canto direito, como é mostrado abaixo:

Sobre este segmento correspondente ao comprimento da circunferência já criado

marca-se quatro pontos equidistantes usando a ferramenta ponto médio e in-

clua os textos referente às suas medidas em radianos. Em seguida usando a mesma

ferramenta e clicando sobre este último ponto criado e ao

aparecer a janela digita-se �ArcoCircular[U, V, W]�. Fazendo isto aparecerá um ponto

o qual de�niremos a legenda como � P' � na aba básico na opção rótulo. Ao incluir o

texto explicativo e o texto dica será necessário indicar os quadrantes através de textos
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e para isto de�niu-se suas posições usando na aba �Posição�:

as sentenças em cada um dos textos (as sentenças

de�nem o ponto médio em relação às coordenadas dos pontos U e V):

((x(U) + x(V ))/2, (y(U) + y(V ))/2), ((x(U)− x(V ))/2, (y(U) + y(V ))/2), ((x(U)−
x(V ))/2, (y(U)− y(V ))/2) e ((x(U) + x(V ))/2, (y(U)− y(V ))/2)

para os textos do 1o, 2o, 3o e 4o quadrantes, respectivamente. Portanto, o resultado

é a Figura 3.22:

Figura 3.22: Seção Circunferência trigonométrica: do autor, 2015.

Conclui-se aqui as principais ideias abordadas neste capítulo. Embora o livro traga

a abordagem da simetria na circunferência trigonométrica optou-se em tratar disso

quando forem trabalhas as razões trigonométricas na circunferência, que é exatamente

a próxima construção e o próximo capítulo do livro. Conforme detalhado no passo

3.3.23 podemos importar esta construção para o Geogebratube e dispor da versão o�-

line.

3.6 Passo 28 - Construindo o applet do capítulo 2 -

Razões trigonométricas na circunferéncia do vo-

lume 2 da coleção

Começando a construir o applet temos os botões e os valores booleanos ainda visíveis

conforme �gura:

E a respectiva tela de preferências (propriedades e ajustes dos objetos);
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A �gura anterior mostra a programação do botão �bt1� cuja legenda é �Seno e

Cosseno� da seção de mesmo nome que tem um botão auxiliar �Arcos notáveis e seus

simétricos�. Em seguida foram ocultados os valores booleanos e incluídos os textos e

elementos geométricos:

Figura 3.23: Seção Seno e cosseno: do autor, 2015.

O círculo e o arco de extremidade �P� fora construído como na última seção do

capítulo anterior referente ao passo 3.5: Um par de retas perpendicular a um ponto

móvel �O�, um ponto �A� sobre a reta horizontal que determina a extremidade do raio

unitário e a origem de todos os arcos e um ponto P móvel sobre a circunferência. Usando

um par de retas perpendiculares em P determina-se as coordenadas de P (senα, cosα)

usando a ferramenta interseção entre objetos determina-se os pontos sobre os eixos

ortogonais em �O� referentes às coordenadas de �P�.

Em seguida usando a ferramenta segmentos marca-se os segmentos referentes à me-

dida algébrica do seno e cosseno e colore-se a critério. Nestes elementos é determinada

a condição de exibição �sencos = true ∨ relsencos = true�; onde os mesmos vão �car

disponíveis para as seções �Seno e Cosseno� e �Relações entre seno e cosseno�.
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Segue que nos pontos referentes às coordenadas de P inclui-se os textos nestes pon-

tos relativos à sua notação (seno ou cosseno) e edita-se a condição de exibição destes

textos, conforme �gura:

O texto ′′cosα(+)′′ será exibido se ′′(cos(α) > 0)∧sencos = true∧arcnot = false′′,

ou seja o cosseno do arco α deve ser positivo, o valor booleano da seção � Seno e

Cosseno� ativado e o valor booleano do botão � Arcos Notáveis e seus simétricos� de-

sativados. De igual modo fora feito para os textos ′′cosα(−)′′, ′′senα(+)′′ e ′′senα(−)′′,

trocando nestes textos apenas a parte da condição relativa ao texto (> 0 ou < 0).

O texto da de�nição é uma síntese de duas seções deste capítulo: seno e cosseno,

que optamos uni�car para que o material não �casse demasiado extenso e a notação

de seno e cosseno é como apresentado no capítulo 13 do volume 1 da coleção, passo

(3.4.1. Fora incluído o texto no canto inferior direito como dica: �Mova o ponto P para

de�nir o arco desejado. Mova o ponto A para de�nir o raio unitário.� para elucidar a

interação com este objeto.

Como já programado o botão da subseção �Arcos notáveis e seus simétricos� apre-

senta elemento nesta seção e, neste caso fora aproveitadas todas as construções ge-

ométricas e, acrescentando à circunferência trigonométrica os arcos notáveis de 0 a

2π usando a ferramenta em e determinando os ângulos notáveis. Conforme

condição acima, os textos �senα(+)�, �senα(−)� e �cosα(+)�, e �cosα(−)� vão �car

ocultos ao ativar o valor booleano �arcnot� por este botão. No lugar destes textos,

apresentam-se os valores de seno e cosseno dos arcos notáveis:

Cuja condição de exibição é como abaixo para o cosseno e o seno da imagem anterior:
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Figura 3.24: Secão Seno e Cosseno: do autor, 2015.

Onde foram usados intervalos para aproximar-se ao resultado exato, uma vez que

a maioria dos senos e cossenos dos arcos (com exceção dos notáveis) é obtida por

aproximação decimal mediante cálculo numérico ou tábuas como a de Ptolomeu, por

exemplo. Neste caso o motivo do intervalo é para admitir uma margem de erro aceitável

em relação ao valor exato quando o estudante e/ou professor interage com o objeto e

move o ponto P.

Até aqui nesta seção temos como ideia imprimir esta tela completa e entregar a

cada aluno para que ele acrescente os valores de seno e cosseno na circunferência trigo-

nométrica à medida que se movimenta o ponto �P�, estudando e veri�cando as simetrias

horizontais, verticais e complementares.
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Na seção seguinte, �Relações entre seno e o cosseno� os elementos foram aproveita-

dos da seção anterior e acrescentado outros textos, arco complementar a α e ângulos

alternos internos, como a seguir:

Figura 3.25: Secão Relação entre seno e cosseno: do autor, 2015.

Todos os objetos acrescentados aqui já foram explicados como acrescentá-los. Um

ponto a ressaltar é que se separou os textos para que �cassem destacados com cores

distintas.

Para a seção seguinte �Tangente� elaborou-se novos elementos representar a cir-

cunferência trigonométrica e acrescenta uma reta paralela ao eixo dos senos no ponto

(1,0), que é extremidade do raio e a origem dos arcos. E, ao invés de representar a

medida da tangente como um segmento usamos a ferramenta vetor em pois

sua representação geométrica tem uma seta em uma das extremidades determina-se

a direção da medida e o seu comprimento, uma semirreta de origem na interseção da

extremidade do arco com o eixo horizontal.

Incluíram-se também os textos em blocos e mais um arco simétrico que de�ne a

tangente de mesmo valor. Os elementos desta seção foram reaproveitados na seção �Re-

lação entre tangente, seno e cosseno� sendo que nesta última só apresenta uma caixa

texto com a relação tgα = senα
cosα

ao aplicar o Teorema de Tales na �gura, as coordenadas

de P na forma de seno e cosseno do ângulo α construído e os valores da tangente dos

arcos notáveis. Esta �cou como na Figura 3.26.

Fora incluído os textos: sinal da tangente �tgα(+)� ou �tgα(−)� conforme de�nição

da medida da tg(ζ) > 0 ou tg(ζ) < 0 na caixa avançado e condição para exibir objeto

e
√

3 de�nidos por condição (tang = true∨reltansencos = true)∧1.71 < tg(ζ) < 1.73;

conforme já elucidado, ao movimentar o ponto �P� e atingir a medida da tangente em

questão (60◦ ou 240◦) e imagem a seguir:
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Figura 3.26: Secão Tangente: do autor, 2015.

E para concluir este capítulo na seção �Outras razões� elaborou-se uma nova cir-

cunferência trigonométrica formatando e de�nindo os elementos correspondentes às

relações secα, cossecαe cotgα. E, nestas relações reutilizamos a ferramenta vetor ao

invés de segmento e na sua extremidade o seu valor em relação às razões cosα, senα e

tgα. E, por isto pode-se tratar alguns exemplos de arcos notáveis diretamente na tela

usando a caneta de mão livre. A seção �cou mostra a Figura 3.27:

Figura 3.27: Secão Outras razões: do autor, 2015.

Portanto o applet está pronto para ser feito o upload para o Geogebratube, conforme

descrito no passo 3.3.23. Encerra-se aqui a construção digital deste este capítulo.



90 A CONSTRUÇÃO DOS APPLETS DE GEOMETRIA PLANA

3.7 Passo 29 - Construindo o applet do capítulo 3 -

Triângulos quaisquer do volume 2 da coleção

Neste capítulo que trata sobre triângulos quaisquer foram incluídos inicialmente os

textos e os botões das seções, como passos 3.3.1 ao 3.3.12 (a imagem a seguir fala por

si). Os valores booleanos deste applet são �inicio�, �leisen�, �leicos�, �introsen�, �teosen�,

�introcos� e �teocos� ativados cada um de acordo a programação do botão a ele asso-

ciado (os nomes dos valores booleanos sugerem o nome dos botões). É elucidado na

introdução do capítulo os triângulos acutângulos e obtusângulos e, apesar do livro não

trazer uma imagem ou exemplo de cada um deles optou-se em construir um triângulo

dinâmico de modo que ao usuário interagir movendo seus vértices é exibida sua carac-

terística (acutângulo ou obtusângulo).

Figura 3.28: Secão Ínicio: do autor, 2015.

Neste caso criou-se um triângulo e, em seguida marcaram-se seus ângulos inter-

nos, alterando a propriedade destes para exibir apenas seus nomes. Posteriormente,

digitaram-se três textos informando o tipo do triângulo e de�niu-se sua condição de

exibição de acordo os ângulos internos do triângulo:
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As condições acima são, respectivamente para os textos �O triângulo ABC é acutân-

gulo.�, �O triângulo ABC é retângulo.� e �O triângulo ABC é obtusângulo.�. Como a

janela do Geogebra permite malha é possível obter todos eles, interagindo com a �gura

(triângulo) ao mover seus vértices. A seção seguinte habilitada pelo botão �Lei dos

senos�. Foram incluídos duas subseções: Introdução e Teorema dos senos; sendo a pri-

meira �Introdução� fora incluído um recorte do texto e imagem presentes no livro, que

traz uma situação-problema hipotética onde se busca calcular a distância entre dois

condomínios separados por uma região alagadiça, onde um topógrafo mede distâncias

e ângulos. E, ao �nal o autor comenta que ao aprender o conteúdo �Lei dos senos� esta

situação problema poderá ser resolvida bem como outras.

Figura 3.29: Subsecão Introdução: do autor, 2015.

3.7.1 Subseção Teorema dos senos

A segunda subseção �Teorema� é feita a construção de uma circunferência dado

centro e um de seus pontos, e sobre a circunferência são determinados três pontos

distintos e construído um triângulo.



92 A CONSTRUÇÃO DOS APPLETS DE GEOMETRIA PLANA

São determinadas também as três retas que passam pelos vértices do triângulo e

pelo centro da circunferência. Marcam-se os outros três pontos de interseção com a

circunferência, simétricos aos vértices do triângulo. Oculta-se as retas e de�nem os seg-

mentos com formato pontilhado para se ter menos destaque nos mesmos. A imagem a

seguir mostra a construção em andamento:

Inclui-se mais alguns textos e algumas fórmulas em escrita LATEX. Altera-se as pro-

priedades dos objetos para que sejam exibidas o rótulo de suas medidas.

Figura 3.30: Subsecão Teorema dos Senos: do autor, 2015.

Os textos estão separados por cor (caixas de texto individuais) e, consequentemente

as escritas dos dois últimos são:
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Nesta última o programa representa e calcula os senos dos ângulos do triângulo

dinâmico. Neste applet optamos pelo arredondamento de uma casa decimal no menu

�Opções� no item �Arredondamento�. Como nesta subseção a demonstração é intera-

tiva, foi inserido um texto-dica �Mova os pontos A, B ou C.�. Pensa-se e acredita-se

que aqui optou-se em mostrar os casos gerais de triângulos que nem sempre na prática

possuem seus ângulos internos com medidas notáveis (30◦, 45◦, 60◦ e seus múltiplos)

e, no entanto, tem seus senos rigorosamente de�nidos.

3.7.2 Subseção Teorema dos Cossenos

Na seção �Lei dos cossenos� segue o mesmo roteiro feito na seção �Lei dos senos�.

A subseção �Introdução� apresenta-se um texto com a situação-problema hipotética

sobre a construção de um túnel ligando duas praias de uma cidade litorânea, onde um

funcionário usando barco e aparelhos calcula duas distâncias e um ângulo. A Figura

3.31 é a subseção já pronta.

Já na subseção �Teorema� a �xemos com textos envolvendo a demonstração dividida

em duas partes: triângulo acutângulo e triângulo retângulo e a construção geométrica

foi de um triângulo dinâmico com seus vértices, ângulos, altura relativa a um dos

vértices determinados previamente (incluiu-se texto para os rótulos das medidas e dos

vértices) e as condições para o ângulo suplementar η de modo que só se torna visível

quando (η > 90◦) ∧ teocos = true e a medida (c − m) só se torna visível quando

teocos = true ∧ (η < 90◦).

Colocou-se também uma cor de fundo (a critério do autor) para o fundo do enun-

ciado da lei dos cossenos. Encerra-se aqui este applet, o que o torna apto para upload

no Geogebratube descrito no passo 3.3.23. Em tempo, como as explicações das leis do

seno e cosseno são possíveis resolver os problemas apresentados na introdução, sendo

necessária a intervenção do professor/operador para isto. É sugerido que se movimente

os vértices do triângulo de modo a determinar as medidas dos ângulos e dos lados
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Figura 3.31: Subsecão Introdução: do autor, 2015.

Figura 3.32: Subsecão Teorema dos Cossenos: do autor, 2015.

conforme o enunciado pede. E caso as medidas sejam exageradamente grandes ou pe-

quenas se trabalha com medidas proporcionais, como mostra a Figura 3.32. Após estas

explanações, já se pode passar para o próximo capítulo que tratará da área de �guras

planas.
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3.8 Passo 30 - Construindo o applet do capítulo 8 -

Áreas de �guras planas do volume 2 da coleção

Com as ideias apresentadas nos dois capítulos do volume 1 e nos três capítulos do

volume 2 da coleção [1] abordou e apresentou um conjunto de conteúdos (ferramentas)

para se estudar a área de �guras planas, as quais se apresentam no capítulo 8 do refe-

rido volume (os outros capítulos são sobre funções trigonométricas, transformações de

arco, matrizes, determinantes e sistemas lineares). Nesse sentido, se quer rea�rmar que

já foram descritos todos os passos para a construção de �guras planas nos passos ante-

riores, desde polígonos à formas circulares, as quais iremos tomar como já conhecidas

para construir este applet. Sendo assim após realizar alguns dos passos já mencionados

a tela inicial do applet que exibe o conteúdo do botão �Introdução� �cou assim como

na Figura 3.33:

Figura 3.33: Seção Introdução: do autor, 2015.

A partir da imagem anterior veri�camos que foram inseridos apenas textos, botões

e imagens, cujos comandos foram mencionados nos passos 3.3.1 ao 3.3.12. Em cada

um dos botões exibidos a programação do mesmo �cou como mostra a �gura seguinte,

com os seus respectivos valores booleanos que foram ocultados posteriormente:
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Os itens 1 ao 14 da imagem anterior correspondem aos valores booleanos associados

aos botões-seção, com exceção dos itens 6 e 7 que são subseções do botão �Triângulos�

e seus nomes são as letras iniciais de cada seção.

O leitor deve �car atento pois ao passar de uma seção para outra não será explanado

que será necessário vincular os objetos ao valor booleano da seção ativa, uma vez que

este procedimento já fora elucidado diversas vezes. Portanto, ao se clicar na seção

Retângulo vemos o seu conteúdo:

Onde, foram incluídos textos dinâmicos relativos às medidas da base e da altura

da �gura (destacado na imagem abaixo por um reticulado nas letras b e h respectiva-

mente), como é mostrado a seguir:

E, também foram destacados os pontos das extremidades dos segmentos (lados) do

retângulo que determinam as suas medidas �b� e �h� respectivamente utilizando para

isto a aparência de seta, que dá a ideia de mobilidade.

Observa-se que há um texto destacado na parte central inferior do seção, que é

exatamente a escrita da fórmula da área desta mesma �gura e isto ocorrerá em todas

as seções.

Na seção seguinte�Quadrado� representado na Figura 3.35 também foram incluídos



Passo 30 - Construindo o applet do capítulo 8 - Áreas de �guras planas do volume 2

da coleção 97

Figura 3.34: Seção Retângulo: do autor, 2015.

textos dinâmicos correspondentes às medidas do lado da �gura.

Figura 3.35: Seção Quadrado: do autor, 2015.
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O texto que se encontra abaixo do quadrado tem código-fonte:

Na seção �Paralelogramo� temos a construção da Figura 3.36 a seguir, onde o retân-

gulo à direita do leitor é uma translação do retângulo ADQP. Sendo a �gura dinâmica os

textos relativos às suas medidas de comprimento e área também são instantaneamente

recalculadas ao se interagir com os elementos da mesma.

Figura 3.36: Seção Paralelogramo: do autor, 2015.

Para seção �Triângulos�, Figura 3.37, foram acrescentados duas subseções e seus

respetivos botões quando a mesma estiver ativa: �Área a partir dos lados e do raio

da circunferência circunscrita� e �Área a partir dos lados e do raio da circunferência

inscrita�.
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Figura 3.37: Seção Triângulo: do autor, 2015.

A tela primeira trata-se da fórmula obtida da área de um paralelogramo e, para

dar ênfase a isto os triângulos inferiores são translações dos triângulo superior e, por-

tanto, exatamente equivalentes. Ao se clicar no botão �Área pelos lados e raio da

circunferências circunscrita� temos conforme mostra a Figura 3.38:

E clicando sobre o botão �Área pelos e raio da circunferência inscrita� é exibido na

tela a subseção (ver Figura 3.39):

É perceptível que se fora construído os elementos sobre o mesmo triângulo e foi-se

programado para se exibir de acordo a subseção.

Para a seção losango, Figura 3.40 temos:

As medidas do losango podem ser rede�nidas pelos vértices S,R e Q, os quais

determinam as medidas de suas diagonais. O enunciado e a fórmula foram extraídos

do livro e se de�niu um texto dinâmico para o cálculo da área.

A construção da seção �Trapézio�, �cou como se é mostrado na Figura 3.41 e foi-se

utilizou-se a translação de objetos como fora explicado no passo 3.3.22:

Dando continuidade às seções do capítulo a seguinte se refere à área de polígonos

regulares. Neste inserimos um controle deslizante denominado �n_4� para se deter-

minar o número de lados do polígono usando a ferramenta
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Figura 3.38: Subsecão Área pelos lados e raio da circunferências circunscrita da seção

Triângulo: do autor, 2015.

em na barra principal. Em seguida foi se alterado seu valores como é mostrado a

seguir:

Foi preciso de�nir um polígono regular que tivesse o número de lados equivalente

ao valor do controle deslizante e para isto construiu-se um segmento �k_6� de ex-

tremidades em 'O_2� e �S_2� e usando o campo de entrada foi-se digitado os valores

�Polígono[O_2, S_2, n_4]�, que corresponde à descrição dada pelo programa no campo

de entrada �Ponto, Ponto, número de lados�.
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Figura 3.39: Subsecão Área pelos lados e raio da circunferências circunscrita da seção

Triângulo: do autor, 2015.

Figura 3.40: Seção Losango: do autor, 2015.
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Figura 3.41: Seção Trapézio: do autor, 2015.

Após isto, formata-se o polígono para que sua cor possa variar de acordo à medida

do seu lado. Nesta seção usamos os campos �Cores dinâmicas� e alteramos conforme a

seguir:

Incluindo-se os textos e as fórmulas é mostrado a seguir esta seção:
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Figura 3.42: Seção Polígono regular: do autor, 2015.

Conforme abordagem dos autores no livro/capítulo, os mesmos trazem a área do

círculo como um �polígono de n lados� com �n tendendo ao in�nito�. Então, na seção

círculo, ver Figura 3.43, utilizou-se uma cópia e cola do polígono presente na seção

�Polígono regular� e acrescentado um círculo circunscrito.

Na seção denominada �Setor circular�, representada na Figura 3.44, foram feitas no-

vas construções geométricas para se de�nir a área de um setor circular, sabendo o raio,
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Figura 3.43: Seção Círculo: do autor, 2015.

o arco ou ângulo do círculo. Para isto usou-se: e

em . Foram formatados os pontos da extremidade do arco para dar ênfase à sua

medida. Após estes comandos, obtêm-se a Figura 3.44

Em seguida, na seção Coroa circular, como mostra a Figura 3.45, foram incluídos os

textos e as formas geométricas necessárias. Buscando dar noção precisa da coroa como

�a área da coroa circular é a diferença entre a área dos círculos concêntricos de raios

maior e menor� foi-se formatada as formas circulares de modo que uma sobrepusesse à

outra. Sendo assim o círculo maior situado na camada 0 e o círculo menor, o raio e suas

extremidades na camada 1. Isto é feito na aba avançado, após abrir as propriedades

da �gura.

Sendo assim, de�ne-se a cor branca (a mesma do fundo do applet) para o círculo me-

nor com transparência de 100%, inclui-se textos-dicas e �ca como é mostrado a seguir:
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Figura 3.44: Seção Setor Circular: do autor, 2015.

Após isto temos a Figura 3.45:

Por �m a última seção deste capítulo 8, denominada Segmento Circular, conforme

Figura 3.46, foram feitas novas construções, textos e �guras e, usando as camadas o

triângulo compreendido pelo ângulo e a corda é �xado na camada 1 e o setor circular

na camada 0, já que a área do segmento circular é igual à diferença entre a área do

setor circular e a área do triângulo.

Optou-se em representar o cálculo imediato, ou seja, o resultado de cada área e,

neste caso �ca a orientação de se trabalhar as fórmulas do setor circular e triângulo

respectivamente ou então, caso o professor/instrutor queira poderá movimentar os

pontos correspondentes à extremidade do ângulo e trabalhar a fórmula para ângulos
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Figura 3.45: Seção Coroa Circular: do autor, 2015.

notáveis, onde é sugerido a fórmula:

Asegmento =
r2(α− senα)

2
(3.1)

(sendo α o ângulo dado em radianos).

Com base nestas construções e dos passos aqui desenvolvidos temos todas a �guras

planas básicas construídas e, desta forma o conjuntos de comandos para se produzir

uma estrutura de �guras geométricas dinâmicas para os objetos de geometria espacial.

Sendo assim o próximo capítulo fará uso dos principais comandos e ações desenvolvidas

até aqui para a elaboração de objetos geométricos espaciais.
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Figura 3.46: Seção segmento Circular: do autor, 2015.





4 A CONSTRUÇÃO DOS APPLETS

DE GEOMETRIA ESPACIAL

Uma geometria não é mais verdadeira que outra, ela somente pode ser mais conveniente.

Henri Poincaré

4.1 Passo 31 - Noções iniciais da janela 3D combinada

com a janela 2D do Geogebra

Neste capítulo serão utilizadas as janelas 2D e 3D do software Geogebra. Então

após abrir o Geogebra, com o mouse selecionar o menu �Exibir� e escolher �Janela de

visualização� e �Janela de visualização 3D� como é mostrado na Figura 4.1 a seguir.

Figura 4.1: Tela de abertura do Geogebra com janelas 2D e 3D: do autor, 2015.

109
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Será veri�cado que aparecerá duas janelas de visualização a 2D, de geometria plana

à esquerda e de geometria espacial, a janela 3D à direita, uma ao lado da outra.

Assim poderemos trabalhar o conteúdo na janela 2D e obter a representação de �guras

espaciais na janela 3D, sendo que estes objetos serão ativados e/ou manipulados por

botões os quais só aparecem na janela de visualização 2D.

Reitera-se tudo o que já fora explicados entre os passos 3.3.1 ao 3.8 para a criação

de objetos, botões, textos, imagens de modo que a partir daqui não será comentado

detalhadamente sobre isto, uma vez que neste capítulo o foco é a explanação das cons-

truções de elementos na janela 3D. Ou seja, rea�rma-se que em cada applet realizou-se

a programação dos botões e valores booleanos, texto e objetos ativos da janela 2D (que

já se foi explicado diversas vezes como fazê-los) para funcionar concomitantemente com

objetos da janela 3D.

Sendo assim, observa-se que ao se clicar sobre a janela 3D aparece o seu conjunto

de ferramentas na barra de ferramentas como é mostrado a seguir:

Estas são as ferramentas que poderão ser utilizadas nesta janela. Será explanado

sobre cada um dos seus itens e isto se faz necessário, pois não fora tomado nenhum

referencial teórico que explanasse as mesmas. A ferramenta mais à esquerda é

que corresponde à ferramenta seleção e mover objetos na janela como já se era feito

na janela 2D. A próxima ferramenta é um conjunto, pois ao clicar na sua seta do

canto inferior direito e abrir suas opções temos:

Como é mostrado na imagem anterior, a legenda a cada ferramenta sugere a sua

�nalidade. Retornando à barra principal temos que também é um conjunto e ao

expandi-la temos:
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Em seguida temos a ferramenta retas especiais (perpendicular, paralela, lugar geo-

métrico etc) cujas ferramentas embutidas são:

A próxima ferramenta da barra principal é que corresponde à construção de

polígonos. Após esta temos , referente à construção de círculos e suas partes, e as

ferramentas embutidas são:
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.

A ferramenta se refere à interseção de superfícies. Já a próxima ferramenta

refere-se à construção de planos e as ferramentas expandidas são:

Na ferramenta é possível construir as formas espaciais como o prisma, pi-

râmide, cone e cilindro, bem como extrudar (solidi�car) �guras planas. Tais opções

aparecem ao expandir a caixa:
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Em seguida temos relativas à esfera que possui as ferramentas embutidas

As quatro últimas caixas de ferramenta são:

referente às operações com ângulos, distâncias, áreas e volume que possui as op-

ções

correspondente à translação, re�exão e rotação de pontos, retas e planos no espaço

com as ferramentas

;



114 A CONSTRUÇÃO DOS APPLETS DE GEOMETRIA ESPACIAL

A ferramenta relativa à inclusão de textos ;

E a ferramenta na extremidade esquerda para rotacionar/orbitar/ampliar/reduzir

a tela geométrica com as opções

.

Desta forma foi-se exibido todas as ferramentas embutidas disponíveis na barra de

ferramentas. E, caso seja necessário criar algum objeto não listado isto será feito pela

caixa de entrada, que é a barra inferior do software .

Além deste conjuntos grandes de ferramentas as janelas 2D e 3D possuem suas

barras de estilos, respectivamente:

e , ambas possuem quatros

itens iguais (da esquerda para direita) que são exibir e esconder eixos, exibir

e esconder malha de demarcação de coordenadas, visualização padrão e modo

de captura de pontos quanto a sua disposição na tela por valor exato, livre ou �xo à

malha numérica. Entretanto quanto à janela 3D os demais itens da barra de estilos a

seguir serão utilizados sob demanda:

para girar a tela na direção de um dos eixos principais;

para trocar a face de visualização em direção aos planos principais xy, xz e yz

e para girar a tela até a visualização padrão.

Com base nesta explanação sucinta das ferramentas disponíveis na janela 3D será

dado início à construção dos applets de geometria espacial e é o que será feito nas
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próximas seções.

4.2 Passo 32 - Construindo o applet do capítulo 9 -

Geometria Espacial de Posição, do volume 2 da

coleção

Tendo conhecimento do que fora explanado nos passos 3.3.1 ao 3.8 é possível cons-

truir na janela 2D a estrutura dos conteúdos, botões e condições de exibição para

qualquer enunciado, fórmula ou teorema e leis sobre �guras planas. Toda esta estru-

tura da janela de visualização 2D será utilizada em todos os próximos applets que

possuem a janela 3D ativa, ou seja, para este capítulo (Geometria Espacial de posição)

e para os capítulos Prisma, Pirâmide, Cilindro, Cone e Esfera as construções feitas

na janela 3D são exibidas e ocultadas pelos botões e valores booleanos da janela 2D.

Portanto, munido disto temos a seguir a tela Introdução do capítulo 9 já devidamente

preenchida e formatada:

Figura 4.2: Seção Introdução do capítulo 9: do autor, 2015.

E, também se faz necessário exibir os valores booleanos criados neste applet que

são acionados pelos botões:
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Após se de�nir or valores booleanos e os botões de ativação se fez necessário destacar

o texto do botão ativo trocando a cor do mesmo quando este for clicado e, assim a

programação da cor do texto é conforme a seguir:

Nesta imagem temos a troca de cor para vermelho do texto do botão relativo ao

valor booleano �intr� correspondente à Introdução. De igual modo foi feito para os

demais botões.

Dando continuidade, clica-se com o botão direito do mouse a escolhe a opção

para exibir o plano xy. E, sobre o mesmo ao selecionar a ferramenta

em marca-se dois pontos quaisquer no referido plano e de�ne-se o cubo. E, ao

selecionar qualquer um dos seus objetos é possível alterar seu estilo na barra de estilo

. Neste caso optou em destacar a face frontal do cubo alterando

sua cor em relação às demais.

Foi incluído um botão �Retas suporte� na parte inferior direita da seção, para ativar

as retas suporte do cubo exibido na Figura 4.2. Na seção seguinte Noções Primitivas

foram incluídos textos e formas planas e não houve a necessidade de se criar formas

espaciais. Então as ferramentas e os objetos foram criados na janela 2D. Sendo assim

a Figura 4.3 mostra resultado �nal desta seção.
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Figura 4.3: Seção Noções Primitivas: do autor, 2015.

Nesta seção, ver Figura 4.3, é indicado a interagir com os objetos presentes na

janela 2D. Ou seja as ferramentas utilizadas foram , em e as quais

já foram utilizadas e explicadas anteriormente. E se de�niu que os mesmos só seriam

exibidos na janela 2D, ao se clicar com o botão direito do mouse e marcando na aba

Avançado apenas a opção Janela de visualização, como é mostrado a seguir:

Na seção seguinte, Proposições primitivas, como mostra a Figura 4.4, o operador

é convidado a operar o software utilizando a barra de ferramentas da janela 2D para

obter a visualização das proposições elucidadas. E isto se faz necessário para o operador

se habituar a manipular o software e aprender utilizar as suas ferramentas.

A Figura 4.5 correspondente à seção denominada Determinação de planos fora

construído um triângulo genérico e dinâmico sobre o plano xy de modo a obter sua

representação simultânea nas janelas 2D e 3D. Sabendo-se que o mesmo fora construído

na janela 2D os passos de sua construção já foram explicados. Sendo assim e por padrão

ao se construir uma �gura neste plano o Geogebra exibe simultaneamente a �gura nas

duas janelas. Quando isto não ocorrer se faz necessário habilitar na aba Avançado
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Figura 4.4: Seção Proposições Primitivas: do autor, 2015.

da opção Propriedades do objeto, marcando as caixas de seleção da forma como é

mostrado na Figura 4.5:

Figura 4.5: Seção Determinação de planos: do autor, 2015.

A seção Posição relativa de dois planos fora construída utilizando algumas ferra-

mentas exclusivas da janela 3D. Usa-se para determinar três pontos distintos no

plano xy. Em seguida escolhe-se em para determinar um plano paralelo

ao plano xy passando por um dos pontos já construído, ou seja, construir um plano

coincidente ao plano xy.

Cria-se uma reta passando por dois destes pontos usando . Com a reta criada
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e o terceiro ponto utiliza-se para de�nir uma circunferência no espaço orientada

pela reta dada. Para isto clica-se na reta e no ponto fora dela.

Usando novamente marca-se um novo ponto sobre a circunferência criada para

que se obtenha um ponto livre para girar sobre a circunferência. Oculta-se o ponto

fora da reta da mesma maneira como é feito na janela 2D. De�ne-se um plano ao usar

a ferramenta em passando por ponto livre da circunferência e os dois pontos

da reta que orienta a circunferência.

Feito isto temos dois planos que se interceptam ou são coincidentes. Após estes

passos e formatando o tamanho e a cor dos elementos na Barra de estilos temos como

se é mostrado na Figura 4.6:

Figura 4.6: Seção Posição relativa de dois planos: do autor, 2015.

A subseção �Planos paralelos� acionável por um botão de mesmo nome apresenta a

representação na janela 3D usando em com para determinar onde o plano

paralelo passará. Enquanto que na janela 2D têm-se o texto da de�nição propriamente

dita.

Podemos utilizar alguns elementos da construção desta seção para as próximas e

para isto basta de�nir a Condição de exibição de cada objeto na aba Propriedades

digitando-se onde se é mostrado que será

utilizado em algumas seções estes objetos construídos.

Assim sendo foram aproveitados o plano paralelo ao plano xy, a reta e os dois

pontos que a determina e foram acrescentados mais duas retas uma de posição qualquer

e outra paralela ao plano dado passando por um ponto de sobre o eixo z usando

para se de�nir este ponto e para a reta paralela reta
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Figura 4.7: Subseção Planos paralelos da seção Posição relativa de dois planos: do

autor, 2015.

Figura 4.8: Seção Posição relativa entre reta e plano: do autor, 2015.

dada, e assim obter a representação da seção Posições Relativa entre reta e plano. A

tela �nal da seção é a Figura 4.8

Na seção seguinte Posição relativa de duas retas, ver Figura 4.9, foi-se acrescentado

nos elementos da seção anterior apenas um plano passando pelo par de retas paralelas

e uma reta pertencente ao plano paralelo ao plano xy. A �gura é a representação deste

resultado:

Na seção Algumas Propriedades, como é visto a Figura4.10, foram acrescentados

nos elementos da seção anterior um plano paralelo ao plano xy passando pela reta

paralela já existente. Feito isto é possível representar geometricamente as de�nições

desta seção.

A seção Ângulos de duas retas de�nida na Figura 4.11 para ser construída aproveitou-

se alguns dos elementos da seção anterior (vale lembrar que a condição de exibir os ob-
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Figura 4.9: Seção Posição relativa de duas retas: do autor, 2015.

Figura 4.10: Seção Algumas Propriedades: do autor, 2015.

jetos devem ter a sequência lógica dos valores booleanos que o ativam e desativam como

explicado no capítulo anterior sobre geometria plana) e de�niu-se o ângulo usando

na barra de ferramentas.

A seção Retas que formam um ângulo também é construída com alguns elementos

das seções anteriores. E foi acrescentado apenas uma reta perpendicular ao plano

passando pelo ponto que determina a reta paralela ao plano que é paralelo ao plano

xy. Determinou-se o ângulo reto entre estas duas retas citadas, como pode ser visto

na Figura 4.12 .
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Figura 4.11: Seção Ângulo de duas retas: do autor, 2015.

Figura 4.12: Seção Retas que formam um ângulo reto: do autor, 2015.

A Figura 4.13 é a seção - Retas e plano perpendiculares foram incluídos novos

elementos: um plano paralelo a xy e uma par de retas concorrentes ao mesmo uma

reta perpendicular a este plano passando pelo ponto de concorrência das outras duas

já citada, uma reta oblíqua passando pelo ponto pertencente à reta ortogonal fora do

plano dado. Em seguida de�niu-se os ângulo retos. Cada uma das tais construções

já foram citadas neste passo (para se construir na janela 3D) e o modo de obtê-las é

semelhante à maneira como se constrói na janela 2D.

Nesta seção a interação do usuário ao girar uma das duas retas ao clicar e arrastar

um dos seus pontos, veri�ca-se que o ângulo reto ocupa diversas posições no plano ao

girar com a reta.

Dando continuidade, a seção Planos perpendiculares corresponde à Figura 4.14

possui a construção de dois planos ortogonais. Foi-se feito uma reta pertencente ao

plano dado e após isto de�niu-se uma reta perpendicular por ao plano passando
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Figura 4.13: Seção Retas e plano perpendiculares: do autor, 2015.

por um de seus pontos e para concluir a construção determinou um plano perpendicular

a uma reta passando por um ponto dado utilizando em .

Figura 4.14: Seção Planos perpendiculares: do autor, 2015.

A Figura 4.15 é a seção Projeções Ortogonais já concluída. Determinou-se diversos

segmentos usando e suas respectivas projeções ortogonais. Para tanto foi-se

necessário determinar várias retas perpendiculares a um plano paralelo a xy e deter-

minar segmentos pertencentes à mesma. Usando representou-se

o círculo no plano e no espaço, e sobre o mesmo usando a ferramenta ponto em

determinou-se alguns pontos e suas projeções. Usando a Barra de estilos formatou-se

traço, cor e nome dos objetos.

A seção Distâncias, tem todos os elementos da Seção Algumas Propriedades e por-

tanto foi-se acrescentados apenas a reta que perpendicular que passa pelo ponto que

determina o plano paralelo ao plano dado. A Figura 4.16 explicita o resultado obtido

nesta seção.
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Figura 4.15: Seção Projeções Ortogonais: do autor, 2015.

Figura 4.16: Seção Distâncias: do autor, 2015.

Embora algumas das seções já construídas tenham noções e objetos elementares

para ilustrar as de�nições dos elementos primitivos ponto, reta e plano, na Seção Te-

orema Fundamentais é solicitado que o usuário opere e manipule o Geogebra para

transcrever as demonstrações do livro didático e construir as representação na janela

3D do programa, ressaltando nesse sentido a necessidade e motivação para o estudante

conhecer e utilizar os comandos, botões, objetos e ferramentas para realizar a atividade

solicitada.

A última seção, Introdução a sólidos geométricos, possui as mesmas imagens pre-

sentes no livro didático para apresentar as primeiras noções e considerando que a

visualização espacial no software é melhorada foram criadas duas subseções: Formas

reais e geométricas com os enunciados e �guras extraídas do livro e Sólidos geométri-

ços, sendo que este último possui dois botões de ativação para exibição dos objetos

geométricos na janela 3D.
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Figura 4.17: Seção Introdução a sólidos geométricos: do autor, 2015.

Nesta seção são exibidas �guras de representação plana de sólidos e os textos ex-

plicativos e conceituais na janela 2D. Não foram feitas construções na janela 3D.

Figura 4.18: Subseção Formas reais e geométricas da Seção Introdução a sólidos geo-

métricos: do autor, 2015.

Aqui os autores fazem analogia entre formas geométricas reais presentes no cotidiano

e as genéricas que serão vistas no desdobramento do conteúdo nos próximos capítulos.

Da mesma forma com se apresenta na Figura 4.17 não se fez objetos na janela 3D.

Para introduzir o estudo dos sólidos [1] classi�ca em dois grupos os que serão es-

tudados: Poliedros e Corpos redondos. Estas notações são apresentadas na janela 2D

acompanhadas de dois botões de ativação Poliedros e Corpos redondos que ao serem

acionados exibe tais objetos na janela 3D.

Ao clicar sobre o botão Poliedros da subseção Sólidos geométricos é exibido os tipos

de poliedros que serão estudados conforme Figura 4.20. Foi-se feita as construções:

de uma pirâmide tetraédrica regular, clicando e determinando dois pontos no mesmo
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Figura 4.19: Subseção Sólidos geométricos da Seção Introdução a sólidos geométricos:

do autor, 2015.

Figura 4.20: Item Poliedros da Subseção Sólidos geométricos da Seção Introdução a

sólidos geométricos: do autor, 2015.

plano (aresta) de�nindo assim o sólido; de um cubo da mesma maneira determina-se

sua aresta criando dois pontos no mesmo plano; de um prisma e um paralelepípedo

determinando o polígono da base e em seguida a reta perpendicular ao mesmo que corta

os dois planos paralelos usando , e em

seguindo as instruções presentes na ferramenta, ou seja, criando os vértices necessários

para determinação da �gura.

Para ampliar o espaço visual do ambiente 3D foi-se criado mais um plano paralelo

ao plano xy que contém os vértices superiores dos sólidos ( o mesmo se encontra oculto)

de modo que pudesse transladar os sólidos e isto ajudou a melhorar a visualização dos

conceitos e dos objetos construídos. Acionando as ferramentas rotação de cena e

vista principal da barra de estilos da janela 3D é possível girar a tela e visualizar



Passo 33 - Applet do Capítulo 10 - Prismas, do volume 2 da coleção 127

as demais faces dos sólidos.

Ainda nesta mesma subseção ao clicar sobre o botão Corpos redondos da Subseção

Sólidos geométricos é exibido os tipos de corpos redondos e a Figura 4.21 é a tela �nal.

Figura 4.21: Item Corpos redondos da Subseção Sólidos geométricos da Seção Intro-

dução a sólidos geométricos: do autor, 2015.

Foi-se feita a construção de uma esfera, de dois cones e de um cilindro usando

em , e em seguindo

as instruções presentes na ferramenta, ou seja, criando os vértices e/ou pontos neces-

sários para determinação da �gura.

Para o cilindro é necessário os pontos da extremidade do eixo gerador e a medida do

raio (usando o campo de entrada do Geogebra). Para o cone estes mesmos elementos

e para a esfera o centro e o ponto da extremidade da medida do raio. Oculta-se o

plano paralelo que contém o vértices e após todos estes passos o applet do Capítulo 9

- Geometria espacial de posição está pronto para exportação/upload.

4.3 Passo 33 - Applet do Capítulo 10 - Prismas, do

volume 2 da coleção

Neste capítulo que trata dos sólidos Prismas foram criados os valores booleanos e

o botões das seções. Na introdução deste capítulo, [1] traz como exemplos de prismas

embalagens presentes no cotidiano através de imagem/foto. Nesta seção optamos em

representar a forma espacial de tais embalagens e usou como base de apoio dos sólidos

o plano xy principal. Construiu-se os polígonos da base na janela de visualização 2D

e em seguida habilitou sua exibição apenas na janela 3D, conforme foi-se explicado no

passo 4.1.
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Por conseguinte e usando a ferramenta de rotação de cena visualiza-se todos

os elementos principais de um prisma: vértices, arestas e faces. A Figura 4.22 é a tela

�nal desta seção:

Figura 4.22: Seção Introdução: do autor, 2015.

Na seção Conceitos, como mostra a Figura 4.23 na janela 3D foram-se feitas as

construções: um plano paralelo a xy com e uma reta secante por meio de

a estes dois planos, um polígono regular de 5 lados determinando por dois pontos sua

aresta e através do comando no campo de entrada: �Polígono[A,B,5] �.

A proposta desta seção é mostrar um prisma pentagonal regular qualquer (reto ou

oblíquo) ao movimentar os pontos que de�nem e orientam a reta secante a dois planos,

a qual orienta o feixe de segmentos paralelos a ela, que passam pelos polígonos da base.

Adiciona-se as cinco retas paralelas a reta secante já construída utilizando ,

como visto no passo 4.2. E, em seguida, os textos denominando os planos α e β.

Figura 4.23: Seção Conceitos: do autor, 2015.
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Para mostrar a representação geométrica da de�nição deste prisma onde um feixe

de segmentos paralelos a esta reta que tenha as extremidades nos polígonos (obtidos

pelas interseções das retas nos planos paralelos) usando para determinar a reta

paralela e e determinar os pontos de interseção entre as retas e os planos.

Foram construídos um outro pentágono da base do prisma com e um ponto

pertencente ao polígono usando em e determinou-se uma reta paralela e um

segmento cujas extremidades pertencem aos planos e, ocultando a reta em seguida. Ao

arrastar o ponto, o segmento percorrerá todo o polígono e consequentemente repre-

sentará geometricamente a de�nição do prisma. Desta forma esta seção está pronta e

passaremos para próxima seção.

Na seção Elementos e Classi�cação, têm-se na janela 2D o conteúdo textual e na

janela 3D temos dois planos paralelos ao plano xy, um pentágono regular no plano

inferior determinando um prisma reto pentagonal regular feito como no passo anterior

usando o mesmo comando.

Em seguida levantando uma perpendicular ao polígono passando por um de seus

vértices até secar o outro plano usando e marcando a interseção com o mesmo

através de determina-se o prisma desejado por meio da ferramenta clicando-

se no polígono da base que se encontra em um plano e no vértice situado no outro

plano. A Figura 4.24 é a seção já concluída.

Figura 4.24: Seção Elementos e Classi�cação: do autor, 2015.

Adicione mais uma reta perpendicular passando pelo ponto que de�ne o plano

paralelos e obtêm-se a interseção com o outro plano. Inclui-se dois vetores entres estes

dois pontos em sentidos contrários de modo que a construção nos dê a ideia bem clara

de distância entre os planos para de�nir o conceito de altura do prisma. Formata-se os

estilos e a cores dos objetos e têm-se a tela como na Figura 4.24.
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Ainda nesta seção foram incluídos duas subseções acionáveis por botões exibidos

na janela 2D denominados Prisma reto e Prisma oblíquo para tratar de alguns destes

tipos de prismas com bases regulares feitas no plano xy.

Figura 4.25: Subseção Prisma Oblíquo da Seção Elementos e Classi�cação: do autor,

2015.

Foram criados dois novos prismas (um para cada subseção) e dois controle desli-

zantes na janela 3D para cada tipo de prisma na janela 3D para determinar o número

de lados da base do prisma. Para tanto usou-se um segmento de comprimento �xo

na janela 3D e determinou sobre o mesmo um ponto móvel em seguida escreveu-se no

campo de entrada o comando polígono regular, digitando-se: Polígono, o nome de cada

ponto, a medida do segmento somada a 3; pois este último é o menor número de lados

de um polígono, e o plano que contém o polígono, neste caso o plano xOy. Desta forma

foi-se feito assim: .

A janela 2D destas subseções foi aproveitada para exibir as plani�cações destes pris-

mas por meio da ferramenta em e clicando sobre o sólido , como é mostrado

nas Figuras 4.25 e 4.26.

Após ser tratado na seção anterior os elementos e a classi�cação dos prismas na

seção Paralelepípedos as bases dos sólidos da janela 3D (retângulo, quadrado e parale-

logramo) foram construídas na janela 2D e habilitadas as suas visualizações apenas na

janela 3D. Em seguida foram feitos os paralelepípedos usando e com a ferramenta

determinou-se a plani�cação de cada um deles. Formatou-se as cores e os estilos

dos objetos como na Figura 4.27.

As duas seções seguintes, Paralelepípedo retangular e Diagonal paralelepípedo e o

volume, correspondentes às Figuras 4.28 e 4.29 respectivamente, possuem elementos

comuns (sendo programado a condição de exibir objetos para isto) sendo que em cada

uma delas há textos distintos entre si na janela 2D e na seção Diagonal do paralelepí-
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Figura 4.26: Subseção Prisma Reto da Seção Elementos e Classi�cação: do autor, 2015.

Figura 4.27: Seção Paralelepípedos: do autor, 2015.

pedo e volume foram inseridas as referidas fórmulas da diagonal e do volume usando

as medidas do sólido da janela 3D.

Neste caso o comando que fornece o volume é disponível em . São também

destacados o triângulo retângulo que contém a diagonal do paralelepípedo e o seu

respectivo ângulo reto usando .

Conforme fora apresentado por [1] na primeira seção destas, Paralelepípedo re-

tangular, temos um texto que trata da área da carroceria metálica em formato de

paralelepípedo retangular de um caminhão. Então acrescentou-se uma imagem ilus-

trativa (extraída do livro) e a representação da base do paralelepípedo da janela 2D.

Em seguida, construiu-se o sólido na janela 3D, de modo que fosse possível plani�cá-lo

e obter a representação de sua plani�cação na janela 2D. A Figura 4.29 ilustra como

fora feito.

Por conseguinte as duas próximas seções: Cubo e Aplicações, mostradas nas Figuras
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Figura 4.28: Seção Paralelepípedo retangular: do autor, 2015.

Figura 4.29: Seção Diagonal paralelepípedo e volume: do autor, 2015.

4.30 e 4.31 respectivamente; também tem objetos comuns e além disso suas constru-

ções já foram explanadas nos passos anteriores, lembrando que os valores referentes

as medidas são dinâmicas de acordo o tamanho do cubo da janela 3D. Com efeito, os

objetos que foram construídos e ainda não comentados estão na seção Aplicações.

Foram feitos uma par de segmentos perpendiculares e um segmento representando a

função linear do volume em relação à altura, como explanado na Figura 4.31 da seção.

Em seguida vinculou-se um ponto ao segmento correspondente ao eixo x de modo

que represente o volume da caixa cúbica até a sua altura, e assim foi-se acrescentado

a partir do quadrado superior do cubo um paralelepípedo de cor laranja de modo a

representasse o volume faltante de acordo a posição o valor do ponto P que determina

a altura h do volume existente no cubo como na �gura a seguir:
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Figura 4.30: Seção Cubo: do autor, 2015.

Deste modo o intento aqui é mostrar geometricamente a situação apresentada no

enunciado.

Figura 4.31: Seção Aplicações: do autor, 2015.

Dando prosseguimento às seções do capítulo 10 do livro temos a seção Princípio

de Cavaliere. Na janela 2D apresenta-se o conteúdo e na janela 3D há dois planos

paralelos e um deles secante a duas superfícies determinadas pelo comando descrito na

Figura 4.32.

De acordo com [7], seja S a superfície gerada pela rotação da curva γ(t) = (x(t), y(t)), t ∈
[a, b] no semi-plano superior (x, y) ∈ R2/y > 0, em torno do eixo dos x. S pode ser pa-

rametrizada por:

ψ(t, θ) = (x(t), y(t)cos(θ), y(t)sen(θ)) (4.1)

onde x, y : [a, b] → R são funções contínuas, y(t) > 0 para todo t ∈ [a, b] e θ ∈
[0, 2π).
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Sendo a função γ(t) que descreve a superfície de revolução determinada conforme

comando no campo de entrada:

e o comando no campo de entrada que determina uma das superfícies é:

.

(a outra é apenas uma translação no plano, ou seja incrementa-se valores em x e

em y), as quais são construções diferenciadas das anteriores presentes nesta seção. O

plano secante é móvel e sua construção é justamente para facilitar o entendimento e a

interpretação do referido princípio.

Figura 4.32: Seção Princípio de Cavaliere: do autor, 2015.

A última seção deste capítulo, Áreas e volume, ver Figura 4.33, traz os conceitos

que de�nem as áreas da base, lateral, total e o volume de um prisma na janela 2D e

na janela 3D há construção de dois sólidos de mesmo volume: um cubo e um prisma

reto triangular regular.

Sendo a aresta da base do prisma triangular a medida móvel e dinâmica que também

determina a altura do referido prisma enquanto que a medida da aresta do cubo é

calculada a partir da igualdade dos volumes destes sólidos; um plano secante a estes

sólidos para determinar a área da seção por um plano paralelo à base de cada um deles

pelo comando na barra de ferramentas e os textos que identi�cam os planos α e

β.

Sendo assim, elaborou-se todas as seções dos conteúdos do capítulo e encerrou-se

aqui as construções do applet. E, tendo conhecimento do que foi produzindo até então

na janela 3D conforme a necessidade pode-se construir prismas em uma nova janela

para representar e resolver os exercícios.
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Figura 4.33: Seção Áreas e volume: do autor, 2015.

4.4 Passo 34 - Applet do Capítulo 11 - Pirâmides, do

volume 2 da coleção

Será exibido a tela inicial do applet após elaborar os botões já devidamente progra-

mados de acordo às seções do conteúdo deste capítulo: Introdução, Conceito, Elementos

e propriedades, Pirâmide regular, Áreas e volume, Tetraedro, Pirâmides semelhantes e

Tronco de pirâmide; a serem estudadas e os textos da seção inicial, Introdução, como

é mostrado na Figura 4.34.

Nesta seção, construiu-se na janela 2D um texto sobre as pirâmides do Egito e a

respectiva foto/imagem extraída do livro e na janela 3D foram feitas três pirâmides

semelhantes às da foto usando o plano principal xy para a base das pirâmides (neste

caso os polígonos foram criados na janela 2D e marcados para serem exibidos apenas

na janela 3D).

E com a ferramenta para marcar o vértice da pirâmide e para determiná-

las. Em seguida foi-se ocultado os vértices, pois pretende-se aqui mostrar apenas a

estrutura/forma destas pirâmides tendo uma visão panorâmica e orbital das mesmas e

para alcançar isto usa-se a ferramenta da janela de visualização.

A seção Conceito traz a de�nição do sólido pirâmide e sua respectiva representação

geométrica, como mostra a Figura 4.35. Conforme apresentado por [1] o exemplo da

janela 3D é de uma pirâmide pentagonal. Foi-se construído o texto da de�nição de

pirâmide e o polígono regular de 5 lados no plano xy na janela 2D e habilitou-se a

visualização na janela 3D. E em seguida sobre um plano paralelo superiormente a xy

determinou-se o vértice da pirâmide. Para ilustrar geometricamente o conceito incluiu-

se um ponto livre no polígono e determinou-se um segmento do vértice da pirâmide

até este ponto (dem modo que este segmento desloque dentro da pirâmide). Inclui-se

a legenda α do plano.
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Figura 4.34: Seção Introdução: do autor, 2015.

Figura 4.35: Seção Conceito: do autor, 2015.

Para a próxima seção Elementos e propriedades, ver Figura 4.36, foram aproveitadas

os objetos 3D da seção anterior e acrescentado um plano paralelo ao plano xy que

contém uma pirâmide regular de lados dinâmicos acionáveis por um controle deslizante

e o seu vértice pertencente ao plano xy. A construção deste controle deslizante na

janela 3D foi-se feita como na �gura 4.25 da subseção Prisma Oblíquo do capítulo

anterior, sobre o sólido Prisma.

Na seção Pirâmide regular inclui-se os textos na janela 2D como já de praxe, criou-

se um plano paralelo ao plano xy, um controle deslizante para determinar o número de

lados do novo polígono regular de lados dinâmicos dados neste plano e uma reta perpen-

dicular ao seu centro. Sobre esta reta determinou o vértice da pirâmide e representou

este sólido com .

Em seguida destacou um ponto médio de um dos lados com e

representou o triângulo retângulo e o seu ângulo reto que contém o vértice da pirâmide,
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Figura 4.36: Seção Elementos e propriedades: do autor, 2015.

o centro da do polígono da base e o ponto médio da aresta da base inserindo os textos-

legenda referentes aos mesmo. Assim temos os elementos su�ciente para se estabelecer

a relação entre a geratriz g da pirâmide, o apótema m do polígono da base e a altura

h da pirâmide, escrevendo:

g2 = m2 + h2 (4.2)

Após estes comandos o resultado segue de acordo a Figura 4.37:

Figura 4.37: Seção Pirâmide regular: do autor, 2015.

Entretanto, [1] não fazem explanação sobre a relação entre as medidas l da aresta

lateral, a da aresta da base e g do apótema da pirâmide, a qual é muito útil em alguns

casos na resolução de itens, que é obtida imediatamente em uma pirâmide regular reta:

l2 =
(a

2

)2
+ g2 (4.3)
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Na seção seguinte, Áreas e volume, incluiu-se os textos na janela 2D e reaproveitou

a pirâmide, o controle deslizante do número de lados da pirâmide da seção anterior e

o texto que aponta o volume de uma pirâmide como a união dos volumes das n − 2

pirâmides triangulares de base e altura congruentes.

Para isto foi-se construído o polígono compreendido pelos vértice não adjacentes

de cada pirâmide triangular exibida pelo controle deslizante. A Figura 4.38 ilustra a

representação alcançada.

Figura 4.38: Seção Áreas e volume: do autor, 2015.

Na Figura 4.39 é mostrado a seção Volume onde foram incluídas a explicação na

janela 2D e na janela 3D foram feitos três planos paralelos a xy. O primeiro deles

para determinar o vértice superior do prisma de base triangular, que foi construído e

ocultado posteriormente, a ser seccionado em três pirâmides conforme o indicado pelo

texto da seção. O segundo plano paralelo foi construído usando e , sendo esta

última utilizada da mesma forma como foi explanado no Passo 3.3.22, para transladar

as pirâmides de base triangular e o último plano que secciona todas as pirâmides foi para

determinar a equivalência de áreas entre duas das pirâmides. Todas estas construções

foram feitas para deixar mais clara a compreensão da fórmula que determina o volume

de uma pirâmide, buscando ampliar a visualização espacial dos sólidos com a translação

e a rotação de cena .

Na seção seguinte, Tetraedro, na janela 2D é apresentada as fórmulas da altura, área

e volume do tetraedro enquanto que na janela 3D é exibido um tetraedro de aresta

dinâmica onde se é destacado o segmento correspondente à sua altura e o triângulo

retângulo que o contém usando os passos relatados na seção 4.37 - Pirâmide regular

deste capítulo. A Figura 4.40 apresenta o resultado alcançado:

As duas últimas seções deste capítulo tem elementos comuns uma vez que tratam

de pirâmides semelhantes e troncos de pirâmide. Na primeira destas, Pirâmides seme-
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Figura 4.39: Seção Volume: do autor, 2015.

Figura 4.40: Seção Tetraedro: do autor, 2015.

lhantes, ver Figura 4.41, temos o conteúdo exibido na janela 2D e na janela 3D fez-se

um trio de planos paralelos ao plano xy e sobre um deles, o inferior, determinado um

controle deslizante e um polígono regular cujo números de lados é determinado por este

controle e assim de�nindo a base do pirâmide inicial. Em seguida determinou-se uma

reta perpendicular aos planos e marcou sobre o plano superior o vértice da pirâmide.

O plano do meio secciona a pirâmide determinando uma pirâmide semelhante à

original e o tronco de pirâmide na base. Para tanto ao invés de se criar o sólido

pirâmide traçou suas arestas laterais e marcou sua interseções como o plano de seção

determinando os polígonos das faces laterais e da base do tronco e da pirâmide obtida

na seção. Neste caso construiu-se todos dos polígonos das faces laterais de dois vértices

não adjacentes.

Na última seção, ver Figura 4.42, Troncos de pirâmide, na janela 3D aproveitou-se
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Figura 4.41: Seção Pirâmides semelhantes: do autor, 2015.

o tronco de pirâmide da seção anterior, os pontos que orientam o plano da base, o

plano de seção, o controle deslizante e o vértice da pirâmide. Quanto à janela 2D foi

acrescentado o conteúdo correspondente.

Figura 4.42: Seção Tronco de pirâmide: do autor, 2015.

Os autores [1] não trazem nenhuma das fórmulas a seguir sobre troncos, mesmo

sendo estas da literatura acerca do assunto:

Área lateral:

Al =
(a+ b)g

2
(4.4)

Sendo a, b aresta da base menor e maior;

Volume:

V =
h

3
(AB +

√
ABAb + Ab) (4.5)

Onde Ab, AB área das bases menor e maior;

Portanto, este applet relativo ao capítulo 11 - Pirâmides está pronto para upload e

uso.
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4.5 Passo 35 - Applet do Capítulo 12 - Cilindro, do

volume 2 da coleção

O cilindro é primeiro sólido dos corpos redondos a ser estudado no ensino médio e

nesta coleção. Então como sempre [1] fazem na introdução de capítulos, apresentam

formas reais correspondentes aos sólidos, para o cilindro são latas, recipientes e tubos de

linha/barbante. Então após estruturar o título, os botões-seção: Introdução, Conceito,

Elementos e classi�cação, Áreas e volume e Seção Meridiana e triângulo equilátero;

e os seus respectivos valores booleanos, a tela da seção Introdução do applet tem na

janela de visualização 2D o texto introdutório sobre a presença dos cilindros em formas

de objetos do dia a dia e a respectiva imagem que se encontra no livro.

Na janela 3D construiu-se sobre o plano xy três cilindros correspondentes às três

latas à direita da imagem da janela 2D e ao usar a ferramenta rotação de cena pode-se

constatar alguns elementos dos cilindros descritos no texto.

Figura 4.43: Seção Introdução: do autor, 2015.

Na seção seguinte Conceito, na janela 2D os textos e os botões de interação e

na janela 3D foram determinados dois planos paralelos (plano paralelo a um plano

dado passando por um ponto) a xy. Marcou-se um ponto em um deles e em seguida

determinou-se a distância entre estes planos de�nindo um segmento sobre a reta que

seca este dois planos. Como se pretende orientar a geratriz do cilindro a partir de uma

reta qualquer (pois se quer um cilindro qualquer - oblíquo ou reto) em cada um dos

planos marcou-se um ponto e determinou-se um segmento entre eles. No plano mais

abaixo marcou-se um ponto e uma reta paralela ao segmento qualquer (ver passo 4.3).

Esta reta será utilizada para determinar o eixo que contém os círculos das bases do

cilindro e usa-se para determiná-las.

Nesta versão o Geogebra 5.0 não possui uma ferramenta para se construir um cilin-

dro qualquer (não necessariamente reto). Adotando-se a de�nição de cilindro como um

sólido de revolução então para construir um cilindro qualquer foi-se determinado um

ponto que gira ao redor de uma reta a partir de um ângulo (o ângulo foi criado usando
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na janela 2D, cujo nome é v3 e varia de 0 a 6228 ∼= 2π) usando a ferramenta

em e depois por este ponto marca-se uma reta paralela ao eixo do cilindro.

O paralelogramo correspondente à geratriz (delimitado pelo eixo, pelas extremi-

dades dos raios e pela reta paralela ao eixo na extremidade do círculo das bases) do

cilindro foi feita usando e girará em torno do eixo ao movimentar o controle

deslizante e delimitará o cilindro.

Para dar mais completeza e continuidade a este sólido programou-se dois botões

denominados �Animar� e �Parar� como se é mostrado nas �guras seguintes de modo

que a geratriz gire continuamente.

Ao �nal se ocultou as retas suporte e a tela desta seção �cou como na Figura 4.44.

Esta construção representa geometricamente a seguinte de�nição:

De�nição 4.1. Consideremos um círculo de centro O e raio r, contido em um plano

α, e um segmento de reta PQ, cuja reta suporte intercepta α. Tomemos segmentos

de reta paralelos e congruentes a PQ, cada um deles com uma extremidade em um

ponto do círculo e com a outra extremidade num mesmo semiespaço dos determinados

por α. A reunião de todos esses segmentos é um sólido chamado cilindro circular ou,

simplesmente, cilindro.

Figura 4.44: Seção Conceito

Para passar à próxima seção vinculou-se os objetos aos valores booleanos na aba

Avançado de suas propriedades e, sabendo que a seção seguinte, Elementos e classi�ca-

ção, trataria sobre os elementos e a classi�cação dos cilindros aproveitou e programou-se

a exibição para valores booleanos usando �conc ∨ elem�. Como de praxe na janela 2D

os textos e de�nições e na janela 3D as formas espaciais, como mostra a Figura 4.45.
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Desta maneira a seção terá dois tipos de cilindros, sendo necessário construir apenas

o cilindro reto como em 4.2 e determinando sobre este cilindro sua geratriz e a animação

da mesma, como foi explicado anteriormente na seção anterior a esta.

Figura 4.45: Seção Elementos e Classi�cação: do autor, 2015.

A penúltima seção, como mostra a Figura 4.46 temos na janela 2D as fórmulas e

na janela 3D os objetos. Como abordagem de [1] a área lateral do cilindro é obtida

rolando o mesmo sobre um plano (enquanto que no livro é ilustrado como um corte reto

sobre a �casca lateral� do cilindro) e obtendo assim um retângulo enquanto que o seu

volume é dado por equivalência ao volume de um prisma que possui base e altura de

medidas iguais à do cilindro, optando-se aqui por um prisma reto de base pentagonal

regular. Nesta seção o desa�o fora obter o desenrolar do cilindro de modo que a área

lateral fosse corretamente representada.

Para tanto, constrói-se dois planos paralelos construídos da mesma forma como nas

seções anteriores. Determina-se um plano perpendicular usando em e sobre

ele demarcou um retângulo de área igual à área lateral do prisma. Para se saber a

medida da base deste retângulo é necessário saber o perímetro do círculo da base do

cilindro. Entretanto as áreas da base do prisma e do cilindro são iguais e sabendo que

o prisma tem medida do lado dinâmico, seja Ab a área da base do prisma, decorre que:

πr2 = Ab ⇒ r =

√
Ab
π

(4.6)

Portanto o raio do cilindro é r =
√

Ab

π
e o perímetro da base P = 2π

√
Ab

π
(escritas

na tela do programa quando solicitadas tais medidas), que será a medida da base

do retângulo e com ela usando e determina-se o retângulo. Sobre o lado

da base do retângulo marca-se um ponto móvel com a ferramenta ponto e uma reta

perpendicular ao segmento. Daí se determina um círculo com centro neste ponto móvel

cujo raio é a medida da equação anterior e marca sua interseção com a reta.

Agora se faz um círculo com centro nesta interseção e de mesmo raio, para assim,
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obter um círculo tangente ao plano vertical onde está de�nida o retângulo correspon-

dente à área lateral. Levanta-se a perpendicular ao plano paralelo a xy, marca-se a

interseção no outro plano e com em de�ne-se o cilindro �rolante�.

Em seguida usando novamente em será criado um ponto que gira de acordo

com o movimento do ponto móvel sobre o segmento, cujo o ângulo é a distância do

ponto móvel até uma extremidade do segmento multiplicada pelo valor 6.28318 ∼= 2π.

Constrói-se a geratriz, como foi explicado na seção anterior para deixar claro que o

sólido se desenrola no plano perpendicular construído. Para exibir o volume de cada

sólido usa-se em clicando com o mouse sobre cada sólido.

Figura 4.46: Seção Áreas e volume: do autor, 2015.

A última seção deste capítulo: Seção Meridiana e cilindro equilátero tem na janela

2D as de�nições a na janela 3D foi-se construído inicialmente um círculo na base e com

uma esfera com centro e raio de mesma medida. Em seguida determinou-se uma

reta perpendicular ao círculo da base e marcou sua interseção com a superfície

da esfera e sobre esta interseção mais uma reta perpendicular à reta do eixo do

cilindro E, em seguida, um novo círculo perpendicular à base usando e novamente

marcou-se a interseção com reta perpendicular à base do cilindro obtendo assim a altura

igual ao diâmetro da base e �nalmente construindo o cilindro equilátero.

Depois disso construiu-se a seção meridiana usando as retas suporte dos lados do

quadrado, da mesma maneira como foi feito na construção da geratriz, como mostra

as �guras a seguir:
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O �nal desta seção �cará como mostra a Figura 4.47.

Figura 4.47: Seção Seção Meridiana e cilindro equilátero: do autor, 2015.

Vinculado este últimos objetos ao booleano da seção e ocultando as retas suporte,

a esfera e o círculo perpendicular à base concluiu-se esta seção. Neste applet foram

desenvolvidos estas ações que o torna apto para disponibilização o�ine.

4.6 Passo 36 - Applet do Capítulo 13 - Cones, do

volume 2 da coleção

Neste applet temos as seguintes seções: Introdução, Conceito, Elementos e classi�-

cação, Áreas e volume, Seção meridiana e tronco. Nesta última seção temos a subseção

Troncos e cones semelhantes e os seus respectivos botões e valores booleanos.

A Figura 4.48 traz a tela da seção Introdução. Nela têm os textos e as imagens

sobre elementos do cotidiano no formato cônico à esquerda na janela 2D enquanto que

na janela 3D temos um cone reto de�nido cuja base possui o centro no plano xy e o

vértice do cone em um plano paralelo a este.

Neste já temos que os cones feitos aqui por meio da ferramenta se-

rão retos e, desta forma ao movimentar o vértice do mesmo têm-se a sua inclinação

completa. O plano paralelo construído poderá deslizar para cima ou para baixo (em

relação ao eixo z ) conforme se queira ilustrar as imagens/fotos exibidas.
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Figura 4.48: Seção Introdução: do autor, 2015.

A seção seguinte, Conceito, temos o texto da de�nição de um cone qualquer na

janela 2D e a janela 3D traz a representação geométrica da de�nição a seguir:

De�nição 4.2. Consideremos um círculo de cento O e raio r, contido em um plano

α, e um ponto V, fora de α. Chama-se cone circular, ou apenas cone, a reunião dos

segmentos com uma extremidade em V e a outra em um ponto do círculo.

Figura 4.49: Seção Conceito: do autor, 2015.

A Figura 4.49 mostra a construção realizada. Usou-se dois planos paralelos ao plano

xy com em em um deles um círculo de raio �xo (medida 2 u.c.) por meio

de e dois pontos sobre este círculo, um na sua circunferência e o outro um ponto

interno pertencente a ele.

Em seguida com feito na janela 2D determina-se o ângulo com valor entre 0 e

360◦ e também em na janela 3D seleciona-se o ponto da circunferência e seu

eixo de direção e, ao ser solicitado digita-se β, que é o controle deslizante da janela 2D.

Agora para obter o triângulo que gira em torno do eixo do cone, determinou-se

um ponto no outro plano paralelo ao plano xy e dois segmentos que partem dele, um
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segmento ligando este ponto (vértice do cone) ao ponto interno ao círculo e o outro

a sua respectiva projeção no segundo plano e o segmento que determina a medida

da altura e por �m o segmentos que ligam o ponto móvel (que gira na circunferência

conforme controle deslizante) ao ponto de projeção o vértice do cone.

Para completar inclui-se na janela 2D os botões de animação �Animar� e �Parar�

para acionar o controle deslizante e determina-se o triângulo compreendido entre o

vértice do cone, o ponto móvel e o centro do círculo. Após isto, habilita-se o rastro

deste triângulo para obter o �cone de revolução� como destacado na imagem a seguir:

Renomeia-se os pontos para atender a de�nição, inclui-se os textos-legenda dos

segmentos: g da geratriz do cone, h da altura; e oculta-se a reta de direção do círculo

e o ponto �xo da circunferência e seção �cou pronta.

Para seção seguinte, Elementos e classi�cação, como mostra a Figura 4.50, aproveitou-

se todos os objetos 3D da seção anterior, incluiu-se o texto-legenda do segmento r raio

do círculo da base do cone e incluiu-se um novo texto da janela 2D onde há a descrição

dos elementos, a classi�cação de cones e a equação:

r2 + h2 = g2 (4.7)

A qual relaciona as medidas de um cone reto e conclui-se esta seção.

A Figura 4.51 mostra a seção Áreas e volume. As fórmulas de área e volume se

apresentam na janela 2D. Assim como em cilindro o volume de um cone se dá por

comparação, neste caso ao volume da pirâmide e, com efeito, na janela 3D têm-se

uma pirâmide e um cone de base de mesma área e altura congruentes. A obtenção da

área da base foi-se do mesmo modo para se obter na �gura 4.46. Os novos elementos

construídos nesta seção se refere à plani�cação animada por controle deslizante na

janela 3D da superfície lateral do cone.
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Figura 4.50: Seção Elementos e classi�cação: do autor, 2015.

Para obtê-la determina-se um ponto móvel no círculo da base do cone como o que foi

construído na seção anterior porém o ângulo será determinado a partir de um segmento

(cuja medida corresponda ao ângulo de rotação) na janela 3D (este passo da construção

foi feito no sólido cilindro).

Determina-se uma esfera cujo raio seja a geratriz do cone e as retas: perpendicular

à base do cone (eixo do cone) e a reta que passa pela geratriz e em seguida marca-se a

interseção delas com a esfera.

Em seguida, determina-se o círculo que passa pelo ponto móvel e por este dois

últimos pontos determinados usando em e sobre esta circunferência marca o

setor circular através de em , cujo arco tem comprimento igual ao ângulo de

rotação (digita-se a expressão −(Segmento[T, V ]πSegmento[P, S]/Segmento[R, S]) ao

ser solicitada a medida do ângulo, sendo P,R e S os pontos do segmento que contém

o controle deslizante.

Desta forma ao mover o ponto P do controle deslizante a área lateral é plani�cada

dinamicamente. Segue a tela �nal da construção desta seção.

Figura 4.51: Seção Áreas e volume: do autor, 2015.



Passo 36 - Applet do Capítulo 13 - Cones, do volume 2 da coleção 149

Na seção a representação geométrica na janela 3D da seção meridiana se dá pela

construção do triângulo que contém o vértice e um diâmetro do mesmo, conforme de�-

nição apresentada na janela 2D. Conforme comandos explicados anteriormente obtemos

a construção como mostra a Figura 4.52.

Figura 4.52: seção Seção Meridiana e tronco: do autor, 2015.

Figura 4.53: Subseção Tronco e cones semelhantes da seção Seção Meridiana e tronco:

do autor, 2015.

Há uma subseção denominada Tronco e cones semelhantes e nela foi-se incorporada

os textos da de�nição e as fórmula de área e de volume. Novamente o Geogebra não

possui ferramenta pronta para construir um tronco de cone.

E, então, construiu-se um superfície de revolução para determiná-lo (este passo

está descrito na Figura 4.32 da seção Princípio de Cavaliere do sólido Prisma, e aqui a

função é a reta que passa pela geratriz e é ortogonal ao plano xz e fazendo a mudança

de variável escreve-se a mesma como f(x) = y = ax+ b e delimitada pela coordenada

do ponto que de�ne o plano de seção paralelo ao plano da base).

Ao �nal têm-se a Figura 4.53.
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4.7 Passo 37 - Applet do Capítulo 14 - Esfera, do

volume 2 da coleção

Neste passo teremos o último applet construído para este trabalho, pois se refere

ao único sólido geométrico ainda não estudado, a esfera.

Na �gura 4.54 têm os botões da seções, os textos e a imagem que traz objetos reais

no formato esférico (a própria imagem do livro da coleção) na janela 2D e como não

se tem nesta seção objetos na janela 3D, foi-se selecionado um botão e destacado sua

programação nas suas propriedades aos quais vincularemos os objetos das duas janelas.

Em tempo o valor booleano obs é da subseção Observação da seção Conceito, ex-

planada a seguir.

Figura 4.54: Seção Introdução

A Figura 4.55 se refere a seção Conceito do sólido esfera, onde na janela 3D fo-

ram construídas duas esferas concêntricas com (sendo ocultada a menor delas) e

determinados pontos sobre as superfície esféricas e dois dos raios da maior usando a fer-

ramenta segmento em . Já na janela 2D textos e o botão com respectivo

valor booleano da subseção Observação

Como se é sabido que a esfera é também um sólido de revolução, a subseção Obser-

vação, ver Figura 4.56, tratará das proposições tanto do sólido quanto da sua superfície

na janela 2D e na janela 3D as respectivas representações geométricas.

Proposição 4.1. A superfície esférica de centro O e raio r é a superfície gerada pela

rotação de uma semicircunferência em torno de um eixo que contém seu diâmetro.

Proposição 4.2. A esfera de centro O e raio r é o sólido de revolução gerado pela

rotação de um semicírculo em torno de um eixo que contém o diâmetro.

Ainda nesta janela (2D) temos um controle deslizante cujo valor é angular (tempo-

rizado para 0.5◦o incremento e 10 a velocidade) e os botões �Animar!� e �Parar!� que
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Figura 4.55: Seção Conceito: do autor, 2015.

realizam a animação da revolução de dois setores angulares de 90◦adjacentes e de um

mesmo círculo na janela 3D, onde foi-se feito uma esfera com secante ao plano xy

com seu centro e extremidade externa do raio pertencente a este plano.

Foi-se marcado a interseção entre a esfera e o plano usando e a reta perpen-

dicular ao plano xy no centro da mesma utilizando e suas interseções através de

e em seguida por meio de em determinou a rotação do ponto para com

marcar os setores angulares abaixo e acima do plano xy.

Programou-se o botão Animar usando:

e de forma análoga (trocando os valores booleano de true para false) programou-se

o botão Parar. Portanto esta seção está pronta.

A seção seguinte, Seção de uma esfera, é representada pela Figura 4.57 onde temos

na janela 3D uma esfera que foi secionada por um plano que corta o raio no ponto

A. Para isto determinou a esfera através de e em seguida usando em

determinou-se seu raio passando por estes dois pontos. Sobre este segmento foi-se

criado um ponto usando e com seleciona este ponto e o raio

determinando um plano secante à esfera.

Agora por meio de determinou-se o círculo de interseção entre este plano e a

esfera. Marcando-se um ponto B pela ferramenta sobre o círculo da interseção
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Figura 4.56: Subseção Observação da seção Conceito: do autor, 2015.

das dua superfícies é possível estabelecer um triângulo retângulo utilizando e

destacando seu ângulo reto usando .

Nesta seção a parte textual da janela 2D além das de�nições têm-se um algoritmo

dinâmico que calcula como exemplo o valor do raio da esfera exibida e calcula intera-

tivamente e dinamicamente a partir da relação entre as medidas: s - raio do círculo da

seção, d - distância até o centro e r - raio da esfera; por meio da equação:

s2 + d2 = r2 (4.8)

Figura 4.57: Seção Seção de uma esfera: do autor, 2015.

Ao vincular a exibição dos objetos da seção ao valor booleano da mesma clica-se

no botão da próxima seção, Elementos de uma esfera correspondente à Figura 4.58.

Já nesta seção temos as de�nições de paralelo, meridiano, Equador, hemisférios e

pólos na janela 2D e suas respectivas representações na janela 3D. Novamente com
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construiu-se a esfera. A ferramenta auxilia a determinação do círculo de

interseção entre o plano xy e a esfera.

Por meio de construiu-se o eixo da esfera. E com marcou os polos. Agora

com e se fez um ponto móvel marcou um meridiano que passa por ele. Por

�m usando e se fez um ponto sobre a superfície esférica e determinou-se um

paralelo móvel e em para determinar o raio até este ponto do paralelo. Em

seguida usando a ferramenta de textos incluiu-se os textos-legenda de cada elemento e

terminar esta seção vinculando tais objetos feitos ao botão da mesma.

Figura 4.58: Seção Elementos de uma esfera: do autor, 2015.

Na seção Volume da esfera, representada pela Figura 4.59, foram construídos dois

pontos sobre o plano xy e uma reta perpendicular a um deles e o segmento que os

liga. Determina-se um cilindro equilátero e dois cones retos congruentes e com vértice

comum cuja altura é igual ao raio do cilindro. Portanto, digita-se no campo de entrada

Cilindro[e_1, 2 ∗ b_1], Cone[e_1, b_1] e Cone[k,−b_1], respectivamente, onde e_1 é

o círculo da base inferior, k é o círculo da base superior e b_1 o raio.

Em seguida marcou-se o ponto de interseção da reta com a base superior do cilindro,

determinou-se o segmento que liga os centros das base e sobre ele marcou-se o ponto

médio (vértice comum dos cones). Este passo foi necessário para determinar o plano

que contém o centro da esfera de raio igual ao do cilindro por meio de .

Novamente com a ferramenta marcou-se um novo plano paralelo à base superior

do cilindro e em seguida um ponto sobre ele que se de�ne um segmento congruente

à altura do cilindro e paralelo ao eixo dele. Sobre este último segmento de�ni-se um

ponto (do plano β) que determinará o plano de seção paralelo à base entre os sólidos
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Figura 4.59: Seção Volume da esfera: do autor, 2015.

construídos.

Como este plano intersecta os sólidos marca-se com a ferramenta a inter-

seção entre eles, sendo exibidos círculos e editando suas cores na barra de estilos

destaca-se suas áreas de acordo ao textos e de�nições da janela 2D

(área de seções iguais implica volumes iguais), na qual se é apresentado o texto da

demonstração e as fórmulas. Após isto oculta-se alguns objetos e vincula-se os demais

ao botão da seção, de modo a �car como a Figura 4.59 encerrando esta seção.

A seção Área da superfície esférica, ver Figura 4.60, fará uso do cálculo do volume

da esfera (seção anterior) para se obter o área a superfície esférica.

Embora [1] apresentem uma esfera texturizada com polígonos regulares (e.g. esfera

de Gauss), optou-se aqui em fazer alguns triângulos esféricos para cobrir a superfície

da esfera e, também, deixá-la transparente para que ao destacar um destes triângulos

e assim montar uma pirâmide de base triangular.

Então criou-se uma esfera dado centro e um dos seus pontos e sobre a mesma

marcou pontos de modo que por eles traçou arcos de circunferência . Em

seguida, destacou-se três arcos que formam um triângulos esférico com a cor vermelha

e marcou-se três raios cuja extremidades são os vértices deste triângulo.

Na janela 2D construiu-se os textos e as fórmulas onde foi incluído o texto dinâmico

que calcula a área da esfera exibida, para �ns de exemplo do cálculo por meio do texto:

�Na esfera da janela 3D sua área é: �A = 4\pi(c_2)2 = 4c_22\pi\;u.a.� sendo c_2 o

objeto segmento dinâmico do raio, concluindo a construção desta seção.

Encerrando estes capítulos (esfera e deste trabalho) temos as duas seções: Fuso
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Figura 4.60: Seção Área da superfície esférica: do autor, 2015.

esférico e Cunha esférica; acionadas pelo botão Partes da esfera as quais possuem

elementos da janela 3D em comum. Para dar início a construção do Fuso esférico nesta

janela, habilitou-se os eixos e o plano selecionando individualmente no menu suspenso

que aparece ao se clicar com o botão direito do mouse ou através da barra de estilos (

conforme descrito no Passo 4.1).

Para tanto, construiu-se uma reta que representa o eixo de rotação, usando a

partir de um ponto no plano xy, exatamente na origem do sistema de eixos (0, 0, 0),

de�nido no campo de entrada por �PontoEm[PlanoXOY]�outro ponto no plano xy para

determinar o círculo máximo da esfera por meio de e o raio (m2) do mesmo com

.

Para se determinar o ângulo α dinâmico que delimita o fuso esférico criou-se um

controle deslizante a partir um segmento (n2) sobre o plano xy e o ponto pertencente ao

mesmo de modo a de�nir outro segmento (a3) que é um pedaço do segmento original,

destacando o seu estilo (espessura) e o ponto móvel.

Isto se faz necessário pois construiremos uma superfície de revolução dinâmica e
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interativa de�nida por meio de coordenadas esféricas e este último segmento (a3) re-

presentará o comprimento do ângulo α, sendo ζ a função de duas variáveis paramétricas

que escreve a superfície esférica de acordo a medida do ângulo α. Conforme em [7] uma

esfera pode ser parametrizada por:

ζ(t, θ) = (m2sen(t)senθ,m2sen(t)cosθ,m2cosθ),m2 > 0, 0 6 α 6 π ∧ 0 6 θ 6 2π.

(4.9)

No Geogebra foi-se escrita como:

Entretanto para facilitar a visualização optou-se em fazer com que o fuso esférico

gire sobre o círculo quando arrastamos o ponto que determina a extremidade do raio.

Marcou-se a interseção da esfera com o eixo vermelho (x) e determinou-se o ângulo

(δ) entre este ponto e a extremidade do raio fazendo com que α comece após o raio

destacado do fuso superfície.

E, em seguida com determinou-se a outra extremidade do ângulo α. Nestas

extremidades foram inseridos os textos que determinam as medidas do raio e do ângulo

α.

Quanto à janela 2D foi incluída as de�nições e as fórmulas. Na parte �nal deste,

incluiu-se usando os itens do botão objetos selecionando os valores dinâmicos do raio

(m2) e do ângulo (a3 ∗ 6.28319/n2) determinado pelo segmento que representa α e

escreveu texto a seguir que calcula instantaneamente a área do fuso.

�Para calcular a área do fuso esférico, podemos estabelecer a seguinte proporção:
4πr2

360◦
=

Afuso

a3∗360◦\n2
⇒ Afuso = 4π(m2)2(a3\n2∗360◦)

360◦
. A área desse fuso é a3\n2 ∗ 6.28319 ∗

m2
2 cm

2�.

A Figura 4.61 apresenta a tela da seção Cunha esférica.

Vincula-se os objetos da janela 3D aos booleanos fuso ∨ cunh, escrevendo-os ao

selecionar em propriedades, na aba avançado, no item condição para exibir objetos.

Como já dito os objetos 3D da seção anterior serão exibidos aqui também e, desta

forma, nesta seção acrescentou na janela 3D os setores circulares correspondentes à

extremidade do ângulo α usando e vinculando estes ao booleano cunh.

Construiu-se uma esfera dado centro e um de seus pontos, marcou-se a interseção

com a reta e em seguida ocultou-a (para se ter o três pontos que determinam o setor

circular).

Na janela 2D escreveu as de�nições e fórmulas e o cálculo (dinâmico) do volume da

cunha a partir da interação na medida do ângulo α na janela 3D. Após isto o arquivo

está pronto para se tornar applet.

A �gura 4.62 exibe o resultado obtido na seção Cunha esférica.

Portanto, encerram aqui todas as construções no Geogebra dos tópicos de geometria

euclidiana abordados no ensino médio.
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Figura 4.61: Seção Fuso esférico: do autor, 2015.

Figura 4.62: Seção Cunha esférica: do autor, 2015.





5 ANÁLISE DA PESQUISA

Para que possamos fazer uma análise e revisão da pesquisa é viável que além dos co-

nhecimentos matemáticos neles englobados sejam também lembrados os pré-requisitos:

escrita LATEX, lógica, comandos no Geogebra.

Dentre os softwares matemáticos livres existentes atualmente no mercado o Geo-

gebra é o software livre e gratuito de geometria e álgebra com a interface bastante

amigável. E, além disso, ao explorar mais profundamente o software os recursos avan-

çados permitem a elaboração de objetos (applets) que unem lógica, programação e

matemática. Por ter linguagem LATEX incorporada e, também, processar valores e al-

goritmos dinâmicos (comprimento de um segmento, área de uma �gura plana etc) este

programa permite uma visão mais ampla e generalizada da Matemática propriamente

dita e, neste caso, da geometria euclidiana.

Nesse sentido ressalta-se a importância de se compreender a linguagem LATEX para

se escrever textos no Geogebra em linguagem matemática usual e convencional, bem

como as ferramentas disponíveis no software, quando, por exemplo, se quer produzir

uma sentença do tipo: � um retângulo de base b e altura a tem área ab� sendo a e b, ob-

jetos dinâmicos (controles deslizantes e/ou representação geométrica e um segmento);

em que os valores de a e b são alterados os valores de a e b a sentença é reprocessada

gra�camente e numericamente online na tela do software.

O ponto a destacar é que as alterações das propriedades dos objetos têm �cado

com fácil acesso nas últimas versões do software, apesar de não estarmos avaliando o

software em si, as propriedades dos objetos aparecem na janela principal abaixo da

barra de ferramentas, onde nela é possível alterar traço, tamanho e cor e �xar o objeto

na tela de visualização.

Durante a revisão do material foi percebido que os botões ao serem acionados não

se destacavam, ou seja, não mudavam a forma e a cor. Então para isto foi incluída

uma programação na cor do texto de cada botão de acordo ao seu valor booleano. Ao

acionar (clicar) o botão, o texto passa a ser vermelho ou troca de cor, indicando a seção

ativa. Este comando fora ativado na seção �Cores dinâmicas� da aba �Avançado� do

item �Propriedades� como é mostrado na Figura 5.1:

À medida em que se foram produzindo os applets �cou evidente que o software
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Figura 5.1: Propriedades avançadas do objeto com cor vinculada a um valor booleano:

do autor, 2015.

Geogebra é um software de desenvolvimento/compilação, pois o mesmo aceita condici-

onar os seus objetos e ferramentas disponíveis ao conteúdo a ser abordado e adequar

os conteúdos aos objetos utilizando comandos de programação e scripts de linguagem.

Todo material já vem sendo utilizado durante as aulas que leciono numa instituição

de ensino em Caetité para os 2o e 3o anos do Ensino Médio e isto ajudou a melhorá-lo

e ajustá-lo.

5.1 Desa�os encontrados na realização

Produzir algo é sempre compendioso. E inovar ou transpor algo requer sempre

tempo e dedicação. Ao iniciar este trabalho pensávamos que seria bastante leve e

rápido o feito. Inicialmente foi se pensado em trabalhar os tópicos de geometria sem

seguir especi�camente um livro ou material didático. Porém, buscando aliar a pesquisa

à prática docente no ensino foi-se idealizado que os tópicos de geometria elaborados

fossem os mesmos presentes no livro didático de ensino médio, nível em que atuo na

docência da disciplina Matemática.

E isto se tornou um desa�o, pois agora tínhamos ideias, de�nições e estruturas já

prontas no livro para serem reconstruídas no software e para deixar o material mais

próximo e semelhante ao livro se fez necessário transcrever maior parte do mesmo no

software. Ou seja, foi criada uma versão digital �enxuta e concisa� dos capítulos de

geometria euclidiana dos livros didático no Geogebra.

Enxuta, pois não se faz necessário reproduzir os capítulos na íntegra no software

sendo que esta �reconstrução� é feita durante a execução da aula onde o professor

explana e argumenta as ideias subliminares, apresenta exemplos e resolve exercícios.

Concisa pois a ideias principais de cada capítulo dos livros estão presentes nestes mini

programas os quais, ao mesmo tempo, possibilitam maior interatividade, abrangên-
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cia e generalidade ao trabalhar de forma dinâmica as construções geométricas, suas

de�nições e consequências.

Utilizou-se quase todas as ferramentas básicas do software, as quais foram citadas

ao longo deste trabalho, e alguns recursos avançados e incorporada alguns algoritmos de

programação em código Geogebra, que é a linguagem de programação nativa do mesmo

como, por exemplo, programar um botão para ativar/desativar o valor booleano.

Além disso, em certos textos se fez presente a opção denominada Fórmula LATEX a

qual é um pouco trabalhosa para quem não estar habituado em utilizá-la. Inicialmente

os applets não tinham botões de interação via mouse e para deixar os applets com

interface grá�ca semelhante aos programas geralmente utilizados tornou-se necessário

programar botões e, desta forma, o trabalho abarcou também a programação orientada

a objetos.

En�m, o maior desa�o foi de construir os objetos com o rigor matemático necessário

para que a sua apresentação e explicação apoiada nos recursos do programa contemple

os conceitos e conteúdos, exemplos e alguns exercícios presentes no livro impresso.

Um exemplo disso é que o Geogebra não possui controle deslizante para janela 3D

e até é compreensível (deslizar no espaço em que direção?) que os programadores não

tenham feito isto. Entretanto para atender a transformação geométrica em sólidos

(número de lados da base do prisma e da pirâmide, plani�cação da área lateral do cone

na janela 3D) foi-se criado vários para atender a estética da janela e a dinâmica do

conteúdo abordado.

Outro exemplo é quanto à construção dos sólidos, o software não possui uma fer-

ramenta para determinar a construção de cilindros quaisquer e/ou cones quaisquer e,

devido a isto, foram construídos como sólidos de revolução animados nas seções 4.5 e

4.7 onde nestas seções temos a de�nição de cada um destes.

O trabalho fora inicialmente escrito no Microsoft Word 2010 e foi-se necessário mi-

grar para a plataforma LATEXpara uma estrutura padrão para trabalhos de Matemática

como os artigos da American Mathematics Society (AMS) tornando assim ainda mais

trabalhoso editá-lo, porém com melhorias na tipogra�a textual e formatação conside-

ráveis.

Foi utilizado o compilador TEXstudio
1 para escrever em LATEX e o modelo de disser-

tação de mestrado da Universidade Estadual Paulista Júlio Mesquita Filho (UNESP)2

com alguns ajustes e melhorias. E, assim, transcrever todos estes passos e apresentar

de forma ilustrada os procedimentos (comandos e ações) realizados tornou necessária

a utilização de um software denominado PrintScr que captura qualquer parte da tela

do computador, permitindo edição e recorte da imagem/�gura no momento da cap-

tura e possibilita salvar em arquivo no formato .png ou .jpg, o qual ajudou bastante

1Disponível em: http://texstudio.sourceforge.net/. Acesso em 18 de outubro de 2015.
2Disponível em http://www.rc.unesp.br/tmelo/modelo-diss-profmat.zip. Acesso em 18 de outubro

de 2015.
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na criação de imagens e ilustração produzidas, pois foram totalizadas mais de um mil

capturas de tela.

Tive como meta didatizar o Geogebra, ou seja, fazendo uso de suas ferramentas

deixá-lo com melhor aparência visual, agradável, conciso e objetivo e, para isto teve-se

que se fazer uma programação visual com uso de grá�cos, botões textos e imagens.

Nesse sentido este software serviu como compilador de mini programas para se apre-

sentar os conteúdos de geometria euclidiana.

Outro ponto a considerar foi a necessidade de se criar passos de construção para

não deixar o trabalho repetitivo e focar na explanação das ferramentas utilizadas e de

novos comandos. Ou seja, quando a ferramenta era utilizada pela primeira vez criava-

se um passo de construção para a mesma e quando era reutilizada o texto referenciava

ao passo o qual a mesma estava presente.

Ressalto ainda que da forma como os objetos foram construídos os mesmos podem

ser ajustados para qualquer publicação e/ou livro sobre o tema, inclusive para outros

níveis de ensino uma vez que atende a teoria do conteúdo. Isto é fato, pois toda

coleção do ensino médio aborda tais tópicos de geometria euclidiana. Enseja-se que os

interessados sobre o tema que desejem utilizar os applets tendo conhecimento e leitura

desta dissertação poderão fazer um applet equivalente à abordagem do o livro didático

utilizado.

Embora os applets produzidos sejam de geometria euclidiana foram utilizados con-

teúdos de trigonometria, lógica, matemática discreta, funções e números reais, geome-

tria analítica, cálculo integral e diferencial para produzi-los.

5.2 Extensões

Após se criar cada um dos objetos e exportá-los para o Geogebratube e, em seguida

baixar como �material o�ine� fora criado uma página em linguagem Html para indexar

os conteúdos e facilitar a navegação entre os capítulos trabalhados. Foi tirada uma

cópia de tela em formato de imagem de cada um dos applets para que isto se tornasse

possível e programado os links e os hiperlinks para navegação nos conteúdos através

de um programa de acesso à internet (navegador de internet).

Outro ponto a destacar é que estes applets podem ser incorporados a outras páginas

de internet sobre o mesmo conteúdo/temática.

5.3 Possibilidades em outros campos da matemática

Após esta experiência no Geogebra foi aberto um leque de possibilidades de uso em

outros ramos da Matemática. Agora com a nova versão 5.0 usual, os recursos de com-

putação algébrica (CAS), as janelas geométricas 2D e 3D, planilhas e plotagem grá�ca

do mesmo torna possível utilizá-lo para o ensino de conjuntos e números reais, funções



Possibilidades em outros campos da matemática 163

e grá�cos, polinômios e equações algébricas, trigonometria, estatística, matrizes, de-

terminantes, sistemas lineares, números complexos e geometria analítica no plano e no

espaço, limites, derivadas e integrais, superfícies, sequências e séries, fractais, números

i-terados. Com poucas exceções, pode-se construir applets para praticamente todos os

conteúdos do ensino médio e alguns do ensino superior.

E para se produzir os materiais com botões acionáveis e interatividade para com o

usuário se faz útil recorrer aos passos das construções aqui trabalhados. Sem dúvida,

a potencialidade do software foi bastante ampliada nesta versão com a janela 3D.





6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Produzir este trabalho foi muito grati�cante. Fortaleceu e lapidou conhecimentos

desde a Matemática ao Geogebra. Este trabalho foi elaborado com muita dedicação

e empenho com o intuito de incorporar efetivamente o software no espaço da sala de

aula. Pretende-se continuar desenvolvendo e veri�cando sua e�ciência e funcionalidade

e, se necessário, será aprimorado. Ao mesmo tempo, desejo que este trabalho sirva

de inspiração para outros educadores matemáticos utilizarem este software para se

produzir �aulas de geometria dinâmica�.

Aos pesquisadores em Matemática e/ou Educação Matemática que tem a�nidade

com matemática computacional e geometria dinâmica, penso e acredito que ao desen-

volver este trabalho o software Geogebra foi mais uma vez colocado à prova e passou

no teste de praticidade, funcionalidade, e�ciência e portabilidade de seus comandos

e ferramentas o que só corrobora esta ferramenta computacional como um excelente

programa de Matemática ainda mais potente com as novas janelas 3D e de visualização

2, janela CAS e janela de Probabilidade.

Este trabalho foi a todo o momento desa�ador e trabalhoso. Criar applets de

interação dinâmica na forma de capítulos, que são ao mesmo tempo uma síntese: pois

trazem a essência das ideias presentes no material impresso; e extensão, pois ultrapassa

as barreiras impostas pela estática dos livros didáticos do ensino médio possibilitando

assim criar uma versão alternativa do livro na forma digital que tem autonomia e

independência. E, ao mesmo tempo, imbuir e incrementar no software mais textos

e de�nições de modo a fazer com que os objetos construídos alcançassem o aspecto

instrucional e didático da dinâmica presente em uma sala de aula: abordagem de

conteúdos, explanação de exemplos, demonstração de fórmulas, resolução de exercícios

etc.

Ao explorar as potencialidades do Geogebra o que se buscou foi fazer com que o

conteúdo presente no livro didático assuma uma abordagem moldável, ajustável, tátil,

interativa, diversi�cada e ilimitada neste software ao ofertar ferramentas, comandos

e botões de interação e intervenção do aluno/operador de modo a produzir múltiplos

resultados.

Fica o desejo de se continuar construindo os applets para os demais capítulos do

livro e sobre os demais conteúdos de Matemática do ensino médio. E, com certeza,
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frutos deste trabalho serão muito bem colhidos e aproveitados para a melhoria da

Educação Matemática e da aprendizagem em Matemática dos estudantes.

O ato de educar é transformador e emancipador de cidadãos que atuam e participam

do mundo e da sociedade em que vivem e que para melhorar o mundo é preciso melhorar

a realidade em que vivemos. Estas são as ideias motivadoras que propiciaram produzir

este trabalho. Por �m algumas coisas a considerar: tudo o que fora produzido chegar

até aqui não foi fácil, todo esforço valeu a pena e busquei fazer o melhor deste trabalho.

Reitero os agradecimentos a Deus por ter me concedido chegar ao �m deste trabalho

e ao meu orientador Júlio César dos Reis que me apoiou durante toda o trabalho e

possibilitou que eu o realizasse como tinha idealizado desde o princípio.
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A Instalação do Geogebra o�ine

Para instalar o Geogebra é necessário baixá-lo via web pelo endereço da internet

https://www.geogebra.org/download através de um navegador (e.g. Mozilla Firefox,

Internet Explorer etc) conforme a Figura A.1

Figura A.1: Tela do sítio do Geogebra para download: do autor, 2015.

Em seguida selecionar o sistema operacional Windows conforme indica a Figura

A.2

Ao �nal do download clica-se sobre o instalador e executa-o. Na tela exibida clicar

em �Próximo�, como mostra a Figura A.3 .

A Figura A.4 exibe a tela seguinte do processo de instalação, então clicar em �Eu

concordo�.

Em seguida clicar no botão �Avançar� conforme indica a Figura A.5.

Após a barra de progresso de instalação encher, �nalmente clicar no botão �Termi-

nar�, ver Figura A.6. Desta forma o Geogebra iniciará automaticamente, encerrando

esta etapa.
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Figura A.2: Tela de download do Geogebra para Windows: do autor, 2015.

Figura A.3: Etapa inicial de instalação do Geogebra: do autor, 2015.

Figura A.4: Segunda etapa da instalação do Geogebra: do autor, 2015.
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Figura A.5: Terceira etapa instalação do Geogebra: do autor, 2015.

Figura A.6: Etapa �nal de instalação do Geogebra: do autor, 2015.





B Instalação do Java Runtime

Enviroment - JRE

O Java Runtime Enviroment (JRE) ou simplesmente Java é a máquina virtual que

dá condições ao Geogebra ser executado como aplicativo e/ou applet. Então para insta-

lar o Java é necessário baixá-lo via web pelo endereço da internet https://www.java.com/pt_BR

através de um navegador (e.g. Mozilla Firefox, Internet Explorer etc) conforme a Fi-

gura B.1

Figura B.1: Tela do sítio do Java para download: do autor, 2015.

Em seguida clicar em � Download gratuito do Java�conforme indica a Figura B.2

A �gura B.3 mostra a tela seguinte do processo de instalação, sendo assim clicar

em �Concordar e Iniciar Download Gratuito�

Ao �nal do download clica-se sobre o instalador e executa-o. Na tela exibida clicar

em �Instalar�, como mostra a Figura B.4.

Quando solicitado na tela seguinte clicar em �Avançar� como na Figura B.5.

Após a barra de progresso de instalação encher, �nalmente clicar no botão �Fechar�,

ver Figura B.6. Desta forma o Java está instalado, encerrando o processo.
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Figura B.2: Tela de download do Java para Windows: do autor, 2015.

Figura B.3: Tela de download do Java para Windows: do autor, 2015.

Figura B.4: Etapa inicial de instalação do Java: do autor, 2015.
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Figura B.5: Segunda etapa da instalação do Java: do autor, 2015.

Figura B.6: Etapa �nal de instalação do Java: do autor, 2015.





C Protocolos de construção de dois

applets

C.1 Protocolos de construção

O protocolo de construção é um recurso do Geogebra que exibe todos os comandos

realizados no mesmo para a elaboração de um applet, de forma ordenada, apresentando

as ações realizadas e os resultados delas na construção dos elementos (pontos, retas,

planos, botões, imagens, ângulos, valores booleanos, textos e outros) que o compõem.

Esta opção é acessada no menu exibir através do comando mostrado na �gura a seguir:

Figura C.1: Menu de acesso ao Protocolo de construção: do autor, 2015.

Nesta seção deste apêndice serão apresentados dois protocolos de construção refe-

rente a dois applets elaborados. Para não deixar dúvida do trabalho e esforço aqui

realizados, as �guras a seguir mostram os o protocolo de construção dos capítulos 8 e

10 (passos 3.8 e 4.3).
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C.1.1 Protocolo de construção do Capítulo 8 - Área de �guras

planas
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C.1.2 Protocolo de construção do Capítulo 10 - Prismas
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Sendo assim os protocolos acima nos dá a ideia dos conjuntos de objetos que foram

construídos em cada applet para apresentar o conteúdo e as construções geométricas

dinâmicas para elucidar interações dinâmicas.
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