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Resumo

O objetivo deste trabalho é buscar estratégias que possam atrair a atencao dos alunos na
busca de novos conhecimentos, contribuindo para se tornarem cidadaos criticos, diante
do mundo explorador em que vivemos. A escolha do tema matemética financeira foi
feita pensando em duas situagoes: a primeira, porque, hoje em dia, estamos cercados de
transagoes comerciais em que as pessoas visam apenas obter lucro na exploracao do outro,
e a segunda porque percebemos que esse conteido é estudado de maneira superficial nas
escolas, colocando os alunos apenas para decorar e aplicar férmulas, sem fazer um paralelo
com as situagoes financeiras que os cercam, ficando, assim, um contetdo esquecido e se
tornando inutil para as tomadas de decisoes nas operagoes financeiras futuras, as quais
cada um desses alunos serao submetidos. Na atualidade, os jovens de maneira geral,
vivem em meio a tantas tecnologias, e este é um dos motivos, pelo qual, nossos alunos
da educacao basica nao estao nem um pouco preocupados com os contéudos propostos
nas escolas. Diante disso, vamos explorar cada situagao envolvida no trabalho, utilizando
softwares livres como o GeoGebra e o WxMaxima e as planilhas eletronicas do software
Excel, indicando recursos para que os alunos se sintam mais interpelados pelo aprendizado
e usem essas tecnologias para analisar, criticar e simular as situagoes financeiras que os

cercam, tanto em sala de aula, quanto no dia a dia.

Palavras-chave: Matematica Financeira. Educacao Bésica. Softwares Livres. Planilhas

Eletronicas.



Abstract

The objective of this paper is to find strategies that can attract the attention of students
in search of new knowledge, contributing to become critical citizens face the exploiter
world in which we live. The subject of financial mathematics was chosen thinking about
two situations: firstly, because today we are surrounded by commercial transactions where
people seek only profit in the exploration of other, and secondly because we realize that
this content is superficially studied in schools by placing the students only to memorize and
to apply the formulas, without making a parallel with the financial situations around them,
thus, becoming anuseless and forgotten content for decision-making in future financial
transactions, to which each of these students will be submitted. Nowadays young people
live amid so many technologies, and we believe that this is one of the reasons for which our
students of basic education are not the least bit concerned about the proposed contents
in schools. Facing that, we will explore each work situation, using free softwares like
GeoGebra, WxMaxima and Microsoft Excel spreadsheets indicating resources for students
to feel more attracted towards learning and for them to be able to use these technologies
to analyze, to criticize and to simulate the financial situations that surrounds them, both

in the classroom and day-to-day.

Keywords: Financial Mathematics. Basic Education. Free Softwares. Spreadsheets.
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1 INTRODUCAO

Nos tltimos anos, principalmente apds a implantagao do plano real, aumentou-se a
facilidade em se conseguir crédito, o que fez com que grande parte da populacao brasileira
ficasse endividada ou se submetesse a pagar um grande nimero de parcelas, durante um
longo prazo, em troca da aquisicao de um bem. Hoje, qualquer pessoa que trabalha,
dependendo da sua renda, compra objetos parcelados, consegue empréstimos financeiros,
faz financiamentos de motos, carros, casas e outros bens. A grande maioria dessas pessoas
estao preocupadas apenas em adquirir o bem, sem saber se as condicoes a que sao subme-
tidas cabem no seu bolso, se sao justas e se vao conseguir honrar com os compromissos
até o final. A falta de conhecimento dessas pessoas, nas operacoes de crédito, foi um dos

motivos que nos levou a escolher o assunto matemaética financeira para o nosso estudo.

Uma grande parte da nossa populacao tem conhecimento limitado do sistema finan-
ceiro, que faz um intermédio entre os poupadores, que querem aplicar seus recursos, e
aqueles que estao com déficit e precisam adquirir algum recurso disponivel. Essa troca
de interesses faz com que as pessoas se tornem “presas faceis” diante das “armadilhas”das
operagoes financeiras. Essa falta de conhecimento torna as pessoas sem poder de questio-
namento, nao conseguindo fazer uma anélise das propostas oferecidas e tendo que acreditar
em quem esta do outro lado da negociacao, sendo assim, influenciadas nas tomadas de

decisoes.

Nas escolas publicas, normalmente nao é dada grande importancia a este contetdo,
sendo este explorado de forma superficial, passando ao aluno as formulas para o cdlculo de
juros simples e compostos, sem se preocupar com o entendimento dos mesmos. Outro fator
preocupante ¢ a falta de preparo em lecionar este conteido, por grande parte dos docentes,
que muitas vezes nao veem essa disciplina na graduagao, por ser matéria optativa e por
se acomodarem e ficarem com medo de situagoes novas que possam surgir ao abordar tal
contetdo. De acordo com o curriculo basico comum (CBC) do estado de Minas Gerais,
o aluno deve terminar a educacao basica com dominio sobre: resolucao de problemas que
envolvam o conceito de porcentagem; resolu¢ao de problemas que envolvam o conceito
de juros simples ou composto; resolucao de situagoes-problema que envolvam o calculo
de prestagoes em financiamentos com um nimero pequeno de parcelas; comparacao de

rendimentos em diversos tipos de aplicagoes financeiras; comparagao e emissao de juizo
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sobre diversas opcoes de financiamento.

Acreditamos que nossos alunos precisam de uma atencao especial a esse conteudo,
de forma que o professor desenvolva em sala de aula situagoes cotidianas, vivenciadas
pelos alunos ou por alguém que esteja ao seu redor, fazendo com que eles formulem
as relagoes entre as vérias grandezas da matemadtica financeira (capital, taxa, tempo,
juros, montante, parcela) para que possam entender o significado de cada uma delas. O
professor do ensino médio deve explorar ao maximo esse conteudo, colocando os alunos
para investigar, analisar e simular situagoes para que se tornem cidadaos criticos, capazes
de entender o mundo em que vivem e aprimorando o seu modo de pensar e agir diante
das situagoes financeiras as quais forem submetidos, tomando decisoes acertadas a curto
e a longo prazo, para que nao venham fazer parte do grande niimero de familias da nossa
populagao que esta endividada e nao consegue sair dessa situacao, segundo fontes do

Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE).

Uma preocupacao que nos veio a mente foi como despertar a atencao desses alunos,
que nasceram em meio as tecnologias digitais e que nao tém muita paciéncia em inter-
pretar, analisar e tirar conclusoes a respeito de determinadas situagoes. Acreditamos
que as tecnologias, aplicadas de forma consciente, podem se tornar um consolidador do
contetudo, tornando-o mais agradavel. Pensamos, entao, em incluir em nosso trabalho o
uso de tecnologias como os softwares livres WxMaxima, GeoGebra e planilhas eletronicas
elaboradas pelo software Excel para a resolucao das situagoes propostas durante o seu de-
senvolvimento. As situagoes apresentam resolucoes manuais bem detalhadas e aplicagoes
nos softwares com o passo a passo realizado, para que o aluno aprenda os comandos
bésicos executados nos softwares, e os utilizem na resolucao das situagoes da matematica
financeira para conferir os resultados obtidos manualmente. Em alguns casos, é possivel
observar o comportamento de determinadas situagoes através do grafico caracteristico

explorado no software.

No segundo capitulo, serd feita uma revisao sobre os conteidos bésicos da matematica
financeira, como razao e proporcao, que estao relacionados as porcentagens; funcao do
1°grau e progressao aritmética, que estao ligados a juros simples; e funcao exponencial,
funcao logaritmica e progressao geométrica, que sao referentes ao sistema de juros com-
postos. Entendemos que esses contetidos sao de fundamental importancia para o apren-
dizado da matematica financeira e para a exploragao dos softwares. Em cada se¢ao, sera
explorada a parte tedrica e inseridas algumas situacoes problemas que foram resolvidas

manualmente e utilizando os softwares para o seu aprimoramento.
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No terceiro capitulo, exploraremos a parte essencial da matematica financeira para
aplicacao no ensino médio. Abordaremos inflacao, juros, taxas de juros, tipos de juros,
equivaléncia de capitais, série de pagamentos e sistemas de amortizagao, sendo que em
cada secao foram colocadas situagoes cotidianas, explorando-as nos softwares WxMaxima

e GeoGebra. As planilhas eletronicas dos sistemas de amortizagao foram feitas no Excel.

No quarto capitulo, desenvolveremos situacoes reais que, com certeza, algumas delas,
fazem parte do cotidiano de nossos alunos, como financiamentos, empréstimos, poupanca,
cartao de crédito e, em cada uma delas, faremos um estudo detalhado utilizando planilhas
eletronicas do Excel para entendermos as taxas de juros utilizadas, a evolucao da divida,
o quanto estd sendo pago de juros, as amortizacoes e, com essas informagoes, tiraremos

conclusoes sobre cada operacao financeira envolvida.

A matematica, de maneira geral, traz grandes contribuicoes para o desenvolvimento
de um pais e como a matematica financeira vive o seu ponto alto, ela nao deve se restringir
a sala de aula, deve ser contextualizada com situacoes reais dos alunos e seus familiares,
para que uma grande maioria da populacao tenha acesso as informacoes e possa analisar
as situagoes que lhe forem oferecidas dentro do sistema financeiro e nao saia tomando

decisoes precipitadas.

No quinto capitulo, faremos o fechamento deste trabalho com as expectativas que

queremos alcancar.
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2 CONTEUDOS PRELIMINARES DA MATEMATICA FINANCEIRA

Neste capitulo, faremos uma abordagem sobre os contetidos basicos da matematica,
aos quais a matematica financeira do ensino médio estao interligados, desenvolvendo os
exemplos inseridos em cada secao, explorando os softwares WxMaxima e GeoGebra na

resolucao de cada um deles.

As secoes seguintes deste capitulo, apresentam os conceitos e definicoes, tomando
como base as referéncias [1], [2], [3], [4], [5], [14], [15], [16], [17], [19] e [21].

2.1 RAZAO

A palavra razao vem do latim ratio e envolve a ideia de relagao.

Sendo = e y nimeros racionais com y # 0, denomina-se razao entre os nimeros x e

~ . T
Y ou razao de x para y o qu001ente r:ryou —.

antecedente

=~
i

Y
~—

consequente

O conceito de razao (r) entre duas grandezas de mesma espécie, em matemética
elementar, expressa a relagao, ou quociente, dos nimeros que exprimem as suas medidas,
sempre tomadas na mesma unidade. Algebricamente, pode ser representada de acordo

com a seguinte equacao:

Termo Antecedente

razao =
Termo Consequente

Exemplos

1) Se em uma sala ha 10 homens e 15 mulheres, entdo a razao entre o nimero de homens

e de mulheres é dada pela seguinte expressao:
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10 2

TS5 3

Significado: para cada dois homens que ha na sala, ha trés mulheres.

Se, por outro lado, fosse desejada a razao entre o nimero de mulheres e o nimero de

homens, esta seria:

- 15 3
10 2
Significado: para cada trés mulheres que héa na sala, ha dois homens.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 1: Razao - exemplo 1 no WxMaxima

Arquivo  Editar Célula Maxima Equacdes A\gebra Célcule  Simplificar  Gréfico  Numérice  Ajuda

EX X XD0|@IO >0 @

(%11) a:10; b:ls;
(%01) 10
(%02) 15

(%13) gecd(a, b):
($03) 5

(%i4) a/bs

(%04) —

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Entre com os valores a = 10 e b = 15, para isso digite: “a : 10;b : 15;”e tecle “shift
enter”;

ii) V4 até a barra de menu, clique em “calculo”, “méximo divisor comum”e, em seguida,
abrird uma janela onde devem ser colocados os polinomios “a’e “b”;

iii) Digite “a/b;”e tecle “shift enter”;

iv) Digite “b/a;’e tecle “shift enter”.

Observacao: como nos proximos exemplos utilizaremos este software, todo comando
sO serd executado apos a combinacao das teclas ”shift 4+ enter”’serem pressionadas. As
operagoes basicas do wxMaxima sdo: adigdo (+4); subtragao (—); multiplicagao (x); di-
visao (/); potenciagao (x*) ou (7); logaritmo neperiano (log(x)) e log de = na base b

(log()/ log(b)).
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Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 2: Razao - exemplo 1 no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcfes Ferramentas Janela Ajuda

= el

M 1

1| 10

+
Wi

)

w

+
N W

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V& ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Entre com os valores “10”e “15”separadamente, va na barra de ferramentas em “fa-
torar”e assim podemos verificar se os numeros dados possuem fatores comuns. Em caso
positivo, podemos encontrar as razoes entre eles;

iii) Faca “a/b”;

iv) Faga “b/a”.

Observagao: como nos proximos exemplos utilizaremos este software, todo comando s6
sera executado apds a tecla “enter”ser pressionada. As operacoes basicas do GeoGebra

sao: adicao (+); subtracao (—); multiplicacao (x); divisao (/) e potenciagao ().

2) Um concurso disponibilizava 19 vagas para o cargo de professor e se inscreveram 893
pessoas, sendo 380 homens e 513 mulheres. Pergunta-se:

a) Qual é a razdo entre o numero de vagas e de candidatos?

b) Qual é a razao entre o nimero de candidatos e de vagas?

¢) Qual é a razao entre o nimero de candidatos homens e de candidatas mulheres inscritos

nesse concurso?

Resposta:
) 19 1
a = — = —
"7 893 T 47

Significado: para cada vaga disponibilizada, h& 47 inscritos neste concurso.
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893 47
_ 0 _ Ty
b) r 19 . 7

Significado: ha 47 inscritos para cada vaga disponibilizada neste concurso.

380 20
C)r=—-—=—
513 27

Significado: para cada 20 homens inscritos nesse concurso, hé 27 mulheres inscritas.

Como podemos observar nos exemplos acima, toda razao deve ser simplificada para faci-

litar a escrita e o entendimento da mensagem a ser passada ao leitor.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 3: Razao - exemplo 2 no WxMaxima

Arquive Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calcule Simplificar Grafico Numérico  Ajuda
D@@exl¥Di | &e/>o |@

r ($11) a:1%; b:893; <:380; d:513;

(301) 19

(302) 893

(%03) 380

(304) 513

)
)
)
)

(3i5) ged(a, b);
(305) 19

m

~

(3i6) a/b;
206) —
(%) 47

($17) b/a;
(307) 47

(%18) gecdlc, d)s
(%08) 1%

($18) c/d;
(%09) 2
) o

— T T T

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Entre com os valores “a = 19;b = 893;¢ = 380 e d = 513;7;

ii) V& até a barra de menu, clique em “célculo”, “méximo divisor comum”e, em seguida,
abrird uma janela onde devem ser colocados os polinomios “a’e “b”;

iii) Faca “a/b;”;

iv) Faca “b/a;”;

v) V& até a barra de menu, clique em “cdlculo”, “méximo divisor comum”e, em seguida,
abrird uma janela onde devem ser colocados os polinomios “c’e “d”;

vi) Faca “c/d;”.



22

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 4: Razao - exemplo 2 no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

15 7
BE
YT

1 19

Fatorar: 19

PREE!
Fatorar 19 - 47

5 | 380

Fatorar 22.5.10

4 | 513

Fatorar 33.190

19/893

1
a7

§ | 89319
~ a7

380/513
20

27

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Entre com os valores “197, “893”, “380”e “513”separadamente, va até a barra de fer-
ramentas em “fatorar’e assim podemos verificar se os nimeros dados possuem fatores
comuns. Em caso positivo, podemos encontrar as razoes pedidas de forma simplificada;
iii) Faca “19/893”;

iv) Faga “893/19”;

v) Faga “380/513”.

3) Um reservatério com capacidade de 3m? estd com 500 litros de dgua. Qual é a razio

entre o volume de agua contido no reservatorio e a capacidade total do reservatorio?
Resposta:

Sabemos que as grandezas envolvidas devem estar na mesma unidade de medida e que

500 5 1
1m? = 1000 litros. Portanto a razdo pedida é dada por r = —— = — = —. Assim,
3000 30 6
concluimos que o reservatorio estd com um sexto da capacidade total de agua.
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Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 5: Razao - exemplo 3 no WxMaxima

Arquive Editar Célula Maxima EquacBes Algebra Cileula Simplificar Grifico Numdérico  Ajuda
7 5 o —
NE@dex o0 & e|> o | @

$i1) a:3; b:500; c:1000%a;
$ol) 3

%0Z2) 500

%$03) 3000

(%04) 500

(31i5) b/c;
%05 L
(%05) z

E (3i4) ged(b, c);

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Entre com os valores a = 3 e b = 500 e ¢ = 1000 x a, digitando “a : 3;b : 500; ¢ : 1000%a;”;
ii) V4 até a barra de menu, clique em “cdlculo”, “méximo divisor comum”e, em seguida,

abrird uma janela onde devem ser colocados os polinomios “b"e “c”;

iii) Faca “b/c;”.
Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 6: Razao - exemplo 3 no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcéies Ferramentas Janela Ajuda

T

1 | #*1000

- 3000

5 | 500

Fatorar: 22,53

3 | 3000

Falorar: 23.3.53

500/3000

o -

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V& ao menu, em “exibir”, ”janela CAS”;

ii)Faca 3 x 1000 para calcular a capacidade do reservatério em litros;

iii) Entre com os valores “500”e “3000”separadamente, va até a barra de ferramentas em
“fatorar”’e assim podemos verificar se os numeros dados possuem fatores comuns. Em

caso positivo, podemos encontrar a razao pedida de forma simplificada;
iv) Faca “500/3000”.
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Razoes Especiais

Em nosso dia a dia utilizamos algumas divisoes entre grandezas, muitas vezes de
espécies diferentes, e que, por serem de grande utilidade, sao chamadas razoes especiais

como a escala, a velocidade média, a densidade demografica entre outras.

A primeira delas, a Escala, é a razao entre um comprimento no desenho e o cor-
respondente comprimento real, expressos na mesma unidade de medida. Algumas vezes,
precisamos reproduzir figuras que sao muito grandes ou muito pequenas no tamanho ori-
ginal e precisamos fazer uma reducao ou uma ampliacao de seu tamanho sem alterar a sua
forma. As escalas sao usadas na cartografia para fazer mapas, na engenharia e arquitetura
para fazer plantas e maquetes de edificagoes, na oceanografia para fazer representacoes
do fundo do mar e em varios outros ramos da atividadade humana. As escalas ajudam a

garantir a semelhanca entre o desenho e o objeto real.

A segunda, a Velocidade média, ¢é a razao entre a distancia percorrida por um corpo
(carro, avido, pessoa, etc) e o tempo gasto para percorrer essa distancia. Neste caso, as

grandezas comparadas sao de espécies diferentes.

E a idltima é a Densidade demografica, que é a razao entre o nimero de habitan-
tes de uma regiao e a area dessa regiao. A densidade demogréfica mede a concentragao
populacional de uma regiao ou pais. As grandezas comparadas também sao de espécies

diferentes.

2.2 PORCENTAGEM
A expressao por cento vem do latim per centum e quer dizer por um cento. E
comum em nosso dia a dia, lidarmos com expressoes que envolvem acréscimos ou redugoes,

utilizando-se valores, precos, niimeros e grandezas de maneira geral.

Porcentagem ¢ uma razao especial com termo consequente igual a 100. Um per-
centual do tipo “X por cento”, indicado por X %, representa X dividido por 100. Uma
porcentagem pode ser representada nas formas percentual, fracionaria ou decimal. Para
facilitar os cdlculos matematicos, podemos usar as porcentagens em sua forma fracionaria

a
ou decimal, dependendo de cada caso. Em geral todas as razoes da forma 7 podem ser

c a
representadas na forma de porcentagem p em que d = 100 e assim 7= ¢ %. Quando
queremos passar um nimero da forma percentual para decimal dividimos este por 100, ou

seja, deslocamos a virgula do nimero percentual duas casas para a esquerda. Para passar
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da forma decimal para percentual, multiplicamos por 100, ou seja, deslocamos a virgula

duas casas para a direita.

Exemplos:
1) Arthur teve um aumento de 20 % em seu saldrio.

Significa que em cada R$100,00 de seu salario ele teve um aumento de R$ 20,00. Quando
hé um determinado acréscimo sobre um valor, podemos achar o valor corrigido, multipli-
cando o valor inicial por (1 + i), em que i é a porcentagem de acréscimo. Assim, se o
salario de Arthur era de R$ 800,00, seu novo salédrio serd de
800,00 x (1 4+ 1) = 800,00 x (1 + 0,2) = 800,00 x 1,2 = 960.

Portanto seu novo saldrio seria de R$ 960,00.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 7: Porcentagem - exemplo 1 no WxMaxima

Arquivo  Editar  Célula Maxima Equagéies Algebra Calculo  Simplificar  Gréfico Numérico  Ajuda

LEXeHILDO I >o ©
(%$1l) a:20; b:100;
(%cl) 20
(%02) 100

(¥13) a/b;
1

(%303) s

$04) 0.2

E (%14) %, numer;
(

i5) (1 + 0.2)*800;
5) 960.0

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Entre com os valores a = 20 e b = 100 , digitando “a : 20;b : 100;”e teclando “shift
enter”;

ii) Faca “a/b;”e tecle “shift enter”para obter 20%;

iii) Digite “%, numer;”e tecle “shift enter”para obter a forma decimal de 20%;

iv) Para obter o novo saldrio, faga 800 x (1 + 0, 2), digitando “800 * (1 + 0.2);”e teclando

“shift enter”.
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Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 8: Porcentagem - exemplo 1 no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

Cl= LAl ol el J <]
) ¥y
ToT o

4

X+ 20%X

= 12X <

1.2*800

[N

= 060

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Digite 20%, tecle “enter”, obtendo sua forma fracionéria simplificada;

iii) V4 até a barra de ferramentas em “calcular valor nimerico” para encontrar a forma
decimal de 20%;

iv) Sendo X o saldrio atual, e tendo um aumento de 20% de X, faca “X + 0,2X”e tecle
“enter”;

v) Se o saldrio atual é de R$800, 00, faga “1,2 x 800”e tecle “enter”, obtendo o valor do

novo saldrio.

2) O prego do etanol teve uma queda de 12 %.

Significa que em cada R$ 100,00 de etanol tera um desconto de R$ 12,00. Quando ha um
determinado desconto sobre um valor, podemos achar o valor atualizado, multiplicando o
valor inicial por (1 - 1), em que i é a porcentagem de desconto. Assim, se o prego do litro

de etanol era de R$ 2,50, temos que:
2,50 x (1 —1i) = 2,50 x (1 —0,12) = 2,50 x 0,88 = 2, 20.

Portanto, o litro de etanol passou a valer R$ 2, 20.
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Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 9: Porcentagem - exemplo 2 no WxMaxima

Arquivo  Editar Célula Maxima Equagdes A\gebra Célculo  Simplificar  Grafico Numérico  Ajuda

Dedox snolalel>o K

Fo(sin)
(201)

(%02)

(%13)

(%14)

(504)

(%15)
(%05)

a:12; b:100;
1z
100

a/b;
3

(%03) —

25

%, numer;

0.12

2.50%(1 - 0.12);
2.2

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Entre com os valores a = 12 e b = 100 , digitando “a : 12;b : 100;”e teclando “shift
enter”;

ii) Faca “a/b”; e tecle “shift enter”para obter 12%;

iii) Digite “%, numer;”e tecle “shift enter” para obter a forma decimal de 12%;

iv) Para obter o novo prego do etanol faga “2,50x (1—0, 12)”, digitando “2.50%(1—0.12);"e

teclando “shift enter”.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 10: Porcentagem - exemplo 2 no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Feramentas Janela Ajuda
E
ToT i

12%

1

o | 25
= 0.12

X-012%

= 0.88X 4

0.88*2.50

SRS

= 2.2

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Digite 12%, tecle “enter”, obtendo sua forma fracionéria simplificada;
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iii) V4 até a barra de ferramentas em “calcular valor nimerico” para encontrar a forma
decimal de 12%:;

iv) Sendo X o prego do etanol, e tendo um desconto de 12% de X, faga “X — 0,12X"e
tecle “enter”;

v) Se o prego atual do etanol é de R$2, 50, faga 0,88 x 2,50, digitando “0.88 x2.50”e tecle

“enter”, obtendo o novo preco do etanol.

3) Em uma pesquisa de opiniao feita em uma cidade do interior, verificou-se que 60 %

dos entrevistados gostam de futebol.

Significa que, de cada 100 entrevistados, 60 gostam de futebol. Se nessa cidade ha 7400
pessoas, quantas delas gostam de futebol? Precisamos calcular 60 % de 7400, ou seja,

0,6 x 7400 = 4440. Assim, das 7400 pessoas da cidade, 4440 gostam de futebol.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 11: Porcentagem - exemplo 3 no wxMaxima

Arquivo Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar Gréfico Numérico  Ajuda

LEXSHIKDAO Q> @

($11) a:80; b:100;
(301) 60

)
(%0Z) 100

($13) a/b;

03) 2
(035

E (2i4) %, numer;
(

$04) 0.6

i5) 0.6%7400;
) 4440.0

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Entre com os valores a = 60 e b = 100 , digitando “a : 60;b : 100;”e teclando “shift
enter”;

ii) Faga “a/b”; e tecle “shift enter”, obtendo a forma fracionéria da porcentagem dos que
gostam de futebol;

iii) Digite “%, numer;”e tecle “shift enter”para obter a forma decimal de 60%;

iv) Para obter o nimero de habitantes que gostam de futebol na cidade, faga 0,6 x 7400,

digitando “0.6 % 7400;”e teclando “shift enter”.
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Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 12: Porcentagem - exemplo 3 no GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

5 |
BoEROEEROn o
& £

YT i

1

3 | 0.6°7400

= 4440 4

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Digite “60%”, tecle “enter”, obtendo sua forma fracionaria simplificada;

iii) V4 até a barra de ferramentas em “calcular valor nimerico” para encontrar a forma
decimal de 60%;

iv) Sendo 7400 a populagao total da cidade, faga 7400 x 0, 6, digitando “7400x0.6;”e tecle

“enter”, obtendo o nimero de pessoas da cidade que gostam de futebol.

4) Numa prova de vestibular foram dadas 40 questoes ao todo e Paula acertou 28. O

numero de acertos de Paula representa quantos por cento do niimero total de questoes?

Resposta:

28 280 70
A razao do nimero de acertos de Paula é 20100 — 100 70 %. Esta porcentagem

poderia ser encontrada fazendo £ =0,7=70%.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 13: Porcentagem - exemplo 4 no WxMaxima

Arquive Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Célculo  Simplificar Gréfico  Numérico  Ajuda

D@¥ex D0 G e >0 |@
(%11) 28/40;
7
(%01) T
(%$i2) %, numer;
(%02) 0.7

(%i3) 0.7*100;
($03) 70.0

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) Faca 28/40, digitando “28/40;”e teclando “shift enter”;
ii) Digite “%, numer;”e tecle “shift enter”para obter a forma decimal de 28/40;
iii) Para obter a porcentagem desejada, faga 0,7 x 100, digitando “0.7 % 100;”e teclando

“shift enter”.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 14: Porcentagem - exemplo 4 no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda
15 7, . - ,
BE
] J &
O 1

28040
1
T

10

2 | THO
L= 0.7

0.7+100

O ow

= 70 i

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V& ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Faca “28/407, tecle “enter”, obtendo sua forma fracionaria simplificada,;

iii) V4 até a barra de ferramentas em “calcular valor nimerico” para encontrar a forma
decimal de 28/40;

iv) Sendo a forma decimal da porcentagem igual a 0, 7 faca 0, 7x 100, digitando “0.7x1007;

e tecle “enter”, obtendo a porcentagem que representa as 28 questoes acertadas.

5) Uma televisao na loja “QUE BARATO”¢é vendida a vista por R$ 1800,00 ou em parcela
unica, 30 dias apds a compra, por R$ 1872,00. Qual a taxa mensal de juros cobrada pela

loja?
Resposta:

Observe que estao sendo cobrados R$72,00 de juros sobre um valor a vista que seria
7

= 0,04 = 4%.
1800 ’ %

Portanto, para comprar a televisao com 30 dias de prazo, ela tera um aumento de 4% em

R$1800,00. A porcentagem de juro pode ser calculada pela razao

seu valor.
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Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 15: Porcentagem - exemplo 5 no WxMaxima

Arquivo  Editar  Célula Maxima Equacdies Algebrs Cilculo  Simplificar Gréfico Numérico  Ajuda

O @

@ XD0|

O o | @

(%11)
(%c0l)
(%$02)

(%13)
(%03)

(%15)
(%05)

(%i6)
(%0€)

(314)
$04) —
(%04) 25

2:1800; b:1872;
1800
1872

cib - a;
72

d:c/a;

&, numer;
0.04

d*100;

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Entre com os valores a = 1800 e b = 1872 , digitando “a : 1800;b : 1872;”e teclando

“shift enter”;
ii) Faca ¢ = b — a, digit

a0s juros;

ando “c: b — a;”e tecle “shift enter”, para obter o valor referente

iii) Faca d = ¢/a, digitando “d : c¢/a;”e tecle “shift enter”, para obter a razao da porcen-

tagem de juros;

iv) Digite “%, numer;”e tecle “shift enter”, para obter a forma decimal da porcentagem

de juros;
v) Para obter a porcent

“shift enter”.

agem desejada, faca 0,04 x 100, digitando “0.04 % 100;”e teclando

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 16: Porcentagem - exemplo 5 no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgies Feramentas Janela Ajuda

1 | 1872-1800

- T2

2 | 7211800
= 0.04

3 | 0.04*100

-4

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Faca “1872 — 18007, tecle “enter”, obtendo o acréscimo relativo aos juros;

iii) Faga “72/1800”, para obter a forma decimal da porcentagem de acréscimo;

iv) Faga 0,04 x 100, digitando “0.04 * 100", para obter a taxa mensal de juros cobrada

pela loja.
2.3 PROPORCAO

A palavra propor¢cao vem do latim proportione e significa uma relacao entre as
partes de uma grandeza. A ideia de proporcao é muito antiga. Euclides, em uma de suas

obras, expoe a ideia de proporg¢ao creditando-a a outros matematicos.

Exemplo

Pedro construiu um retangulo com 14 cm de largura e 49 cm de comprimento. Depois de
algum tempo, resolveu ampliar este retangulo, sem alterar a sua forma, construindo um
outro com 126 cm de largura e 441 cm de comprimento. Observando as medidas dos dois
retangulos, podemos notar que ha uma proporcao entre eles que pode ser verificada da
seguinte forma:

I) encontramos a razao entre o comprimento do retangulo inicial e do retangulo final que
49 1

‘a1 9

IT) encontramos a razao entre a largura do retangulo inicial e do retangulo final que é
14 1

126 9
49 14

Pelos resultados obtidos em I e II, podemos concluir que as razoes i e 126 sao iguais,

0 que garante que os retangulos sao semelhantes.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 17: Proporc¢ao - igualdade de razoes

Arquivo  Editar Célula Madima Equagdes Algebra Célculo Simplificar Gréfica  Numérico  Ajuda

UEd o000 @00 @
_7 ($11) a:l4; b:49; c:126; d:441;
(%0l) 14
(%02) 49
(¥03) 126
L (%04) 441
F (%15) a/lc;
(%05) =
R
[ (zie) b/d;
(%06) —

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) Entre com os valores “a = 14; b =49; ¢ =126 e d = 441;";
ii) Faca “a/c;”, obtendo a razao entre a largura dos dois retangulos;
iii) Faga “b/d;”, obtendo a razao entre o comprimento dos dois retangulos;.

iv) Como a/c = b/d, concluimos que os retangulos sao semelhantes.
Definicao

As sentencgas matematicas que expressam uma igualdade de duas razoes sao chamadas
proporcao. Quatro nimeros racionais a, b, ¢, d, nao nulos, nessa ordem, formam uma

proporcao quando:

extremo meto
~ =~ =
a c
a:b=c:d ou =
b d
~— ~—
meio extremo

Na proporcao a : b = ¢ : d, temos que:

e 0s numeros a, b, ¢ e d sao os termos da proporcao;
e 0 primeiro e o quarto termo sao chamados extremos;

e 0 segundo e o terceiro termo sao chamados meios.

A leitura da proporcao a : b = ¢ : d pode ser: a estd para b, assim como c esta para d.

E muito comum, em nosso dia a dia, depararmos com situagoes envolvendo uma proporcao,
em que um dos termos é desconhecido. Esse termo pode ser descoberto, usando-se a de-

finicao de proporcao.

Exemplos

1) Um pedreiro constréi 24,4 metros de muro em 2 dias. Nas mesmas condigoes, quantos

metros ele pode construir em 10 dias?

Resposta:

2 10 -
= —, em que o termo antecedente das razoes
24,4 =z

representa o nimero de dias trabalhados, e o termo consequente das razoes representa a

Pelos dados do problema temos que
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metragem de muro construida. Percebemos entao que o nimero de dias foi multiplicado
por 5 e, consequentemente, o numero de metros também deve ser multiplicado por 5.
Assim, 5 x 24,4 = 122. Essa é a metragem de muro que o pedreiro pode construir em 10

dias.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 18: Proporc¢ao - exemplo 1 no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
15 7, ~ - ]
E
) '
Tor o

1 | 1012

| -8

2
O | Resoler {x=122}

x/244=5

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Faga “10/2”, tecle “enter”, obtendo a razao entre os termos antecedentes das razoes;

iii) A razao entre os termos antecedentes e entre os termos consequentes deve ser a mesma.
Assim x/24,4 = 5. Para calcular o valor de x que representa o nimero de metros cons-

truidos pelo pedreiro em 10 dias, va até a barra de ferramentas em “resolver”.

2) Numa receita de pao de queijo esta escrito que sdo necessarios 4 ovos para cada 640g de

polvilho utilizado. Quantos ovos serao necessérios, se forem utilizados 2,56kg de polvilho?
Resposta:

Primeiro devemos tomar o cuidado ao utilizar uma proporc¢ao entre duas grandezas, pois,
estas devem estar na mesma unidade de medida. Nesse caso, a grandeza polvilho apare-
ceu em gramas e quilogramas. Para determinar o valor desconhecido na proporg¢ao, temos
que utilizar uma transformacao que pode ser 2,56kg = 2560g. Assim, temos a seguinte
proporgao: % = %, em que as razoes apresentam a relacao entre o niimero de ovos e
a quantidade de polvilho. Destarte, percebemos que a quantidade de polvilho foi multi-
plicada por 4 e, consequentemente, o nimero de ovos também deve ser multiplicado por

4. Dai temos que 4 x 4 = 16. Logo, devem ser colocados 16 ovos em 2,56kg de polvilho.
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Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 19: Proporc¢ao - exemplo 2 no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
; r
7 N f
-.
¥ ¥ o
R 1

2560/640 ‘

"
4

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V& ao menu, em “exibir”,“janela CAS”;

ii) Faga “2560/640”, tecle “enter”, obtendo a raz@o entre os termos consequentes das
razoes;

iii) A razao entre os termos antecedentes e entre os termos consequentes deve ser a mesma.
Assim, x/4 = 4. Para calcular o valor de x que representa o nimero de ovos que devem

ser colocados em 2,56kg de polvilho va até a barra de ferramentas em “resolver”.

3) Ao montar a maquete de um edificio, Karine usou uma escala de 1: 95 (o que significa
que lem no desenho equivale a 95cm na realidade). Sabendo que a maquete de Karine

tem 37,5cm de altura, qual é a altura real do edificio?

Resposta:
37,5

Pela escala apresentada, temos que B L Percebemos, entao, que o termo antece-
x
dente foi multiplicado por 37,5 e o termo consequente também deve ser multiplicado por

esse mesmo numero. Dessa forma, 37,5 x 95cm = 3562, 5em, e, como 1m = 100cm, temos

3562, 5
que 3562, 5cm = To’m = 35,625m que é a altura real do edificio.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 20: Proporc¢ao - exemplo 3 no GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
. )
1 § f
E
7 P 5
T

1 | arsn ‘

= 315

2
Resolverhumericamente: {x = 3562.5}

W95=375 ‘

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Faga “37,5/17, tecle “enter”, obtendo a razao entre os termos antecedentes das razoes;
iii) A razao entre os termos antecedentes e entre os termos consequentes deve ser a mesma.
Assim /95 = 37, 5. Para calcular o valor de = que representa a altura real do edificio em

centimetros, va até a barra de ferramentas em “resolver numericamente”.

As proporcoes entre duas grandezas, que estdao na mesma unidade de medida, e
apresentam trés valores conhecidos e o quarto valor é desconhecido, sao chamadas, em

nosso dia a dia, de regra de trés simples.
Propriedade Fundamental das Proporcgoes

Em toda proporg¢ao, o produto dos extremos ¢é igual ao produto dos meios e vice-versa.

extremo meto
~ = =~
a c
= & a X d = bxc
b d v v
~— ~— (produto dos extremos) (produto dos meios)
meto extremo

Como aplicacao imediata da propriedade fundamental, podemos resolver problemas en-

volvendo proporgoes.
Exemplos
1) Vamos verificar se os numeros 4, 24, 7 e 42 formam nessa ordem uma proporgao.

Pela propriedade fundamental, se forem proporcionais, devemos ter 4 x 42 = 24 x 7 =

168 = 168. Portanto, esses quatro niimeros sao nessa ordem proporcionais.
Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 21: Proporg¢ao - exemplo 1 - propriedade fundamental WxMaxima

Arquivo  Editar  Célula Maxima Equagdes Algebra  Calculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda
" Y — ~
DE®d o 00| @ >0 | @

F'(2i7) a:4; b:24; c:7; d:42;
[ (307) 4
(208) 24
(%08) 7
(%0l0) 42

(3i5) a/b;

(%05) 2
e

(%3ill) c/d;

1
(%0ll) —
&

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) Entre com os valores “a :4,b:24,c:7 e d: 42;"e tecle “shift enter”;
ii) Faca “a/b;”e tecle “shift enter”; faga “c/d;”e tecle “shift enter”. Como as razoes sao

iguais, os quatro ntiimeros sao proporcionais nessa ordem.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 22: Proporc¢ao - exemplo 1 - propriedade fundamental GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opglies Ferramentas Janela Ajuda

E i \ (.Iv e
y
T i

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;
ii) Faca “4/24” tecle “enter”, obtendo a razao entre os dois primeiros;
iii) Faga “7/42”, tecle “enter”, obtendo a razao entre os dois tltimos;

iv) Como as duas razoes obtidas sdo iguais, os quatro nimeros sdo proporcionais.

2) Um relégio adianta 3 minutos a cada periodo de 30 horas. Quantos minutos esse relégio

adiantara em 5 dias?
Resposta:

Os dados do problema sao apresentados em minutos, horas e dias. Vamos transformar
todos eles para minutos. Temos que 30 horas = 30 x 60 = 1800 minutos e 5 dias = 120
horas = 120 x 60 = 7200 minutos. Assim:

3T = 3 x 7200 = 1800z = 1800z = 21600 = = = 211860000

_ _ 12,
1800 _ 7200 - r=12

Portanto, em 5 dias o relégio adiantarda em 12 minutos.
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Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 23: Proporcao - exemplo 2 - propriedade fundamental WxMaxima

Arquive  Editar  Célula Maxima Equagdes A\gebra Calcule  Simplificar  Grdfico  Numérice  Ajuda

EXMex ¥DD| G 6 >0 | @

7
(%11) a:3; b:30; c:5; d:24; e:60
(%01) 3
(%02) 30
($03) 5
(304) 24
($05) €0

(%i6) f:b¥e;
(%06) 1800

(%17) g:c¥d¥e;
($07) 7200

(%19) solwve([a/f = x/gl, [x]);:
(%0%8) [x=12]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Entre com os valores “a : 3;b:30;¢: 5;d : 24;e : 60;”e tecle “shift enter”;

ii) Faca “f : bxe;”, e tecle “shift enter”, transformando as 30 horas em minutos;

iii) Faga “g : cxd x e;"e tecle “shift enter”, transformando os 5 dias em horas e as horas
em minutos. Temos, entdo, a seguinte proporcao: 3/1800 = z/7200;

iv) Dé o comando “solve([a/f = x/g],[x]);”e tecle “shift enter”para resolver a equagao
e determinar o valor de x na propor¢ao que representa a quantidade de minutos que o

relogio adianta em 5 dias.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 24: Proporc¢ao - exemplo 2 - propriedade fundamental GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda
EE
M 1

1 | 3060

- 1800

2 | 5724%60

- 7200

3 | 31800=x7200

Resolver {x =12}

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;
ii) Faca “30 % 607, tecle “enter”para transformar as 30 horas em minutos;

iii)Faga “5 % 24 % 60", tecle “enter”para transformar os 5 dias em horas e as horas em
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minutos;
iv) Digite a proporgao “3/1800 = /72007, va até a barra de ferramentas, em “resolver”,
para determinar o valor de x que representa a quantidade de minutos que o relégio adianta

em 5 dias.

3) Para que os nimeros 762, 508, 9 e z, nessa ordem, formem uma proporgao , qual deve

ser o valor de z?

Resposta:
762 9 N
Devemos ter £08 = —. Como 762 =2 x 3 x 127 e 508 = 2 x 2 x 127, a 1* razao pode ser
T
9
simplificada e assim temos: 3= = 3r =18 =z =6.
T

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 25: Proporgao - exemplo 3 - propriedade fundamental WxMaxima

Arquive  Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Célculo  Simplificar Gréfico  Numérico  Ajuda

NEdex D0l >0 | @
(3i1) solve([762/508 = 9/x1, [x1):
(301) [x=6]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “solve([762/508 = 9/x], [x]);"e tecle “shift enter”para resolver a equagao

e determinar o valor de x, para que os quatro niimeros sejam proporcionais.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 26: Proporcao - exemplo 3 propriedade fundamental GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
15 7, - 3
E ;
] ) &%
M

4 T62/508 = 9ix

resolver {x=16}

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;
ii) Digite a proporgao “762/508 = 9/x”, va até a barra de ferramentas em “resolver” para

determinar o valor de x na equacao e assim os quatro nimeros serem proporcionais.
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4) Quais sdo os possiveis valores naturais para x e y, de maneira que os numeros x, 952,

9 e y formem nessa ordem uma proporg¢ao?

Resposta:

Para que sejam proporcionais devemos ter:

T 9
952 gy

8568

=—=rXYyY=9X902=rXxy=868=1r=—"-
Y

8568

Assim, podemos concluir que y é qualquer divisor positivo de 8568 ¢ x = ——.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Y

Figura 27: Proporcao - exemplo 4 - propriedade fundamental WxMaxima

Arquivo  Editar  Célula

O&» &3

Maxima Equagdes Algebra Calculo Simplificar  Gréfico  Numérice  Ajuda

«DBe|E e >o |®

($11) solve([x/952
(%01) [ ]
¥

(%12)
(%02)
(%13)
(%03)

8568
=

8568;
8568

factor (8568) ;

2332717

= 9/yl, [x]):

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “solve([x/952 = 9/y], [x]); e tecle “shift enter” para resolver a equagao e

determinar o valor de x em funcao de y;

ii) Digite “8568”, v4 ao menu em “simplificar”, “fatorar expressao”e encontre a forma

fatorada de 8568. Assim, y é um desses fatores ou o resultado de qualquer produto entre

dois ou mais deles.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 28: Proporc¢ao - exemplo 4 - propriedade fundamental GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Cl= Il fodrel-=-]lo J 2]
YT

w952 = 9iy

{ 8568 }
Resolver: (X =

1

y

@

P

2 ListaDosDivisores[8568]

5|~ {1.2,4,8,3,6,12,24,9,18,36. 72,7, 14, 28, 56, 21,42, 84, 168, 63, 126, 252, 504, 17, 34, 68,13

3 ||

252,504, 17, 34, 68, 136, 51, 102, 204, 408, 153, 306, 612, 1224, 119, 238,
476, 952, 357, 714, 1428, 2856, 1071, 2142, 4284, 8568}

6,51,102, %
{1,2,4,8 3,612 24 9,18, 36,72, 7, 14, 28, 56, 21, 42, 84, 168, 63, 126, |

=
4

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Digite a proporgao “x/952 = 9/y”, vé até a barra de ferramentas, em “resolver”, para
determinar o valor de z em fungao de y;

iii) Como x = 8568/y, v4 ao campo entrada, digite “lista dos divisores [8568]” ¢ determine

os possiveis valores para y.

Propriedades das proporgoes

12 propriedade: Em toda proporcao, a soma ou diferenca dos dois primeiros termos esta
para o primeiro (ou para o segundo) termo, assim como a soma ou a diferenga dos dois

ultimos termos estd para o terceiro (ou para o quarto) termo. Assim:

E_E:a—irb_c%-d at+b c+d
b d a ¢ Ty T4
a_c:>a—b_c—d a—b_c—d
b d o ¢ M Ty T4
Exemplo

A diferencga entre dois numeros racionais é 55. Sabendo que a razao do maior para o

menor ¢ de 8 para 3, determine esses dois niimeros.

Resposta:

Chamando o maior de x e o menor de y e utilizando as informagoes do problema, temos

que:

8
r—y=2>5H e g =3 Aplicando a 1* propriedade, na 2* equagao, temos que

— 8—3 — 5
Y _ :>:U y:—ecomox—y:55,temosz
T 8 x 8

44
§:g=>5><33:55><8=>5$:440=>x:?O=>£E:88.
z

Sabendo que z —y = 55, entao 88 —y =55 = y =88 — 55 = y = 33.

Logo, os niimeros procurados sao 88 e 33.
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Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 29: Proporgao - 1* propriedade - exemplo WxMaxima

Arquivo Editar Célula Maxima Equacdes Algebra Cilculo Simplificar Grafico  Numérico  Ajuda

IE@dexsld00/G Q@ >0o @
(%11) linsolve([x-y=55, x/y=8/31, I[x,y1):
(301) (x=88,y=33]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “lisolve([x —y = 55,2/y = 8/3], [z, y]);"ou “algsys([z —y = 55,z/y =
8/3|, [x,y]);"e tecle “shift enter’para resolver o sistema de equagbes e determinar os

nimeros T € y.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 30: Proporc¢ao - 1* propriedade - exemplo GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
) y =
Tor o

SolugBesffx-y =55, xy = 83}, i, y}]

1

~ (88 33)

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;
ii) Dé o comando “solugoes[z —y = 55,z /y = 8/3,z,y|” e tecle “enter” para resolver o sis-

tema de equagoes e determinar os nimeros x e y.

22 propriedade: Em toda propor¢ao, a soma (ou a diferenca) dos antecedentes esta para
a soma (ou a diferenga) dos consequentes, assim como cada antecedente estd para o seu

consequente. Nesse sentido:

g_gja—i—c_g a—i—c_f
b d b+d b " btd d
a_c_azc_a oazc_c
b d b—d b M b—d d
Exemplo

Para fazer uma limonada, misturamos suco de limao com agua, na razao de 2 para 5.
Determine a quantidade de suco de limao e de dgua que sao necessarios para fazer 21

litros de limonada.
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Resposta:

Chamando a quantidade de suco de limao de L e a quantidade de dgua de A, temos:
L A L A

L+A=21c¢e 3= % Usando a 2* propriedade na equagao §:€,temos que:
L+A L 21 L 42

—— =—=>—-—=—=7TxL=21x2=7L=42=L=— = L=60.
2+5 2 7 2 " . 7

Como L+ A=21,entao A =21 —-6= A= 15.

Assim, serao necessarios 6 litros de suco de limao e 15 litros de dgua para fazer 21 litros

de limonada.
Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 31: Proporgao - 2% propriedade - exemplo WxMaxima

Arquive Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Célculo  Simplificar Gréfico  Numérico  Ajuda

DE@¥dexD0 G\ >0 | @
(311) algsys([L+a=21, L/2=2/5]1, [L,Z&]):
(%0l1l) [[L=6,A=15]]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “lisolve([L+ A =21,L/2 = A/5],[L, A]);"ou “algsys([L+A =21,L/2 =
A/5],[L, A]);"e tecle “shift enter”para resolver o sistema de equagdes e determinar as
quantidades L e A representantes da quantidade de suco de limao e de dgua, respectiva-

mente.

Explorando atividade no software GeoGebra

Figura 32: Proporc¢ao - 2* propriedade - exemplo GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda
15 7, - -~ )
E D
) s =
M 1

4 Solugbes{L+A=21, Li2=A/S}, {LA} ]

2= (6 15)

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V& ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;
ii) Dé o comando “solugbes|L + A =21,L/2 = A/5,L, A]”e tecle “enter”para resolver o
sistema de equacoes e determinar as quantidades L e A representantes da quantidade de

suco de limao e de agua, respectivamente.
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2.4 FUNCOES

Atualmente, quando pensamos no conceito de fun¢ao, algumas ideias nos vem a
mente, como, por exemplo, a ideia de uma correspondéncia. De acordo com [21], a énfase
sobre a ideia de correspondéncia fez com que alguns historiadores da matematica vissem
um antecedente desta nocao na matematica antiga em geral, como, por exemplo, nas
tabelas babilonicas e egipcias(por volta do ano 3000 a.E.C.) onde ja pressupunham, de
alguma forma, a ideia de fungao, uma vez que se tratava justamente de registros de cor-
respondéncias entre um numero e o resultado das operagoes que envolviam esse niimero.
As tabelas astrondomicas de Ptolomeu, similares as nossas tabelas de senos, também esta-
beleciam correspondéncias que consideramos hoje de natureza funcional. Estes povos nao
propuseram uma noc¢ao de funcao para compreender suas tabelas e essa associagdo nao
parece ajudar a entender a natureza da matematica que praticavam, visto que eles nao
usavam a ideia de variacao de grandezas. A nocao de variavel sé foi introduzida formal-
mente no século XIX, apesar de ja estar presente na fisica matematica dos séculos XVI
e XVII. O estudo da variacao dos fenomenos naturais em relacao ao tempo, por meio de
leis matemaéticas, se deve em grande parte ao desenvolvimento da fisica apds Galileu que
inicialmente analisava essa relagao por meio de proporgoes geométricas e posteriormente

por meio de uma curva, que pode ser expressa por meio de uma equagao.

Hoje o estudo das funcgoes tem como objetivo o dominio da linguagem mais utili-
zada para a expressao das relagoes existentes entre grandezas das mais diversas areas do
conhecimento. Utilizando-se dessa linguagem, podemos analisar, interpretar e descrever
diversos fendmenos naturais e sociais, bem como fazer previsoes de seu comportamento
para o uso em desenvolvimentos tecnologicos, projetos de pesquisa e interacoes com o

meio que nos cerca.

Antes de formularmos o conceito de funcao, é interessante observarmos que ele esta
presente em nosso dia a dia. E comum encontrarmos situagoes em que duas ou mais

grandezas se relacionam, ou seja, uma depende do comportamento da outra.

Veja algumas relacoes:

Numeros de litros de gasolina abastecidos e preco a pagar pelo abastecimento;

Medida do lado do quadrado e seu perimetro;

Numero de pecas produzidas e seu custo de producao;

Tempo de viagem e distancia percorrida;
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e Raio e area do circulo;

e Salario comissionado de um funcionério e sua producao mensal.
Observando o comportamento das grandezas em cada caso, podemos estabelecer regras
gerais (ou férmulas), respeitando a relacdo existente entre elas. Situagdes como essas
acima, em que temos uma relacao entre duas grandezas variaveis, em que o valor de

uma depende da outra, expressam a ideia do que chamamos de funcao. As funcoes que

estudamos normalmente sdo representadas por féormulas mateméticas(regras ou leis).

Veja algumas fungoes:

o f(z) = 3w;

o f(x) = —20+5;

o J=Cxixn;

o flz)=2%

o C(n)=Cyx (1+ixn)

e C(n)=Cox (140"
Definicao

Sendo A e B dois conjuntos nao vazios, representantes de duas grandezas variaveis
e uma relacao f de A em B, essa relacdo f é uma fungao de A em B, quando, a cada

elemento z do conjunto A, estd associado um e um sé elemento y do conjunto B.

Podemos escrever: f: A — B (Lé-se: f é uma fungdo de A em B).

e O conjunto A é chamado Dominio da fungao;
e O conjunto B é chamado Contradominio da funcao;

e Os elementos do conjunto B que correspondem a algum elemento de A formam um

conjunto chamado Conjunto Imagem da fungao.

Neste trabalho, vamos considerar apenas fungoes reais de uma variavel real.

Quando definimos uma funcao, f : A — B, com x € A ey € B, o dominio D,

que ¢é o conjunto de todos os valores possiveis da variavel independente x, pode ser dado
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explicita ou implicitamente. Caso esteja implicito, devemos considerar como dominio
todos os valores reais de x que tornam possiveis em R as operacoes indicadas na férmula
matematica que define a funcao e que dao sentido ao problema representado pela funcao
em questao. Os exemplos abaixo, tem o objetivo de mostrar os intervalos representantes

do dominio e da imagem de uma funcao.
Exemplos

1) A assinatura mensal de um telefone celular é de R$9,90 e cada minuto falado custa
R$0, 25, independente da operadora. Trés irmaos possuem este mesmo plano e querem
saber quanto irao pagar no més que encerrou; se eles falaram 50 minutos, 120 minutos e

179 minutos.
Resposta:

O valor da conta a pagar por essa assinatura pode ser representado pela fungao matematica
f(x) = 9,90 4+ 0,25z, em que f é o preco total a pagar e z é a quantidade de minutos
falados durante o més. O dominio dessa funcao é representado pelos valores reais de z,
tal que x > 0 e, consequentemente, o seu conjunto imagem é dado por f(x), tal que

f(z) >9,90. O valor a pagar por eles é:

1) £(50) = 9,90 + 0,25 x 50 = 22, 40;

IT) £(120) = 9,90 + 0,25 x 120 = 39, 90;

I1) f(179) = 9,90 + 0,25 x 179 = 54, 65.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 33: Funcoes - exemplo 1 WxMaxima

Arquive Editar Célula Maxima Equactes Algebra Calcule Simplificar Grafico Numérico  Ajuda

DEdOXXDA|G 6| >o @
($11) £{x) := 9.90 + 0.25%x;
(%cl) £(x):=9.%+0.25x

£(50);
22.4

($12)

(%02)

($13) £(120);
(%03) 39.9
($14) £(179);
(%04) 54.65

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “f(z) := 9,90 + 0,25 * x;”e tecle “shift enter”, definindo a funcao;

ii) Dé o comando “f(50);"e tecle “shift enter”, determinando a conta do irmao que falou
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50 minutos;

iii) Dé o comando “f(120);”e tecle “shift enter”, determinando a conta do irmao que falou

120 minutos;

iv) Dé o comando “f(179;);”e tecle “shift enter”, determinando a conta do irmao que

falou 179 minutos;

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 34: Funcoes - exemplo 1 GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opg@es Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

=

.k
Iz
} Janela de Algebra } Janela de Visualizagio

Fungio Valor a
@ f(x) = 9.9+ 0.25x% pagar
Ponto
@ A=(50,224) 0
@ B=(120,39.9)
@ C=(179, 54.65)
Texto

f(x)=9.9+0.26x

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) V4 ao campo de entrada e digite “fungdes[9.90 + 0.25 x z,0,4+00]"e tecle “enter”,
definindo a funcao e o seu dominio;

iii) V4 ao campo de entrada e digite “(50, f(50))”e tecle “enter”, determinando o total a
pagar por 50 minutos;

iv) V4 ao campo de entrada e digite “(120, f(120))”e tecle “enter”, determinando o total
a pagar por 120 minutos;

v) V& ao campo de entrada e digite “(179, f(179))”e tecle “enter”, determinando o total

a pagar por 179 minutos.

2) Em uma regiao litoranea, a populacao de uma espécie de algas tem crescido, de modo
que a drea da superficie coberta por ela aumenta 50% a cada ano, em relacao a drea
coberta no ano anterior. Atualmente, a area da superficie coberta pelas algas é de,
aproximadamente, 1500m?. Se esse crescimento for mantido, qual serd a &rea coberta

pela populacao de algas daqui a 5 anos?
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Resposta:

A lei dessa funcao pode ser dada por f(z) = 1500 x (1,5)*, em que x representa a
quantidade de anos a partir de agora, ou seja, z > 0 representa o dominio da funcao e,
por consequéncia, y > 1500 representa o conjunto imagem dessa fungao. Para x = 5,
temos: f(5) = 1500 x (1,5)% = 1500 x 7,59375 = 11390, 625. Portanto, daqui a 5 anos a

area coberta pela populacao de algas é aproximadamente 11390, 63m>.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 35: Funcoes - exemplo 2 WxMaxima

Arquivo  Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar  Gréfico  Numérico  Ajuda

DEdexdbol& e/ >o |@
($i1) £(x) := 1500%({1.5)"x;
(%01) f(x):=15001.5%

(%i2) £(5);
(%0Z) 11390.625

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “f(z) := 1500 * (1.5)"z;”e tecle “shift enter”, definindo a fungao;
ii) Dé o comando “f(5);”e tecle “shift enter”, determinando a drea em m? coberta pela

populagao de algas daqui a 5 anos.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 36: Funcgoes - exemplo 2 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
NI . =
i .
» Janela de Algebra (€] | * Janela de Visualizagio )
- Funcio HY AW |[E i Pequeno ¥ |
“ @ f(x) = 1500.1.5°
- f(x)
Nimero
. z}=11390.63 12000
anto
A= (5, 11390.63]
@ A=(511390.63) ¢ )
Texto
10000
8000
f(x) = 1500 (1.5"x) <

6000

2000

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;
ii) V4 ao campo de entrada, digite “fungoes[1500(1.5"x), 0, +0c]”e tecle “enter”, definindo

a fungao e o seu dominio.

iii) V4 ao campo de entrada, digite “f(5)”e tecle “enter”, determinando a drea em m?

coberta pela populagao de algas daqui a 5 anos.

2.5 FUNCAO POLINOMIAL DO 1° GRAU

Considere um retangulo de base Bem e altura 7em, como na figura abaixo.

Figura 37: Retangulo

Fonte: o autor

Se chamarmos a medida de seu perimetro de P, podemos estabelecer entre P, B e 7 a

relacao expressa pela formula matematica:

P = 2B + 14
—_——

polinémio do 1° grau

Assim, percebemos que a medida P do perimetro é dado em funcao da medida B da base,

ou seja:
f(By=2B+14ouy=2B+14

Designando a drea desse retangulo por A, podemos estabelecer entre A, B e 7 a relacao

expressa pela formula:

A= 7B

polinémio do 1° grau
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Verificamos também que a area A é dada em funcao da medida B da base, ou seja:
g(B)=7TBouy="17B

As funcgoes apresentadas acima tem caracteristicas de funcoes do 1° grau.
Definicao

Toda funcao polinomial f : R — R, representada pela férmula matematica f(x) =
ar +bouy =axr+b, com a e b reais e a # 0, definida para todo z real, é denominada
funcao polinomial do 1° grau, que de agora em diante, trataremos apenas por fungao

do 1° grau.

Na lei y = ax + b, temos que:

e & ¢ y representam as variaveis da funcao;
e o é chamado coeficiente angular da funcao;
e b é chamado coeficiente linear da fungao (ou termo independente ou termo cons-

tante).

Sao fungoes do 1° grau:

o y=2x—4,
o f(z)=—-3x+1;

o y = 8x.

O coeficiente angular“a”, de uma funcao f(z) = ax + b, determina se a funcao é
crescente ou decrescente.
e Se a > 0, temos que f(x) = ax + b é uma fungao crescente;

e Se a < 0, temos que f(z) = ax + b é uma fungao decrescente.

(APl

Observe o comportamento da funcao f(zr) = ax + b para “a”, variando de -5 a 5 e

“b” também variando neste mesmo intervalo.



Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 38: Funcao f(x) = ax + b variando no GeoGebra

» Janela de Algebra F Janela de Vi
- Funcio
Ll f(x)=1x+1
- Nimero
@ a=1
L@ b=1

Texto

Arquivo Editar Exibir OpgBes Femamentas Janela Ajuda

sualizagao

a=1 3

b=1

flx)=ax+b

Entrar.

(==

-2

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao campo de entrada, digite “f(z) = ax+b"e tecle “enter”, definindo a funcdo. Logo
aparecerd a tela de “controle deslizante”, onde definimos a variagao de a e de b. Variando

a e b, podemos observar o comportamento do gréfico de f(z) = ax + b, de acordo com o

valor desses coeficientes.

Definicao

Denomina-se raiz ou zero de uma fungao do 1° grau f(x) = ax + b o valor de = que

anula f(x). Assim, se f(z) =0=ar+b=0= 2 = % (raiz da fungao).

Exemplos

1) Na fungao f(z) = 2x — 10, sua raiz é dada resolvendo 2z — 10 = 0 = z = 5. Este valor

torna f(x) = 0, portanto, é chamado de raiz da funcao.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 39: Raiz da funcao - exemplo 1 no WxMaxima

Arquivo  Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar  Gréfico  Numérice  Ajuda

K00 & e >o

O&®» &3

@

($i1) f£(x):= 2%*x—10;
(%0l) f(x)r=2x-10

($i2) solve(f(x) = 0, x);
(%02) [x=5]

Fonte: o autor

51
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Passo a passo executado no software:

i) Digite “2*x — 10;"e tecle “shift enter”, definindo a fungao f(x);

ii) Digite “solve(f(z) = 0,x);"e tecle “shift enter”para determinar a raiz de f(x).

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 40: Raiz da funcao - exemplo 1 no GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

=

} Janela de Algebra o b Janela de Visualizagio

Funcdo
@ fx) =2x—10
Ponto A

L@ A=(50)
Texto

=4

o

f(x)=2x-10

&n

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao campo de entrada, digite “f(z) = 2z — 10”e tecle “enter”, definindo a fungao.

iii) V4 ao campo de entrada, digite “raiz[f(z)]”e tecle “enter”, determinando a raiz de

().

2) Uma caixa d’dgua de 1000 litros tem um furo no fundo por onde escoa dgua a uma
vazdo constante. As 08:00 horas de certo dia ela estava cheia e, as 14:00 horas desse
mesmo dia, s6 tinha 850 litros. Depois de quantas horas essa caixa estara totalmente

vazia, sabendo que a dgua escoou apenas pelo furo?
Resposta:

O volume V (t), no instante ¢, é dado por V(t) = 1000 — at, em que ¢t é o nimero de
horas de vazao e a é o nimero de litros escoados por hora. Sabemos que apds 6 horas,
o volume V(6) = 850, logo, 850 = 1000 — 6a, dai tiramos que a = 25 e, assim, temos
V(t) = 1000 — 25¢. Para que a caixa fique vazia devemos ter, entao, V(t) = 0, ou seja,
1000 — 25t = 0 = t = 40. Assim, concluimos que 40 horas apds ser cheia a caixa estara

totalmente vazia.
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Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 41: Raiz da funcao - exemplo 2 no WxMaxima

Arquive Editar  Célula Maxima Equacdes Algebra Calculo  Simplificar Grafico  Numérico  Ajuda

Oedex sD0|BeI>o |@
(%11) solve([850 = 1000 - 6*al, [al);
(%0l) [a=25]

(%i2) Vv(t) := 1000 - 25%t;
($02) V(t):=1000-25¢

($13) solwve (V(t)=0, t):
(%03) [t=40]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “solve([850 = 1000 — 6 * al, [a]);”e tecle “shift enter”, determinando o
valor de a;

ii) Dé o comando “V (t) = 1000 — 25¢;”e tecle “shift enter”, definindo a fun¢ao do volume
de agua restante na caixa.

iii) Dé o comando “solve(V(t) = 0,t);”e tecle “shift enter”, determinando a raiz da funcao

do volume, que é o valor de t que deixa a caixa vazia.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 42: Raiz da funcao - exemplo 2 no GeoGebra

Arquiva Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
5 [
] Sy o

TOT

Solucies] 850 = 1000 - 6*a,a]

~ {25}

Vit)=1000 - 257t

~ V(t) = —25 t+ 1000

Raizl-25"t + 1000]

w

L {t=a0}

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “solugoes[850 = 1000 — 6 a, a]”e tecle “enter”, determinando o valor de
a;

ii) Dé o comando “V'(t) = 1000 — 25t”e tecle “enter”, definindo a funcdo do volume de
agua restante na caixa.

iii) Dé o comando “raiz(—25 * ¢ + 1000)"e tecle “enter”, determinando a raiz da funcao

do volume, que é o valor de t que deixa a caixa vazia.
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Grafico de uma funcao do 1° grau

Normalmente uma funcao real f : R — R é representada, geometricamente, em um

plano cartesiano através de um grafico caracteristico da funcao em questao.

O grafico da fungao do 1° grau, dada por y = ax + b com a # 0, é sempre uma reta
obliqua aos eixos Ox e Oy. Conhecendo dois pares ordenados (z1,y1) e (z2,y2) do grafico
de uma fungao do 1° grau, estes sao suficientes para determinar a reta que a representa.
Geometricamente a raiz de uma fungao do 1° grau representa a abscissa do ponto (z,y),
onde o grafico corta o eixo x que tem como ordenada y = 0, ou seja, a reta intercepta o

eixo x no ponto (—,0).
a

Os pontos do plano cartesiano, que estao sobre o eixo y, possuem abscissa z = 0. Na
fungao f(z) = ax + b, se x = 0, temos que f(z) = b, e, assim, o ponto (0,b) é o ponto

onde o grafico da fungao do 1° grau corta o eixo y.
Casos particulares de fungoes do 1° grau

Na funcao do 1° grau f(z) = ax + b, temos que a # 0 e b é um nimero real qualquer.
e 1° caso: b# 0

Se b # 0 temos que a # 0 e b # 0 e, neste caso, a funcao é chamada de funcao Afim. Seu

grafico é uma reta obliqua, cortando o eixo X, no ponto (_—, 0) e 0 eixo y, em (0, b).
a

Exemplo
Veja o grafico de f(z) = = + 2.
Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 43: Grafico da funcao afim no WxMaxima

Arquive Editar Célula Maxima Equacdes Algebra Célculo Simplificar Gréfico Numérico  Ajuda
NE@Ed@exXDA|E 6> o |@
_7 (%11) wxplot2d([x + 2], [x,-5,51}%

8

6

4

2

x+2

(%t1)

o

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) Vé ao “menu”, “grifico”e, em seguida, aparecera uma tela onde devem ser definidos: a
fungao (apenas o 2° membro) “x + 2”e o intervalo do dominio a ser plotado. Tecle “shift

enter”e obtenha o grafico da funcao.

Explorando atividade no software GeoGebra:

Figura 44: Grafico da funcao afim no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

] =

» Janela de Algebra [ [ » Janela de Visualizagio = X

Fungio 2y
0 f(x) =x+2 f(x)=x+2
Paonto
i@ A=(0,2) /
b

@ B=(20)
Texto

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao campo de entrada, digite a funcdo “f(x) = = + 2”e tecle “enter”’que a fungao
serd definida na janela de algebra e seu grafico aparecerd na janela de visualizagao;

ii) V4 ao campo de entrada, digite “(0, f(0))”e tecle “enter”, encontrando o ponto de
encontro do gréafico com o eixo y. Digite “Raiz[x + 2]”e tecle “enter”, encontrando o

ponto de encontro com o eixo x.

e 2° caso: b=0

Se b =0, temos que f(x) = ax e, neste caso, a fun¢ao é chamada de func¢ao Linear. Seu

grafico é uma reta obliqua, passando no ponto (0,0).

Exemplo

Veja o grafico de f(x) = —3z.
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Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 45: Grafico da funcao linear no WxMaxima

Arquivo  Editar Célula Maxima Equacdies Algebrs Cilculo  Simplificar Gréfico Numérico  Ajuda

N@3ex 00| & e >0 |@
_7 (%311) wxplot2d([- 3*x], [x,-5,51)%
15
10
5
£000
(st1) | '
-5
-10
-15
4 2 0 2 4
X

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Va ao “menu”, “gréafico”, em seguida aparecera uma tela onde devem ser definidos: a
fungao (apenas o 2° membro) “—3x2”e o intervalo do dominio a ser plotado. Tecle “shift

enter”e obtenha o grafico da funcao.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 46: Grafico da funcao linear no GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

=

b Janela de Algebra b Janela de Visualizagio )
Funcio f
@ f(x) = —3x
Ponto =
@ A=(0,0) flx) = -3x
Texto !
oy A

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao campo de entrada, digite a funcao “f(z) = —32”e tecle “enter”que a fungao serd

definida na janela de algebra e seu grafico aparecera na janela de visualizacao.



o7

e 3°caso: a=1eb=0

Sea=1eb=0,temos f(r) = x e, neste caso, a funcao é chamada de funcao Identidade.

Seu gréfico é uma reta obliqua bissetriz do 1° e 3° quadrantes, passando pelo ponto (0, 0).

Exemplo:
Veja o grifico de y = x ou f(x) = x.
Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 47: Grafico da funcao identidade no WxMaxima

Arquivo  Editar  Célula Maxima Equagdies Algebrs Cilculo  Simplificar Gréfico Numérico  Ajuda

@3S K00|& e >o |@
[/ (2i1) wsplot2d(lx], [x,-5,51)§
6
4
2
x O
(3t1)

-2
4
-6

4 2 0 2 4

X

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

1)V4 ao “menu”, “gréafico”e, em seguida, aparecera uma tela onde devem ser definidos:
a fungao (apenas o 2° membro) “z”e o intervalo do dominio a ser plotado. Tecle “shift

enter”e obtenha o grafico da funcao.

Explorando o software GeoGebra:

Figura 48: Grafico da funcao identidade no GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

JeJole)xJwd =] +)

} Janela de Algebra » Janela de Visualizagio 4]
Funcdo
@ Fx) = x 2
Texto fix)=x

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) V4 ao campo de entrada, digite a fungao “f(z) = z”e tecle “enter”que a fungao sera

definida na janela de algebra e seu grafico aparecera na janela de visualizacao.

e Observacao

Na fungao f(z) = ax + b, se a = 0, temos f(x) = b e, neste caso, a fun¢do nao é do 1°
grau e é chamada de funcao Constante. Seu grafico é uma reta horizontal, cortando o

eixo y em b.
Exemplo

Veja o grafico de f(z) =4 ouy=4.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 49: Grafico da funcao constante no WxMaxima

Arquive Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar  Gréfico  Numérico  Ajuda

UEdex Dl alel>o | @
_7 ($1i1) wxplot2d([4], [x,-5,51)%

4.04
403
402
401
=r 4
(8t1) 3.99
308
397
306

4 -2 0 2 4

X

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao “menu”, “grafico”e, em seguida, aparecerd uma tela onde devem ser definidos
a fungao (apenas o 2° membro) “4”e o intervalo do dominio a ser plotado. Tecle “shift

enter”e obtenha o grafico da funcao.
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Explorando a atividade no software GeoGebra:

Figura 50: Grafico da fungao constante no GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

=
®

b Janela de Algebra < | » Janela de Visualizagdo =]
Fungio fix)=4

@ fx) =4
Texlo

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao campo de entrada, digite a funcao “f(x) = 4”e tecle “enter”que a fungao sera

definida na janela de algebra e seu grafico aparecera na janela de visualizacao.

Estudo do sinal da funcao do 1° grau

Estudar o sinal de uma fungao do tipo f(z) = ax + b significa determinar os valores
da varidvel x para os quais f(z) é positiva, f(x) é negativa e f(z) é nula.
Exemplos

1) Vamos estudar o sinal da fungao do 1° grau crescente f(z) = 2x — 4. Observe parte de

seu grafico que intercepta os eixos coordenados:

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 51: Estudo do sinal - exemplo 1 no WxMaxima

Arquivo  Editar Célula Maxima Equacdes Algebra Calculo  Simplificar  Gréfico  Numérico  Ajuda

Ded&x XD0ale|>o @

L (50l) f(x):=Z2x-4

(%$i2) solve(f(x)=0, x);
(%02) [x=2]
e

(3i3) wxplot2d([f(x)], [%,-1,51);

8

4

2

%4
(=]

(%t3)

=]

(%03)

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “f(x) = 2% x — 4;”e tecle “shift enter”para definir a fungao;

ii) Dé o comando “solve(f(z) = 0,z);”e tecle “shift enter”’para determinar a raiz da
funcao;

iii) Dé o comando “wxplot2d([f(x)], [z, —1,5]);"e tecle “shift enter”para plotar o gréfico

de f(x) com dominio especificado.

Explorando o software GeoGebra

Figura 52: Estudo do sinal - exemplo 1 no GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

b Janela de Algebra b Janela de Visualizagio

&

Funcio 100
-® f(x)=2x—4 flx)=2x-4
Ponto 2
L@ A=(2,0)
Texto .
raiz

o
B

f

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao campo de entrada, digite a fungdo “f(z) = 2z — 4”e tecle “enter”, para que a
funcao seja definida na janela de algebra e seu gréafico apareca na janela de visualizagao.
ii) V4 ao campo de entrada, digite “raiz[f(x)]”e tecle “enter”, para que a raiz da fungao

seja determinada.

Observando o grafico de f(z) = 2z — 4 nas figuras 51 e 52, veja que:

e parax < 2= f(x) < 0;
e para x> 2= f(x) > 0;
e paraxr =2 = f(z) =0.
2) Para um atendimento domiciliar, um técnico em informatica A cobra R$50,00 a visita

e R$30,00 a hora de trabalho e um técnico B cobra R$80, 00 a visita e R$20, 00 a hora de

trabalho. A partir de quanto tempo de servi¢o é mais economico contratar o técnico B?
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Resposta:

Sendo x o nimero de horas trabalhadas, o valor a ser pago ao técnico A é calculado pela
fungao do 1° grau f(z) = 30z + 50 e o valor a ser pago ao técnico B pode ser calculado
por g(x) = 20z + 80, em que f(x) e g(z) representa o valor total pago ao técnico e = é
o numero de horas de trabalho. Para que seja mais vantajoso o técnico B, devemos ter
20z + 80 < 30x + 50 = 10z > 30 = x > 3. Assim, concluimos que, se o servigo durar
mais de 3 horas, é mais economico contratar o técnico B. Outra maneira seria o estudo
de sinal de fungao do 1° grau. Na desigualdade 20x 4+ 80 < 30x + 50 = 10x — 30 > 0, o

que significa que a funcao do 1° grau 10x — 30 deve ser positiva.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 53: Estudo do sinal - exemplo 2 no GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

=
I

} Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagéio

Funcdo
@ h(x) = 10x —30

Ponto ¥ T K
@ A=(3,0) A
Texto

=4

o

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao campo de entrada, digite a fungao “h(z) = 10x — 30”e tecle “enter”, para que a
funcao seja definida na janela de dlgebra e seu grafico aparega na janela de visualizacao.
ii) V4 ao campo de entrada, digite “raiz[h(z)]”e tecle “enter”, para que a raiz da funcao

seja determinada.

Podemos concluir que f(z) = 10z — 30 é positiva para x > 3 e a partir desse valor temos

mais economia com o técnico B.

2.6 FUNCAO EXPONENCIAL

A motivagao a seguir foi retirada de [4] de forma resumida.



62
Motivagao

Amoxilina é um conhecido antibiético usado no tratamento de infec¢ées nao com-

plicadas, amplamente receitado por médicos no Brasil.

A bula da amoxilina, como a de todos os medicamentos, contém, entre outros

topicos, a composicao, informacoes ao paciente, informacgoes técnicas e posologia.

INFORMACOES TECNICAS

Caracteristicas

O produto contém como principio ativo a amozilina, quimicamente a D-(-)-alfa-amino p.
hidroxibenzil penicilina, uma penicilina semissintética de amplo espectro de agao, derivada
do nicleo basico da penicilina, o dcido 6-amino-penicilanico. Seu nivel mdximo ocorre
uma hora apds a administracao oral, tem baixa ligacao proteica e pode ser administrado
com as refeicoes, por ser estdvel em presenca do dcido cloridrico do suco gdstrico. A
amozilina € bem absorvida tanto pela via entérica como pela parenteral. A meia vida
da amozxilina apos a administracao do produto € de 1,3 hora. A amoxilina nao
tem ligagoes proteicas em grande nimero, aprozimadamente 20%. Espalha-se rapidamente

nos tecidos e flurdos do corpo.

O que significa a informacao destacada na bula?

A cada periodo de 1,3 horas ou 1 hora e 18 minutos, a quantidade de amoxilina no
organismo decresce em 50% do valor que tinha no inicio do perfodo. O tempo de meia
vida é um importante parametro para médicos e também para a industria farmacéutica.
O conhecimento da meia vida dos medicamentos possibilita uma estivativa da velocidade
com que o processo ocorre, originando informagoes importantes para a interpretagao dos

efeitos terapéuticos, da duracgao do efeito farmacolégico e do regime posolégico adequado.

Considerando que uma cépsula ingerida por um adulto contém 500mg de amoxilina, no
grafico abaixo estao representadas as quantidades desse farmaco no organismo, de acordo

com o tempo decorrido apds a ingestao.
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Figura 54: Quantidade de amoxilina em funcao do tempo

Arquivo Editar Exibir Opciies Ferramentas Jansla Ajuda Entrar.

=

b Janela de Algebra (4 | » Janela de Visualizagio =]
- Funcio a(n)

A
s00

400

g(n) = 500/2"

G=(6,7.81)
Texto

1, 2 3 4 5 8 7 8 n
meia meias meias meias  meias meias

-vida -vidas -vidas -vidas -vidas -vidas

Entradal 1)

Fonte: o autor

Observando o gréfico acima, percebemos que a quantidade de amoxilina no organismo,
depois de transcorridas 8 horas da ingestdao de uma cdpsula (ou 6 meias-vidas), é de
apenas 7,8125mg, ou seja, aproximadamente 1,5% da quantidade inicial e, com o passar
do tempo, essa quantidade tende a zero. A quantidade restante de amoxilina q(n) no

500
organismo depois de passadas n meias-vidas é dada por ¢(n) = —, que é um exemplo

on
de funcao exponencial, pois apresenta variavel no expoente de uma poténcia.

Propriedades das poténcias

Antes de definir funcao exponencial, vamos fazer uma breve revisao sobre as proprie-

dades de poténcias.

Dado um nimero real a e um numero natural n, com n > 2, chama-se poténcia de base

a e expoente n o numero a™ que é o produto de n fatores iguais a a.

a":gxaxax...xq

TV
n fatores

Poténcias com expoente natural

Vamos considerar N = {0, 1,2, 3,4, ...}.

e 1?) a™ x a" =am™"
am

° 23)—n:am_”,coma7é()em2n
a

e 3*) (axb)=a"xb"
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a

o 4%) (%)n: com b # 0

n’

j=yl

° 5a) (am)n — &mxn
Definicao

e 6*)a'=a

e 7) a’ =1, para a # 0

Poténcias com expoente inteiro negativo

1 n
e 8)a "= (—) , para a # 0
a
Poténcias com expoente racional

e 9) Paraa € R, a > 0 e n € N*, temos que (a)"/" = {/a. De maneira geral, temos

que (a)™™ = /a™, com m e n inteiros e n > 1.

Poténcias com expoente irracional

Sendo a real positivo e x irracional, por aproximacao de racionais, obtemos o valor de

a” e este é sempre um numero positivo.
Poténcias com expoente real

Sendo a € R, a > 0 e x € R, todas as propriedades acima sao validas e a” é sempre
um nimero positivo.

Funcao Exponencial

Definicao

Chama-se fungao exponencial qualquer funcao f de R em R’ dada por uma lei da

forma f(z) = a”, em que a é um ndmero real dado, a > 0 e a # 1.

Nos exemplos a seguir, vamos mostrar o comportamento de fungdes exponenciais, usando

o GeoGebra.



1) f(z) = (2)*, neste caso temos a > 1

Figura 55: Funcao exponencial crescente

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

P Janela de Algebra<) | b Janela de Visualizagio
Funcio o) g
® f(x) =2 feee

-11.2) flx) = 2*
=24 '
-(3,9) a>1 entdo f(x) ¢ crescente.

(10, 1024) 200

o000 OBOS
=rxc—Tommo

Fonte: o autor

Caracteristicas:

e Dominio = R;

Imagem = R7;
e f é crescente;

e a curva passa pelo ponto (0, 1).

1 T
2) f(x) = 5) neste caso temos 0 < a < 1

Figura 56: Funcao exponencial decrescente

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
DEENNFRNTER
P Janela de Algebra P Janela de Visualizagéo
Fungéo . o000
® f(x) = (5)
Ponto
@ A=(5,32) Jlz) =(1/2)7, 0
@ B=(4,16]
e c:f_w’ 0<a<1 entio f(x) é decrescente.
@ D=(2,4)
@ E=(1,2) 400
@ F=(0,1)
@ G=(1,05)
@ H=(2,025) 300
@ 1-(3,013)
Texto
200
100
D E o [F G H
o o 7 s 5 A 3 2 1 o 1 2
-100

Fonte: o autor
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Caracteristicas:

e Dominio = R;
e Imagem = R7;
e f é decrescente;

e a curva passa pelo ponto (0, 1).

Numa fungao exponencial f(z) = a®, se a > 1, a funcao é crescente e, se 0 < a < 1, a

funcao ¢é decrescente e, em ambos os casos, é ilimitada superiormente.

As ideias desenvolvidas no estudo da fungao exponencial f(x) = a® podem ser aplica-
das em outras fungoes representantes de modelos matematicos, em que a varidvel aparece
no expoente de alguma poténcia, como no exemplo dado na introdugao de funcao expo-
nencial. Essas fungoes tem como gréficos curvas exponenciais semelhantes as apresentadas

nas situacoes acima.

Exemplos

1) Uma maionese mal conservada causou mal-estar nos frequentadores de um clube. Uma
investigagao revelou a presenca da bactéria salmonela, que se multiplica segundo a lei:
n(z) = 100 x 2**, em que n(x) é o nimero de bactérias encontradas na amostra de
maionese x horas apds o inicio do almogo e a é uma constante real.

a) Determine o ntimero de bactérias no instante em que foi servido o almogo.

b) Sabendo que apds 5 horas do inicio do almogo o nimero de bactérias era de 6400,
determine o valor da constante a.

¢) Determine o nimero de bactérias apds 10 horas da realizagao do almogo.

Respostas:

a) No instante em que foi servido o almogo, temos z = 0. Assim, n(z) = 100 x 2%* =
n(0) = 100 x 220 = n(0) = 100 x 2° = n(0) = 100 x 1 = n(0) = 100. Portanto, o
numero de bactérias na hora do almogo era igual a 100.

6
b) n(5):100><2"X5:>6400:1OO><2“X5:>64:25“:>26:25“:>5a:6:>a:5.

6

O valor da constante a é igual a = ou 1,2.
¢) n(z) = 100 x 2%% = n(10) = 100 x 26/°¥10 = n(10) = 100 x 2'2 =
n(10) = 100 x 4096 = n(10) = 409600.

Portanto, 10 horas apds o almoco, o niimero de bactérias na maionese era igual a 409600.
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Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 57: Fungao exponencial - exemplo 1 no WxMaxima

Arquivo  Editar  Célula Maxima Equagdes A\gebra Calcule  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda
IEMex K00 &0 >0 K]

? ($11) n(=) := 100%2" (a*x);
(30l) n(x):=1002%%

(%1i2) n(0);
(%¥02) 100

(%13) solve([6400 = 100%2~(5*a)l, [al)s
log(256)-2 log(2)

=

(%03) [a

51leg(2)

($14) %,numer;
(304) [a=1.2]

(%15) n(x) := 100%*2~(1.2%x);

(305) n(x):=1002%2%

(%i6) n(10);
(%06) 40%600.0

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “n(z) := 100 % 2" (a * x);”e tecle “shift enter”para definir a funcao n(z);
ii) Dé o comando “n(0);”e tecle “shift enter”para determinar o nimero de bactérias na
hora do almoco;

iii) Dé o comando “solve([6400 = 100 % 2" (5 * a)], [a]);”e tecle “shift enter”, determinando
o valor da constante a;

iv) Dé o comando “%, numer;”e tecle “shift enter”, determinando a forma decimal de a.
v) Dé o comando “n(x) := 100 * 2" (1.2 x x);”e tecle “shift enter”para definir novamente
a funcdo n(z);

vi) Dé o comando “n(10);”e tecle “shift enter”para determinar o nimero de bactérias 10

horas apds o inicio do almogo.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 58: Funcao exponencial - exemplo 1 no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgOes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

=

b Janelade Algebra [ Janela CAS P Janela de Visualizag3o 4
Funcao n(x) = 10072(a") nee)
@ n(x) = 100. 282
Lista - n(x)=2%-100
Paonto c
@ A={(0,100) 2 n(0) = 100*24(z*0)
@ B={1,229.74)
@ C=(2,527.8) = 100 =100 400
Texto

600

3 SolugBes[B400 = 100*24(a*5),a]

= {12} 200

4 n(10)
= 409600

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Dé o comando “n(z) = 100 % 2" (a * z)"e tecle “enter”, definindo a funcao n(z);

iii) Dé o comando “n(0)”e tecle “enter”para determinar o nimero de bactérias na hora
do almoco;

iv) Dé o comando “solugoes[6400 = 100%2"(5x%a)|, a]”e vd ao menu em “valor nimerico”,
determinando o valor da constante a;

v) Dé o comando “n(10)”e v4 ao menu em “valor nimerico” para determinar o nimero
de bactérias 10 horas apods o inicio do almoco.;

vi) V& ao campo de entrada, digite a fungdo “n(x) = 100 x 2°(1.2 x z) "e tecle “en-
ter”para que a funcao seja definida na janela de algebra e seu grafico apareca na janela

de visualizagao.

O exemplo a seguir foi retirado da referéncia [19].
2) O acidente do reator nuclear de Chernobyl, URSS, em 1986, langou na atmosfera grande

quantidade de is6topo radioativo estroncio-90, cuja meia vida é de 28 anos e a quantidade

restante N (t) pode ser calculada por N(t) = Ny X (%) P onde N, é a quantidade inicial
lancada, p é o periodo da meia vida e t é o tempo em anos. Supondo ser este isétopo
a Unica contaminacao radioativa e, sabendo que o local podera ser considerado seguro,
quando a quantidade de estroncio-90 se reduzir, por desintegragao, a 16 da quantidade

inicialmente presente, em que ano o local podera ser habitado novamente?

Resposta:

1 t/p
Pelas informagdes dadas temos que N(t) = Ny X (5) .

1 1 28
Queremos que N(t) = (1_6> x Ny. Assim, devemos ter: (E) x Ny = Ny X (—) 23 =
t t

1 1\ 928 1\* 1\ 928 t
— =1z ) == — =4 =4 x2 =112.
(16) (2) = (2) (2) = 7% =t X 28 =1

1
Portanto, para que a quantidade de estroncio-90 se reduza a 6 da quantidade inicial,
devem passar 112 anos. Assim, o local poderd ser habitado novamente, 112 anos apds o

acontecimento, ou seja, no ano de 2098.
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Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 59: Funcao exponencial - exemplo 2 no WxMaxima

Arquivo Editar Célula Maxima Equacdes Algebra Clculo Simplificar Grafico  Numérico  Ajuda

DEdexlabO @0 >0 @
f (2i1) solwe ([(1/16)=(1/2)"(t/28)],[t]);
28 log(16)
($01) [t=———TT7—
log(2)

($¥12) %,numer;
(302) [£=112.0]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “solve([(1/16) = (1/2)"(t/28)], [t]);”e tecle “shift enter”para determinar
o valor de t;
ii) Dé o comando “%,numer;”e tecle “shift enter”para determinar o valor simplificado de

t.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 60: Funcao exponencial - exemplo 2 no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A s ) . (2

» Janela CAS } Janela de Visualizagio (<
Soluges[116 = (1/2)'(28) N

;
In (16)
N {”' .n(z)}
{28In(16)/ In(2)}
In (16)
N {”‘ Inm}

3 112128

N(t) = Ny x (1/2)H?

-4

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Dé o comando “solugoes[1/16 = (1/2)"(¢/28),t]"e tecle “enter”, determinando o valor
de t;

iii) Faga “t/28”para obter o nimero de meias-vidas que devem ser passadas.

iv) Na janela de visualizagao, hd um grafico caracteristico da fungao em questao N(t) =
No * (1/2)"(t/28).
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2.7 FUNCAO LOGARITMICA

Motivagao

Um fazendeiro na época da seca faz confinamento de gado para o abate. Ele compra
e fecha o gado para o tratamento com uma média de peso de x arroubas e acha que o
negocio serd lucrativo se vendé-lo, quando estiver pesando, em média, 2z arroubas, ou
seja, o dobro do peso de quando o gado foi fechado. O fazendeiro comprou um gado
com média de peso de 10 arroubas, com capacidade de engorda de 15% ao més, e quer
saber quanto tempo deve tratar desse gado para que seja vendido com peso médio de 20

arroubas?

e inicio: Py = z;
e apoés 1 meés: P =2+ 0,152 =1, 15x;
e apés 2 meses: P, = 1,15z + 0,15(1,15z) = 1,15(1, 15z) = (1, 15)x;

e ap6s 3 meses: P = (1,15)%x + 0,15(1,15)%x = 1,15(1,15)%x = (1, 15)3z;

e apos n meses: P, = (1,15)"x.

Como queremos que o peso final seja o dobro do peso inicial, devemos ter :

P, =2x

dai,

(1,15)"z = 2x

(1,15)" =2

Assim, determinar o tempo necessario para que o gado atinja o peso desejado significa
resolver a equacao (1,15)" = 2, que nao é tao simples para resolvermos, usando os artificios
aprendidos em equacoes exponenciais. Precisamos determinar o expoente que deve ser
colocado na base 1,15 para obtermos como resultado 2. Ao expoente n, a ser colocado na
base 1,15 para obtermos 2, se deu o nome de logaritmo. Logo, podemos escrever:
(1,15)" =2 & log; 152 =n

Dai vemos que ha uma estreita relacao entre logaritmo e funcao exponencial.
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Até o século XVII, segundo [5], célculos envolvendo multiplicagdes e divisdes eram
bastante incomodos, em toda ciéncia que tratasse de medidas. O escocés John Napier ou
Neper (1550-1617) preocupou seriamente em simplificar esses calculos e, apés vérios anos
de pesquisa, publicou, em 1614, o resultado de seus estudos, apresentando ao mundo a te-
oria dos logaritmos. O principio bésico dos logaritmos é transformar uma multiplicagao
em adicao ou uma divisao em uma subtragao, pois adicionar ou subtrair ¢ normalmente
mais rapido que multiplicar ou dividir. A ideia de Napier era representar os nimeros
positivos como poténcias de um mesmo numero, formando, assim, as famosas tabuas de
logaritmos. Outro importante nome para a invencao dos logaritmos foi o suico Jobst

Biirgi (1552-1632), cujos trabalhos foram desenvolvidos individualmente.

Os logaritmos foram reconhecidos como uma invengao extraordindria, e teve um
impacto decisivo no desenvolvimento cientifico e tecnolégico. O astrénomo Kepler (1571-
1630) saudou essa invengao como uma bengao e empregou firmemente esse instrumento

nos célculos que o levaram a descobrir sua 3* lei planetaria (Lei dos Perfodos - Kepler).
Logaritmo
Definicao
Chama-se Logaritmo de um nimero positivo b, na base a, positiva e diferente de 1,
o expoente x que se deve elevar a para se obter b.
log,b=2<a"=b

Na sentenca log, b = z, temos que:

e b ¢ o logaritmando;

e a ¢ a base do logaritmo;

e 1 ¢ o logaritmo de b na base a.

As condigoes colocadas na definicao de logaritmo, de que a base deve ser positiva

e diferente de 1 e que o logaritmando deve ser positivo, sao suficientes para garantir a

existéncia e a unicidade do logaritmo. Observe as situacgoes abaixo:

e log; —9 deveria ser um unico numero z, tal que 3* = =9, o que é impossivel, pois

qualquer poténcia de base positiva € positiva.
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e log, 3 deveria ser um unico numero z, tal que 1* = 3, o que é impossivel, pois

qualquer poténcia de base 1 ¢é igual a 1.

e log; 1 deveria ser um tnico nimero z, tal que 1¥ = 1, porém existem infinitos valores

de = que satisfazem essa igualdade.

Se a base do logaritmo for 10, costuma-se omiti-la da sua representacao. Assim,

log,, b = log b (logaritmo decimal).

O conjunto dos logaritmos na base 10, de todos os nimeros reais positivos, é chamado
de sistema de logaritmos decimais. Esse sistema ¢ de grande importancia, devido ao fato
de as tabuas de logaritmos e as calculadoras trabalharem com essa base, que é também a

base do sistema de numeracao que utilizamos.

Outro tipo de logaritmo bastante utilizado em diversos fenomenos da natureza é o
sistema de logaritmos neperianos, nome dado em homenagem a John Napier. A base
desses logaritmos é o nimero irracional e = 2, 71828... | descomberto por Leonhard Euler
(1707-1783), que provou ser esse numero o limite de (1 + 5) quando x cresce infinita-
mente.

Notagao: log, b = Inb (logaritmo natural).

Consequéncias da Definicao

1*) log, 1 = 0, pois a® = 1, qualquer que seja a > 0 e a # 1.

22) log, a = 1, pois a* = a, para todo a >0 e a # 1.

3?) log, a™ = n, pois a™ = a", para todo a > 0 e a # 1 e para todo n.

42) @l°8a™ =m, com m >0,a>0ea# 1.

Justificativa: Seja log, m = x = a® = m. Substituindo x, temos a'°8™ = m.

e 5*) log, X =log, Y X =Y, com X >0,Y>0,a>0ea#1.

Justificativa: Se log, X =m elog,Y =mn, isto é, a™ = X e a” =Y, temos:
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i)log, X =log, Y =m=n=ad"=a"= X =Y.
i) X=Y=dad"=a"=m=n=log, X =log, Y.

Portanto, log, X =log, Y © X =Y, com X >0,Y >0,a >0e¢a# 1.
Propriedades operatorias dos logaritmos
Logaritmo de um produto

O logaritmo, em qualquer base a (a > 0 e a # 1), de um produto de dois niimeros

positivos, é igual a soma dos logaritmos, nessa base, dos fatores.
Sea>0,a#1,b>0ec>0,entao log,(b x ¢) =log, b+ log, c.

Demonstracao: Fazendo log,b = x e log, c = y, temos a® = b e a¥ = c. Substituindo

em log, (b X ¢), temos: log,(a” x a¥) = log, a®*™¥ =z +y = log, b + log, c.
Logaritmo de um Quociente

O logaritmo, em qualquer base a (a > 0 e a # 1), de um quociente de dois niimeros

positivos, é igual a diferenca entre os logaritmos, nessa base, do dividendo e do divisor.
. b
Sea>0,a#1,b>0ec>0,entao log, | - | =log, b — log, c.
c

Demonstracao: Fazendo log,b = x e log, ¢ = y, temos a® = b e a¥ = c. Substituindo

b x

em log, (—>, temos: log, (a_y) =log,a” ¥ =x —y =log,b—log,c.
c a

Logaritmo de uma poténcia

O logaritmo, em qualquer base a (a > 0 e a # 1), de uma poténcia de base positiva e
expoente real, é igual ao produto do expoente pelo logaritmo , na base a, da base dessa

poténcia.
Sea>0,a#1,b>0ekcR, entao log, b* = k x log, b.

Demonstragao: Fazendo log, b = z, temos b = a*. Substituindo em log, b*, obtemos:

log, b* = log,(a®)* = log, a** = kx = k x log, b.
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Mudancga de base de um Logaritmo

log, k

Sendok>0,b>0,a>0,b;élea;él,entéologbk:log 5

Demonstracao: Fazendo log, k = p, log, k = q e log, b =r, temos que: ¥ =k, a? =k e

a” = b. Fazendo substitui¢oes temos k = a? = 0P = (a")? = a’P. Se a? = a’?, entdo q = rp

log, k
edaip:goulogbk: Sa®
r log, b
Nessa propriedade de mudanca de base, fazendo k£ = a, temos um caso importante, ou
seja,
log, a 1 . o o
log, a = = . Assim, quando existirem log, b e log, a, estes serao numeros
log, b log, b
Inversos.
1 L 1 x log, b=1
0g, a = ou log, a x log, b= 1.

Agora podemos responder a pergunta feita pelo fazendeiro na motivacao para calcular
o tempo que deve tratar do gado que quer engordar para vender com o peso desejado.
Com o auxilio de uma tabua de logaritmos ou uma calculadora cientifica, e usando a

equacao encontrada no texto, temos que:

(1,15)" = 2 = log; ;52 = n. Fazendo uma mudanga nesse logaritmo para a base 10,
temos:

_ log2 _0,3010299

S - N kAN 1)
"Tlogt,15 "7 0,0606978 T

Portanto, para que o gado seja vendido com peso médio de 20 arroubas, o tempo de

engorda deve ser de 4,959 meses, ou seja, aproximadamente 5 meses.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 61: Calculo de logaritmo no WxMaxima

Arquivo  Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda
= 7. oL o —
Im¥ox 00| >o | @

(311) a:log(2), numer;
($c0l) 0.65314718055585

(%315) b:log(1l.15), numer;
($05) 0.139%7619423751¢

(316) n:a/b, numer;
($06) 4.955484454640391

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “a : log(2), numer;”e tecle “shift enter” para determinar o valor de log(2);
ii) Dé o comando “b : log(1.15), numer;”e tecle “shift enter”para determinar o valor de
log(1,15);

iii) Dé o comando “n : a/b, numer;”e tecle “shift enter”para determinar o valor de n =

log(2)/log(1.15).

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 62: Célculo de logaritmo no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
=]
L

n =log(2Mog(1.15)

n=1In(2)/In{22/20)
= n=4.96

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;
ii) Dé o comando “n = log(2)/log(1.15)"e tecle “enter”, determinando o valor de n;
iii) V4 até a barra de ferramentas em “calcular valor numérico” para determinar a forma

mais simples do valor de n.
Funcao Logaritmica

Em nosso cotidiano e no universo cientifico, temos varios problemas que relacionam
grandezas que crescem ou decrescem através do produto por taxas constantes e seus es-
tudos exigem o conhecimento das fung¢oes exponenciais e logaritmicas que sao explorados
em varios assuntos, como, por exemplo, para calcular os juros em uma aplicacao ou a
depreciacao de um bem para economistas fazerem previsoes, para gedlogos estudarem po-
pulagoes, bidlogos avaliarem crescimento de culturas bacteriologicas, quimicos estimarem

o tempo de duragao de substancias radioativas, entre outros.

Definicao

Chama-se fungao logaritmica toda funcao f: R} — R, tal que f(x) = log, z, em
que a é um nimero real, positivo e diferente de 1. Se a base a > 1, f(x) é crescente e se

a base 0 < a <1, f(x) é decrescente. Observe o grafico da funcao f(x) = log, .
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Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 63: funcao logaritmica

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
N . 2 =]
‘%.7
b Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizacio =
Funcio MW v~ ‘D
log 1o (x)
o f(x) =
logiq (L.7) 4
- Nimere f(x) = leg, x
W oa=1T
Texto 2
0
3 2 4 [ 8 10 12 14 15 18
2 4
4 éW 7
A

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao campo de entrada, digite “Funcao[lg(x) / lg(a), 0, 10] "e tecle “enter”;

[P

ii) Em seguida, aparecerd uma janela para criar controle deslizante para a base “a”e o
grafico da funcao ird aparecer na janela de visualizacao, onde podemos variar a base e
observar o comportamento do grafico;

iii) Para definir o intervalo de variacao de “a”’no controle deslizante, clique com o lado
direito do mouse, va em “propriedades”, “controle deslizante’e defina o intervalo de va-

riagao desejado.

Agora, vamos construir o grafico de duas fungoes particulares, sendo f(x) = logsx

1
com base a = 2 e g(x) = log /1\ = com base a = 5

2

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 64: funcao logaritmica crescente e decrescente

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

=

}» Janela de Algebra [ | P Janela de Visualizagio
Fungao

logys (x) 3

e f(x) =

H log10(2)

X

Lo s = ) |
logg (3) f(x) =log,x, base a>1 fungdo crescente.
- Ponto
@ A=(1,0)
~0 B=(1,0
Texto

g(x)=log, ,X, 0< a<1fungao decrescente

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) V& ao campo de entrada, digite “Funcaollg(z)/lg(2),0,00] e tecle “enter”, para que a
funcao seja definida na janela de algebra e plotada na janela de visualizacao;

ii)V4 ao campo de entrada, digite “Funcao[lg(z)/lg(1/2),0,00] e tecle “enter”, para que
a fungao seja definida na janela de algebra e plotada na janela de visualizagao;
iii)Observe que f(z) tem a base do logaritmo positiva maior que 1, portanto, é crescente e
g(x) tem a base do logaritmo positiva entre 0 e 1, portanto, é decrescente e ambas passam

no ponto (1, 0).

Exemplos

1) A quantidade de uma droga no sangue reduz-se a 25 % da quantidade inicial, apds 2
horas da sua administracao. Admitindo-se que o decaimento da quantidade dessa droga
no sangue, apés ¢ horas, é exponencial e dada por Q(t) = Qo X a', sendo Qg a quantidade
inicial, pergunta-se:

a) qual é o valor da constante a?

b) que porcentagem de droga resta no sangue apds 3 horas da sua administragao?

¢) em quanto tempo a quantidade de droga no sangue se reduzird a 1 % do valor inicial?

Respostas:

25100 x Qo = 1
4

a) Para t = 2, a quantidade de droga se reduz a 25 % de @y = X Q.

Assim, temos:

Q(t) = Qo x a'
(2) = Qo x a?

X Qo = Qo x a®

= =0

S
Il

i O

a=4/—,poisa >0

W

a =

N | —

0
Portanto a fungao ¢ do tipo Q(t) = Qg X (5) :
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b)Para t = 3, temos:

Q(3) = Qo x (%)3

1

Q(3) = Qo (g)

Q(3) = Qo x 0, 125.
Apés trés horas, a quantidade restante de droga no sangue é igual a 12,5 % da quantidade

inicial Q.
¢) Queremos saber o tempo necessario para a droga se reduzir a 1 % de @y, ou seja,
1
— | X Q.
(100) @

1 t
Q=< (3)
1\* 1
Qo X (5) = <ﬁ) X Qo
N (L
2)  \100
Aplicando logaritmo em ambos os membros da equagao, temos:
1\' 1
1 - =1 — ).
5 (3) = (1m)
1 1
1 — | =1 —
t X 0g(2) Og(lOO)

t x (log1 —1log2) =log1 — log 100
t xlogl—txlog2=0—log10?
tx0—txlog2=—-2xlogl0

—txlog2=-2x1

—t X log2 = =2

‘ -2
—log 2

L 2
log 2

‘ 2
0,301029

t =6,643.

Portanto, a quantidade de droga se reduzird a 1 % da quantidade inicial depois de passadas

6,643 horas, ou seja, aproximadamente 6 horas e 39 minutos.
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Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 65: Funcao logaritmica - exemplo 1 WxMaxima

Arquivo Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Célculo Simplificar Gréfico Numérico  Ajuda

LEdexldDol@el>o |@
r (%11) solve([1/4%*Qo = Qo*a~2],[al):

o 11
(%01) [a—*;,a—;J

(312) Q(t) = Qo*(1/2)"t;

oo
(%02) t)=—
ot

(313) Q(3)= Qo/2"3;

go
(203) @3)=—-

(%i4) %,numer;
(%04) Q(3)=0.125 0o

r (%15) solve([t = log(1/100)/log(1/2)1,[t]1):

log(100)
(%05) [t=

log(2)

(%i6) %,numer;
(306) [t=6.643856189774725]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “solve([1/4 % Qo = Qo * a"2],[a]);”e tecle “shift enter”para determinar o
valor de a;

ii) Dé o comando “Q(t) = Qo * (1/2)"t;”e tecle “shift enter”para definir a fungo;

iii) Dé o comando “Q(3) = Qp/2"3;”e tecle “shift enter”para determinar o valor de Q(t)
para t = 3;

iv) Dé o comando “%, numer;”para obter o resultado de forma simplificada;

v) Dé o comando “solve([t = log(1/100)/log(1/2)],[t]);”e tecle “shift enter”para deter-
minar o valor de ¢ para o qual a quantidade de droga se reduzird a 1% da quantidade

inicial.
Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 66: Funcao logaritmica - exemplo 1 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opges Feamentas Janela Ajuda

15 7. ~
B
MIE T

Q)= Qo"at

’
. Q)=Qoa'

SolugBes[1/4*Qo = Qo*a*2, 3]

{ 1 1} {1)i2,112

272

Q[3)= Q011203

- 0(3)=% Qo

a@3)=1/800
= Q(3)=0.13Qo

t=log10(1/100Mlog10{1/2)

5 _ In(100)
-t= In(2)

t=1n(100) 4 In(2)
= t=6.64

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Dé o comando “Q(t) = Qo * (a) t"e tecle “enter”para definir a funcao;

iii) Dé o comando “solugoes[1/4 * Qo = Qo * a"2,a]”e tecle “enter”, determinando o valor
de a;

iv) Dé o comando “Q(3) = Qo * (1/2)"37e tecle “enter”para determinar a quantidade de
droga para t = 3;

v) V& até a barra de ferramentas, em “calcular valor numérico”, para determinar a forma
mais simples do valor de Q(3);

vi) Dé o comando “t = log10(1/100)/log10(1/2)”e tecle “enter”para determinar o valor

de ¢, para que a quantidade de droga seja 1% da quantidade inicial.

2) Um médico pediatra fez uma pesquisa sobre o crescimento das criangas de 0 a 12 anos
de uma cidade. Apds longos estudos, verificou que a altura média h (em metros) é dada
por h(t) = log(10%™ x /t), em que t é a idade (em anos) da crianca. Baseado nesses

estudos, qual é a altura média de uma crianca dessa cidade que tem 10 anos de idade?
Resposta:

Sendo t = 10, temos que h(10) = log(10%™ x v/10) = h(10) = log(10%™ x 10°°) =
h(10) = log(10%*?). Chamando-se esse logaritmo de x, temos que log;,(10?%) = z =
10° = 104* = 2 = 1,29. Logo h(10) = 1,29. Portanto, uma crianga de 10 anos, nessa

cidade, tem uma altura média de 1,29 metros, ou seja, 1 metro e 29 centimetros.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 67: Funcao logaritmica - exemplo 2 WxMaxima

Arquivo Editar Célula Maxima Equacdes Algebra Célculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda
= 7 e [ 8 — ~
ledaex 00 &e(>o @

(2i1) h(t) := logl0((10~(79/100))*t~(1/2});
(301) h(t):=logl0(1073/100 £1/2,

(2i2) h(10);:
(302) logl0(10128/100)

(%$13) log(1l0~(12%/100))/logl0;
123 log(10})
100 logl0

(%03)

(¥14) 12%/100, numer;
(%04) 1.29

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “h(t) := log10((107(79/100)) xt"(1/2));”e tecle “shift enter” para definir
a funcao da altura;

ii) Dé o comando “h(10);”e tecle “shift enter”para calcular a altura de uma crianca com
10 anos;

iii) Usando as propriedades de logaritmo e dando o comando “%, numer”, obtemos o valor

numérico de h(10).

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 68: Fungao logaritmica - exemplo 2 GeoGebra
Aol -l e e

hit) = lag10((1040.78)"4({1/2))

1 In (\/t_ [101ﬂn)?g)

T = in(10)

h(10) = log10((10"0. 73y 10"(1/2)}

2 In (\/ITJ (lﬂian)?u)

S = In(i[l) ’ 4

h(10) = In(sqrt(10) (104(1 £ 100))7%) /In(10}

- h(10)=1.29

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;
ii) Dé o comando “h(t) = log10(1070.79) x t"(1/2))”e tecle “enter”para definir a fungao;
iii) Dé o comando “h(10) = log10(10°0.79) %« 10" (1/2))"e tecle “enter”, determinando a

altura de uma crianca com 10 anos nessa cidade.

3) Um motorista ingeriu uma quantidade consideravel de alcool, que atingiu o nivel de
0,39 miligrama por litro de ar. Considerando que essa quantidade de alcool por litro de ar
decresce de acordo com a férmula N(x) = 0,39 x (0,5)*, em que x é o tempo medido em
horas a partir do momento em que o nivel foi constatado, quanto tempo esse motorista

deve esperar para que o nivel de alcool por litro de ar seja inferior a 0,05 mg?

Resposta:

O nivel de dlcool desse motorista é dado por N(z) = 0,39 x (0,5)". Queremos que essa

quantidade seja menor que 0,05. Assim, temos:

1\* 0,39 0,39
0,39 x (5) < 0,05 = (2—00) < 0,05 = log (2—> < log0,05 =
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log 0,39 — log(2)* < log0,05 = log0,39 — z x log(2) < log0,05 =

log 0,05 — log 0, 39
log 2 '

—x x log(2) <log0,05 —1log0,39 = —z <

Usando uma tabela de logaritmos ou uma calculadora que faz esses calculos, temos que:

—1,301 — (—0,408)
—x < = —r<—-2,9 =2 > 2, 96.
* 0,301 . ’ v

Portanto, o motorista deve esperar pelo menos trés horas, para que a quantidade de alcool

por litro de ar seja menor que 0,05.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 69: Célculo com funcoes

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

=

» Janela de Algebra P Janela CAS » Janela de\hsnallzagan (]

. Fungio 10g10(0.39) - log10(0.05))log ! N(x)

L@ N(x) = 0.30. 0.5° , =(10g10(0.39) - log10(0.05)Mog 1| o4
Ponta In(20) +1In (1!09")

L@ A={2.96,0.05) -oX= W
Texto

N(r) =0,39 x (0,5)"

2 x=(In(20) +In(39 1 100)) / In(2) 02
= x=2.96

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V& ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Dé o comando “z = (log10(0.39) — log10(0.05))/logl0(2)"tecle “enter”e, em seguida,
va até a barra de ferramentas, em “calcular valor numérico”, para determinar x para que
N(z) seja igual a 0.05;

iii) Na janela de algebra, digite a fungao “N(z) = 0.39 % (0.5)"z”e o ponto encontrado

“(2.96, 0.05)”e ambos aparecerao na janela de visualizacao.
Funcao Logaritmica e fungao Exponencial

Dado um numero real qualquer b, positivo e diferente de 1, temos:
I) Para todo nimero real positivo z, existe um tnico ntimero real y, tal que y = log, .
IT) Para todo ntimero real y, existe um unico nimero real positivo x, tal que y = log, .
As condigoes (I) e (IT) mostram que a fungao y = log, x é uma correspondéncia biunivoca
entre os conjuntos R e R e, portanto, essa funcao admite inversa, que pode ser encontrada

substituindo = por y e y por z, obtendo-se: z = log,y = y = b*. O grafico da funcao



83

logaritmica e de sua inversa é simétrico em relacao a reta r, bissetriz dos quadrantes

impares.

Exemplo

Observe o comportamento das fungoes inversas, representadas por y = logsz e y = 3%,
x

3

3

. 1
ambos crescentes e simétricos e também das fungoes inversas y = log (1> T,y = (— ,

ambos decrescentes e simétricos através de seus graficos.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 70: Funcoes inversas
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

b Janela de Algebra
Funcdo

anela de Visualizagao &

_ loggs(x) p(x) = (113)*x 9(x) =3*{x}
® =)
®gx)=F
log1, (x)

® hix) = T
'UELU‘.;.‘

o= ()

Texto

f(x) = logs x

4 h{x)=log, 5 x

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V& ao campo de entrada, digite “Funcaollg(z)/lg(3),0,00] e tecle “enter”, para que a
funcao seja definida na janela de algebra e plotada na janela de visualizacao;

ii) De forma idéntica, plotamos as demais fungoes, sendo uma de cada vez.

2.8 PROGRESSAO ARITMETICA

Motivagao

Uma senhora entrou em um supermercado de olho nas promocoes e logo percebeu que
o extrato de tomate de sua preferéncia estava com preco bom e estavam empilhados em
forma de torre. Ela percebeu que, de cima para baixo, as filas de latas apresentavam um

padrao:
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e duas latas na fila mais alta;
e cinco latas na fila seguinte;

e oito latas na terceira fila e assim por diante.

Logo, veio a mente da senhora algumas perguntas: quantas latas tem na 25* fila que é a
ultima? Quantas latas tem no total, formando essa torre?

Podemos observar que a sequéncia do nimero de latas é dada por: (2, 5, 8, 11, 14, ...).
Nesta sequéncia de niimeros, percebemos que cada niimero, a partir do segundo, é igual ao
numero anterior somado com um numero constante igual a 3. Essa sequéncia representa

um caso particular de progressao aritmética.
Definicao

Progressao Aritmética (PA) é toda sequéncia numérica (ai, ag, as, aq, as,...), em
que cada termo, a partir do segundo, é igual a soma do termo precedente com uma

constante r. O nimero r é chamado de razao da progressao aritmética.

As progressoes aritméticas podem ser classificadas em crescentes, decrescentes ou cons-

tantes.

Crescente: cada termo, a partir do segundo, é maior que o termo antecedente. Para

isso, sua razao deve ser positiva.
Exemplo
(5, 11, 17, 23, 29, 35, ...) é uma PA crescente e infinita de razao r = 6.

Decrescente: cada termo, a partir do segundo, é menor que o termo antecedente. Para

isso, sua razao deve ser negativa.

Exemplo

(13,9, 5, 1, -3, -7) é uma PA decrescente e finita de razao r = —4.

Constante: todos os seus termos sao iguais. Para isso, sua razao deve ser nula.
Exemplo

(2,2,2,2,2, ...) é uma PA constante e infinita de razao r = 0.
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Foérmula do termo geral de uma Progressao Aritmética

De acordo com a definicao de uma progressao aritmética de termos aq, as, as, as, as, ...
temos que:

® 9y =a;+7r

® a3 =a9+7T

® ay=az+r

® (s =a4+T

® (p 1 =0p2+T

® 4, =0ap_1+7T

Somando membro a membro, essas n — 1 equagoes, temos que:

azt+aztag+as+...+ap1+a,=a1+a+a3t+ag+ ... +ap 1 +Fr+r+r+..+7

(n - 1) parcelas

Cancelando vérios termos, em ambos os membros, encontramos:

an,=a;+(n—1) xXr

Essa relacao é chamada de férmula do termo geral de uma P.A. e possibilita calcular

qualquer termo a, da progressao aritmética, desde que sejam conhecidos a; e 7.

Voltando na pergunta feita pela senhora sobre quantas latas de extrato havia na 25*
fileira da torre, como sabemos que a; = 2 e r = 3, temos:
apb=a;+(n—1)xr
asp =2+ (25—-1)x3
as =2+ (24) x 3
Qo =2+ 72
Qo5 = 74

Portanto, na 25* fileira da torre de extrato de tomate, havia 74 latas.
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Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 71: Respondendo a pergunta da senhora no WxMaxima

Arquivo  Editar Célula Maxima EquagBes Algebra Célculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda
I = e | 8 = -
ledaoxd00l&Ee(>o |@

($i1) solve([a_25 = 2 + (25-1)*3], [a_25]):
(301) [a 25=74]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “solve([a_25 = 2+ (25 — 1) * 3|, [a_25]);”e tecle “shift enter”para resolver

a equacao e determinar o valor de ass.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 72: Respondendo a pergunta da senhora no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
15 7, . ~ )
E
) F
T o otH

a_{25}=2+(25-1)*3
1

- ay=T4

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V& ao menu, em “exibir”, ”janela CAS”;
ii) Digite a equacao “a_{25} =2+ (25 — 1) * 37, e tecle “enter”para resolver a equagao e

determinar o valor de ass.

Outros exemplos

1) Determine a quantidade de multiplos de 5 compreendidos entre 101 e 4597

Resposta:

A partir de 101, o primeiro multiplo de 5 é 105, que iremos chamar de a;. Como os
multiplos de 5 variam de 5 em 5, entao r = 5. O 1ltimo multiplo de 5 antes de 459 ¢é
455, que representa o enésimo termo da progressao, ou seja, a,. Com essas informagoes,
podemos determinar o niimero de termos da nossa progressao, usando a férmula do termo
geral.

ap=a;+(n—1)xr

455 =105+ (n — 1)5

455 — 105 =5n —5
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350 +5 = 5n

Bn = 355
355

5
n ="T1.

Portanto, entre 101 e 459, ha exatamente 71 multiplos de 5.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 73: Termo geral - exemplo 1 no WxMaxima

Arquivo  Editar  Célula Madima Equagéies Algebra Calculo  Simplificar  Gréfica  Numérico  Ajuda

Ed ekl D0/ 60> o @
($1i1) solve([455=105+(n-1)*5], [n]l):
(%0l) fn=71]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “solve([455 = 105+ (n — 1) *x 5], [n]);”e tecle “shift enter” para resolver a

equacao e determinar a quantidade de multiplos de 5 entre 101 e 459.

Explorando atividade no software GeoGebra

Figura 74: Termo geral - exemplo 1 no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
15 7. ~ - )
v £
ToT o

1 Solucies[455=105+(n-1)"5, n]

S

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;
ii) Dé o comando “solugoes[455 = 105 + (n — 1) % 5,n|”e tecle “enter”para resolver a

equacao e determinar a quantidade de multiplos de 5 entre 101 e 459.

2) Numa rodovia existem dois telefones no acostamento, sendo um no quiléometro 4 e
outro no quilometro 89. Entre eles serdao colocados mais dezesseis telefones, mantendo-se
entre dois telefones consecutivos sempre a mesma distancia. Determine em quais marcos

quilométricos deverao ser instalados os novos telefones.
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Resposta:

Assim, ao final, teremos 18 telefones instalados ao todo, sendo o primeiro no quilometro
4,0u seja, a; = 4 e o tltimo no quilometro 89, ou seja, a,, = a1 = 89. Pela férmula temos

que:
apb=a;+(n—1)xr

89 =4+ (18 — 1)r

80 — 4 = (17)r

17r = &85
_

"T 7

r =2>h.

Dessa forma, concluimos que os telefones devem ficar distantes um do outro em 5Skm.
Portanto, os telefones deverao ser instalados nos quilometros: 9, 14, 19, 24, 29, 34, 39,

44, 49, 54, 59, 64, 69, 74, 79 e 84.
Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 75: Termo geral - exemplo 2 no WxMaxima

Arquivo  Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar  Gréfico  Numérico  Ajuda

D@Fex ol e >o |®
(%11) solwve ([89=4+(18-1)*r], [r]l):
($%01) [r=5]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “solve([89 = 4 + (18 — 1) % r|, [r]);”e tecle “shift enter”para resolver a

equacao e determinar a que distancia os telefones devem ficar um do outro.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 76: Termo geral - exemplo 2 no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
; &
1 7, - -~ 3 [,
E D
) ) F
Tor o

1 | Solugbesi8e=4+(18-1yr,1]

SHENT 3

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;
ii) Dé o comando “Solugoes[89 = 4+ (18 — 1) xr,7]”e tecle “enter”para resolver a equagao

e determinar a que distancia os telefones devem ficar um do outro.

3) Trés nimeros estdao em progressao aritmética, de tal forma que a soma entre eles é 30

e o produto é 640. Calcule esses trés ntimeros.

Sendo aq, as e ag, esses trés numeros em P.A., vamos representd-los por: a; = = — r,
o =T eas =2 +T.

Pelas informacoes dadas no problema podemos escrever:

(x—r)+x+(x+r)=30e(x—r)xxzx(x+r)=0640 = 3x =30 = x =10 e que
2(2? — %) = 640 = 10(102 — r2) = 640 = 1000 — 1012 = 640 = 10> = 360 = 1> = 36 =
r = *£0.

Se r =6, temos: a; =4, ap =10 e az = 16

Se r = —6, temos: a; = 16, a; = 10 e a3 = 4.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 77: Termo geral - exemplo 3 no WxMaxima

Arquivo  Editar  Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar  Gréfico  Numérico  Ajuda

fEdex 00k e >o @
(311) algsys ([ (x-r)+x+(x+r)=30, (x-r)*x*(x+r)=640], [x,r]);
(301) [(x=10,r=-6],[x=10,r=6]]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “lisolve([(x — ) +x+ (z+7r) = 30, (x —r) *xx * (x + 1) = 640], [z, 7]);"ou
“algsys([(x — r)+xz+ (x +7r) = 30,(x —r) xz x (x + 1) = 640], [x,7]);"e tecle “shift
enter”para resolver o sistema de equagoes e determinar as possibilidades para o niimero

T € arazao r.
Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 78: Termo geral - exemplo 3 no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
15 7, - -~ ;
E D
) o
R 1

SolugBesHx-ri+x+{e+r)=30, (-r&e (=640}, ]

:
. 10 6 )
7T L1 -6

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;
ii) Dé o comando “Solugoes[(x — 1)+ 2 + (x+ 1) =30, (z —r) *x * (x + 1) = 640, 2,7]"e
tecle “enter”para resolver o sistema de equagoes e determinar as possibilidades para o

nimero z € a razao r.

Foérmula da soma dos n termos de uma P.A. finita

Propriedade: Numa P.A. finita, a soma de dois termos equidistantes dos extremos é

igual a soma dos extremos.

Exemplo

Na P.A.5,7,9,11,13,15,17,19,21 e 23, temos que: 5+23=7+21=9+19=11+17 =
13 + 15. De maneira geral, temos que: a; +a, = as+ ap_1 = a3+ Gyp_o =

Consideremos, entao, uma P.A. de termos a1, as, as, a4, ..., Gp_3, An_2, Ap_1, A, € S, &

soma dos termos dessa P.A. Assim temos:

S,= a1 +tay+az+as+ ...+ a3+ ap_2+ ap_1+ ay,
Sp= ap+ Qp_1+an_2+ a3+ ..+as+a3+as+a;
Somando essas duas equac¢oes membro a membro, obtemos:

2x S, = (a1+ay)+ (a1 +a,)+ ...+ (a1 +a,) + (a1 +a,) =

(& J
-

(n parcelas)

2xS, = nx(a+a,) =

em que:

ay € o 1° termo da P.A_;
e a, é 0 enésimo termo da P.A.;
e 1 é o numero de termos da P.A.;

e S, ¢é asoma dos n termos da P.A..
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Agora podemos responder a 2% pergunta feita pela senhora no inicio do texto, em que
ela questionou quantas latas no total havia naquela torre com 25 fileiras. Com o auxilio

da férmula acima e sabendo que a; = 2 e que ags = 74, temos:

S :nxw
" 2

2+ 74
525:25X%
525:25><@

2
525:25><38
Sos = 950.

Portanto, na torre formada por latas de extrato e observada pela senhora no supermercado,

havia um total de 950 latas, distribuidas em 25 fileiras.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 79: Respondendo a 2* pergunta da senhora no wxMaxima

Arquive Editar Célula Maxima Equagfes Algabra Célcule  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda

@ e DA & 0> o @
(%$11) solve([5_25225“(2+74)./2], [5_251);
(%01) [5725=950j

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “solve([S_25 = 25%(2+4-74) /2], [S_25]);”e tecle “shift enter”, determinando

o total de latas nas 25 fileiras da torre.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 80: Respondendo a 2% pergunta da senhora no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda
. r
1 7, . - 3 L
E D
] Sy o
M T

4 | Solughes[S_{25} = 25*(2+74)2, 5_{25}]

3|~ {950}

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;
ii) Dé o comando “Solugbes|[S_{25} = 25%(2+474)/2,S_{25}]"e tecle “enter” determinando

o total de latas nas 25 fileiras da torre.

Outro exemplo

Dois romeiros partem de um mesmo ponto em dire¢ao a uma romaria. O 1° romeiro anda
sempre 10 km por dia, enquanto o 2° romeiro anda 5 km no 1° dia e a partir dai a cada
dia ele anda 0,5 km a mais do que no dia anterior. Verifique depois de quantos dias o 2°

romeiro alcancara o 1° romeiro.

Resposta:

Sabemos que o 1° romeiro anda todos os dias um valor constante, assim temos:
1° romeiro: a; =10, a, =10e S, =10 x n
(a1 + ap)

2
Como pretendemos descobrir depois de quantos dias os dois terao andado a mesma

2° romeiro: a3 =5, ap, =a1+(n—1) xre S, =nx

distancia, devemos ter uma igualdade entre os .S,,. Assim,

-1
nx(a1+a”):10xn:>n><<5+a1+<n ) xr)

2 2
y 5+5+(n—1)x0,5)

=10xn =

(1040,5x n—0,5)

5 =10xn =nx 5 =10xn =
10n +0,5n% —0,5n = 20n = 0,5n% — 10,50 =0 =
10,5

n=0o0u0,bn—-10,5=0 = n = = n=21.

0,5
Portanto , depois de 21 dias de caminhada, o 2° romeiro alcancard o 1° romeiro.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 81: Termo geral - exemplo no WxMaxima

Arquive Editar  Célula Maxima Equacdes Algebra Calculo  Simplificar Grafico  Numérico  Ajuda

D@3 oxlsnDl&e>o |@
(%$i1) solve([10%n + 0.5%*n"2 - 0.5%n = 20%n], [n]);
rat: replaced -10.5 by -21/2 = -10.5

rat: replaced 0.5 by 1/2 = 0.5
(%0l) [n=0,n=21]
Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “solve([10 x n + 0.5%xn"2 — 0.5 *x n = 20 * n|, [n]);”e tecle “shift enter”,
determinando as possiveis solucoes da equacao. O valor positivo determina depois de

quantos dias o 2° romeiro alcancard o 1° romeiro.
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Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 82: Termo geral - exemplo no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcides Ferramentas Janela Ajuda
15 7. ~ - ]
B D
) ¥ o
T T

1 Soluches[n*(10 + 0.5%n - 0.5)(2 = 10%n, n]

oL {021}

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;
ii) Dé o comando “Solugoes[n * (10 4+ 0.5 x n — 0.5)/2 = 10 x n,n]”e tecle “enter”, deter-
minando as possiveis solugoes da equagao. O valor positivo determina depois de quantos

dias o 2° romeiro alcangara o 1° romeiro.

2.9 PROGRESSAO GEOMETRICA

Motivagao

Um jovem com algumas dividas chegou em um senhor que possuia reservas em dinheiro
e lhe pediu uma quantia de R$10 000,00 emprestado por um periodo de alguns dias. O
senhor disse a ele, The empresto os R$10 000,00 para que me pague durante quinze dias,

da seguinte forma:

e no 1° dia, pague-me R$1,00;
e no 2° dia, pague-me R$2,00;
e no 3° dia, pague-me R$4,00;

e no 4° dia, pague-me R$8,00,

e, assim, sucessivamente, de tal forma que em cada dia, o pagamento seja o dobro do
pagamento do dia anterior. O jovem, na ansia em conseguir o empréstimo e achando o
negdécio interessante por aparentar muito pequenas as primeiras parcelas, nao pensou duas
vezes e logo fechou o negécio. Quando chegou em casa, algumas horas depois, o jovem
pensando no negocio que havia feito, fez os seguintes questionamentos: sera quanto vou
pagar ao senhor no 15° dia? Quanto vou pagar ao todo nos 15 dias pelo empréstimo que
fiz?
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Podemos observar que a sequéncia de pagamentos é dada por: (1, 2, 4, 8, 16, 32, ...). Nesta
sequéncia de nimeros, percebemos que cada nimero, a partir do segundo, ¢ igual ao termo
anterior multiplicado por um nimero constante igual a 2. Essa sequéncia representa um

caso particular de progressao geométrica.
Definicao

Progressao Geométrica (PG) é toda sequéncia numérica, de termos nao nulos,
(a1, as,as,aq,as,...) em que cada termo, a partir do segundo, é igual ao produto do
termo precedente com uma constante ¢g. O ntimero ¢ é chamado de razao da progressao
geométrica.

(ay,a9,a3, ...,an_1,ay,,...) ¢ uma P.G. < a, =a,_1 Xq, n>2

As progressoes geométricas podem ser classificadas em crescentes, decrescentes, cons-

tantes e alternantes.

Crescente: cada termo, a partir do segundo, é maior que o termo antecedente. Para que

isso ocorra é necessario e suficiente que a; >0eg>1loua; <0el<g< 1.
Exemplo

(5, 10, 20, 40, 80, 160, ...) é uma PG crescente e infinita de a; = 5 e razdo ¢ = 2.

Decrescente: cada termo, a partir do segundo, ¢ menor que o termo antecedente. Para

que isso ocorra € necessario e suficiente que a; >0el0<g<loua; <0eq>1.

Exemplo

11 1
(8,4,2,1, o1 Z_L) é uma PG decrescente e finita de razao g = 5

Constante: todos os seus termos sao iguais. Para isso, sua razao q deve ser igual a 1.
Exemplo

(7,7,7,7,7,...) é uma PG constante e infinita de razao q = 1.

Alternante: se cada termo tem sinal contrario ao do termo anterior. Para isso, sua razao

q deve ser negativa.
Exemplo

(3, -6, 12, -24, 48, ...) é uma PG alternante e infinita de razao ¢ = —2.
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Numa P.G. de termos nao nulos, temos que:
(45} as ay Ap,

ai a2 as an—1

Média Geométrica

A média geométrica simples de dois niimeros nao negativos é a raiz quadrada

nao-negativa do produto deles.

A média geométrica esta relacionada com os termos de uma P.G. Sabemos que em

uma P.G. de razao ¢, temos: a,, = a,_1 X ¢ € que a,11 = a, X q.

, ap, Qp+1
Dai, ¢ = = = (an)? = an_1 X Gpy1.
Ap—1 anp

Esta tultima igualdade ¢ valida também para termos nulos e, a partir dela, temos:

‘ Qnp, | = V0p—1 X Ap41

Portanto, em toda P.G., o valor absoluto de cada termo, a partir do segundo, é a média

geométrica do termo anterior e do posterior.

Foérmula do termo geral de uma Progressao Geométrica

De acordo com a definicao de uma progressao geométrica de termos ay, as, as, ay, ..., Gp_1, Ay, ...

temos que:

® (9 =a1 X ¢
® a3 = Qg X ¢
® a4 = agz X (¢

® (5 — ay X (¢

® (p_1=0ap—2 X (

® ap = Ap-1 X (
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Multiplicando membro a membro essas n — 1 equagoes para a; # 0 e ¢ # 0, temos que:

Qg X az X g X A5 X ... X Ap—1 X Qp = A1 X Qg X A3 X Ag X ... X Ap—1 X @ XqgXqgX..Xq

~

~
(n - 1) parcelas

Cancelando véarios termos, em ambos os membros encontramos:

a, =a; X qv1

Essa relacao é chamada de férmula do termo geral de uma P.G. e possibilita calcular

qualquer termo a,, da progressao geométrica, desde que sejam conhecidos a; e q.

Voltando a pergunta feita pelo jovem sobre quanto iria pagar ao senhor no 15° dia,
como sabemos que a; = 1 e r = 2, temos:
ap =a; X ¢"°!
a5 = 1 x 215-1
a5 =1 x 21
a5 =1 x 16384

15 = 16384.

Portanto, no 15° dia, o jovem deveria pagar ao senhor a quantia de R$16384,00 que ja é

maior que o valor tomado emprestado.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 83: Respondendo a 1* pergunta do jovem no WxMaxima

Arquivo  Editar Célula Maxima Equacdes Algebra  Calculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda
= ¢ . o\ o — ~
D@Edox Dol e >o | @

(5i1) a_15 = 1% 2°14;
(%01) a_15=16384

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “solve([a_15 = 1 x 2"14], [a_15]);"e tecle “shift enter”, determinando a

quantia a ser paga no 15° dia.
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Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 84: Respondendo a 1* pergunta do jovem no GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

OEMETSEEEEN0 =

b Janela CAS ~ Planilha [
- Soluges(a_15=1+2414 a_15] Selw 1 |EEE = O
A B c [ o E F

Dia valor pago o

- {16384}

2 || @

o[~ |m| ;e |w

12 " 1024
13 12 2048
14 13 4096
15 14 8192
16 15 16384
17 | TOTAL 32767 -

Entrada: 1)

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Dé o comando “Solugbes[a-15 = 1x2"14, a_15])"¢ tecle “enter”, determinando a quantia
a ser paga no 15° dia;

iii) Caso nao lembre a férmula do termo geral da P.G., pode construir uma planilha,
usando o préprio geogebra, obtendo o valor pago no 15° dia e o valor total a ser pago,
como na figura 84. Para isso, na coluna A da planilha, entre com os dias aos quais serao
efetuados pagamentos, e na coluna B, em B2, entre com o valor a ser pago no 1° dia,
em B3, dé o comando “ =2*B2”, e arraste até B16, completando a coluna B com os

pagamentos relativos aos 15 dias.
Outros exemplos

1) Uma industria produziu P unidades de um produto no més de janeiro de 2015. A meta
nessa industria é que o aumento mensal seja de 5%. Dessa forma, qual serd a producao

da industria no meés de julho do mesmo ano?
Resposta:

Producgao em janeiro: P

Produgao em fevereiro: P+ 5%P = P+ 0,05 x P =(1+0,05) x P=1,05x P
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a
Temos que a; = P e que ay = 1,05 x P e, fazendo —2, entao ¢ = 1,05. Queremos saber
a

1
a produgao no meés de julho, ou seja, a;. Usando a férmula do termo geral da P.G. | temos:

ap = a, X ¢" !

a; = P x (1,05)71
ar = P x (1,05)°
ar = P x 1,340095
ar =1,34 x P.

Dessa forma, a producgao da industria no més de julho sera de 1,34 x P, ou seja, tera um

aumento de aproximadamente 34% em relacao ao més de janeiro daquele ano.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 85: Termo Geral da PG - exemplo 1 no WxMaxima

Arquivo Editar Célula Maxima Equacdes Algebra Cilculo Simplificar Grafico  Numérico  Ajuda

IEd@axli00|Ge>o | @
(%11) solve([a_7 = P*(1.05)"6], [a_71);
rat: replaced -1.340095640625 by -25032610/18679719 = -1.340095640625

) _ 25032610 P
(%0l) [a 7=——
- 18679719

(%1i2) %,numer;
(%02) [a 7=1.340095640625001 7]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “solve(a_7 = P x (1.05)76], [a_7]);"e tecle “shift enter”, determinando a
porcentagem de aumento em relacao a janeiro.
ii) Dé o comando “%, numer;”’para obter a forma decimal do acréscimo percentual em

relacao ao preco P.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 86: Termo Geral da PG - exemplo 1 no GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opgiies Ferramentas Janela Ajuda

@e

‘]

Solugdesla_7 =P* (1.05)6, a_7]
85766121

~ 1 64000000

{85766121/64000000 P}

- {1.3a P}

2

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;
ii) Dé o comando “Solugbes|a_7 = P x (1.05)"6,a_7]"e tecle “enter”;
iii) V4 até a barra de ferramentas em “calcular valor numérico” para obter a forma decimal

do acréscimo percentual em relagao ao prego P.

2) Trés nimeros positivos estdo em progressdo geométrica crescente, de tal forma que a

sua soma é 124 e o seu produto é 8000. Determine quais sao esses trés nimeros.

Resposta:

~ 7/ ~ z x
Como os trés nimeros ap, as e az estao em P.G., vamos representa-los por —, x e = X q.

Usando as informacoes dadas podemos escrever: z +x+axxqg=124¢ Ly T X xq=
q q
8000 = 2® = 8000 = z = 20. Voltando na 1* equacao e substituindo x por 20, temos:

20
2420420 x g = 124 = 20 + 20q + 20 = 124 = 20¢*> — 10dg + 20 = 0 =

q=>5ouq=1/5. Como a P.G. é crescente, consideramos ¢ = 5 e os nimeros procurados
20
sao: £:€:4,x:206x><q:20><5:100.
q

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 87: Termo Geral da PG - exemplo 2 no WxMaxima

Arquive Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo Simplificar  Grafico Numérico  Ajuda
DE@exl¥Di| &8e/>o |@

(5i1) algsys ([ (x/q)+x+(x*q)=124, (x/q)*x*(x*q)=8000], [x,q]);

(%0l) [[x=17.32050807568877 $1-10.0,g=0.11872625525508 %1 -0.086815001416607], [x=—
17.32050807568877 $1-10.0,g=-0.11872625525508 $i -0.086819001416607] , [x=—
17.32050807568877 $1-10.0,g=5.488083758718601 %$1-4.013180998583392 ], [x=
17.32050807568877 $1-10.0,¢=-5.4868083758718601 $1-4.0131809985833%2], [x=20,9=5], (x

1
:ZUrq:gJJ

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “lisolve([(x/q) + = + (x * q) = 124, (x/q) * x * (x * q¢) = 8000], [z, ¢]);” ou
“algsys([(x/q)+x+ (z*xq) = 124, (x/q) *x* (x*q) = 8000], [z, q]);” e tecle “shift enter” para
resolver o sistema de equagoes e determinar as possibilidades para o nimero x e "para a

razao q.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 88: Termo Geral da PG - exemplo 2 no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda
-
B 3
) &
ToTE

*q)=124, (va)"x"(* )= . {xah]

1 (205)
)| - 1
20

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;
ii) Dé o comando “Solugoes|(z/q) + = + (z x q) = 124, (x/q) * x * (z *x ¢) = 8000, z, ¢|”e te-
cle “enter’para resolver o sistema de equacoes e determinar as possibilidades para o

ndmero x e para a razao q.
Foérmula da soma dos n primeiros termos de uma P.G.

Consideremos uma P.G. de termos a1, as, az, ay,..., Gpn_1, ap, ... € seja S, a soma dos
n primeiros termos dessa P.G. Assim temos:
S,=a1+a+a3+as+ ...+ a,_1 + ay, (1)
Multiplicando ambos os membros dessa equagao por ¢, obtemos:
gxXSp,=qxXar+qXas+qgxaz+qgxag+...+qxXa,1+qxXay
gxXS,=ays+az+as+..+a,+qxa, (2)
Fazendo (2) - (1), temos que:

qXxXS,—S,=a, Xq—ay

(q—1)S, =a1 x ¢" ' xq—a
——

an

(q—1)S, =a1 x (¢"—1)

a(q"” — 1)

Sn =
qg—1

que representa a soma dos n primeiros termos de uma P.G. de razao ¢ # 1, em

que:

e ¢ é arazao da P.G;

ay € o 1° termo da P.G.;
e a, ¢ o enésimo termo da P.G.;

e n é o nimero de termos da P.G. que estamos somando;

S, € a soma dos n primeiros termos da P.G..

Em particular, quando ¢ = 1, a soma dos n primeiros termos ¢ dada por S,, = n X a;.
ay

Quando a P.G. tem infinitos termos e sua razao ¢ é tal que |¢| < 1, entdo S, =

Caso contrério, se |g| > 1, ndo existe um numero real que representa a soma dos termos

da P.G..
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Agora podemos responder a 2* pergunta feita pelo jovem na motivacao, em que ele

questionou quanto iria pagar no total, ao senhor, nos 15 dias, pelo empréstimo dos

R$10000,00. Com o auxilio da férmula acima e sabendo que ay

a5 = 16384, temos:

5 = ai(¢" — 1)
qg—1
125 — 1)
S15 = 51
1(32767
S15 = 1(32767)
1
S1s = 32767.

=1, qg = 2 e que

Portanto, pelo empréstimo dos R$10000,00 o jovem pagaria ao senhor a quantia de

R$32767,00 e o negdcio que parecia atraente ao jovem é muito ruim, tendo em vista

que o valor do empréstimo mais que triplicou em 15 dias. Este ¢ um exemplo para nos

deixar espertos e nao cairmos nas armadilhas montadas pelos mais espertos para tirar

proveito em situacoes financeiras.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 89: Respondendo a 2* pergunta do jovem no WxMaxima

Arquivo  Editar  Célula Maxima Equagdes Algebra Célculo Simplificar Gréfico  Mumérico  Ajuda

DEdex $Di|-E e > o |@

(¥i1) solve([S_15 = 1%2~15 - 11, [S_151);:
(s01) [S 15=32767]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “solve([S_15 = 1%2"15 — 1], [S_15]);”e tecle “shift enter”, determinando

o total pago pelo jovem ao senhor.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 90: Respondendo a 2* pergunta do jovem no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opciies Ferramentas Janela Ajuda

15 7, ~ - ,
E
YT

4 Solugbes[S_{15} = 1"2"15-1, S_{15}]

5| - {32767}

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;
ii) Dé o comando “Solugoes[S_15 = 1 % 2715 — 1], [S_15]"e tecle “enter”determinando o

total pago pelo jovem ao senhor.

Outro exemplo

Os frutos de uma arvore, atacados por uma moléstia, foram apodrecendo dia apos dia, de
tal forma que, no 1°dia, apodreceram 2 frutos, no 2° dia, apodreceram 6 frutos, no 3° dia,
apodreceram 18 frutos e, assim, sucessivamente, de tal forma que os frutos apodrecidos do
1° ao 8° dia, quando apodreceram os 1ltimos frutos, formam uma progressao geométrica.

Quantos frutos foram atacados pela moléstia nessa arvore?

Resposta:

Temos como informagoes que a; = 2 e que ¢ = 3.

Vamos calcular primeiro a quantidade de frutos que cairam no 8° dia.
_ n—1
an, = a1 X q

ag = 2 X 38_1

ag = 2 X 37
ag = 2 x 2187
ag = 4374.

Logo, no 8° dia, apodreceram 4374 frutos.

Agora vamos calcular a quantidade de frutos que apodreceram no total nesses 8 dias, em

que a arvore foi atingida pela moléstia.

Sn:al(q"—l)
qg—1
2(3% — 1)
% =37
2(6561 — 1
gy — 209011
2(6560
5y - 2650
Sg = 6560.

Portanto, nos 8 dias, apodreceram um total de 6560 frutos da arvore atingida pela

moléstia.
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Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 91: Soma da PG - exemplo 1 no WxMaxima

Arquivo  Editar Célula Maxima Equacdes Algebra Cilculo  Simplificar Gréfico  Numérico  Ajuda

DE@EdeX&Do @e>o | ©
(%11) solve([a_B8 = 2*377], [a_B1):
(%0l) [a 58=4374]

($i2) solve([S_8 = 2%(3"8 - 1)/21, [sS_81):
(302) [S 8=6560]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “solve([a_8 = 2x3"7], [a-8]);” e tecle “shift enter”, determinando o nimero
de frutos apodrecidos no 8° dia.
ii) Dé o comando “solve([S_8 = 2x (3% —1)/2],[S_8]);”e tecle “shift enter”, determinando

o numero total de frutos apodrecidos nos 8 dias.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 92: Soma da PG - exemplo 1 no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
Ee

= bl =ll--l-l o ffe =
) ¥

M 1

4

SolucBes[a_8 =2"3"7, a_8]
- {4374}

o | Solugdes[S_8=2'(3"8-1)2, 5_8]

. {6560}

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V& ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Dé o comando “Solugoes[a_8 = 2% 3"7,a_8]"¢ tecle “enter”, determinando o nimero
de frutos apodrecidos no 8° dia.

iii) Dé o comando “Solugoes[S_8 = 2 x (3% — 1)/2, 5 8]"e tecle “enter”, determinando o

nimero total de frutos apodrecidos nos 8 dias.
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3 MATEMATICA FINANCEIRA

Numa sociedade capitalista como a nossa, se tornou comum, em nosso dia a dia, con-
viver com termos que representam situacoes que envolvem capital, juros, porcentagens,
parcelamento, entre outros. Neste capitulo, vamos explorar os conceitos mais utilizados
na matématica financeira que devem ser aplicados aos alunos da educacao basica. Traba-
lharemos a resolucao de problemas, envolvendo cada conceito, de forma manual, e usando
um software adequado para cada situacao, escolhido entre o WxMaxima, GeoGebra e Ex-
cel. O uso dos softwares tem como objetivo simplificar os calculos, dando oportunidade
de fazer simulacoes para mostrar os cuidados a serem tomados, em qualquer operacao

financeira a ser realizada.

As secoes seguintes deste capitulo, apresentam os conceitos e definicoes relacionados
a matemética financeira, tomando como base as referéncias [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12],

[13], [20], [22] e [23].
3.1 INFLACAO

Em 2015, um dos assuntos mais falados em todo lugar em que se vé um grupo de
pessoas conversando ¢ o grande e continuo aumento do preco dos bens de consumo e
servigos. Este é o reflexo da inflacao em nosso pais que a cada dia tem um indice mais

alto.

Inflacao é o fendmeno do aumento generalizado e persistente dos precos em uma
economia, que tem como consequéncia a reducao no poder aquisitivo da moeda. Ao
contrario, se houver um movimento descendente dos precos, temos uma deflagao, fenomeno

que a muito tempo nao se verifica.

De acordo com [23], no Brasil hé varios indices que sao usados no célculo da inflagao.
O Banco Central usa como indice oficial para o calculo da inflagio o IPCA (Indice de
Pregos ao Consumidor Amplo), medido mensalmente pelo IBGE (Instituto Brasileiro de
Geografia e Estatistica). Foi criado com o objetivo de oferecer a varia¢do dos pregos no
comércio para o publico final. O indicador reflete o custo de vida de familias com renda

mensal de 1 a 40 saldrios minimos, residentes nas regides metropolitanas de Sao Paulo, Rio
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de Janeiro, Belo Horizonte, Porto Alegre, Curitiba, Salvador, Recife, Fortaleza e Belém,
além do Distrito Federal e do municipio de Goiania. O periodo de coleta do IPCA vai do
primeiro ao ultimo dia de cada més. O IBGE realiza a pesquisa do primeiro ao ultimo
dia de cada més em estabelecimentos comerciais, prestadores de servigos, domicilios (para
verificar valores de aluguel) e concessionarias de servigos piblicos e sao levados em conta
os pregos que efetivamente sao cobrados ao consumidor, para pagamento a vista. Para
o calculo do TPCA, sao considerados nove grupos de produtos e servigos: alimentagao
e bebidas; artigos de residéncia; comunicagao; despesas pessoais; educagao; habitagao;
saude e cuidados pessoais; transportes e vestuario. Eles sao subdivididos em outros itens.

Ao todo, sao consideradas as variagoes de pregos de 465 subitens.

Pelo sistema que vigora no Brasil, a meta central para o indice de inflagdo nos anos
de 2014, 2015 e 2016 ¢ de 4,5%. Porém, o Banco Central admitiu, no més de junho, que
a inflacao deve ultrapassar 9%, em 2015. Para tentar controlar o crédito e o consumo, o
Banco Central, por varias vezes, elevou as taxas de juros, que, por outro lado, tornaram

os investimentos mais caros, prejudicando o crescimento da economia.
Exemplo

A familia de Sara teve um aumento de renda de aproximadamente 80% de 2010 a 2014,
enquanto o indice de inflacado deste mesmo periodo foi de aproximadamente 30%. Qual

foi a variacao do poder de compra da familia de Sara nestes 5 anos?
Resposta:

Vamos imaginar que a renda da familia de Sara, representada por R, fosse capaz de
comprar no inicio desse periodo, n objetos de preco igual a p, sendo — = n. Com os
novos aumentos, a renda passara a ser de 1,8R e os n produtos passarao a custar, cada
L8R = 1.3846n. Portanto,

um, 1,3p. Assim, o poder de compra desta familia serd de
o poder de compra da familia de Sara passou de 100% para 1738,46%, nestes 5 anos, ou

seja, foi aumentado em 38,46% e nao em 50% como muitos poderiam pensar.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 93: Inflacao - exemplo 1 no WxMaxima

Arquive Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo Simplificar  Grafico Numérico  Ajuda
D@@exl¥Di | &e/>o |@

(%i1) R + 0.8*R;
(301) 1.8 R

$i2) p + 0.3%p;
%02) 1.3p
$03) 1.384615384615385

(%14) (1.384615384615385 - 1)*100;
(%04) 38.4615384615385

Fonte: o autor

E (313) 1.8/1.3;
(
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Passo a passo executado no software:

i) Faga “R + 0.8 x R;”e tecle “shift enter”para obter a receita apds o aumento de 80%;
ii) Faga “p+ 0.3 % p;”e tecle “shift enter” para obter o preco de cada objeto apés a inflagao
dos 5 anos;

iii) Faca “1.8/1.3;”e tecle “shift enter”para obter o nimero de objetos que podem ser
comprados apds os aumentos;

iv) Faga o resultado obtido, menos 1, multiplicado por 100, digitando “(1.384615384615385
- 1)*100;”e tecle “shift enter”para obter a porcentagem de aumento do poder aquisitivo

da familia de Sara.

3.2 JUROS

O estudo da matematica financeira tem sua esséncia na anélise do valor do dinheiro ao
longo do tempo. Uma pessoa que tem a disposicao, nesse momento, uma certa quantia em
dinheiro, pode desfrutar de varias opgoes em seu favor para adquirir algo de que necessite,
como, por exemplo: a compra de bens de consumo; a contratagao de um servigo de terceiro;
a compra de um imovel; investir em um negdécio, como abertura ou expansao de uma
empresa; emprestar a terceiros; guardar para uma eventual necessidade; ou simplesmente

guardar para dizer “eu tenho dinheiro”.

Quando alguém diz, “eu recebi uma conta de um determinado valor x hoje”ou vou
receber daqui a 30 dias ou daqui a 6 meses, evidentemente nao é a mesma coisa. Quando se
tem que esperar um tempo para ter a posse de um determinado valor em dinheiro, exige-
se um sacrificio por nao poder utilizd-lo naquele momento, o qual deve ser compensado

mediante uma recompensa que definiremos aqui como juros.
Definicao

Juro (J) é a remuneracao exigida na utilizagdo do capital de terceiros, por um de-
terminado tempo. De forma simplificada, pode ser considerado o aluguel pago pelo uso
do dinheiro. O juro é visto como uma recompensa oferecida pelo tomador ao investidor
por este abrir mao de seu poder de compra em funcao do empréstimo realizado. Para o
investidor, o juro é visto como uma operacao de ganho financeiro decorrente do aluguel
de seu dinheiro, enquanto para o tomador é visto como uma despesa influenciada pelo

uso que fara do dinheiro tomado naquele momento.
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3.3 TAXA DE JUROS

A taxa de juro é dada pelo coeficiente que determina o valor dos juros a serem pagos,
pela utilizacao de certo capital, durante um determinado tempo. As taxas de juros se
referem sempre a um determinado periodo de tempo que pode ser dado em dia, mes,
semestre, ano, entre outros. A taxa de juros de um periodo é dada pela relagao ¢ = Yok
em que 7 é a taxa de juros, J é o valor dos juros e C' é o capital inicial, também conhecido

como principal, valor atual ou valor presente.

A taxa de juros pode ser expressa na forma percentual, referindo-se aos “centos”do

capital ou unitaria, referindo-se a “unidade”de capital, em certo periodo de tempo.

Exemplo

Joao emprestou a Maria R$700, 00, por um periodo de 30 dias, com uma taxa de juros de

4% ao mes.

Resposta

Significa que de cada R$100, 00 tomados emprestados por Maria ela deverd pagar juros de
R$4,00. No capitulo 1, vimos como passar 4% para a forma decimal. Assim 4% = 0, 04,
que ¢ a forma unitdria da taxa percentual de 4%, indicando que, de cada R$1, 00 tomado
emprestado, Maria deve pagar juro de R$0,04. Como sao R$700,00,temos 700 x 0,04 =

28. Portanto, Maria deve pagar R$28,00 de juros a Joao, mais o capital emprestado.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 94: Exemplo taxa de juros

Arquivo Editar Célula Maima Equacdes Algebra Cilculo Simplificar Gréfica  Numérico Ajuda

DEdexXDDlsI6>o | @

($1i1l) a:d4; b:100;
(%0l) 4

(%02) 100

$i4) a/b;
1

%04) —
25

0.04

$i6) 0.04*700;
%o6) 28.0

f {

(
(¥15) %,numer;
(%05)

E (
(

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Entre com os valores 4 e 100, digitando “a : 4;b : 100;”e tecle “shift enter”, determinando

os numeros envolvidos na porcentagem dada;



108

ii)faca “a/b;”e tecle “shift enter”, simplificando a razao da porcentagem;
iii) Dé o comando “%, numer;” para obter a forma decimal da razao anterior;
iv) Faga “0.04 % 700;”, obtendo o valor dos juros a pagar pelo emprestimo dos R$700, 00

durante 1 més.

A avaliacao da taxa de juros feita pelo possuidor do dinheiro deve sempre levar em

conta:

e 0 risco, representado pela incerteza com relacao ao futuro e ao resgate do dinheiro;

e custo de oportunidade, representado pela privagao do dinheiro por parte do seu

dono;

e inflacao, que representa a desvalorizacao do dinheiro previsto para o prazo do

empréstimo.

Do ponto de vista do tomador do dinheiro, a taxa de juros é influenciada pelo uso
que farda do dinheiro. Quanto maior for a necessidade de se obter a posse do dinheiro,
maior podera ser a taxa de juros oferecida ao possuidor. Se o tomador pretende utilizar
o dinheiro em um negoécio qualquer, visando lucro, suas despesas com juros devem ser
menores que as receitas previstas. Os bancos e as instituicoes financeiras, em particular,
usam taxas de juros diferentes para os recursos captados e as operagoes de empréstimos e
financiamentos oferecidos a seus clientes, visando cobrir todas as despesas e riscos e ainda
obter grandes lucros, como podemos acompanhar o balango dos nossos conhecidos bancos

na midia.

Veja o quadro abaixo com as abreviacoes das taxas de juros nos principais periodos

que sao utilizados em nosso dia-a-dia:

Figura 95: Taxas de juros

Abreviatura Significado
a.d. ao dia
a.m. a0 més
a.b. ao bimestre
a.t. ao trimestre
a.4. ao quadrimestre

ao semestre

4.8 40 ano.

Fonte: o autor
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3.4 JUROS SIMPLES

Definicao

Juro simples é aquele em que a taxa de juros incide somente sobre o capital inicial,
nao incidindo sobre os juros acumulados. Neste regime de capitalizagao a taxa de juros
varia linearmente em funcao do tempo, ou seja, se quisermos converter a taxa didria em
mensal, basta multiplicarmos a diaria por 30; se quisermos transformar a mensal em anual
multiplicamos por 1; se desejarmos a anual, em trimestral, dividimos por 4; e assim por

diante.

No Brasil, a aplicacao de juros simples tem sido restrita na pratica, principalmente
em virtude das altas taxas de inflacao e dos juros que caracterizam a nossa economia.
Esse regime de capitalizacao costuma ser utilizado no mercado financeiro, nas operacoes
de curto prazo, em funcao da simplicidade de calculo e também para reduzir ou aumentar
ficticiamente a verdadeira taxa de juros das operacoes. Em algumas localidades, sao
cobradas taxas diarias sobre o valor inicial, devido ao atraso de pagamento em contas de
agua, energia, financiamento de veiculos, entre outras, em que o devedor tem um curto

prazo para solucionar o débito para nao sofrer outras punicoes.

Sabemos que um capital (C), aplicado a taxa de juros simples de %, por um periodo
de tempo, rende, no final desse periodo de tempo, um valor igual a C' x i que chamamos

de juros (J). Vamos deduzir quanto de juros esse capital rende apés n periodos de tempo:

e Juros apos 1 periodo: J; = C X 1
e Juros apds 2 periodos: Jo =C x i+ C xi=2x (C x1i);

e Juros apds 3 periodos: J3=C xi+C xi+C xi=3x(C x1i)

e Juros apds n periodos: J, =C xi+C xXi+..+Cxi=nx(C x1i).

Veja que, em n periodos de tempo, os juros totais serao iguais aos juros por um periodo
de tempo multiplicados pelo nimero total de periodos de tempo da aplicacao. Portanto,

a férmula

J=CXi1Xn
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pode ser usada para calcular os juros que rendem uma aplicacao de um capital inicial
(C) aplicado no regime de juros simples a uma taxa de juros (i) , durante n periodos de
tempo. E importante ressaltar que a taxa de juros i e o periodo de tempo n devem estar

sempre na mesma unidade de medida.

Montante

Chama-se Montante (M) de uma aplicagao, no sistema de juros simples, a soma do
capital inicial (C') com os juros obtidos pela aplicaggo. M =C+J = M =C+CXxixn

Portanto:
M=CXx(1+1Xmn).

No regime de capitalizagao simples, o montante apds n periodos de tempo tem crescimento

que pode ser representado por uma funcao afim ou através de uma progressao aritmética.

Exemplo
Julio emprestou a seu tio a quantia de R$1000, 00 por um periodo de 12 meses, com uma
taxa de juros de 4% ao meés, no sistema de capitalizacao simples. Qual serd o montante

resgatado por Julio ao final desses 12 meses?

Resposta

Observe que o juro de cada mes é dado por J = 1000 x 0,04 = 40. Assim, a cada meés,
essa quantia constante é somada ao montante inicial de R$1000, 00 . Logo, ao final de 12
meses, temos:

M =1000 x (140,04 x 12) = M = 1480.

Portanto, ao final de 12 meses, Julio resgatard um montante de R$1480, 00.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 96: Exemplo montante a juros simples

Arquive Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) V& ao campo de entrada, digite a fun¢ao do montante apds = meses dada por “g(x) =
1000 + 40 % 2”e tecle “enter” para que a funcao seja definida na janela de dlgebra e seu
grafico apareca na janela de visualizacao.

ii) V4 ao campo de entrada, digite “(1, g(1))”e tecle “enter”para determinar o ponto
A; digite “(8, g(8))”e tecle “enter”para determinar o ponto I; digite “(12, g(12))”e tecle

“enter” para determinar o ponto L; e faca o mesmo para os demais pontos desejados.

3.5 JUROS COMPOSTOS

No regime de capitalizacao composta, os juros formados em cada periodo sao incor-
porados ao capital, formando o montante (capital mais juros) do periodo. Esse montante
passard a ser a base de calculo dos juros do préximo periodo e assim por diante. Muitas
pessoas conhecem esse regime de capitalizacao, como juros sobre juros, pois apresenta
crescimento exponencial, formando uma progressao geométrica, diferentemente do regime
de juros simples em que os juros tem crescimento linear e sao representados por uma pro-
gressao aritmética. Sabemos que um capital C, aplicado a taxa de juros de ¢ ao periodo,
nos da no final de um periodo um montante igual a C' x (1 + 7). Dessa forma, podemos

escrever a seguinte tabela apés n periodos de tempo:

Figura 97: Montante a juros compostos

Periodo Montante inicio do Montante final do
periodo periodo
1 c M;=C(1+])
2 M, Mz = M, (1+i)
3 M, M = M; (1+1)
4 M; M = M; (1+1)
n .—2 M‘n-i M,z = Nl.n-i (1+i)
n-1 M,z M,y = M.z (1+])
n M, ; M, =M. (1+i)

Fonte: o autor

Usando as igualdades obtidas na 3* coluna da tabela e aplicando o principio multiplicativo

em ambos os membros, obtemos uma relagao entre o capital inicial C' e o montante M,
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no final de n periodos, dada por:

M=Cx (1+4)"

Nesta relacao, tem-se que:

e ( é o capital inicial da aplicacao;

e n é o numero de periodos da aplicagao;

1 é a taxa de juros da aplicacao, sempre na mesma base dos periodos;

e M ¢é o montante final, apdés n periodos de aplicagao no sistema de capitalizacao

composta.

A expressao (1 4 ¢)™ é chamada de fator de capitalizagao e serve para atualizar o
capital inicial com o passar do tempo. O inverso dessa expressao, ou seja, (1 +12)~"™ pode
ser utilizado para trazer um valor nominal, previsto para uma data futura para um tempo
presente ou passado. De maneira geral, dizemos que ¢é utilizado para descapitalizar um
capital e é bastante utilizado em situacoes de antecipacao de pagamentos com vencimentos

futuros.
Exemplo

Zeca tem disponivel R$10000, 00 que consegue aplicar, a qualquer momento, a uma taxa
de juros de 1,5% ao més, pelo tempo que desejar e deve um titulo com valor nominal de
R$10800,00 com vencimento daqui a 4 meses, calculado com uma taxa de juros de 2%
ao mes no sistema de juros compostos, e que pode ser pago a qualquer momento com
desconto dessa mesma taxa. Como Zeca pretende eliminar suas dividas, qual é a melhor

opcao, levando em conta apenas esses dois valores?

Resposta

I opgao: Zeca aplicar seu dinheiro para pagar o titulo daqui a 4 meses. Capitalizando os
R$10000, 00, ao fim de 4 meses, ele tera:

M = 10000 x (1+0,015)* = M = 10613, 63.

Esse valor seria insuficiente para quitar o titulo de R$10800, 00 na data de seu vencimento.
IT opcao: trazer o valor futuro do titulo para a data presente e efetuar o pagamento.

Descapitalizando os R$10800, 00 por 4 meses, teremos:
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1

Neste caso, os R$10000, 00 que Zeca dispoe sao suficientes para quitar o titulo e ainda lhe
restaria R$22,47.

Portanto, a II opgao é mais vantajosa para Zeca.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 98: Fator de capitalizagao
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B o MRS EE RO

b Janela de Algebra (€ | » JanelaCAS b Janela de Visualizagio

Fungio c Soluciies[M = 100007 (1 + 0.015)4 , M] 12000

# f(x) = 10000-1.02* B = (0; 10800) C = (4; 10613,64)
. 10800 = {loel3.64
L@ glx) = Lo { 4 10000 4
N A =(0; 10000) =4

Ponta 2 10613.63- 10800 D= (4; 9977.53)
@ A=(0,10000) 8000
- @ B=(0,10800) - —186.37
@ C=(4,10613.64) 6000
- @ D=(4,9977.53) z Solugiies[c=10800/(1+0.02)4,c]

;9“0 f-Capitalizagéo
h textol ="D = (4; 9977,53)" = {9977_53} 4000 P
@ texto2="C=(4; 10613,64)" g—Descapitalizagao
@ texto3 ="A=(0; 10000)"
- texiod="B=(0: 10800)" 4 | 10000-997753 2000
@ texto5 = "f—Capitalizago” - 23

“ @ texto="g-+D italizagdo™ [1]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Dé o comando “Solugdes[M = 10000 (1+0.015)"4, M]”e tecle “enter”, determinando
o montante dos R$10000, 00 capitalizados por 4 meses;

iii) Faca “10613.63 — 10800.00”, para calcular a diferenga que faltaria para pagar o titulo;
iv) Dé o comando “Solugoes[C' = 10800/(1 + 0.02)°4, C|”e tecle “enter”, determinando o
capital atual do titulo de R$10800, 00, antecipado por 4 meses;

v) Faga “10000.00 — 9977.53”, para calcular o que sobraria para pagar o titulo;

vi) V4 ao campo de entrada, digite “Fun¢ao[10000* (1 + 0.015)"x, 0, 4]”e tecle “enter” para
que a fungao que capitaliza os R$10000, 00 seja definida na janela de algebra e seu grafico
apareca na janela de visualizagao para x variando de 0 a 4.

vii) V& ao campo de entrada, digite “Funcao[10800/ (1 + 0.02)"x, 0, 4]”e tecle “enter” para
que a fungao que descapitaliza o titulo de R$10800, 00 seja definida na janela de algebra
e seu grafico apareca na janela de visualizacao para x, variando de 0 a 4.

viii) V4 ao campo de entrada, digite “(4, f(4))”e tecle “enter”para determinar o ponto
C, onde f(4) representa o montante, apdés 4 meses da aplicacao dos R$10000,00; digite
“(4, g(4))”e tecle “enter”para determinar o ponto D, onde g(4) representa o montante do

titulo, descontado 4 meses antes do seu vencimento.
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Juros no sistema de capitalizacao composta

Com a férmula acima para o calculo do montante (M), apds n periodos de aplicagao
de um capital inicial C', no regime de capitalizagdo composta, os juros totais (J) podem

ser obtidos, fazendo J = M — C.

No sistema de capitalizacao composta, os juros sao maiores que no sistema de capi-
talizacao simples para um tempo maior que 1 periodo e menores para um tempo menor
que 1 periodo. No sistema de juros simples, apds = periodos de tempo, temos que:
J = C x 1 X x, e no sistema de juros compostos, apds = periodos de tempo, temos que:

J=M-C=J=0Cx(1+4i)*-C=J=Cx((1+i)*-1).

Veja o grafico do crescimento de ambos para um mesmo capital inicial C' aplicado a uma
mesma taxa de juros i. Sem perca de generalidade, considere C' = R$100,00 e i = 80%

ao periodo, para aplicagao no software.
No sistema de juros simples, temos: J =C xix 2z = J =100 x 0,8 x x = J = 80z.
No sistema de juros compostos, temos: J = C'x ((14+1)*—1) = J =100 x ((14+0.8)* —1).

Explorando a situagao no GeoGebra

Figura 99: Crescimento juros simples e compostos

Arquivo Editar Exibir Opcfies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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X

Entrada: =

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) V4 ao campo de entrada, digite “Fungao[100 * 0.8z, 0,4]”e tecle “enter”, definindo a
funcao dos juros simples, apds = meses na janela de dlgebra, e seu grafico aparece na
janela de visualizagao, variando no intervalo [0,4] pré determinado;

ii) V4 ao campo de entrada, digite “Fungao[100 % ((1 + 0.8) "z — 1),0,4]”e tecle “enter”,
definindo a funcao dos juros compostos, apds x meses na janela de algebra, e seu grafico

aparece na janela de visualizagao, variando no intervalo [0,4] pré determinado.
3.6 TIPOS DE TAXAS DE JUROS

Nos dias de hoje, hd uma movimentacgao muito grande no setor financeiro, devido
ao consumismo exagerado e muitas vezes pela falta de paciéncia em esperar o melhor
momento para adquirir determinado produto. Dessa forma, encontramos no mercado
financeiro varios tipos de taxas de juros que variam de acordo com a operacao a ser
realizada e em muitas delas o tipo passado aos futuros pagadores nao condizem com o
real valor a ser cobrado. Normalmente, a taxa de juro acertada entre o tomador do bem ou
capital e o possuidor desse bem ou capital é determinada levando em conta o prazo para
finalizar a operacao e o risco envolvido e é dada por uma porcentagem do capital envolvido
na negociacao. Em muitas situagoes, a taxa de juros e os periodos de capitalizacao nao
estao na mesma unidade de medida e devemos fazer uma transformacao em um deles para

que fiquem na mesma base.

Taxas Proporcionais

Duas ou mais taxas sao proporcionais, quando sao apresentadas em unidades de
tempo diferentes, mas que, ao serem aplicadas a um mesmo capital, por um mesmo prazo,
produzem um mesmo montante no final desse prazo. Se duas taxas i, e i, diferentes, forem
aplicadas a um mesmo capital C', durante tempos t, e t;, respectivamente, temos que:

lo _ ta S L
— = — & i, e 1, Sa0 proporcionais.
ity
Como duas taxas proporcionais tem juros proporcionais apenas ao tempo de aplicacao,

entao esse tipo de taxa é utilizado apenas no regime de juros simples.
Exemplo

Senhor Carlos, um poupador, emprestou a seu irmao Pedro um capital de R$10000, 00, a

uma taxa de 36% ao ano, no regime de capitalizacao simples. Por sorte, quando completou
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4 meses, Pedro controlou seus negdcios e resolveu pagar Carlos. Qual o montante a ser
pago?
Resposta:

A taxa de juros deve ser proporcional ao tempo. Logo,
ﬂ:iﬂ:i:imZBGXl:im:&

ta  ta 36 12 12

A taxa proporcional de 36% ao ano é 3% ao més. Portanto, o montante a ser pago é dado
por M = C(1+in) = M = 10000(1 4 0,03 x 4) = M = 10000(1, 12) = M = 11200.

Pedro deverd pagar a Carlos, apés 4 meses, um montante final de R$11200, 00.

Uyt

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 100: Tipos de taxas de juros - Proporcional

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

=

-
} Janela de Algebra b Janela de Visualizagio
Fungio 15000 { Montante
@ f(x) = 10000 (1+ 0.03x)

! --:M;o: (4,11200) /_/’//1;2, 13600)
L@ B=(12,13600) 10000 A, 11200)

Texto
@ texto1 ="Montante”
@ texto2 ="Tempo(meses)"
@ textod ="A(4, 11200)" sooo
@ texto? = "B{(12, 13600)"

0 <
12 Tempo
(meses)

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao campo de entrada, digite “Fungao[10000 (1 + 0.03x), 0, 12]”e tecle “enter”para
que a funcao seja definida na janela de dlgebra e seu grafico apareca na janela de visua-
lizacao para z, variando de 0 a 12.

ii) V4 ao campo de entrada, digite “(4, f(4))”e tecle “enter”para determinar o ponto A,
em que f(4) representa o montante apés 4 meses; digite “(12, f(12))”e tecle “enter”para
determinar o ponto B,em que f(12) representa o montante ap6s 12 meses e faga 0 mesmo

para os demais pontos desejados.
Taxas Equivalentes

Duas taxas de juros [ e i, fornecidas em unidades de tempo diferentes, que, ao serem
aplicadas sobre um mesmo capital C', por um mesmo tempo, produzem montantes iguais,
sao chamadas de taxas equivalentes. Dessa forma, o conceito de taxa equivalente é

valido para os dois regimes de capitalizagao, simples e composta.
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Exemplo

Ana e Lara ganharam um capital de R$5000, 00 cada e aplicaram por 6 meses, em bancos
diferentes, com capitalizacao simples, a taxas de juros de 2% ao més e 12% ao semestre,
respectivamente. Qual das duas resgatou um montante maior? Apds esse resgate, ambas
aplicaram os valores integrais em outros dois bancos com taxas de 1.4% ao més e 18, 156%
a0 ano, no sistema de juros compostos, por um periodo de 2 anos. Qual delas obteve maior

rendimento?

Resposta:

Observe que as aplicagoes possuem o mesmo capital e sao aplicadas por um mesmo periodo
de tempo. Assim,

Ana: M = 5000(1 4 0.02 % 6) = M = 5000(1.12) = M = 5600, 00.

Lara: M = 5000(1 +0.12% 1) = M = 5000(1.12) = M = 5600, 00.

Portanto, Ana e Lara resgataram a mesma quantia, pois 2% a.m. e 12% a.s. sao taxas
equivalentes ou proporcionais no sistema de juros simples.

Na 2% aplicacao, obtiveram aproximadamente os seguintes montantes:

Ana: M = 5000(1 + 0.014)%* = M = 6980, 40.

Lara: M = 5000(1 + 0.18156)% = M = 6980, 40.

Portanto, Ana e Lara resgataram a mesma quantia, pois 1,4% a.m. e 18,156% a.a. sao

taxas equivalentes no sistema de juros compostos.

Taxa proporcional nada mais é do que uma taxa equivalente no sistema de juros

simples.

Formula das Taxas Equivalentes

Se a taxa de juros relativa a um periodo de tempo 7" é I e a taxa equivalente de juros

relativa a um periodo t é 7, e se T'=n X t, entao:

14+1=(1+0)"

Demonstracgao: Seja C' o valor inicial do capital aplicado. Apds um periodo de tempo
T, o valor do montante serd M; = C(1 + I)!. Como um perfodo T equivale a n perfodos
de tempo iguais a t, o valor do montante aplicado a C' com taxa i, serd M, = C(1 + )"
Visto que taxas equivalentes nos dao o mesmo montante, depois de um mesmo tempo,

entao:

Mi=M, = CAl+H)=C(1+)" = 1+)=(1+1)"m
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Exemplo

Vicente aplicou no Banco “Sucesso Total”um capital de R$30000, 00, a uma taxa de juros
de 6% ao ano, capitalizado mensalmente no regime de capitalizagdo composta. Qual é a

taxa mensal dessa aplicagao?
Resposta: Com a taxa de 6% ao ano, no final de um ano, Vicente teria um montante

M = 30000(1 + 0,06)* = 31800. Queremos uma taxa mensal que, em 12 perfodos de um
més, nos dé um montante igual a esse. Essa taxa é equivalente a 6% ao ano. Logo, temos:
(1+1)=1+)" = (1+0,06) = (1+4)'? = (1,06) = (1+49)? = 1+i= ¥1,06 =
i= W1,06 -1 = i=1,0048675 —1 = ¢ =10,0048675 = i = 0,48675%.

Portanto, a taxa mensal da aplicacao equivalente a 6% ao ano é de 0, 48675%.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 101: Tipos de taxas de juros - Equivalentes
Arquiva Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”para efetuar os calculos numéricos;

ii) Digite “¢ = 1.06"(1/12) — 1”para calcular a taxa mensal equivalente;

iii) Clique sobre o resultado mostrado e aparecerd i = 0. V4 ao menu, em “calcular valor
numérico”, para obter uma melhor aproximacao do resultado;

iv)Digite “M _{1} = 30000 * (1 + 0.06)"1”para calcular o montante final, em um perfodo
de 1 ano, a taxa de 6% ao ano;

v)Digite “M _{12} = 30000 * (1 + 0.00486755) 12" para calcular o montante final, em um
periodo de 12 meses, a taxa de 0,48675% ao més;

vi) V& ao campo de entrada e digite “Funcao[30000(1.00487"x), 0, 12)” para plotar a funcao
M = 30000(1.00487%), no intervalo de 12 meses.
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Abaixo aparece uma tabela comparando as taxas anuais a juros simples (proporci-
onais) e as taxas a juros compostos (equivalentes), provindas de operagoes com taxas

mensais de capitalizacgao.

Figura 102: Taxas Proporcionais x Equivalentes

1% 12% 12,68%
2% 24% 26,82%
4% 48% 60,10%
8% 96% 151,81%
10% 120% 213,84%
20% 240% 791,61%
50% 600% 12874,63%

Fonte: o autor

As taxas proporcionais anuais correspondem as chamadas taxas nominais de juros.
Taxas Efetivas

Taxa efetiva de juros ¢ a taxa dos juros apurados durante todo o prazo da aplicacao,
sendo formada exponencialmente a cada periodo do regime de capitalizacao composta.
Taxa efetiva é a taxa de juros em que a unidade referencial de seu periodo coincide com

a unidade de capitalizacao. Por exemplo,

0,002% ao dia, com capitalizacao didria;

7% ao meés, com capitalizacao mensal;

10% ao semestre, com capitalizacado semestral;

4,5% ao ano, com capitazacao anual.

A taxa efetiva, obtida apds n periodos de capitalizagao, pode ser adquirida pela ex-
pressao: i, = (1 +1i.)" — 1,em que:

e i. ¢ a taxa efetiva no prazo total;

e . ¢ a taxa de cada periodo de capitalizacao;

e n ¢ o numero de periodos de capitalizacao.
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Exemplo

O banco BMK empresta dinheiro a seus clientes com juros mensais de 1.7% ao més,
capitalizados mensalmente. Pedro deseja pegar R$5000,00 emprestados para pagamento
total no final de 14 meses. Qual é a taxa efetiva de juros, ao final desse periodo, e quanto
Pedro devera pagar ao banco?

A taxa efetiva do periodo de 14 meses serd i, = (1 +i.)" — 1 =i, = (1+0,017)" -1 =
i = (1,017)* —1 =i, = 0,26617 = i, = 26,617%. O empréstimo formard um montante
M = 5000 * (1 + 0,26617)* = 5000 * (1,26617) = 6330,85. Assim a taxa efetiva anual é
ie = 26,617% e o valor a ser pago por Pedro ao banco, ap6s 14 meses, ¢ R$6330, 85.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 103: Taxa Efetiva

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii)Dé o comando “Solugoes[i_{e} = (1+0.017)"14 — 1,i_{e}]”e tecle “enter”para calcular
o valor da taxa efetiva, em um periodo de 14 meses;

iii)V4 ao menu, em “calcular valor numérico”, para determinar o valor decimal da taxa
efetiva;

iv) V& ao campo de entrada, digite “Funcao[5000 (1 4+ 0.017)"z, 0, 14]”e tecle “enter”,
para que a funcao seja definida na janela de algebra e seu grafico apareca na janela de

visualizacao para o tempo z, variando de 0 a 14.
Taxas Nominais

Taxas nominais sao aquelas que se referem a um periodo que nao coincide com o

periodo de capitalizacao dos juros. Nas operacoes em que aparece uma taxa nominal,
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o calculo do ganho ou custo financeiro efetivo nao utiliza a taxa dada e sim uma taxa
efetiva implicita na operacao. Para a utilizacao da taxa nominal, devemos converte-la
para o periodo de capitalizacao da operacao, encontrando uma taxa proporcional que sera
capitalizada a cada periodo. A taxa efetiva implicita de uma operacao é sempre maior
que a taxa nominal que lhe deu origem, pois sao aplicadas no regime de juro composto e

juro simples, respectivamente.

Exemplo
Um banco paga uma taxa de 6% ao ano aos poupadores, com juros capitalizados mensal-
mente. Qual é a taxa anual efetiva de juros e qual o montante resgatado, apds 1 ano, por

um poupador que aplicou R$24000, 00 nesse banco?

Resposta:

Como os juros sao capitalizados mensalmente, a taxa de 6% ao ano é uma taxa nominal.
Como 1 ano possui 12 meses, sua taxa mensal proporcional é dada por % =0, 5% ao meés.
Sua taxa efetiva anual pode ser dada por (1+1i,) = (1+i,)"% = i, = (140,005)? -1 =
i, = 0,061678 = i, = 6,1678% ao ano. O montante de 24000, 00, aplicado durante 1
ano, sera M = 24000 * (1 + 0,061678)! = 25480, 27.

Portanto, a taxa efetiva de juros é i, = 6,1678% e o montante resgatado pelo poupador,

no final de um ano, seré de R$25480, 27.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 104: Taxa Efetiva

Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

[elmPANE =

C
P Janela de Algebra (<] | » Janela CAS =D Janela de Visualizagdo 2 <]

Funcio : - oty fix) =M

@ flx) = 24000 (1+0.00)"| | i-fa}=1008412 1 —a
Ponto = i, =0.06 A(12, 25480,27)
@& A=(12,2548027) 20000
Texto i_{a} = 0.0616778118645
@ texto3 ="A(12, 25480,27)" 2
@ textod ="f(x)=M" = iy =0.06
@ texto5="x" 10000

11 =240007 (106167841

M = 25480.27

4 o 2 4 & 8 10 12y

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V& ao menu, em “exibir”, “janela CAS”;

ii) Dé o comando “Solugoes[i_{a} = 1.005"12 — 1,i_{a}|”e tecle “enter”para calcular o
valor aproximado da taxa efetiva anual,

iii) V4 ao menu, em “calcular valor numérico”, para melhorar a aproxim¢ao decimal da

taxa efetiva;
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iv) V& ao campo de entrada, digite “Funcao[5000(1+40.017)"x, 0, 14]”e tecle “enter” para
que a funcao seja definida na janela de dlgebra e seu grafico aparega na janela de visua-
lizacao para o tempo z, variando de 0 a 14.

v) V& ao campo de entrada, digite “(14, f(14))”e tecle “enter”para definir o ponto A,

representante do montante resgatado ao final de 14 meses.
Taxa Aparente e Real

Taxa Aparente ¢é a taxa resultante de aplicacao sucessiva de uma taxa real de juros
e da taxa da variacao inflacionéaria do periodo analisado. A taxa aparente é dada pela
relagdo (1 +i,) = (1 +¢,)(1 +4;), em que i, é a taxa aparente, i, é a taxa real e i; é a
taxa de inflacao.

A Taxa real é obtida da taxa aparente, descontando a taxa inflacionaria do periodo
(1+1,)

— — 1. A taxa real é a taxa
(1 + Zi)

e pode ser encontrada pela relagao acima, ou seja, 2, =

efetiva da operacao.

Exemplo
Um empréstimo, no valor de R$240000, 00, com duracao de um meés, foi realizado a uma
taxa de 4% ao més mais a taxa inflacionéria do periodo de 0.8%. Qual foi a taxa aparente

do empréstimo e qual o valor resgatado ao final da operagao?

Resposta:

Sabemos que (1 +4,) = (1 +4,)(1 +4;) = (1 +i,) = (1 4+0,04)(1 4+ 0,008) = (1 +i,)
(1,04)(1,008) = i, = (1,04)(1,008) — 1 = 4, = 1,04832 — 1 = 4, = 0,04832. O
montante é dado por M = C x (1 + )" = M = 240000 x (1 + 0,04832)! = M
240000 x (1,04832) = M = 240000 x (1,04832) = M = 251596, 80.

Assim, a taxa aparente do empréstimo ¢é 4,832% ao més e o valor resgatado ao final da

operacao ¢ de R$251596, 80.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 105: Taxa Aparente e real

Arquivo Editar Exibir Opghes

[ AL =
4

amentas Janela Ajuda Entrar.

w Janela CAS » Janela de Visualizacio
T i 300000 1 Montante
1 Solugbes[i_{a}=(1+0.045(1+0008)-1, i_{aj] =11, 251596,80)

= {0.05
( } 200000

{0.04832}
151
- 3125 100000

3 Solughes[l = 240000%1.04832, 1] 4

= {251596.8} 0

[ 1 3 3 4

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”para efetuar os célculos;

ii) Dé o comando “Solugoes[i_{a} = (1+0.04) % (1+0.008) — 1,i_{a}]"e tecle “enter”para
calcular o valor aproximado da taxa aparente mensal;

iii) Clique sobre o valor apresentado para melhorar a aproximgao decimal da taxa efetiva;
iv) Dé o comando “Solugbes|M = 240000 * 1.04832, M|"e tecle “enter”para calcular o
valor resgatado no final da operacao;

v) V& ao campo de entrada, digite “Fungao[240000(1.048327),0, 3]"e tecle “enter”, para
que a funcao seja definida na janela de algebra e seu grafico aparega na janela de visua-
lizagao para o tempo x, variando de 0 a 3.

vi) V4 ao campo de entrada, digite “(1, f(1))”e tecle “enter”para definir o ponto A, re-

presentante do montante resgatado ao final de 1 més, a uma taxa aparente de 4, 832%.

3.7 EQUIVALENCIA DE CAPITAIS A JUROS COMPOSTOS

Esta secao é de grande importancia dentro da matematica financeira. Vivemos em
um pais capitalista onde a maioria das pessoas estd envolvida em algum negocio, e os
detentores de bens e servicos oferecem produtos e querem obter cada vez mais lucros so-
bre aquelas pessoas com menos conhecimento da matematica financeira, que muitas vezes,
nao tem paciéncia para analisar as propostas oferecidas, na ansia em adquirir determinado
produto. Vamos aqui mostrar como trabalhar com o dinheiro no tempo, para que, assim,
as pessoas possam analisar as propostas sugeridas em uma negociacao e tirar conclusoes
sobre qual é mais interessante, como, por exemplo, comprar a vista ou parcelar com uma
entrada ou parcelar sem entrada, entre outras que podem surgir, com o objetivo de auxi-
liar o comprador a decidir qual o negdcio é o mais interessante para ele. Devemos estar
sempre atentos em uma negociagao, quando os préprios vendedores tentam nos convencer
a comprar, porque o negbcio ¢ muito bom para nds, visto que na maioria das transacoes,

quando o negécio é bom para um lado, normalmente nao é tao vantajoso para o outro.

Definigao:

Dois capitais nominais C; e Cs, que, aplicados a uma mesma taxa de juros compostos
t por x e y periodos de tempo, respectivamente, sendo z < y e y — x = n periodos de
tempo, sdo equivalentes, se C; = Cy X (1 +4)" ou se os capitais C} e Cy, com datas

de vencimento diferentes e pre-determinadas, forem descapitalizados para uma data focal
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qualquer, com a mesma taxa de juros, nas mesmas condigoes, e produzirem identicos

valores presentes nessa data focal.
Exemplo

Bruno dispoe de uma quantidade em dinheiro e consegue uma aplicacao a juros de 0,6%
ao mes e com parte desse dinheiro pretende comprar um implemento agricola e o vendedor
lhe fez as seguintes propostas:

a) pagamento a vista, em parcela tnica no valor de R$5100, 00;

b) pagamento, em parcela unica, 3 meses apds a compra, no valor de R$5192, 35;

¢) pagamento, em parcela unica, 7 meses ap6s a compra, no valor de R$5318,09.

Qual das trés propostas é a melhor para a compra do implemento?
Resposta:

Observe que, capitalizando a opgao “b” por 4 meses, temos M = 5192, 35 x (1+0, 006)* =
M = 5318,09 que é o capital da opcao “c” e, portanto, os capitais das opcoes “b” e
“c” sao equivalentes. Agora, vamos descapitalizar o capital da opcao “c” por 7 meses.
M = 5318,09/(1 + 0,006)" = M = 5100, 00 que é o capital da op¢ao “a’e, portanto, os
capitais das opcoes “c” e “a” sao equivalentes. Portanto, as trés formas de pagamento sao
equivalentes, levando em conta o valor do dinheiro no tempo e estando o valor disponivel
em cada momento. Como Bruno tem o dinheiro disponivel, podera optar por qualquer
uma das trés formas de pagamento, levando em conta que a loja esta cobrando a mesma

taxa de juros em que consegue aplicar seu dinheiro.
Valor Atual de um Conjunto de Capitais

Quando um valor M deve ser pago ou recebido, em uma data futura, o que chamamos
de valor nominal, este pode ser descapitalizado, encontrando seu valor atual. Como
sabemos, para um dado valor presente Cj, o seu valor futuro, no sistema de capitalizagao
composta, apds n periodos de tempo, é dado por M = Cy(1 +i)". Para trazer o valor de
uma data futura para uma data presente, podemos fazer Cy = m Quando temos
um conjunto de pagamentos ou recebimentos My, My, M3, ..., M,,, previstos para datas
futuras, sendo tq,ts,t3,14,...,t, 0 numero de periodos de tempo entre a data atual e a
data de cada vencimento, estes podem ser trazidos para uma data presente, formando um
capital atual Cy, dado por: Cy = § T;)tl + {a ]—:—42)@’ + i {\F/[?;')% +...+ (11\_4—2)%, sendo
i a taxa de juros de cada valor futuro em questao. O valor também pode ser encontrado

em uma data passada, usando-se essa mesma ideia.
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Exemplo

Gabriel esté precisando com urgéncia de R$3000,00 e a tnica previsao de dinheiro que
tem para recebimento nos préoximos meses sao duas duplicatas a vencer, sendo a primeira
no valor de R$1400, 00 para vencimento daqui a 4 meses, a segunda no valor de £$1200, 00
para vencimento daqui a 3 meses, ¢ um cheque no valor de R$800,00 pré datado para
vencimento daqui a 2 meses. No desespero, procurou um agiota que desconta titulos a
vencer, e para isso, cobra uma taxa de 3% ao més para desconto de duplicatas e 4% para
desconto de cheques. Se Gabriel descontar seus titulos, ele conseguira o dinheiro que

precisa?
Resposta:

Vamos encontrar o valor atual de seus trés titulos.

co_M M My 1400 1200 800 N
(i)t (T4 (144) (140,03 (140,03)  (1+0,04)2

C =1243,88 +1098,16 + 739,64 = (' = 3081, 68.
Os titulos de Gabriel tem valor nominal de R$3400,00, com vencimentos futuros que
podem ser descontados, obtendo-se um valor atual de R$3081,68. Portanto, se Gabriel

descontar os titulos, ele consegue a quantia em dinheiro de que precisa com urgéncia.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 106: Exemplo valor atual de um conjunto de titulos

Arquive Editar Célula Maxima Equagfes ﬁlgebra Célcule  Simplificar  Grafico  Mumérice  Ajuda

@3 oexI D0 6> o @
- (%11) solwe([C=1400/(1.03)"441200/(1.03)"34+800/(1.04)"21, [Cl};:
rat: replaced —-3081.696828713%6 by —-2391966853/776185 = —-3081.69682,
23591566853
(%0l1l) ="
776185

I’ (2i2) %, numer;
(302) [C=3081.696828715957]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “solve([C' = 1400/(1.03)"4 4 1200/(1.03)"3 4 800/(1.04)"2], [C]);”e tecle
“shift enter”para obter o valor do capital atual referente aos titulos;
ii) Dé o comando “%,numer;”’e tecle “shift enter”para obter o valor exato do capital

atual.
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Série de Pagamentos

Nos dias atuais, grande parte da populacao esta envolvida em algum tipo de financia-
mento, como, por exemplo, da casa propria, de automoéveis, eletrodomésticos, empréstimos
e, com isso, fica submetida a uma série de pagamentos, conhecidos como as famosas
prestacoes. A equivaléncia de capitais permite a essas pessoas transformar diferentes for-
mas de pagamento e analisarem a melhor alternativa em uma negociacao. Uma série de
pagamentos pode ser considerada como uma série de recebimentos, desde que o objetivo

seja a capitalizacao de um montante.

Uma série de pagamentos pode ser definida como uma sucessao de pagamentos ou rece-
bimentos My, My, M3, My, ..., M, com vencimentos sucessivos ti, tg, t3,14, ..., t,,. As séries
de pagamento podem apresentar diferentes caracteristicas, tornando-se muitas vezes am-
plas e complexas. Aqui, neste trabalho, vamos mostrar exemplos de séries de pagamentos

com as seguintes caracteristicas:

e O prazo para pagamento entre dois termos quaisquer da série é sempre constante, ou
seja, os vencimentos dos termos, a partir do primeiro, variam em intervalos de tempo
de 30 em 30 dias, de 60 em 60 dias, de 180 em 180 dias, e assim por diante. Esses
pagamentos podem ser postecipados (quando os pagamentos iniciam apds o final do
primeiro periodo), antecipados (quando o primeiro pagamento ocorre na entrada,
do inicio da série), diferidos ou com caréncia (quando houver um prazo maior que

um periodo entre a data de inicio da série e a data do primeiro pagamento);

e Sabemos o nimero de termos da série, ou seja, é em quantidade finita. Nao vamos

tratar aqui das rendas perpétuas, cujo nimero de termos ¢ infinito;

e Os valores dos termos My, My, M3, My, ..., M, que compoem a série de pagamentos

sao uniformes (iguais).

Teorema

O valor de uma série de n pagamentos iguais a p, um tempo antes do primeiro paga-

mento, é, sendo ¢ a taxa de juros, igual a:

C—px [1 - (1i+z')—”} |

Demonstragao: Como os pagamentos My, My, M3, My, ..., M, sao todos iguais, vamos

representa-los por p. O valor atual C' da série de pagamentos pode ser calculado por:
p p p p
C = ~ + — + — t+ ...t
T+ @+02  ([@+i)p T+
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O segundo membro dessa equacao representa a soma de uma P.G., cujo primeiro termo é

e sua razao é q = . Dai temos que:

(1+14) (1+14)

1 " 1 "
—1 —1
Ceaxt = o oo P AT T VA

=

g—1 R 1 Y 1—1—4
1+ 1+1
» 1 \" 1+ " 1
— -1 = (C=px -1 X — =
143 {(1+@) } — b [(1+2> ] i
1—(1+2)™"
¢ n
Exemplo

Um aparelho celular custa, 4 vista, R$799,00. A loja também tem um plano parcelado,
em que o valor do aparelho ¢é dividido em 8 prestacoes mensais e iguais, sendo a primeira
um més apds a compra, com juros de 2,2% ao més. Se Jorge comprar esse aparelho a

prazo, qual sera o valor das parcelas?
Resposta:

Conhecemos o valor atual C' do celular, a taxa de juros 7 cobrada para venda parcelada e
o numero de parcelas, portanto, podemos usar a férmula acima e determinar o valor das

parcelas p. Assim, temos:

_ 1—(1+4)™ B 1—(1+0,022)"%
C—px{—i ] :>799—p><{ 0,022
799 x 0,022 = p x [1 — (1,022)7%] = 17,578 = 0,15978 x p =
17,578
— 00 — 110, 01.
P= 515078~ P HOO

O valor das parcelas pagas por Jorge serd de R$110,01.

Explorando a atividade no software wxMaxima

Figura 107: Valor da parcela celular no WxMaxima

Aquive Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Cdlculo Simplificar Grdfico  Numérico  Ajuda

DE&&x X00@lero @
(3i1) solve([799%0.022=p* (1-(1+0.022)"-8)], [pl), numer;

rat: replaced 17.578 by §789/500 = 17.578

rat: replaced —0.1597803508575 by -29710663/185946913 = —0.1597803508575

rat: replaced 17.578 by 8789/500 = 17.578

rat: replaced —0.1597803508575 by —29710663/185946913 = —0.1597803508575

rat: replaced -1.075575801573001E-11 by -1/92873456500 = —1.075575801573001E-11
rat: replaced -110.013527355953 by -90752469/824921 = —110.013527355953

(%0l) [p=110.0135273559528]

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) Dé o comando “solve([799%0.022 = px (1 —(140.022)" —38)], [p]), numer;”e tecle “shift

enter” para obter o valor das parcelas pagas por Jorge na compra do celular.

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 108: Valor da parcela celular no GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
15 7 _ g )
ToT o

SolugBes[799*0.022=p*(1-(1+0.022)*-8), p]

1

- {llo0.01}

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 ao menu, em “exibir”, “janela CAS”para efetuar os célculos;
ii) Dé o comando “Solugoes|[799 x 0.022 = p* (1 — (14 0.022)" — 8), p|”e tecle “enter” para

obter o valor das parcelas pagas por Jorge na compra do celular.

Observacao

Para evitar a criacao de mais férmulas, quando uma série de pagamentos uniformes for
antecipada ou tiver uma caréncia, podemos capitalizar ou descapitalizar o capital em
questao, de tal forma que os pagamentos fiquem igualmente espacados, obtendo-se, as-
sim, uma série de pagamentos uniformes e postecipados. A partir dai, usamos o teorema

acima, caso seja necessario determinar algum valor.

3.8 SISTEMAS DE AMORTIZACAO

Grande parte das familias brasileiras estd comprometida com alguma parcela a médio
ou longo prazo. A maioria das instituicoes financeiras que trabalha com empréstimo, das
lojas que vendem a prazo, dos bancos que trabalham com finamciamentos de casas, carros
ou qualquer outro bem, costuma utilizar o sistema de amortizacao Francés (mais conhecido
como Tabela Price) ou o Sistema de amortizagdo constante (SAC). Uma caracteristica
desses dois tipos de amortizacao é que eles sao desenvolvidos levando em conta o sistema

de juros compostos.
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Tabela Price

Esse sistema de amortizagao é usado em varios setores financeiros e consiste em amor-
tizar uma divida em prestacoes periddicas, de mesmo valor e sucessivas, considerando-se
uma série de pagamentos postecipados. O valor da parcela é constituido pela soma de
dois valores, sendo um relativo a amortizagao da divida e outro relativo aos juros que
sao calculados, multiplicando-se a taxa de juros do periodo pelo saldo devedor do periodo

imediatamente anterior. Sao caracteristicas da tabela price:

e as prestacgoes a serem pagas sao constantes;

e 0s juros sao decrescentes, pois, a cada periodo, o saldo para base de calculo é menor

que o saldo anterior;

e as amortizagoes sao crescentes, porque sao dadas pelas diferencas entre as prestagoes

(fixas) e os juros (decrescentes).

Para facilitar a nossa escrita, vamos usar a seguinte nomenclatura:

Capital financiado: C

Numero de parcelas: n;

Taxa de juros: ;

Valor parcela: P, onde P pode ser encontrada pela série de pagamentos uniformes dada
por C' = P x ﬂ,

Saldo devedor anterizor: SA;

Juros do periodo: J =17 x SA;

Amortizacao: A =P — J;

Saldo devedor atual : SD.

Exemplo

Monegundes fez um empréstimo junto ao “NOSSO BANCO” ;no valor de R$9000, 00, para
ser devolvido pelo Sistema Price, em 12 parcelas mensais, com taxa de juros de 2% ao més,
sendo a 1* parcela 1 més apos a assinatura do contrato. Construa uma tabela, informando
o valor das parcelas, os juros de cada periodo, a amortizacao de cada periodo e o saldo

devedor.

Resposta:

Na assinatura do contrato, o saldo devedor é de R$9000, 00. Para calcular o valor das par-

celas com as informagoes dadas, vamos utilizar a relacao usada para série de pagamentos
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uniformes e postecipados. Assim,
1—(1+42)™ 1—(1+0,02)"'2
&igooosz (1+0,02)

) 0,02

Vamos construir uma planilha no excel para obter o que se pede no enunciado.

C=Px

= P = 851, 04.

Explorando a atividade no software Excel

Figura 109: Tabela Price

A B o D E F

1 | N2 parcela Taxa Valor parcelas Juros Amortizagdo | Saldo devedor
2

2 5000,00
4 1 0,02 851,04 180,00 671,04 8328,96
5 2 0,02 851,04 166,58 684,46 7644,50
6 3 0,02 851,04 152,89 698,15 0946,35
7 4 0,02 851,04 138,93 712,11 6234,24
8 5 0,02 851,04 124,68 726,36 5507,88
9 6 0,02 851,04 110,16 740,88 4767,00
10 7 0,02 851,04 95,34 755,70 4011,30
11 8 0,02 851,04 80,23 770,81 3240,49
12 g 0,02 851,04 64,81 786,23 2454,26
13 10 0,02 851,04 49,09 801,55 1652,30
14 11 0,02 851,04 33,05 817,99 834,31
15 12 0,02 851,04 16,69 834,35 -0,04

16

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Na coluna A, entre com o nimero das parcelas a serem pagas;

[43

ii) Na 2* coluna, em B4, entre com a taxa de juros, dando o comando “= 2%” e, como
a taxa é a mesma nas demais parcelas, clique em B4 e ird aparecer uma cruz preta no
canto inferior direito dessa célula, que deve ser arrastada até B15, preenchendo as demais
células dessa coluna;

iii)Em C4, dé o comando “= F3 % B4/(1 — (14 B4)~12)”, encontrando o valor das par-
celas. Como sao todas iguais, arraste até a tultima coluna C15;

iv) Em D4, dé o comando “=B4*F3”, encontrando o valor do juro. Clique em cima do
valor e arraste até D5 para entender que é o mesmo comando e, em seguida, arraste até
D15;

v) A amortizacao é dada pela diferenca entre o valor da parcela e os juros. Em E4 dé o

4

comando “=C4-D4”, clique em cima do valor, arraste até E5 e, em seguida, até E15;
vi) O saldo devedor atual é dado pela diferenca entre o saldo devedor anterior e a amor-
tizagao do periodo. Em F4 dé o comando “=F3-E4”, arraste até F5 e, em seguida, até

F15.
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Tabela SAC

O sistema de amortiza¢ao constante (SAC) é bastante utilizado no setor de financi-
amento habitacional, cujo o nimero de parcelas costuma ser maior em funcao do valor
financiado. Como o préprio nome ja diz, as amortizacoes periddicas sao sempre iguais,
durante todo o tempo da operacao. O valor das amortizagoes é obtido dividindo o capital
emprestado pelo nimero de parcelas. Os juros sao calculados em cima do saldo devedor
que vai sempre diminuindo. Como consequéncia das amortizacoes e dos juros, as parcelas
sao decrescentes em progressao aritmética. Portanto, temos as seguintes caracteristicas

no sistema SAC:

e as amortizagoes sao constantes, porque sao dadas pela razao entre o capital finan-

ciado e o nimero de parcelas;

e 0s juros sao decrescentes, porque, a cada periodo, o saldo para base de céalculo é

menor que o saldo anterior;

e as prestacoes a serem pagas sao decrescentes, porque sao dadas pela soma das amor-

tizagbes (constantes) e dos juros (decrescentes).

Para facilitar a nossa escrita, vamos usar a mesma nomenclatura utilizada na tabela Price:

Capital financiado:

Numero de parcelas: n;

Taxa de juros: ;

Amortizacao: A = —;

Saldo devedor anter?or: S A,
Juros do periodo: J =1 x SA;
Valor parcela: P, onde P = A+ J
Saldo devedor atual: SD.

Exemplo

Em 2014, Cain financiou um terreno de R2$25000,00, em 10 prestacoes mensais e iguais,
com taxa de 0, 8% ao més, sendo a primeira 30 dias apds a assinatura do contrato. Sabendo
que foi usado o sistema SAC para o financiamento, faca uma tabela de acompanhamento

da divida, mostrando as amortizagoes e os juros pagos.
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Explorando a atividade no software Excel

Figura 110: Tabela SAC

A B C D E F

1 N2parcela Taxa Amortizagdo Juras Valor parcelas | Saldo devedor
2

3 25000,00
4 1 0,008 2500,00 200,00 2700,00 22500,00
5 2 0,008 2500,00 180,00 2680,00 20000,00
6 3 0,008 2500,00 160,00 2660,00 17500,00
7 4 0,008 2500,00 140,00 2640,00 15000,00
3 5 0,008 2500,00 120,00 2620,00 12500,00
9 6 0,008 2500,00 100,00 2600,00 10000,00
10 7 0,008 2500,00 80,00 2580,00 7500,00
11 8 0,008 2500,00 60,00 2560,00 5000,00
12 9 0,008 2500,00 40,00 2540,00 2500,00
13 10 0,008 2500,00 20,00 2520,00 0,00

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Na coluna A, entre com o nimero das parcelas a serem pagas;

(13

ii) Na 2% coluna, em B4, entre com a taxa de juros, dando o comando “= 0,8%" e, como
a taxa é a mesma nas demais parcelas, clique em B4 e ird aparecer uma cruz preta no
canto inferior direito dessa célula, que deve ser arrastada até B13, preenchendo as demais
células dessa coluna;

iii) Em C4, dé o comando “= 25000/10”, encontrando o valor das amortizagdes. Como
sao todas iguais, arraste até C13,que é a tltima célula dessa coluna;

iv) Em D4, dé o comando “=B4*F3”, encontrando o valor do juro. Clique em cima do
valor e arraste até D5 para entender que é o mesmo comando e, em seguida, arraste até
D13;

v) O valor da parcela é dado pela soma entre o valor da amortizagao e os juros do periodo.
Em E4, dé o comando “=C4+D4”, arraste até E5 e, em seguida, até E13;

vi) O saldo devedor atual é dado pela diferenga entre o saldo devedor anterior e a amor-
tizagao do periodo. Em F4, dé o comando “=F3-C4”, arraste até F5 e, em seguida, até
F13.

Portanto, pelo financiamento do terreno, Cain amortizou R$2500, 00 por més, sua primeira
parcela foi de R$2700, 00 e a iltima de R$2520, 00. Os juros pagos em cada més sao dados
pela diferenca entre o valor da parcela mensal e da amortizacao do més, conforme a tabela

acima.
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4 APLICACOES FINANCEIRAS

Neste capitulo vamos apresentar algumas aplicagoes financeiras que sao comuns em
nosso meio. O objetivo é mostrar como as institui¢oes financeiras, os bancos e, em geral,
aqueles que tem o poder do dinheiro planejam seus recebimentos em fun¢ao de um crédito
cedido, de maneira a sempre obterem vantagens sobre o pobre possuidor da divida. Iremos
utilizar o software Excel nas aplicagoes a seguir, por ser bem conhecido e eficiente na
construcao de planilhas eletronicas, porém, todas essas planilhas, podem ser desenvolvidas
no software GeoGebra, onde os comandos sao semelhantes aos do Excel. Para abrir a

planilha no GeoGebra, devemos ir no menu em “exibir”; “planilha”.

A secao seguinte deste capitulo, esta relacionada a matemédtica financeira e a cons-
trugao de planilhas do excel, tomando como base as referéncias [9], [11], [18], [24], [25] e
[26].

4.1 APLICACOES

As situagoes colocadas abaixo sao reais e envolvem operacoes financeiras a curto,
médio e longo prazo, que aconteceram em um passado recente ou ainda estao acontecendo.
Para nao expor as pessoas envolvidas e as instituigoes financeiras, criamos nomes ficticios

para retratar cada situacao.

4.1.1 Taxas de Empréstimos

Com o atual quadro economico das familias brasileiras, para honrar com os compro-
missos firmados e amortizar uma ou mais dividas, tornaram-se se comum os empréstimos.
Com isso, as pessoas adquirem uma nova divida, muitas vezes maior do que a anterior.
A procura por taxas menores de juros fez com que grande parte da populacao, princi-
palmente aqueles que tem algum vinculo de recebimento com os setores publicos, como
aposentados, pensionistas e funcionarios piblicos em geral, optem pelos empréstimos con-
signados, cujas parcelas sao descontadas na folha de pagamento e, por isso, apresentam
menores riscos aos bancos, sendo assim, oferecidos com taxas bem mais atrativas. Nesse

sistema de empréstimo, normalmente as taxas de juros sao variaveis em fun¢ao do niimero
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de parcelas acertadas para o pagamento e também variam de banco para banco.

Exemplo

Kaique comecou a construcao de alguns apartamentos para vender, e, na fase final, faltou
um pouco de dinheiro para fazer a parte de acabamentos, para que os apartamentos ficas-
sem totalmente prontos e pudessem ser colocados a venda. Como sua mae é funcionaria
publica, pediu que ela fizesse uma simulagao de um empréstimo no valor de R$10000, 00,
em 36 parcelas, junto a um correspondente do banco “Y”, e a atendente disse que ela
conseguiria o dinheiro como queria, com taxa de juros de 1,4% ao més, com parcelas de
R$406, 00, sendo a primeira 30 dias apds a assinatura do contrato. Como Kaique era
muito seguro e curioso, antes de sua mae adquirir o empréstimo, procurou um professor
de matemadtica para que verificasse se a taxa realmente era de 1,4% ao més. Como o

professor poderia mostrar a Kaique o valor da taxa que estava sendo realmente cobrada?

Resposta:
Uma das maneiras seria construir uma planilha e chegar a um valor aproximado para a

real taxa.

Explorando a atividade no software Excel

Figura 111: Taxa real do empréstimo

£ E = 0 E F G H
1 ___DATA | EMPREST.| JUROSMES | AMORTIZACAO| PARCELA [TAXA MENSAL| PRAZO [SALDO DEVEDOR
2 10.000,00 10.000,00
8 322015 221.51 184.493 406 2.21910% 1 9.815.51
4 302016 217,42 188.58 406 2. 21910 2 9.626.93
5 | 29M0Z12016 213.25 19275 406 2.21910% 3 9.434.18
5] 30312016 208,98 197.02 406 2. 21910 4 9.237.16
7| 30M042016 204 .61 201.39 406 2.21910% £ 9.035.77
g 3052016 200,15 205,85 406 2. 21910 ] 6.829.92
3 | 30/06/2016 195.59 21041 406 2.21910% I 8.619.51
10 | 3W07R2016 130,33 215,07 406 2. 21910 B 6.404.44
il 3W0E2016 18617 219.83 406 2.21910% a3 6.184.61
12 | 3000342016 181.30 224,70 406 2. 21910 10 7.959.91
13 302016 176.32 229,68 406 2.21910% n T.730.23
14 301112016 17,23 23477 406 2. 21910 12 7.495.46
15 322016 166.03 239.97 406 2.21910% 13 7.255.49
16 Jwonw2ol7 160,72 245,28 406 2. 21910 14 7.010.21
17 | 280282017 155.28 250,72 406 2.21910% 15 6.753.49
16 | 3032007 143.73 256,27 406 2. 21910 16 6.503.22
13 30042017 144.05 261.95 406 2.21910% 17 6.241,27
20 | 3wosz2o07 138.25 267,75 406 2. 21910 18 5.973.52
21 | 3000682017 132.32 273,68 406 2.21910% 13 5.6393.84
Z2 | JwoiizonT 126.26 279,74 406 2. 21910 20 5.420.10
23 | 3woskzonT 120.06 285,94 406 2.21910% 21 9.134.16
24 | 3000982017 13.73 292,27 406 2. 21910 22 4.841.89
25 | 3mMoRzolT 107.25 298.75 406 2.21910% 23 4.543.14
26 | JoMizonT 100.64 305.36 406 2. 21910 24 4. 23777
27 | dmZkzoiT 93.87 3213 406 2.21910% 29 3.925.64
28 | JN0izo1s 86,936 319,04 406 2. 21910 26 3.606.60
23 | 280212018 ¥9.83 326.11 406 2.21910% 27 3.280.43
30 | 3W0382018 7267 333.33 406 2. 21910 28 2.947.16
31 300042018 65.28 340,72 406 2.21910% 23 Z2.606.44
32 | 30582018 57,74 348.26 406 2. 21910 30 2.258.18
33 | 30/0612018 50.02 355.98 406 2.21910% 3 1.302.20
34 | JN0TRZ018 42,14 363.86 406 2. 21910 32 1.538.33
35 | 31082018 34.08 37192 406 2.21910% 33 1.166.41
36 | 3000342018 25,84 380,16 406 2. 21910 34 786,24
37 3MoRzois 1742 388.58 406 2.21910% 35 397.66
b 1 1 ) [ 1) ] B6.81 397,13 406 2. 21910 36 0,47
] TOTAL 4. 616,47 9.9399.53( 14.616.00

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) Entre com o valor do empréstimo na célula B2 e o saldo devedor serd o mesmo em H2;
ii) A primeira parcela, em E3, serd de R$406,00 e, como as demais sdo todas iguais,
selecione esta célula e arraste até a tltima célula dessa coluna da planilha;

iii) Para o valor da taxa, devemos inicialmente estipular uma quantia que julgamos coe-
rente, levando em conta o capital, a taxa e o nimero de parcelas;

iv) O célculo dos juros, no primeiro més, em C3, sdo calculados dando o comando
“=H2*F3”¢ como as demais células dessa coluna utilizam a mesma férmula, selecione
a primeira, arraste até a segunda para entender que ¢é a féormula da célula anterior e de-
pois arraste até a ultima célula dessa coluna na planilha;

(13

v) Para o célculo da amortiza¢ao em D3, dé o comando “= E3-C3”e faga como no item

anterior para as demais células dessa coluna;

“= H2-D3"”e faca como no item

vi) Para o célculo do saldo devedor em H3, dé o comando
anterior para as demais células dessa coluna;

vii) Com a planilha preenchida, observamos se o saldo devedor se aproxima de zero na
ultima célula dessa coluna. Caso contrério, iremos aumentando ou diminuindo o valor
dessa taxa até o saldo devedor ficar préximo de zero. Assim, obtemos uma boa apro-
ximagcao para a taxa do empréstimo. Na simulacao de Kaique, a taxa que estava sendo
cobrada era de aproximadamente 2,21510%.

Outra maneira seria resolver a equagao obtida da férmula para série de pagamentos
1—(1449™
o

uniformes e postecipados da secao 3.8, dada por C' = p X Dai temos,

1— (1+4)"%
10000 = 406. .= D™ 10000 x i/406 = 1 — (1 + )36,
1

Explorando a atividade no software GeoGebra

Figura 112: Célculo da taxa real do empréstimo
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

[=1 =1 /s o) <[] <] Y
) ¥y
Yo
1 Soluches[10000% /406 = 1 - (1+)"-38, i]
- {-1.4,0,0.02}
2 | {—1.39991?955941,0,0.022149689963?9}{ [a]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) V4 até a janela CAS e dé o comando “Solugdes[10000 /406 =1 — (1 +1)" — 36,i]"e

tecle “enter”, obtendo o valor da taxa;
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ii) Clique duas vezes sobre o resultado para obter uma melhor aproximagcao e considere o

valor positivo como solucao do problema.

Como o valor positivo encontrado no GeoGebra foi 0,02214968996379, entao podemos
concluir que a taxa que estava sendo cobrada pelo banco era de 2,214968996379%. Pode-
mos jogar esse valor na planilha eletronica e observar que o saldo devedor final fica muito

proximo de zero ou igual a zero, dependendo da quantidade de casas decimais utilizadas.

4.1.2 Cartao de Crédito

Até alguns anos atras, apenas os mais ricos, quem tinha algum poder social ou de
alguma forma tinha a confianca dos bancos, possuiam cartoes de crédito. Hoje, tudo é
bem diferente, os cartoes de crédito chegam em nossas casas quando menos esperamos.
Os bancos, as grandes lojas, as operadoras de cartoes de crédito, nao estao preocupadas
em oferecer mais uma alternativa para novos clientes, mas, sim, fazer com que as pessoas
adquiram dividas, e sejam obrigadas a pagar altos valores em juros, a fim de manter seu

nome limpo no setor comercial.
Exemplo

Abaixo apresentamos uma parte da fatura de cartao de crédito oferecido pelo banco “X”a

nossa amiga “Tina”.

Figura 113: Recorte fatura cartao de crédito
Resumo da sua fatura

> Cartao Venci :
OURDCARD VISA INTERMATIOMAL encimento
N® 4584 0K XOO0K 9025 10/11/2015

Data prevists pars o fechamento da proxima faturs: 25/11/2015

Atencio

= Em caso de pagamento inferior ao valor total, o cliente dewera arcar com as taxas & encargos
apontados nesta fatura, incidentes sobre a diferenga entre o valor total e o valor pago.

= Cazo sejs efetuado exataments o pagamento minimo, na proxima fatura poderdo sercobrados
encargos financeiros de, no maximo, RS 187,46, Consulte o CET no item Encargos Financeiros
acima.

Valor Total Pagamento minimo Pagamento pareelado(1}
Ré 1.380,10| |7 20702 | |24 xRS 128,37

(1) Instrugdes para Parcelamento desta Fatura:

= Para parcelar esta fatura em 24 vezes |1 entrada + 23 parcelas), pague até o vencimento, de

uma s& wez, o valor exato de: RS 128,37 (CET £5.48% a.a.).

Fonte: o autor

Na fatura, a parte dos encargos financeiros diz que caso “Tina”nao efetue o pagamento até
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o vencimento, serd cobrada uma taxa de 2% a.m.(ao més) de multa, e caso nao efetue o
pagamento total, encargos financeiros maximos de 15,98% ao més para o crédito rotativo,
ambos calculados sobre o saldo devedor e incluidos na préoxima fatura. Supondo que essas
taxas sejam mantidas e aplicadas nos proximos periodos e que “Tina’nao faga novas
compras com o cartao, pergunta-se:

a) Qual seria o valor da divida de “Tina”, em 10/02/16, se ela ficasse sem pagar nada nas
faturas com vencimento em 10/11/15;10/12/15 e 10/01/167

b) O que aconteceria com a divida de “Tina”, em 10/11/16, se a partir de 10/02/16 ela
fosse pagando o valor minimo de 15% da fatura até 10/10/167

¢) Quanto de juros ela pagou nos 9 meses em que ficou pagando apenas o valor minimo
da fatura?

d) Se ela quitar a divida, em 10/11/16, qual a porcentagem o banco recebeu a mais em

relacdo ao valor da fatura de 10/11/157

Resposta

Vamos construir uma planilha para acompanhar a evolugao da divida de “Tina”e respon-

der as perguntas acima:

Explorando a atividade no software Excel

Figura 114: Evolucao divida da fatura cartao de crédito de Tina

A B C D E F G
1 _
2| o 10/11/2015 1380,10 0,00 1380,10 248,14 0,00
3 1 | 10/12/2015]  1628,24 0,00 1628,24 292,76 0,00
4| 2 10/01/2016]  1921,00 0,00 1921,00 345,40 0,00
s 3 10/02/2016]  2266,40 339,96 1926,44 307,34 339,96
6 4 10/03/2016]  2234,28 335,14 1899,14 303,48 675,10
7/ 5 10/04/2016]  2202,62 330,39 1872,23 299,18 1005,49
8 6 10/05/2016]  2171,41 325,71 1845,70 294,94  1331,21
E 10/06/2016] 214064 321,10 1819,54 290,76]  1652,30
10 s 10/07/2016] 211031 316,55 1793,76 286,64]  1968,85
1] 9 10/08/2016]  2080,41 312,06 1768,34 282,58]  2280,91
12 10 | 10/09/2016)  2050,93 307,64 1743,29 278,58|  2588,55
13 11 | 10/10/2016]  2021,36 303,28 1718,58 274,63] 289183
14 12| 10/11/2016] 199321 | asss,04]

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Na linha 2, entre com o valor inicial da divida, digitando seu valor na célula C2;
ii) Entre com o valor do pagamento efetuado na célula D2;

iii) Para encontrar o saldo devedor na célula E2, dé o comando “= C2 — D2”;

iv) Para encontrar os encargos (juros 15,98% + multa 2%), somando 17,98%, na célula
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F2, dé o comando “=0,1798 x £2";

v) O valor da préxima fatura, em C3, é encontrado fazendo o saldo devedor anterior mais
os juros do periodo. Para isso, dé o comando “= E2 + F27;

vi) Os préximos passos sao idénticos aos efetuados na linha 2;

vii) Na linha 5, para calcular o valor dos pagamentos, representando os 15% da fatura,

«

na célula D5, dé o comando “= 0,15 % C'5”; e faga o mesmo para calcular os pagamentos

das préximas linhas.

A partir da planilha, temos as respostas as nossas perguntas:

a) Em 10/02/16, “Tina”receberia uma fatura no valor de R$2266, 39.

b) Em 10/11/16, “Tina”deveria ao banco R$1993, 21, mais do que deveria em 10/11/15.
¢) Nos 9 meses, ela pagou um montante de R$2891,82, mais do que o valor inicial da
fatura, em 10/11/15.

d) Se em 10/11/16 “Tina”efetuar o pagamento total da fatura, no valor de R$1993, 21,
somando aos valores ja pagos, dd um total de R$4885,04. Fazendo % = 3, 5396,
temos que o valor total recebido pelo banco durante um ano é 253, 96% maior que o valor

da fatura inicial, em 10/11/15.

4.1.3 Financiamento de Veiculo

Hoje em dia, as pessoas estao envolvidas em um grande nimero de atividades, o que
faz com que o seu tempo seja valioso. Grande parte da populacao, que faz uso de veiculos,
estd preferindo se submeter as parcelas de um carro novo, do que gastar tempo e dinheiro
dando manutengoes em seu carro usado. Esse foi um dos motivos que aqueceu o mercado
de carros zero nos tultimos anos. Ao comprar um carro zero financiado, além da parcela,
devemos ficar atentos ao grande nimero de taxas que aparecem para pagar no ato da
compra, isso sem levar em conta os impostos, para ficar em dia com a lei, e os seguros e

revisoes que devem sempre ser atualizados, garantindo mais seguranca e tranquilidade.

Exemplo

Em 2013, “Kadu”se envolveu em uma batida de carro e como seu carro deu perda total,
ele resolveu olhar as condi¢oes para comprar um carro zero quilometro. Quando chegou
a concessionaria, ja foi logo recebendo um panfleto, dizendo que alguns veiculos estavam
em promocao com 60% de entrada e o restante em 30 parcelas com taxa de “juros zero”.
O moco, entao, ficou todo empolgado com um carro com valor nominal de R$41990, 00,
porque tinha o dinheiro da entrada e nao pagaria juros sobre o valor restante. Assim,

“Kadu”foi conversar com a vendedora sobre os possiveis valores a serem pagos para a
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aquisicao de um desses veiculos e logo ja surgiu um valor a ser pago referente a IOF que,
segundo a vendedora, era embutido no valor do veiculo, sé que ela nao sabia a porcentagem
e nem como calcular, pois o préprio banco responsavel pelo seu recebimento ja fazia os
calculos e mandava o valor final. Resumindo, quanto menos informagao for passada a
proxima vitima, mais facil serd de colocar as taxas desejadas embutidas no valor total
do veiculo, ou no valor a ser financiado. Depois de muitas conversas e diante da grande
necessidade em adquirir o carro, “Kadu”resolveu fechar o negécio com a vendedora, dando
uma entrada de R$25000, 00 e financiando o restante em 30 prestagoes mensais e iguais
de R$618, 82, sendo incluidas no valor financiado as taxas de CET (custo efetivo total) e
TCC (taxa de confecgao de cadastro). “Kadu ”, entao, pagou o valor da entrada e esperou
alguns dias até que fosse elaborado um contrato com os valores que fossem interessantes
para a concessiondria e o banco credor do empréstimo. No dia 03/07/13, “Kadu”assinou o
contrato com valor financiado, taxa de juros, prazo e valor das parcelas como especificados
no resumo do financiamento abaixo, retirado no site do banco cedente do valor financiado,

em 07/11/15, e que é coerente com o contrato assinado por “Kadu”, em 03/07/13.

Figura 115: Contrato compra carro com taxa zero
Produto Financiamento Valor da Parcela 618.82
Contrato Data do Contrato 03/07/2013
Taxa de Juros 31 % Vencimento 08/11/2015
Prazo (meses) 30 Vencimento da Ultima Parcela 08/01/2016
Valor Financiado 17,416.80 Saldo Devedor 1,856.45

Parcelas a Vencer 2 Parcela Pendente 1

Fonte: o autor

Pergunta-se:

a) Como “Kadu’teve que pagar a 1* parcela na assinatura do contrato, amortizando
R$618, 82 no saldo devedor de R$17416, 80, qual foi a taxa de juros cobrada no financia-
mento?

b) Desenvolva uma planilha mostrando a evolugao da divida ao longo do tempo.

¢) Quanto “Kadu”terd pago de juros no final do financiamento?

d) Considerando apenas a entrada e as parcelas, quanto “Kadu terd pago pelo carro ao

final do financiamento?

Resposta:

a) Como a 1* parcela foi paga antecipada, nao incide juros sobre ela. Portanto, o va-
lor financiado nas 29 parcelas mensais seguintes foi 17416,80 — 618,82 = 16597, 98.

A taxa de juros pode ser calculada no GeoGebra, na janela CAS, dando o comando
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“Solugoes[16797.98 %7 = 618.82% (1 — (1+1)729),¢]”e teclando “enter”, obtendo-se, assim,
i = 0,44626% ao més, que é diferente da taxa impressa no contrato de 0,31% ao més
(figurallb).

b) Vamos construir uma planilha de amortizagao.

Explorando a atividade no software Excel

Figura 116: Evolucao financiamento carro

o B = u] E F G H | J K
1  Parcela Vencimento Descrigdo Saldo Ant. Juros Amortizagio Valor Cobrado Pagamento Multa Yalor Pago Saldo Devedor
2z FO00TIZ2015]| Ererada 25000 300072015 0 25000 17416.80
8 FOI0TIZ015{|1CF + Diesl. 14,81 050820135 0 14,81
4 1| 020812013 Parcela 17416.80 0 618.62 618.82| 05082013 8.10 626,92 16797.98
5 2| 05/092M3|Parcela 16797.98 74,96 543,86 618.82| 06032013 0 618.62 16254.12
5 3| 00203 Parcela 16254.12 72,54 546,28 61882 051012013 0 618.62 15707.64
7 4 05112013 Parcela 15707.64 70,10 548,72 61882 05120135 0 618.62 15159.12
g 5| O&12203)|Parcela 15159.12 B67.65 551,17 61882 0312i2013 0 618.62 1460795
g 6| 0012014 Parcela 1460795 65.19 553,63 61882 050112014 0 618.62 14054, 31
10 Tl 08022014 Parcela 14054, 31 62,72 556,10 61882 00212014 0 618.62 13498.21
1 B|| 05032014 Parcela 13498.21 60,24 558,58 61882 052014 0 618.62 12939.63
12 9| 05042014 Parcela 12939.63 57,74 561.08 618.82| 0&04/2014 0 618.62 12378.55
13 10| 0805/2014||Parcela 12378.55 55.24 563,58 618.82| 05052014 0 618.62 11814.93
14 1| O&06201(| Parcela 11814.98 52,73 566,09 618.82| 03/06/2014 0 618.62 11248.88
1= 12| 0807200d||Parcela 11248.88 50,20 568,62 618.82| 08072014 0 618.62 10680.26
16 13| 0&082004|| Parcela 10680, 26 47,66 57116 618.82| 08082014 0 618.62 1010910
17 14| 08032004||Parcela 1010910 45,11 573.71 618.82| 0%/03/2014 0 618.62 9535.39
15 15| 05102004 Parcela 9535.39 42,55 576,27 61882 051012014 0 618.62 §959.13
13 16 051112014 Parcela §959.13 39.98 578.84 61882 100112014 0 618.62 §360.29
20 17| 081212014 Parcela §360.29 37.40 581,42 61882 051212014 0 618.62 T798.87
21 18| 05/012015)|Parcela T798.87 34.80 584,02 61882 05012015 0 618.62 T214,85
22 19| O&022015)|| Parcela T214.85 32.20 586,62 618.82| 03022015 0 618.62 6628.23
23 20| 05/03/12015)Parcela 6628.23 29.58 589,24 618.82| 03032015 0 618.62 6038,99
24 21| 0S042015)|| Parcela 6038.93 26,95 59187 618.82| 0&04/2015 0 618.62 5447,12
25 22| 05/05/2015)Parcela 9447,12 24,31 594,51 618.82| 08052015 0 618.62 4852,60
26 23| DS/062015)Parcela 4852,60 21,66 597,16 618.82| 08062015 0 618.62 4255,44
27 24| 05072015 Parcela 4255,44 18.939 599,83 618.82| 08072015 0 618.62 3655.61
28 25|  D8/052015)Parcela 3655.61 16,31 602,51 618.82| 07082015 0 618.62 3053.10
29 26| 05/05/2015)Parcela 3053.10 13.62 605,20 618.82| 080312015 0 618.62 2447.91
30 27| 0810f2015) Parcela 2447.91 10,92 607,90 61882 051012015 0 618.62 1840.01
1| 28 051112015 Parcela 1840,01 8.21 610,61 61882 0512015 0 618.62 1229.40
32 29|  0&81212015)Parcela 1229.40 5.43 613.33 61882 61607
33 30| O0501W20EIParcela 616.07 2.79 616.07 61882 0,00
3¢ Toral 1147 80 17416.80 43579.41
35
36 Resp. c.d 1147 80 4356460

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

Como as parcelas sao fixas e iguais, temos uma tabela Price. Para o seu preenchimento,
siga 0s seguintes passos:

i) Na linha 5, na célula D5, entre com o saldo devedor anterior, dando o comando “= K47,
clique do lado direito do mouse, no simbolo para reduzir casas decimais, para deixar o
valor com duas casas, arraste até a célula imediatamente abaixo para entender que é o
mesmo comando anterior e, em seguida, arraste até a tultima célula dessa coluna que é
D33;

ii) Para o calculo dos juros, na célula E5, dé o comando “= 0,0044626% D5”, clique do lado
direito do mouse, no simbolo para reduzir casas decimais, para deixar o valor com duas

casas, arraste até a célula imediatamente abaixo para entender que é o mesmo comando
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anterior e, em seguida, arraste até a ultima célula dessa coluna que é E33;

iii) Para preencher o valor das parcelas, vd em G4 e digite “618,82”, em G5 dé o comando
“=G4"para entender que é o mesmo valor anterior e, em seguida, arraste o mouse até a
ultima célula dessa coluna que é G33;

iv) Para preencher o valor pago, vd em J4 e digite “=G4+14”, clique e arraste até J5 para
entender que é o mesmo comando anterior e, em seguida, arraste o mouse até a ultima
célula dessa coluna que é J33;

v) Para o calculo da amortizagdo do més, em F5, dé o comando “= G5 — E5”, clique
do lado direito do mouse, no simbolo para reduzir casas decimais, para deixar o valor
com duas casas, arraste até a célula imediatamente abaixo para entender que é o mesmo
comando anterior e, em seguida, arraste até a tultima célula dessa coluna que é F33;

vi) Para o calculo do saldo devedor do més, em K5, dé o comando “= D5 — F5”, clique
do lado direito do mouse no simbolo para reduzir casas decimais, para deixar o valor
com duas casas, arraste até a célula imediatamente abaixo para entender que é o mesmo
comando anterior e, em seguida, arraste até a tultima célula dessa coluna que é K33;

vii) Os valores de G2, G3 e 14 foram retirados da planilha de amortizagdo obtida como

informacoes do contrato em questao.

¢) Os juros sdo dados pelo somatorio das células da coluna E, onde houve juros. Em E34,
dé o comando “= SOMA(E5 : E33)”, totalizando R$1147, 80.

d) “Kadu”terd pago R$25000,00 de entrada mais 30 parcelas de R$618, 82, totalizando
R$43564, 60 pelo valor que inicialmente era de R$41990,00. O total pago é encontrado
em G36, dando o comando “=G2 + SOMA( G4:G33)”.

4.1.4 Plano de Previdéncia

Podemos dizer que uma pessoa previdente é aquela que se prepara com antecedéncia
para nao ter grandes surpresas. No setor financeiro, nao é diferente, investir na previdéncia
¢ um meio de buscar tranquilidade e seguranca para o futuro do segurado. Os planos de
previdéncia podem ser feitos para criancas, para quando se tornarem adultas terem a
disposicao recursos que possam facilitar a realizacao de seus planos e podem ser feitos por

adultos para pouparem ou garantirem a tao sonhada aposentadoria.
Exemplo
Joana é mae de Max que, no dia 30 de setembro de 2015, completou 17 anos, e sempre foi

muito preocupada com o futuro de seu filho. Como Joana ganha bem e gasta bem, nao

consegue juntar dinheiro para dispor de uma reserva no futuro, e ajudar Max em seus pla-
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nos. Em 2011, quando Max completaria 13 anos, Joana comecou a pesquisar sobre os tipos
de plano de previdéncia que tinha acesso e buscar aquele que garantisse maior seguranca,
liquidez e rentabilidade. Dentre todos que olhou, gostou do plano Brasilprev Junior. A
partir dai, Joana e Max comecaram a reduzir os gastos com despesas desnecessarias, e, no
aniversario de 13 anos do menino, Joana comecou a pagar esse plano, na certeza de que
seriam compensados pela realiza¢ao dos planos futuros de Max. Em 31/12/14, o saldo do
plano Brasilprev Junior de Max ji era de R$9.002,86 e, em 30/09/15, de R$10.747,63,

conforme extrato para saldo dos tltimos 10 meses abaixo.

Figura 117: Extrato bancério

A B C D E F
1 INVESTIMENTOS NA BRASILPREV - PREVIDENCIA PRIVADA

2 31/12/14 9.002,86
3 31/01/15 0,00 89,45 0,99% 9.092,31
4 28/02/15 0,00 62,49 0,69% 9.154,80
5 31/03/15 143,69 143,69 74,73 0,82% 9.373,22
6 30/04/15 143,69 143,69 80,57 0,86% 9.597,48
7 31/05/15 143,69 143,69 96,13 1,00% 9.837,30
8 30/06/15 143,69 143,69 82,49 0,84% 10.063,48
9 31/07/15 143,69 143,69 101,05 1,00% 10.308,22
10 31/08/15 143,69 143,69 67,02 0,65% 10.518,93
11 30/09/15 143,69 143,69 85,01 0,81% 10.747,63

Fonte: o autor

Pergunta-se:

a) Sabendo que, em novembro de 2014, o saldo era de R$8.945,79 e, em dezembro de
2014, os rendimentos foram de R$57,07, qual foi a taxa de rendimentos em dezembro de
20147

b) A taxa média de rendimento, nos 9 primeiros meses de 2015, foi aproximadamente
0,85%. Supondo que, a partir dai, a taxa de rendimento seja constante e igual a essa
média, e os depdsitos sejam mensais e iguais a R$143, 69 nos proximos anos, quanto Max
terd para retirar, quando completar 18 anos, ou seja, em 30/09/167

c¢) Em 30/09/15, aniversario de 17 anos de Max, sua mae pediu que escolhesse como
presente uma nova bicicleta que custa R$1899,00, ou que, nos proximos 12 meses, o
depdsito para o plano de previdéncia fosse de R$300,00. O que é mais vantajoso para

Max?

Resposta:

Vamos construir uma nova planilha de rendimentos ampliando as informacoes do enunci-

ado para responder as perguntas.
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Explorando a atividade no software Excel

Figura 118: Previsao plano Brasilprev

& B C D E F
1 INVESTIMENTOS NA BRASILPREV - PREVIDENCIA PRIVADA
2 c VALOR PERCENTUAL
5 DATA DEPOSITO | , o \cano |RENDIMENTO | oo o SALDO
4 | 30/11/14 894579
5 | 31/12/14 0,00 57,07 _ 9.002,86
& | 31/01/15 0,00 80,45 0,99% 9.092,31
7 | 2B/D2/15 0,00 62,49 0,69% 9.154,80
8 | 31/03/15 143,69 143,69 74,73 0,82% 9.373,22
9 | 30/D4/15 143,69 143,69 80,57 0,86% 9597 48
10 | 31/05/15 143,69 143,69 96,13 1,00% 9.837,30
11 30/06/15 143,69 143,69 82,49 0,84% 10.063,48
12 | 31/07/15 143,69 143,69 101,05 1,00% 10.308,22
13 | 31/08/15 143,69 143,69 67,02 0,65% 10.518,93
14 | 30/09/15 143,69 143,69 85,01 0,81% 10.747,63
15| 31/10/15 143,69 143,69 91,35 0,85% 10.982,67
16| 30/11/15 143,69 143,69 93,35 0,85% 11.219,72
17 | 31/12/15 143,69 143,69 95,37 0,85% 11.458,78
18 | 31/01/16 143,69 143,69 97,40 0,85% 11.699,85
19| 28/02/16 143,69 143,69 99,45 0,85% 11.943,00
20| 31/03/16 143,69 143,69 101,52 0,85% 12.188,21
71| 30/04/16 143,69 143,69 103,60 0,85% 12.435,50
22| 31/05/16 143,69 143,69 105,70 0,85% 12.684 89
23| 30/06/16 143,69 143,69 107,82 0,85% 12.936,40
24| 31/07/16 143,69 143,69 109,96 0,85% 13.190,05
25| 31/08/16 143,69 143,69 112,12 0,85% 13.445 86
26| 30/09/16 143,69 143,69 114,29 0,85% 13.703,84

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) Para determinar a taxa de rendimento, em dezembro de 2014, divida o rendimento
mensal pelo saldo anterior. Para isso, dé o comando “= D5/F4” encontrando o valor
unitario do rendimento. Para converter em porcentagem, clique do lado direito do mouse
e aparecera alguns simbolos. Clique no simbolo de porcentagem e, em seguida, no simbolo
para reduzir casas decimais, deixando a porcentagem com quantas casas queira;

ii) Para preencher o restante da coluna dos depdsitos iguais a R$143,69, clique em B14
e, em seguida, arraste até a tultima célula dessa coluna que é B26;

iii) Como o valor aplicado é igual ao valor do depédsito, em C15, dé o comando “= B15"e
arraste para a célula imediatamente abaixo para entender que é o mesmo comando anterior
e, em seguida, arraste até a dltima célula dessa coluna que é C26;

iv) Como as taxas de rendimento sdo iguais a 0,85% nos proximos meses, va até a célula
E15 e digite 0,85% e arraste até a célula E26;

v) Para o célculo dos rendimentos, multiplicamos a taxa de rendimento mensal pelo saldo

anterior. Na célula D15, dé o comando “= E15 x F'14”, clique do lado direito do mouse
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no simbolo para reduzir casas decimais, arraste até a célula imediatamente abaixo para
entender que é o mesmo comando anterior e, em seguida, arraste até a ultima célula dessa
coluna que é D26;

vi) Para preencher a colula dos saldos, somamos o saldo anterior com os rendimentos
do més mais o depdsito do meés. Para isso va até a célula F15 e dé o comando “=
F14 + D15 + C15”, arraste até a célula imediatamente abaixo para entender que é o

mesmo comando anterior e, em seguida, arraste até a tultima célula dessa coluna que é

F26.

a) De acordo com o item i) acima, a taxa de rendimento, em dezembro de 2014, foi de
0,64%.

b) Em 30/09/16, Max terd um saldo de R$13.703, 84 para ser retirado.

c¢) Se Max optar pelos depésitos, sua mae depositaria R$156,31 a mais por més, que nos
12 meses totalizava R$1875,72, que é menos que o valor da bicicleta. Para ver o que
acontece, apos aplicado em seu plano, va na planilha acima em B15 e troque o depdsito
de R$143,69 por R$300, 00 e observe o que acontece com o saldo, em 30/09/16. Veja que
passou de R$13.703,84 para R$15.669, 78, aumentando em R$1965,94. Se Max pensar
como um poupador, como ja possui uma bicicleta que esta lhe servindo, e que a nova
sofrerd uma depreciacao dentro de um ano, é muito melhor optar pelos aumentos nos

depdsitos em seu plano de previdéncia.

4.1.5 Compra Parcelada

E muito comum em nosso meio ouvir as pessoas dizerem “tudo que ganho eu gasto,
nao sobra nada”. Essas pessoas que nao conseguem poupar hoje para ter uma reserva
amanha, vivem na chamada zona de conforto, porém esse conforto dura apenas até surgir
um imprevisto. Quando esse imprevisto é uma compra que precisa ser feita e a pessoa

nao conseguiu juntar dinheiro, terd que encarar as famosas parcelas.

Exemplo

Lara é uma jovem que trabalha, mas nao consegue juntar dinheiro. No meés de agosto de
2015, Lara encontrou sua melhor amiga Ana, que ha tempos nao via, e foi surpreendida
ao ser convidada para madrinha de seu casamento que acontecera no dia 19 de dezembro
de 2015. Diante da situagao, mesmo sem dinheiro, Lara prometeu dar de presente a
Ana uma televisao que teria que ser comprada a prazo. Fez algumas pesquisas e os dois
melhores precos encontrados para a televisao foram na loja “Eletro 4”7, com as seguintes

alternativas de pagamento: 1) a vista, por R$1129,00; 2) em 2, 4, 6, 8 ou 10 parcelas,
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com juros de 1,5% ao més sem entrada; 3) em 12, 14, 16, 18 ou 20 parcelas, com juros
de 2,1% ao més sem entrada e na loja “Eletro Bacana”, com as seguintes alternativas:
1) a vista, por R$1019,00; 2) em 6, 7, 8, 9 ou 10 parcelas, com juros de 2% ao més sem
entrada; 3) em 11, 12, 13, 14 ou 15 parcelas, com juros de 2,3% ao més sem entrada,
sendo que, em qualquer situacao acima, para compra parcelada, a primeira parcela deve
ser paga 30 dias apos a compra. Como Lara nao tem dinheiro para comprar a televisao a
vista, vai comprar a prazo, respeitando a seguinte ordem de prioridades: 1°) comprometer
no maximo R$125,00 de seu orgamento; 2°) pagar o menor preco final; 3°) pagar um
menor numero de parcelas. Em qual das duas lojas, Lara conseguira comprar a televisao

respeitando os critérios de prioridade?

Resposta:

Para auxiliar Lara na sua tomada de decisao, vamos construir uma planilha com as in-

formagoes dadas:

Explorando a atividade no software Excel

Figura 119: Opgoes de parcelamento da televisao

A B C D E F G H 1 J

1 Eletro + Eletro Bacana

2

3 1129,00|a vista 1125,00 1015,00 a vistal 1019,00
4 1129,00 2 1,50% 577,23 1154,47 1015,00 6 2,00% 181,92 1091,51
5 1129,00 a 1,50% 292,91 117,65 1019,00 7| 2,00% 157,45 1102,13
6 1125,00 6 1,50% 198,17 1185,01 1015,00 3 2,00% 139,10 111283
7 1125,00 8 1,50% 150,82 1206,53 1015,00 9 2,00% 124,84 1123,59
8 1129,00 10 1,50% 122,42 1224,22 1015,00 10 2,00% 113,44 1134,42
9 1129,00 12 2,10% 107,41| 1288,97 1019,00 11|  2,30% 105,90 1164,95
10 1125,00 14 2,10% 93,92 1314,81 1015,00 12 2,30% 93,14 1177,68
11 1125,00 16 2,10% 83,81 1340,98 1015,00 13 2,30% 91,58 1190,51
12 1129,00 18 2,10% 75,97 1367,47 1015,00 14 2,30% 85,96 1203,42
13 1129,00 20 2,10% 69,71| 1394,28 1019,00 15|  2,30% 81,09 1216,42

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

O preenchimento das informacoes de uma loja é idéntico ao da outra. Vamos preencher
da loja “Eletro +”.

i) Como o valor a vista, que serve como base de cdlculo é tnico, digite na célula A3 o
valor 1129,00 e arraste até Al3;

ii) Na coluna numero de parcelas, digite os nimeros de parcelas que a loja oferece para
pagamento parcelado;

iii) Na coluna das taxas, vd em C4 e digite 1,5%, arraste até C5 e, em seguida, até C8;

em C9, digite 2, 10%, arraste até C10 e, em seguida, até C13;
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iv) Para calcular o valor das parcelas, va até a célula D4 e dé o comando

“= A4xC4/(1—(14+C4)” B4)”e, em seguida, arraste até D5 para entender que é o mesmo
comando anterior e depois arraste até D13;

v) Para calcular o valor total pago pelo televisor, vd em E4 e dé o comando “= B4x* D4”,
arraste até E5 e, em seguida, até E13.

Observando a tabela acima, as parcelas que cabem no bolso de Lara estao em amarelo.
Como ela quer pagar em menor quantidade de vezes, devemos observar a parte superior
dessa drea amarela e, assim, ela pode pagar em 10 vezes de R$122,42, pagando um total
de R$1224,22 na loja “Eletro +”ou pagar em 9 vezes de R$124, 84, pagando um total de
R$1123, 59 na loja “Eletro Bacana”. Respeitando as trés condi¢oes colocadas por Lara, é

melhor ela comprar a televisao na loja “Eletro Bacana”, parcelada em 9 vezes.

4.1.6 Pronaf

O Pronaf (Programa Nacional de Fortalecimento da Agricultura Familiar) tem por ob-
jetivo trazer apoio financeiro as familias que trabalham com agricultura ou agropecuaria,
buscando o seu fortalecimento e o crescimento da produgao, aumentando, assim, a renda
familiar dessa classe trabalhadora. Os incentivos financeiros sao usados para implantagao,
ampliagao ou modernizacao da estrutura de producao que podem ser acompanhados por
cooperativas ou associacoes que dao apoio em algumas regides, auxiliando também na
comercializacao dos produtos. Para um maior incentivo nessas areas, as taxas de juros

sao bem atrativas e os periodos entre pagamentos sao maiores, normalmente anuais.
Exemplo

Tio Cesar é um pequeno agricultor que trabalha diariamente em seu sitio de 10 alqueires,
e tem produgao média de 70 litros de leite por dia. Como a renda é pequena e as despesas
sao altas, nao sobra dinheiro para fazer melhorias em seu sitio, a fim de aumentar a sua
produgao. Quando os técnicos da EMATER ( Empresa de Assisténcia Técnica e Extensao
Rural) fizeram uma visita em sua propriedade, o aconselharam a fazer um financiamento
Pronaf, a fim de fazer as tais melhorias necessarias, e aumentar o seu rebanho, para num
futuro préximo aumentar a sua producao de leite. Tio Cesar entao procurou o gerente
do banco da sua cidade e, em 07/10/14, fez o financiamento Pronaf, contratando um
valor de R$40200, 00, sendo descontado desse valor R$1200, 00 referentes a seguro de vida
que se diz obrigatério pelo funcionério, que precisa bater metas. Portanto, Tio Cesar
retirou do financiamento R$39000, 00, para serem pagos em 10 parcelas anuais e iguais de
R$4800, 00.
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a) Se considerarmos o valor contratado por Tio Cesar de R$40200, 00, qual foi a taxa de
juros do financiamento?

b) Apds o quarto pagamento, qual é o valor amortizado da divida?

¢) Quanto tio Cesar pagara de juros na segunda prestacao?

d) Se tio Cesar for pagar a sétima prestagao, em 07/10/21 e, no mesmo dia, quiser quitar
o restante do financiamento, quanto devera desembolsar?

e) Se for considerado apenas o valor retirado do financiamento, qual foi a taxa de juros

cobrada?

Resposta:

Como as parcelas sao iguais foi utilizado o sistema Price de amortizagao no financiamento.
Nesse sistema de calculo, as parcelas sao fixas, os juros sao decrescentes e as amortizagoes
sao crescentes ao longo do tempo. Vamos usar o GeoGebra e calcular a taxa de juros do

valor contratado e do valor retirado.

Figura 120: Taxa juros Pronaf

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

ale
;
o o
S
9 Soluches[40200%=4800"(1-(1+)*-10), 1]
~ {-1.76,0,0.03}

Z {-1.759135848829, 0, 0.03361420505256}

3 Soluches[39000%=4800"(1-{1+)*-10), i]

5|~ {-1.76,0,0.04}

r {-1.761207430254, 0, 0.03965114259585] [a] |4

Fonte: o autor
Vamos construir uma planilha para responder as perguntas acima.
Explorando a atividade no software Excel
Figura 121: Amortizacdao Pronaf
A B C D E F

1 Tempo Amortizagdo| Parcela | TaxaJuros Juros Amortizagdo | Saldo Devedor
2 0 40200,00
3 1 A4800,00 3,3614% 1351,28 3448,72 36751,28
4 2| asoo,o0|  3,3614% 1235,36 3564,64 33186,64
5 3 4800,00|  3,3614% 1115,54 3684,46 29502,18
6 4 4800,00 3,3614% 991,69 3808,31 25693,86
7 3 A4800,00 3,3614% 863,67 3936,33 21757,54
8 6|  4soo,00| 3,3614% 731,36 4068,64 17688,89
9 7|  asoo,00| 3,3614% 594,59 4205,41 13483,49
10 8 4800,00 3,3614% 453,23 4346,77 9136,72
11 9 A4800,00 3,3614% 307,12 4492,88 4643,84
12 10|  4s00,00 3,3614% 156,10 4643,90 -0,06
13
14
15

Fonte: o autor
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Passo a passo executado no software:

i) Na data do financiamento, o saldo devedor em F2 é de R$40200, 00;

ii) Em B3, digite o valor da parcela de R$4800,00. V4 em B4 e dé o comando “= B3"e
arraste até B12;

iii) A taxa de juros foi encontrada no GeoGebra como acima. Em C3, entre com o seu
valor aproximado, em C4, dé o comando “= (C'3”e arraste até C12;

iv) Para o calculo do valor dos juros, vd em D3 e dé o comando“= C3 % F'2”, arraste até
D4 e, em seguida, até D12;

v) Para o cdlculo das amortizagoes, va em E3 e dé o comando “= B3 — D3”, arraste até
E4 e, em seguida, até E12;

vi) Para o célculo do saldo devedor, vd em F3 e dé o comando “= F2 — E3”, arraste até

F4 e, em seguida, até F12;

a) Considerando o valor contratado, a taxa de juros foi de 3,3614% ao ano
b) Apés o quarto pagamento, as amortizagoes estao em amarelo na tabela e totalizam

[14

R$14505,14. Para o seu cédlculo, em uma célula fora da planilha, dé o comando “=
SOMA (E3:E6)”.

¢) Na segunda prestagao, os juros estao na célula verde e serao de R$1235, 36.

d) Tio Cesar deverd desembolsar a parcela de R$4800,00, mais o saldo devedor apds
esse pagamento que é de R$13483,49, ambos em rosa na tabela, totalizando um va-

13

lor de R$18283,49. Para o seu cédlculo, em uma célula da planilha, dé o comando “=
SOMA(B9+F9)”.

e) Considerando apenas o valor retirado, e considerando as parcelas como uma série de
pagamentos uniformes postecipados, temos que

C:pxﬂ = 39000:4800><L,—H)_10

GeoGebra, na icigura da taxa de juros do Prona% acima, foi 0,03965114259585. Portanto,
a taxa de juros cobrada foi de 3,96511425% ao ano.

, cujo resultado positivo obtido no

4.1.7 Financiamento Habitacional

Os bancos publicos tem injetado muito dinheiro na construcao civil, onde milhoes de
brasileiros se submetem a um empréstimo de longo prazo a fim de ter a tranquilidade
de seu “préprio lar”. Nos tultimos meses, com a crise enfrentada pelo pais, e o grande
individamento das familias, as taxas de juros para o setor habitacional tiveram aumentos
sucessivos na tentativa de ajudar a controlar a economia. E mais comum no sistema
habitacional usar o sistema de amortizagao SAC, cujas parcelas comecam mais altas, mas

sao decrescentes, os juros sao decrescentes e as amortizagoes constantes.



149

Exemplo

Ha alguns anos atras, Neto fez o financiamento de um apartamento, mas, como a familia
cresceu, se viu obrigado a passar para uma casa. Procurou, entao, um banco para adquirir
um outro financiamento e foi surpreendido com as taxas bem mais altas por ser a segunda
aquisicao. Como nao estava tendo outra alternativa, fez o financiamento com parcelas
a sumir de vista, conforme planilha de evolugao fornecida pelo banco a Neto, que, entre

outras coisas, possuem as seguintes informacoes:

Valor do Imével: R$230000, 00;
Total Financiado: R$165406, 46;
Taxa de Juros Nominal: 8, 7873%;
Taxa de Juros Efetiva: 9, 1500%:;
Sistema de Amortizagao: SAC;

Prazo: 420 meses;

Vencimento 1* Parcela: 28/02/15.
Pergunta-se:

a) Apds o pagamento da 10* parcela, quanto Neto terda pago de juros e quanto amortizou
de sua divida?

b) E cobrado um seguro/FGHAB que sofre variagdes ao longo do tempo, com valor minimo
de R$19,00 e maximo de R$101,00, com média aproximada de R$60,00 para este con-
trato, e uma tarifa mensal constante de R$25,00. Durante os 420 meses, quanto Neto
pagara por esse seguro e pela tarifa fixa?

¢) Qual é a diferenga entre o 1° valor pago e o 20° valor a ser pago por Neto?

d) Ao fim dos 420 meses, quanto Neto terd pago pelo financiamento de R$165406, 467

Resposta:

Sabemos que nos financiamentos as taxas contratadas podem sofrer variagoes e os valores
calculados também. Em nosso exemplo, vamos ser fiéis as taxas especificadas nos dados
do contrato. Para responder com mais facilidade as perguntas acima, vamos fazer uma
planilha de amortizacao para os anos de 2015 e 2016, porém, para responder a letra d,

devemos fazer a planilha para 420 meses.
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Explorando a atividade no software Excel

Figura 122: Financiamento Habitacional

165406,46
160216/ 2 | 52,42 164618,82
1596,39] 4 | 52,17 1673,56 163831,18

| 159062 6 | 51,92 163043,54

| 1ssassl 8 | s167] 25000 166153

| 157909 10 | 51,42] 25,00 165551 161468,26

|
|

Fonte: o autor

Passo a passo executado no software:

i) A amortizagao é fixa e calculada, fazendo o saldo devedor anterior dividido pelo nimero

total de parcelas. No nosso caso, va em B3 e dé o comando *

‘=]2/420"¢ arraste para as
outras células da coluna até onde desejar;

ii) Como a taxa anual é de 9,1500%, pela equivaléncia de taxas, temos que

(14+1) =1+ = (1+0,0915) = (1 +4)'? =i = (1,0915)"/12 — 1 = i = 0,0073227.
Logo, sua taxa mensal equivalente é 0, 73227%. Para o calculo dos juros, vd em C3 e dé o

comando “

= 0,0073227 x [2”, arraste para a célula imediatamente abaixo e, em seguida,
até onde desejar;
iii) O valor da prestagao é igual a soma da amortizagao mais o juro do més. Em D3 dé o

comando *

‘=B3+C3”, arraste até a célula imediatamente abaixo e, em seguida, até onde
desejar;

iv) O seguro sofre variagoes temporarias, portanto, usamos uma porcentagem aproximada
de 0,3177% nas primeiras prestacoes e a tarifa é fixa de R$25,00;

v) Para o célulo do saldo devedor atual, faga o saldo anterior menos a amortiza¢ao mensal,

para isso, va em I3 e dé o comando “=I12-B3”.
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a) Apés a 10* parcela, Neto terd pago R$11982,45 em juros e R$3938, 20 em amortizacoes.
b) Considerando o valor médio de R$60,00, entre o maior e o menor valor da série,
nos 420 meses dard um valor aproximado de R$25200,00 de seguro/FGHAB e como
25 x 420 = 10500, totalizando R$10500,00 em tarifa.

c¢) O 1° valor pago foi de R$1682, 60 e o 20° valor a ser pago sera de R$1625,42. Portanto,
a diferenca serd de R$57,18.

d) As prestacgoes dao um total de R$420369,76, que, somados aos valores da letra b
temos 420369, 76 + 25200, 00 4+ 10500 = 456069, 76. Portanto, pelo financiamento de
R$165406, 46, Neto pagara um total de R$456069,76. Observe que esse valor é quase o

triplo do valor financiado.
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5 CONCLUSAO

A matematica financeira ocupa lugar de destaque na economia e desenvolvimento de
um pais. O Brasil atravessa uma fase em que a economia estd instavel, e todas as pessoas,
desde um simples trabalhador até os grandes empreséarios, precisam ser cautelosos em
seus negocios para controlar as despesas e receitas e nao gastar mais do que ganham,
adquirindo dividas. As pessoas, de maneira geral, tem um despreparo muito grande
diante do mundo financeiro cheio de “armadilhas” em que vivemos, e isso as tornam “presas
faceis” diante daqueles mais espertos, que muitas vezes tem o poder do dinheiro e estao

com o “bote”armado para explora-las.

A escola é vista como um lugar para buscar conhecimentos e se preparar para a vida.
Esperamos que este trabalho possa ser utilizado por professores da educacao basica, como
um recurso pedagdgico, buscando melhorias no ensino da matematica financeira. Que
os alunos possam utilizar os exemplos e, em especial, as aplicagoes do capitulo 4 como
base, para que, quando tiverem que tomar alguma decisao sobre uma operacao financeira,
possam ser capazes de interpretar, analisar, simular e tirar conclusoes, verificando a sua
viabilidade, evitando, assim, tomar decisoes precipitadas. Muitas vezes, quando estamos
com uma vontade incontrolavel de comprar algo financiado, ou quando estamos endi-
vidados, procuramos um empréstimo e, no calor da negociagao, parece que o negbcio é
interessante, mas devemos estar muito atentos aos prazos, taxas e valor total da operacao,
para nao adquirirmos grandes dividas para o futuro e acabarmos com outros sonhos que,

muitas vezes, tem que ser interrompidos.

A escolha dos softwares GeoGebra e WxMaxima, para exploracao das situacoes expos-
tas no trabalho, foi devido ao fato de serem softwares livres e de facil acesso aos professores
e alunos. Quanto ao software Excel, optamos em utilizé-lo por ser bem conhecido pelos
alunos e pela facilidade da utilizacao de suas ferramentas. Como todos os nossos alunos
tem acesso as tecnologias e quase todas as escolas possuem laboratorios de informatica,
embora muitos nao funcionem, o professor pode fazer um paralelo entre a exploracao
dos conteudos e a utilizagao desses softwares e das planilhas eletronicas na resolucao de
exercicios propostos pelo professor ou pelos préprios alunos. E interessante o professor
deixar que os alunos tragam situacoes vivenciadas por eles ou seus familiares que envol-

vam taxa, aumento, desconto, pagamento, parcela, aplicacao, amortizagao, saldo devedor



153

e também proporcionar a eles a criagao de outras situacoes que envolvam as que ja foram

propostas.

Neste trabalho, utilizamos os softwares livres para simplificar razoes, efetuar operacoes
fundamentais, fatorar, resolver equacoes e sistema de equagoes e plotar graficos. A parte
grafica possui comandos simples e tem melhores resultados utilizando o GeoGebra, en-
quanto as demais operagoes apresentam igual simplicidade tanto pelo WxMaxima, como
pelo GeoGebra. Ja as planilhas eletronicas, exploramo-nas pelo software Excel, embora,
todas podem ser desenvolvidas no software livre Geogebra. Fica como sugestao a criagao
e utilizacao de aplicativos de celulares e tabletes que simulem e controlem gastos e inves-

timentos, aproveitando assim, as tecnologias que nossos alunos tem acesso.

Por fim, esperamos que este trabalho possa contribuir de maneira geral com leitores,
professores e alunos, e que estes alunos se tornem cidadaos com uma formagao critica, e
sejam capazes de tomar decisoes acertadas no mundo financeiro que os cerca, e que em

um futuro préximo, nosso pais seja formado por pessoas menos endividadas e mais felizes.
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