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Resumo

Leite, Leonardo de Souza; Mondaini, Débora Freire (Orientadora).
Conicas e gréaficos de funcbes de uma variavel. Rio de Janeiro, 2015.
128p. Dissertacdo de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

O objetivo deste trabalho € apresentar conteldos necessarios para a
construcdo de uma base solida em Matematica do Ensino Fundamental e Médio,
mas que séo em geral mal assimilados pelos alunos. Inicialmente apresentaremos
o plano cartesiano, equacfes de uma e duas variaveis, funcdes de uma variavel
real e grafico de fungbes. Passaremos entdo ao estudo de curvas simples e bem
conhecidas dos alunos em geral, como a circunferéncia, e chegaremos até as
conicas rotacionadas. A partir dai, procuramos relacionar as duas partes do
trabalho, mostrando como as cénicas podem ser vistas como graficos de fungéo de
uma variavel. Pretende-se que este trabalho possa ser utilizado por professores do
Ensino Fundamental e Médio em sala de aula, pois boa parte do contetdo
apresentado faz parte do curriculo minimo da Secretaria de Educacdo do Estado
do Rio de Janeiro. Propomos atividades tedricas e computacionais, utilizando o

software Geogebra para construgédo de curvas no plano cartesiano.

Palavras-chave

Conicas; Funcio de uma Variavel; Geometria Analitica; Algebra Linear;

Ensino de Matematica.
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Abstract

Leite, Leonardo de Souza; Mondaini, Débora Freire (Advisor). Conics
and graphs of funcions o fone variable. Rio de Janeiro, 2015. 128p. MSc
Dissertation — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

The objective of this paper is to present content needed to build a solid
foundation in mathematics from primary and secondary schools, but are generally
poorly assimilated by the students. Initially present the Cartesian plane, equations
of one and two variables, functions of a real variable and function graph. Then we
pass to the study of simple curves and well known to students in general, as the
circumference, and arrive until the conical rotated. From there, we try to relate the
two parts of the work, showing how the taper can be seen as a variable function
graphs. It is intended

that this work can be used by teachers of primary and secondary education
in the classroom, because much of the content presented is part of the minimum
curriculum of the Department of Education of the State of Rio de Janeiro. We
propose theoretical and computational activities, using the Geogebra software to

build curves in the Cartesian plane.

Keywords
Conics; Function of one Variable; Analytic Geometry; Linear Algebra;

Mathematics Teaching.
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Introducéo

Este Trabalho de Conclusdo de Curso veio tratar dos conceitos de
expressoes, equacdes e funcOes nas coOnicas. Atualmente trabalho na Rede
Estadual de Educacgdo do Rio de Janeiro, no Colégio Estadual José do Patrocinio,
em S&o Jodo de Meriti. Apos verificar a caréncia de um contetdo diferenciado e
aprofundado desses temas, resolvi, com o apoio do programa Geogebra, explorar
esses contetidos que fazem partem do Curriculo Minimo Estadual.

Assuntos que partem do segundo bimestre do 8° ano do ensino
fundamental, como par ordenado, plano cartesiano, reconhecimento de uma
equacdo do 1° grau com duas variaveis,
representar pares ordenados no plano cartesiano, representar graficamente a
solugdo de um sistema de 1° grau. Os alunos da rede estadual ou municipal de
ensino, por exemplo, comegcam a estudar esses assuntos mas, este trabalho vai
além.

Ao trabalhar conicas e fungdes de uma variavel, todos esses conceitos sdo
abordados e este material a ser elaborado dara uma base significativa para uma
melhor formacéo do discente.

Mas ndo € apenas nesse momento que este material ira apoiar o docente ou
discente, ele serd util também nos seguintes bimestres das séries abaixo:

Para o0 3° bimestre, também do 8°ano:

- Identificar expressdes algébricas e calcular o valor numérico de
expressoes algébricas.

- Trabalhar Produtos Notaveis, ferramenta super importante na parte de
identificacdo de uma cénica.

Ja para 0 9° ano, no 3° bimestre

- Representar pares ordenados no plano cartesiano

- Representar graficamente uma funcdo no plano cartesiano, utilizando
tabelas de pares ordenados.

Ainda no 9° ano, no 4° bimestre:

- Resolver problemas que envolvam informagGes de tabelas ou gréficos.
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Ao chegar no ensino médio, o contetdo deste trabalho serd mais abordado
pois jd no 1° e no 2° bimestres do 1° ano e em todo 2° e 3 ° anos do ensino médio.

Portanto, caso esse trabalho seja bem utilizado nas turmas citadas, algo
que eu ja estou aplicando pois trabalho com uma turma de oitavo ano e uma de
nono, além do ensino médio, poderei testar meus resultados em 2019, quando
meus alunos mais novos estardo fazendo vestibular, mas alguns bons resultados ja
podem ser obtidos, como deter a atencdo e fazer o aluno visualizar as figuras

projetadas.
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Funcdes Reais de uma variavel

Um dos objetivos desta dissertacdo é relacionar cénicas com gréficos de
uma funcdo de uma varidvel. Vamos entdo iniciar neste capitulo o nosso trabalho
apresentando o conceito de funcédo real de uma variavel. Considere uma empresa
que fundada com trés funcionarios. Se supormos que a quantidade deles aumenta
em 10 a cada dois anos, é possivel montar uma tabela, que relaciona a quantidade
de funcionarios em relacdo ao tempo de funcionamento. (Exemplo 1.1)

Tabela 1
Quantidade de tempo em anos de funcionamento | Quantidade de funcionarios
0 3
2 13
4 23
6 33

No exemplo acima, seja 0 conjunto A a quantidade de ndmero de anos
entre 0 e 6 anos e o conjunto B quantidade de funcionarios variando entre 0 e 30
funcionarios, a relacdo entre esses conjuntos também pode ser representada por:
A={0,2,4,6} e B ={3,13,23,33}.

Observe na tabela acima que cada elemento de A estd associado a um
unico elemento de B.

Veremos agora outro exemplo cotidiano com duas quantidades
relacionadas. Considere um servico de postagem de caixas para uma cidade
especifica. O preco a ser pago pelo envio depende exclusivamente do peso da

caixa, conforme indicado na tabela a seguir:
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Tabela 2

Peso da caixa (Kgs) | Preco postagem (R$)
1 20,00

20,00

20,00

40,00

50,00

60,00

OO |IWIN

Identificamos ent&o dois conjuntos que séo relacionados pela tabela acima:
A={1,2,3,4,5,6}, cujos elementos representam 0 peso em quilos da caixa, e
B={20,40,50,60},cujos elementos representam 0 preco da postagem.
Diferentemente do primeiro exemplo, onde cada elemento de A estava associado a
um dnico elemento de B, agora temos mais de um elemento de A associado a um
mesmo elemento de B.

Observe que o contrario jamais poderia acontecer: se um elemento de A
estivesse associado a mais de um elemento de B, entdo, no primeiro exemplo, em
certo ano a empresa teria b, e b, funcionérios (b;, b, € B, b; # b,), 0 que é um
absurdo. Analogamente, pelo segundo exemplo, postar uma caixa de certo peso,

poderia custar b, ou b, reais, também um absurdo.

11

Conceitos Preliminares

Vamos agora finalmente definir o conceito de funcdo escalar de uma

variavel. Esta nada mais € do que uma relacdo entre os conjuntos Ae B

Definicdo: Uma funcdo f escalar de uma variavel real é uma lei que associa cada elemento
X em um conjunto A € R (chamado Dominio) a um Unico elemento chamado f(x) em um
conjunto B € R (chamado Contradominio).

Notacdo: f:ACR-BCR

x — f(x)
Definicdo: A imagem da funcdo f é o conjunto Im(f) = {y € B / y= f(x) , para
algum x € A}.


http://pt.wikipedia.org/wiki/%E2%88%88
http://pt.wikipedia.org/wiki/%E2%88%88
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Observagéo: Im(f) € B

P
N

~
o~

Dominio = A = {0,1,2} ; Imagem = {4,5,6} ; Contradominio = B
{4,5,6,0,2,7}

Podemos observar acima, através do diagrama os conjuntos Dominio e
Contradominio ja citados e o conceito de Imagem, que é representada pelos
elementos do contradominio (conjunto B) que possuem correspondéncia com o
dominio (conjunto A).

Pode-se observar na Tabela 1 que a cada dois anos aumenta em 10 a
quantidade de funcionarios, logo existe uma constante de proporcionalidade entre
os valores de A e 0s de B, podendo ser representado da seguinte forma:

Sexe AeyeB,entdo yx x =y =kx (ke uma constante de
proporcionalidade);

Se substituirmos os valores da segunda linha da tabela, a primeira apenas
demonstra que teremos: 10 = k.2 = k = 5, ou seja a minha constante de
proporcionalidade entre x e y € 5, mas se quisermos confirmar, tomarmos 0s
valores da terceira linha: 20 = k. 4 =» k =5 novamente, logo podemos repetir esse
processo para cada linha que iremos chegar a mesma constante pois até lendo,
vemos que a cada ano aumenta 5 funciondrios ou a cada dois anos 10
funcionarios, logo a equacdo que relaciona X com y sera: y = 5x + 3, ou seja, em
cada ano x temos um niimero de funcionarios expresso por 5x +3.

Um outro exemplo do cotidiano é investirmos durante 4 meses com uma
quantia rentabilidade de 10% ao més do valor investido inicialmente.

Quanto teriamos a cada més? E no final do 4°més?

Vamos montar uma tabela antes de construirmos a expressdo que

respondera 0s questionamentos acima:


http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=%E2%8A%86&action=edit&redlink=1
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=%E2%88%9D&action=edit&redlink=1
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Més | Co =» Capital | Juros = Co*10% Total no més : Rentabilidade | Total no final
Inicial Montante (M) no més d&gzi’:ﬂge&)
0 R$1.000,00 0 (acabou de investir) R$1.000,00 0 R$1.000,00
1 R$1.000,00 R$1.000,00 *10% = R$100,00 | R$1.100,00 R$100,00 R$1.100,00
2 R$1.000,00 R$1.000,00 *10% = R$100,00 | R$1.100,00 R$100,00 R$1.200,00
3 R$1.000,00 R$1.000,00 *10% = R$100,00 | R$1.100,00 R$100,00 R$1.300,00
4 R$1.000,00 R$1.000,00 *10% = R$100,00 | R$1.100,00 R$100,00 R$1.400,00

Pode-se ver que foram depositados R$1.000,00 como um valor inicial e
que a cada més ele aumenta em R$100,00, logo meu montante no més t sera:

M(t) = R$1.000,00 + R$1.000,00*%10%* t (t é a quantidade de meses),
entdo o montante depende da variavel t sendo igual a: M(t) = R$1.000,00 (1 +
0,1* t), sendo essa relacdo entre M e t, além de me responder quanto terei a cada
més, no final do 4° més e pode me responder quanto eu terei em qualquer més que
quiser, sendo o Dominio = {0,1,2,3,4} e a Imagem = {R$1.000,00, R$1.100,00,
R$1.200,00, R$1.300,00, R$1.400,00}.

Uma funcdo pode ainda ser representada por um grafico no plano
cartesiano. Nele, o eixo horizontal € denominado de Eixo x e o vertical de X, logo,
qualguer ponto no plano cartesiano sera representado por (abscissa, ordenada) =
(x,y). Esses eixos obedecem a ordem de crescimento da reta real, logo:

-O eixo x cresce da esquerda para direita (-oo, + o) € 0 €ix0 y de baixo para
cima (-0, + o), como fosse um elevador. Abaixo veremos uma representacao

simples da localizacao.

No exemplo ao lado, podemos

y
3 observar o ponto P, cuja abscissa é 3,
‘i | T ordenada € 2 e as coordenadas do
: i ponto é (3,2).
1 .4 3

Agora, cada uma das linhas da tabela 1 pode ser vista como um par
ordenado (x,y) = (tempo de funcionamento, quantidade funcionarios) e com o
conhecimento de construcdo de graficos, vamos montar o gréfico da funcdo do

Exemplo 1 acima (pagina 5)
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X é a quantidade de tempo em y = f(x) € a quantidade de (x,y)
funcionamento funcionarios
0 3 A=(0,3)
2 13 B =(2,13)
4 23 C=(4,23)
6 33 D = (6,33)

Os pontos A, B, C e D estdo representados no plano cartesiano abaixo, ao

uni-los teremos uma reta que pode representar o grafico de uma funcgéo.

Quantidade de funcionarios

Quantidade de anos em funcionamento

Logo, vamos a definicéo de grafico:

O grafico de uma fungao
f:AcR->BCcR
x — f(x)

¢ o conjunto de pontos {(x,y) € R*/y = f(x), x € Dom (f)}

Quando A € um intervalo da reta real ou A = R, o gréafico sera uma curva,
que € um subconjunto do R2, no plano R2 que possui a seguinte equacao: y = f(x),
sendo que todos os pontos do gréfico de uma funcdo f de uma variavel serdo da
forma (x,f(x)).

Com esses conceitos, veremos alguns exemplos de fungdes de uma

variavel e podera ser apresentado a construgdo de seus graficos. Valores, para x
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pertencentes ao dominio da funcéo e calcularemos o valor correspondente de sua

imagem, y ou f(x).

1.2

Graficos de funcbes

Para a construcdo de gréaficos, uma forma € atribuir alguns pontos dos
graficos das funcdes e pensando em intervalos reais poderemos observar alguns
exemplos de curvas que representam gréficos de funcéo.

A funcao afim, cuja representacdo grafica é uma reta, que ndo é vertical,
ou seja, uma colecdo de pontos de acordo com a lei f(x)= ax+b, onde a,b € R
possui uma equacdo que ajudara a responder onde a fungéo intercepta os eixos X e
Yy, que serd: y = f(x) sendo y = ax+b ( uma equacdo em duas variaveis X e y).

= f(x)=x-2 = Uma func¢éo afim, cujo grafico é uma reta, pois para
construir o grafico de uma funcdo afim basta conhecer ou possuir dois

pontos distintos pertencentes a reta.

Valores de x Valores de y Par ordenado
-2 -2-2=-4 (x,y) = (-2,-4)
-1 -1-2=-3 (x,y) = (-1,-3)
0 0-2=-2 (x,y) =(0,-2)
1 1-2=-1 (x,y) =(1,-1)
2 2-2=0 (x,y) = (2,0)
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A func¢do quadrética é uma funcédo representada da seguinte forma f(x):=
ax? + bx + ¢, onde a,b,c € R com a # 0. O seu grafico é uma curva cuja equagdo é
y = f(x), quando temos y = ax? + bx + c, a esta curva d&-se 0 nome de parabola.
Os coeficientes, a, b e ¢, sdo importantes, pois cada um me retornard valiosas

informacGes que veremos a segulir.

Estudo dos coeficientes de uma funcdo quadratica

a > 0, o gréfico dessa fungdo sera uma parabola com a concavidade virada para

cima.

a < 0, o gréafico dessa funcdo sera uma parabola com a concavidade virada para

baixo.

= O valor de b sera Gtil para o estudo da soma das raizes (S;) da equagdo y =

ax2+bx + ¢, daforma S,= % e encontrar a abscissa do vértice, ponto no
R? mais alto ou mais baixo de uma parabola, dessa parabola, da seguinte

forma xy, = —
2a

= O valor de c serd util para o estudo do produto das raizes (P,) da equacao
y= ax? + bx + ¢, da forma Pr = 2 e ainda nos dird onde a parabola

interceptara o eixo vertical (mais a frente veremos a razdo desse fato).
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Meios para a construcdo do grafico da funcado quadratica.

Agora iremos encontrar as raizes da equacéo do segundo grau (ou zeros de
uma funcdo). Porém isso s6 é possivel se fizermos a intersecdo do gréfico da
funcdo f(x) com o eixo x, representado pela reta y = 0 (grafico da funcdo
constante g(x) = 0). Ao igualarmos f(x) com a g(x) teremos f(x) = g(x) = =ax? +
bx + ¢ = 0, agora sim encontraremos 0s valores que zeram essa equacao de uma
variavel e com essa informacdo construiremos o grafico de sua funcdo, adotando
0S seguintes passos:

1° Passo: ldentificar os coeficientes a, b e ¢, vide a ilustragéo abaixo.

2° Passo: Calcular o Delta ou Discriminante da forma A = b? - 4ac, pois 0
delta podera ser maior, igual ou menor que zero e para cada situacao teremos um

tipo de gréfico, vide a ilustracdo abaixo.

[
|
]

A 0 A= 0

>0 \U/ﬁ

o

B AV

"1"

. x —b+vVA
3° Passo: Calcular as raizes da equacdo, sendo x = -
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4° Passo: Encontrar o vértice (ponto no R? mais alto ou mais baixo de uma

parébola) sendo
Xy = %a e V=

5° passo: Seré a construcao do gréafico com as informagdes anteriores, vide
exemplo.

Esbocar o grafico da f(x) = x2 - 2x — 3, seguindo 0 passo-a-passo, teremos:
Os coeficientes serdo:
=>a =1 (positivo , a parabola tera sua concavidade virada para cima)
2>b=-2
=>c = -3 (intercepta o eixo y).
O delta sera A=Db?-4ac
> A=(-2)2-4*1*(-3) = A= 16.

-b+VbZ-4ac

As raizes x; e X, de f(x) serdo dadas por x = —— A= b? — 4ac
> x= —(_(_Zz)li\/m) > X :—(234) 2> x=-lex, =3.

. , b
O vértice (x,, y,)tera coordenadas x, = - =

Px,=-(D2*1 Dx,=ley == Dy =-1641> y=-

4,
¥
3
c=-3 2T
B A Xp=1e Y, =-40u (X, ¥y) = (1.-4)
— | - e
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=2>F(x)=2" = Uma funcdo

exponencial

Valores | Valores dey Par ordenado

de x

-2 2-2=Y, (xy) = (-2,1/4)
-1 2-1=Y (xy) = (-1,1/2)
0 2°=1 (x,y) = (0,1)
1 21=2 xy) = (1,2)
2 22=4 xy) = (2,4)

=>F(x) = log, x = Uma fungéo

22

fix) = x|

Ny —fm-mm ==

logaritmica
Valores Valores de y Par ordenado
de x
1 22=1 =2y=0 x,y) = (1,0)
2 2t=2 = y=1 xy)=(21)
4 2 =4 >y=2 x,y) =(4,2)
8 22 =8 =2y=3 (x,y) = (8,3)
F(x)= | x| =» Uma funcdo modular
Valores | Valores dey Par ordenado
de x
-2 |-2|=2 (xy) =(-2.2)
-1 |-1]=1 (xy) =(-11)
0 10]=0 (x,y) = (0,0)
1 |1]=1 (xy) =(11)
2 12]=2 (xy) =(2.2)

2 3 4 5 6
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= F(X)=cosx = Uma fungdo trigonométrica

Valores | Valores dey Par ordenado )
de x
U -1 (le) = ('T[,'l)
-1/2 0 (x,y) = (-n/2,0)
0 1 (x,y) =(0,1)
/2 0 (x,y) = (n/2,0)
IT -1 x,y) = (n,-1)
2nrad
periodo

- f(y) = y? =>» Uma funcédo quadratica de y.(Essa fungdo demonstra que
nem sempre a variavel precisa ser x , que também pode ser y, e como ficaria a

construcdo de seu grafico).

Valores | Valores de x | Par ordenado (F(x), y) gy ___ ®
dey |
2 | (22=4 A=(xYy) = (4,-2) B ‘
-1 (12 =1 B=(xy)=(-1) I |
0 [02=0 C=(xy)=(0,0) c | |

1 12 =1 D =(xy) = (1,1) R i ) 3=

2 22 =4 E=(xy)=(42) } - ;
| ey (
\

-y - T Iy

Vamos utilizar o exemplo abaixo para verificar que a representacao grafica

de uma funcdo pode nos ajudar a encontrar seu dominio e sua imagem:

PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1311550/CA

X Y X,Y)

-5 (52— (=59 =0 A=(-50)
-4 (52— (-4)?)=3 B=(-43)
-3 (52— (=3)7) =4 C=(-34)
0 J(5Z— (0)») =5 D =(0,5)
3 (52— (3)%) =4 E=(34)
4 (52— (9)? =3 F=(43)
5 (52— (5% =0 G=(50)
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Pode-se observar na figura acima que o dominio da funcdo sera todo x
pertencente ao intervalo -5 < x <5 inclusive e a imagem da mesma é todo 0 <y <
sSou
Dominio da fungédo serd {x e R/-5<x <5}

Imagem da funcdo sera {y € R/ 0 <y < 5} subconjunto da reta R.

Apos visualizarmos diversos graficos de funcdes de uma variavel, uma
pergunta natural: toda curva em R2 representa o grafico de uma fungéo?

As curvas apresentadas ate entdo dependiam sempre da variavel x

1.3
Teste da Reta Vertical (TRV) e Teste da Reta Horizontal (TRH)

O conceito de funcdo depende de uma variavel, até o momento
trabalhamos com a variavel x, ou seja, y = f(x). Mas caso a variavel fosse o “y”
nés ndo teriamos uma f(x) e sim uma f(y), ou seja, x = f(y), logo, ndo s6 “y” que
pode depender de x como também x pode depender de y. Invertendo as posicdes
de um com outro, pois como dito na definicdo de funcdo para cada x existe apenas
um valor da variavel y, trazendo para 0 nosso mundo o conceito do Teste da Reta
Vertical, o qual serd bem detalhado nos exemplos abaixo.

A veracidade do Teste da Reta Vertical pode ser vista na figura seguinte.
Se cada reta vertical x = a interceptar a curva no maximo uma vez, em (a,b), entdo

cada valor de a € Dom (f) estard associado a um unico valor b = f(a) € Im (f),


http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=%E2%89%A4&action=edit&redlink=1
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=%E2%89%A4&action=edit&redlink=1
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=%E2%89%A4&action=edit&redlink=1
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=%E2%89%A4&action=edit&redlink=1
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respeitando a definicdo de funcéo (veja figura 1). Mas se a reta x = a interceptar

uma curva em mais de um ponto, por exemplo em (a,b) e (a,c), nesse caso, a curva

ndo pode representar uma funcdo de X, pois uma fun¢do ndo pode associar um

elemento de a do dominio a mais de um elemento /valor da imagem (veja figura

).

//\_,/

(

Figura |

Xr=a

i, b}

=¥

0

D

(ax, b}

Figura Il

Agora, na figura seguinte, veremos uma curva que é grafico de uma

funcdo de uma variavel y, e passa pelo Teste da Reta Horizontal (T.R.H), logo,

uma curva no plano cartesiano é o grafico de uma funcdo da variavel y se e

somente se nenhuma reta horizontal corta a curva no maximo uma vez.

'_":- o

Entretanto, a curva acima, (parabola deitada), ndo passa pelo teste da reta

vertical (TRV), pois existe uma reta paralela ao eixo y que corta a curva nos
pontos A e B, sendo A # B.

Exemplo 1) E um caso que todas as retas verticais cortam a curva em no maximo

um ponto, logo a curva representada é o grafico de uma funcdo de x ou digamos
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f(x), mas algo que ndo acontece quando fazemos o teste da reta horizontal, pois
pode-se verificar que existe pelo menos uma reta horizontal que corta a curva em
dois pontos, concluindo-se que a curva ndo pode ser um grafico de uma f(y), ou

seja, sua equacdo e da forma y = f(x).

1o 12

Exemplo 2) E um outro caso que toda reta vertical corta a curva em no maximo
um ponto, logo a curva representa o grafico de uma funcdo f de x ou seja , sua
equacdo ¢ da forma y = f(x), mas agora quando fazemos o teste da reta horizontal,
observa-se que existe uma reta que corta a curva no maximo em um ponto,
concluindo-se que a curva pode representar o grafico de uma funcéo de y, ou seja,

sua equacao é da forma x = f(y).

/ | 00

Exemplo 3) Nessa figura, veremos um caso que existe uma reta vertical que corta
a curva em mais de um ponto, logo a curva ndo pode ser o grafico de uma funcéo
de x ou f(x), ou seja , sua equacdo ndo é da forma y = f(x), mas ao realizarmos o
teste da reta horizontal pode-se verificar que também existe pelo menos uma reta
horizontal que corta a curva em mais de um ponto, também concluindo-se que a
curva ndo pode representar o grafico de uma f(y), ou seja , sua equacdo ndo é da

forma x = f(y).
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Exemplo 4) Interessante agora é que o circulo acima ndo é grafico de uma funcgéo
de x nem de uma funcdo de y mas ao separarmos em duas partes, superior e
inferior, veremos que em cada caso ndo existira uma reta vertical que cortaré a
curva em no maximo um ponto, logo pode-se concluir que cada semicirculo é
gréfico de uma funcéo de X ou seja, a existe a equacgdo y= f(x), mas ao realizarmos
0 teste da reta horizontal, mesmo ap0s a separacdo em partes superior e inferior,
pode-se verificar que ela cortara a curva em mais de um ponto, concluindo-se que
a curva ndo pode ser o grafico de uma funcdo de y, digamos f(y), ou seja , sua

equacdo nao é da forma x = f(y).

Exemplo 5) Diferente do exemplo 4, agora € que o circulo serd separado em parte
esquerda e direita e ao realizarmos o Teste da reta vertical, em ambas as partes,
veremos que as curvas serdo cortada por pelo menos uma reta em mais de um
ponto, logo ndo serdo gréficos de uma funcdo de X, ou seja sua equagdo nao é da

forma y = f(x). O que ndo acontece ao realizarmos o teste da reta horizontal,
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veremos que ndo existe uma reta paralela ao eixo x que corte as curvas em mais
de um ponto, logo os semicirculos podem representar graficos de fungdes de y, ou

seja, sua equacao e da forma x = f(y).

Vamos simular duas curvas em R?, cada uma representando o grafico de
uma funcao, f(x) e g(x). Para descobrir se eles se encontram ou se interceptam em
algum ponto (x,y) € R? bastaria igualar as expressdes das funcdes, ou seja,
resolver uma equacdo f(x) = g(x) de uma variavel x, para encontrar o valor de x
nesta interceptacdo, se existir, e substitui-lo em qualquer uma das funcdes para
encontrar o valor de y correspondente. As solugdes sdo abscissas dos pontos de
intersecdo entre as curvas y = f(x) e y = g(x), ou seja, entre os graficos da f(x) e
g(x).

Vamos a alguns exemplos, para qualquer valor de x existe apenas um valor
de y correspondente, logo teremos:

Para todo x pertencente aos R, existe apenas um valor para y pertencente
aos reais e como fizemos na tabela da pagina 12, aonde tinhamos uma funcéo,
representada por uma expressdo com uma variavel, ao substituirmos X,
encontravamos Y, vide cada linha da tabela abaixo:

Ao manipular os dados, quero mostrar que a equacdo, formada pela
igualdade das expressbes de f(x) e g(X) (a igualdade de duas expressGes que
representam func6es), formardo uma equacdo da forma x2-5x+6 = 0, na qual o
aluno sempre pergunta o que ela significa e demonstraremos que ela pode
representar diversas interceptacOes diferentes, vejamos alguns exemplos, quando

f(x) = g(x), sendo cada uma representada na tabela abaixo:
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f(x) g(x) Representacao
X2-5x+6 0 | Encontro de uma parabola com o eixo x (g(x)=0) Situagéo
Q)
X2 5x-6 | Encontro de uma parabola com uma reta Situacéo
()
2x2-5x+6 | x2 | Encontro de duas parabolas Situagéo
(1)

Logo vemos que podemos combinar diversas fungfes e montarmos
equacdes que nos dardo pontos de intersecdo entre elas, porém como seria a parte
grafica dessas representacdes?

- Gréfico: E a expressdo grafica de uma equagio que pode ser a unido entre
duas funcdes, vide exemplos abaixo das equagdes acima.

1° Exemplo =» Situac¢do I: Vamos encontrar 0s pontos de interse¢cdo dos
gréficos das funcdes f(x) = x2-5x + 6 e g(x) = 0. Sabemos que f(x) € uma fungéo
quadratica e seu grafico representa uma parabola com a concavidade para cima e
que pode interceptar 0 eixo X em um, dois ou nenhum ponto. Também sabemos
que g(x) é uma funcdo constante e seu grafico € uma reta horizontal que corta o
eiXo y no zero, ou seja, seu grafico é exatamente sobre o eixo x(eles seriam
coincidentes). Ao igualarmos as expressoes teremos a equacao da forma:

f(x) = g(xX) = x2 - 5x + 6 = 0 =» Resolva a equacdo e encontre as
coordenadas dos pontos de intersecdo entre essas curvas.

x2-5x+6 =0 =>» Coeficientes=»a=1,b=-5ec=6

A=p?-4ac D> A=(-5?2-4*1*6 > A=25-24>2A=1

X:_b;i_\/Z 9)(:_(L)i-\/I QXZSil 9X1:28X2:3

2a 2.1 2

Ao montarmos a tabela para encontrar os valores das ordenadas “y”

(Y4l

correspondentes aos valores das abscissas “x” teremos:

Valores de x | Valores de y em f(x) Valores de yem g(x) | Par ordenado

2 (2)2 -5*(2)+6 = 0 0 A= (xy) = (2,0)

3 (3)2 -5%(3)+6 = 0 0 B = (xy) = (3,0)

Agora podemos visualizar a interse¢do de uma parabola, gréafico da f(x)
com o eixo X (g(x)=0), o que representa nos seguintes pontos A(2,0) e B(3,0), no

gréafico abaixo.
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/

=>y=f(x), pois aqui temos uma

equacao em duas varidveis, cujas

solugdes sdo pontos (x,y).

A

2° Exemplo =» Situacdo I1: Vamos encontrar 0os pontos de intersecdo dos

gréficos das funcgdes f(x) = x2 e g(x) = 5x - 6. Sabemos que f(x) &€ uma fungéo

quadratica e seu grafico representa uma parabola com a concavidade para cima e

que pode interceptar 0 eixo X em um, dois ou nenhum ponto. Também sabemos

que g(x) € uma funcéo constante e seu grafico € uma reta que corta o eixo y no -6.

Ao igualarmos as expressdes teremos a equacgédo da forma:

f(xX) = g(Xx) 2 x2=5x-6 = x2-5x+6 =0 = Resolva a equacédo e

encontre as coordenadas dos pontos de interse¢ao entre essas curvas.

O processo para encontrar as raizes da equacéo serd o0 mesmo do exemplo

anterior, aonde encontraremos x, = 2 e x, = 3, porém as abscissas serao diferentes,

vide tabela abaixo:

Valores de x | Valoresde yem f(x) | Valoresde yemg(x) | Parordenado
2 (22=4 52 -6=4 A=(xy) =(2,4)
3 (3)2=9 5*3-6=9 B =(xy) =(39)

Agora vamos visualizar a pardbola, grafico da f(x), e a reta, grafico da

g(x), vemos que as fungdes mudaram, mas os valores para x das interse¢fes sdo 0s

mesmos X=2 e x=3, mas eles geraram novos pontos A(2,4) e B(3,9).
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G(X),

3° Exemplo =>» Situacgdo Ill: Vamos encontrar 0s pontos de interse¢do dos
gréficos das fungdes f(x) = 2x2-5x+6 e g(x) = x2. Sabemos que f(x) é uma funcéo
quadratica e seu grafico representa uma parabola com a concavidade para cima e
que pode interceptar 0 eixo X em um, dois ou nenhum ponto e que intercepta o
eixo y no 6. Tambem sabemos que g(x) € uma funcéo quadratica, que também tem
como uma parabola o seu grafico mas que corta 0 eixo y no zero, ou seja, duas
parabolas que podem ser interceptar em um ou dois pontos ou serem coincidentes.
Ao igualarmos as expressdes teremos a equacgédo da forma:

f(x) = g(x) =» 2x2 - bx + 6 = x2 = x2-5x+6 = 0 =» Resolva a equacdo e
encontre as coordenadas dos pontos de intersecéo entre essas curvas.

Novamente 0 processo para encontrar as raizes da equagdo serd 0 mesmo
do exemplo anterior, aonde encontraremos X; = 2 e X, = 3, porém as abscissas

serdo diferentes, vide tabela abaixo:

Valores de x | Valores de y em f(x) Valores de yem g(x) | Par ordenado

2 2*%(2)2-5*2 +6=4 22 =4 A=(xy)=(24)

3 2*(3)2-5*3+6 =9 32=9 B = (xY) = (3,9)

Agora, ao visualizarmos as duas parabolas, uma do grafico da f(x) e a
outra parabola grafico da g(x), veremos que as fun¢bes mudaram novamente, mas
0s valores para X das intersegdes sdo 0s mesmos x;=2 e x,=3, mas eles geraram

0S mesmos pontos da situacao Il A(2,4) e B(3,9).
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GiX),

A conclusdo que se pode chegar é que independentemente das funcdes,
vemos que chegamos a mesma equacgdo x? - 5x + 6=0, porém temos trés casos
distintos que nos dao trés graficos diferentes, explicitando assim de forma bem

detalhada o conceito de funcéo, equacdo e grafico.
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Conicas

Considere a seguinte equacao:

ax* + bxy+cy* +dx+ey+f =0 , ondea,b,c,d,e,fERe(a,b,c)+ (0,0,0)

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas cénicas, nas quais 0S
coeficientes a e d ndo podem ser diferentes de zero ao mesmo tempo, nemc e e
diferentes de zero ao mesmo tempo e com b = 0, em outras palavras, 0s
coeficientes foram tomados de forma que ndo existem o termo linear e o
quadratico de x na mesma equacdo neste capitulo, 0 mesmo ocorrendo com Y.
Com essas restrices, ser possivel chegar a sua equagdo ou sua representacéo
gréfica e responder quais delas representam grafico de uma funcdo de uma
variavel.

A equacdo que representa as cOnicas € uma equacdo quadratica nas
variaveis x,y e uma solucdo desta € um par ordenado (X,y) que pode ser visto
como um ponto no plano cartesiano. A colecdo de pontos da solucdo desta

equacdo € do tipo uma curva no R2 a qual denominamos conicas.

2.1

Construcao de algumas coénicas

Vamos aos primeiros casos, que consideraremos alguns coeficientes iguais

a Zero e compararemos outros.

I) Sendo d =e =0 = (d,e) = (0,0) sendo f qualquer valor possivel, teremos uma
equacdo da forma =» ax? + cy? + f = 0, porém essa equacdo pode ser aberta em
alguns casos.
O que é solucdo de uma equacéo deste tipo?
Caso 1) Se a=c¢ =0 nao sera possivel pois (a,b,c)#(0,0,0).
Caso2)Sea#c,a#0,c#0,teremos:

2) =D axt+cy2+f=0

= a(x2+y?) =-f, masse f=0, entdo existira uma solucéo unica (0,0).
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Masse f#0 :

22) D a(xe+y?) =-f

2> X2+ y2= _Tf , com (%f) <0, ndo existe solucdo real , logo f e a possuem
0 mesmo sinal.

Porém:

23) P X2+ y2 = =L com (%f) > 0, existira solucdo real , logo f e a

- '
a

possuem sinais opostos , sendo sua representacdo grafica uma circunferéncia de

[ f
centro (0,0) eraior=~ 4.

Logo = |x* + y* =/*| , sendor > 0, equacdo da circunferéncia cujo centro é (0,0) e raio .

Exemplo 1.1:
1) O que é solugdo de uma equacéo do tipo X2 + y2 = 4?
Resposta: Como observado acima, podemos ver que se trata de uma

circunferéncia de centro na origem (0,0) e de raio 2.

2) Como podemos relacionar os pontos no R*?
Resposta: Como observamos no Capitulo 1 as tabelas com os valores de x

e y, vamos relacionar algumas solucdes Obvias na tabela abaixo.

=2 x2+ =4 = y==xJ4-x

X y==*xJ4 - x? (xy)
2 | +(4- (-2 = 0 A=(-2,0)
0 |+(4- (0" = 2 B =(0,2) e C=(0,-2)
2 | +(4- (2" =20 D =(2,0)

3) Acima na tabela temos alguns pontos que séo solucées da equacdo : X2 + y2
= 4 , a0 unirmos esses pontos e varios outros , teremos uma colecéo de

solucdes que formardo uma curva no R2.

4) Para construirmos uma representacdo grafica da equacdo acima, utilizando
0s pontos ja conhecidos na tabela montada, teremos varios pontos de uma

circunferéncia de centro na origem (0,0) e raio 2.
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Quandoa=1,b=0,c=1,d=0,e=0,ef=-4,teremos:

b ] -
LT L

C=(0.2)

Caso 3) Se a # ¢, com ambos diferentes de zero e de mesmo sinal,

teremos:

31)=>axe+cy?+1f=0

= ax?+cy?2=-f, masse f=0, entdo existira uma solucao Unica (0,0).
Mas se:

3.2) > axt+cyz=-f

= ax2+cy?2=-f ,coma, c, f de sinais iguais.

ax? + cy® = -t ou ax?+ cy>=-1f
> 0 < Q0 <0 =0

= Nao existem solugdes reais.

Porém:

3.3) 2> ax2+cy2=-f ,sendo f de sinal oposto ao sinal de a e ¢, teremos:

2> ax2+cy?=-f

l

+ . = 1 = = Elpse cuyo centro

¢ (0,0) ¢ semi-¢cixos que possuem 0s comprimentos

v v )
— e — paralclos aos cixos x ey ,
a c

respectivamente.
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2 2 _ _f
x_z + y? = 1| = k # [ ambos positivos e sendo k£ = -t e [ = -t
k= a c
Equacdo da elipse que possui centro (0,0) e semi eixos k e /, paralelos aos eixos x e y
respectivamente.

Logo poderemos ter duas possibilidades:

y

ou
k>1>0

RYNAAY
w

0<k<l

S

Exemplo 2.1:
1) O que é solucdo de uma equacéo do tipo %2 + yf =1?

Resposta: Como observado acima, podemos ver que se trata de uma elipse

de centro na origem (0,0) e que os semi eixos k=3el=2,logok>1>0.

2) Como podemos relacionar os pontos no R*?
Resposta: Como observamos no capitulo 1 as tabelas com os valores de x

e y, vamos relacionar algumas solucdes 6bvias na tabela abaixo.

=>x—2+}ﬁ=1:x—2=1£:x2=9[1y—j:x= 9[1KJ
9 4 9 4 4 4
X [ sz (le)
yv==x/41 - ;
-3 |+ (4(1-((-3)9) = +0 A=(-3,0)
0 | +(4(1-((0%9)" = #0 B=(0,2)eC=(0,-2)
3 | +(4(1-((3)%9)" = %0 D =(3,0)

2

Yy

2
3) Acima na tabela temos alguns pontos que séo solugdes da equacao % +

= 1, a0 unirmos esses pontos e varios outros, teremos uma colecdo de

solucdes que formardo uma curva no R?.
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4) Para construirmos uma representacdo gréfica da equacao acima, utilizando
0s pontos j& conhecidos na tabela montada, teremos varios pontos de uma
elipse de centro na origem (0,0) e semi eixos k=3 el=2.

Quandoa=1/9,b=0,c=1/4,d=0,e=0,ef=-1, teremos:

5
B=(ny 0
e
_.,"”d- -h“"-\\
A=(30) | _ o= — +—= =1
: f 9o 4
\, 74
o N
C=(0.2)

Exemplo 2.2:

1) O que é solugdo de uma equacdo do tipo 1’:70 + :—6 =1?
Resposta: Como observado acima, podemos ver que novamente se trata de
uma elipse de centro na origem (0,0) e que os semi eixos k=10e | = 6,

logo k >1> 0.
2) Como podemos relacionar os pontos no R*?

Resposta: Como observamos no capitulo 1 as tabelas com os valores de x
e y, vamos relacionar algumas solucdes 6bvias na tabela abaixo.

xZ J/Z })2 xz xl xZ
5> —+—=]1 = —=]- — }72:36 ] - —| = y == 361 — —
100 36 36 100 100 100

el (X'”
R S ST,

-10 | + (36(1 — ((-10)%100))? = +0 A = (-10,0)
0 | =+(36(1-((0)2100))"* = +6 B = (0,6) e C = (0,-6)
10 | +(36(1 — ((10)2/100))"* = +0 D =(10,0)
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2 2
3) Acima na tabela temos alguns pontos que sdo solugdes da equagdo — +>-

= 1, a0 unirmos esses pontos e varios outros, teremos uma colecdo de

solugdes que formardo uma curva no R?.

4) Para construirmos uma representacdo grafica da equacdo acima, utilizando
0s pontos ja conhecidos na tabela montada, teremos véarios pontos de uma
elipse de centro na origem (0,0) e semi eixos k=10e|=6.

Quandoa=1/100,b=0,c=1/36,d=0,e=0,ef=-1, teremos:

I S

/’” i ™ LSRR R

A=(100) ,‘: \

L

Exemplo 2.3:

2
Y =197
100

1) O que é solugdo de uma equagcéo do tipo g +
Resposta: Como observado acima, podemos ver que agora se trata de uma
elipse de centro na origem (0,0) e que os semi eixos k=6e1=10, logo 0
<k<l.

2) Como podemos relacionar os pontos no R*?

Resposta: Como observamos no Capitulo 1 as tabelas com os valores de x

e y, vamos relacionar algumas solucdes Obvias na tabela abaixo.

x2 yz }’2 X2 X2 X2
5> —+=—=1 =1- = = 12=100/1- =—| = y =+_[100[1 - =
36 100 100 36 36 36



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311550/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1311550/CA

39

X X2 (le)
A 100(1 - 53]

-6 | £(100(1 — ((-6)%36))"* = +0 A = (-6,0)
0 | +(100(1 —((0)2/36))"* = +10 B =(0,10) e C = (0,-10)
6 | +(100(1 —((6)2/36))"* = +0 D = (6,0)

2

Yy
100

2
3) Acima na tabela temos alguns pontos que séo solucfes da equacéo :—6 +

= 1, a0 unirmos esses pontos e varios outros, teremos uma colecdo de

solugdes que formardo uma curva no R?.
4) Para construirmos uma representacdo grafica da equacéo acima, utilizando
0s pontos ja conhecidos na tabela montada, teremos varios pontos de uma

elipse de centro na origem (0,0) e semi eixos k=6¢e|=10.

Quandoa=1/36,b=0,c=1/100,d=0,e=0,ef=-1, teremos:

A= (600 \ X x2 };2 ]
’ - — + _
D=(6.0) 36 100

C= ':':I.' ||H

Exemplo 2.4:

1) O que é solucdo de uma equacéo do tipo % + % =1?

Resposta: Como observado acima, podemos ver que agora se trata de uma
elipse de centro na origem (0,0) e que os semi eixos k=5¢e1=13,logo 0

<k<l.

2) Como podemos relacionar os pontos no R??
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S—4 =l —=]-= 3 pP=10]1-=| 2 y=+,[169)1- —
169 25

40

Resposta: Como observamos no capitulo 1 as tabelas com os valores de x

e y, vamos relacionar algumas solugdes Obvias na tabela abaixo.

25 169 25 25

X e (xy)
= y== 169(1 — EJ
-5 | +(169(1 — ((-5)%25))"* = +0 A = (-5,0)
0 |+(169(1—((0)/25))" = #13 B =(0,13) e C = (0,-13)
5 |+ (169(1—((5)/25))"* = +0 D = (5,0)

2 2

3) Acima na tabela temos alguns pontos que séo solucfes da equacéo ;—5 + 1y69

= 1, a0 unirmos esses pontos e varios outros, teremos uma colecdo de

solugdes que formardo uma curva no R2.
4) Para construirmos uma representacdo grafica da equacéo acima, utilizando
0s pontos ja conhecidos na tabela montada, teremos varios pontos de uma

elipse de centro na origem (0,0) e semi eixos k=5e1=13.

Quandoa=1/25,b=0,c=1/169,d=0,e=0,ef=-1, teremos:

B=(013%)

.f"

A=(-5,0)

-2 2
I A
25 169
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Porém
Caso 4) Se a # ¢, com sinais opostos e diferentes de zero, teremos:
41)=>axe+cy2+f=0

2> axt+cy?=-f,comf=0

a
2cy? = —axt =D )2 = —— x?
N’ N c
>0 >0
| a
= y=+_[/——Xx = Sdo duas retas simétricas que passam pela origem
c

(casoa > 0 e ¢ < 0 éanalogo.)

42) > axe+cy?=-f ,comf£0,sendoa e f de mesmo sinal e c de

sinal oposto.

=2 ax2+cy?2+f=0 ,coma, c, f de sinais iguais.

X2 yz
= + = 1
v _f
a C
S et et
L} ==

= Essa equacdo tem a representacdo grafica uma Hipérbole que intercepta o
eixo y observe que a curva ndo pode interceptar 0 eixo X, pois se

compararmos y = 0 — na equagéo acima — teremos:

= =1
=
L
a

(S

<0
2 2
oox_
k? I&

= Logo aequacdo tem solucdo real , sendo ela igual a :

= J4asua representacdo grafica sera da forma
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R

P

N\

43) P axe+cy?=-f ,comf#0,sendoc e f de mesmo sinal e a de

sinal oposto teremos uma Hipérbole que

= Logo a equacao tem solucéo real

= Ja asua representacao grafica se

F

intercepta o eixo Xx.

, sendo ela igual a:

ra da forma:

~
S

&

Exemplo:

1) O que é solucdo de uma equacéo do tipo xf - y?z =1?

Resposta: Como observado acim

a, podemos ver que agora se trata de uma

hipérbole que intercepta o eixo x, sendo k=2e1=5, logo 0 <k <.

2) Como podemos relacionar os po

Resposta: Como observamos no

ntos no R??

Capitulo 1 as tabelas com os valores de x

e y, vamos relacionar algumas solugdes Obvias na tabela abaixo.
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X \/( xz] (xy)
= y==x_|[5 —I+Z

2 | £ (5(-1 + ((-2)44))"% = +0 A= (-2,0)
2 | £ (5(-1+ ((2%4)"* = +0 B =(2,0)

2 2
3) Acima na tabela temos alguns pontos que sdo solug¢fes da equacéo x: - y?

= 1, a0 unirmos esses pontos e varios outros, teremos uma colecdo de

solugdes que formardo uma curva no R?.

4) Para construirmos uma representacdo grafica da equacdo acima,
utilizando os pontos ja conhecidos na tabela montada, teremos varios
pontos de uma hipérbole que intercepta o eixo x e os valoresde k=5e | =
13.

Quandoa=1/4,b=0,c=-1/5,d=0,e=0,ef=-1, teremos:

F

= Uma hipérbole de equacao:

Exemplo:
1) O que é solucdo de uma equacdo do tipo x2 —y2 -1 =07?
Resposta: Como observado acima, podemos ver que agora se trata de uma

hipérbole que intercepta o eixo x, sendo k=1el=1,logo0<k<I.
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2) Como podemos relacionar os pontos no R??
Resposta: Como observamos no capitulo 1 as tabelas com os valores de x

e y, vamos relacionar algumas soluc¢des Obvias na tabela abaixo.

>xr-)y=1= = -—-1+x* =2y ==J-1+ x?

X = y=+J -1+ x2 (x.y)

(-1+((-1)9) "= 0 A=(-10)

£ (
1 [£((1+(@)2)" = 0 B =(1,0)

3) Acima na tabela temos alguns pontos que séo solucdes da equagdo x? — y?
- 1 =0, a0 unirmos esses pontos e varios outros, teremos uma colecao de

solugdes que formardo uma curva no R2.

4) Para construirmos uma representacdo grafica da equacdo acima,
utilizando os pontos ja conhecidos na tabela montada, teremos varios
pontos de uma hipérbole que intercepta o eixo x e os valoresde k=1el =
1.

Quandoa=1,b=0,c=-1,d=0,e=0,ef=-1, teremos:

Y

= Uma hipérbole de equacao:

X2 — )2 =1

B=|
(=} \

Agora veremos abaixo alguns exemplos aonde teremos uma hipérbole que

intercepta o eixo y
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Exemplo:

2 2
1) O que é solugdo de uma equagdo do tipo ———+>-=1?
Resposta: Como observado acima, podemos ver que agora se trata de uma

hipérbole que intercepta o eixoy, sendo k=12el=5,logo k> 1.
2) Como podemos relacionar os pontos no R??

Resposta: Como observamos no capitulo 1 as tabelas com os valores de x

e y, vamos relacionar algumas solucgdes 6bvias na tabela abaixo.

xl yz y2 x2 x2
> ——+—=1= =1+ >y = 25| 1 +
144 25 25 144 144

X 2 (xy)
=> y==x /25 1+
144

0 |+ (25(1+((0)%144))"* = 45 A =(0,-5) ;B =(0,5)

2

3) Acima na tabela temos alguns pontos que sdo solucGes da equacdo — 124

2
+ :—5 = 1, a0 unirmos esses pontos e varios outros, teremos uma colecdo de

solucdes que formardo uma curva no R2.

4) Para construirmos uma representacdo grafica da equacdo acima,
utilizando os pontos ja conhecidos na tabela montada, teremos varios
pontos de uma hipérbole que intercepta o eixo X e 0s valoresde k =12 e |
= 5.

Quandoa=-1/144 ,b=0,c=1/25,d=0,e=0,ef=-1, teremos:
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vk

)

B=(0,% = Uma hipérbole de equacao:
&t

A=(0-5) 2 2

| - 1);4 ! ;/_5 -

Exemplo:

1) O que é solugdo de uma equacdo do tipo — f—6 + y; =1?
Resposta: Como observado acima, podemos ver que agora se trata de uma

hipérbole que interceptao eixoy, sendo k=4el=3,logo k>1I.

2) Como podemos relacionar os pontos no R2?
Resposta: Como observamos no capitulo 1 as tabelas com os valores de x

e y, vamos relacionar algumas solucdes Obvias na tabela abaixo.

xz y2 yz xz xz
2 ——t+t=—=1==—=1+ — =y ==x_/9 1+ —
16 9 9 16 16
X [ le (xy)
= y==% 91 1 + —
d 16
0 | +(9(1+((0)%16))"* = +3 A=(0,-3);:B=(0,3)

2

3) Acima na tabela temos alguns pontos que sdo solucBes da equacao —f—6

2
+ y; = 1, a0 unirmos esses pontos e varios outros, teremos uma colecdo de

solugdes que formardo uma curva no R2.

4) Para construirmos uma representacdo grafica da equacdo acima,

utilizando os pontos ja conhecidos na tabela montada, teremos Vvarios
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pontos de uma hipérbole que intercepta o eixo x e os valoresde k=4 el =
3.

Quandoa=-1/16 ,b=0,c=1/9,d=0,e=0,ef=-1, teremos:

v
| = Uma hipérbole de equacao:
B=(0.3)
2 2
U_ _T_6 + % =1
A=(0.-3)
(]

1) Quando (d,e) # (0,0) => =0

Caso1l)Sea#0=>d=0=>¢#0=>c=0cf=0.

=ax*+tey=0

1.1) Se e=0 =>ax2=0 =>x=0=> Reta Vertical

1.2) See+#0
_ a4,
= 7 e

1.2.1) Sendo a e e de mesmo sinal => Parabola com a concavidade para baixo e
vértice (0,0).

1.2.2) Sendo a e e de sinais diferentes => Parabola com a concavidade para cima

e vértice (0,0).
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y = kx?

N 7

Concavidade virada para baixo

V4

Concavidade virada para cima

x

e

Caso2)Seb=0ec#0,sendoa=d=f=0

=>cy?+dx =0

2.1) Se d=0 =>cy2=0 =>y =0 => Reta horizontal

2.2) Sed#0

nY

—

48

2.2.1) Sendo d e ¢ de mesmo sinal => Parabola com a concavidade para esquerda

e vértice (0,0).

2.2.2) Sendo d e c de sinais diferentes => Parabola com a concavidade para

direita e vértice (0,0).
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VA Concavidade virada Fa
ara esquerda
P kq::l 0 Concavidade
virada para direira
k=0
:._ h
n x 0 x

1) Sea=0ec#0,teremos a equacao da forma cy?+ f =0

2> y2= =i logo analisaremos as possibilidades abaixo.

Cc

Caso 1) Se fe ctiverem mesmo sinal =» ndo existe solugéo real .
Caso 2) Se fe ctiverem sinais opostos

2 _ =S

c

U
<
I

—f = Duas retas horizontais.
c

U
~
I
-+

IV) Sea#0ec=0,teremos a equacdo da formaaxz+f =0
2> x2= %f logo analisaremos as possibilidades abaixo.

Caso 1) Se fe ativerem mesmo sinal =» ndo existe solucéo real .

Caso 2) Se fe ativerem sinais opostos

= x =t _7] = Duas retas verticais.

Com a restri¢ao (a,b,c) # (0,0,0) observamos que trabalnamos com o termo
misto xy = 0, analisamos as possibilidade de termos dois termos quadraticos - x2
e y2 - e nenhum linear, de termos um termo quadratico — x2 ou y2 - e um linear,
mas ndo vimos quando a e d sdo diferentes de zero ou ¢ e e quando sdo diferentes
de zero.

No proximo capitulo ainda teremos a restricdo (a,b,c) # (0,0,0) mas

consideraremos também as equagdes onde haja x2 e x e/ou y? e y, quando teremos

as conicas deslocadas.
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Translac&o de curvas no R?

Ainda neste capitulo estudaremos as conicas nas quais b = 0, iremos
observar que todos os exemplos dados foram de curvas com referéncia a origem.
Mas caso fossemos construir curvas que nao estivessem com 0 centro ou a
concavidade na origem e curvas cujos focos ndo estivessem nos €ixos X ou vy,
precisariamos fazer algumas mudancas de variaveis a fim de se entender o
processo de translacdo. Neste momento comegaria a aparecer alguns coeficientes
que ndo foram citados até agora, vamos aos exemplos para ficar mais pratico o

entendimento.

3.1

Translacdo de um ponto

Na figura abaixo, podemos visualizar dois eixos de coordenadas, o preto e
0 verde, pode-se ver também que qualquer ponto que eu coloque no plano xy,
caso fosse deslocado para o plano x’y’, o x ficaria deslocado de h ¢ o y deslocado
de k, sendo qualquer coordenada no plano x’y’ sendo descrita, em funcao do

plano xy, da seguinte forma:

y v |
P(xy.y4) =P(X,7)
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, gz rey
yi I
k O'(h,k) | X
o h | X1
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x;=X+hey =y+k sendo (x,y) a nova posi¢cdo do ponto estudado
e (h,k) o vetor de deslocamento ou translacéo do ponto.

Como vimos que as equacgdes das curvas ficam simples quando estdo na
origem, na maioria com dois ou trés coeficientes, caso saiam, as curvas da origem,
presume-se que as equacdes delas fiqguem mais complexas, porém ao utilizarmos o
processo de translacdo do ponto as equagdes ficam menos complexas e ao
desenvolvermos as mesmas, ap0s 0 processo de retomada a origem do plano xy,

aparecerd mais alguns coeficientes omitidos até agora.

3.2

Translacdo de uma cOnica

Iremos ver as combinagdes entre os coeficientes dos termos quadraticos, a
e ¢, aonde ambos podem ser diferentes de zero, um ou outro igual a zero, mas

nunca os dois iguais a zero.

0 (reescrevendo)
0 (colocando em evidéncia)

ax*+ bxy+ o +de+ey+ f
ax*+de+ et +ep+ bxy+ f

a[xz + ng + c(y2 + Ey]
a c

2 2
d e &
alx+— | +c|y+— — +— - f - bx
[ ZaJ (y 26‘] da 4c / y
Estamos estudando admitindo » = 0, logo teremos

-f — bxy (completando os quadrados)

Caso I) Quando a # 0 e ¢ = 0 =» Teremos uma pardbola, com a concavidade
virada para cima ou para baixo, sendo a abscissa do Vértice - X e a ordenada do
Vvértice - y, agora iremos dar exemplos de parabolas com as concavidades viradas

para cima ou para baixo, vide a demonstragéo abaixo.
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ax? + bxy + cv:i +dx +eyv+ f = 0
- — —
~0 =0

Eixo de simetria

X

e |
>> i

._g ________ ya-——-;-z—i ¥
: | Vértice da parabola
|
= x*-2yp=0 =2 (x-X)?-2p(y-y¥)=0

X2-2 XX + x2 -2py+2py...=0

Comparando com a equacéo das conicas estudada, teremos:
ax” +bxy+cy  +dx+ey+ =0

a=1;b=0;c=0;d=-2X;e=-2p;e=2py

Ya

2>

HU

= x*-2yp=0
= (x- X)2 + 2p(y- J_)) =0

x2-2xX+Xx2+2py-2py=0
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Comparando com a equacdo das a=1;b=0;c=0;d=-2x;e=2p;
conicas estudada, teremos: f=-2py.
ax’ +bxy+cy’ +dv+ey+f =0

Caso II) Quando a = 0 e ¢ # 0 =» Teremos uma parabola, com a concavidade

virada para esquerda ou para direita.

ax®* + bxy+ oy +dx+ey+f = 0
S ——
=0 =0

Agora iremos ver exemplos de translagdo de parabolas, cujos vertices
serdo representados pela abscissa - X ¢ a ordenada - Yy, porém suas concavidades

estardo viradas para direita ou esquerda.

y

|
|
I
!
!
|
0o P x > =>
! F( 'O)

!

|

|

= y2-2xp=0

2> (y-y)?-2p(x-x)=0
= y-2yy+y2-2px+2pX =0

Comparando com a equacéo das conicas estudada, teremos:
ax’ +bxy+av’ +dv+ev+ f =0

a=0;b=0; c:1;d:-2p;e:-2y;f:2p;.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311550/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1311550/CA

54

Ve rtica i Y o y2 + 2Xp = O
i ] |EE‘E.. 3
- “\i —1 > (y-y)?+2p(x-x)=0
Tt~ Y > - 2yy+¥2+2px-2px =0
. p ] .: p .‘l
o |

Comparando com a equacéo das conicas estudada, teremos:
ax’ +bxy+cy’ +dv+ey+ f =0

a=0; b=0; c=1,d=2p; e=-2Y; f:-2p;.

Obs: Notem que as parabolas possuem o0s coeficientes a ou ¢ sempre, nunca
tendo os dois coeficientes diferentes de zero ao mesmo tempo, esse pode ser uma
boa dica para se identificar se uma equacdo de uma conica representa uma
pardbola e mais outros coeficientes como d , e e f somente aparecerdo nessas

equacdes quando as curvas ndo passarem pela origem.

Caso IIl) Quando a # 0 ¢ ¢ # 0 =» Teremos uma circunferéncia, uma elipse ou

uma hipérbole, veremos abaixo cada possibilidade.

ax®* + bxy+cy* +de+ey+f = 0
2 2
a(x+ d] + ( + = ] A
“ c £ - _
2a Y 2c '

1) x2 + y2 = %f = Com a # 0 e ¢ # 0, mas ambos iguais, teremos Uma

circunferéncia e se retirdssemos a curva da origem e colocassemos em

outra posicao:
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X2+y?=rz |r

v~

Pode-se observar que o centro da circunferéncia era (0,0), origem do plano
Xy, e passa a ser (a,b), um ponto de um novo plano que tem origem em (a,b), ao

realizarmos a mudanca de variavel, pois:

Plano xy Novo Plano xy
Equacéo X2+ y2 = 2 X2+ y2 =12
Centro (0,0 (a,b)
Coordenadas (x,) (x,y)

Visto que, X=X +a ¢ y=y + b, nessa sequéncia estamos passando do
plano xy para o plano x’y’, mas o que queremos agora € a volta, sairmos de um
plano simples x’y’ e irmos para o plano convencional xy, fazendo uma mudanca
de variavel da seguinte maneira:

X=x+a = x=x-a e y=y+bh =2 y=y-Db
Substituindo x’ ey’ em X2+ y2 =12 teremos a equacdo geral da circunferéncia
que pode estar em qualquer ponto do plano cartesiano e que para completa-la,
basta sabermos o raio da mesma e a posicdo do seu centro, representado no
exemplo acima pelo ponto (a,b).
¥%2+y2?2=r*quando x=x-ae y=y-b

= (x-a)2 + (y-b)2 = r2

2> (X2-2ax+a?) +(y2- 2by+b?)-r2=0
= X2+ y2-2ax — 2by +a2 + b2 - r2 = 0 ; Comparando com a equacdo das

cOnicas estudada

ax’ +bhxy+cy’ +dv+ey+ f =0
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Conclui-seque: a=1;b=0;c=1;d=-23;e=-2b;f=a2+b2-r2.
2) Sea#0ec#0, mas ambos tiverem o mesmo sinal, sendo a # ¢, teremos
uma elipse, a qual analisaremos a sua equagdo quando se encontra fora da

origem.

2.1) Elipse com os focos no eixo Xx.

elipse
oy
e
at b

F

i.'1r"

Lo
. 2
N
.
=
g -
= -
\
\
]
FLN

X'z y’2_ 9 b A v  __ N7
?+§—1 X=x-Xxey=y-Y

OBS: Faremos (X, y) como o centro da figura para ndo confundirmos comoaeo

b formadores da elipse e mais para frente da hipérbole.

(oD OoI oy (I2XGART) VAT o
a b b

= x¥a? + y?b? -2 x xlaz - 2y y /b2 + x?/a?> +y 2/ b2 - 1 = 0; Comparando com a

equacdo das cbnicas estudada, teremos:
ax” +bxy+cy +dx+ey+f =0

a=1/a2;b=0;c=1/%d=-2xla3 e=-2y/b% f=(x?3a?) + (y¥b?) - 1.
2.2) Para a elipse que possui 0s focos no eixo y, as contas ficariam bem

parecidas da seguinte maneira:
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Y u

i .
A, / N
7 xh‘f‘(qu_ y!}
Fg T II',
) 9 9 I, |I
b4 I, | Il T
'_ |
B | ——]0 B,

x2 yz
2

Vimos que na origem a equacédo de uma elipse é da seguinte forma : =t

=1, mas ao ser deslocada para outro local diferente da elipse teriamos uma nova

2 2
equacdo com o seguinte formato: ’;—2 + 3;—2 = 1, porém ao substituirmos =» x> =x —

xey =y-—y, teremos:

x— %)? -v)? X2 —-2Xx % + x?)? 22y y+y 22
( 2)_|_(yzy)=1_)( d A yZY)=l
b a b a

2> xb? + y?a? -2 x x/b? - 2y y a2 + x3b? + y2/az - 1 = 0;

Comparando com a equacéo das conicas estudada, teremos:
ax’ +bhxv+ar’ +dvter+ f =0

a=1/b?2;b=0;c=1/a%d=-2x/b?e=-2y/a%f=(x¥b?) + (y¥a?) - 1.
3) Agora veremos as hipérboles
3.1) Para a hipérbole que possui os focos no eixo x, fora da origem, as contas

ficariam da seguinte maneira:

55 I
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=0 GV _ g g (E2XXHIH GPo2yVHEYH g

a? b? a? b2
D x2la? - \2Ib? - 2 X %la + 2y /b2 + 2la? - 2/ - 1 = 0

Comparando com a equacéo das conicas estudada, teremos:
ax’ +bxy+cr’ +dv+ev+f =0

a=1/a2;b=0; c=-1/b?, d=-2x/a% e=+2y /b2 f=(x%a2) - (y &) - 1.
3.2) Para a hipérbole que possui os focos no eixo y, fora da origem, as

contas ficam da seguinte forma:

y
A
\-.,.H- -____,-f'f’
H Y
- ol - T
/’/ \\ / - \

9_();_23?) +(y—;y) -1 9—()( —2b)2(f+f)+(y —2};_27+_y ):1

2> - x3/b?+y?a2 + 2 x x/b? - 2yy a2 - x3b? + y2[a? - 1 = O;

Comparando com a equacdo das cbnicas estudada, teremos:
ax* +bhyy+cy’ +dvtey+ f =0

=-1/b2;b=0; c=1/a% d=2x/b? e=-2y/a% f=- x> +y2az- 1.
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Obs: Notem que as circunferéncias, elipses e hipérboles possuem os coeficientes
a e ¢ sempre, estando ou ndo na origem e os coeficientes d e e somente

aparecerdo nessas equacgdes quando as curvas ndo passarem pela origem.

Para verificarmos se o0 que foi exposto acima ficou assimilado pelo leitor,
vamos resolver alguns exemplos, nos quais serd dada a equacdo e teremos que
comparar com a equacdo geral das conicas e descobrir qual é a cOnica, se ela esta
na origem ou ndo. Mas para se chegar a essa conclusdo serd necessario 0
conhecimento de alguns assuntos abordados no 8° ano do ensino fundamental:
Produto Notaveis e Fatoracdo. Abaixo sera feito um resumo desses conteudos e

apos a aplicacdo deles nas equacdes chegaremos as conicas almejadas.

3.3

Algumas conicas transladadas

1° Exemplo: x> +y* = 2x—2y-6=0
ax’ +bxy +cy* +de+ey+ f =0

a=1,b=0;c=1d=-2;e=-2;f=-6.(Com essas informacGes podemos
deduzir, devido a = ¢ e ambos serem diferentes de zero, provavelmente temos uma
circunferéncia, pois € a Unica curva cuja equacao possui a caracteristica de a = c,
porém isso sO sera comprovado com os calculos, 0s quais me dardo o tamanho do
raio dela.)

Reorganizando os termos:

D> xX2+yP—2x-2y-6=0 > x*-2x +y* -2y -6 =0 (Somando 1 + 1 aos dois
lados da equacéo para completarmos os quadrados)

DX 2x+1+ Y -2y +1-6=0+2> (x—1)2+ (y - 1)2 =8 =(2V2)? logo

realmente teremos uma circunferéncia, vide a figura abaixo
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Ao compararmos a equagao acima
com a equacdo da pagina 29 (x2 +
y2= 1), (x-a) + (y-by =r2
teremos

(a,b) = (1,1) e raio(r) = 2N2.

2° Exemplo: 2x% + 2y* - 4x -8y -8=0

ax> +bxy+cy’ +dx+ey+ f =0

a=2;b=0;c=2;d=-4;e=-8; f=-8.(Com essas informacdes podemos
deduzir, devido a = ¢ e ambos serem diferentes de zero , provavelmente temos
uma circunferéncia, pois é a Unica curva cuja equacao possui a caracteristica de a
= ¢, porém isso sO serd comprovado com os célculos, os quais me dardo o
tamanho do raio dela.)

Reorganizando os termos:

D> 2 +2y* —4x -8y -8=0 = 2x°- 4x + 2y’ — 8y - 8 = 0 (Dividindo por dois
os dois lados da equacdo para completarmos os quadrados)

2 x*- 2x + y* — 4y - 4 = 0 (Somando 1 + 4 aos dois lados da equacédo para
completarmos os quadrados)

D XX+l + Y -4y +4-4=0+5> (x-1)2+(y-2)2 =9 =32 logo

realmente teremos uma circunferéncia, vide a figura abaixo
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Ao compararmos a equagao acima
com a equacdo da pégina 29,
teremos

= (x-a)2 + (y-b)2 = r2

(a,b) =(1,2) e raio(r) = 3.

Os exemplos foram colocados propositalmente numa ordem afim que seja
percebida a diferenca entre os coeficientes da equacdo de uma conica, pois apds
essa bateria de exemplos serd possivel visualizar os coeficientes e identificar a
conica desejada, mudaremos os coeficientes agora, sendo a # ¢ e ambos diferentes

de zero, vide os exemplos abaixo.

3° Exemplo: X? + 4y> —2x =3 P x> +4y* - 2x-3=0.
ax” +bxy +cy’ +dv+ey+ f =0

a=1;b=0;c=4;,d=-2;e=0 ; f=-3. (Com essas informacdes podemos
deduzir, devido a # ¢ e ambos serem diferentes e maiores que zero, provavelmente
teremos uma elipse, porém isso so serd comprovado com os calculos.)
Reorganizando os termos:
X2+ 4y* —2x -3 =0 = x* — 2x + 4y*~ 3 = 0 D Adicionando 1 aos dois

lados da igualdade, completaremos os dois quadrados
D X% —2x + 1+ 4y*~ 3 =1 (x - 1)2+ (2y)* =3 + 1 (Dividindo os dois

lados por 4)

SED V=g
4 1

Ao compararmos com o0s exemplos acima, podemos verificar que essa
equacao representa uma elipse fora da origem, sendo a < ¢, logo 0 maior eixo

da elipse é paralelo ao eixo x e a curva € da forma:
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= (X- xX)¥az + (y-y)3b2=1
\  Sendoa=2;b=1le (%,y)=
(2,0).

4° Exemplo: x*+9y* —10x-12y—-1=0
ax’ +bxy +cy* +de+ey+ f =0

a=1;b=0;c=9;d=-10;e=-12 ;f=-1. (Com essas informacGes podemos
deduzir, devido a # c e ambos serem diferentes e maiores que zero, que
provavelmente teremos uma elipse, porém, isso sO serd comprovado com o0s
calculos.)

Reorganizando os termos:

X2+ 9y’ —10x — 12y -1 =0 < x* — 10x + 9y* — 12y — 1 = 0 D Adicionando 25 +
4 aos dois lados da igualdade, completaremos os dois quadrados.

D x?-10x+25+9y* —12y+4 —1=29» (x-52+(By-2)2 =29+ 1

= (x-5)2+9 (y-2/3)? =30 ( Dividindo os dois lados por 30)

39, 0-23"

3

Ao compararmos com o0s exemplos acima, podemos verificar que essa
equacao representa uma elipse fora da origem, sendo a < ¢, logo 0 maior eixo
da elipse é paralelo ao eixo x e a curva € da forma:

' = (x-X)¥a2+ (y-y)¥b2=

1
y e T
7 N Sendo: a =30 ;b= (10/3)
,f'/ Centro(5,2/3) \\
i : ) e
A /
S~ _TF (x ,¥) = (5 23

5° Exemplo: 9x* + 25y + 18x — 30y + 9 =0

ax’ +bxy +cy’ +dv+ey+f =0
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a=9;b=0;c=25;d=18;e=-30 ;f=9. (Com essas informagbes podemos
deduzir, devido a # ¢ e ambos serem diferentes e maiores que zero, que
provavelmente teremos uma elipse, porém, isso s6 sera comprovado com 0S
célculos.)

Reorganizando os termos:

Ox? + 25y + 18x — 30y + 9 = 0 > 9x? + 18x + 25y°— 30y + 9 = 0 = Adicionando
9 + 9 aos dois lados da igualdade, completaremos os dois quadrados.

= 9x® + 18x +9 + 25y°~ 30y + 9 +9 =18 > (3x —(-3))2 + (5y —3)? =9

= 9(x —(-1))? + 25 (y — 3/5)? =9 ( Dividindo os dois lados por 9)

= (x—(-1))? + (25/9) (y — 3/5)? =1 Ao compararmos com os exemplos acima,
( x- X )3b% + (y-y )3a? = 1 podemos verificar que essa equacgédo representa
uma elipse fora da origem, sendo agora a > ¢, logo o maior eixo da elipse é

paralelo ao eixo y e a curva é da forma:

> (x-X)Ib? + (y- Yol =

/ \\
( et 1
' ',,-’"‘ Sendo: b=1;a=3/5¢
AN S
@ .3 = (1 3

6° Exemplo: 2x% + 4y* — 12x + 16y + 26 =0
ax’ +bxy+cv’ +dv+ey+f =0

a=2;b=0;c=4;d=-12;e=16 ; f=26. (Com essas informacdes podemos
deduzir, devido a # ¢ e ambos serem diferentes € maiores que zero, que
provavelmente teremos uma elipse, porém, isso s6 serd comprovado com 0s
calculos.)

Reorganizando 0s termos:

2x% + 4y* — 12x + 16y + 26 = 0 = 2x°? — 12x + 4y* + 16y + 26 = 0 = Dividindo
por dois e adicionando 9 + 8 aos dois lados da igualdade, completaremos os
dois quadrados.

D x?—6x+9+2y°+8y+8+26=17 > (x — 32+ (N 2y +2V2)2 =-13

=2 (Xx-3)2+2(y—-(-2))? =-13 ( Dividindo os dois lados por -13)
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2 -(x — 3V)2/13 - (2/13) (y - (-2))?2 =1 ; Ao compararmos com 0s exemplos
acima,

(x- x¥)¥a? + (y- y)¥b? = 1, podemos verificar que essa equagao representa uma
elipse fora da origem, sendo agora a < c, logo 0 maior eixo da elipse é paralelo

ao eixo x e a curva é da forma:

y / D (x-X)%a2+ (y-y)¥b2 =
Sendo: a=2(2"0.25) ;b=
. ) e
e (x,¥) =G -2).

7° Exemplo: 4x® — 5y? — 16x + 30y = 9
ax’ +bxy +cy* +de+ey+ f =0

a=4;,b=0;c=-5,d=-16 ;e =230 ; f=-9. (Com essas informacdes podemos

deduzir, devido a # ¢ e ambos serem diferentes de zero ¢ como ¢ < 0,

provavelmente temos uma hipérbole, porém isso s6 sera comprovado com 0s

calculos.)

Reorganizando os termos:

4x% — 5y? — 16X + 30y = 9 D 4x* — 16x — 5y* + 30y = 9 2> 4(x* — 4x)
5(y* - 6y) =9

= Adicionando 16 - 45 aos dois lados da igualdade, completaremos os dois
guadrados

D 4(x? — 4x) — 5(y* - 6y) + 16 - 45= 9 + 16 — 45

D> 4(x° — 4x+ 4) — 5(y* - 6y +9 ) = -20 > 4(x — 2)2 — 5(y - 3)2 = -20
(Dividindo os dois lados por -20)

(X —2)%-5+(y-3)2/4=1

Ao compararmos com o0s exemplos acima, podemos verificar que essa

equacao representa uma hipérbole fora da origem, cuja curva é da forma
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. Centro(2.3) > (x-X)2/b2+ (y-V)2az=1

Sendoa=2;b=V5¢(X,y)
=(23)

8° Exemplo: 9x* - 25y° + 18x — 30y + 9 =0

ax’ +bxy+cv’ +dv+ev+f =0
a=9;b=0;c=25;d=18;e=-30; f=9. (Com essas informagdes podemos
deduzir, devido a # ¢ e ambos serem diferentes de zero ¢ como ¢ < O,
provavelmente temos uma hipérbole, porém isso s6 sera comprovado com 0s
calculos.)
Reorganizando os termos:
9x® - 25y% + 18x — 30y + 9 = 0 =» 9x° + 18x - 25y*— 30y + 9 = 0 P Adicionando 9
- 9 aos dois lados da igualdade, completaremos os dois quadrados
> Ox*+18x +9-25y°-30y-9+9=0+9-9
> 9(x? +2x+ 1) —(25y% +30y +9 ) = -9 = 4(x — (-1))2 — (5y — (-3))2 = -9
=D 4(X - (-1))2 - 25(y - (-3/5))2 = -9 (Dividindo os dois lados por -9)
= - (4/9)(x — (-1))2 + (25/9)(y — (-3/5))2=1
Ao compararmos com o0s exemplos acima, podemos verificar que essa

equacao representa uma hipérbole fora da origem, cuja curva é da forma

| D (x-X)2b2+ (y-V)Ha2=1
e Sendoa=3/5;b=3/2¢e

,_ — m X3 = (-1-355)
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9° Exemplo: -4x* + 4y? — 12x + 16y + 43 =0

ax’ +bxy +cy* +dx+ey+ f =0

a=-4;b=0;c=4;d=-12;e=16; f=43. (Com essas informacbes podemos
deduzir, devido a # ¢ e ambos serem diferentes de zero € como a < 0,
provavelmente teremos uma hipérbole, porém isso s6 sera comprovado com 0s
célculos.)
Reorganizando os termos:
AXP + 4yF — 12x + 16y + 43 = 0 D -4x — 12x + 4y* + 16y + 43 =
0=>»Adicionando -9 + 16 aos dois lados da igualdade, completaremos os dois
guadrados
D 4x2—12x -9+ 4y* + 16y +16 + 43 =7
D -(4x%+ 12x + 9) + (4y? + 16y +16) = -36 > - (2x — (-3))2 + (2y — (-4))?

=-36
= - 4(x - (-3/2))? + 2(y — (-2))? = -36 (Dividindo os dois lados por -36)
= (1/9)(x — (-3/2))2 - (1/18)(y — (-2))2 =1

Ao compararmos com o0s exemplos acima, podemos verificar que essa

equacao representa uma hipérbole fora da origem, cuja curva é da forma

Yy

> (x-X)Yaz + (y-V)2b2 =1

Sendoa=3;b=3V2¢

(X.,y) =(-3/2,-2)

10° Exemplo: x* — 4y — 2x = 3
ax’ +bxy +cy’ +dx+ey+f =0

a=1,b=0;c=0;d=-2;e=-4;e=-3.(Com essas informacdes podemos
deduzir, devido  a # 0 e ¢ = 0, provavelmente teremos uma parabola, pois € a
Unica curva aonde temos um dos termos a ou ¢ iguais a zero e o outro diferente de
zero, porém isso sé sera comprovado com os célculos.)

Reorganizando os termos:
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2> x*—4y—2x =3 x—2x -3 -4y =0 (Somando 1 aos dois termos da
igualdade, para completarmos o quadrado)
XP—2x +1-3-4y=0+19 (x=1)2-3-4y =12 (x-12—4(y—-(-1))=0
Comparando com a figura da pagina 33:
" ' ' 2>(x-X)az+ (y-y)ib2=1,
temos:

\ \ ’ _2p =-4=>p =2 .

O vértice sera: (X,y) = (1,-
| | 1) , logo teremos uma
parabola com a
concavidade virada para

cima.

11° Exemplo: y2+8x =40 =2 y2+8x-40=0
ax’ +bxy+cy’ +dv+ey+ f =0

a=0;b=0;c=1,d=8;e=0; f=-40. (Com essas informacdes podemos
deduzir, devido a # 0 e a = 0, provavelmente teremos uma parabola, pois ¢ a unica
curva aonde temos um dos termos a ou ¢ iguais a zero e o outro diferente de zero,
porém isso so serd comprovado com os céalculos.)
Reorganizando os termos:
2> y?+8x-40= = y*+8(x -5) = 0 (Equacdo da forma : y? + 2xp = 0)
Comparando com a figura da pagina 34:
2 y-Y)+2p(x-X)=0
-2p=8=>p=-4.
O vértice sera: (X ,y) =
‘‘‘‘‘‘‘ (5,0), logo teremos uma
parabola com a

concavidade virada para

esquerda.
12° Exemplo: y = 4x? + 4x -5 & 4x* +4x—y -5=0

ax’ +bxy +cy* +det+ey+ f =0
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a=4;b=0;¢c=0;d=4;e=-1;f=-5 (Com essas informacdes podemos
deduzir, devido a # 0 e ¢ = 0, provavelmente teremos uma parabola, pois ¢ a
Unica curva aonde temos um dos termos a ou ¢ iguais a zero e o outro diferente de
zero, porém isso sO sera comprovado com os célculos.)

Reorganizando os termos:

2 4x* + 4x-y -5 =0 (Somando 1 aos dois termos da igualdade, para
completarmos o quadrado)

D 4P +4x+1-y-5=0+1 P (2x+12-6-y=0 = (2x+1)2—(y+6))=0
= (1/4)(x + 1/2)? — (y + 6)) = 0 (Multiplicando os dois lados da igualdade por 4,
teremos)

P (x-(-%))*-4(y-(-6))=0

Comparando com a figura da pagina 40: (y = kx?)

= (x- X)* - 2p(y-y) =0, temos:
-2p=-4=>p=2.
O vértice sera: (X,y) =
(-1/2 ,-6), logo teremos,

também nesse caso, uma

¢ parabola com a

N concavidade virada para

Virtice (172,6)

cima.

Agora, de forma resumida, vamos montar um quadro que possamos

analisar os coeficientes e imaginar a conica a ser construida:(Lembrando que b=0)
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Quadro que relaciona as conicas transladadas aos seus coeficientes

X Y

Linear | Quadratico | Linear | Quadratico f | Representa Figura

(d) (a) (e) (©)

Né&o Sim N&o Sim Si | Circunferéncia oy |
(@=C) m | com o centro a
na origem 10
Sim Sim Sim Sim Si | Circunferéncia | |
(a=c) m | com o centro ’
fora da origem
Néo Sim Nao Sim Si | Elipse como t
azce (a<c) m | centro na i
ambos com origem. N >
mesmo =
sinal.

Sim Sim Sim Sim Si | Elipse como
atce (a<c) m | centro fora da -
ambos com origem. =
mesmo —
sinal.

Néo Sim Nao Sim Si | Elipse como
aftce (@a>c) m | centro na
ambos com origem.
mesmo
sinal.

Sim Sim Sim Sim Si | Elipse como AT
azce (a>c) m | centroforada | / Y
ambos com origem. \\i -/
mesmo =
sinal.

Néo Sim Nao Sim Si | Hipérbole com
atce (@a>c) m | os focos no
ambos com eixo X.
sinais
diferentes.

Sim Sim Sim Sim Si | Hipérbole com
aftce (@a>c) m | os focos no
ambos com eixo .
sinais

diferentes.



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311550/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1311550/CA

70

Sim

azce
ambos com
sinais
diferentes.

Sim
(a<c)

Si

Hipérbole com
os focos no
eixo y.

Sim

Sim

azce
ambos com
sinais
diferentes.

Sim

Sim
(a<c)

Si

Hipérbole com
os focos no

eixo V.

Sim (+)

Sim

Si

Parabola com o
vértice na
origeme
concavidade
virada para
cima.

Sim

Sim (+)

Sim

Si

Parabola com o
vértice fora da
origeme
concavidade
virada para
cima.

Sim ()

Sim

Si

Parabola com o
vértice na
origeme
concavidade
virada para
baixo.

Sim

Sim ()

Sim

Si

Parabola com o
vértice fora da
origeme
concavidade
virada para
baixo.

Sim

Sim (+)

Si

Parabola com o
vértice na
origeme
concavidade
virada para
direita.

Sim

Sim

Sim (+)

Si

Parabola com o
vértice fora da
origeme
concavidade
virada para
direita.

Focus
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Sim Nao Nao Sim (-) Si | Pardbola com o
m | vértice na
origeme
concavidade
virada para
esquerda.

Sim Nao Sim Sim (-) Si | Pardbolacomo | - veme
m | vértice forada | e -\ T
origeme -
concavidade -

virada para
esquerda.

3.5
Teste da Reta Vertical (TRV) e Teste da Reta Horizontal (TRH) nas

partes das cbnicas que representam graficos de uma funcéo

Para concluirmos este capitulo, iremos aplicar nas conicas estudadas os
Testes das Retas Vertical e Horizontal, estudados no capitulo 1, para verificar se
algumas curvas ou partes delas séo graficos de uma funcdo, precisaremos fazer a
intersecdo da curva com a reta, seja ela horizontal ou vertical, caso o nimero de
intersecdes seja maior que um, significa que a curva ndo é grafico de uma funcao,
porém ao partimos certas curvas na metade, atraves de seu(s) eixo(s) de
simetria(s) encontraremos algumas partes de curvas que serdo graficos de uma
funcéo, utilizando a tabela acima, para dizer quem passa pelo teste da reta vertical

e da Reta Horizontal, vejamos:
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Teste da Reta Vertical, s6 havera uma intersecdo com as curvas ou partes de

curvas

Circunferéncia com o centro na origem ou fora dela mas apenas sua parte acima ou
abaixo do eixo de simetria paralelo ao eixo x.

Elipse com o centro na origem ou fora dela, mas apenas a parte superior ou inferior do
eixo de simetria.

Hipérbole cujos focos estdo no eixo x ou sobre um eixo paralelo ao eixo X, apenas sua
parte acima ou abaixo do eixo de simetria.

Hipérbole cujos focos estdo no eixo y ou sobre um eixo paralelo ao eixo y, apenas a
conica superior ou a inferior em relacdo a um eixo de simetria.

Parabola com o vértice na origem ou fora dela e concavidade virada para cima ou para
baixo.

Parabola com o vértice na origem ou fora dela e concavidade virada para esquerda ou
para direita, somente as partes superiores ou inferiores ao seus €ixo de simetria.

Teste da Reta Horizontal, s6 havera uma intersecdo com as curvas ou partes de

curvas

Circunferéncia com o centro na origem ou fora dela mas apenas sua parte esquerda ou
direita do eixo de simetria paralelo ao eixo y.

Elipse com o centro na origem ou fora dela, mas apenas a parte esquerda ou direita do
eixo de simetria.

Hipérbole com o centro na origem ou fora da origem, mas quando seu eixo que contém os
focos for paralelo ao eixo X, apenas sua parte esquerda ou direita do eixo de simetria.

Hipérbole com o centro na origem ou fora da origem, mas quando seu eixo que contém os
focos for paralelo ao eixo y, apenas sua parte esquerda ou direita do eixo de simetria.

Pardbola com o vértice na origem ou fora dela e concavidade virada para esquerda ou
para direita.

Pardbola com o vértice na origem ou fora dela e concavidade virada para cima ou para
baixo, somente as partes superiores ou inferiores ao seus eixo de simetria.

Logo, sempre que b = 0, saberemos qual sera a conica. No caso mais
extremo, como no capitulo 3, teremos que completar quadrado em uma ou duas
varidveis e entender que é uma coénica transladada. No capitulo 5 veremos mais
exemplos de conicas, porém rotacionadas e falaremos mais sobre o coeficiente b,
até agora ndo citado, mas que no capitulo 5 ele sera diferente de zero e veremos o

efeito dele nas coOnicas.
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Ferramentas para entendermos melhor o processo de

rotacao de conicas

Neste capitulo veremos algumas ferramentas béasicas de algebra linear que
auxiliara no processo de rotacdo de cnicas. Como as cOnicas sdo curvas do plano

R?, definiremos todos os objetos a seguir apenas para este espago euclidiano.

4.1
Vetor

Um vetor do R2 ¢ uma lista ordenada de dois nUmeros reaisae b, o qual

pode ser representado por v = (a,b) . Alguns exemplos de vetores no Rz

u=(1,2),v=(2,-3)ew=(-3,-4).
Y

u

—_— N W B h

-4-3-2/1(\1 2 3 4

A figura abaixo, nos mostrara dois vetores v; e v,, sendo que o primeiro
comeca no ponto (0,0) e termina no ponto (1,2), ja o segundo comec¢a no ponto
(3,4) e termina em (4,4), logo podemos ver que ambos tem mesma direcdo,
sentido e comprimento, portanto um é idéntico ao outro, sendo a sua diferenca o

deslocamento de seu ponto inicial.
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>
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41.1

Vetores Ortogonais

1) Produto Interno ou escalar

Definicdo: Dados dois vetores em R?* u = (Uy,uz) e v = (V3,V2), O
produto interno ou escalar € definido por uv = ujvi + Uyv,. Esta
operagdo, em que u, v e w sdo vetores do R? e A ¢ um elemento de R,

satisfaz as seguintes propriedades:

1) u.v=v.u

2) (U+v).w=u.w+v.w
3) (A).v=A (uv)

4) Sev#0,entdaov.v>0.

Utilizando a definicdo de produto interno, podemos chegar a uma conclusédo sobre

a definicdo de vetores ortogonais.

Definimos que dois vetores u e v sdo ortogonais em R2
se e somente se 0 produto interno entre u = (Uy,U,)
e v =(vy,V) € igual a zero.
ulv
uww=0 & uvi+uv2, =0
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4.1.2

Vetores Paralelos

Definimos que dois vetores u e v sdo paralelos em R?2
seesomentese 34 € R/v=2\u

4.1.3
Norma de um Vetor

Se v = (a,b) € R?, entdo seu comprimento/norma é dado por um outro
vetor ¥ que tenha a mesma direcdo e 0 mesmo sentido de v mas que

seja unitario. De forma geral: v = ﬁ por Pitagoras:

lvl|> = a? + b%> = ||v|]| = Va? + b2. Dizemos que um vetor v é

unitario se ||v|| = 1, vide a figura abaixo .

(1wl

Exemplo:v:(3,4)-)V:ﬁ-)v:\/%-)v:%-)v:(3/5,4/5),um

vetor unitario.

Base
Uma base para o espaco R2 é um conjunto de dois vetores ndo nulos
u,v € R? que ndo sejam paralelos. A base é dita ortogonal se u e v
forem ortogonais
Dada uma base B = {u,v} para o R?, dizemos que B gera 0 R?, no
sentido de que qualquer outro vetor w € R? pode ser escrito como uma

combinacéo linear de u e v:
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w=oiutoxv, o1, 0o €ER.

4.2

Matriz

Uma matriz real Amxn Onde m,n = 1,2 é uma tabela de 4 nimeros reais
dispostos em m linhas e n colunas. Ela serd uma matriz quadrada de ordem 2
quando m = n = 2, cujos elementos ai1, a2, a1 € formam a matriz A = (ajj)2x €
0s elementos ai; e az; formam sua diagonal principal. (Observagéo: A notacdo de

matrizes pode utilizar o parénteses ou colchetes.)

a;r Qg2
A= ( )
az1 Ay

Quando m=2en=1, Aseraum vetor coluna com 2 linhas e uma coluna:

A= ()
azi
Quando m=1en=2, Aseraum vetor linha com 1 linha e duas colunas:

A= (an a)

Operacdes com matrizes

42.1

Soma de Matrizes

Definicdo: A soma de duas matrizes A = (ai))ax € B = (bi))2x é definida
como sendo a matriz C = (Cij)2xz
C=A+B
Sera obtida somando-se o0s elementos correspondentes de A e B, ou seja,
Cij=aj+bj,parai=12ej=1,2.

Exemplo: Dadas as matrizes abaixo, vamos calcular a soma delas.
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2 1, |0 -1 2 0
A+B= + =
I b s

4.2.2

Produto de Matrizes

Definigdo: O produto de duas matrizes s6 pode ser efetuado se o nimero
de colunas da primeira matriz é igual ao nimero de linhas da segunda, A = (ai})mxp

e B = (bjj)pxn € definido pela matriz m x n

obtida da seguinte forma:

Cij = ai1baj + aioby;
parai=1,2ej=1, 2. Escrevemos também [AB];; = aj1hyj + ai2byj + . . . + aiphy;.
Observacdo: Uma propriedade das matrizes muito importante, que sera utilizada

na rotacdao de conicas, é o seu produto associativo ABC = A(BC) = (AB)C mas

que em geral ndo € comutativo AB # BA .

Exemplos
1) Dada as matrizes

A:@ (1)] B:(é 3 C:(g gj D:(zl) E=(2 3)

Vamos calcular:

1 0)2 1 2+0 1+0 2 1
a) AB= ) = =

2 1)l0 1 4+0 2+1 4 3

2 1\(1 O 2+2 0+1 4 1
b) BA= ! = =

0 1){2 1 0+2 0+1 21

c) AD= G (1)) (i):(iig) ) (i)
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d E.D= (2 3).(?):(4+3)=(7)

2) Dadas as matrizes:

2 1
A= (45 -16y5) B= [T %) c=
V5 5
Vamos calcular ABC
2 1 _
ABC=(4vE —16vE) .| (;)
N

ABC = (36 —8) (

)

LA R

ABC=36% - 87.

4.2.3

Determinante de uma Matriz 2 x 2

Det A=-ajp ayx + dnnadp
Exemplo: Vamos calcular o determinante da matriz A = (

Resposta: Det A=-54+36=-20+18=>Det A=-2

3 5
4 6

).
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Matrizes especiais

A) Matriz quadrada diagonal

S&o as matrizes que s6 possuem elementos ndo nulos na diagonal
principal, ou seja:
(a11, a22) # (0,0) ou seja, ndo podem ser iguais a zero a0 mesmo tempo
e ap=an=0

ou

A

(g 2)’°ndea¢00ub;to.

B) Matriz Transposta

Definicdo: A transposta de uma matriz A = (aj)mxn, M=12en=12¢
definida pela matriznx m B = AT obtida trocando-se as linhas com as colunas de

A, ou seja,
bij = aji, parai=1,2 ej=1,2.
Exemplos
2 -2 . 2 0
A= = A =
0 -2 -2 -2

3 10 - t
= A'=[10 -2

-1 6

0 -2 6

A=1[1 2] > AT = [;]

C) Matriz quadrada simétrica

Defini¢do: Matriz simétrica é uma matriz quadrada cujos elementos obedecem a
seguinte relagdo: aj; = ay;, isto é, A" = A.
Logo, séo as matrizes cuja a diagonal principal servem como um espelho, sendo a

respectiva imagem um elemento simétrico, ou seja:
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ditean €R € ap=ax

ou

Exemplo:

A re(

D) Matriz Identidade ( 1)

E uma matriz diagonal que possui todos elementos da diagonal principal

iguais a 1 e seus outros elementos s&o nulos, ou seja:

1
ain=a»n=1¢e ap=ay=0 => I:(0 (1))

E) Matriz Inversa

Para uma matriz Ay, dizemos que A™ é sua matriz inversa se A™ possui a
mesma ordem de A e
A A1=A1 A=

Exemplo

. /11 e 1_ (0 1/2), .
Seja A= (2 0) , vamos verificar se A~ = (1 ~1/2 € a sua matriz inversa.
Se Al for a matriz inversa de A, entio

A A=
Logo, vamos calcular esse produto

. 1).(0 1/2>_ 10+11 1.(3)+1.(-D _(1 0):|,

2 o/°\1 -1/2)" “\0 1

1
A-AT=( 20401 2.(3)+ 0.(=3

entdo Al é a matriz inversa de A.
F) Matriz Ortogonal

Uma matriz 2x2 serd ortogonal quando satisfaz as seguintes condigdes:
1) Cada uma de suas colunas é um vetor unitario

2) Suas colunas sdo vetores ortogonais entre si.
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Exemplo:

1

V5

-2

V5

Vamos verificar se a matriz A = é uma Matriz ortogonal.

Gl Gl

Primeira regra, suas colunar devem formar um vetor unitario

0 —(2 1 :
1° coluna = (@ , @) , vamos calcular a sua norma :

lvll = \[(2/@)2 +ANE? =l = [*+1=>lwl=1, logoa

primeira coluna forma um vetor unitério.

0 _ (1 -2 :
2° coluna = (\/g , \/g) , vamos calcular a sua norma :

lvll = \[(1/@2 +(=2/V5)? =l = [*+% => vl =1, logoa

segunda coluna também forma um vetor unitario.
Ja para a segunda regra, os vetores devem ser ortogonais.
Utilizando o produto interno entre os vetores, teremos uiv; + uzv, = 0 se eles

forem ortogonais

= i ~ = 1 _—2 = = i i i
u=(z . Pev(z P =><uv=2. =+ (
0s vetores que formam a matriz séo ortogonais.

_T;) =><u,v>=0, logo

Portanto, A é uma matriz ortogonal que também obedece a regra:

AT = At ou A.AT =1

2 1 2 1
Veremos se A= |V 5 e A= (¥ 8
N N
2z L 2z L
- T_|[V5 5 Vs 5 — T_ (1 0)_
=AA =T LY 8 = A.A = () ;)=!
YA Vs 5

G) Matrizes diagonalizaveis

Definicdo: Uma matriz A é diagonalizavel se existe uma matriz diagonal D

e uma matriz invertivel P, tal que
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A=P.D.P*
Para encontrarmos a matriz D diagonal, é necessério encontrar o
polinbmio caracteristico da matriz A = (? Z

A? - Tr(A)L + det (A) , onde Tr(A)=a+d

) , resolvendo a seguinte equacéo:

equacéo oriunda da seguinte igualdade
Av = A v (ou, equivalentemente, (A —Al)v =0
Exemplo
VVamos encontrar, se possivel, a matriz D diagonal referente a matriz
A= (5 %)
Se P(A) = det ( A — Al
{ 5-2 -2 }
=>detl -2 8 — A J=>-(-22+(B-NEB-N
=>P(A) = A2 -13A +36, quando P(A) =0, teremos =4 ¢ A, =9, logo

o=(5 2)=2= o)

Proposicdo: Se A é uma matriz simétrica, entdo ela € diagonalizavel e A =

P.D.P', onde P é uma matriz ortogonal e D é uma matriz diagonal.

4.3

Autovalores e autovetores

Sé&o varios os problemas aplicados aonde se aplica um operador linear fe a
necessidade de encontrar os escalares para os quais a equagédo f(v) = A v possui
solugdes ndo-nulas. Tais questdes aparecem em aplicacdes envolvendo vibragdes,
em aerodinamica, elasticidade, fisica nuclear, mecénica, engenharia, biologia e
equacOes diferenciais. Outra aplicacdo importante é a classificacdo de conicas
(foco do nosso estudo) e quadricas.

Nela, vetores e valores proprios sdo usados para encontrar mudancgas de
referencial que permitam identificar quais as figuras geométricas que

representam certas equacGes no plano e no espaco.
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Seja A uma matriz 2x2. Um vetor ndo nulo v € R? é chamado autovetor de
A se existe
1 €R, tal que Av=Av (ou,equivalentemente, (A —A)v = 0). O ndmero real
A é chamado autovalor de A associado ao autovetor v. Os autovalores sdo as
raizes do polindmio caracteristico de A, definido por
P(L) = det ( A — Al)

4.3.1
Auto-espaco associado ao autovalor

Levando em consideracdo o exemplo de matrizes diagonalizaveis, tem
sentido definir o conceito de autoespaco associado a cada autovalor.
Se A é um autovalor de uma matriz A, definimos o autoespaco associado a
A como o conjunto de todos os vetores obtidos pela combinagéo linear dos
autovetores associados a A.
Um subespaco vetorial é qualquer conjunto V que satisfaca as seguintes
propriedades:
1. 0€eV;
2. Paratodos u e v pertencentes a V, a soma u + w também pertence a
Vv,
3. Para cada v pertencente a V e para cada escalar c real, cv pertence a
V.
Proposicdo: O conjunto S(A) é um subespaco vetorial de V gerado pelos
autovetores associados a A.

Denotamos este conjunto por:

SAN)={veV:Av=ALv}

Demonstracdo: O vetor nulo ndo € um autovetor mas 0 € S(A) pois A.0 = X0.

Se veS(A) e w € S()), entdo A.v=Av e A.w=Aw, logo

A(v+w) = AV+AW = AV + Aw = L (V+w)

e concluimos que v+w € S(A).

Analogamente, se k e Ke v € S()), entéo:

A(kv) = A (kv)



http://www.andremachado.org/artigos/724/espacos-e-subespacos-vetoriais.html
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e concluimos que k v € S(A).

Autovalores, autovetores e auto-espagos sao propriedades de uma matriz.
Eles capturam todas as propriedades essenciais da matriz.
Para fixarmos a forma de encontrar os autovalores para a diagonalizagéo
das matrizes, faremos um novo exemplo diagonalizando a matriz
A= ( 3 —2\/3_’)
-2v3 -1
Se P(A) = det ( A — D)
3-2 —2\/§>
=> - (=2vV3)2+ (3-N)(-1 -\
I Bl e DR R VG
=>P(A) =A2 -21 -15, quando P(A) =0, teremos A1 =-3 ¢ A, =5, logo

o=(5 )= o)

= det(

4.3.2
Processo de diagonalizacdo de uma matriz simétrica (escrevendo a

matriz na sua base de autovetores)

Em algebra linear, um conjunto S de vetores diz-se linearmente
independente (LI) se nenhum dos seus elementos for combinacdo linear dos

outros.

r6_hseruag§ﬂ Portanto se A é dagonalizivel, AP = PD. Note que se P ;

1 A
Vi o« Vo | ¢ D & matriz diagonal com D = . entio AP =
PR e
[ 1 1 T T
Avy - Avp | = | Aivi -+ AaVn | Assim, Avy = MNve. Logo as colunas de
l i) l l

\E:_!-JU autovetores de A com autovalores na diagonal de D). /



https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%81lgebra_linear
https://pt.wikipedia.org/wiki/Conjunto
https://pt.wikipedia.org/wiki/Vetor_(matem%C3%A1tica)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Combina%C3%A7%C3%A3o_linear
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Definicdo (decomposicdo espectral) Se A ¢ diagonakzavel chamamos de decom-
posicdo espectral de A uma fatoracio A = PDP-! com D diagonal e P invertivel.

A strie de Lemas e Corolarios que vamos apresentar v30 permitir obter condi¢des para
garantir que uma matriz & diagonalizével ou nio.

Lema Sejam Ay, ..., An autovalores distintos de A e H, autoespaco associado a A,. Se
Bi C Hy, ..., Ba C Hpn sdo conjuntos Lls, entdo a unido deles By U« U By também é LI,

4.3.3

Propriedades dos autovetores das matrizes simétricas

As matrizes simétricas correspondem a uma situacao particular importante
no problema do autovalor.
Se A é uma matriz simétrica de valores reais entao:
1. Os autovalores de A s&o todos numeros reais.
2. Todos as coodenadas dos autovetores séo reais e ndo nulos.
3. Os autovetores associados a autoespacos distintos sdo ortogonais.
Como se pode observar, se todos os autovalores sdo distintos entdo todos
0s autovetores associados a auto-espacos distintos sdo ortogonais e uma matriz

ortogonal pode facilmente ser construida pelos autovetores.

Exemplo:
Para a matriz A = ( 3 _2\/§> no exemplo anterior, encontramos 0s
—2V3 -1
autovalores Ay = -3 e A, = 5, substituindo em (3_7‘ _2\/§), ao
—2v3 —-1-2

- x = .
multiplicarmos por (y) teremos que encontrar 0, vide abaixo:

(A— v =0.

Quando 4; - -3, teremos
Lo(3-h =23 () _

=i ) 6)=0)
:>{ 6x —2v3y = 0 (D)

—2v/3x +2y = 0(ID)
(-V3) teremos:

, 80 pegarmos a equacao (1) , multiplicarmos por


http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=186
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=1398
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=520
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=183
http://www.galileu.esalq.usp.br/vg.php?cod=183
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—2V3.(—/3)x + 2.(—V3)y = 0.(—V3) = 6x —2V3y = 0
Observe que este sistema possui duas equacfes que sdo muiltiplas uma da
outra (-3 ), logo os autovetores da matriz A, associados ao autovalor A; = -3, sd0
as coordenadas que satisfazem a equagdo : 6x — 2v3y = 0 , ou seja, 3x —
V3y = 0 (0 autoespaco é uma reta de equacio

3x —V3y = 0) > y= % ou y =+/3x. Um vetor ortogonal, particular, seria vy

_x 1 P .
= (\/§x) quando X = 1 => v = (\/3—,) ,mas v; ndo é unitério, logo precisamos

normaliza-lo:

= v=(LV3)Ddn="du=-0 g =085 = 12,V312)

/12+\/§2

Agora encontraremos o autovetor normalizado referente ao autovalor A,

v
vl

-5, teremos
{—ZX —2V3y = 0 ()
=>
—2/3x — 6y = 0(I)
multiplicarmos por (v3) teremos :
~2.(/3)x—2.V3V3y = 0.(v3) > —2V3x —6y = 0

Observe que este sistema possui duas equacdes que sdo multiplas uma da

,a0 pegarmos a equacao (1),

outra (v/3 ), logo os autovetores da matriz A, associados ao autovalor A, = 5, S30 as
coordenadas que satisfazem a equagdo: —2+3x — 6y = 0, ou seja, xV3+
3y = 0 (o autoespago é uma reta de

equacioxV3 +3y= 0) = y = —%. Um vetor ortogonal, particular, seria v, =

X /
<_Tx> quando X = —/3 => v, = <_1 3) ,mas v, ndo é unitario, logo precisamos
3

normaliza-lo:
=> V2:(-\/§,1)9\~/2:L9\~/2:(_\/_;1)9 \72:@9\71:(-\/?/2,
[lv]| 2, 2
(—/3) +1
1/2).
Entdo B, que é uma base ortogonal, quando for normalizada, sera formada

por Vie V2
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autovetores.

1
2
V3

2

w

-3

2
1

2
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é uma base ortonormal formada por
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Rotacao de cbnicas

Relembrando:

ax*+ bxy+c*+de+ey+f =0 , ondea,bh,c,d,e,f€ERe(a,b,c)# (0,0,0)

Nos capitulos anteriores, as cOnicas possuiam sempre o coeficiente b = 0.
A partir de agora permitiremos que o b assuma qualquer valor real.

Como visto anteriormente, se b = 0, estudar a conica é sempre simples:
basta completar quadrados (quando necessario) nas variaveis x e/ou y. Quando b #

0, ndo conseguimos completar quadrado(s), entdo outra técnica deve ser
desenvolvida para que a conica seja identificada. Uma pergunta natural: Sera que
em outro sistema de variaveis (x’,y"), a equacdo da cdnica ndo possuiria o termo

misto bx'y'?

5.1

Construcéao de conicas rotacionadas

Se escrevermos esta equacao em forma matricial, obtemos:

b
x| 2 [ﬂ+(de)@+f—0
LA ’
2
e N, et St e e et
x! A x K x f

Ou seja, nossa pergunta poderia ser reescrita como: Serd que em outro
sistema de coordenadas (x',y’), a matriz A pode ser escrita como uma matriz
diagonal?

Se sim, o problema estaria resolvido, pois a parte quadratica da equacao
acima seria reescrita da seguinte forma:

x : :
(x" y") (%1 /&) <y’> = Ax+ Ay (D
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onde D é a forma diagonal da matriz A. Melhor ainda é que, como a matriz é
diagonal o termo misto desaparece e se ndo bastasse, a matriz D também é
simétrica, logo se for reescrita em sua base de autovetores, se transforma em uma
matriz diagonal que possui os como elementos de sua diagonal principal 0s
autovalores de A.

Para reescrever A em sua base de autovetores, considere a seguinte
mudanca de variaveis:

x=PX’,sendo X’ = (;i)

onde P é uma matriz ortogonal que possui como colunas 0s autovetores de A .

Agora iremos aplicar essa mudanca de variavel na equacdo matricial
acima, obtendo a seguinte equacéo:

(Px)TAMPXx)+K(Px')+f=0
x'"PTAPT' +KPX'+f=0(D=PT AP) (I

Como a matriz A é simétrica, logo pode ser diagonalizada e ficara da
seguinte forma:
= A=PDP™' = AP=PDP™'P = PT'AP=P"'PD[ = P7'AP

=P'PDI

A 0

= PUAP=1ID = D= P'AP =P(
0 A

) P~ onde A; e A»S80 0S

autovalores de A.
Sabendo que D = P~1AP , substituindo na equacdo encontrada em ( I1),
teremos:
Se P éortogonal ,PT = P™' = "' DX’ +KPX'+f =0
Reescrevendo a equagdo matricial (I), com a mudanca de variavel e com

a matriz diagonal, chegamos a seguinte equacéo

’ ’ Al 0 x, x, —
(x y)(o Az> <y/>+(d e)P<y/)+f—0

observe que (x" y') (/})1 f) (;) = xlx’z + A, y’2 , ouseja,
2

a parte que possui
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os termos quadraticos se transforma numa equagio sem o termo misto bx'y’, agora

sendo possivel completar quadrados.
Apos este processo, € possivel completar quadrados, se necessario, e
colocar entéo a equagéo da conica no formato padréo:
ax?+cy?+dx +e'y +f =0
Logo faremos um passo-a-passo para eliminarmos o b e descobrirmos o0s
efeitos dele numa conica.

Quando tivermos uma equacao do tipo:
ax’ +bxy+cy’ +dv+ev+f =0

1° Passo) Escreveremos ela na sua forma matricial e visto que temos o termo
misto bxy e sabendo que possuimos um sistema x’y’ onde podemos escrever essa
curva sem o termo misto, faremos a mudanca de variavel

X=PX’,sendo X’ = (;i)
2° Passo) Iremos diagonalizar a matriz A, e encontraremos seus autovalores e
autovetores associados.
3° Passo) Montaremos a equacgdo no formato a’x'? +cy? +d'x' +e'y' + f' =
0, o qual podemos completar quadrados, se possivel, para identificarmos a curva

no sistema x’y’.

Vamos esbocar a conica abaixo:

(D | 5x2-dxy + 8y> + 4V5x - 16V5y +4 =0

Ela possui os seguintes coeficientes:
a=5:b=-4:c=8;d=4\5;e=-16V5 ;f=4

Faremos um passo-a-passo a ser realizado.

1° Passo) Escreveremos ela na sua forma matricial, do tipo:

(xy) (_52 _82) (;) + (4V5 —16V5) G) + 4 = 0, onde a matriz que

sera de suma importancia para encontrar 0s autovetores e 0s autovalores dessa

equacéo, da seguinte forma:
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4= - (_52 _523)

2° Passo) Iremos diagonalizar a matriz A, por ser uma matriz simétrica e ela ficara

a NI

a
b
2

A O . .
da seguinte forma: (O A ) , Mas para ISso precisaremos encontrar seu

polindbmio caracteristico, o qual me retornaré os autovalores associados, que

veremos abaixo:
POy = det (A~ = det (° 1 2 )= (284 (508 -0 =10

+36.

Como estudado no capitulo anterior, as raizes de P(A) sdo os autovalores
de A e resolvendo a equagdo A? -13A +36 = 0 encontraremos ;=4 ¢ A, = 9.
Agora vamos calcular os autovetores associados e resolver aequacdo 4 -v=21"-v
para A =4 e A, = 9comv = (Xy), ndo nulo e pertencentes aos reais.

Encontraremos 0s autovetores associados aos autovalores.

Ao calcular os autovetores de A = quando Ay =4 e A, = 9, teremos :

NI Q
a NS

Logo:
2 1
G =)
. (2 (1
= Autovetor referentea l, é (1) e o autovetor referentea l , é (_2),

sendo P = \/—_ (i 12) ,éuma matriz com os vetores normalizados.
S _

Ja a sua parte linear :

2 1
= (4V5 -16V5) | ‘/_ V5 I< > (-8 36) <x’>=(—8x’ 36y")
\/_ \/_/

3° Passo) Podemos ainda completar quadrados:

= 4x2+9y? —8x'+36y'+4=0
= 4(x"? -2x")+9("* +4y)+4=0

> 4(x' —1)24+9(y2+2)+4=0+36+4
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LD o+t

9 4

Assim, finalmente, identificamos que esta curva é uma elipse com o centro
(x,y’) = (1,-2) e semi-eixos de comprimento 3 e 2 , paralelos aos eixo x’ e y’,
respectivamente.

Como eshocgar esta conica? Devemos, primeiramente, entender quais séo
oseixox ey’
Saber quem sdo 0s eixos x’ e y’ € saber qual é a imagem por P dos vetores (1,0) e

(0,1) (representantes da direcdo e sentido dos eixos X e Yy, respectivamente).

P (1) = (pl);P (O) = (pz) onde (?1) e (pz) sdo os autovetores de A,

0 P3 1 P4 Ps3 Pa
_ (P12
sendo P = (p3 p4) )

Logo, através da mudanca de variaveis proposta por P, temos que 0s eixos

X e y sdo levados em eixos com dire¢éo e sentidos dados pelos autovetores de A.

N p 0 — o1 e

w= () e v=(0)

Ou seja, P representa uma rotagdo no plano R2, sendo:

u.v

cos @ = .
llullllvl

Agora, utilizando o 2°passo, que faz a mudanca de variavel x =P X ’, com
as coordenadas do centro (x', ,y’c) = (—2,1) encontraremos as mesmas no
sistema xy:
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2 1) s
B -0,
\%" & k

quando (x'c,y' ) = (1,-2) = (x.,y.) = (0%) ou (x;,y.) =

(0,v5).

Centro

93

(I 5X2 +6xy + 5y? - 4x + 4y - 4=0

Ela possui os seguintes coeficientes:
a=5;b=6;c=5;d=-4;e=4 ;f=-4
Faremos um passo-a-passo a ser realizado.

1° Passo) Escreveremos ela na sua forma matricial, do tipo:

T
25
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(xy) (g 2) (;) +(—4 4) (i) — 4 =0, onde a matriz que sera de suma

importancia para encontrar os autovetores e os autovalores dessa equacdo, da

seguinte forma:

a NI

- )

2° Passo) Iremos diagonalizar a matriz A, por ser uma matriz simétrica e ela ficara

NS Q

A O . .
01 7\) , Mas para ISSO precisaremos encontrar seu
2

polinbmio caracteristico, 0 qual me retornard os autovalores associados, que

da seguinte forma: (

veremos abaixo:
5—-2A 3
3 5—-A

Como estudado no capitulo anterior, as raizes de P(A) sdao os autovalores

P(1) = det (A~ AD) = det ( )=-324(5-1)(5- %) =2>-101 +16.

de A e resolvendo a equagdo A -10A + 16 = 0 encontraremos A1 =2 ¢ A, = 8.
Agora vamos calcular os autovetores associados e resolver aequacdo 4 -v=21-v
para A1 =2 e A, = 8comv = (Xy) pertencentes aos Rz,

3° Passo) Encontraremos os autovetores associados aos autovalores.
Ao calcular os autovetores de A =

()

= Autovetor referentea l, é (

quando A; = 2 e A = 8, teremos:

NI Q
a NS

1 , (1
_1) e o autovetor referentea A, é (1),

1 1

doP = 1(
senao = _1 1

V2

) ,éuma matriz com os vetores normalizados.

Ja a sua parte linear:

L

>4 7% Z(E)= (-2 0)()=(-42x 0y)
V2o V2

4° Passo) Encontrar o centro da curva, completando-se quadrados.

2k

= 2x2+8y2 —4V2x' +0y'—4=0
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= 2x?2 —4V2x' +8y? -4 =0

= 2(x?—-2v2x")+8y? =4

= 2(x2—2V2x' +2)+8y?=4+4

= 2(x?—2V2x'+2)+8y? =8 = 2(x'—V2)*+8y? =38

_ & =V2)’

2 + y'? =1 (Uma elipse rotacionada e transladada )

b

Utilizando o 2°passo, que faz a mudanga de variavel x = PX ’, com as

coordenadas do centro (x'c,y’ ) = (V2,0)encontraremos as mesmas no

sistema xy:
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(1) 3x2 -10xy + 3y? - 2x -14y -13 =0

Ela possui os seguintes coeficientes:
a=3;b=-10;c=3;d=-2;e=-14 ;f=-13

Faremos um passo-a-passo a ser realizado.

1° Passo) Escreveremos ela na sua forma matricial, do tipo:

(xy) (_35 _;’) (;) + (-2 —14) (;C/) — 13 =10, onde a matriz que sera de

suma importancia para encontrar os autovetores e os autovalores dessa equacao,

da seguinte forma:

A=

a NI

- (_35 _g)

2° Passo) Iremos diagonalizar a matriz A, por ser uma matriz simétrica e ela ficara

NS Q

A O . .
01 }\> , Mas para 1SS0 precisaremos encontrar seu
2

polinbmio caracteristico, o qual me retornara os autovalores associados, que

da seguinte forma: (

veremos abaixo:

3—-A =5
-5 3—-A

Como estudado no capitulo anterior, as raizes de P(A) sdo os autovalores

P(1) = det (A~ D)= det ( )=-(-5)2+ (313 -1) =2 -61-16.

de A e resolvendo a equagdo A -6A - 16 = 0 encontraremos A = -2 ¢ A, = 8.
Agora vamos calcular os autovetores associados e resolver aequacdo A4 -v=41-v

para A; =-2¢ Ay = 8 comyVv = (X,Yy) pertencentes aos IR,

3° Passo) Encontraremos os autovetores associados aos autovalores.

Ao calcular os autovetores de A = quando Ay = -2 e Ay = 8, teremos :

NI Q
a NS

1 1
(1 21
(1 (1
= Autovetor referentea A, é (1) e o autovetor referentea A , é (_1),

i(11
vZV1 -1

sendo P = ) é uma matriz com os vetores normalizados.
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J& a sua parte linear:

> (-2 -1 (7 ) (2) = (-8vZ 6v2)(5) = (-8Z ¥ 6vZy)
N

4° Passo) Encontrar o centro da curva, completando-se quadrados.
=>—2x?2+8y%2—-8V2x' +6V2y —13=0
=>—2x?2—-8V2x" +8y?+6J2y —13=0
=>—2(x?+4V2x") +8(y"% + 2\/2_3/’) =13

= - 22+ 4V2x' +8) + 8y +2V2y + ) = 13- 16 +2

=-2(x'+2v2)*+8(y' + 3\/_) _73
(' +2v2)> O +£
R 3
8 32

= 1 (Uma Hipérbole rotacionada e transladada)

2

Utilizando o 2°passo, que faz a mudanca de variavel x = PX °, com as

coordenadas do centro (x’, ,y’c) = ( 2V2,— ) encontraremos as mesmas no
sistema xy:
1 1
VZONZ | (X _(*
I B y
Y

19

(
|

= { \f V2 quando(x', ') = <—2\/_,—%2_> = (e, ye) = (—
l

?;

13
8

1)
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(V)

9x2 +6xy + y2- 10v/10 X +10v10y +90=0

Ela possui 0s seguintes coeficientes:
a=9;b=6;c=1;d=-10v10 ;e=10v10 ;f=90
Faremos um passo-a-passo a ser realizado.

1° Passo) Escreveremos ela na sua forma matricial, do tipo:

(xy) (g i) (;) +(-10v10 10v10) G) 4+90 = 0, onde a matriz que

sera de suma importancia para encontrar 0s autovetores e os autovalores dessa

equacdo, da seguinte forma:

-G 1)

NS Q
o

2° Passo) Iremos diagonalizar a matriz A, por ser uma matriz simétrica e ela ficara

A O . .
01 7\) , Mas para ISSO precisaremos encontrar seu
2

polinbmio caracteristico, o qual me retornara os autovalores associados, que

da seguinte forma: (

veremos abaixo:

9—-A 3
3 1-A

Como estudado no capitulo anterior, as raizes de P(A) sdo os autovalores

P(L) = det (A — Al) = det( ):-32+(9—X)(1—X)=7&-10k.

de A e resolvendo a equacdo A? -10A= 0 encontraremos A1 =0 ¢ A, = 10. Agora
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vamos calcular os autovetores associados e resolver a equagdo 4 - v = 4 - v para

M =0¢e X2 = 10 comv = (X,y) pertencentes aos reais.

3° Passo) Encontraremos os autovetores associados aos autovalores.
Ao calcular os autovetores de A =

(5 )

= Autovetor referentea A, é (

quando A3 = 0 e Ay =10, teremos :

NI Q
a NvlT

1 , (3
_3) e o autovetor referentea A, é (1),

1 1 , . .
sendo P = — ( ) ,é uma matriz com os vetores normalizados.

vio \-3 1

Ja a sua parte linear:

1 3
= (-10v10 10vI0) (7 Y |(%) = (40 —20) (%) = (—40x' -
Vio V10

20y’)
4° Passo) Encontrar o centro da curva, completando-se quadrados.
= 0x'2 +10y'? — 40x’ —20y"'+90 =0
= 10y'?2 — 20y’ — 40x’ + 90 = 0 (dividindo por 10 teremos)
=>y?% -2y —4x'+9=0
=@ -1D)*-4x"+9=0+1
5@ -1)2-4x'"+9-1=0 =2 (' —1)2—4(x'—2)=0
= (Uma parabola rotacionada e transladada )
Utilizando o 2°passo, que faz a mudanga de varidvel x = PX ’, com as
coordenadas do centro (x', ,y’c) = (11,2) encontraremos as mesmas no sistema
Xy:
1 3
()
-3 1 y' y
\7& 7o)

=

!

x 3y
x = +
Jyio = 10 N _ (710 —V10
= —-3x’ y' ,quando(xc,yc)—(l,Z) :>(xc’y6)_( 10 ' 10 )
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5.2
Parte da curva que representa o grafico da funcéo

Uma curva ¢ grafico de uma fungdo de x’, se passa pelo Teste da Reta
Vertical (TRV), como visto no capitulo 1 — pagina 21, ou seja, € o teste das retas
paralelas ao eixo y’. Sua equagdo ¢ entdo da forma y’= f(x’) para alguma f.

Ja uma curva sera grafico de uma funcao de y’, se passa pelo Teste da Reta
Horizontal(TRH), também visto no capitulo 1 — pagina 21, ou seja, € o teste das

retas paralelas ao eixo x’. Sua equagdo ¢ entao da forma x’= f(y’) para alguma g.

I_4\2 2
5x2 -dxy + 8y2 + 4V5x - 16V5y +4 =0 = & 91> L 4+2) —1

Centro



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311550/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1311550/CA

101

Centro / €T P g

5.2.1
Parametrizacdo de conicas no geogebra

Mas para se construir no geogebra as partes da conica que representam

funcgdes de y’ ou f(y’) € necessario parametrizar a curva utilizando as informacgdes

que temos:
x1_12 I+22
( 5 ) +(y 7 ) =1,sendoy’ + 2 = t(pardmetro),logo:y’
=t — 2,entao
(x'—1)?* t? (x' —1)? t2 9t2
— et —=leo——F=1-— X -1)P’=9-—ox' -1
5t 5 7S -1 L X
B 9 9t2
= 4

9t2 9t2 9t2
=>x’=1i 9—T;p(x{)=1+ 9—Tep(x§)=1— 9—T,

sdo curvas nao rotacionadas no sistema se eixos x'y’, mas para construirmos ela

~

( 2x' y

I X = \/—_ + \/—_
rotacionada, deveremos utilizar a mudanca de variavel 4 xS’ 2;, ,

|y = 2 22

V=B

logo teremos, quando adotarmos p(x3)
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( —i(z "+y') = ! 9——2 +t—2
x—\/S_ x'+y')= 5
]

—i(’—Z’) ! 9———2 t—2
ky—\/s—x v == (t—2)
[ %= i(x+ i _8 4 —t%)

J FE =g
3
Ly=F(x— y") —(——m 2t+5)

Agora,no campo de Entrada do Geogebra, irémos inserir o seguinte comando
1 6 1 3
Curva [— t—=+v4—t* ,—(——\/4 —t2-2t+ 5),t, —100,100]
N NN

0 que me dara a parte laranja da curva , que representa a g(y’).

a(y’)

F(y")
Mas caso eu adote p(x}), terei:
(
1(2’+ D 1 21+ |9 o +t—2
X = — X = — —_— —
N Yo 4

! (x"=2y') ! 1+ (9 ot 2(t—2)
= —\X — = — —_——_—— —
T T 4

( 1 ! ! _i _ 42
x—\/—S_(Zx +y)—\/5_(t+3\/4 t*)

1 1 /3
k:)/:\/—5_()6' —Zy):\/—5_<§\/4—t —2t+5>

Agora,no campo de Entrada do Geogebra, iremos inserir o seguinte comando

A
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1 1 /3
Curva [— t+ 3v4 —t? ,—(—\/4 —t2 - 2t+ 5),t,—100,100]
= ( ) =\2

o que me dara a parte verde da curva, que representa a f(y”’).

Logo, x'

3 ,
=1- 5 —y'? — 4y' ,representa uma colecio de pontos que pode ser

representada por uma funcio g(y') e x’

3
=1+ 3 ’—y’z —4y'  representa

uma colecido de pontos que pode ser representada por uma funcio f(y').
Agora, para se construir no geogebra as partes da conica que representam
fungdes de x’ ou f(x”) é necessario, também, parametrizar a curva utilizando as

informacdes que nos temos:
xl _ 1 2 ( ! + 2)2
( ) LY

=1,sendo x' — 1 = t(pardmetro),logo: x’

9 4
=t + 1,entao
t*> (y' +2)? (y' +2)2 t2 4t2
— 4 e =l-—o (@ +2)l =4 ——y +2
R 2 3 y'+2) g SVt

=4+ (4 4
- 9

2 2
>y =243V t2;p() = ~2+3V9 1% ¢ p(33)
2 ——
:_2__ 9_t2I

3
sdo curvas ndo rotacionadas no sistema se eixos x'y', mas para construirmos ela
( 2x"y'
lx ==+ =
rotacionada, deveremos utilizar a mudancga de variavel 4' \f; \2/5 ,
VNG

2
logo teremos, quando adotarmos p(y;) = —2 + 5\/ 9 —t?

( 1

1 2 >
J X = —5(2x +y)=\/—5_<2(t+1)—2+§\/9—t>
|
\

1(’ 2y") 1<t+1 2( 2+2 9 t2>>
= —\X — = — j— —_ — i
Y= Y= 3


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311550/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1311550/CA

104

( x=i(2x’+y’) =i(2t+§\/9—t2)

S,
V= 2= =(t+5 -39 7)

Agora,no campo de Entrada do geogebra, iremos inserir o seguinte comando
L 29 _¢2) L _* Jg_¢2 -
Curva [£(2t+3\/9 t ),E(t+5 2 V9 —2),t,-100,100]

o que me dara a parte azul da curva , que representa a f(x’).

fz")

Mas caso eu adote p(x;) = —2 —g 9 —t?

X = %(2x’+y’) =i(2(t+1)—2—gx/9—t2>

‘

4 Vs ’

1 1 2 >
kyz\/—g(x —2y)=\/—5_<t+1—2(—2—§\/9—t>>
( 1 2 >

x=\/—§(2t—§v9—t)

A

1 4
=— t+5+—\/9—t2>
y=(e+s+3
Agora,no campo de Entrada do geogebra, iremos inserir o seguinte comando
L ot—2%2J9g—¢2y L 2 /g9 —¢2 -
| @t =2V =12, (t+5 + 29— ¢),¢,-100,100],

o que me dara a parte vermelha da curva, que representa a g(x’).

\

Curva
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Sendo y'
=2

4
+ 3 \/—x’2 + 2x' + 8,representa uma colegdo de pontos que pode ser

representada por uma funcio f(x') ey’

4
=-2- 3 \/—x’2 + 2x’' + 8 ,representa uma

colecdo de pontos que pode ser representada por uma funcio g(x').

Uma curva é grafico de uma funcdo de x, se passa pelo Teste da Reta
Vertical (TRV), como visto no capitulo 1 — pagina 21, ou seja, é o teste das retas
paralelas ao eixo y. Sua equacéo é entdo da forma y = f(x) para alguma f.

Ja uma curva sera grafico de uma funcgéo de y, se passa pelo Teste da Reta
Horizontal (TRH), também visto no capitulo 1 — pagina 21, ou seja, é o teste das
retas paralelas ao eixo x. Sua equagdo é entdo da forma x = g(y) para alguma g.

Logo, com o auxilio do software maple, podemos ver que além de partes
dessa curva serem graficos de fungdes de x’ e y’ , elas também podem ser

representadas da seguinte forma abaixo:

() =5 + ix+%\/T+8 e fo(x)=+5+ ix—%\/m

hi(x)
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A0 = —2E +2y+8 [2vEy—y? e f5) = —2VE +2y-

S /2\/5_31—312

f2(y)
fi(y)

(=

ra

ot
=
o
(=]
=5
£

(1 5x2 +6Xxy + 5y2 - 4x+4y-4=0
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d Yy (]
yﬂ
/
[
l‘-n-' 1 3 4
\ z
g(z’) |\
\
\
\
\ -
fa')
o
~—_ x
, (& =2 N
y' =+ |1 ————— ,representa uma colegdo de pontos

4

que pode ser representada por uma funcio f(x").

(x' =V2)?

y' = — |1 ——— ,representa uma colegdo de pontos

4

que pode ser representada por uma fungio g(x").



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311550/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1311550/CA

x' =2 - 2. /1 -y, representa uma colecio de pontos
que pode ser representada por uma funcio g(y').
x'=V2+ 2. /1=y ,representa uma colecio de pontos

que pode ser representada por uma funcao f(y").

108

Agora, com o auxilio do maple, podemos ver que além de partes dessa

curva serem graficos de fungdes de x’ ey’ , elas também podem ser representadas

da seguinte forma abaixo:

filx) = =2

5

E_

%x +§\/—4x2 +8x+6e fr(x)=

3
5

Sx+2V=4x7 +8x + 6

™~ Fi(w)

2 3 2 2 3
e N R L AR e

= J=4y? =8y +6

Ja(y)
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(1) 3x2 -10xy + 3y? - 2x -14y -13=0

C I—
fa)
—-3V2 3
y' = 5 + E\/(x’ + 22 )2 — 3 ,representa uma colegao de pontos
que pode ser representada por uma fungio f(x").
—-3V2 3
y' = —5 E\/(x’ +2v2 )% — 3 ,representa uma colegao de pontos

que pode ser representada por uma fungio g(x').


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311550/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1311550/CA

110

a(y')

3v2, 3
x'=-=2v2-2 \/4()}’ + 7)2 + 3 ,representa uma colegao de pontos

que pode ser representada por uma funcio g(y").

3v2, 3
x'=—=2v2+ 2 \/4()}’ + ?)2 + 3 ,representa uma colegao de pontos

que pode ser representada por uma funcio f(y').
Com o auxilio do maple, podemos ver que aléem de partes dessa curva
serem graficos de fungdes de x’ e y’, elas também podem ser representadas da

seguinte forma abaixo:

fil) =2+ 2x+ VA2 +19x +22 € fo(x) = 2+ 2x — 2Ax? + 19x + 22
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-

fa(x)

fi) =5+ 2y +2/4y 13y +10 e ) =3 +2y — 2147 + 13y +10

Ja(y)
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(1V)

9x2 +6xy + y2 - 10v10 x +10v10y +90=0

g(z')

fa)

y'=1— 2Vx' —2,representa uma cole¢do de pontos

que pode ser representada por uma fungio f(x").

y' =1+ 2Vx' — 2,representa uma colegdo de pontos

que pode ser representada por uma funcio g(x").
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')

VY
(&' —1)?

x'=2+ 2 ,representa uma colegao de pontos

que pode ser representada por uma Gnica funcio f(y').

Ainda com o auxilio do maple, podemos ver que além de partes dessa

curva serem graficos de fungbes de x’ e y’ , elas também podem ser representadas

da seguinte forma abaixo: f;(x) = —5v10 — 3x + 24/40 + 10v/10x e f,(x) =
—5v10 — 3x — 2/40 + 10v10x

- /_

Fa(z)

7
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fl(y)=§x/1_0—§y+§\[—140—30\/1_0y e fz(y)zé\/l_o_éy_

9

g\[—mo — 30vV10y

Podemos visualizar neste capitulo que qualquer curva que representa uma
conica rotacionada e/ou transladada pode ser separada em dois graficos de funcdes
distintas, f(x) — funcdo que passa pelo teste da reta vertical- e f(y) — funcdo que
passa pelo teste da reta horizontal. Pode ser tambem dividida em duas fungdes em
relagdo aos eixos rotacionados, f(x’) — funcdo que passa pelo teste da reta vertical,
porém essa reta ¢ paralela ao eixo y’- e f(y’) — funcdo que passa pelo teste da reta

horizontal, porém essa reta deve ser paralela ao eixo x’.
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Atividades propostas em sala de aula

Atividade 1

Materiais utilizados: Folhas de papel oficio, data show e o0 geogebra.

Objetivo: Levar o aluno a combinar valores de coeficientes e montar curvas.

Turma aplicada: Na quarta — feira, 24/06/2015, apliquei esta atividade para a
turma do 3° Ano do Ensino Médio da Escola José do Patrocinio em S&o Jodo de
Meriti, durante dois tempos de aula no turno da noite, cuja turma possuia 35
alunos.

Separe a equacgdo das conicas em partes, como pode-se visualizar abaixo, agora
peca aos alunos para dar valores dos coeficientes , sabendo que a,b,c,d,e,f

€ [-10,10] ( Observacio :

visto que os alunos tendem a querem citar valores de alta grandeza e sempre
positivo, ap6s ter passado essa atividade para eles, observei que é melhor restringir

o intervalo com os valores a serem respondidos).

ax® +bhxy +ey’ +dv+ey+f =0

- - Y

ax” bxy cy” dx ey |
aéotermo | |b é o termo C € 0 termo d € o termo | | € € o termo f é 0 termo
quadratico || | misto de xy quadratico linear de x | | linear de y independente

de x dE}r ﬂEXE}'
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a) Combine dois coeficientes quadraticos com o termos independente (de

valores para a,c e f e monte a curva no geogebra)

a| C f | Efeito(curva)

b) Combine um termo quadratico com um termo linear e o termo
independente.

aouc | doue f Efeito(curva)

c) Combine dois coeficientes quadraticos com um termo linear e o termos
independente.

a c | doue f Efeito(curva)

d) Combine dois coeficientes quadraticos com os dois termos lineares e o
termos independente.

a c d e f Efeito(curva)
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e) Combine dois coeficientes quadraticos, com os dois termos lineares, o
termo misto e o termo independente.

a b C d E F | Efeito (curva)

Peca agora para os alunos fazerem um relatério do que observaram em
cada letra acima, dizendo os efeitos das mudancas dos coeficientes.
Atividade de demonstragéo para os alunos 2
Sendo f(x) =ax2+bx+c;a,b,ce R,a # 0.
Essa funcdo tem um grafico que é uma parébola, cuja equacdo pode ser y =
ax* + bx + ¢
Completando quadrados na expressao de f(x):

b? b b?
— +c¢ ,tomando a=— ¢ B=-— +
4a 2a 4a

y =ax’+ bx + ¢ © a(x+i)2-
2a

c, temos:
Equacdo dapardbola > y=a(x+ta)*+p & (y—pB)=a(x+a)?,onde
y - B =» é um deslocamento na vertical
X + o =» é um deslocamento na horizontal

Se a > 0, a pardbola tem a concavidade virada para cima e vértice ( -a, B)
(pois o vértice (0,0) da pardbola y = ax? foi deslocado o unidades para a direita ou
esquerda — depende do sinal de a — ¢ B unidades para cima ou para baixo —
dependendo do sinal de ).

Se a < 0, a pardbola tem concavidade virada para baixo e vértice ( -a, B)
(mesma explicacdo acima).

_p2 _
LOgOsz—a:—i e Y, =f= b*+4ac _ -A

2a 4a 4a

>y=alx—x,)*+ y,.
Nota: A aplicacdo foi realizada em sala de aula , no dia 09/07/2015 , na turma da
903, na Escola Estadual José do Patrocinio, durante dois tempos de aula no turno

da tarde, cuja turma possuia 35 alunos em S&o Jodo de Meriti, sendo bastante

interessante e de grande valia para alguns alunos, aumentando muito a atengéo
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dos mesmos, atividade aplicada em dois tempos de aula, nos dois primeiros
tempos. (Fazer um relatério)

Atividade de demonstracéo para os alunos 3

Demonstracdo de como se chegar a soma e 0 produto das raizes da

equacéo do 2°grau.

5 —b ++Vb?% — 4ac
> y=ax“+bx+c=>x= ,
2a
—b +Vb?% — 4ac —b —Vb?% — 4ac
logo x, = e X2 =

2a

—b+Vb2—4ac n (—b—\/b2—4ac) -b

Comoa Soma=x; +x,= oo o =—

a

—b+\/b2—4ac> (—b—Vb2—4ac) _ b (bP-4ac) _c

2a 2a 4q? 4q? a

JaoProduto = x; .x,= (
Logo, ax2+bx+c=0e x?% + l;—x+ §= 0 ©®x2-Sx+P=0

Nota: A aplicacdo foi realizada em sala de aula, no dia 06/08/2015, na turma da
903, na Escola Estadual Jose do Patrocinio, em S&o Jo&o de Meriti, sendo bastante
interessante e de grande valia para alguns alunos, aumentando muito a atencao

dos mesmos, atividade aplicada em dois tempos de aula, nos dois primeiros

tempos.
Atividade de demonstracao para os alunos 4

A0 montarmos um grupo a esquerda com varias expressdes, equacdes e
nameros, vamos classifica-las em expressdes, equagdes com uma variavel,
equacdes com duas variaveis, equacdo do 1° grau e equacdo do 2° grau, colocando
as nas caixas a direita.(Observem que em alguns casos, algumas equacdes do lado

esquerdo poderdo entrar em dois lugares do lado direito).
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Expressies
f(x) = 2x+3

Y=2x+3
Equacio com 1 variave
2x+ 3

flx)=x*+2x+3
y=x+2x+3 Fquacio com 2
raridveis

¥+ 2% +3

In+y=4

Equacio do 1° graun

In+fx)=4

¥ +5x-f(x)+10=0

2 -
X +5%-y+10=0 Equacio do 2° gran

Nota: A aplicacdo foi realizada em sala de aula, no dia 11/08/2015, na
turma da 804, na Escola Estadual José do Patrocinio, em S&o Jodo de Meriti,
durante dois tempos de aula no turno da tarde, turma que possuia 30 alunos, sendo
bastante interessante e de grande valia para alguns alunos, outros exemplos foram
incluidos apos os exemplos acima e obtive uma participacdo de 70% dos alunos
da turma, outros ndo participaram por desinteresse e aversao a matematica, mas
mesmo assim houve um aumento da atencdo dos mesmos, atividade aplicada em

um tempos de aula, no primeiro tempo.

Atividade 4
Para cada conica abaixo, realizar a sua classificacdo e reduzir a sua forma
canonica.
i - 5x2-2xy+5y*—4x+20y+20=0
ii - 5x2-2xy—5y>~4x+20y+20=0
i - 5x*+2xy+5y*—4x+20y+20=0
IV - 5x2-2xy—5y*+4x—20y—20=0
V - 5x2-2xy+5y*+4x—20y—20=0
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Vil - 5x24+25xy+5y*—4x+20y+20=0
Vii - 9x>—16y*=0

120


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311550/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1311550/CA

7

Conclusoes

O objetivo deste trabalho foi alcangcado quando mostramos que uma parte
de uma curva que representa uma conica pode ser gréfico de funcdo, independente
do eixo, porém fica uma proposta lancada, pois inicialmente o desejo era trabalhar
também as quédricas — trabalho que alcancaria um volume muito maior- mas o
resultado foi a contento pois pode-se mostrar, inclusive com o apoio do geogebra,
quais sdo essas fungdes.

Passamos pelos conceitos de equacdes, funcdes, expressdes e graficos, de
forma exemplificada e bem detalhada, visto que ainda restavam duvidas neste
escritor e em muitos dos meus alunos e para minha felicidade, ainda no inicio das
aplicacdes deste trabalho em sala de aula, meus alunos do 9° ano do turno da tarde
— turma 903 — do Colégio Estadual José do Patrocinio, aumentaram sua média na
avaliacdo externa do Estado do Rio de Janeiro — SAERJINHO.

Foi também, bem explorado os conceitos de conicas, matéria muito
explorada no ensino médio e no vestibular, pois até chegarmos a sua construgéo,
foram abordados os conceitos de produtos notaveis e fatoracdo, contetdo do
curriculo minimo do Estado do Rio para as turmas do 8° e 9° anos. Algumas
atividades podem ser aplicadas para o ensino fundamental com o apoio do
geobebra, afim de estimular a curiosidade e o desejo de utilizar este programa que
possui versdo para celulares.

Os conceitos de translacdo e rotacdo trouxeram uma novidade para as
conicas que sdo abordadas, normalmente, no ensino médio em algumas escolas,
inclusive particulares. Esse texto explorou, de forma pausada, passo-a-passo,
sairmos de uma equacdo de uma cénica e chegarmos a duas funcbes, partes de
uma curva que representa uma conica.

Logo, foi possivel atingir o objetivo de mostrar, com o apoio de programas
matematicos — maior énfase o geogebra, mas o Maple também foi utilizado — a
construgcdo de funcdes diversas, afim de estimular e atrair os alunos que tem

facilidade com as midias mas ndo gostam do lapis, papel e caneta. Algumas


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311550/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1311550/CA

122

atividades foram implantadas em sala de aula de forma muito proveitosa e
algumas foram apenas propostas.
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Apéndices

A Outras formas de se chegar a equacgéo da circunferéncia
A.l  Forma trigonométrica

A.2  Pelo teorema de Pitdgoras

B Produto notaveis

C Fatoracéo

A — Outras formas de se chegar a equacgéo da circunferéncia
A.1  Forma trigonométrica

= E possivel chegar as equagbes das circunferéncias, centradas na origem,

pois sua equacdo genérica pode ser representada da seguinte forma:

i
'

Pelo teorema de Pitagoras
= Que pelo Teorema de Pitagoras, chegamos a seguinte concluséo:
y‘

X2+yi=rz |r

http://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%A30

v



http://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%A3o
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Ainda poderemos analisar a imagem abaixo que foi retirada de uma
questdo do Enem 2014, a qual representa o contorno do rosto do boneco pode ser
representado pela equagéo x2+y2-81=0, sendo os coeficientesa=c=1
e f=-81

A figura ao lado representa uma circunferéncia de raio 9 e de centro na origem.
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B — Produto notaveis

la+b ‘) =a’+2ab+ b’ quadrado da somade dois termos

(a—b ‘) =a’>—2ab + b? quadrado da diferenca de dois termos

: at+b+c :|2 = &2 —bz —CZ + 2|: ab+bec+ca ‘ guadrado da soma de tres termos

: a+b ‘l a—ob | = 82 — Dz produto da soma pela diferenca [/ diferenca dos quadrados
:c_;l' | b;‘B g +33°h 4+ 3ah° + b3 cubo da soma

':EJ' h ;'3 al —3a’h | 3ab’ — b3 cubo da diferenca

(a+b :] =2l b+ 3abla+b) cubo da soma {Cauchy)

: a—>o :3 = &3 - bB —3ab | ad— b_\, cubo da diferenca (Cauchy)

(a+b ‘I a’—ab+p? : =3’ + b soma de cubos / faloracao

ta—>b ‘I a’ +ab+ b’ : =a - diferenca de cubos | fatoracao

http://www.marcelorenato.com.br/teoria/teoria ensino medio/resumo ita

ime/resumo_ita_ime_teoria.html (adaptado)
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C - Fatoracgéo
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Fatoragcio

e Expressdes Algihricas

r + e i+ I|II

—> Fator Comum

=== Agrupamento

=== Soma/Diferenca de quadrados
==> Soma e Produto

== Diferenca de Quadrados
==> Soma /Diferenca de Cubos
=== Cubo da Soma/Diferenca

http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2014/03/fatoracao-de-

expressoes-algebricas.html (adaptado)
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