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RESUMO

Para atender a necessidade de estudos das fungoes trigonométricas, este trabalho apre-
senta uma discussao sobre as dificuldades encontradas pelos alunos do ensino médio para
aprender alguns contetidos da maneira que sao abordados e também a dificuldade do pro-
fessor em ensinar esses conteudos. Sera apresentado ainda um breve relato histérico sobre
o surgimento da trigonometria e dos nomes das fungoes trigonométricas. Enfatizando a
importancia do uso de material concreto para o ensino da matematica, na educagao ba-
sica, em particular, o uso da régua “T” no ciclo trigonométrico no ensino da trigonometria
no ensino médio. Este trabalho explora o estudo das fungoes trigonométricas por meio
da régua “T” e também aborda as etapas para construcao de graficos e conceitos trigo-
nométricos, bem como, a forma de se trabalhar com esse material em sala de aula, com

exemplos de exercicios e de atividades para explorar os contetidos.

Palavras-chave: Trigonometria. Material Concreto. Régua T. Ensino Médio.



ABSTRACT

In order to meet the need for the studies of trigonometric functions, this paper presents
a discussion about the difficulties encountered by high school students to learn some
contents the way they are addressed and also the difficult teacher face in teaching these
contents. It will be presented a brief historical account of the emergence of trigonometry
and the names of trigonometric functions. Emphasizing the importance of using concrete
material to the teachings of mathematics, basic education, in particular the use of the
ruler "T" in the trigonometric cycle in the teaching of trigonometry in high school. This
paper explores the study of trigonometric functions through rule "T" and also covers the
steps for building graphics in trigonomical concepts, as well as the way of working with

this material in the classroom, with examples of exercises and activities to explore content.

Keywords: Trigonometry. Concrete material. rule "T". High school.
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1 INTRODUCAO

Para Libaneo (1985), o trato com o conhecimento reflete a sua dire¢do episte-
mologica e informa os requisitos para selecionar, organizar e sistematizar os conteidos
de ensino. Ele considera que os contetidos emergem de contetidos culturais universais,
constituindo-se em dominio de conhecimento relativamente auténomos, incorporados pela

humanidade e redimensionados permanentemente, em face da realidade social.

... Os contetdos sao realidades exteriores ao aluno que devem ser assimi-
lados e nao simplesmente reinventados, eles nao sao fechados e refratéa-
rios as realidades sociais, pois nao basta que os conteiidos sejam apenas
ensinados, ainda que bem ensinados é preciso que liguem de forma in-
dissocidvel a sua significagdo humana e social. (LIBANEO, 1985, p. 39).

Ao selecionar um conteuido com prioridade aos demais, deve-se ter em mente certos
quesitos imprescindiveis para a realizacao do processo de ensino e aprendizagem, como
a relevancia social do contetido que implica em compreender o sentido e o significado do

mesmo para a reflexdo pedagdgica escolar.

Segundo a Proposta Curricular do Esino Médio do Governo do Estado do Tocantins
(PCEM-TO, 2007) Paulo Freire afirma:

o confronto do saber popular (senso comum) com o conhecimento ci-
entifico, selecionado pela escola, é fundamental para o aprendizado e a
reflexdo pedagdgica, pois o aluno ultrapassa o senso comum para cons-
truir formas mais elaboradas de pensamento, ..., proporcionando um
prazer matemético por meio de um processo investigativo do “aprender
a aprender”, “aprender a fazer” e “aprender a ser”. (PCEM-TO, 2007,
p.113)

Dentre os diversos contetidos matematicos apresentados aos alunos até o Ensino
Médio, destaca-se o estudo da trigonometria, que infelizmente é trabalhado de forma

superficial e muitas vezes se resume a formulas e conceitos abstratos.

A trigonometria é uma parte da matemaética com muitas aplicacoes no mundo real.
Através da trigonometria podemos calcular desde simples alturas a resolver problemas

astrondmicos.

Para compreender as diversas aplicagoes da trigonometria, ha necessidade que o
aluno aprenda muitos conceitos de fisica, geometria, astronomia, etc. Desta forma, sente-se

o aprofundamento dos conhecimentos dos alunos nesta matriz curricular.

Como a base dessa parte da ciéncia mateméatica comega na escola, o trabalho elabo-
rado terd o intuito de levar os alunos a compreensao da parte elementar da trigonometria

e perceber a importancia de dominar essa matéria.
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Visto que a maioria dos estudantes costumam perguntar quais as aplicacoes desta
matéria em seu cotidiano, devemos procurar maneiras mais concretas de mostrar sua

importancia e aplicabilidades para resolver problemas nas varias areas das ciéncias exatas.

Neste sentido, tem-se a proposta de apresentar mais uma ferramenta, de material
concreto, conhecida como “régua T”, e pode servir para enriquecer a relagao entre o aluno

e o cotidiano afim de beneficiar seu conhecimento trigonométrico.

1.1 Justificativa

A educacao contemporéanea sugere que o aluno deve estudar o que existe de mais
atualizado, mantendo-o informado dos avangos da ciéncia e da técnica, sem menosprezar
os contetdos classicos, que sao fundamentais e que ndo perdem sua contemporaneidade.
A trigonometria é uma das frentes matematicas que se encaixam nestas duas vertentes

(classica e atualidade).

Pretende-se que com a utilizacdo da régua T como ferramenta pedagogica pro-
porcione ao aluno condigoes para se resolver diversos problemas trigonométricos sem a
necessidade de decorar formulas, que muitas vezes sao extensas, complicadas e de dificil

compreensao.

1.2 Relevancia e Contribuicao

Percebe-se que a maioria dos alunos apresentam dificuldade em aprenderem assun-
tos envolvendo a trigonometria, até mesmo as relagoes mais fundamentais. Isto se deve,
geralmente, a grande quantidade de regras e féormulas que o professor trabalha em sala e
sem a interacao com os alunos. Desta forma, deve-se buscar metodologias e ferramentas

que ajudem a sanar as dificuldades apresentadas.

A interagao social observa a aprendizagem como de um processo social e o conhe-
cimento de algo socialmente construido entre as relagoes professor/aluno, aluno/aluno e

estratégias utilizadas.

Nos trabalhos de Macedo, Petty e Passos

... encontramos que o desenvolvimento e a aprendizagem sdo formas in-
terdependentes de conhecimento. Que a crianca desenvolve brincadeiras
e aprende jogos e também aprende brincadeiras e desenvolve habilidades,
sentimentos ou pensamentos. (MACEDO, PETTY e PASSOS, 2005.)

Com grandes contribui¢des nos ramos das geometrias (especialmente a analitica,
plana e espacial), além de facilitar, através das férmulas de adigdo algébrica de arcos,

determinar as coordenadas de um ponto por meio de rotacdo do angulo dado em torno



17

da origem dos sistemas de eixos cartesianos, as transformagoes Trigonométricas represen-
tam uma necessidade no ensino médio, proporcionando aos alunos futuros profissionais
capacitados, com uma interpretagdo matematica que atenda os parametros curriculares
nacionais (PCNs) para o cidadao na sociedade. Cabe ao professor, procurar estratégias e

ferramentas educacionais que satisfaga esta necessidade.

Para ALMOULOUD (2000) o trabalho da trigonometria pode desenvolver habili-
dades de visualizacao, desenho, argumentacao légica e de aplicagao na busca de solugoes de
problemas, competéncias importantes na ampliagao da percepcao do espago e construcao

do modelo para interpretar questoes matematicas.

Desta maneira, o estudo trigonométrico contribui de forma significativa para que
o aluno se torne sujeito do préprio conhecimento e o professor deve buscar ferramentas

de apoio para reforcar o aprendizado dentro desta tendéncia socio interacionista.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

e Apresentar uma metodologia que ajude no ensino das fungoes trigonométricas e
suas aplicagbes para que o ensino da trigonometria seja mais significativa, com a

utilizacao da "régua T", de maneira atraente e prazerosa para os alunos

1.3.2  Objetivos Especificos

e Abordar os fundamentos da Trigonometria (Arcos e Fungoes).

e Identificar, no ciclo trigonométrico, os segmentos que representam as fungoes seno,

cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante.

e Utilizar a “régua T” para calcular o seno e a cossecante, o cosseno e a secante,
a tangente e a cotangente dos arcos notaveis pela simetria dos pontos no ciclo

trigonométrico.

e (Calcular fungoes trigonométricas pela utilizacao da “régua T” no ciclo trigonomé-

trico.

1.4 Estrutura de Apresentacao desta Dissertacao

Esta proposta esta organizada em cinco capitulos. Este, com uma abordagem geral,
desde a justificativa, discussoes e sugestoes metodologicos para reflexdo do professor; o

segundo discorre sobre a parte histérica e a importancia da trigonometria; o terceiro



18

aborda as principais relagoes e conceitos dos arcos trigonométricos e as ideias basicas das
funcgoes trigonométricas; o quarto apresenta a proposta de utilizacao da “régua T” na sala

de aula, com exemplos e sugestoes de uso; ao final faz-se as consideragoes finais do autor.

1.5 Recomendacoes Metodolbgicas

A metodologia é um conjunto de procedimentos empregados para atingir os obje-
tivos propostos. Respeitando-se a autonomia dos docentes na transposicao didatica dos
conhecimentos selecionados nos componentes curriculares, desta forma aplica-la em busca
de produzir anseio ao saber por parte do educando que aceita a instigagdo como producao

do saber.

Assim afirma Libaneo a respeito da didatica,

O trabalho docente é parte integrante do processo educativo mais global
pelo qual os membros da sociedade sao preparados para a participacao
na vida social. A educagao — ou seja, a pratica educativa — é um fené6meno
social e universal, sendo uma atividade humana necessaria a existéncia
e funcionamento de todas as sociedades. (LIBANEO, 1994, p.2)

As metodologias de ensino pressupoem procedimentos didatico-pedagogicos que
auxiliem os alunos nas suas construcoes intelectuais, procedimentais e atitudinais, tais
como: elaborar e implementar o planejamento, o registro e a andlise das aulas e das
atividades realizadas; problematizar o conhecimento, sem esquecer-se de considerar os
diferentes ritmos de aprendizagens e a subjetividade do aluno, incentivando-o a pesqui-
sarem diferentes fontes; contextualizar os conhecimentos, valorizando as experiéncias dos
alunos, sem perder de vista a (re)construgdo dos saberes; elaborar materiais didaticos
adequados a serem trabalhados em aulas expositivas dialogadas e atividades em grupo;
utilizar recursos tecnoldgicos adequados ao publico envolvido para subsidiar as atividades

pedagdgicas.

De maneira inovadora a proposta pedagbgica que privilegia a combinacao de proce-
dimentos didaticos préprios da educagao, utilizando-se de uma metodologia diferenciada,
que garante um eficiente suporte técnico e pedagogico necesséario a realizacado do mesmo
com sucesso. Cabe ao professor buscar novas técnicas metodolégicas para, além de enri-

quecer sua aula, também aumente o interesse dos seus alunos para descobrir o novo.

-

E preciso ensinar aos alunos contetidos que sejam base para sua emancipacao em
que possa interferir no meio, usufruindo dos beneficios adquiridos. Nesse sentido se o ensino
tem a funcao de libertagao, deve-se buscar aulas que ultrapasse o exercicio exclusivo do
uso de quadro e giz, segundo Luckesi (2005, p. 133) “ensinar significa criar condigoes
para que o educando efetivamente entenda aquilo que se estd querendo que ele aprenda”,

permitindo a construcao e uso de recursos didaticos com fundamentagao teérico cientificas,
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sem fragmentacao ou mesmo distante da realidade do aluno, tendo em vista a superacao

do fracasso escolar.

Uma das maneiras de se fazer isto é a utilizagdo de materiais concretos, para que o
aluno possa manusea-lo, facilitando assim o aprendizado, com uma melhor compreensao.
Motivar os alunos através da construgao com régua T, bem como realizar as atividades

comutara na exploragao e construcao de resultados das razoes e fungoes trigonométricas.

A régua T pode ser usada durante as aulas de mateméatica para o estudo de Tri-
gonometria, para que o aluno compreenda e crie imagens mentais sobre as funcoes trigo-

nométricas.

O professor poderd sugerir que os alunos construam arcos e determinar fungoes
trigonométricas dos mais simples para as mais elaboradas, de forma que o aluno perceba
sua evolucao.

Outras propostas para que o ensino da Matematica se torne mais con-
sistente e, consequentemente, mais significativo como:

a) utilizar a Histéria da Matemdtica como recurso didético para melhorar
as aulas e torna-las mais compreensiveis, mostrando que esse conheci-
mento surgiu aos poucos e a partir das necessidades da humanidade e
“compreender a vida contemporanea, dominada pela tecnologia de base
cientifica”;

b) Permitir o uso adequado das calculadoras e planilhas eletronicas, im-
portantes ferramentas para explorar ideias e aplicagoes da Matemaética
em atividades investigativas;

¢) Proporcionar o uso de Programas de computador (softwares), que
possibilitem ao aluno fazer experimentos, testar hipéteses, esbogar con-
jecturas e ainda criar estratégias para resolver problemas, em especial
os problemas abertos;

d) Criar um local (Laboratério matematico), para se desenvolver ativi-
dades experimentais, oportunizando ao aluno um ambiente de manipu-
lacdo, investigagao e formacao de hipoteses.

(PCEM-TO, 2007, p.117).

Buscar novos métodos através do uso de material concreto propicia aulas
mais dindmicas e amplia o pensamento abstrato por um processo de
retificacOes sucessivas que possibilita a construgao de diferentes niveis
de elaboragao do conceito (PAIS, 2006).

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN+-, 1997) também destacam a utiliza-
¢ao de materiais concretos pelos professores como um recurso alternativo que pode tornar
bastante significativo o processo de ensino-aprendizagem da Matematica.

Aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e rela-
cionada a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de compe-
téncias e habilidades que sdo essencialmente formadoras, a medida que
instrumentalizam e estruturam o pensamento de aluno, capacitando-o
para compreender e interpretar situagoes, se apropriar de linguagens
especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar conclusoes préprias, to-
mar decisoes, generalizar e para muitas outras agoes necessarias a sua
formagao. (PCN+, p. 111)
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Ja a Proposta Curricular do Ensino Médio - Tocantins (PCEM-TO, 2007, p.114)
destaca que os conteidos divididos em eixos tematicos devem ser trabalhados buscando
uma constante articulacao entre eles, algumas vezes de forma intencional, outras nao.
Durante o processo de aprendizagem é necessario retomar assuntos ja tratados no ensino
fundamental, pois este é o momento de amadurecer certos conceitos e ideias da Matematica
que dependem de explicagoes, cuja compreensao exige uma maior maturidade dos alunos
e novas investidas do professor no seu detalhamento, sempre que possivel, destacando-se
o valor formativo e descartando as exigéncias de memorizagdo de “regras” sem a devida
explicacao formal, bem como o recurso aos exercicios repetitivos de fixacao ou aplicacao

direta em férmula.

Ainda no PCEM-TO (2007, p.115 ) ressalta-se a importancia de ndo apresentar
o conteudo de forma expositiva e descritiva, mas sempre que possivel, introduzindo uma
atividade de contextualizagao e/ou problematizacdo em que se resgata os conhecimentos
prévios e os conceitos construidos pelos alunos, através de suas experiéncias fora do con-
texto escolar. No que se refere ao estudo das fungoes trigonométricas, pode-se inicialmente
priorizar as relagboes métricas no triangulo retangulo como ferramentas essenciais a serem

adquiridas pelos alunos no ensino médio.

Participagoes em eventos, estimular a busca pelo saber tanto em atividades internas
quanto externas, tais como: feiras de integracdao, como feira de ciéncias e Olimpiadas
de Matematica, proporcionam o resgate dos saberes populares, proporcionando a praxis

Y )

discutida, em que o aluno ¢ sujeito pensante e articulador de seu universo.

O ensino da matematica se torna mais consistente e mais significativo quando se
utiliza a Histéria da Matematica como recurso didatico para melhorar as aulas tornando-
as mais compreensiveis, mostrando que esse conhecimento surgiu aos poucos e a partir
das necessidades da humanidade e compreender a vida contemporanea, dominada pela
tecnologia de base cientifica e criar um local (Laboratério matematico), para se desenvol-
ver atividades experimentais, com uso de materiais concretos oportunizando ao aluno um

ambiente de manipulacao, investigacao, experimentos e formagao de hipoteses.

Visto que a maioria dos estudantes costuma perguntar quais as aplicacoes da tri-
gonometria em seu cotidiano, devemos procurar maneiras mais concretas de mostrar sua
importancia e aplicabilidades para resolver problemas nas varias areas das ciéncias exa-
tas. Para compreender as diversas aplicagoes da trigonometria ha necessidade que o aluno
aprenda conceitos de fisica, geometria, astronomia, etc. Desta forma sentimos a necessi-

dade de aprofundar os conhecimentos dos alunos nesta area da Matematica.

Acredita-se que a diversidade de estratégias metodologicas favorece ao aluno a au-
toconfianca na sua capacidade de criar e fazer Matematica, garantindo-lhe a participagao

no processo de construcao de seus conceitos.



21

2 UM BREVE HISTORICO DA TRIGONO-
METRIA

Imagina-se que ao menos alguns dos antigos gedmetras trabalharam pela pura
satisfacao de fazer matemadatica nao como auxilio pratico a mensuracao; mas ha teorias
alternativas. Uma é que a geometria, como a contagem, tivesse origem na pratica de
rituais primitivos. O desenvolvimento da geometria pode muito bem ter sido estimulado
pela necessidade pratica de construcao e de demarcagao de terras, ou pelo sentimento
estético por design e ordem. Podemos fazer conjeturas sobre o que levou os homens da
Idade da Pedra a contar, medir e desenhar. Que os comecos da matematica sao mais
antigos que as mais antigas civilizagoes, ¢ claro. Ir além e identificar categoricamente
uma origem determinada no espago e no tempo, no entanto, é confundir conjetura com
histéria. A histéria da matematica, no entanto, é encontrada em documentos escritos que

chegaram até nos.

Para o periodo pré-historico nao ha documentos, sendo impossivel acompanhar a

evolucao da matematica desde um desenho especifico até um teorema familiar.

Segundo Boyer (1974), as afirmacoes em relagao a origem da matemadtica, seja da
aritmética como da geometria, sdo necessariamente arriscadas, pois os primordios do as-
sunto sao mais antigos que a arte da escrita. Foi nos tultimos milénios, em uma carreira
que pode ter coberto milhares de milénios, que o homem se mostrou capaz de por seus
pensamentos e registros em forma escrita. Na Pré-historia, dependemos de interpreta-
¢oes baseadas nos poucos artefatos que restaram, de evidéncias fornecida pela moderna
antropologia, e de extrapolagao retroativa, conjetural, a partir dos documentos que so-

breviveram.

Figura 1 — Sequéncia dos quadrados perfeitos em areas dos tridngulos

FONTE: Histéria da Matemédtica — Carl B. Boyer, UTA C. Merzbach (2015)

Boyer ainda afirma que o homem neolitico pode ter tido pouco lazer e necessidade
de medir terras, mas seus desenhos e figuras sugerem uma preocupacgao com relagoes espa-

ciais que abriu caminho para a geometria. Seus artesanatos e tecidos mostram exemplos
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de congruéncia e simetria, que, em esséncia, sao partes da geometria elementar e apare-
cem em todos os continentes. Além disso, sequéncias simples em desenhos como os das
figuras acima sugerem uma espécie de teoria dos grupos aplicados, bem como proposicoes
geométricas e aritméticas. O esquema torna evidente que as areas dos triangulos estao
entre si como os quadrados dos lados, ou, por contagem, que a soma dos nimeros impares

consecutivos, comecando com a unidade, sao quadrados perfeitos.

Geometria ¢ a parte da Matematica que estuda as propriedades relativas a pontos,
retas,curvas, planos, superficies e solidos. Os egipcios e os caldeus, segundo os historiado-
res, sdo os iniciantes da Geometria. Os caldeus (2100 a.C.) fabricavam em placas de argila
formulas comuns da Geometria referente aos calculos de areas e volumes. Na mesma época,
segundo estudos dos papiros de Golenishev (Moscou) e de Rhind (Londres), os egipcios
calculavam areas e volume, através de problemas, com emprego de férmulas que, nos dias
de hoje, ainda sao usadas. O nimero irracional m mereceu atencao especial dos egipcios

da época.

A Trigonometria é uma palavra formada por trés radicais gregos assim: tri = trés,
gonos = angulos, metron = medir, ou seja, medida dos tridngulos. Significa dizer que
trigonometria é a parte da Matematica que calcula as medidas dos elementos de um
triangulo: lados e angulos. Foi considerada originalmente como extensao da Geometria,

pois ela procura estabelecer relagoes entre as medidas de angulos e de segmentos.

Segundo vestigios de um estudo rudimentar, a trigonometria ja era usada pelos

babilonios para resolver problemas praticos de astronomia, navegacao e agrimensura.

Os gregos e os egipcios impulsionaram o desenvolvimento da trigonometria no ramo

da Astronomia.

Hiparco (190 a.C.-125a.C.), astrénomo grego considerado o pai da Astronomia,
foi quem empregou, pela primeira vez, relacoes entre lados e angulos de um triangulo

retangulo. Dali, ser considerado o iniciador da Trigonometria.

Figura 2 — Hiparco de Nicéia

FONTE: : www.hiparccodeniceialc.blogspot.com (2015)
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Ja Ptolomeu (125 a.C.), o mais célebre astronomo da Antiguidade, criou o docu-
mento mais antigo que trata da trigonometria que diz: O almagesto (que significa em
drabe “A maior” = Al magest ) baseado nos trabalhos de Hiparco. Ptolomeu apresenta,

na Sintaxe matematica, um verdadeiro tratado de Trigonometria retilinea e esférica.

Figura 3 — Ptolomeu

FONTE: www.algosobre.com.br/biografias/Ptolomeu.html(2015)

O filsofo grego PITAGORAS (Séc. VI a.C.), nascido na Ilha de Samos, foi o mais
assiduo pesquisador de todos os homens. Em 529 a.C, por nao suportar a tirania de
Policrates, senhor absoluto de Samos, emigrou de sua ilha para Crotona, colonia grega
da Itélia Meridional. Ai fundou uma comunidade, ao mesmo tempo religiosa, filoséfica e
politica, que visava a reforma social e politica da regidao. Esta agremiacao dominou grande
parte do sul da Italia (Magna Grécia) até que uma conspiragao pos fim a sua hegemonia,
sendo Pitdgoras desterrado para Metaponto, onde veio a falecer (fim do séc. VI ou comego

do V - a.C.). O que existe de sua doutrina chegou até nds através de seus discipulos.

A matematica como argumento dedutivo-demonstrativo comega com Pitdgoras e,
nele, esta ligada a uma forma peculiar de misticismo. Como se sabe, afirmou que todas
as coisas sao constituidas de nimeros. Imaginava os niimeros como pontos dispostos em
forma de figuras tais como aparecem nos dados e nas cartas do baralho. Neste caso, as
coisas seriam harmoniosamente compostas de pequeninas particulas ordenadas em figu-
ras numeéricas. Associou o nimero a musica e a mistica. Derivam-se desta associacao de
Pitagoras os termos matematicos “média harmoénica”, “progressao harmonica”. Parece ter
deduzido varias consequéncias de algumas observagoes, em particular da observacao das
relacoes existentes entre a altura dos sons e a larguras das cordas da lira. Esta relagao

seria responsavel pela existéncia da harmonia musical.
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Figura 4 — Busto de Pitagoras

FONTE: www.greciantiga.org (2015)

Para os pitagoricos, a Terra era esférica, uma estrela entre as estrelas, onde todas se
moviam em torno de um fogo central. Diziam que suas distancias do fogo central coincidem

com intervalos musicais, de modo que no universo ressoa uma harmonia das esferas.

O estudo das propriedades dos niimeros pareceu aos pitagéricos tao surpreendente
que passaram a buscar, em toda parte, analogias entre os nimeros e as coisas, chegando a
fundar uma espécie de mistica numérica. Foérmulas como a seguinte:
1+34+5+...+(2n—1) = n? que mostra que os quadrados se podem formar como so-

mas dos nimeros impares sucessivos, apareciam-lhes como algo maravilhoso.

A maior descoberta de Pitagoras ou de seus discipulos imediatos, diz respeito a
relacao existente nos triangulos retangulos, que consiste em provar que a soma do quadrado
dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa. Os egipcios ja sabiam que um triangulo
cujos lados s@ao 3, 4, 5 tém angulos reto; mas, ao que parece, os pitagéricos foram os
primeiros a observar que 3% +42 = 52 e, seguindo esta sugestio, chegaram a descobrir uma

prova da proposicao geral.

O pitagorismo foi um movimento de reforma do culto a Dionisio, A influéncia

deixada por Pitagoras foi uma das maiores que registra a historia do pensamento antigo.
Atribui-se a Pitdgoras alguns pensamentos classicos, tais como:
e Nao € livre quem ndo consegue ter dominio sobre si.
e Todas as coisas sao numeros.

o Aquele que fala semeia; aquele que escuta recolhe.
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Com ordem e com tempo encontra-se o segredo de fazer tudo e tudo fazer bem.

FEducai as criangas e nao serd preciso punir os homens.

A melhor maneira que o homem dispoe para se aperfeicoar, é aproximar-se de Deus.

A evolucdo € a lei da vida, o numero € a lei do universo, a unidade € a lei de Deus.

Ajuda teus semelhantes a levantar a carga, mas nao a carreques.

Aristételes (384-322 a.C.). Nascido na Macedonia, cidade de Estagira foi um fi-
l6sofo e dos maiores pensadores de todos os tempos, cuja obra abrangeu a psicologia, a
légica, a moral, a ciéncia politica e a prépria critica literaria, de que langou os fundamen-
tos. Filho de médico da corte maceddnia e, aos 17 anos, foi para Atenas, no intuito de
estudar com Platao. Foi seu discipulo até 347, quando morreu Platao. Logo apds, viajou
por alguns anos até que o rei da Macedonia, Felipe, o chamou para ser preceptor de seu
filho Alexandre. Terminada sua missao na Macedonia, que durou 7 anos, volta a Atenas,
na cidade de Liceu, onde funda uma escola de Filosofia. Aristoteles gostava de ensinar
andando e, por isso, a escola ficou conhecida pela alcunha de Peripatética (do grego: peri-
patos, passeio). Aristoteles fez a divisao das proposigoes de qualquer ciéncia em dois tipos:
primdrias - aquelas aceitas sem prova, ou evidentes (axiomas) ou tomadas como verda-
deiras (postulados), e secundérias - aquelas deduzidas das anteriores mediante raciocinio
légico (teoremas). Veio a falecer na Ilha de Eubéia, como fugitivo, depois de escapar a

perseguicao dos grupos politicos dominantes em Atenas, apés a morte de Alexandre.

Segundo Bertrand Russel (1872-1970), Aristételes chegou no fim do periodo criador

do pensamento grego, na sua Histéria da Filosofia Ocidental.

Figura 5 — Imagem de Aristételes

FONTE: www.mundodosfilosofos.com.br/foto4.htm (2015)
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Depois da morte de Aristoteles, passaram-se dois mil anos antes que o mundo

produzisse algum pensador comparado a ele.

Tales de Mileto provou que algumas propriedades das figuras geométricas podiam
ser deduzidas de outras. Pitagoras, que viveu meio século apods e discipulo de Tales, deu
novo impulso a pesquisa de relagoes logicas entre as proposicoes matematicas, considerado
como o pai da sistematizacdo da Matematica. Hipocrates de Quios, Platao, Aristoteles e
outros sucessores de Pitagoras, contribuiram muito para o desenvolvimento da Geometria
e para sua organizagao como ciéncia. Foi marcante a inscri¢ao que Platao mandou colocar

na entrada de sua Academia: “Quem nao for gebmetra nao entre”.

Figura 6 — Tales de Mileto (624 a.C. — 546 a.C.)

FONTE: http://www.estudopratico.com.br (2015)

O génio matematico grego, Euclides, professor da Academia de Alexandria, fun-
dada em 332 a.C., escritor de varios trabalhos, se destaca com a obra de sua autoria:
Elementos de Geometria, em 13 livros. A influéncia desse trabalho foi enorme no mundo
inteiro, talvez s6 excedida pela Biblia. Dentre estes livros, o de primeira edi¢ao: “Cons-
trugoes elementares, casos de igualdade e propriedades dos triangulos, das paralelas, dos
paralelogramos, equivaléncia de triangulos e paralelogramos e teoremas de Pitagoras”, é

o que da énfase a Trigonometria.

No século VIII, importantes trabalhos hindus foram traduzidos para o arabe, mos-
trando o quanto aquele povo estava familiarizado com esse ramo da Matematica e foram

os responsaveis pelas notaveis descobertas feitas pelos matematicos arabes.
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Figura 7 — Imagem de Euclides

FONTE: www.greciantiga.org.br (2015)

Purback, no século XV, matematico nascido na Baviera, procurou restabelecer a

obra de Ptolomeu, construindo a primeira tabua trigonométrica introduzindo os nimeros

seno e tangente.

Figura 8 — Purback

e - R

FONTE: www.algosobre.com.br/biografias/Purback.html (2015)

O matematico alemao Johann Miiller, discipulo de Purback, escreveu o primeiro
tratado de Trigonometria: triangulis ou Tratado dos triangulos.

A Trigonometria, hoje em dia nao se limita a estudar apenas os tridngulos, es-
tendendo sua aplicacao a diversos campos da Matematica, como a Geometria e Analise.

Aplica-se a Trigonometria também em Mecénica, Eletricidade, Topografia, Actstica, M-

sica, Engenharia Civil e outros campos que, dificilmente lembram os tridngulos que deram

origem a Trigonometria.
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Figura 9 — Johann Muller

FONTE: pt.wikipedia.org/wiki/JohannespV (2015)

2.1 O Surgimento dos Nomes das Funcoes Trigonomé-

tricas.

Segundo Lima (1991), seno ¢é a tradugao portuguesa do latin Sinus que é traducao
latina da palavra arabe jiba que significa a corda de um arco. Ja o termo tangente explica-

se pelo fato de tg x = — onde t é 0 segmento da tangente compreendido entre a extremidade
r

do raio (um dos lados do Angulo z) e o prolongamento do outro lado. O termo secante
. .y A , . S

vem do latin secare (cortar), ja que a secante de um angulo z é definida por sec z = —
r

onde s é a hipotenusa do triangulo retangulo cujos catetos sao o raio r e o segmento de
tangente t e como o segmento de reta s corta o circulo, a denominagao secante se justifica.
E por consequéncia cosseno, cossecante e cotangente de um arco sao respectivamente seno,

secante e tangente do arco complementar.

2.2 A Importancia do Estudo das Funcoes Trigonomé-

tricas

Segundo Dante (2011), o estudo das fungoes trigonométricas é de fundamental
importancia para compreensao de fené6menos comuns em nosso cotidiano, uma vez que
todas as situagoes envolvendo movimentos oscilatérios (tais como relégio de ponteiros,
péndulos, todos os tipos de ondas eletromagnéticas, vibragdes em instrumentos de cordas,

entre outros) podem ser descritas a partir de fungoes trigonométricas.

A apresentagao da ideia de seno, cosseno e tangente de um nimero real pode ser
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feita usando o circulo trigonométrico como referéncia, destacando que, para um ponto
qualquer pertencente ao circulo trigonométrico, havera um angulo correspondente, e um
triangulo, cuja altura estara relacionada ao seno desse angulo, e a altura da base estard

relacionada ao cosseno desse angulo.

O uso de figuras e tabelas serve para representar os valores notaveis do seno e do
cosseno em todos os quadrantes, destacando os sinais de cada relagao em cada um dos

quadrantes.

Destacar as simetrias existentes determinando o valor do seno dos angulos: 30°,

150, 210° e 3307 e cosseno dos angulos: 609, 1207, 240° e 300°. Repetindo o procedimento

. R T 2w 4w Om R T
para determinar o valor do seno dos angulos: — — e cossenos dos angulos: &

373733
br w11
g, g, ZTA ideia geométrica de tangente pode ser apresentada usando angulos em

diferentes quadrantes, destacando os sinais e angulos para os quais ela se anula ou nao é

definida.
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3 ESTUDOS TRIGONOMETRICOS

3.1 Relacoes Métricas no Tridngulo Retangulo

Observe o triangulo retangulo a seguir:

Figura 10 — Triangulo retangulo ABC

Nesse triangulo, AB ¢ a hipotenusa, BC e AC sdo os catetos, AH é a projecao
ortogonal do cateto b sobre a hipotenusa, HB ¢ a projecao ortogonal do cateto a sobre a

hipotenusa e C'H ¢é a altura relativa a hipotenusa c.
O teorema de Pitadgoras diz que:

Primeira relacao métrica: Em um triangulo retdngulo qualquer, a soma dos
quadrados das medidas dos catetos é igual ao quadrado da medida da hipotenusa. Assim,

na figura acima, temos:

a2+ b =¢?
e os tridngulos ABC, ACH e BC'H sao semelhantes pelo caso de semelhanga AA (angulo-
dngulo).

Pela semelhanca dos triangulos ABC' e BC'H e a proporcionalidade que existe
entre as medidas dos lados correspondentes desses triangulos, podemos obter a segunda

e terceira relagoes métricas.

Segunda relagao métrica: Em um tridngulo retangulo qualquer, o produto das
medidas dos catetos é igual ao produto da medida da hipotenusa pela medida da altura

relativa a hipotenusa. Assim, temos na afirmacao acima:

a.b=c.h
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Terceira relagao métrica: Em um tridngulo retangulo qualquer, o quadrado da
medida de um cateto é igual ao produto da medida da hipotenusa pela medida da projecao

ortogonal desse cateto sobre a hipotenusa. Portanto, no tridngulo ABC' acima, temos:

Pela semelhanca dos tridngulos ABC' e AC'H e a proporcionalidade que existe entre as
medidas dos lados correspondentes desses tridangulos, podemos obter a préxima relagao

métrica.

Quarta relacao métrica: Em um triangulo retdngulo qualquer, o quadrado da
medida de um cateto é igual ao produto da medida da hipotenusa pela medida da projecao

ortogonal desse cateto sobre a hipotenusa. Ou seja, no triangulo ABC acima, temos:
¥ =cn

Pela semelhanca dos triangulos ACH e BCH a proporcionalidade que existe entre as

medidas dos lados correspondentes desses triangulos, podemos obter a relacdo métrica.

Quinta relagao métrica: Em um tridngulo retdngulo qualquer, o quadrado da
medida da altura relativa a hipotenusa é igual ao produto das medidas das projecoes

ortogonais dos catetos sobre a hipotenusa. Portanto, no tridngulo ABC acima, temos:
h? =m.n

Sexta relacao métrica: Em um tridngulo retangulo qualquer, a medida da
relativa a hipotenusa ¢ igual a soma das medidas das projecoes ortogonais dos catetos

sobre a hipotenusa. Portanto, no tridngulo ABC acima, temos:

c=m-+n

3.1.1 Plano Cartesiano ou R?

Segundo René Descartes (1596-1650), criador do plano cartesiano, este consiste em
dois eixos perpendiculares, sendo o horizontal chamado de eixo das abscissas e o vertical
de eixo das ordenadas. O encontro dos dois eixos é chamado origem e cada ponto do plano

cartesiano é formado por um par ordenado (x, y) onde x: abscissa e y: ordenada.

O plano cartesiano foi desenvolvido por Descartes no intuito de localizar pontos
num determinado espaco. As disposi¢oes dos eixos no plano formam quatro quadrantes

mostrados na Figura 11 a seguir:
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Figura 11 — Plano cartesiano

eixo y [ﬂFdEHEIdEIE}"

2° quadrante 1% quadrante

ke

3° quadrante 4° quadrante eixo x (abscissas)

3.2 Arcos Trigonométricos

3.2.1 Arcos da circunferéncia

Considere uma circunferéncia de centro O, como apresentado na Figura 12. Nela,
pode-se destacar os pontos A e B, que a dividem em duas partes chamadas arcos da

circunferéncia.

Figura 12 — Arcos da circunferéncia

A
-

——— .
arce AR — - — arce AE
]
™
B

Os pontos A e B determinam dois arcos que podem ser indicados por AB.
Nos casos em que nao esteja evidente a qual arco estamos nos referindo, podemos destacar

um ponto entre as extremidades do arco e utilizar a notagao conforme a figura a seguir:
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Figura 13 — Notacao de arcos da circunferéncia

gy

Quando sao coincidentes as extremidades de um arco, este arco pode ser: nulo ou
corresponder a um arco de volta completa. E quando as extremidades de um arco corres-

pondem as extremidades de um didmetro, dizemos que esse arco é uma semicircunferéncia.

Figura 14 — Notagao de arcos

A=B P A=B
B . A
0
T

ey W . . L -
arconulo AR arco de uma volta APB semicircunferencia AR

3.2.2 Medida de um arco de circunferéncia

A medida angular de um arco é igual & medida do &ngulo central correspondente

a esse arco.

Figura 15 — Medida angular ou central de um arco

med [E_ﬁ] = med LEZEE:'] =0

A medida angular de um arco nao é o mesmo que o comprimento de um arco.
Enquanto a medida depende exclusivamente do angulo central correspondente, o compri-
mento de um arco equivale a sua medida linear, dependendo do comprimento do raio da

circunferéncia (Carmo; 2005).
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Nas circunferéncias concéntricas observadas na Figura 16, os arcos AB e CD tém
a mesma medida, pois correspondem ao mesmo angulo central a.. Porém, esses arcos tém
comprimentos diferentes, pois as circunferéncias que os contém tém raios diferentes.
Arcos de circulos que subtendem o mesmo angulo central sdo semelhantes e a razdo de
semelhanga é a razao entre os raios. (Uma demonstragao pode ser encontrada em Lima;

1991).

Sejam t e t” os comprimentos dos arcos CDe AB , subtendidos pelo mesmo angulo

central o, dos circulos de raios 7 e ro, respectivamente (Figura 16). Assim,

Figura 16 — Medida de um arco e seu comprimento.

F )

X

3.2.3 Unidade de medida de arco

e O Grau (9)

E atribuida a primeira contribuicio grega para a trigonometria a Hipsicles (em 180
a.C) quando dividiu o circulo do zodiaco em 360 partes congruentes e correspondente
a um arco de medida 1 grau (1°) (Kennedy; 1992). Contudo, Hipsicles absorveu essa
ideia da cultura babilonica, porém nao usou essa divisao em 360 partes para outros

circulos.
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De acordo com Kennedy (1992), os babilonicos por volta de 300 a.C., optaram
por dividir o angulo total subtendido de uma circunferéncia em 360 partes, ou 360
graus (um multiplo de 60, base do sistema de numeracao usado pelos babilonicos),
e definiram as subdivisoes do grau, o minuto, 1/60 de grau, e o segundo, 1/60 de
minuto. Hiparco, ao inaugurar a Trigonometria, adotou o sistema babilonico de
medidas. E atribuido a Hiparco a construcdo da primeira tabela trigonométrica, o

que o levou a ser conhecido como “O Pai da Trigonometria”.

O Radiano

Segundo Kennedy (1992) o termo radiano aparece impresso pela primeira vez em
1873, em um exame escrito pelo fisico James Thonson. O termo radian (radiano)

provavelmente foi inspirado pela palavra radius (raio).

Um arco que mede um radiano tem o mesmo comprimento que o raio da circunfe-
réncia que o contém, ou seja, ao considerarmos, em uma circunferéncia de raio r,

um arco de comprimento r, temos que esse arco mede 1rad.

Observe na Figura 17 alguns arcos com medidas em graus e em radianos.

Figura 17 — Arcos com medida em graus e em radianos

3

1 i
o devolta ;— de volta ry de volta uma volta

B

F

med (:-":E} = g0% ou

med (AB) = % rad

med (Ef}] = 1807 ou
=
med (CD) = T rad

med {Eﬁ} = 270° ou

med (EF) = ‘%—{ rad

med ﬁ-]} = 3609

med [&?‘I]I =2x rad

Como pode-se perceber, 360° corresponde a 27rad. Para transformar a medida

de um arco, na unidade de graus para radianos, ou vice-versa podemos utilizar a regra

de trés. De forma mais simples, para transformar um arco em graus para radiano, basta

dividi-lo por 180 e, logicamente, passar de radiano para graus basta multiplicar por 180.

Exemplo 3.2.3.1 Vamos escrever 42°45" em radianos.

solugao:

Inicialmente, convertemos 42°45" e wrad em minutos. Como 1° = 60/, temos: 42°45" =

2.565" e mrad = 180° = 10.800" temos entao, 42°45" =

1397

2.565 197
10.800 80

rad.

Exemplo 3.2.3.2 Vamos agora expressar ——rad em graus.

360
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solucao:

397 139.180 25020
360 360 360

=69,5° = 69°30".

Exemplo 3.2.3.3 . Na circunferéncia de centro O, apresentada na Figura 18,

determine o comprimento do arco AB, considerando o menor arco para este exemplo.

(Considere m = 3,14.)

Figura 18 — Comprimento de um arco

solugao:

Utilizando a regra de trés, temos a igualdade,
360  2mr N 360 2x3,14.5
57 x o7 x
Portanto, o comprimento do arco é 4,972cm.

— x=4,972.

3.3 Circunferéncia trigonométrica ou Circulo Trigono-
métrico

Uma circunferéncia ou circulo trigonométrico é um circulo orientado unitario (cir-

culo de raio 1), com orienta¢ao anti-horaria, cuja origem dos arcos é o ponto A.

Podemos associar a circunferéncia trigonométrica de centro O um sistema de co-
ordenadas cartesianas ortogonais cuja origem é o centro da circunferéncia trigonométrica.
Os arcos nesta circunferéncia tem origem no ponto A(1,0), tendo como sentido positivo
o anti-horario, e negativo, o horério, e o sistema de eixos cartesianos a divide em quatro

quadrantes, como pode ser observado na Figura 19.

Tomando um ponto P(x,y) da circunferéncia (Figura 19), as coordenadas do ponto
P sao:
- x=abscissa de P.

- y=ordenada de P.
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Figura 19 — Circunferéncia trigonométrica de raio unitario.

Fy

Observagao: Como a circunferéncia trigonométrica tem raio igual a um, o com-
primento e a medida de um arco, dada em radianos, sao numericamente iguais. Para
simplificar a notagao, denotaremos a medida do arco em radianos sem a indicagao “rad”.

us 37
Um arco de Zmd, por exemplo, serd denotado por i

Em uma circunferéncia trigonométrica também podemos ter arcos maiores que
8T 2
uma volta ou arcos negativos, como por exemplo: 480° = 120° + 360° e 5 =3 2m

3

3.3.1 Arcos congruos

Um mesmo ponto P, em uma circunferéncia trigonométrica, esta associado a in-
. T T 117
finitos arcos. Os arcos de 30° ou X 750° ou 5 e —330° ou ——— tém as mesmas

extremidades P. Diz-se assim que esses sao arcos congruos. Observe a Figura 20 abaixo.

Figura 20 — Arcos congruos a 30°

e o 2
et © RO AR R

De maneira geral, dado um arco AP de medida B, com 0° < 5 < 360° ou 0 < < 2m,
as medidas dos arcos congruos a AP podem ser escrita como: S+ k.27 ou 5+ k.360°, com

ke Z.

=
i
#

v
<
g

)
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Led
-
=)

B
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O arco AP de medida 3 é denominado 12 determinacgao positiva dos arcos congruos

a ele.

Nas circunferéncias trigonométricas mostradas anteriormente, a 1¢ determinacao

.- - m . A
positiva do arco AP tem 30° ou r Os dois arcos congruos a ele que foram apresen-

25
tados podem ser escritos da seguinte forma: 750° = 30° + 22360° ou TW = %—i— 2221 e
11
—330° = 30° — 360° ou —% = % —2m.

Exemplo 3.3.1. A primeira determinagdo positiva do arco 1470° é 30° e o numero de

voltas completas no circulo trigonométrico é 4 no sentido anti-hordrio. A expressao geral
é dada por 1470° = 30° + £.360°, sendo k =4.

. L .. 27, bw /
A primeira determinac¢do positiva do arco ——— € — e o numero de voltas com-
pletas no circulo trigonométrico é 3 no sentido hordrio. a expressao geral € dada por:
27w om
1 =71 + k.27, sendo k= —3.

3.4 Arcos Complementares, Suplementares, Explemen-

tares e Replementares

- Dois arcos, de medidas « e 3, sao complementares se: a + [ = g + k2w kel
T
. O complemento de x é 5 "%

- Dois arcos, de medidas « e 3, sdo suplementares se: « + =7 + k2.w, k€ Z .

O suplemento de x é 7 - x.

- Dois arcos, de medidas « e 3, sdo explementares se: - 3 =7+ k . 2n, k€ Z .

Tow
O 1 tode — é —
explemento de 5 é 5

- Dois arcos, de medidas « e (3, sdo replementares se: a + [ = 2w + k.2.w, k € Z.

O replemento de x é 27- x.

Exemplos:

om 13w ) ,
a) T e —~ sao medidas de arcos complementares, pois:
T T B T T

b) Os arcos de medidas 1650° e - 30° sdo suplementares, pois:
1650° + (-30°) = 1620° = 180° +4. 360°.

Vamos analisar o que ocorre com os valores das fungoes trigonométricas.

Dea+ 3 = g + k.2.m, vem o = (g -5) 4+ k.2.7, ou seja, os arcos de medidas a e g -

A - s
sao congruos; entao: sen o = sen (5 -5) = sen o = cos f.
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7r
COS @ = COS (5 -f) = cos a = sen f3.

Entao, temos que:

“O seno de um arco ¢ igual ao cosseno do seu complemento e vice-versa.”

Dea+ f=m+ k27w, vem o = (7 - ) + k.2.7, ou seja, os arcos de medidas « e

(m - B) sdo congruos. Entdo:
sen o = sen (7 - ) = sen a = sen f.
cos a = cos (7 - ) = cos a = - cos f.

Portanto, podemos registrar que:
“Os senos de dois arcos suplementares sao iguais, e os cossenos de dois arcos suplementares

sao opostos.”

Exemplos:

a) sen 4600° = cos 5210° e cos 4600°= sen 5210°.
3T 127 3T 3T

b) sen — = sen —— e cos — = - o8 —.
5 5 5 5

3.4.1 Paridade das Fungoes Trigonométricas

Seja f: R — R dizemos que f é:

e Par, se para todo x € R, f(x) = f(-x).

e Impar, se para todo € R, f(x) = -f(-x).

3.5 Estudo das Funcoes Trigonométricas

Como visto na segao 3.3, podemos associar a circunferéncia trigonométrica de
centro O um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, cuja origem é o centro da

circunferéncia e o ponto A(1,0).

Figura 21 — Circunferéncia Trigonométrica.

&

eno

o A
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Nesta circunferéncia podemos tomar um ponto P(x,y) (Figura 21) e obtermos o

triangulo retangulo OxP, e assim as coordenadas do ponto P podem ser dadas em funcao
do angulo a como:

- x= abscissa de P = cos a.

- y= ordenada de P = sen «.

. ) . senq
- A tangente do angulo « é a razao do

cosa’
Como todos os pontos da circunferéncia trigonométrica estao a distancia 1 da

origem, pela relacao de Pitagoras, temos:

20=1

sen®a+ cos
Assim, essa definicao, estendida agora para qualquer nimero real, mantém as re-

lagoes fundamentais. A tangente de um angulo o nao é definida para o = i +k2m e
3
a= g = +k.2.m, em que cos a = 0.

Observe a tabela de angulos notaveis abaixo:

Tabela 1 — Valores notaveis do seno, cosseno e tangente dos dngulos em graus

o 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 270° | 360°
1 [ V2|3
0 | = — | — |1 0 -1 0
sen « %/— \%_ 9
3 21
1 | — | — | = 0 -1 0 1
CoSs « \3_ 5 5
3

Conhecendo esses valores e usando a simetria dos pontos da circunferéncia, pode-

mos obter valores de seno e cosseno de arcos em todos os quadrantes.

Exemplo 3.5.1. Determine a drea do quadrildtero na Figura 22, sabendo que o raio do
arco AB vale 1.

Figura 22 — Trapézio inscrito em um quadrilatero AB

=l

A

30" X
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Solugao:
Da Figura 22, sabe-se que os valores dos segmentos: DE = sen 30°, OF = cos 30°, BC =
tg 30°. Ainda na figura 23, temos que

2—+3
BE=0B—-0OF = 2\/_, Logo, a area A do quadrilatero é:

<2\/66+3> | (2—2\/§> V3

A=t
2

= 24 u .a.

3.5.1 A ideia geométrica de tangente

Considere o arco AP de medida = na circunferéncia, o cos = é a abscissa de P, e

o sen x é a ordenada de P.
Vejamos o significado geométrico de tg x.

Vamos considerar na circunferéncia trigonométrica a reta t, tangente a circunfe-
réncia no ponto A, com a mesma orientagao do eixo y. Observe a figura 24 com ponto P

em cada um dos quadrantes:

Figura 23 — A tangente de um arco

A A ! A A A A
s w0 & 8 T 8
- T P Bt —_ e 1 s,
ey ",
ll.-“ /\E\" _r/\ '\.1 |. / , r/ W
: 4 : x 0 X R X
n( al B JA " &l " 0 \ )r. " g ; A } g ] ) "
/ Y o / LY /!
b . e o d_,.-f'/ ,;.I'(:LH _4"/ oy 1 _/:#
F & & ~F ~F T

Em todos os casos, AORP e AOAT sao semelhantes. Dessa semelhanga vem:

PR_AT senx_£
OR_OAou cos x 1

SeEN I

=tg x (com cos x #0) e tg x = — = AT, entdo temos tg v = AT, ou seja,

OA

Como

geometricamente a tg x é AT.

<
Observacao: Se T' é o encontro das retas OP e t, no caso de essas retas serem

paralelas, nao existe AT e por isso nao existe tg x.

1. f(z) =tg x é positiva no 12 e 32 quadrantes (produto da ordenada pela abscissa

positiva).

2. f(z) =tg x é negativa no 22 e 42 quadrantes (produto da ordenada pela abscissa

negativa).

3. E uma funcéo impar, pois tg(—z) = —tg = e de perfodo P = 7rad.
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Conhecendo o sinal da tangente em cada quadrante, basta reduzir cada arco de-
sejado ao 12 quadrante para saber o valor da tangente desse arco, de maneira andloga a

reducao ao 12 quadrante do seno e do cosseno.

3.5.2 A ideia geométrica de cotangente

Seja a reta tangente a circunferéncia trigonométrica no ponto B = (0, 1), conforme

Figura 24.

Figura 24 — Eixo da fungao cotangente

Esta reta é perpendicular ao eixo OY. A reta que passa pelo ponto M e pelo
centro da circunferéncia intersecta a reta tangente s no ponto S = (s',1). A abscissa s’

deste ponto, é definida como a cotangente do arco AM correspondente ao angulo a.

Assim a cotangente do angulo a é dada pelas suas varias determinagoes:
cotg(AM) = cotg(a) = cotg(a+2kn) =c= s

Os triangulos AOBS e AONM séao semelhantes, logo:

BS _oN
OB MN’

Como a circunferéncia é unitaria |OB| =1

cos a
cotg a = ,
sen a
que equivale a
cotg a = —.
tg a

A cotangente de angulos do primeiro quadrante é positiva. Quando a = 0, a cotangente

nao existe, pois as retas s e OM sao paralelas.
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3.5.3 A ideia geométrica de secante e cossecante

Seja a reta r tangente a circunferéncia trigonométrica no ponto M = (/). Esta
reta é perpendicular a reta que contém o segmento OM. A intersecao da reta r com o
eixo OX determina o ponto V' = (v,0). A abscissa do ponto V, é definida como a secante

do arco AM correspondente ao angulo a, conforme Figura 25.

Figura 25 — Eixos das fungoes secantes e cossecantes

COSSEC A

Assim a secante do angulo a é dada pelas suas varias determinacoes:
sec(AM) = sec(a) = sec(a+2km) =v

A intersegao da reta r com o eixo OU é o ponto U = (0,u). A ordenada do ponto U, é
definida como a cossecante do arco AM correspondente ao dngulo a. Entao a cossecante

do angulo a ¢ dada pelas suas varias determinagoes:
cossec(AM) = cossec(a) = cossec(a+2km) =u

Os tridngulos AOMV e AOx' M sao semelhantes, deste modo,

oV OM
OM Oz
que pode ser escrito como:
1
sec a =
cos a

se cos a é diferente de zero.



Os tridngulos AOMU e AOx' M sao semelhantes, deste modo,

oU OM
OM z'M
que pode ser escrito como:
1
COSSec a =
SeEn a

desde que sen a seja diferente de zero.

44
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4 UTILIZANDO A “REGUA T” NO EN-
SINO DAS FUNCOES TRIGONOMETRI-
CAS

4.1 Ferramentas Pedagogicas

Para atender a esta proposta pedagogica, utiliza-se algumas ferramentas, relacio-

nadas a seguir:

e Uma régua T de cabecote movel,

Régua convencional,

Quadro

Pincel para quadro branco (ou giz para lousa)

Esquadros

Circunferéncia trigonométrica confeccionada a mao com auxilio da régua 7.

4.1.1 Definindo a régua T'

A régua T é um instrumento préprio para desenho técnico, de madeira com bordas
de acrilico e cabecote movel de plastico resistente. Como o seu nome indica, tem a forma
de um T e é um instrumento constituido por duas partes fundamentais: O cabecote e a
travessa, conforme Figura 26. Ela é Utilizada principalmente para tragar linhas horizontais

e paralelas.

Figura 26 — Régua T

FONTE: www.oprojetista.com.br
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4.1.2 Como Utilizar a régua T’

Para utilizar a régua T deve manter-se o cabecote da régua geralmente a esquerda.
Junto ao bordo da prancheta ou mesa de desenho, pressionando firmemente a régua contra

o papel na posicao desejada.

As Figuras 27, 28, 29 e 30 apresentam a metodologia utilizada na construcao do
material pretendido. A circunferéncia foi construida utilizando a régua T como compasso,
firmando a régua pelo seu orificio na base da travessa (régua) e fazendo a mesma girar

por uma volta completa.

Figura 27 — Foto: O cabegote é paralelo ao eixo x para construir a fungao seno

Figura 28 — Foto: O cabegote é paralelo ao eixo y para construir a fungdo cosseno
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Figura 29 — Foto: O cabecgote é alinhado & travessa para construir a fungdes tangente e cotangente

Figura 30 — Foto: O cabegote é tangente & circunferéncia para construir a fungdes secante e cossecante

4.2 Trabalho com a circunferéncia trigonométrica

Para que o aluno possa fazer os exercicios propostos é necessario conhecer alguns

conceitos importantes tais como:

A transformagao de unidades de &ngulos: graus para radianos e vice-versa;

Os angulos notaveis, multiplos de 30° e 45;

e Os arcos cOngruos;

As relacgoes fundamentais: seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante;

As fungoes: seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante, bem como

seus respectivos eixos no ciclo trigonométrico;
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Os sinais das fungoes trigonométricas nos quadrantes dos ciclos trigonométricos em

positivo ou negativo;

e Dominio, imagem e periodo das fungoes trigonométricas;

e O que sao angulos complementares, suplementares, explementares e replementares;

Paridade das fungoes trigonométricas.

4.3 Confeccao das fungoes trigonométricas com uso da

régua “I”

Para confeccionar as fungoes trigonométricas com uso da régua T, segue as etapas

seguintes:

1.

ii.

A travessa da régua T serd definida como raio unitario;

O cabecote movel da régua T sera utilizado para obter o valor numérico

de cada angulo sobre o eixo de cada funcao trigonométrica.

4.4 Funcao seno

Segue as etapas:

i.

ii

1ii

v

Facga um sistema de coordenadas cartesianas no quadro;

Fixe o orificio da base da travessa da régua T na origem do sistema de

coordenadas cartesianas com um fixador;

Dé uma volta completa com a régua T em torno do plano cartesiano,
firmando o giz ou pincel atomico no cabegote da régua T, dando uma

volta completa, formando o ciclo trigonométrico de raio unitario;

Projete o eixo x para a direita, a partir do ponto A = (1,0), tragando neste

ponto um eixo paralelo ao eixo y (eixo dos senos);

Gire a régua T', no sentido positivo (anti-horério), deixando o cabegote da
régua T sempre paralelo ao eixo x. A medida que a régua T vai girando, a
projecao do cabegote da régua T sobre o eixo y (eixo dos senos) varia de 0
para 1, no 1° quadrante; de 1 para 0, no 2° quadrante; de 0 para —1, no 3°
quadrante e de —1 para 0 no 4° quadrante, completando a volta no ciclo
trigonométrico e formando uma curva chamada senoide, que é o gréfico
da fungao seno de periodo 27, dominio R, imagem [—1,1] e fungao impar,

pois sen(—z) = —sen(x).
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Veja na figura 31 a seguir como determinar a fungao seno

Figura 31 — Foto: Funcao seno

Por meio da Figura 31 pode-se observar que os arcos suplementares do primeiro e se-

gundo  quadrantes tém o mesmo valor para o seno.  Exemplo:
(sen 45° = sen 135°, sen 30° = sen 150°).

4.5 Funcgao cosseno

Repita o mesmo procedimento das etapas: 1%, 2¢, 3% da se¢ao anterior e mais as

seguintes etapas;

i. Projete o eixo x (eixo dos cossenos) para a direita, a partir do ponto de

coordenadas (1,0), tragando neste ponto um eixo paralelo ao eixo y;

ii. Gire a régua T, no sentido positivo (anti-horario), deixando o cabegote da
régua T sempre paralelo ao eixo y. A medida que a régua T vai girando, a
projecao do cabegote da régua T sobre o eixo x (eixo dos cossenos) varia
de 1 para 0, no 1° quadrante; de 0 para —1, no 2° quadrante; de —1 para
0, no 3° quadrante e de 0 para 1 no 4° quadrante, completando a volta
no ciclo trigonométrico e formando uma curva chamada cossenoide, que ¢é
o grafico da fungao cosseno de periodo 27, dominio R, imagem [—1,1] e

fungao par, pois cos(—x) = cos(x).

Veja na Figura 32 como determinar a fungao cosseno.
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Figura 32 — Foto: Funcao cosseno

Por meio da Figura 32 pode-se observar que os arcos replementares do primeiro

e quarto quadrantes tém o mesmo valor para o cosseno positivo. Exemplo: (cos 30° =

cos 330°, cos 60° = cos 300°) e os arcos replementares do segundo e terceiro quadrantes

tém o mesmo valor para o cosseno negativo (cos 120° = cos 240°, cos 150° = cos 210°).

4.6 Funcao tangente

Repita o mesmo procedimento das etapas: 14,2¢ 3%

i.

1i.

Projete o eixo x para a direita, a partir do ponto de coordenadas (1,0),

tragando neste ponto um eixo paralelo ao eixo y (eixo das tangentes);

Gire a régua T, no sentido positivo (anti-horario), deixando o cabegote
alinhado & prépria régua T'. A medida que a régua T vai girando, a projegao
do cabecote da régua T' sobre o eixo das tangentes varia de 0 para +oo,
no 1° quadrante; de —oo para 0, no 2° quadrante; de 0 para +o0o, no 3°
quadrante e de —oo para 0 no 4° quadrante, completando a volta no ciclo
trigonométrico e formando curvas chamada tangentoide, que é o grafico da
- ; ;o ™ .
fungao tangente de periodo: m, dominio: R — {5 +km ke Z} ., imagem:

] — 00, +00[ e fungao: impar, pois tg(—x) = —tg(x).

Veja na Figura 33 como determinar a funcao tangente
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Figura 33 — Foto: Funcao tangente

Por meio da figura 33 pode-se observar que os arcos explementares do primeiro e
terceiro  quadrantes tém o mesmo valor para a tangente  positiva
(tg 210° =tg 30°, tg 240°% 60°) e os arcos explementares do segundo e quarto quadrantes
tém o mesmo valor para a tangente negativa (tg 135° =tg 315°, tg 120° =tg 300°).

4.7 Funcao cotangente

Repita o mesmo procedimento das etapas: 12, 2%, 3%;

i. Projete o eixo x para a direita, a partir do ponto de coordenadas (1,0)
e outro eixo paralelo a este (eixo das cotangentes), a partir do ponto de

coordenadas (0,1), para a esquerda e para a direita;

ii. Gire a régua T, no sentido positivo (anti-horario), deixando o cabegote
alinhado a propria régua T'. A medida que a régua T vai girando, a projecao
do cabegote da régua T sobre o eixo das cotangentes varia de +oo para
0, no 1° quadrante; de 0 para —oo, no 2° quadrante; de +oo para 0, no
3° quadrante; de 0 para —oo, no 4° quadrante, completando a volta no
ciclo trigonométrico e formando curvas chamada cotangentoidee, que é
o grafico da fungao cotangente de periodo: m, dominio: R — {k7 k € Z},

imagem: | — 00, 400] e fungao: impar, pois cotg(—z) = —cotg(z).

Veja na Figura 34 como determinar a fungdo cotangente
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Figura 34 — Foto: Funcao cotangente

Como a funcao cotangente é o inverso da fungdo tangente e por meio da Figura

34, pode-se observar que os arcos explementares do 1° e 3° quadrantes tém o mesmo

valor para ambas as fungoes. Exemplo: (cotg 210° = cotg 30°, cotg 240° = cotg 60°)

e os arcos explementares do 2° e 4° quadrantes tém também o mesmo valor. Exemplo:

(cotg 135° = cotg 315°, cotg 120° = cotg 300°). Observa-se também que as funcoes

possuem a mesma paridade.

4.8 Funcao secante

Repita o mesmo procedimento das etapas: 12, 24 3%;

1.

ii.

Projete o eixo = (eixo d as secantes) para a direita, a partir do ponto de
coordenadas (1,0) tragando neste ponto um eixo paralelo ao eixo y;

Gire a régua T', no sentido positivo (anti-horario), deixando o cabegote per-
pendicular a prépria régua T'. A medida que a régua T vai girando, a proje-
¢ao do cabegote da régua T sobre o eixo das secantes varia de +1 para +oo,
no 1° quadrante; de —oo para —1, no 2° quadrante; de —1 para —oo, no 3°
quadrante; de 400 para +1, no 4° quadrante. completando a volta no ciclo
trigonométrico e formando curvas chamada secantoide, que é o grafico da
funcao secante de periodo: 27, dominio:
R— {g +km ke Z}, imagem: {y € R|y < —1 ou y > 1} e fungao: par, pois

sec(—x) = sec(x).

Veja na Figura 35 como determinar a fungao secante
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Figura 35 — Foto: Funcao secante

Como a funcao secante é o inverso da fungdo cosseno e por meio da Figura 35,
pode-se observar que os arcos replementares do 1° e 4° quadrantes tém o mesmo valor
para ambas as fungoes. Exemplo: (sec 30° = sec 330°, sec 60° = sec 300°) e os arcos
replementares do 2° e 3° quadrantes tém também o mesmo valor. Exemplo: (sec 120° =
sec 240°, sec 135° = sec 225°). Observa-se também que as fungoes possuem a mesma

paridade.

4.9 Funcao Cossecante

Repita o mesmo procedimento das etapas: 1%, 2%, 3%;

i. Projete o eixo x para a direita, a partir do ponto de coordenadas (1,0) e
o eixo y (eixo das cossecantes), para cima e para baixo;

ii. Gire a régua T, no sentido positivo (anti-horario), deixando o cabegote
perpendicular a prépria régua 7. A medida que a régua T vai girando,
a projecao do cabecgote da régua T sobre o eixo das cossecantes varia de
400 para +1, no 1° quadrante; de +1 para +oo, no 2° quadrante; de —oo
para —1, no 3° quadrante; de —1 para —oo, no 4° quadrante. comple-
tando a volta no ciclo trigonométrico e formando curva chamada cosse-
cantoide, que é o grafico da funcao cossecante de periodo: 27, dominio:
R —{km k € Z}, imagem: {y € Rly < —1, ou y > 1} e fungdo: impar, pois

cossec(—x) = —cossec(x).

Veja na Figura 36 como determinar a fungdo cossecante
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Figura 36 — Foto: Fungao cossecante

Como a fungdo cossecante é o inverso da fungdo seno e por meio da Figura 36,
pode-se observar que os arcos suplementares do 1° e 2° quadrantes tém o mesmo valor
para ambas as fungoes. Exemplo: (cossec 30° = cossec 150°, cossec 60° = cossec 120°).

Observa-se também que as fungoes possuem a mesma paridade.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Vé-se que, em razao de sua complexa dinamica de estudos, envolvendo intimeras
leis trigonométricas, como uma das responsaveis pelo desinteresse de boa parte dos alunos.

Isto projeta altos dados percentuais de desisténcia e desmotivagdo dos mesmos.

A Trigonometria é uma area de grande valia para o desenvolvimento da sociedade,
pois além de seu uso na Matematica, também ¢é utilizada no estudo de fenémenos fisicos,

como Eletricidade, Mecéanica, Musica, Topografia, Engenharia entre outros.

Uma mudanca importante no ensino da trigonometria, é a forma que o professor
aborda estes assuntos. De regra geral, o aluno nao consegue associa-la a sua vivéncia e
realidade. Dai a relevancia de utilizar materiais concretos e a Tecnologia que dispomos,

de forma que o aluno perceba a sua aplicabilidade e utilidade.

De forma inovadora, esta proposta pedagbgica, que privilegia a combinacao de
procedimentos didaticos proprios da educacao, utilizando-se de uma metodologia diferen-
ciada, que garante um eficiente suporte técnico e pedagogico necessario a realizacao do

mes1no Ccomm sSucesso.

O uso desse material concreto, a régua T, com frequéncia conseguird cumprir o
objetivo, pois o aluno ao manusea-lo aprenderé as informagcoes nele contida. Com o passar
do tempo esse material deixara de ser necessario porque manipulando varias vezes, o aluno

conseguira construir imagens mentais para serem utilizadas quando precisar.

E de grande importancia o uso desse material para o aluno na sua aprendizagem
e no trabalho do professor. A Trigonometria é muitas vezes um terror na vida do aluno,
mas quando ele tiver a oportunidade de usar este material concreto, acredita-se que pro-
porcionara uma melhor fixacao de imagem e assim enriquecer de forma surpreendente no

seu aprendizado.

Neste trabalho, buscamos apresentar mais uma Ferramenta Metodoldgica de ensino
ao professor, a régua T que, além de proporcionar aulas mais dindmicas e significativas
para alunos, trabalha os conceitos das relagoes e funcoes trigonométricas, de maneira
geométrica e algébrica, desperta o interesse, favorece a discussao, os questionamentos,
trocas de ideias e levantamento de hipoteses por parte dos alunos. O interesse visual e
manipulativo desse material concreto enriquecera a aprendizagem dos alunos e ajudara

0s mesmos a interagirem com a Trigonometria.
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