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Resumo

Os métodos para obtencao de raizes de equagoes polinomiais é um conteido que
merece mais atencao em niveis escolares béasico e superior. O mecanismo manipulativo,
sem o devido tratamento algébrico e geométrico, torna as resolugoes artificiais e sem
conexoes entre os conceitos que formam a estrutura algébrica basica para o entendimento
significativo da resolugao de raizes de polinémios e o contexto aplicado. Ainda, nesta linha
metodologica, a fundamentacao histérica, se ausenta, devido a falta de sua importancia em
meios céleres, que nao perpetuam a construcao necessaria para as conexoes conceituais. O
objetivo deste projeto é fazer um estudo sobre solucoes de equagoes polinomiais em uma e
duas varidveis. Iniciaremos com um estudo historico sobre o desenvolvimento de férmulas
fechadas para determinacgao de raizes de polindmios de graus 2, 3 e 4. A seguir, faremos
consideragbes sobre a impossibilidade de existéncia de férmulas fechadas, dependendo
somente dos coeficientes do polinémio, que determinem as raizes de polinomios de grau
maior ou igual a 5. Faremos neste segmento um tratamento mais didatico sobre o Teorema
de Galois e estudaremos métodos para localizacao e contagem de raizes de polindmios de
graus arbitrarios. Por fim, dedicaremos a escrever uma sequéncia didatica por meio de
pequenos projetos para o ensino de equagoes algébricas e polindmios usando os recursos
computacionais, teoremas de grandes matematicos e suas problematizacoes historicas.

Palavras-chave: Polinomios, Equacoes algébricas, Teoria de Galois.



Abstract

The Methods for obtaining roots of polynomial equations is a content that
deserves more attention in school basic and higher levels. The manipulative mechanism,
without proper algebraic and geometric treatment, makes artificial resolutions and no
connections between the concepts that form the basic algebraic structure to the meaningful
understanding of the resolution of polynomial roots and the applied context. Still on this
methodological approach, the historical reasons, is absent due lack of their importance
in rapid means which do not perpetuate the construction required for the conceptual
connections. This project’s goal is to make a study of polynomial equations solutions in
one and two variables. We begin with a historical study of the development of closed
formulas for determining degrees of polynomial roots 2, 3 and 4. Next, we will make
considerations about the impossibility of closed formulas existence, depending only on
the coefficients of the polynomial, determining the polynomials roots degree higher or
equal to 5. We'll do this segment a more didactic treatment on the Galois’s theorem and
we will study location methods and polynomial roots count of arbitrary degree. Finally,
we will dedicate to write a didactic sequence through small projects for teaching algebraic
equations and polynomials using computing resources, great mathematical theorems and
their historical problematizations.

Keywords: Polynomials, Algebraic Equations, Galois’s Theory.
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Introducao

Considere a equacao polinomial de grau 5:
25— 22t 4+ 62 — 2 + 92 — 12 =0.

A primeira estratégia seria uma féormula resolutiva, mas dificilmente em nosso
vasto pacote de formulas nao encontrariamos nada para esta equacao e isso vamos saber
mais tarde o porqué. Vem em mente os métodos de fatoracao, mas tentariamos agrupar
de todas as maneiras e nao chegariamos facilmente a uma forma fatorada que nos desse
as solugoes.

Recorremos aos divisores inteiros de 12, pois ¢ o termo independente da inde-
terminada z, desta forma, terfamos 12 possibilidades: {£1,+2,4+3, £4,+6,£12}, o que
levaria muito tempo, mas em muitos casos este recurso ¢é eficaz, porém trabalhoso. E se
as outras raizes nao forem inteiras? Mas, como eu saberia que haveria esta possibilidade?
Mas, e se esta raiz que eu tanto quero encontrar pelo método do divisor, nao for inteira?
No entanto, para esse caso temos a certeza que pelo menos uma raiz do polinémio é inteira,
pois ele tem grau impar e é monico. E ainda, se encontrarmos, o que fazer depois? Serd
que os sinais + e — dizem alguma coisa? Essa é poderosa: vamos completar quadrados
separando as equagoes em dois membros, como Ferrari fazia!

Temos a nossa frente, um vasto conjunto de métodos e teorias para que possa-
mos conduzir da melhor maneira e aceitarmos que para este tipo de equagao e outras de
grau maior que 5, nao existem meios algébricos que utilizam as operagoes basicas e suas
propriedades para resolvé-las. Galois, foi o percussor desta teoria, que vamos discutir
e muitas outras que nos levam a minuciar e vasculhar os coeficientes de uma equacao
polinomial e por fim resolvé-las por métodos mais interessantes.

O nosso estudo comecara pela algebra dos polinémios, definicdo de polindémio,
teorema fundamental da dlgebra, raizes, multiplicidade, formulas fechadas, raizes de po-
linomios de grau 2, raizes de polinomios de grau 3, raizes de polinémios de grau 4, historia
envolvida no desenvolvimento, polinomios de grau 5 e superiores, as ideias de Galois, his-
toria de Galois, existéncia de raizes, teorema de Gauss-Lucas, teorema de van der Berg,
teorema de Fourier-Budan, teorema de Sturm, teorema de Sylvester e o uso de recursos

computacionais.
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Os conceitos, polindmios e a obtencao de raizes de equacoes polinomiais, sao
alguns dos topicos mais importantes da Matematica e fascinam imediatamente pela sua
manipulacao algébrica e pelos meios intrigantes metodolégicos e ainda, por ser um con-
junto de expressoes que tem o papel fundamental em célculo, geometria analitica, algebra
linear e como pré requisito e modelo para as diversas areas da ciéncia e tecnologia. E de

suma importancia para a continuidade dos estudos em faculdades nas areas de exatas.
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Capitulo 1
Polinomios

“A Algebra é generosa: frequentemente ela dd mais do que se lhe pediu.”
D’Lambert

Encontramos os polindomios em diversos contextos, seja na Matematica ou em
outras ciéncias. Servindo como modelos continuos, simples e muitas vezes tratados em si-
tuagoes reais, por serem expressoes faceis de manipular, seja derivando-os ou integrando-os
em intervalos reais. O nosso estudo sobre os polindmios se concentrard em suas proprie-
dades basicas em relacao aos seus coeficientes e as suas operagoes basicas, como adicao,
multiplicagao e divisao. Neste capitulo vamos conceituar anel, corpos e anéis de polinémios
seguindo uma construcao conceitual e muitos exemplos. Enfim, daremos as defini¢oes for-
mais juntamente com as devidas proposi¢oes sem muita imersao, pois nao é um trabalho
especifico de algebra moderna, isto é, estamos interessados na construcao dos polinémios
e precisamos de conceitos que estruturam de maneira precisa seus elementos constituintes

e um sistema numérico em que possamos operar e manipular segundo suas propriedades.

1.1 Anel

-

E um conceito relacionado diretamente aos coeficientes dos polindmios e suas
raizes. Precisamos antes de tudo, saber detalhadamente algumas nog¢oes desses conjuntos

numéricos.

Definicao 1.1.1. Um anel é um conjunto munido de duas operagodes binarias, que vamos
denotar pelos simbolos ¢ e ®, chamadas de uma adi¢cao e uma multiplicacao, respecti-
vamente ou dizemos que um anel comutativo com unidade (A,®,®) é o conjunto A que

verifica as condigoes a seguir.

Sejam a,b,c € A, temos:
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1. A operacgao de adigao é associativa

(a@b)®c=ad (bPc).

2. A operacao de adicao é comutativa

a®b=bDa.

3. A operacao de adicdo tem um elemento neutro, ou seja, existe um elemento 0 € A,
tal que
a®b0=0®a=a.

4. Todo elemento de A possui um simétrico, isto é, para todo a € A, existe um a, tal
que
aba=ada=0.

5. A operacao de multiplicacao é associativa

(a®b)©c=a® (b®c).

6. A operacao de multiplicagao é comutativa

a®b=b0oa.

7. A operagao de multiplicagdo tem um elemento neutro, isto é, existe um elemento
e€ A, e+#0, tal que

a®e=e®a=a.

8. As operagoes de multiplicacao e adicao satisfazem as leis distributivas

a®bdc)=a0bdadc

bdc)©a=bOadcOa.

Exemplo 1.1.1. O conjunto dos nimeros inteiros.
Z=A{...—5-4,-3,-2-1,0,1,2,3,4,5,...}.

O conjunto dos numeros inteiros, possui a estrutura de anel.
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Exemplo 1.1.2. O conjunto dos nimeros racionais é um anel e sdo expressas por:

b
@:{ae(@;a:E; byc€ Zec#0}.

Diferentemente dos inteiros, os racionais (Q, @, ®), é um anel mais completo,
ou seja, trata-se de um corpo, pois possui inversos o que nao acontece com os inteiros que
s6 tém os inversos 1 e -1. A propriedade que faz de um anel um corpo é expressa a seguir.

Seja K um conjunto, diremos que K é um corpo se possuir todas as operagoes

j& tratadas nesta se¢do e a seguinte propriedade:

9. Todo elemento nao nulo a de K possui inverso multiplicativo, isto é, existe a’ em K
tal que,
a®ad =1

Desta forma, todo corpo é um anel, mas nem todo anel é um corpo. Ainda,

nesta linha, podemos definir a operagao de subtragao, em que
aSb=a®(-D).

Um conceito que deteremos nossa atencao pelo seu poder algébrico sera o
dominio de integridade, isto é, seja um anel A, para todo a,b € A, em que A seja

comutativo é um dominio de integridade se, e somente se,
Va,be A, a©b=0 = a=00ub=0.
Equivale também dizer que, A é um dominio de integridade se, e somente se,
Va,be A\{0} = a©®b#0.

Exemplo 1.1.3. O conjunto dos numeros reais ¢ um anel comutativo com unidade e é

chamado de anel de integridade. Denotamos este anel por (R, ®,®).

Exemplo 1.1.4. O conjunto dos niumeros complexos é um anel comutativo com unidade

e é chamado de anel de integridade. Denotamos este anel por (C,®, ®).
Exemplo 1.1.5. Os anéis (R, ®,©) e (C,®,®) sdo corpos.
Observacao 1.1.1. Nos anéis Q, R e C o elemento zero, nao possui inverso.

Agora estamos prontos para conceituar anéis de polindmios, apesar de nao
termos definidos subanéis, homorfismos, isomorfimos, corpos de fragoes e ideais. Res-
saltamos, novamente que estamos interessados nos anéis de polinémios, mas trataremos

paralelamente aos conceitos nao vistos, dando sustentagdo ao nosso objetivo.
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1.2 Anéis de PolinOmios

Vamos considerar K um corpo infinito. Podemos definir anéis de polindmios

da seguinte forma:

Definicao 1.2.1. O conjunto de polindémios sobre K, em uma varavel x denotado por

K{z] sobre o corpo K, é definido como
K(z] = {ap + a1z + agx® + ...+ ap_12" ' +a,2";0; € K en € N},

Em que os a; sao os coeficientes pertencentes a K e x, a variavel ou indeterminada.

No andamento desta segdo vamos mostrar que K[z], munido das operagoes @ e
®, tem realmente a estrutura de um anel, no entanto, vamos definir mais alguns detalhes
importantes sobre esse anel de estudo. Cabe alertar, que denotaremos tais polinémios
pelos simbolos p(z),f(z), g(x), h(z), entre outros, sendo elementos do anel de polinémios,
ou melhor, os tais polindbmios que estudaremos, assim escreveremos um polinomio da

seguinte forma:

Exemplo 1.2.1. Seja K um corpo, o polinomio f(z) = ap+a1x+asz’+...+a, 12" 1+

ap,z™;a; € K en € N € um elemento do anel de polinomios em K|z].

1.2.1 Adicao e Multiplicagcao de Polinémios

Sejam K um corpo e K[z] o conjunto de polinémios sobre K, vamos definir

adicao e multiplicagdo de polinémios.

Definigao 1.2.2. Sejam f(z) = 37 a;27 em Klz] e g(x) = X}_objz/ em K[z]. Defini-

mos adicao de polindomios como segue

f(z)+g(z) = Zajxj + ijxj = chxj, em que ¢; = a; + bj, para 0 < j < n
7=0 7=0 =0

onde, 37 c;z? que é o resultado da adi¢do é chamado de soma.

Definigao 1.2.3. Sejam f(z) = 37 a;z’ em Klz] e g(x) = X[ bz’ em K[z]. Defini-

mos multiplicacao de polindmios como segue

n+m

f(ill') ' g(l') = Zajmj : ijxj = Z cjg;j
j=0 j=0 §=0

em que
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Co —
1 =

Cy =

Cner -

Qg

Qg

[

Qo

Qp *

- bo
by +ay - by

b2+a1-b1+a2-bo

-bj+a1~bj+...+aj~b0: Z aa~bg

atB=j

n+m

Da multiplicagao de polindmios obtemos o resultado >>77j ¢;z? que é chamado

de produto.

Teorema 1.2.4. Dado um corpo K, o conjunto dos polindémios K[z, munido das opera-

¢oes de adi¢ao e multiplicacao de polindmios, ¢ um anel.

Demonstragio. Sejam os polindmios f(z), g(x) e h(x) pertencentes a K|x] e supondo que

K seja um anel vamos mostrar que:

1. A adicao de polindmios é associativa, pois

[f(z) + g(x)] + h(z)

[(ao + bo) + (ay + b))z + (ag + b2)z® + ... + (an + bp)z"]
+(co + 12 + cox® + ...+ cpa™)

[(ao + bo) + co) + [(a1 + by) + c1]x + [(ag + bo) + co]a®

+. ..+ [(an + by) + cu]2"]

[ao + (bo + co)] + [a1 + (b1 + 1))z + [az + (b + 2)]2

+ ..o+ [an + (by + cn)]2"]

(ap + a17 + asx® + ... + a,2™) + [(bo + co)] + [(b1 + c1)]z
+[(by 4 c2)]2® + ... + [(bn + cp)]2"]

f(z) + [g(x) + h(z)].
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2. A adicao de polinémios é comutativa, pois

(ag + a1z + agx® + ... 4+ apx™) + (bo + by + by + ... + bpa™)
(ap + bo) + (ay +by)x + (ag + b2)2* + ... + (ay, + by)2"
= (bo+ag) + (by +a1)z + (by + ax)z® + ... + (b, + an)z"
(bo + bix 4 box® + ... + bp™) + (ag + @17 + axx® + ... + a,2™)
= g(@) + f().

f(@) +g(x) =

3. Existe um elemento neutro da adi¢ao, que chamaremos de polinémio identicamente

nulo, que pode ser escrito como:

n(xr) =0+ 0z + 0z + ...+ 02" € K|x].

Como K é um anel, temos

f@)+n(x) = (ap+ a1z + az® + ... + apz”™) + (04 0z 4 02% + ... + 0z")
= (ap+0)+ (a1—i—O)x—i—(a2+0)x2+...+(an+0)x”
(ap 4+ arx + agx® + ... + apa™)

= [flx).
Pela comutatividade, temos que é verdadeira f(z) + n(z) = n(z) + f(x) = f(z).
4. Todo polindémio em K [x] possui um simétrico em K|z|, pois
f@)+ (=f(x) = (ap+arz+ ...+ an2™) + (—ag — a170 — axr® — ... — a,z")
= (ap — ag) + (ay — ay)x + (ag — ag)x® + ... + (an — a,)x"

= 0+4+0x+02%2+...4+02"
= n(x).

Pela comutatividade, temos que é verdadeira f(z) + (—f(z)) = (= f(z)) + f(x) =
n(@).
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5. A multiplicagao de polindmios é associativa, pois

[f (@) - g(x)] - h(z)

:(éaﬁj) . (jgobﬂj

n+m p
[z (£
| 7=0 \j=a+3 7=0
n+m-+p ]
SN (IR E

Jj=0 \g=atpft+y

6. A multiplicacao de polinémios é comutativa, pois

f(@) - g(x)

(L) (5]

n+m

> ( > o bﬁ) z!
J=0 \j=a+p

n+m

> ( > b aa) v’
J=0 \j=pB+«

() (5
J=0 J=0

g(x) - f(x).

7. Existe um elemento neutro da multiplicagdo que vamos escrever como €(z) =1 €

K|[z]. De fato, pois

f(zx) - e(x)

Pela comutatividade, temos que é verdadeira f(x) - €(z)

8. E vélida a distributividade da multiplicacio em relacdo a adi¢do. Supondo que
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p = m, temos

F() - (o) + b)) = (z) - ((ib) ' (zx))

Portanto, seja um anel K, o conjunto dos polinémios K [x], munidos das ope-

ragoes de adicao e multiplicagao de polinémios, é um anel. O

Exemplo 1.2.2. Sejam f(z) = 22* + 2% — 522 + 1 e g(x) = 2° + 1223 — 7w em K|[z].
Vamos calcular f(z)+g(z) e f(x)-g(z). Na adi¢io de polindmios adicionamos os coefici-
entes correspondentes as varidveis(indeterminada x) de mesmo grau, ou seja, de mesmo

expoente, assim

fx)+g(x) = (22 + 2% =522+ 1) + (2° + 122° — Tx)
= (04+1)-2°+2+0)2* + (1 +12)2* + (-5 +0)2> + (0 + (=7)z + 1
= 2"+ 22" +132° — 52® — Tr + 1 € K[z].

Na operacao de multiplicacao dos polinomios vamos utilizar a propriedade distributiva,
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asstm

fx)-g(x) = @o*+2° -5 +1) (2°+122° — T2)

= 22%- (2% +122° — T2) + 27 - (2° + 122° — 7o) +
+(—=52%) - (2° + 122 — 7o) + 1+ (2° + 122° — T2)

= (22" + 242" — 142°) + (2® + 122° — 72") +
+(=52" — 602° + 352°) + (2° + 122° — Tx)

= 2% 4 2%+ (24 — 5)2" + 1225 + (=14 — 60 + 1)2° — T2 +
+(35 + 12)2® — Tx

= 227 + 2% + 1927 + 122° — 732° — T2t + 472° — Tz € K|a].

Nos proximos exemplos ficard mais notavel a aplicagao das propriedades ope-
ratérias dos coeficientes segundos suas variaveis (determinada x). Adotaremos uma tabela
e observaremos também que os termos precisam ser completados colocando um zero para
que o termo de mesmo expoente que esta faltando complete a coluna, da direita para

esquerda e abaixo, um do outro.

Exemplo 1.2.3. Sejam f(x) = 25+ 22°+ 52 — 223+ 22 —Tx 43, g(z) = 621+ 72 + 422 +
20—1, h(z) = —22°+3z+4 ei(x)—32%+2 em K|[z]. Calcularemos f(z)+g(z)+h(x)+i(x)

usando uma tabela e completando os termos ausentes do polinomio i(x).
2% 4+ 225 4+ bat — 223 + 22 — Tz + 3
— 62t + T+ 42?4+ 2¢ — 1
— 222 + 3x + 4

(+) - 32 + 022 + Oz + 2

2+ 22 — 2t + 22 + 32 — 22 + 8

Portanto, f(z) + g(x) + h(z) + i(z) = 2° + 22° — 2* + 223 + 322 — 20 + 8.

Observe que o polindmio i(x) possui dois termos explicitos, —3x* de expoente

3 e 2 de expoente zero. Desta forma completamos com as poténcias de x de expoente 2 e
1.

Exemplo 1.2.4. Sejam f(z) =22* — 2 —1 e g(x) = 2° + 32° + v + 4 em Klz]. Vamos

calcular f(z) - g(x) usando uma tabela.
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220 + 023 — 2* 4+ 0z — 1
(%) ¥+ 32+ oz + 4
8t + 02 — 42 + O0x — 4
22° + 0zt — 2 + 022 — =z
625 + 025 — 32t + 023 — 322
(+) 227 + 025 — 2 + 02t — a3
207 + 625 + 2 + 5zt — 223 — T2 — z — 4

Portanto, f(z)- g(x) =227 + 625 + 25 + 5zt — 223 — Ta? — x — 4.

1.2.2 Grau de um polinémio

Denotaremos o grau de um polinémio por 9, isto é, se um polinémio f for de
grau 3, entao O(f) = 3.

Sejam f e g polindmios nao nulos, seguem as propriedades:

e Sejam f e g polindomios nao nulos em K, um corpo, temos
O(f +g) <maz{0(f), (g)}-
e Sejam f e g polindbmios nao nulos em K, um corpo, temos
a(f-g)=0(f)+0(g).

Exemplo 1.2.5. Consideremos os polinomios f(x) = 2z* — 23 +z e g(x) = 2® + 22 + 1.

Como O(f) > 0(g), entao O(f + g) = 4.

Exemplo 1.2.6. Sejam K um anel de integridade e f, g € K|[z| tais que O(f +g) =6 e
O(f —g) =5. Vamos determinar O(f - g).

Solugao: Como a soma das fungoes resulta em um polinomio de grau 6 e a
diferenca em um polinomio de grau 5, entdo o coeficiente da indeterminada de maior

grau de ambas as fungoes sao simétricas e mais, as fungoes f e g possuem o mesmo grau,
isto é, O(f) = 0(g) = 6. Portanto, I(f-g) =6+ 6 = 12.

Observagao 1.2.1. Nao definimos o grau de um polinémio nulo, f(x) = 0.

Exemplo 1.2.7. Seja o polinomio nao identicamente nulo, f(x) =5 em Klx] em que
chamamos de polinémio constante. Seu grau é 0, pois ndo é nulo. Portanto, O(f(z)) =
0 f(r)=a#0,a€ K.
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1.2.3 Divisao de PolinOmios

Teorema 1.2.5. (Algoritmo da Divisao de Polinomios) Sejam K um corpo e f(z), g(x)
€ K|x] dois polindémios com ¢(z) ndo nulo, entdo existem polindémios ¢(z), r(z) € K|x]
tais que f(x) = q(z)g(x) + r(z) com d(r(z)) < d(g(z)) ou r(z) = 0.

A demonstragao da existéncia pode ser encontrada com detalhes em [4].

Observagao 1.2.2. Sejam K um corpo e f(x), g(x) € K[z] ndo nulos, g(x) divide f(x)
se existir q(x), tal que f(x) = g(x)-q(x). Caso contrario, pelo algoritmo de Fuclides, vai

existir um r(z) € K|z|, de modo que f(x) = g(x) - q(x) + r(x).

Observacao 1.2.3. Ao dividirmos f(x) por g(x), dois polinomios em K[z| ndo nulos,

quando r(z) = 0 dizemos que g(x) divide f(z) e denotamos g | f.

A partir do teorema (Algoritmo da Divisao de Polinémios), a relacao de divi-

sibilidade entre polinémios sao atribuidas as seguintes propriedades:

Sejam K um corpo e os polinomios f(z), g(x), h(z), p(z), ¢(z) € Klz].
L Se h(z) | f(z) e f(x) | g(x), entdo h(z) | g(z).

. Se h(z) | f(z), entdo h(z) | f(x)g(x).

3. Se h(z) | f(x), h(z) | g(x), entdo h(z) | (f(z) + g(x)) e h(z) | (f(z) — g(x)).

4. Se h(zx) | f(x), h(x) | g(x), entdo h(z) | ((p(2)f(x) + q(z)g(x)).

DO

Demonstragcio. Nas demonstracoes omitiremos a variavel x e partiremos das defini¢oes

apresentadas até agora.

1. Como h | f, tem-se que f = ¢gh. Por outro lado, como f | g, tem-se que g = pf.

Entao,

g = pf
= plqh)
= (pg)h.

Desta forma, concluimos que h | g.



Polinomios 26

2. Como h | f, tem-se que f = gh. Multiplicando ambos os membros da equagao por

g, temos
J = qh
fg = (qh)g
= (q9)h

Portanto, h | fg.

3. Como h | f, tem-se que f = gh. Por outro lado, como h | g, tem-se que g = ph.

Entao,

qh + ph
= (q+p)h.

f+yg

Para (f — ¢g) a demonstragao é andloga.

Portanto, h | (f £ g).

4. Como h | f, tem-se que f = gh. Por outro lado, como h | g, tem-se que g = ph.

Entao,
pf+aq9 = pgh+qph
= (pg+qp)h.
= (2pq)h.
Portanto, h | (pf + qg). ]

Vamos usar um dispositivo muito conhecido para fazer a divisao de dois po-

lindmios.

Exemplo 1.2.8. Considere os polinomios f(z) = x* — 122% + 323 — 62 + 20 e g(z) =
22 + 3z — 10. Vamos dividir f por g.
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zt + 323 — 1222 — 6z + 20 ? + 3z — 10
-zt — 323 4+ 1027 - 2
- 222 — 6z + 20
+ 222 + 6z — 20
0

Pelo algoritmo de Fuclides, temos
ot — 1227 + 32% — 62 + 20 = (2* + 32 — 10)(2* — 27) + 0.

Assim, como r =0, entdo g|f.

Exemplo 1.2.9. Agora considere os polinomios f(x) = x®>+22*> =Tz +10 e g(z) = v — 1.
Vamos dividir f por g.

o+ 222 — Tz + 10 r — 1
-t 4+ a2 2 + 3z — 4
322 — Tx
- 322 + 3
— 4z + 10
4 — A4
6

Pelo algoritmo de Euclides, temos

234202 — T2 +10 = (x — 1)(2® + 32 — 4) + 6.

Assim, como r =6, entao g1t f.

1.2.4 Raizes de Polindmios

Nos exemplos seguintes, nos preocupamos em explicitar o anel de polinémios
para que pudéssemos fatorar e expressar as raizes dos polinomios dados. Vale ressaltar

de antemao as extensoes exploradas para que exista tais raizes em cada exemplo, que sdo
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7ZCcQcRcC.

Vamos supor um corpo K, tal que um polindémio f(z) em K|[z| tenha extensao

de acordo com a necessidade do campo numérico na obtencao das raizes.

Defini¢do 1.2.6. Sejam K um anel e um polinémio f(z) € K[z]. Chamamos « € K de

raiz ou zero de f(x) em K se f(a) = 0.

Exemplo 1.2.10. Seja f(z) = 2* — 2? + 42 + 6 € Z[x], sabemos que « = —1 € uma raiz
inteira de f, pois f(—1) = (=1)3 — (=1)> +4(-1) +6 = 0.

Proposicao 1.2.1. Sejam K um corpo, um polinomio f(x) € Klx] e « € K. Entao
existe um polinomio q(x) tal que f(x) = (x — a)q(z) + f(a).

Demonstragio. Pelo teorema (Algoritmo da Divisao de Polindmios), podemos escrever
f(z) = (x — a)q(x) + r(x) com O(r(x)) < (z — a) ou r(z) = 0.

Seja r(z) < d(x — a) = 1, entdo r(z) tem grau zero, assim podemos escrever
r(z) =a € K, logo

Fazendo x = «, temos

fla) = qgla)(la—a)+a
= 0+4a

Portanto, temos que f(a) = a e como r(z) é constante, segue que r(z) = f(a) = a, entao

existe um polinémio ¢(x) tal que f(x) = (z — a)q(z) + f(«a). O

Corolario 1.2.1. Sejam K um corpo, um polinomio f(z) € Klz] e « € K. Entio « é

uma raiz de f(x) se e somente, se (r — «) | f(z).

Demonstragio. Da proposigao [[.2.1] temos que

f(@) = (z — a)q(z) + fla),

segue que « é uma raiz de f(z) < f(a) =0< f(z) = (r—a)q(z) & (r—a) |

f(z). O
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Exemplo 1.2.11. Vamos calcular o resto da divisao de f(x) = z* — 2% + 22% + 5z — 12
por g(x) =x — 3.

Solugio: A raiz de g(x) é 3. Fazendo, f(3) =3*—3%+2-32+5-3—-12=175.
Portanto, pela preposicio (1.2.1), r(z) = 75.

Proposigao 1.2.2. Seja K um corpo e seja f(x) = ag + a1x + asx® + ... + a,z™ um
polinémio nao nulo em K|x] de grau n. Entdo, o nimero mdzimo de raizes de f(x) em
K € igual a O(f(x)) = n.

Demonstra¢ido. Suponhamos o € K uma raiz de f(x). Pelo algoritmo da divisao, existe
um ¢(z), tal que f(z) = ¢(x) - (x — a) e consequentemente d(q(x)) =n —1. Se n = 0,
f(z) ndo possui raizes em K. Usando indugao, sobre O(f(z) = n, d(q(z)) < d(f(z)) = n,

logo ¢(x) possui n — 1 raizes no maximo e portanto f(z) possui n raizes. O

Um polinémio de grau 3, terd no méaximo 3 raizes e um polinémio de grau 6
terd por sua vez, no maximo 6 raizes. Mas nao sabemos de imediato que tipo de raizes
resultardao e mais se elas sao as mesmas, ou seja, um polinémio de grau 4, por exemplo,
pode ter 4 raizes iguais. Isso se chama multiplicidade de raizes e veremos sua defini¢ao

agora.

Defini¢ao 1.2.7. Sejam K um corpo e @ € K uma raiz do polinémio f(x) em Klz].
A multiplicidade da raiz o é o ntmero inteiro positivo m, tal que (z — a)™ | f(x) e

(z — o)™ f f(x).

Exemplo 1.2.12. Considere o polinémio p(z) = x° — 6x* + 92° + 1022 — 362 + 24 em
K[z]. Sabemos que este polinémio possui no mdximo 5 raizes em K. Vamos utilizar o

aplicativo geogebra para exibir o grdfico e analisarmos suas raizes.
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101 p(x) = x°—6x"+9x>*+10 x> — 36 x +24

-20 4

Figura 1.1: Grafico gerado pela funcao polinomial p(z) = 25 — 6z +92° + 1022 — 362 + 24.

Observe que no intervalo (—2,0) temos uma raiz real, mas no intervalo (0,4)
a curva do grifico parece tangenciar a reta das abscissas. Vamos ampliar este intervalo

para ver o que pode estar acontecendo.

(1.48, 0.028)

(235, -0.018)

Figura 1.2: Grafico ampliado da funcio polinomial p(z) = 2° —62* + 923 + 1022 — 362 + 24.
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Nesta amplia¢io aparece mais uma raiz real no intervalo (1.7,1.8), mas ainda
hd uma aparente tangencia no ponto (2,0). Como ainda estamos no meio da jornada da
obtencao de recursos para resolver um polinomio de grau n, por sorte vamos testar o valor
2 e mostrarmos se ela € uma raiz multipla ou nao.

Fazendo o teste da raiz, temos

p(2) = (2)° —6(2)* +9(2)* + 10(2)* — 36(2) + 24 =32 — 96 + 72 + 40 — 72 + 24 = 0.

Oras, se 2 é uma raiz de p(x) e a curva ao cruzar a seqgunda raiz no intervalo
(1.7,1.8) € crescente e vai ter que passar pelo ponto (2,0) podemos ter trés possibilidades,

que sao:
e Duas raizes reais e a raiz 2 entre elas,
o A raiz 2 ter multiplicidade 3,
e A raiz 2 e duas complexas antes ou depois dela.

Vamos arriscar a possibilidade de haver a multiplicidade da raiz, assim teremos
de dividir o polinomio p(z) por (x—2)* = z* —6z*+12x — 8, que nos dard o um quociente

q(z) de grau 2 e resto zero, por sorte, entdio

¥ — 62t +  92° + 1022 — 36z + 24 |2 —627 +12z -8
— 2 4+ 62t — 122 +  8a? 2% -3
— 323 4+ 1822 — 36z + 24
+ 32 — 182 + 36x — 24
0

O quociente q(z) = 2? —3 ¢ de grau 2 e possui raizes reais {v/3, —/3} que sdo
0s valores entre os intervalos (—2,0) e (1.7,1.8) ezibidos nos grdficos das figuras e
. A divisao garantiu a multiplicidade 3 da raiz 2, pois resultou num resto igual a

ZET0.

Observacgao 1.2.8. Uma raiz é simples quando sua multiplicidade for igual a 1 e uma

raiz é multipla quando sua multiplicidade for maior que 1.

Para um estudo mais elaborado das multiplicidades de raizes de polinémios
vamos enunciar um dispositivo interessante, o Algoritmo de Briot-Ruffini que é um recurso
de grande importancia em sua, utilizagdo para dividir, um polinémio f(z) de grau n por

(x — a) e consequentemente obter um quociente ¢(z) de grau (n — 1) e resto r.
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1.2.5 Algoritmo de Briot-Ruffini

Seja f(z) = ap+ a1z + az® + ...+ a,z" em K[|, o nosso objetivo é encontrar
bo, b1, ..., by_1 € K tais que ¢(x) = by + a1x + bz + ... + b,_12" ' em K[z] que é o
quociente da divisdo de f(x) por (x — «) . Indicando o resto por r e pelo principio de

identidade de polinémios, temos que

bnfl = dap
bn—2 = bn—l e+ ap
bn—3 - bn—2 M R )

bl = bg'()é+a2
bo = bl'Oé+(11

r = by-a+ ap.

O algoritmo pode ser expresso por meio do seguinte esquema:

Ay, Ap—1 Ap—2 ... s a1 Gy |

bn,1 bn,Q bn,3 Ce b1 bo T

Em que o coeficiente lider a, ¢é repetido logo abaixo, onde podemos con-
cluir que o coeficiente b, ; = a,. Em seguida, para obtermos os outros coeficientes

bn_2,bn_3,...,b1,by € 0 resto r, seguimos o seguinte procedimento:

(i) Como b,_1 = a,, ao baixa-lo, multiplicamos por « e subtraimos por a,_; que esta na
linha de cima obtendo o resultado b,_s que colocamos na linha de baixo, na mesma

coluna do coeficiente a,,_.

(ii) Para obtermos o coeficiente b,,_3, multiplicamos « por b,,_5 e subtraimos por a,_s, €

o colocamos na linha de baixo, na mesma coluna do coeficiente a,,_s.

(iii) Seguimos este mesmo processo até obtermos o coeficiente by e em seguida fazendo

mais uma vez o processo anterior obtemos, o resto r.
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Demonstra¢io. Como f(x) = q(x)(z — a) + r, temos

ap+ a1 + axr® + ...+ az” = (bo+ a1z + by’ + ..+ ba") (v —a) +r
= (r —aby) + (bg — aby)x 4 (b — aby)x® +
oo (bpeg — by 1)z + by 2™

dai, igualando os polinémios, temos

An = bn—l
ap-1 = bn—2 - bn—l e
Qp—2 = bn73 - bnf2 e
ay = bl — b2 e
a, = bo — b1 e
ag = r—>by-a.

Consequentemente, ao inverter as equacgoes, temos

bn—l = an
bn—2 = bn—l O P
bn—S = bn—Z O )

b1 = bQ'Oé‘i‘ag
b() = bl-oz—i—al

r = bo'Oé‘i‘CLo.

Obtemos assim, os coeficientes by, by, ..., b,_1 € o resto numérico, r em fungao

dos coeficientes ag, a1, as, ..., ay,. O

Exemplo 1.2.13. Vamos utilizar o dispositivo de Briot-Ruffini, para dividir o polinomio
f(x) =2z* — 923 + 18z — 8 € K|z] pelo polinomio p(z) =z — 4 € K|z].
Solugio: Vamos primeiramente coletar os coeficientes de f(x) e lembrar que o

nimero que vamos utilizar para o lugar de o é a raiz de p(x) = x — 4 que € o valor 4.
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ay = 2,
az = —9,
as = 0,
a; = 18,
ag = —8.

Montamos o esquema com os coeficientes e o valor 4.

2 -9 0 18 -84

Baizamos o coeficiente lider para a linha de baixo, entao

2 -9 0 18 -84

:

Comecamos agora o procedimento do dispositivo, que é multiplicar 4 por 2 e

subtrair o resultado por —9, que nos da —1, assim

2 -9 0 18 -84

2 —1
Sequindo o procedimento anterior para 0s outros coeficientes, temos

2 -9 0 18 -84

ainda,

Nesta altura, jd obtemos os coeficientes de q(x) que é o quociente da divisdo

de f(z) por p(x), o prozimo passo, obtemos o resto r da divisao, entao
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Portanto, como o ultimo resultado € 0, logo o resto é nulo e concluimos que
4 ¢ raiz de f(z) e o quociente q(x) = 223 — x* — 4z + 2. Terminamos o dispositivo para
o valor 4 e podemos continuar no mesmo dispositivo para outras divisoes ou até por 4

novamente, na qual podemos verificar multiplicidades existentes.

Exemplo 1.2.14. Dado o polinémio f(x) = 27 — 625+ 132° — 102* — 523 + 1422 — 9z + 2
€ K|z], entao 1 € uma raiz de f(x). Vamos determinar sua multiplicidade.
Solugdo: De fato, pois f(1) =17—6-154+13-1°—10-1*—5-13+14-12—-9-1+2 = 0.
Agora, vamos utilizar o dispositivo de Briot-Ruffini para determinar a multi-

plicidade da raiz 1, assim

1 -6 13 -10 -5 14 -9 2|1

1 -5 8 -2 -7 7 =2 0]1

1 -4 4 2 =5 2 0 1
1 =3 1 3 =2 0 1
1 -2 -1 2 0 1

1 -1 =2 0

O polinomio f(x) = (22 —x—2)-(z—1)°=(z+1) - (x —2) - (x — 1)° possui

uma raiz 1 de multiplicidade 5 e duas raizes simples que sio {—1,2}.

Exemplo 1.2.15. Sejam os polinomios f(z) = 2* — 22> +3x — 6 € K[z] e g(z) =z — 2
€ K[x]. Sabendo que g | f, vamos determinar as outras raizes de f(x).
Solucao: Usando o dispositivo de Briot-Ruffini, determinaremos o polinomio

quociente q(x) que é de grau 2, pois x = 2 € uma raiz de f(x), entdo

1 -2 3 —6]2

1 0 3 0

Observe que na sequnda linha do dispositivo, restaram os coeficientes 1, 0, 3
e o resto 0. Assim, q(z) = 2* + 3 jd que O(f(z)) — d(g(x)) = d(q(x)) = 2. Resolvendo
q(z) =0, temos x = i\/3 ou v = —i\/3. Portanto, as raizes de f(x) sdo {2, iv/3, —i\/3}.
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Exemplo 1.2.16. Considere o polinomio f(x) = x7 — 32° — 52° + 22* + 7a® — 2% + 28.
Vamos calcular f(7).
Solugdo: Seria invidvel substituir as indeterminadas do polinémio por 7 e cal-

cular seu valor numérico. Vamos usar o dispositivo de Briot-Ruffini, entdo

1 -3 -5 2 7 -1 0 28 7

1 4 23 163 1148 8035 56245 393743

Portanto, pela preposi¢io , f(7) =393743.

Exemplo 1.2.17. Seja o polinomio f(x) = x* — 32? + 2 € Klz]. Vamos fatord-lo.
Solugao: Por inspegao, temos que f(1) = 0 e f(=1) = 0. Vamos usar o
dispositivo de Briot-Ruffini, logo

10 -3 0 2|1

11 -2 -2 0|-—-1.

1 0 -2 0

O polinémio qo(x) = 22 — 2 pode ser facilmente fatorado, pois se trata de uma

diferenca de quadrados, portanto
f)y=a2* =322 4+2=(z — )(z+ 1)z - V2)(z + V2).

1.2.6 Raizes Irracionais e Complexas de um Poliné6mio

Teorema 1.2.9. (Teorema Fundamental da Algebra) Sejam C o conjunto dos complexos
e um polinémio f(z) € Clz]. Entdo, existe o € C tal que f(o) = 0. Ou melhor, se
f(x) = ap + a1z + agz?* + ... + a,z™ € C com grau n > 1, entdo f(x) possui n raizes
complexas, a1, ag, ..., a, € C, contando suas multiplicidades, e f(x) pode ser escrito

sob a forma fatorada, como

fl@)=ap(x—ay) - (x—ag) ...  (x — ).

A demonstracao deste teorema foge completamente do escopo desta disserta-
¢ao, pois é preciso conceitos da Analise e nossos conceitos sao da Algebra.
Mais duas proposigoes e seremos capazes de resolver alguns polinomios de grau

elevado conhecendo poucos dados e sem recorrer a formulas fechadas de resolucao.

Proposigao 1.2.3. Sejam f(x) = ag + a1x + asx® + ... + a,z™ € Zlx] com graun > 1 e
raiz « = p,/q racional de f(x) com p,q € Z, ¢ >0 e mdc(p,q) =1, entaop | ag e q | ay.
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Demonstragio. Temos que f(a) = 0, entao

2 n
0:a0+a1<p>—|—a2<p> +—|—an<p> .
4q q q

Multiplicando ambos os membros da equagao por ¢", obtemos
0=aoq" + a1pg" " + aop®¢" 7 + ..+ anp™.

Vamos por ¢ em evidéncia e isolar o ultimo termo da equacao, assim

q(aoq" " +arp" P+ . A apap" ) = —anp”.

O que mostra que q | a,, ja que mdc(p, q) = 1. Parap | ag a prova é andloga. [

Corolério 1.2.2. Seja o uma raiz inteira de f(x) = ap + a1z + ax® + ... + a,a" € Zx,

entdo o € um divisor de ag.

Corolério 1.2.3. Seja f(x) = ag + a1x + a2 + ... + a,2" € Zx, entdo as eventuais

raizes racionais de f sdo nimeros inteiros divisores de ag.

Demonstracio. Sendo ¢ = 41, tem que p/q = +p, logo a raiz pertence a Z. Pela
preposicao (1.2.3)), p = a | ag, 0 que conclui a prova. ]

Exemplo 1.2.18. Vamos resolver a equagio polinomial 25 — 52° + 42* 4 1023 — 1122 —
or +6 =0

Solugao: Inicialmente verificamos os maltiplos inteiros de 6, que sao

{+1, £2, +£3, £6},

) ( (=1)° +4(=1)* +10(—=1)* = 11(=1)* = 5(—=1) + 6 = 0,
) ( )? +4(1)" +10(1)° = 11(1)* = 5(1) +6 = 0,

f(=2) = (=2)°=5(=2)°" +4(—2)* +10(—2)* — 11(—2)* — 5(—2) + 6 = 180,
) ( )? +4(2)" +10(2)° = 11(2)* = 5(2) + 6 = 0,
) ( (—=3)° + 4(—=3)" + 10(—=3)> — 11(—3)* — 5(—3) + 6 = 1920,
) ( )° +4(3)* +10(3)* — 11(3)> = 5(3) + 6 = 0.

Por sorte encontramos 4 raizes inteiras e ja podemos parar de conferir. Usando

o dispositivo de Briot-Ruffini chegaremos numa funcao quadrdtica, assim
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1 -5 5 5 —6 0 2
1 -3 -1 3 0 3
1 0 -1 0
Vamos agora resolver a equacio x> — 1 = 0, em que suas raizes jd foram

expressas, isto €, as raizes 1 e —1 tém multiplicidade 2. Entao, a solucao da equacdo
2% — 5% + 42t +102® — 1122 =52 +6 =0 ¢é

{1, -1, 2, 3}.

Exemplo 1.2.19. Vamos resolver a equagdo polinomial 8x* — 122% + 1022 — 92 + 3 = 0.
Solugdo: O coeficiente lider é 8, entao devemos dividir a equacao por 8 e testar
os divisores racionais de %. A equagdo ficard da forma
5 9 3

3
T 290 +4x 8x+8—0.

Os divisores racionais de % 5.0 {il,i?,iél, iS,i%,j:%,j:%,:I:%} e vamos

testar um a um, até achar pelo menos duas raizes. Por sorte, p(1) = 0, p(—=1) = 42 e

P (%) = 0. Podemos parar de testar e terminar com o dispositivo de Briot-Ruffini. Assim

8§ —12 10 -9 3|1

DO [

Vamos determinar as raizes da equagio 8x* + 6 = 0 que sdo os complexos

V3
{il\z/_} Portanto, a solucio da equacio 8x* — 1223 4+ 1022 — 92 +3 =0 é

R EENE
12’ 27 2 |

Teorema 1.2.10. (Teorema das raizes irracionais) Sejam um polinémio f(x) com coefi-

cientes racionais e uma raiz do tipo a + by/c em que y/c é um ndmero irracional e a e b

sao racionais com b # 0, entdo a — by/c serd também uma raiz de f(x).

Demonstragio. Se o grau de f(z) for 1, entao nao se trata de um polindémio de coeficientes

racionais, pois como x = a + by/c é uma raiz de f(x), entdo f(x) =z —a — by/c.
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Para O(f(z)) > 1, temos como hipdtese & = a + by/c, uma raiz de f(z), assim

a = a+b/e
a—a = b/c
a a

.

052 aa CL2
R
a? —2aa+a®>—cb® = 0.

Nesta equacao substituiremos a por 8 = a — by/c, entao

pla) = o* —2aa+a*—cb?

p(B) = B —2Ba+a - cb?
= (a—b\/E)2 —2(a — by/c)a + a® — cb?
= a® —2aby/c+ b’c — 2a% + 2aby/c + a® — cb?
= 0.

Seja o grau de f(x) maior que 2, pelo algoritmo da divisao e o fato de f(a) = 0,

seja qual for as outras raizes, f(/3) = 0, pois os fatores se anulam e r(z) = 0. ]

Exemplo 1.2.20. Vamos resolver a equagdo polinomial 3 — x? — 45x + 45 = 0 sabendo
que 3v/5 € uma raiz da equagdo.
Solucio: A raiz 3v/5 € irracional, entdo —3v/5 também € wma raiz, de fato,

pelo algoritmo de Briot-Ruffini, temos

1 -1 —45 45| 35
1 3v6—1 =3v5 0 | —=3V5.
1 -1 0

Portanto, z* — 2® — 45z + 45 = (v — 3v/5)(x + 3v/5)(xz — 1), logo a solugdo é
S ={1,-3v5,3V5}.
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Exemplo 1.2.21. Vamos resolver a equacdo polinomial x°+42°—5x* —723+42?+10x+4 =

0 sabendo que /2 é uma raiz.

Solucdo: Como /2 é wma raiz irracional e o polindmio possui todos os coefi-

cientes racionais, entio —/2 € raiz. Logo podemos dividir o polindmio por (x — \/5) (x+
V2) =22 — 2, assim

2+ 2> — Bt — T2? 42 + 10z + 4| 2% +0z =2
2% - 02° + 22° xt+ 2% — 322 — 51— 2
¥ — 3xt — T
- 2 - 02t + 223
— 3zt — ba? 4a?
zt 4+ 0x3 622
—  51? 222 + 10z
53 0z — 10z
202 + 0z + 4
222 + Oz — 4
0

O quociente da divisio é o polinomio q(x) = z* + 23 — 32* — bx — 2 e suas

possiveis raizes inteiras sio {+1, £2}, basta verificar, entdo

O polinomio f(x) possui 6 raizes, dentre elas as duas raizes irracionais e mais
duas raizes inteiras, agora encontradas, desta forma, o polinomio q(x) ainda tem duas
raizes desconhecidas e nao sabemos se elas sdo irracionais, inteiras ou até mesmo com-
plexas. Usando o dispositivo para as duas raizes inteiras encontradas, podemos reduzir o

polinomio para o 2° grau, portanto
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11 -3 -5 -2| -1

10 -3 =2 0| 2

O polinomio resultante da duas divisoes sucessivas no dispositivo de Briot-
Ruffini é um quadrado perfeito, x> + 2z +1 = (z + 1)?, desta forma, hd mais duas raizes
iquais a —1, portanto as raizes do polinémio f(x) sio {—v/2, V/2, —1, 2} sendo a raiz —1

com multiplicidade 3.

O préximo teorema é semelhante ao Teorema (|1.2.10]), mas agora as raizes sao
numeros complexos conjugados. Precisamos das propriedades sobre niimeros complexos.

Seja z = a + bi um nimero complexo e Z = a — bi seu conjugado, entao:
(i) zeR&e z=7.
(ii) z = w se, e somente se, Z = .
(iii) z+w =z +w.
(iv) zw =z - w.

Teorema 1.2.11. (Teorema das raizes complexas conjugadas) Seja f(z) um polinémio
com coeficientes reais. Se a+ bi é uma raiz complexa de f(x), entdo a — bi também é uma,
raiz de f(x).

Demonstragio. Seja f(x) = ag + a1 + axx® = ... + a,x™ e por hipdtese f(z) = 0, entdo

ag+ a1 x +asr?+ ... +a,x" = ag+ai T+ a4+ ... +a,a" =
= G+TT+aBIT +...+0,T" =

= a+ T+ aT+...+a,7" =0=0.

Portanto, f(z) = 0. O

Exemplo 1.2.22. Vamos resolver a equacio x°—a®+4x" —4254+-62° — 621 +423 — 42’ +2—1,
sabendo que 1 € uma das raizes e tem multiplicidade 4.

Solucao: Se i € uma raiz complexa e tem multiplicidade 4, pelo teorema das
raizes complexas conjugadas, —i € também uma raiz de multiplicidade 4 da equagdo po-
linomial. Como a equagdo tem grau 9, resta uma raiz para ser encontrada, e se trata
de uma raiz inteira, pois o polinomio da equacdo € monico e o0s possiveis candidatos sao

{£1}. Logo, substituindo, 1, na equag¢io obtemos a nona raiz.
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1.3 Polindmios em Varias Variaveis

Nesta se¢cao veremos uma pequena nocao de polinémios em varias variaveis,
mas nao atentaremos ao seu conceito geral, pois o assunto fugiria do escopo de nosso traba-
lho. Nos atentaremos em polinémios em duas ou mais variaveis em sua forma quadratica,
ou seja, nos polindmios homogéneos, que sera uma base importante para o entendimento

de alguns teoremas, como o de Sylvester que apresentaremos na secao 4.

Defini¢ao 1.3.1. Sejam A um anel e Az, 29, ..., 2, 0 anel de polinémios com coefici-
entes em A nas indeterminadas {z1, zs,...,x,}. Temos que
Alxy, zo, .. x,] = (Alzy, 2o, .o 1)) [T0]-

Definida desta forma, podemos escrever o polinémio em n variaveis, como

_ J1 J
f@r, @2, 2) = Z (e T o5 N e
0<Jj1 <51
0 < Jjn < Sn
em que sq,...,5, € Neaj ; €A

Exemplo 1.3.1. Listamos alguns polindmios em Qlz1, x5] e Q[x1, z2, x3].

f(z1,m) = 234 2129 — 22 € Ql21, 29],

g(x1,m0) = Tot+ 1119 — ?:E% € Q[x1, x4,
h(z1, 79, 73) = T17975 + 117973 — 2573 + 2% € Q[T1, To, T3],
i(21,T0,23) = ]+ Ty + 3x5 — Tarsrt 4+ 1119 — T30S € Qly, 79, 73).

Exemplo 1.3.2. O grau dos polinomios em varias varidveis € definido pelo maior dos
graus dos seus monomios nao nulos. Considerando os polinomios do exemplo ,

temos

8(f<£[)1, T2
a(g<x17 )
a(h(xla T, T3

~— ~—  ~— —
~— ~— ~— —

Il
AW NN

a(i(ff}l, X2,T3
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Defini¢ao 1.3.2. Um polindémio f(xy,zs,...,x,) se diz homogéneo se o grau total dos
mondmios, com coeficientes nao nulos, tém os mesmos valores, onde o grau total é a soma

dos expoentes de todas as varidveis em um monomio com coeficiente nao nulo.

Exemplo 1.3.3. Considerando os polinomios do exemplo , temos:

(i) f(z1,m2) = 23 + 21290 — 23 € Q[z1,22) € homogéneo, pois o primeiro monémio tem

grau 2, o sequndo monomzio tem grau 1 +1 = 2 e o terceiro monomio tem grau 2.

(ii) g(z1,m9) = T2} + x120 — 223 € Q[zy, x5] € homogéneo, pois o primeiro mondmio tem

grau 2, o sequndo monomio tem grau 1+ 1 =2 e o terceiro monomio tem grau 2.

(iii) A(z1, 29, 3) = 212003 + 117923 — X323 + 5 € Q[11, T2, T3] NGO é homogéneo, pois o
primeiro monomio tem grau 1+1+2 = 4, o sequndo monomio tem grau 1+14+1 = 3,
o terceiro monomio tem grau 2+ 1 = 3 e o quarto monomio tem grau 3. Observe

que o primeiro monomio tem grau total 4 e os demais tem grau total 3.

(iv) i(z1, 9, 23) = 27 + 25 + 323 — 23230? + 1179 — 2323 € Q[21, T2, 3] NdO € homogéneo,

pois o primeiro, sequndo e o terceiro monomio tem grau 4 cada, o quarto monomio
tem grau 3+3+3+2 =8, o quinto monomio tem grau 1+1 = 2 e o sexto monomio
tem grau 2 4+ 3 = 5.

1.3.1 Polinémios Homogéneos na Forma Quadratica

Definicao 1.3.3. Polindmios homogéneos na forma quadratica sao fungoes cuja expressao
polinomial possui mondémios com grau maximo a 2. Podemos escrever um polinémio

homogéneo na forma quadrética em Q[zy, za, ..., x,] da seguinte forma:

2 2 2
Q(1, T2, ..., Tn) = @127 + b12T1To + -+ + b1 1T + Q215 + -+ by ToTy, + - - AT,
Exemplo 1.3.4. O polinémio Q(xy,x3) = 22 — x129 + 222 € um polinémio homogéneo na
forma quadrdtica, pois seus termos sao quadrados e compostos do tipo x1xa, ou seja, seus

monomios sao todos de grau total 2.

Exemplo 1.3.5. O polinomio Q(x1,x2) = 323 — x9 — 223 ndo é um polindémio homogéneo

na forma quadrdtica, pois o termo do tipo —xo tem grau 1.

A grande importancia dessas fungoes quadraticas esta no fato de serem homo-
géneas, ou seja, por serem lineares no espaco R"”. Vejamos alguns graficos destes tipos de

funcoes polinomiais.

Exemplo 1.3.6. O grdfico gerado pela fung¢io polinomial na forma quadrdtica f(z,y) =

22 + a2y + 4% € uma conica no espago tridimensional.
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Figura 1.3: Conica gerada pela funcio quadratica f(x,y) = 2% + zy + >
Para um f(x,y) = c, com ¢ > 0, obteremos sempre uma elipse como curva de
nivel da conica.

Exemplo 1.3.7. O grdfico gerado pela fung¢io polinomial na forma quadrdtica f(z,y) =

22 — xy — y? € uma coénica no espago tridimensional.
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2

Figura 1.4: Conica gerada pela funcio quadratica f(x,y) = 2% — zy — y>.

Para um f(x,y) = ¢, obteremos sempre uma hipérbole como curva de nivel da

conica.

1.3.2 Forma Quadratica Associada a uma Matriz Quadrada
Primeiramente vamos revisitar alguns conceitos sobre matrizes.

Definicao 1.3.4. (Matriz Simétrica) Se os elementos dispostos simetricamente em relacao
a diagonal principal de uma matriz quadrada S = a,;, sao iguais, ou seja, a;; = a;;, entao

a matriz é chamada de simétrica.

Defini¢do 1.3.5. Uma matriz quadrada M = [a,;] é simétrica se M7 = M.

3 17 3 17
Exemplo 1.3.8. Seja M = | 1 0 2 |. Sua transposta é MT = | 1 0 2 |. Portanto
7 2 1 7 2 1

Mt =M
Exemplo 1.3.9. O produto de uma matriz M pela sua transposta MT é uma matriz
simétrica, isto é, M - MT = S

2 3

2 4
Exemplo 1.3.10. Considere a matriz M = [ L5 ] . Sua transposta é MT = [ 5 s ] :

Entao
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4+9 8+15
8415 16+ 25

|13 23
123 41|

23
¢ simétrica, pois aio = a1 = 23.

MM:{ingﬂz

13
23

Portanto, a matriz S =

Exemplo 1.3.11. Vamos verificar que seja M uma matriz quadrada, M+2MT é simétrica.

o)

] é simétrica, pois ajz = as = 1.

Considerando as mesmas matrizes do exemplo (1.5.10), temos

M+MT 1 23+24 1
2 2\l4 5 3 51() 2

4 7
7

2+2 344
4+3 5+5

1
2

Portanto, a matriz S =1 [

Definicao 1.3.6. Seja M uma matriz quadrada de ordem n. A forma quadratica associ-

ada a matriz M, é a expressao

Q(x) :ZZ Qi TiX =X" M- X, (1.3.1)
i=1j=1
em que
xq
X =
Tn

Proposicao 1.3.1. Toda expressio polinomial na forma quadrdtica estd a associada a

uma matriz simétrica.

Demonstragio. Temos que X7 - M -X = (XT-M-X)T =XT.MT. X.

T 7/ . Ve .
Sabemos que % ¢é simétrica, logo

XM -X4+XT-MT-X M+ M7T
XT . M. X = + :XT-;-X.
2 2
Portanto, Q(z) = X7 - M - X = XT . M+ML . 5 O
Exemplo 1.3.12. Qualquer que seja a matriz M, M e S = M%MT definem a mesma

forma quadrdtica Q(z), sendo S dnica matriz simétrica que define Q(x).
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Exemplo 1.3.13. Considere a matriz simétrica M = . Vamos determinar a

(@) RSN
— N
w = o

forma quadrdtica associada a M.
Solugdo: Seja Q(x1,x2,73) = XT - M - X, temos que

T 1 4 6
Q(Il,l'g,l‘g) = o 4 2 1 . |: r1 To Ig}
T3 6 1 3

= azf + 2.7:% + 393% + dx129 + dx9x1 + 62123 + 62371 + X3T9 + TaT3

= o] + 225 + 325 + 8wowy + 127371 + 27075,

27

Exemplo 1.3.14. Considere a matriz A = Vamos determinar a forma qua-

drdtica associada a A.

Solucao:

X1
X2

JERER

= Qﬁ + 4x§ + Tx129 + 3T921

Q(ﬂﬁl,@) = [

= 227 +4z5 + 107,75,

Exemplo 1.3.15. Vamos determinar a matriz simétrica em relacao a matriz

|

=5 ¢ uma matriz simétrica. Entao

14 0| |25
2010 8| |5 4]

Vamos determinar a forma qua-

A+ AT
2

42

Exemplo 1.3.16. Considere a matriz S =

Solugdo: Temos que

2+2 743
3+T7 4+4

2 5

drdtica associada a S.
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Solucao:

Q<x17 1'2)

MEEEEES

fo + 4x% + 5r129 + Droxy

227 + 423 + 107, 7y,
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Capitulo 2

Formulas Fechadas

2.1 Raizes de Equacoes Polinomiais de Grau 1

Consideremos a equacao ax + b = 0 com coeficientes em R e a # 0. Entao,

uma solugao, temos que isolar z, por meio de operagoes basicas. Segue que
ar+b=0. (2.1.1)
Subtraindo b em ambos os membros, temos

ar+b—b = 0-0

ar = —b.

Dividindo ambos os membros por a, temos

ax )
a a
—b

r = —.
a

Exemplo 2.1.1. A solugdo da equagio 3x — 7 = 2x + 3 € obtida adicionando 7 a ambos

os membros e subtraindo 2x a ambos os membros, como seque,

3r—T7+7 = 20+3+7
3r —2x = 2x—2x+10
r = 10.
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Portanto,

S = {10}

No exemplo ([2.1.1)) ndo mencionamos a base da equagao, logo, consideraremos

a base real, por conveniéncia. Atentamos ao préximo exemplo.

Exemplo 2.1.2. Vamos encontrar uma solu¢io para a equagio v — 3 = 8z + 3 em Z[z].
Solucao: Por meio de operagoes basicas, isto é, adicionando 3 aos dois lados

da igualdade e subtraindo 8r aos dois lados da igualdade, temos,

r—3+3 = 8¢ +3+3
r—8r = 8 —8x+6
—7r = 0.

T = —=

Como a equacao possui coeficientes inteiros, a solugdo encontrada ndao pertence

a Z. Portanto, a solugio da equagio em Z[x] é vazia.

2.2 Raizes de Equacoes Polinomiais de Grau 2

Vamos considerar o polinémio p(z) = z? + 2z + 63 de grau dois e monico, ou
seja, o coeficiente do termo de maior grau é 1.

Fazendo p(z) = 0, obtemos a equaciao quadrética 0 = x* + 2x + 63. Pois bem,
por mais que tentemos isolar a variavel z, nao vamos conseguir uma resposta que tenha
somente nimeros, entao recorreremos a regra de completar quadrados, da mesma maneira
que os babilonios faziam a mais de trés mil anos atras.

Escrevemos a equacao da seguinte forma:

2 +2r—63 = 0
2*+2r = 63 (2.2.1)
r.(x+2) = 63

Podemos traduzir a equagao (2.2.1]) da seguinte forma: A drea de um retangulo
de largura desconhecida e comprimento 2 a mais que a largura possui 63 unidades.
O retangulo pode ser decomposto de forma, que possamos transforma-lo num

quadrado.
Dai,
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2+ 2x = 63
22 +2r+1 = 63+1
(x+1)?2 = 64.

Logo, temos dois quadrados sendo igualados, e que facilmente concluimos que

Vamos agora revisitar algumas ideias.

Consideremos um quadrado de lado (a+b), assim sua area serd (a+0b).(a+b) =
(a + b)?. Desenvolvendo esta multiplicagdo termo a termo, teremos a® + 2ab + b*. Este
pequeno resultado terd um papel importante na construcao de uma forma de resolver
equagoes de 2° grau. Ainda nesta procura de uma férmula resolutiva voltemos numa
propriedade dos dominios de integridade. Sejam a e b pertencentes a um corpo , temos

que

a-b=0<«=a=00ub=0.

Considere a equacio de 2° grau, az? + bx + ¢ = 0 com a # 0.
Devemos ajustar a equagao, de modo que a area de um retangulo seja deter-
minada, assim

ar’ +br+c=0= ax’+bx = —c.

Como queremos dividir um retangulo e transforma-lo em um quadrado, divi-
dimos a equacao por a em ambos os lados da igualdade
2 + é cxr = —E.
a a
Agora temos um quadrado de lado x, mais um retangulo de lados b,/a e .
Este retangulo dividiremos em duas partes iguais deixando o lado x para unir

com o quadrado.

b
2a’

m2+2<b>-x:—c.
2a a

Teremos entao, a necessidade de completar um quadrado pequeno de lado

Os novos retangulos terao lados x e assim

b, 2a, entdo devemos adicionar em ambos os lados da igualdade, um quadrado b? 4a?,
desta forma o primeiro membro definitivamente representara um quadrado e o segundo

membro aumentard sua area em b? 4a?, entdo
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2 o b N b? c N b?
T — ) zt+t—=—4+—.
2a 4q? a 4a?

Ao completarmos o quadrado temos no primeiro membro da equacao, ou seja,

no lado esquerdo da igualdade, um quadrado perfeito, que podemos fatorar, logo

b 2 ¢ P

x+—| =—+ —.

2a a  4a?

Pronto, estamos a um passo para isolar a varavel z. Extraindo a raiz quadrada

em ambos os lados da igualdade e supondo que

c+672_b2—4ac>0
a  4a?2  4a? ’

temos

Devemos isolar a variavel = e ajustar a férmula para que fique sintética, por-

tanto

_ b e
v 2a a 4a?
b —4ac + b2
r = ——
2a 4a?
_ N/
v - E 2b dac. (2.2.2)
a

A solucao da equagio az® +bx +c =0 é

o {—b— Vb2 —4dac —b+ /b2 —4ac}
o 2a ’ 2a '

Exemplo 2.2.1. Vamos determinar a solucao da equagio x* + 8xr — 12 =0 em R.

Solucao: Primeiramente, adicionamos 12 em ambos os lados da equacao

asstm
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2 +8r—12 = 0
48 —12+12 = 12
2+ 8 = 12
24240447 = 12447
r? +8x+16 = 28
(x+4)* = 28
r+4 = +/28
r = —44++/28
T o= —4+2V7.

Portanto, a solucdo real da equacio x> + 8x — 12 =0 é

S={-4-2v7,-4+2V7}.

Por outro lado, poderiamos usar a férmula para determinar as solugoes
da equacgao, a partir de seus coeficientes. Desta forma, estamos dando lugar ao fato de que
a formula resolutiva é o meio principal para se chegar a uma resolucao. A questao é que,
este algoritmo se torna suficiente e sintético por usar apenas a substituicao dos coeficientes
pelas letras da formula. O que queremos ressaltar é que este método se sobressai a todos
0s outros por ser mais conveniente e manipulavel, porém, resulta numa simples técnica
de substituicao o que deixa de lado o principal motivo pelo qual as solucoes de equacoes
de segundo grau sao realmente obtidas. Nao obstante a este conceito, na Geometria
Analitica, o método de completar quadrados é de suma importancia, pois é um meio de

se obter equagoes de conicas a partir de equagoes mais gerais. Vejamos mais um exemplo.

Exemplo 2.2.2. Consideremos a equagio x*+y*+6x — 12y —4 = 0. Vamos determinar
a conica gerada por essa equagao.

Solucao: Determinaremos um quadrado perfeito com as vardveis x ey, logo
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2y +6r—12y—4 = 0
P +6r+yt—12y = 4
2 4+2-3-0+3+y*—2-6-y+6° = 4+3°+6
22 +6x+9+9y°—12y+36 = 4+9+36
(z+3)*+ (y—6)* = 49
(z+3)°+(y—-6)? = 7%

Portanto, trata-se de uma circunferéncia de raio 7 e centro em (—3,6).

2.3 Raizes de Equacoes Polinomiais de Grau 3

Em 1545 a resolucao das equacgoes de polinomios de grau 3 tornou-se conhecida
pela publicagao da Ars Magna de Geronimo Cardano (1501-1576). Mas, nao foi Cardano
quem descobriu o problema de determinar uma férmula para resolucao de equagoes ci-
bicas. A ideia veio de Niccolo Tartaglia (cerca de 1500-1557) e ainda Cardano deixou de
dizer na Ars Magna o juramento que havia feito a Tartaglia de ndo revelar o segredo.
Scipione del Ferro (1465-1526) professor de matematica em Bolonha, também fez parte
dessa histéria de descobertas.

Vamos ao método para a resolucao de equacoes polinomiais de grau 3.

Considere a equacao geral ax® + bx? + cx +d = 0.
Fazendo * = y — b,3a, com o intuito de eliminar o termo quadratico, e

dividindo apdés a substituicao por a, chegamos a
v’ +py+p=0,

comp=c—b’/3eq=2b27—bc,/3+d.

Fazendo, y = u + v com u e v, ambos nao nulos, temos
(u+v)> +pu+v)+p=u’+0°+q+ (3uv + p)(u +v).
Dali,

ud+ v = —q
uv = —p.
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Fazendo v = —p,3u, tem-se

3

6 3 P
——=0.

U+ qu 97

E substituindo «® = ¢, obtemos

p3

24+ gt — .
T

Por fim, ao resolvermos ¢, temos

2mi

Portanto, tomando w = 75 , uma raiz ctibica da unidade e que satisfaz w3 = 1,

teremos as formulas resolutivas

n
Yo
Y3

U+ v,
wu + w?v, (2.3.1)

wu =+ w.

Portanto, para determinar as rafzes da equacio ax® + bz? + cx +d = 0 com

a = 1, temos que determinar as raizes de y® + py + p = 0 pelas férmulas de Cardano e

subtrair delas %

Exemplo 2.3.1. Vamos eliminar o termo de grau 2 da equagio polinomial 23 — x> — 3z +

3=0.

Solugcao: Devemos substituir xt =y —b,/3a e comoa =1 e b= —1, temos

1)~ 63

2 1
> —3(y+3)+3 =0
10 52
3
_ === = 0
Y397 97

Exemplo 2.3.2. Vamos aplicar as formulas de Cardano para resolver a equagdo polino-

mial x3 — 4z + 3.
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Solucao: Observamos que p = —4 e q = 3, substituindo nas equagoes, temos
a3, [F_C0 d 3 [B (ap
N2V T o7 o Va T o
3 3 n 32 N (—4)3 N 3 32 n (—4)3
Ty = wA|l—= — Wil —= — 1] —
2 2 421 2 4 217

o4 3 N 32 . (—4)3 . 3 32 (—4)3
Tz = WA|l—= — WAl —= .
3 2 4 27 2

; 3+ 13 L
X = —_— - —
! 2 108
T = w3—§+ —£+w23—§— —13
S 2 V108 2 108’
r3 = w23—§+ —£+w3—§— —13
5 2V 108 2 108

Para a equagdo do exemplo ([2.3.2)), é facil verificar que 1 é uma raiz, mas nas

solugoes pelas formulas de Cardano, nao apareceu explicitamente esta raiz. Desta forma,

podemos mostrar que a primeira solugao é realmente igual a 1.

3 [ 13 3 13
Exemplo 2.3.3. Mostre que il—Q + ~108 + il —5 - \/?08 =1.

Solugdo: Sabemos que a equacao que é satisfeita por

{3 (18 43 [1
2 108 2 108

éx3 —4x+3=0. E como 1 € raiz, usaremos o dispositivo de Briot-Ruffini. Assim

1 0 -4 31

1 1 -3 0

Portanto, 2* — 4z +3 = (z— 1) (¢* +- 2 —3) e 2” + 2 — 3 = 0 possui {572}

como raizes irracionais. Logo
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Exemplo 2.3.4. Vamos agora resolver a equacdo polinomial x® — 322 —x + 6 = 0.
Solugao: Substituindo x =y + 1, temos
(y+1P°-3y+1)*—y—1+6=0.
Ezxpandindo, temos
y® — 4y + 3.
Observamos que p = —4 e g = 3, substituindo nas equagoes e fazendo as contas,

chegamos em

_ g3, 18 g 3 J 13
o= 2 108 2 108’
3, . 3 13
P _— w _—— — J—
Y2 "9 108 2 108’
+ . 3 13
—= wy| —= —
Y 108 2 108

A solucdo da equacio x° — 32> — 2 +6 = 0 € dada adicionando 1 nas solugoes

em termos de y, ou seja, v1 =y1 + 1, xo =y2 + 1 e 3 = y3 + 1, assim

T — 3_§+ _E_i_g_%_ _£+1
o 2 108 2 108
s §+ 13 e 3 13 O
2T W\ Ty 108 TY N\ 2 108
- 3+ 13 s 3 13 O
Ty = WAl —= ——— FwA| = — 4/ — .
K 2 108\ 2 108

Por curiosidade, a solugdo da equagdo pode ser escrito na forma mais simples,

que €

2

(

1+v13 1—-+13

2

2

2.4 Raizes de Equacoes Polinomiais de Grau 4

Escrito na Ars Magna:

dido..."

"

4 serd nosso objeto de estudo nesta segao.

...6 devida a Luigi Ferrari, que inventou a meu pe-

, por Cardano, o método de Ferrari para resolucao de equagoes polinomiais de grau
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Vamos considerar a seguinte equagao

ax* +bad + ex’ +de+e=0.

Sem perda de generalidade, vamos assumir a = 1, dai

b+ et +de+e=0.

Deixando os dois primeiros termos no lado esquerdo, ou seja no primeiro mem-

bro e completando quadrado no primeiro membro, temos

vt +br® = —(ca® +dx+e)
" 3 bz \’ 9 bz’
()" + bax® + 5 = —(cx®+dx+e) + 5

2 2
<x2—|—b;> = (Z—c)xQ—dx—e.

Agora sem atrapalhar o primeiro membro, devemos transformar o segundo
membro também em um quadrado perfeito. Uma estratégia é adicionar em ambos os
2 2 1
membros y* + 2y(z* + 5bx).
Dai

2 br)” 2 2 1 b 2 2 2 1
:1:+? +y —|—2y<x +2bx> = Z—ca:—da:—e+y +2y<x +2ba:>

<<a:2+b§>+y>2 = <2y+li—C>x2+(yb—d)x+(y2—e).

Para definitivamente transformar o segundo membro em um quadrado perfeito,

vamos forcar o discriminante em termos de y ser igual a zero. Dai

A =0
b2
(yb—d)2—4-<2y—|—4—c>-(y2—e) =0

8y* — dey® + (2db — 8e)y + (4ec — eb® — d*) = 0.

Ao escolher a raiz y, o segundo membro se transforma em um quadrado per-
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feito, pois seu discriminante é nulo, dai com « e 3 convenientes a equacao se tornara

((932 + b;) +y> = (az + B)*.

Por fim, a equacao é resolvida mediante a resolucao das duas equagoes de grau

2:
<x2+b2x> +y=(ax+ )
e
<x2 + b;) +y=—(ax+p).
Exemplo 2.4.1. Vamos resolver a equacio x* — 423 — 222 + 122 — 3 = 0.

Solucao: Vamos separar a equagdo em dois membros quadrdticos e eliminar o

termo cibico, entdo

ot — 42 — 222+ 122 -3 = 0
gt —42® = 2% — 122+ 3
()2 — 42® + 42® = 227 — 122 + 3 + 427
(#* —22)* = 62° — 122+ 3.

Acrescentando y* + 2y(x® — 2x) em ambos os membros, temos

y? +2y(2® — 27) + (2 — 22)® = 62° — 120 + 3 +y* + 2y(a® — 22)
(y+2® —22)* = 62 +2y2* — 120 — dyx +y* + 3
(y+ 22 —22)* = (6+2y)2® — (124 4y)x +y* + 3.

Fazendo o discriminante do sequndo membro igual a zero, ou seja, A = 0,

obtemos uma equagdo auxiliar em termos de x, para determinar um valor para y, assim

A =
(12 +4y)* —4-(6+2y)- (y* +3) =
—8y* — 8P+ T2y + T2 =
Yy -9y -9 =

o o o o
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Uma simples verificacio concluimos que f(—1) = 0, substituindo y = —1 na equagao,

temos

(—1+2?—22)? = (6—-2)2>—(12—4)z+1+3
(=142 —22)* = 42° -8z + 4.

Portanto, teremos que resolver duas equagoes, que sao

1 +22—20 =222

ou
1+ 22 =20 =—22+2.

Logo, a solugio da equagio é {/3, —/3, =2 — /3, =2 + /3}.
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Capitulo 3

Irredutibilidade de Polin6émios e

Fatoracao

Nesta secao vamos discorrer sobre a polinomios irredutiveis, fatoracao de po-

linémios, relagdo de Girard e alguns critérios de irredutibilidade.

3.1 Polinémios Irredutiveis

Definicao 3.1.1. Sejam K um corpo, f(z) € K[z|, g(x) € K[z] e h(z) € K[z]. Dizemos
que f(x) é irredutivel se, e somente se, f(z) = g(z)h(x), entdo g(z) ou h(x) é polinémio
constante nao nulo sobre K. Caso contrario dizemos que o polinémio f(x) é redutivel
em K[z|. No entanto, um polindémio f(z) é redutivel em K[x] se, e somente se, existem
polindémios g(z) e h(z), tais que f(z) = g(x)h(z), com 0 < d(g(x)) < I(f(z)) e 0 <
O(h(x)) < O(f(x)).

Exemplo 3.1.1. Considere o polinomio f(z) = 2> +z + 1 € Q[z]. Suas raizes sio

complexas, pois seu discriminante € negativo. Portanto, € irredutivel em Q|x].
Proposigao 3.1.1. Todo polinomio em K[x| de grau 1 € irredutivel.

Demonstragio. Seja f(xz) de grau 1 e se f(z) = g(x)h(x), entdo I(f(x)) = d(g(x)) +
O(h(x)). Pela hipétese, concluimos que 9(g(x)) + 0(h(z)) = 1. Logo, se a soma dos graus

é 1, entao g(x) ou h(x) é polindmio constante nao nulo sobre K. O

A proposicao seguinte é oriunda do teorema fundamental da aritmética e do
fato que o corpo C dos niimeros complexos ser algebricamente fechado, demonstrado pela
primeira vez, por K. F. Gauss (1777-1855), em 1848.

Proposicao 3.1.2. Um polinomio sobre um corpo K algebricamente fechado é irredutivel

se, e somente se, tem grau 1.
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Demonstra¢io. Como K é algebricamente fechado, entao existe um a € K, tal que f(«a) =
0 e que f(z) é irredutivel em K[x]. Temos que, (z — « | f(z)), desta forma, existe um
g(x) € K em que f(z) = (z — «a) - g(x). Como f(z) é irredutivel, tem-se que g(x) = c,
onde ¢ é uma constante, logo f(z) = cx — ca, concluimos que J(f(z)) = 1. A reciproca é
verdadeira, pela proposi¢ao . O

Para entendermos melhor sobre irredutibilidade, vamos estender nossos con-

ceitos.

Definigao 3.1.2. Seja um corpo B e um corpo A, chamamos B de extensao de A se
ACB.

Exemplo 3.1.2. O corpo R dos nimeros reais é uma extensao do corpo Q dos nimeros

racionais e o corpo C dos nimeros complexos é uma extensdo de R e também de Q.

QcRcC.

Exemplo 3.1.3. Considere o polinomio f(x) = z* — 9. Vamos expressar o polindmio
irredutivel em cada extensao.

Solugdo: f(z) = x* — 9 pode ser fatorado pois é uma diferenca de quadrados,
logo f(x) =x* —9 = (2% — 3) - (22 + 3) em Q[x] em que os fatores sdo irredutiveis sobre
Q.

Seguindo este raciocinio, vamos fatorar mais uma vez o primeiro fator, pois
ainda se trata de uma diferenca de quadrados, assim temos f(x) = z* — 9 = (2? — 3) -
(224 3) = (x —V3) - (z+3) - (22 + 3) em R[z] e que agora os fatores sio irredutiveis
sobre R.

Por fim, fatoramos o terceiro fator sobre o corpo dos complezos, entio f(x) =
14—9 = (22-3)-(22+3) = (v—V3)-(2+V3)-(2?243) = (z—V3)-(z+/3) (z+iv/3)-(x—iV/3)
em Clz].

Neste exemplo, vimos que f(z) é redutivel em Q[z], mas ndo possui raizes em
Q[z]. O mesmo vale para o corpo dos reais, mesmo tendo raizes reais, mas ainda possui
raizes complexas, o que faz de f(z) =2 — 9= (22 = 3) - (22 +3) = (v —V3) - (z +V/3) -
(22 + 3) ser nesta forma irredutivel sobre R. Finalmente, o polinémio pdde ser fatorado
por completo, o que faz existir uma igualdade de decomposigao de f(z) em polindmios

irredutiveis sobre C.

Exemplo 3.1.4. Vamos determinar se o polinomio f(z) = z* + 2% — 42? — 2z + 4 ¢
irredutivel ou ndao sobre o corpo Q.

Solugio: As possiveis raizes racionais sao {£1, £2, £4}. Fazendo o teste,
temos que f(1) =0 e f(—2) = 0. Mas, as duas raizes restantes ndo sio racionais e pelo

dispositivo de Briot-Ruffini, temos
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11 -4 =2 4|1

1 2 -2 -4 0|-2.

1 0 -2 0

Portanto, f(x) = (x—1)-(x+2)-(2*—2), um produto de polinémios irredutiveis

sobre Q.

Teorema 3.1.3. (Teorema Fundamental da Algebra em R[z]) Todo polinémio f(z) com

coeficientes reais e grau n > 1 se escreve, a menos de ordem, como

flz)=a-(zx—a)™ ... (x— )™ -pr(x)™ ... ps(x)™,

em que a € R\{0} é o coeficiente lider de f(x), a1, ...,k sdo as raizes reais distintas
de f(z), pj(x) = 2* + bjz + ¢; sdo polinomios distintos com coeficientes reais, tais que
b? —4¢; < 0, para todo j =1, ..., s e por fim ry, ... 7 n, ..., ng € NU{0}, tais que
r4+...+7r+2n1+ ...+ 2n, =n.

Exemplo 3.1.5. Vamos fatorar f(x) = x* + 22* — 2 em polindmios monicos irredutiveis
em R[z].
Solugdo: Chamando x? = vy, temos de resolver apenas uma equagio polinomial

de grau 2, assim suas raizes podem ser facilmente calculadas, entdo

¥ +2y—2 = 0

V42 = 2

v +2+1 = 3

(y+1)? = 3
y = —1++/3.

T = -1+
Ty = -1 -
3 = —\—14+/3,

V3

v = —\-1-

Observe que temos duas raizes reais e duas raizes complexas, logo f(x) pode

ser escrito como um produto de fatores polinomiais irredutiveis em R[z], entao
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f(x)z(m— —1—|—\/§>-<x+ —1+\/§>-(x—zl)-(x—22),

em que (v — 21) - (¥ — 22) = (22 + /3 + 1) sdo as raizes complezas, portanto

f(:v):(x— —1+\/§)-(x+ —l—l—\/§>-(9€2+\/§—l—1)

¢ a fatoracdao em polindmios maonicos irredutiveis sobre R.

Proposigao 3.1.3. Seja f(z) um polinomio de graun > 1 sobre um corpo K algebricamente
fechado em que seu coeficiente lider é denotado por a. FEntao podem ser determinados

{a1, g, ..., an} € K tais que

fl@)=alr—a1) (z—ag) ... - (x — ay).

Demonstragcao. Vamos usar inducao sobre n, entao para n = 1, o grau do polinémio ¢ 1,
logo f(z) = ar+b=a(x — (=b/a)).

Para n > 1, supomos que a proposicao seja verdadeiro para todo polindmio
de grau n — 1. Como {ay, s, ..., a,} € K, pois é algebricamente fechado, temos que
f(z) = (x — aq)g(x), com g(x) de grau n — 1. Pela hipétese, ¢(x) = a(z — az) - (x — ag) -
...+ (z — ay,). Portanto, como o coeficiente lider de ¢(z) é a que também ¢é de f(x), logo
flx)=alx —ay) - (x —ag) ... (z — ay). O
Exemplo 3.1.6. Vamos expandir o polinomio f sabendo que o coeficiente lider € 2 e suas

raizes Sao {1, —%, %}

Solucao: Pela preposicao podemos escrever o polinomio na forma

f(x>:2(x—1)-(x+;>-(x—;>.

Agora é so desenvolver o produto, que serd a forma expandida do polinémio
f(z), entao

o = e (o) e
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3.2 Polindbmios Simétricos

Defini¢ao 3.2.1. Seja K um corpo e f um polindémio em K[zq, ..., x,| entdo f é simé-

trico se f(@p(1)s - - -, Tp(n)) Para qualquer permutacao ¢ em S,. Ou seja,

f(l‘l, ey Z)Sn) = f(x‘p(l), ey :L‘(p(n))

para todas as bije¢oes p: {1, ..., n} — {1, ..., n}.

Exemplo 3.2.1. Considere o polinémio f(x1,xs) = 23+ x5 — 2129 em K[x1, z9]. Observe
que o polindmio é simétrico, pois f(x1,x9) = B3 +12—2109 = f(22,21). Podemos verificar
numericamente, assim f(1,2) =12422—-1-2=144-2=3¢ f(2,1) =224+12-2-1=
441-2=23.

Exemplo 3.2.2. Considere o polinémio f(x1,12) = 2% + 23 — x1 em K[z, 15). Observe

que o polindmio ndo é simétrico, pois f(x1,22) = 23 + 23 — 11 # f(12,71).

Exemplo 3.2.3. Os polinomios escritos na forma

0 0 0
So = Ty tary+...+x,,
1 1 1
S1 = rit+ry+ ...+ x,,
2 2 2
Sog = T|+a3+...+1x,,
k k k
S = x|y t+ry5+ ...+,

s40 SImétricos.

Exemplo 3.2.4. Seja o polinomio geral
fle)=(z—x1) (x—x2) ... (x —2p_1) - (T — )
sua forma expandida é
f@)=a" — o™ + 0" P+ 4 (=1 o2 + .+ (—=1)"0,.
Os coeficientes de f sao expressoes definidas como:

oy = T1+...+2x,

Oy = T1To+XT1T3+...+Tp 1Ty
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Essas fungoes simétricas sao as elementares de Girard.

Vamos escrever os polindmios simétricos da defini¢ao (3.2.1) em duas e trés
variaveis em funcao dos coeficientes de um polinémio de grau 2 e 3 respectivamente, nos

exemplos a seguir:

Exemplo 3.2.5. Vamos considerar o polinomio de grau 2, na forma f(x) = (xr — x1) -
(x — z3) com coeficiente lider a = 1. Ezpandindo, temos f(x) = x> — (x1 + x2) - &+ 21 - T3

sendo que 01 = x1 + T2 a soma das raizes e oo = X1 - Ty 0 produto das raizes, seque que

s = 2V +ai=14+1=2

1 1
S1 = X +x,=21+Ty=07.

Paran > 2, temos que 27 + x5 = (z1 +22) (27 + 25 — zywe (22 4+ 2572),

seque que
2 2 2-1 2-1 2-2 2-2 2
Sg = w1+ x5 = (x;+x2)(xy  + a5 ) —xxe(x] “ x5 7)) = 0151 — 0259 = 0] — 209.
S3 = Z'?—F.Qfg:Ung—UQSl :O?—30'102.
S4 = lel+$421:0183—0'282:0'11—40'%0'24-20';.
Sy = O01Sp—1 — 09Sp,_2 CcOM N = 2.

Exemplo 3.2.6. Vamos considerar o polinomio de grau 3, na forma f(x) = (x — x1) -
(x — x9) - (x — m3) com coeficiente lider a = 1. Ezpandindo, temos f(z) = 2° — (z1 +
Ty +x3) 22+ (01 - To + 21 - T3+ To - T3) T — Ty - Ty - T3 Sendo que 01 = Ty + Ty + T3 a
soma das raizes, oo = X1 - To + X1 - T3 + To - X3 a soma das raizes tomadas dois a dois e

03 =1 - T9 - T3 0 produto das raizes, seque que

so = ) +ad+ay=1+1+1=3.
ST = x%+x§+x§:x1+x2+x3:al.

Sy = x%—i—x%—kxg:(x1+x2+x3)2—2(x1-x2+x1'x3+x2'x3):05—202.

Para n > 3, temos que a7 + a8 + 2§ = (z1 + 29 + x3)(2f '+ 2y Faf ) —
(21 - Ty + 21 - T3+ +ag - w3) (@ 24 2y 2+ 2 ) by xg - as(2) T+ 2h P 4 287?), seque

que
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3 3 3 2
S3 = I]+ x5+ X3 =01S2 — 0251 + 0350 = 01(01 — 202) — 0901 + 303 =
= O'?—30'10'2+30'3.
4 4 4 3 2
sy = x)+ x5+ x5 =01(0] — 30109 + 303) — 02(0] — 209) + 0301 =

= o) —40l0y + 40,03 + 203,

Sy, = 01Sp—1 — 09Sp—9 + 03S,_3 com n = 3.

Estes resultados serao usados na secdo 4 e 6 no teorema de Sylvester. Uma
aplicacao interessante é dada também em problemas sobre equagoes polinomiais que apa-
recem calculos exagerados como soma de poténcias de suas raizes e a solucao se torna
viavel através dos polindmios simétricos aqui apresentados pois, nao precisamos conhecer

as raizes do polindmio. Vejamos um exemplo:

Exemplo 3.2.7. Considere a equacdo polinomial 2> — 4x + 1 = 0. Sabendo que x1 e x9
sdo raizes da equacdo vamos determinar x$ + x5.
Solucao: Temos que o1 =4 e 09 = 1 e lembrando que s, = 01S,_1 — 025,_3,

entao

so = ) +ai=1+1=2

s = x}%—x;:a:l—i—xg:al:él.
So = .T%‘f‘l'g20'181—0'280:4'4—1'2:14.
S3 = x:f_f—xg:ngQ_O-QSl:4'14_1'4:52.

Sy = x%+x§:alsg—0252:4-52—1-14:194.
S5 = ZE?—{—QSg:0184—0283:4-194—1-52:724.
s¢ = a0 +aS =055 — 095y =4-724 —1-194 = 2702.

Portanto, x% + 2§ = 2702.
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3.3 Relacoes de Girard

As relagoes de Girard é um caso particular das fungoes simétricas e sao cha-

madas de polinémios simétricos elementares.

Exemplo 3.3.1. Seja x1 e xo duas raizes reais ndao necessariamente distintas de um
polinomio quadrdtico. Podemos escrever o polinomio em sua forma fatorada e sem perda

de generalidade consideraremos o coeficiente lider igual a 1. Entdo,

p(x) = (z = 1) - (x = 22).

Desenvolvendo o produto, temos

p(z) = 2 — (21 + 22)T + 2179

Observe que os coeficientes do polinomio em sua forma expandida estao em
termos de suas raizes, assim temos que S = x1 + x9 € P = x1x9. Chamamos esta relagdo

de soma e produto.

Agora vamos obter as relagoes para o caso de um polinémio de grau 3, sendo
que p(x) = az® + bx® + cx + d.

Exemplo 3.3.2. Vamos obter as relagoes de Girard para equagio p(x) = a(x — xq)(z —
x9)(x — x3) com a # 0.
Solugdo: Desenvolvendo o produto e igualando em sua forma geral expandida,

temos

p(r) = alz —x)(r - x)(r — x3)

(
az® + b’ +cx+d = alr—x)(z — 22) (7 — 23)
(

ar® +br* +cx+d = a((x® — 21 + 20+ 23)2% + (2170 + 1123 + ToT3)T — T17973)
s by ¢ d
x>+ aa: + am + o= — (21 4+ 23 + 23)2? + (2129 + L1203 + ToX3)T — T1To73

Pela igualdade de polinomios, temos
—(iL‘l + i) + 1‘3)

= (179 + 1173 + T273)

= —X1X2X3.

Ll 2o s

Observe que ha uma permutacao das raizes do polinémio e de uma forma geral

e podemos escrever as relagoes de Girard de uma equacao polinomial de grau n em que



Irredutibilidade de Polinomios e Fatoragao 69

p(z) = apz™ + Ap_12" 1 4. .. 4 a1 + ap como uma soma um a um, dois a dois, trés a trés

e assim sucessivamente.

Exemplo 3.3.3. Sejam 1, xo e x3 raizes do polinomio p(z) = x3 — 8z% + 17z — 10.
Vamos calcular x% + x3 + 3.

Solugdo: Pelas relagoes de Girard, temos que
e (1 +x3+1x3) =8
e (z1m9 + 13 + T23) = 17.
e x1x9x3 = 10.

Consideremos o quadrado da soma das trés raizes, assim aparecerd a soma dos

quadrados das raizes em seu desenvolvimento, logo

(1 + w9 +23)? = 22+ 23 + 23 + 20109 + 22123 + 27073
(8) = a? + a3+ 23 4 2(x120 + 1173 + ToT3)
64 = ai+a;+a;+2-17
]+ +a5 = 64— 34

2} +a5+25 = 30.

3.4 Um Critério de Irredutibilidade

Um critério muito util de irredutibilidade em Q[x] é o de Eisenstein, por ser
de facil entendimento e por possuir uma aplicabilidade mais pratica e condizente a um

nivel basico de ensino na Matematica.

Teorema 3.4.1. (Critério de Eisenstein) Seja o polindmio f(z) = a,z" + a,_ 12" +
...+ a; +ag em Z[z]. Se existe um nimero p primo tal que p{a,, p|ag, ..., p| an_1 €

p? 1 ap. Entdo, p(z) ¢ irredutivel em Q|x].
Demonstrag¢io. Suponhamos por absurdo que f(x) seja fatorado, tal que f(z) = g(x)q(z)

sendo que g(z) e q(z) estejam em Z[z]. Segue que

g(x) = ba" +be_1x" 4+ 4+ by +ag

Q(x> = Csxs —I— Cs—ll‘s_l + e ‘l_ Cl + CLO

Ainda, a2+ ap_ 12" +. . +ay +ag = (bpa” + b2+ 4+ by +ag)(csrt +

Cs 175 P+ ...+ ¢+ ag). Como ag = bycy e p | ag, entdo p | by ou p | ¢g. Suponhamos
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que p | by e como p t b.cs, entdo p 1 b.. Sendo que p { b, pois t é o menor indice,
tal que 0 < t < r < n, tem-se p | bg, p | b1, ..., p | by_1 e p 1 b. Desta forma,
a; = bocs + bicy1 +bacy o+ ...+ b1c1 + b+ coep|ay, poist < n, entdo p | bey. Se

p1 o, entao p | by, o que é um absurdo. ]

Exemplo 3.4.1. Considere o polinomio f(x) = z*° + 15z + 3 € Z[z]. Determine se f(z)
¢ irredutivel em Qlz].
Solugao: Considerando o nimero primo p = 3, temos que 3|3, 3|15, 311 e

321 3. Portanto, pelo critério de Eisenstein f(x) é irredutivel em Q[z].

Exemplo 3.4.2. Seja f(x) = 2™ — p, com p primo, para todo n > 1 tem-se que f(x) é
irredutivel em Q|x].
Solucao: Para n = 1 € imediato. Para n > 2, pelo critério de FEisenstein,

tem-se para p primo, claramente f(x) € irredutivel em Q[x].
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Capitulo 4

Aplicacao da Derivada e a Existéncia

de Raizes

Vamos utilizar neste capitulo um conceito do calculo muito importante, a
derivada de um polinémio. E um assunto de facil entendimento e manipulacdo, pois
estaremos trabalhando com polindmios em uma varavel e por esse motivo, este conceito
pode e deve ser empregado no ensino de polindmios para séries do Ensino Médio. Vale
ressaltar, que na fisica, a derivada é bastante explorada em cineméatica, em calculos de
distancias, velocidade e aceleragdo em relagdo ao tempo. Vamos comecar definindo a
derivada, para inicialmente adotarmos um critério para decidir se uma determinada raiz
do polinémio tem multiplicidade, ou seja, se as raizes se repetem para o polindmio em

questao.

4.1 A Derivada de um PolinOmio

Definigao 4.1.1. Sejam K um corpo e f(z) = ap + a17 + asz* + ... +a,2" € K[z], sua

derivada é definida como f'(x) € K|x] e escrita como o polinémio
f'(x) = a1 + 2ap2 + 3asz® + ... +naz" . (4.1.1)

Observagao 4.1.1. 1. Se o polinémio for identicamente nulo, definimos f'(z) = 0.
2. Se o polinomio for constante, a derivada serd o polinomio identicamente nulo.

3. Para grau n > 1, vale a regra definida em .

Exemplo 4.1.1. Considere K um corpo e o polinomio p(x) = 23 — 522 + 3z +7 € K|[z].
A sua derivada é p'(z) = 32% — 10z + 3 € K|z].

Definigdo 4.1.2. Seja f(z) = ag+a1v+az®+ ... +a,2" € K[z] e pondo f(x) = f/(z)
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definimos as derivadas sucessivas de f por
FED () = (F YD () com cada k € N. (4.1.2)

Exemplo 4.1.2. Considere o polinomio p(z) = z* + 323 — T2* + 92 — 13 € Clx]. As suas

derivadas sucessivas $ao:
e pW(2) = 42° + 922 — 142 +9,
e p?(2) = 1222 + 18z — 14,
o p¥)(x) =241 + 18,
o pW(z) = 24,

¢ pO(z) =0.

4.2 Raizes Multiplas

Definigao 4.2.1. Sejam K um corpo, f(x) € K[z] ndo nulo e o uma raiz em K de f(z).
Se existe um nimero natural positivo m tal que f(z) = (z — a)"q(z) com ¢(x) € K[x] e

q(a) # 0, entdo a é uma raiz de multiplicidade m de f(z).

Proposigao 4.2.1. Sejam K um corpo, f(x) € K[z| ndo nulo e o uma raiz em K de

f(z). Entao, f(a) =0 e f'(a) # 0 se, e somente se, a € uma raiz simples.

Demonstracio. Como « é uma raiz, entao, podemos escrever

F(z) = (& — a)™ - g(x) com g(z) € K[a] e gla) #0.

Derivando, temos

[l@)=m-(z—a)"" g(z)+(z—a)" ().

Pela hipotese, g(a) # 0 e observe que f'(x) # 0 desde que m = 1, o que

demonstra a proposicao. ]

Proposigao 4.2.2. Sejam K um corpo, f(x) € K[z| ndo nulo e o uma raiz em K de

f(x). Para que a seja raiz maltipla de f(x), é necessario e suficiente que v seja também
raiz de f'(z).

Demonstra¢io. Sendo o uma raiz multipla de f(z), entdo existe um g(x) € K[z] com
g(a) # 0 tal que f(z) = (z — @)™ - g(x) com m > 1. Derivando f(z), temos f'(x) =
m-(z—a)™ ' g(x)+ (r—a)™- ¢ (xr). Comom > 1, entdo f’(a) = 0. Por outro lado,
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se f'(a) = 0 suponhamos, por absurdo, que « é raiz simples de f(x), entao f'(a) = g(«),

o que é um absurdo, pois f'(a) =0 e g(«a) # 0. O

Exemplo 4.2.1. Considere fungio g(z) = (x—2)*(z+1) e sua derivada ¢'(z) = 32*—6z.
Temos que g(2) =0 e g(—1) = 0. Por outro lado, ¢'(2) =0 e ¢'(—1) = 9. Portanto, a
fungao derivada g'(x) possui uma raiz que é a mesma da fungao g(x), o que garante sua

multiplicidade como podemos observar no grifico da figura .

] 31

Figura 4.1: Funcao polinomial com raiz multipla.

4.3 Teorema de Gauss-Lucas

Um resultado necessario para o estudo do teorema de Gauss-Lucas é o fecho
convexo e que definimos como o conjunto das combinagdes convexas dos pontos de X =

{z1,To,...,2,} C R? tal que é a menor regiao convexa do R? que contém o conjunto X.

Exemplo 4.3.1. Seja p(z) = 2* — 2% — 1922 — 2 — 20. Vamos determinar o fecho convexo
formado por suas raizes no plano complexo.
Solugio: As raizes de p(x) sdo expressas por zi,z2,z3 € z4 no plano como

mostra a figura:
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W

W

(ol ]

Figura 4.2: Fecho convexo das rafzes complexas do polinomio p(z) = z*—2*—1922—2—20.

As raizes de p(x) formam no plano um quadrildtero convexo, ou seja o fecho

convezo formado pelas raizes.

Exemplo 4.3.2. Seja p(z) = 2 + 22° — 2 — 2. Esse polindmio possui as 3 raizes reais.

Portanto o fecho convexo serd simplesmente um segmento de reta, como mostra a figura:
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W

Figura 4.3: Fecho convexo das raizes reais de p(z) = 2% + 222 — x — 2.

Teorema 4.3.1. (Gauss-Lucas) As raizes de p’ pertencem ao fecho convexo das raizes do

préprio polinémio p.

Demonstragio. Seja p(x) = (v —x1) - ... - (x — x,). Dividindo p'(x) por p(x), temos
! 1 1
ra) b
plz)  (z—a) (z — )

Suponha que « seja raiz de p’(z), mas nao de p(x). Ainda supondo por absurdo
que « nao pertenga ao fecho convexo das raizes de p(z), teremos por uma linha que
passa por « e esta linha ndo intersecta os pontos do fecho convexo de p(x), vetores

a—x1,...,a— T, que residem no semiplano determinado. Entao, os vetores

1 1

e
a— X a— T,

também residem no semiplano, pois

pa) (a—z) T (a—am)

Como % # 0 e isto é uma contradi¢ao, temos que a pertence ao fecho
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convexo de p'(x). O

Exemplo 4.3.3. Vamos mostrar o comportamento de um polinomio de grau 3 com raizes

complexas.

plx) = 1x* +2x" +1x+3 pi(x) = 3% +4x+1

Figura 4.4: Fecho convexo das raizes complexas de um polindmio de grau 3.

A figura , ilustra o grifico gerado pelo polinomio p(z) = 23+ 22 +x + 3,
cujas raizes complexas sao z9,z3 € a raiz real € z1. Observe que as raizes zy e z5 do
polinémio p'(x) = 32 + 4x + 1 estio dentro do poligono formado pelas raizes de p(z),

ressaltando que o plano em questao é complexo.

Exemplo 4.3.4. Vamos mostrar o comportamento de um polinomio de grau 3 com raizes

reais, nao complexas.
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pliix) = 3= +4x—1

p p(x) = 1x?+2x% —x—1 e

Figura 4.5: Fecho convexo das raizes reais, nao complexas, de um polinémio de grau 3.

A figura , ilustra o grdfico gerado pelo polinémio p(x) = x3 + 22° —x —
1, cujas raizes reais, nao compleras sio {z1, 22, 23}. Observe que as raizes zy e zs do

polinomio p'(x) = 32 + 4z — 1 estdo no mesmo segmento das raizes de p(x).

4.4 Teorema de van der Berg

Teorema 4.4.1. (van der Berg) Seja as raizes de um polinémio ctbico p que formam os
vértices do tridngulo ABC no plano complexo. Tem-se que, as raizes de p’ sdo os pontos

focais da elipse tangente aos lados do ABC' em seus pontos médios.

Demonstragao. Sejam e = e ¢ {z0, 21, 22} as raizes do polinémio p(x), selecionamos os
numeros, &, &1, & de modo que
=6+ +&, n=E6+betetern =8+ 6e’ + e (4.4.1)
Na qual podemos escrever, sob a forma

35() =20+ 21+ 2 s 351 =29+ 2182 + 29 € 3&2 =29+ 21€ + 2252. (442)
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Assumimos, que & = 0.

A curva &€ + &e %, com 0 < p < 27, é uma elipse cujo semieixos sdo as
bissetrizes exteriores e interiores do angulo &, 0&,, onde O é a origem, e os comprimentos
dos semi-eixos sdo iguais a |[&1]+[&| e ||&1]—[&2]|-

Observamos que, a curva considerada é a imagem do circulo unitario sob a

aplicacdo z — &1z + &Z. Além disso, se & = |&1]e™ e £]&]e??, entdo
p (; ) b
&e + Le ' = [6]ePF) 4 &),

O valor absoluto desta expressao atinge o seu maximo em ¢ = O‘—;ﬁ + km e seu
minimo em ¢ = QTJFB + 5 + km. Estes valores de ¢ corresponde as bissetrizes indicadas

anteriormente.

Lla

Seja f1 e fo os pontos focais da elipse &% + e ™, tem-se que 7 é um
numero positivo, logo

(&1l +El)” = (& ]-1€)* = 4l&&|.

Entao, fife = 4&&.

Considerando as equacgoes e que & = 0, mostramos que os vértices 2z,
21 € 25 do triangulo que tangencia a elipse considerada possui possui seus pontos médios
na propria elipse. Portanto, os pontos focais da elipse coincidem com a derivada da fungao
polinomial p(z). Os pontos focais da elipse satisfazem a equagdo 22 — £,& = 0 e as raizes
de p'(x) satisfazem 322 + 2021 + 2022 + 2122 = 0, i.e., 3(2% — &) = 0. O

Exemplo 4.4.1. Determine o polinémio p(x) com coeficiente lider igual a 1 em que suas
raizes sio os focos da elipse 442 + 400y* = 11.

Solugdo: Escrevendo a equagdo da elipse na forma candnica, temos

442 + 400y = 11

St A =1
(1) (%)
LA Y

Os focos sao dados por Fy = (xg — ¢, yo) € F» = (xg + ¢, yo), em que ¢ =

Va2 —b%. Para c, temos

) - () -
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Os pontos focais sao

1
F=(——+

1
Fy=(—+/ .
2 (20 89’0)

Portanto, o polinomio p(x) € escrito como

p(z) = (:Jc — 210\/@) (:B + 210\/@> .

Ezxpandindo a expressdo, temos

89
— 2
p(r) ==z 200°

Observe o grdfico da figura @ gerado pela funcao e a elipse dada.

c: 44x% 4 400y* = 11

-03

04

-05

-06

Figura 4.6: Gréfico gerado pela funcio p(z) = 2% — & e a elipse dada.
Exemplo 4.4.2. Vamos determinar a equagao da elipse e tal que o ponto (0,2) € e e que
tangencia internamente o triangulo em seus pontos médios, com vértices que sao afixos
equivalentes as raizes do polinomio q(x) = x> — 9z + 28.

Solucao: Pelo teorema , nao € preciso determinar as raizes de q(x).

Basta derivi-la e determinar suas raizes, que sdo os pontos focais da elipse, entao

¢ (z) = 32" — 9.
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Suas raizes sio —/3 ou /3. Portanto, os focos da elipse sio Fy = -3 e
B =43

A elipse claramente estd centrada na origem, pois o polindmio ¢'(x) tem raizes
simétricas, logo os focos também sao simétricos em relacao ao eixo y. Sabendo que o
ponto (0,2) pertence a elipse, temos os vértices das retas focais. Como b*> = a* — c?, seque
que b* = a® — (\/3)?, substituindo o valor da abcissa dada, tem-se b* = 22 — 3, logo b = 1.

Temos todos os elementos para escrever a equagdo da elipse, assim

LUQ y2
LY
T

Pelo grifico observamos o triangulo formado.

e x2/A+y?/1=1

p(x) = (x+4) (x— (2+2ﬁ)) (x— (2-2@))
q(x) = x*—9x+28

d(x) =3x*—9

Figura 4.7: Ilustragao do teorema de van der Berg por meio de graficos.

4.5 Teorema de Fourier-Budan

Teorema 4.5.1. (Fourier-Budan) Seja N(z) o nimero de alteragdes de sinal na sequéncia

f(@), f'(2),..., f™ (),
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onde f é um polinémio de grau n. Entao, o nimero de raizes de f (contadas as multipli-
cidades) entre a e b, em que f(a) # 0, f(b) # 0, e a < b, ndo excede N(a) — N(b). Além
disso, o nimero de raizes pode diferir a partir de N(a) — N(b) por apenas um nimero

par.

Demonstrag¢io. Seja x um ponto que se movimenta ao longo do segmento [a, b] de a para b.
O ntmero N(z) varia somente se x passa por uma raiz do polinomio f (m) para algum m <
n. Consideramos primeiro o caso em que x passa pela raiz xy de multiplicidade r de f(x).
Na vizinhanca de xg, o polinémio f(x), f'(z),..., f(x) se comporta aproximadamente

CcOo1mo

(. — 20)"g(20), (x—20) 'rg(x0), ..., vl glxg),

respectivamente. Portanto, para x < zg, existe r mudancas de sinais nesta sequéncia e
para x > xp nao existem mudangas de sinais (assumindo que x é suficientemente préximo
de CL’(]).

Agora supondo que x passa por uma raiz zo de multiplicidade r de f™): seja
T nao sendo uma raiz de f(™=1. Claro que zy pode ser ou nao uma raiz de f. Nés
temos que provar que na passagem por xy o nimero de mudancas de sinais na sequéncia
FO (), fO) (), ..., fO"F7)(x) mudam por um nimero inteiro par nio negativo. De

fato, em uma vizinhanca de z( estes polindmios se comportar aproximadamente como
F(x0), (x — 20)"G(x0), (x — 20)" 'rG(20), ..., ! G(z0). (4.5.1)

Excluindo F'(zy), nés vemos que o restante das expressoes tem exatamente r
mudancgas de sinais para r < xy e nenhuma mudancga de sinais para z > xy. Em relagdao
aos dois primeiros termos, F'(xg) e (x — x0)"G(xo), da sequéncia vemos que, se r é
par, entdo o nimero de mudancas de sinal é o mesmo para © < xy e x > x( considerando
que, se r é impar, entdo o numero de mudancas de sinais para x < xy ¢ 1 pelo maior
ou menor que para x > xo (dependendo se F'(zg) e G(xy) tem o mesmo sinal ou sinais
opostos). Assim, para r par, a diferenga no niimero de mudangas de sinais é igual a r e,
para r impar, a diferenga do nimero de mudancas de sinais ¢ igual a r +1. Em ambos os

casos, esta diferenca é ainda par e nao-negativo. O]

Exemplo 4.5.1. Considere a funcao
f(z) = 42* — 122% — 5% 4 21z + 10.

Vamos determinar a variacao de sinais N(a) e N(b) nos intervalos aberto (—3,0) e (0, 3).
Solugdao: Temos que { f(z), f'(z), f"(x), f"(x), f"(2)} = {(42*—122° -5+
21z + 10), (1623 — 3622 — 10z + 21), (4822 — 72z — 10), (96z — 72), (96)}, assim
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f(=3) = 550,
F(=3) = —705,
f"(=3) = 638,
F7(=3) = —360,
F7(=3) = 96.

Logo, N(—3) = 4, pois {550, —705, 638, —360, 96} = (+ — + — +). Houve

quatro mudangas de sinais na sequéncia. Para N(0), temos

f(0) = 10,
f0) = 21,
f'0) = 10,
o) = -72,
F£70) = 96.

Logo, N(0) = 2 ,pois {10, 21, —10, —72, 96} = (+ + — — +). Houve duas
mudancas de sinais.

Pelo teorema ([4.5.1), N(—3) — N(0) = 4 —2 = 2. Portanto, o polinomio f(z)
tem dois ou nenhuma raiz real no intervalo aberto (0,3).

Por outro lado, ou melhor, para o intervalo (0,3), temos
Para N(0), temos

f(0) = 10,
fo) = 21,
f'(0) = —10,
(o) = =72,
F(0) = 96.

Logo, N(0) =2 ,pois {10, 21, —10, =72, 96} = (+ + — — +).
Houve duas mudangas de sinais.
Para N(3), temos
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f3) = 28,
f3) = 99,
F"(3) = 206,
f"(3) = 216,
™(3) = 96.

Logo, N(—3) = 0, pois {28, 99, 206, 216, 96} —> (+ + ++). Ndo houve
mudancas de sinais na sequéncia.

Pelo teorema (4.5.1), N(0) — N(3) =2 — 0 = 2. Portanto, o polinémio f(x)
tem dois ou nenhuma raiz real no intervalo aberto (0,3).

Observe a figura ({{.8), as duas raizes reais no intervalo (—3,0) e as outras
duas raizes reais no intervalo (0,3), conforme a afirmagao do teorema .

f

20 4

10

flx) = 4x* =125 =53 +21x+ 10

Figura 4.8: Gréfico gerado pelo polindmio f(x) = 4a* — 1223 — 522 + 21z + 10.

4.6 Teorema de Sturm

Jacques Charles Frangois Sturm nasceu em Genebra (1803-1855) foi um ma-

tematico extraordinario. Em 1818 Sturm entrou na Academia de Genebra. Em 1819 foi
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para Paris, onde conseguiu um emprego na Bulletin Universel. Em 1826 Sturm e Colla-
don realizaram a primeira determinacao experimental da velocidade do som na agua. Em
1829 descobriu um teorema que diz respeito a determinacao do niimero de raizes reais de
uma equagao numérica incluidas entre limites dados. Em 1930 foi indicado como professor
de Mathématiques Spéciales do college Rollin. Foi escolhido para ser membro da Aca-
démie des Sciences em 1836, preenchendo a cadeira de André-Marie Ampere. Tornou-se
répétiteur em 1838, e professor da Ecole Polytechnique em 1840 e a morte de Simeon
Denis Poisson, foi indicado como professor de mecanica classica da Faculté des Sciences
de Paris. Suas obras, Cours d’analyse de 1’école polytechnique (1857-1863) e Cours de
mécanique de I’école polytechnique (1861) publicadas apds sua morte, ocorrida em Paris,
foram constantemente republicadas.

Um trabalho mais aprofundado sobre Sturm, pode ser encontrado na disserta-
¢ao de mestrado Teorema de Sturm: Uma demonstracdo detalhada do Teorema de
Sturm com Propriedades e Aplicagdes. Por Fabiano Neves Nader.

Uma sequéncia que vamos deter nossa atencao ¢ a de Sturm. Consideramos
um polindémio f(z) ndo nulo e a partir dele obteremos fi(x), fo(x), ..., fu(z). Primeira-
mente, vamos chamar f(x) de fy(z) e para obter os outros termos seguimos o seguinte

procedimento:
(i) O primeiro termo é fo'(z) = f1(z), ou seja a derivada de f(x).

(ii) O segundo termo é f5(z) é o resto, com grau menor que fi(z) e sinais trocados, da
divisao de fo por fi(x).

(iii) O terceiro termo é f3(x) é o resto, com grau menor que fa(z) e sinais trocados, da
divisao de f; por fo(x).

(iv) Seguimos este procedimento até o resto da divisdo de f, 1 por f, resultar num

polinémio constante.

Exemplo 4.6.1. Vamos obter a sequéncia de Sturm do polinomio f(x) = x®>—x*—3z+3.

Solugio: Temos fo(z) = 2® — 2* — 3z + 3. O polindmio fi(z) é a derivada do
polinémio fo(z), assim
fi(z) = 32* — 22 — 3.

Continuamos com a obten¢do da sequéncia e para determinar fo(x), temos que
dividir fo(z) por fi(x) e considerar um resto r(x) com grau menor que fi(x). Por fim,

este resto multiplicamos por —1 e chamamos de fy(x). Seque que


http://bit.profmat-sbm.org.br/xmlui/bitstream/handle/123456789/1477/2012_01284_FABIANO_NEVES_NADER.pdf?sequence=1
http://bit.profmat-sbm.org.br/xmlui/bitstream/handle/123456789/1477/2012_01284_FABIANO_NEVES_NADER.pdf?sequence=1
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2 — 22 — 3z 4+ 3322 — 20z — 3
.3 2,..2 1 _ 1
X +3m + x 3L 9
1,.2 2 3
— 3T° — r +
1.2 _ 2 _ 1
3% 9t 3
_ 20 8
ot + 3

Neste ponto da divisao dos polinomios o resto possui grau menor que o polino-

mio divisor, assim podemos parar a divisao e considerar fo = —r(x), logo
20 8
r)=—x— —.

Seguindo o algoritmo, f3(x) é o polinémio oposto do resto da divisao de fi(x)

por fo(x), entdo

2 _ _ 20 _ 8
3z 2x 3 5 X 3
_ 2 18 27 18
3r° + =T 2T T 5
3 _

=T 3

8 48

ST

_ 27

25

Finalmente o dltimo passo, pois o resto € uma constante, assim

f3(x) = 3;

Portanto, a sequéncia de Sturm € escrita como:

fo(z) = 2° —2* =32+ 3,
fi(z) = 32 —22 -3,

f2<x) = 290‘7:_ 27
27
fa(x) = %

Teorema 4.6.1. (Sturm) Seja w(z) o nimero de alteragoes do sinal na sequéncia

f(@), fi(@), s ful).

O ntmero de raizes de f (sem levar em conta as multiplicidades) no intervalo
(a,b) , em que f(a) # 0, f(b) #0, e a <b, éigual a w(a) —w(b).
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Demonstrag¢do. Primeiro considere o caso quando as raizes de f sdo simples (isto é, os
polinémios f e f’ nao tem raizes comuns). Nesse caso f, é uma constante diferente de
Zero.

Vamos verificar primeiro que quando passamos por uma das raizes dos polin6-
mios f1, ..., fn_1, 0 nimero de mudancas de sinais ndo varia.

No caso considerado, o polinébmio vizinho nao tem raizes comuns, isto é,
se fr(a) = 0, entdo fr.11(a) # 0. Alids, a igualdade f,_1 = ¢,_1fr — fr+1 implica
que fr(a) = —fr11(a). Mas nesse caso o nimero de mudangas de sinais na sequéncia
fro1(@), €, fri1(@) é igual em ambos os lados, para e > 0 e para € < 0.

Movemos de a para b. Se passarmos por uma raiz xo de fi, segue que os
primeiros nimeros f(x) e f'(z) s@o de sinais diferentes e entao eles sao de mesmo sinal.
Portanto, o nimero de mudancas de sinais na sequéncia de Sturm diminui em 1 uni-
dade. Todas as outras mudancas de sinais, como ja mostramos, sao preservados durante
a passagem através de xg.

Agora consideremos o caso em que a raiz xg de f tem multiplicidade m. Nesse
caso f e fi tem um divisor comum (x — z¢)™ !. Dividindo f, fi, ..., f, por (x —x¢)™ !

(x — @)™ 1
raiz xg € simples de ¢, e por isso a passagem pelo xg aumenta por 1 o nimero de mudancas

obtemos a sequéncia de Sturm ¢, @1, ..., @, para o polindmio ¢(x) =

de sinais da sequéncia ¢, @1, ..., ©;.
Mas, para um x fixo na sequéncia f, fi, ..., f. ¢ obtida a partirde ¢, ¢1, ..., @,
por multiplicagdo por uma constante e portanto, o nimero de mudancas de sinais coinci-

dem nessa sequéncia. O

Exemplo 4.6.2. Vamos determinar a variagdo de sinais na sequéncia de Sturm do exem-
plo . Substituindo a varidvel x, por valores reais arbitrdrios, construindo, desta
forma, uma tabela de sinais que facilitard o exame da existéncia e quantidade de raizes
em intervalos arbitrarios.

Solugio: Determinaremos a partir da sequéncia os valores de o(—2), p(—1),

©(0), (1) e p(2) da sequinte forma:

p(=2) = {fo(=2), f1(=2), f2(=2), fs(=2)},
p(=1) = {fo(=1), fi(=1), fo(=1), fs(=1)},
©(0) = {£0(0), £1(0), f2(0), f3(0)},
(1) = {fo(1), fi(1), f2(1), f3(1)},
p(2) = {fo(2), f1(2), f2(2), f5(2)}

Calculando cada um desses valores, obtemos
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22 = {1’ % 196’22}'

Construiremos a tabela de sinais com os cdlculos obtidos, assim

v | fol| fr|fol] fs| wx)

2= |+|-|+]| 3
—L |+ [+ =]+ 2
0 |+ |=|—-|+] 2

0| —|—-[+| 1

2 |+ |+ |+]|+] O

Vamos agora estudar a variagcdo de sinais em cada intervalo real.

e Para o intervalo Iy = (=2, —1], temos w(—2) —w(—1) =3 — 2 = 1. Portanto, hd 1

raiz neste intervalo para f(z).

e Para o intervalo I3 = (—1,0], temos w(—1) — w(0) = 2 — 2 = 0. Portanto, nio hd

raiz neste intervalo para f(z).

e Para o intervalo I, = (0,1], temos w(0) —w(1) = 2 —1 = 1. Portanto, hd 1 raiz

neste intervalo para f(x).

e Para o intervalo Iy = (1,2], temos w(1) —w(2) =1 —0 = 1. Portanto, hd uma raiz

neste intervalo para f(x).

Observamos o grafico da figura (4.9) de f(x), e concluimos que realmente ha

uma raiz entre —2 e —1, a raiz 1 e ha uma raiz entre 1 e 2.
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f

Figura 4.9: Gréfico gerado pela fungdo polinomial f(x) = 2® — 2% — 3z + 3.



Aplicagdo da Derivada e a Existéncia de Raizes 89

4.7 Teorema de Sylvester

4.7.1 Assinatura

Definigao 4.7.1. Dada uma forma quadrética Q(zy, T2, ..., 2,) = @123 + by o109+ - +
bl,nxlxn%—agx%—l—- R R O S A S a,z2, com todos os n termos completados os quadrados
e multiplicados por uma constante, sua assinatura ¢é indicada como o nimero de sinais

positivos menos o nimero de sinais negativos, de seus termos.

Como a forma quadratica tem n variaveis, ao completarmos o quadrado de-
vemos determinar n termos, o que em algebra linear, chamamos de vetores linearmente
independentes, pois se o nimero de termos for menor que o nimero de varidveis, isso
significa, que ha uma dependéncia linear entre alguns vetores, ou seja, um vetor é uma

combinagao linear de um outro vetor.

Exemplo 4.7.1. Considere o polinomio em duas varidveis na forma quadrdtica Q (1, xe) =
22+ a3 +2x129. Este polindmio pode ser fatorado facilmente, pois trata-se de um quadrado
perfeito, logo Q(x1,z2) = (x1 + x2)?. Observe que ao fatorar, resultou um polindmio com
um termo positivo, mas deveriamos encontrar dois termos para determinar a sua assina-

tura.

Exemplo 4.7.2. Seja a forma quadrdtica Q(z1,x9) = 3 — 21179 + 523, Sua assinatura
so pode ser determinada se a forma quadrdtica estiver em termos de vetores linearmente
independentes, entdo devemos usar uma técnica de completar quadrados, ou melhor o

método de Lagrange. Assim, temos

2 2
Q(z1,72) = ] — 22179 + 575
2 2 2 2
= ] — 21179 + x5 — x5 + 515

= (21— x5)* + 422,

Observe que no primeiro termo, para todo r1 € R sempre serd positivo e no
sequndo termo para todo x5 € R também serd positivo, logo os sinais sio (++) € a

asstnatura ¢ 2 — 0 = 2.

Vamos classificar as formas quadraticas em relagao a quantidade de termos de

Q(x1, 29, ...,7,) e a assinatura. Uma forma quadréatica Q(z1, s, ..., x,) se diz:
o definida positiva se Q(x1, s, ..., x,) > 0Vz, #0;
+ definida semipositiva se Q(x1, s, ..., Z,) > 0 Vi,;

o definida negativa se Q(z1,x2, ..., x,) < 0 Vz, # 0;
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+ definida seminegativa se Q(x1, za,...,x,) < 0 Vay;

« indefinida se existir vetores com sinais contrarios, ou seja Vay,...x, ;Q(z,) > 0 e
Q(zs) <0 com r + s =n.

Quanto a quantidade de termos p e a assinatura ¢, temos
o definida positiva se e somente, se p = § = n;
o definida semipositiva se e somente, se p = § < n;
« definida negativa se e somente, se p = —6 = n;
o definida seminegativa se e somente, se p = —§ < n;
« indefinida se e somente, se | 0 |< p;

Teorema 4.7.2. (Sylverter)

(a) O nimero de raizes reais de f é igual a assinatura da forma quadrética , associada

a matriz
S0 S1 ... Sp—1
S1 So ... Sn
Spn—1 Spn ... Son

(b) Todas as raizes de f sdo positivas se, e somente se, a matriz

S1 S9 c. Sn
59 S3 oo Spai

)
Sp Sp41 .-+ Sop4l

é definida positiva.
Demonstragdo. Seja p um parametro real. Considere a forma quadratica

2 2
yl + + yn

F(xy, ..., x,) = )
(1 ) a+p p +p

(4.7.1)
em que
Y =21 +apTo+ ... +a . (4.7.2)

Os coeficientes do polindmio F' sao fungoes simétricas das raizes de f. Em

particular, isso significa que a forma F' pode ser representada como

hi+...+hl—h2y—...—h,
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onde hq, ..., h, sao formas lineares em x1, ..., x,, com coeficientes reais.

Para cada parcela correspondente da somatoria, temos

Y2 (r1 + apg + ...+ x,)?

oz+p_ a+p

Estas parcelas podem ser representadas na forma +h?, onde o sinal positivo
aparece se a,. + p > 0 e o sinal de menos caso contrario.

Considerando pares de raizes conjugadas a, e ay, segue que

2 2
Frs — yT _|_ ys .
, Qo + p Oy + P

Seja y, = u + v e ay+p = A+ iy, em que u, v, A, 4 sao0 numeros reais. Entao
ys =u+ive ;4o = A —iu. Desta forma, F, ;= 22\ (u? — v?) — dpuw.

Para uw = 0 e v = 0, os valores de F ; tem sinais opostos. Assim, ap6s uma
mudanca de varidveis podemos assumir que F, ; = uf — v3. Como resultante podemos ver
que todas as raizes de f sao reais e satisfazem a inequagao «, > —p se e somente, se a
forma quadratica é definida positiva. Os elementos da matriz desta forma sao

itj—2 i+j—2
% ay,

= — 4 ... .
ap +p O+ p

@i,

A demonstragao do teorema, é obtida limitando p — 400 no item (a) e p = 0

para o item (b). O

Primeiramente, a matriz é simétrica e os seus elementos sao expressoes resul-
tantes das fungoes simétricas em relagao as raizes ag, ..., a, do polinomio f. Ressaltando
que nao precisamos conhecer as raizes, pois sao expressas em termos dos coeficientes de

f. Nos itens (a) e (b), os elementos das matrizes sao

Sy = a?+0¢8+...+042
s = a%Jroé—f—...—i—a}l
sy = ai+az+...+al
s, = of+ab+... +al (4.7.3)

A forma quadratica associada a matriz M, é a expressao

n n

Q(azl,xg,...,azn)zzz aijxia:j:XT-M-X, (474)

i=1j=1
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em que
T

Tn

No item (b) temos o conceito de matriz positiva, nos leva a calcular os de-
terminantes dos menores principais associada a matriz e por outro lado podemos decidir

determinando a forma quadratica.

Definicao 4.7.3. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, A é definida positiva se os
determinantes de seus menores principais, ou seja, os determinantes das submatrizes de
A e inclusive o de A sao positivos. Ou ainda, se a forma quadratica associada a matriz A

é definida positiva.
Agora estamos prontos para alguns exemplos.

Exemplo 4.7.3. Seja a matriz quadrada

1 21
M=12 5 3
1 3 3

Vamos determinar se M ¢é definida positiva:
(a) Calculando os menores determinantes da Matriz M.
(b) Determinando os autovalores de M e verificando seus sinais.
(c) Usando o critério de Sylvester e o método de Lagrange.

Solugio: (a) Calcularemos os determinantes dos menores principais de M e

inclusive dele, entao
e det[l]=1>0.
e det[5] =5>0.

e det[3] =3 > 0.

1 2
e det 5 =1-5-2-2=1>0.

2
i

e det =1-3-1-1=2>0.
13

e det b3 =5-3-3-3=6>0.
3 3
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e det|2 5 3| =154+6+6-5-9-12=1>0.
1 3 3

Portanto, todos os determinantes sao positivos, logo M ¢ definida positiva.

(b) O polinémio caracteristico da matriz M é

I—X\ 2 1
p(A) =det(M —Al5)=det| 2 5-—X 3 | =X-0\+9)\—1
1 33—\

Os divisores de —1 sao {—1,1}, logo, p(—=1) # 0 e p(1) = 0, assim 1 é uma
raiz de p(\). Usando o dispositivo de Briot-Ruffini, temos

1 -9 9 —-1|1

1 -8 1 0

Temos que, p(A) = (A—=1)-(A\2=8A+1) = (A—1)-(A—4—+/15)-(r—4++/15) = 0
se e somente, se A\ =1, A =4 — /15 ou A = 4 —\/15. Portanto, os autovalores sdo todos

positivos e concluimos que a matriz M ¢ definida positiva.
(c) A forma quadratica associada a matriz M é

Q(z1, T, 23) = 2% + w3 + 323 + da 29 + 27173 + 6273,

Usando o método de Lagrange para completar quadrados, temos

Q(z1,m9,73) = 7+ 515 + 323 + 4a129 + 22,25 + 62973
o] + 4179 + 27103) + 55 + 375 + 63073
o]+ 221 (229 + 3) + (229 + 23)%) — (222 + 23)% + 525 + 373 + 6073

o1 + 229 + 13) — (229 + 3)* + 525 + 373 + 61073

UQ

(1
(1
(
(u)
= (u)
()’
(u)
(u)

4:702 —dxoxs — x3 + 5352 + 31'3 + 6zox3

2 4 22 4 22973 + 202

(xQ + 27913 + 353) — 3 + 273

2 $2+133) +$3

)+ (1)

u

n
n
n

2+

(
(v

u
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Observe que fizemos trés mudancas de varidveis, sendo elas: uw = 11+ 2x9+ 13,
V=19 + 13 €t =23
Como os trés termos quadrados sao positivos, ou seja, a assinatura é (3,0) que

equivale a 3 sinais positivos e 0 sinal negativo, a matriz é definida positiva.

Exemplo 4.7.4. Vamos determinar a forma quadrdtica associada a matriz
1 =2
N =
0 5

Solugdao: Temos que a forma quadrdtica é Q(x1,x2) = XT-N-X, pois a matriz

e determinar se € definida positiva .

é de ordem 2, logo

1 -2 T T
Q(x1,79) = {301 $2} : [0 5 ] . Lll = [1:1 +0xy —2x1 + 5x2} . Lll = 3:% —23:1;1524—53:%.
2 2

Completando quadrados, temos

Q(x1,z2) = m% — 271T9 + 5m%
= ¥ — 2mywy + 23 + 4o’

= (331 — .1'2)2 + 4%%

Claramente, a forma quadrdtica € positiva e a assinatura € (2,0), logo a matriz

N € definida positiva.

Exemplo 4.7.5. Seja a funcgio polinomial f(x) = 23 — 22? — x + 2. Verificaremos o
teorema de Sylvester.

Solugio: Sendo ay, g, g as raizes de f(x), seus coeficientes podem ser escritos
cOomo o1 =a1+ao+a3=2,09 =01 -Qa+q-az3+as-a3=—1¢eo3=a; -ay-ag=—2,

assim
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so = al+ay+ai=1+1+1=3,

s1 = ajtaytay=a +ay+az=2,

S5, = &2 +aital=0"—20,=2%—-2(—1)=6,
S3 = 01S3— 0981 +0350,=2-6—(—1)-2+(—2)-3 =38,
Sy = 0183 — 0983+ 0351 =2-8—(—=1)-6+(—=2)-2=18,

Sy = 0'184—0'283+O'352:2'18—(—1)'8+(—2)'6:32.

As matrizes simétricas sao escritas como

So S1 So 3 2 6 ]
Say=15s s s3| =12 6 8
S2 83 S4 6 8 18 |
e
S$1 S S3 2 6 8 ]
Sey=152 s3 sa |=1]6 8 18
S3 S84 Sp 8 18 32 |

As formas quadrdticas associadas ds matrizes S € Sp) sdo bem simples e

podem ser escritas diretamente, assim

Qo) (1, 22, T3) = 322 + 623 + 1823 + 4x119 + 122123 + 162973

Q(b) (ZL‘l, T2, 1'3) = 21‘% + 81‘; + 32[E§ + ]_2.1711‘2 + 16[E11’3 + 361‘21’3.

Vamos usar o método de Lagrange para completar quadrados e verificar a as-

sinatura, entao
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Q) (21,29, m3) = Sx% + 6x§ + 18x§ + dxqx9 + 122125 + 162923
= 3x% + dx109 + 122123 + 6x% + 18x§ + 162973
4
= 3 <x§ + g.ﬁElI’Q + 4m1x3> + 6x% + 18x§ + 162973

= 3 <x1 + 214 ( + 2:103)) + 625 + 1873 + 167973

2 2 2
~ 3 (:zl n ﬁ + 2$3> ~3 (32 + 2x3> + 622 4 1822 + 162023
= 3(u)’ - ( + 2x3) + 625 + 1823 + 163973

4
= 3(u)?- % — Swymy — 1222 + 622 + 1822 + 167073

1422
= 3(u)’+ xQ + 625 + 87372

+ 623

. ( 6ZE3$2 I 36£L'3> 2417%
49 7

; @) + =
= 3<u>2+f< Py

3 7

Observe que fizemos trés mudancas de varidveis.

Como os trés termos quadrados sao positivos, ou seja, a assinatura é (3,0) que
equivale a 3 sinais positivos e 0 sinal negativo, a matriz é definida positiva.

Portanto, as 3 raizes de f(x) foram confirmadas.

Agora com a equagao Q) (x1, x2, x3) = 207 + 823 + 323 + 122129 + 162123 +
36xox3 vamos verificar os sinais das 3 raizes.
Vamos usar o método de Lagrange para completar quadrados e verificar a as-

stnatura, entao
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Q) (21,72, 23) = 202 + 813 + 3273 + 122,79 + 162175 + 367973

= 227 + 122129 + 162125 + 875 + 3223 + 36973

= 2 (:1:% + 6x129 + 8x1x3> + 893% + 32$§ + 36923

= 2 (xf + 221 (35 + 4x3) + (319 + da3)? — (315 + 43:'3)2) + 825 +

+3223 + 367973

= 2(u)? — 2(3xy + 4a3)? + 822 + 3222 + 362,15

= 2(u)® — 2 (923 + 24wswy + 163) + 823 + 3203 + 367275
= 2(u)? — 1023 — 12237,
(u)* -

, 12
= 2(u < + 101’3172)

3 9 9
= 2(u)? - 10 <x§ +2- £ T3%2 + %azg - 25;1:%)

3 \* 90
= 2(u>2 —10 (.TQ -+ :1:3) 25 3

5
= 2(u)* —10(v)? + 18

g(t) :

Observe que hd uma variagdo de sinais nos termos, isto €, a assinatura é
(+ — +), portanto a fungio polinomial f(z) = x3 — 2% — & + 2 possui duas raizes reais

positivas e uma negativa de acordo com o teorema . O que pode ser verificado pela

figura {10).
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flx) = x* —2x% —x+2

f 61

Figura 4.10: Gréfico gerado pelo polinomio f(z) = 2% — 22% — x + 2.
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Capitulo 5

As Ideias de Evariste Galois

Neste capitulo falaremos de um grande jovem génio da Matematica, Evariste
Galois. Vamos também discorrer a sua teoria com alguns exemplos e sem muita imersao,
pois fugiria completamente do escopo deste trabalho. O grande objetivo deste capitulo,
além da histéria tragica de Galois, é responder a uma pergunta: 'E possivel obter f6r-
mulas resolutivas para obtencao de raizes de polindmios de grau maior que ou igual a
57". Pois bem, esta pergunta prevaleceu por muito tempo e intrigou muitos matematicos.
Foi Galois, com sua brilhante teoria, que pos fim a esta duvida. Claro que, sua teoria foi
traduzida e organizada por muitos mateméaticos depois de sua morte, como seu amigo Au-
guste Chevalier, que publicou os manuscritos, Joseph Liouville (1809-1882), que em 1846,
conseguiu decifrar seus manuscritos e publicou-os sob o titulo de Obras Matematicas de
Evariste Galois. Galois foi o primeiro matemético a usar a palavra Grupo em seu sentido
mais amplo e esta pesquisa foi levada adiante depois da divulgagdo por matematicos como
Camille Jordan (1838-1902), Sophus Lie (1842-1899), Felix Klein (1849-1925), Algustin-
Louis Cauchy (1789-1857), Arthur Cayley (1821-1895), Ludwig Sylow (1832-1918), Georg
Frobenius (1848-1917), Henri Poincaré (1854-1912), Otto Holder (1859-1937) entre outros.

Figura 5.1: Evariste Galois
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5.1 Uma Breve Historia de Galois

Nascido no inicio do século XIX durante o reinado de Luis XVII, Evariste
Galois era filho do prefeito da cidade de Bouurg-la-Reine, uma comuna ao sul da Franca.
Até sua adolescéncia Galois, teve uma boa educagao.

O prestigiado Liceu de Louis-le-Grand, em Paris, foi a instituigdo escolhida
para o inicio da educagao formal, que logo se destacou com boas notas, contudo seu
desempenho nas demais disciplinas era considerado mediocre. Rapidamente o jovem j&
passou a dominar os principios e tratados matematicos, como os “Elementos de Geometria
de Euclides”, as obras de Legendre, Lagrange e campos do Calculo e da Analise. Também
estudou tudo o que se conhecia sobre equagoes algébricas, despontava como um génio da
matematica, seus professores nao conseguiam acompanhar seu rapido desenvolvimento e
raciocinio por isso estudava sozinho os grandes autores . Foi premiado no concurso geral
de matematica no Liceu, em 1827.

Em 1828, Galois acreditou ter encontrado a solucao geral para equagoes de
grau cinco, mas se equivocou em suas ideias, da mesma maneira que Abel. Galois queria
entrar na mais prestigiada faculdade francesa do século XIX, na Ecole Polytechnique ,
apesar de sua genialidade para a matematica, Galois nao foi aprovado. Suas ideias e
escritas assim como suas solugoes eram inovadoras e visionarias para a época.

Em 1829, escreve um artigo a Academie Sciences sobre a solucao de equagoes
algébricas chamado: Pesquisas sobre as equacgoes algébricas de grau primo. Cauchy,
propds a Galois que fizesse um resumo para apresenta-lo a Academia de Ciéncias.

Em julho de 1829, o pai de Evariste, Nicholas Galois comete suicidio. Apés
ao drama em sua vida, submete-se a mais um teste para entrar na Ecole Polytechnique
e mais uma vez foi incompreendido devido a dificuldade em explicar suas teorias e entao
rejeitado e Galois sem muita escolha integrou na Ecole Normale Supérieure. Depois de
muitos desencontros e decepcoes em sua vida académica refez trabalhos que nao conseguiu
publicar, Galois escreve Memoria sobre as condigoes de resolubilidade das equagoes por
radicais.

Em 1830 seus estudos foram abandonados e novamente perdidos. Escreveu
mais trés artigos, Anélise de uma memoria sobre a resolugao de equagoes, Resolugao de
equagoes numeéricas e Teoria dos Numeros. Por conta da restauracdo da monarquia e
muitas turbuléncias no pais e transformacoes politicas Galois foi expulso da escola, por
suas atitudes revolucionarias.

No final de 1830, Galois afilia-se a sociedade secreta Societe dés Amis du Peuple
e também se alista como artilheiro na Artilharia da Guarda Nacional. Mais tarde, é detido
na prisao de Sainte-Pélagie por cerca de um més. Desafiando as autoridades mais uma
vez, ja em 1831, foi preso novamente na prisao de Sainte-Pélagie, onde ficaria até marco

de 1832. Em sua prisao ficou sabendo que seu trabalho foi reprovado por Poisson, que
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alegou plagio dos feitos anteriores de Abel.

Enfim escreve um trabalho "Duas memorias de Analise", Galois demonstra que
as equagoes de grau 5 ou maior nao sao resoliveis por meio de radicais, com uma teoria
inovadora, conhecida hoje como grupos de permutagao.

Permaneceu na prisao até o final de abril de 1832. Neste periodo, Galois se
apaixonou por uma jovem Stephanie-Felice du Motel que mais tarde o rejeitou, pois a
moca ja era comprometida. Decidiu marcar um duelo com seu rival, o comprometido
de Stephanie, um dia antes de sua saida da prisao. Ainda, durante a noite, escreveu
incessantemente suas teorias, que mais tarde seu irmao e seu melhor amigo Auguste
Chevalier, publica na Revue Encyclopédique seus manuscritos.

No dia 30 de maio de 1832, Galois duela com seu rival e leva um tiro no
abddmen e sofrera uma infec¢ao devido ao ferimento e vem a falecer no dia 31 de maio

de 1832, com apenas 20 anos de idade.

5.2 A Resolucao de Equacoes por meio de Radicais

No capitulo 2, apresentamos as féormulas fechadas para equagoes com polino-

mios de grau n < 4. Vamos repassa-las:

1. Equagao com polinémio de grau 1, com a # 0.

ar+b = 0
ar = —b

= _—b (5.2.1)

T = — 2.

- = _—
a a
b2 c b
2
9. Z - .2
T a x+4a2 a 4a?
b 2 c b
x4+ — = —— 4+ —
2a a 4a?
b c b2
ST P
$+2a a+4&2
b+ Vb2 -4
z = «“. (5.2.2)
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3. Equagao com polinémio de grau 3, com a # 0.

ax® +bx® +cx +d = 0.

Fazendo x = y — b, 3a, e dividindo apds a substituicao por a, chegamos a
v +py+p=0,
comp=c—b2/3eq=2b327—bc,/3+d.

Fazendo, y = v + v com u e v, ambos nao nulos, temos

(u+v)> +plu+v)+p=u*+v°+q+ (3uv + p)(u +v).

Dai,

Fazendo v = —p,3u, tem-se

6 3 P
— =0
U + qu 97

E substituindo «® = ¢, obtemos

27 . ’1 . . .
Portanto, tomando w = e’ , uma raiz ctibica da unidade e que satisfaz w?
teremos as féormulas resolutivas

L,
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yr = u+tw,
Yo = WU+ w2v,
Ys = wiu + wo.

4. Equacao com polinémio de grau 4, com a # 0.
Vamos considerar a seguinte equagao
ax* +ba® + ca® +dr +e=0.

Sem perda de generalidade, vamos assumir a = 1, dai

b+ et +dr+e=0.

Deixando os dois primeiros termos no lado esquerdo, ou seja no primeiro membro e

completando quadrado no primeiro membro, temos

vt b2 = —(ca®+dv+e)
22 3 b\’ 9 ba\ >
()% + ba” + 5] = —(cx® 4+ dx+e) + 5

bx 2 b2
2 _ 2
<ZL‘ +2> = (4 —C)[L’ —dx — e.

Agora sem atrapalhar o primeiro membro, devemos transformar o segundo mem-

bro também em um quadrado perfeito. Uma estratégia é adicionar em ambos os
2 2,1 ’

membros y* + 2y(z* + 5bx). Dai

2 bz’ 2 2 1 b’ 2 2 2, 1
:c+? +y —|—2y<x +2bx> = Z—cx—dx—e—iry —|—2y<x +2bx)

2

<<x2+b§>+y>2 = <2y+z—c)x2+(yb—d)x+(y2—e).

Para definitivamente transformar o segundo membro em um quadrado perfeito,

vamos forcar o discriminante em termos de y ser igual a zero. Dai
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A =0
b2
(yb—d)2—4-<2y+4—c)-(yQ—e) =0

8y — 4cy® + (2db — 8e)y + (dec — eb* — d*) = 0.

Ao escolher a raiz y, o segundo membro se transforma em um quadrado perfeito,

pois seu discriminante é nulo, dai com a e 8 convenientes a equacao se tornara

<<x2 + b;) +y>2 = (az + B)2.

Por fim, a equacao é resolvida mediante a resolugao das duas equacoes de grau 2:

<x2+b2x>+y:(ax—|—ﬂ)

<x2+ b2x> +y=—(az+ ).

Essas formulas e solugoes repassadas neste capitulo foram escritas na Ars
Magna e tornaram-se um impulsionador na procura de féormulas para resolucao de equa-
¢oes algébricas de grau maior que 4. A procura por essas férmulas resolventes permaneceu
por mais de 300 anos, somente no século XIX que Abel e Rufini chegaram a conclusao que
para uma equacao do 5° grau nao existe uma férmula geral que exprima as raizes como
radicais dos coeficientes da equagao, mas sem conseguir um método para este fato. Galois
iniciou o estudo de equacoes algébricas de grau arbitrario, e mostrou nao s6 a impossibi-
lidade de resolucao da equacgao algébrica geral de grau maior ou igual a cinco, como deu
ainda um critério para decidir se uma equacgao particular pode ser resolvida ou nao através
de um método criado por ele. Os trabalhos de Galois, apesar da sua morte prematura e
dramatica, foram fundamentais no estabelecimento da Algebra, como a conhecemos hoje,
e tiveram consequéncias além do problema inicial.

Os resultados e consequéncias da teoria de Abel, Ruffini, entre outros e es-
pecialmente de Galois nos deram um grande campo de estudos e pesquisas Matematicas
que se desenvolveram de uma forma que hoje tem sua importancia no mundo cientifico, e

recebe o pomposo nome, Algebra Moderna ou Algebra dos Grupos.
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5.3 Ponto de Partida da Teoria

As férmulas de resolucao de equagdes polinomiais de grau menor que 5, par-
tiram das equacgoes polinomiais na forma expandida, manipulando-as de tal forma que o
valor de z estivesse isolado e a igualdade, mostrasse o resultado esperado para satisfazer
a equacao. Na forma quadratica, o complemento de quadrados em ambos os lados da
equacao, permite a fatoragdo e a resolugdo por meio de um radical que estabelece o tipo
de raiz da equacao, ou seja a extensao algébrica que determinar em que conjunto esté
contido o conjunto das raizes da equacgao. Seguindo este mesmo raciocinio, as equagoes
polinomiais de grau 3 e de grau 4 tiveram como base para a descoberta de suas férmulas
resolutivas, a sua forma expandida e por meio de métodos mais sofisticados. O grande
problema ¢ manipular as equacoes de grau maior do que 4, seguindo este caminho através
das equagoes polinomiais, mas alguns matematicos, como Abel estabeleceram as primeiras
ideias sobre a impossibilidade de se obter a solucdo por meio de operagodes aritméticas,
formulas resolutivas para equagoes de grau 5 ou maior. Mas, ainda faltavam sustentagoes
e uma forma de garantir tal impossibilidade. A grande ideia de Galois foi pensar na
manipulacao das raizes e conhecer melhor seu comportamento por meio de equagoes equi-
valentes resultantes dessas raizes. Ele permutou as raizes e determinava através desses
novos resultados fungoes que garantia a simetria e as condi¢Oes necessarias para atributos
dos conjuntos de elementos. Hoje este conceito é a teoria de grupos, estudada em algebra
de grupos. Mais tarde, descobriu novas conexoes entre as raizes e as propriedades destes
conjuntos operatorios, o que outros matematicos como Richard Dedekind, Emil Artin,
Leopold Kronecker entre outros, desenvolveram suas teorias e assim resultou nos critérios

de Galois, homomorfismos entre os grupos e automorfismos de extensoes de corpos.
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Capitulo 6

Projeto de Ensino de Resolucao de
Polinémios e seus Recursos

Computacionais

Este projeto visa oferecer planos para o ensino de equagoes polinomiais com al-
gumas aplica¢oes dos teoremas apresentados. Os recursos computacionais serao de grande
auxilio para visualizar e fazer um tratamento mais analitico para futuras conjecturas.

O programa adotado é o Geogebra, um software gratuito de matematica di-
namica desenvolvido para o ensino e aprendizagem da mateméatica dos niveis basico ao

universitario.

6.1 Projeto Raizes de Equacoes Polinomiais de Grau

Menor que ou Igual a 4

6.1.1 Raizes de Equagao Polinomial de Grau 1

Na tela de visualizacao do Geogebra inserimos dois controles deslisantes, a e
b, com incremento padrao e nao precisamos mudar os valores dos intervalos oferecidos.
Ressaltamos que estes valores podem ser alterados a qualquer momento.

No campo "Entrada'do geogebra digite: f(x) = a*x + b.

Na tela de visualizacao, uma reta aparecera, pois a fungao polinomial tem grau
1 e a reta intersectard o eixo x em um tnico ponto. Ao mudarmos os valores nos controles
deslizantes, a reta se movimentara de acordo com a equacao definida pelos coeficientes a

e b como mostra a figura (6.1)).
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_4 4

Figura 6.1: Fung¢ao Polinomial de Grau 1.

Exemplo 6.1.1. O polinomio ax-+b inserido no Geogebra, é bem explorado conjecturando

os valores dos coeficientes pelos controles deslizantes.
1. Fizamos b =0 e deslizamos o controle dos valores de a.
2. Fizamos a = 0 e deslizamos o controle dos valores de b.
3. Fizamos b # 0 e deslizamos o controle dos valores de a.
4. Fizamos a # 0 e deslizamos o controle dos valores de b.

Somente no caso em que a =0 e b # 0 a equaciao polinomial ndo terd raiz real.

6.1.2 Raizes de Equacgao Polinomial de Grau 2

A equagao polinomial de grau 2, tera um controle deslizante a mais, o coefi-

ciente ¢. Do mesmo modo, inserimos os trés controles e digitamos no campo de entrada
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do Geogebra a expressio f(x) = ax® + bx + c. O resultado na tela de visualizagio é uma
parabola, como mostra a figura (6.2)).

f

f(x) = 1x*+3x+0.95

a=1
>

o h=3
c=0495

: L2

-4

Figura 6.2: Grafico gerado pela funcao f(r) = az? + bx + c.

Agora facamos algumas perguntas:

1. Fixando b, ¢ e deslizando o controle dos valores de a, o que vai acontecer com a

parabola?

2. Fixando b, a # 0 e deslizando o controle dos valores de ¢, o que vai acontecer com

a parabola?

3. Fixando ¢, a # 0 e deslizando o controle dos valores de b, o que vai acontecer com

a parabola?
4. Fixando b # 0, ¢ # 0 e fazendo a = 0, o que vai acontecer com a parabola?

As fungoes polinomiais de grau 2, possuem duas raizes complexas. As raizes
reais puras, sao visualizadas facilmente no grafico, que sao as intersecoes da parabola

com o eixo dos valores de x. Pode acontecer da pardabola somente "tocar'no eixo, desta
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forma, as raizes sao reais idénticas. Quando a pardbola nao cruza e nem "toca'no eixo
das abscissas dizemos que as raizes sao complexas.

Mas, cabe aqui uma pergunta: Como visualizar essas raizes?

No Geogebra, hd um comando, "RaizesComplexas| <Polinémio> |", que mos-
tra o ponto afixo do nimero complexo no plano cartesiano, como se as ordenadas fossem os
reais da parte imaginaria e as abcissas os niimeros reais da parte real do nimero complexo

2z = x + y.i. Observe a figura (6.3)).

flx) = 1x*—2x+3
z, = 14141
7, = 1— 141
2_
o
q 4
T T T T D T T T T T T T T
-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 B 7 8
-1 4 _
E a=1
-2 4
bh=-2
L
-3 4
t=13
_4

Figura 6.3: Grafico gerado pela fungao geral de grau 2 e suas raizes.

Nesta mesma construcao, podemos exibir a fungao derivada f’(z) da fungao
f(x) = ax® + bx + ¢, e suas raizes reais, pois a fungao derivada de f é um polindémio de

grau 1, como mostra a figura ((6.4]). Escrevendo simplesmente no campo de entrada f(x).
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i
2 1 ’ a 1 2 3
’
’
;
;
’
7
/! 14 a=1
,
’
, @
. bh=1
’ 6
’
;
.-; 21 =
/
’
. ®
. f

Figura 6.4: Grafico gerado pela funcao geral de grau 2 e sua derivada.

Ao movermos os seletores, torna-se notével que a raiz da fungao derivada f'(x)

sempre estd numa posicao simétrica as raizes de f(x). Vamos a uma pequena conjectura.

Conjectura 6.1.1. Seja f um polinémio de grau 2, cujas raizes se encontram numa reta
do plano complexo horizontal se forem reais ou numa reta do plano complexo vertical
se forem complexas. Entao a raiz de f’(z) é o ponto médio do segmento que tem como

extremos as raizes de f.

Demonstragio. Seja f(x) = ax® + bx + ¢ uma funcio polinomial de grau 2 e sua derivada
f'(z) = 2az + b, seu vértice é dado por (—b,2a, —(b* — 4ac) /4a) em que (—b,2a) é o

ponto médio entre as raizes de f. Fazendo a substituicdo na funcao derivada f’, temos
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O que demostra que a raiz da fungdo derivada f’(z) é o ponto médio do seg-

mento com extremos, as raizes de f(x). O

Este fato pode ser visualizado e discutido com muita sustentagao no Geogebra,
embora os calculos passem para um segundo plano, mas se torna uma forte ferramenta

para o entendimento e propulsor para novas conjecturas e descobertas.

6.1.3 Raizes de Equacao Polinomial de Grau 3

Consideremos particularmente a func¢do polinomial de grau 3 f(z) = z(z —
2)(z +1). E notével que as raizes de f(z) é o conjunto {—1,0,2}, pois o polindmio esté
na forma fatorada. Pois bem, de agora em diante, vamos em busca das formas fatoradas
dos polinémios, mas antes exploraremos as derivadas e os algoritmos para encontrar as

raizes.

Exemplo 6.1.2. Vamos construir uma funcao polinomial de grau 3, sua derivada pri-

meira e sua derivada sequnda juntamente com suas respectivas raizes no Geogebra.

1. Inserir 4 seletores, a, b, c e d.

2. Digitar no campo de entrada a fungdio f(x) = ax®+ bx* + cx + d.

3. Digitar no campo de entrada f'(x).

4. Digitar no campo de entrada f"(z).

5. Escrever RaizesComplezas| f(z) /.

6. Escrever RaizesComplezas[ f'(x) J.

7. Escrever RaizesComplezas| " (x) ].

8. Selecionar a funcao e mudar sua aparéncia.
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f'(x) = 6x+2
7, = —140(
zo=0-1
73 = 0+1

2, = —0.33+ 047
25 = —0.33— 047
75 = —0.33+ 01

15 z 25 3

o
1
.

f=
1
—

3]
1
—

=1
1
—

Figura 6.5: Grafico gerado por uma funcao polinomial de grau 3 e suas derivadas.
Ao mudarmos os seletores dos coeficientes podemos fazer algumas perguntas e
observar a variacao do grafico gerado para concluirmos mesmo de maneira informal.

1. Ao variarmos o coeficiente a podemos notar duas situacoes. Para a < 0 e para a > 0
o grafico muda de que forma?

2. Os coeficiente b e ¢ possuem caracteristicas de mudangas semelhantes, que mudangas
sao essas?

3. O coeficiente d faz que tipo de translagao?

6.2 Projeto Raizes de Equacoes Polinomiais de Grau
n

Para resolver equacoes polinomiais de grau elevado, ¢ necessario o conheci-

mento de algumas técnicas, além da férmula resolutiva das equagoes de grau 2. Vamos
lista-las:
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1. Equacgoes de grau 1 e de grau 2 incompletas, recorremos ao isolamento da indeter-
minada por meio de manipulagoes algébricas e alguns casos de fatoracao simples,

como quadrado perfeito, diferenga de quadrados e fator comum.

2. Equagoes de grau 2 completas recorremos a alguns casos de fatoragao, complemen-

tagdo de quadrados e a férmula resolutiva.

3. Equacgoes de grau 3 sem o termo independente, fatoramos e usamos os casos apre-

sentados.

4. Equacoes de grau 3 completas, testamos os divisores do termo independente ou
exploramos algum dado fornecido recorrendo ao dispositivo de Briot-Ruffini, relagoes

de Girard e divisdo de polinémios para sua reducao.

5. Para equacoes de grau 4, em casos particulares, como as biquadradas, substituimos

2? = y. Resolvemos da mesma forma que o item 2.

6. Para equacoes de grau maior que ou igual a 4 recorremos a ajuda dos dados forne-
cidos, lembrando que as raizes irracionais e complexas vem aos pares conjugados e

usamos os mesmos métodos do item 4.

7. A construgao dos gréaficos por meio computacional é de grande ajuda e podemos
explorar o comportamento e variagoes das equagoes polinomiais, além da andlise de

raizes irracionais e complexas por meio dos polindmios e de suas derivadas.

Apresentamos uma série de problemas de resolugao de equagoes polinomiais

dos grandes vestibulares, olimpiadas e alguns inéditos.

1. (OBM - 2015). O polinémio nao constante P(x) tem coeficientes inteiros e é tal que

p(0) = 2015. No méximo quantas raizes inteiras distintas tem ?

Solugao: Temos que 2015 é o termo independente do polindmio e seus divisores
primos distintos, sao 5, 13 e 31, os mdédulos de todas as raizes sao divisores positivos
de 2015 e queremos escrever 2015 como a maior quantidade possivel de inteiros
distintos. Como 2015 tem trés fatores primos, e considerando os ntimeros 1 e —1,
devemos ter k < 5. Por outro lado, o polindémio P(z) = (z — 1)(z + 1)(x — 5)(z —
13)(x — 31) possui 5 raizes inteiras distintas, tal que P(0) = 2015. Logo P(x) possui
no maximo 5 raizes inteiras.

2. (OBM - 2014). Seja
1 2 3

4tz 24z 34z

Qual a soma das raizes da equacao?

Solugao: Primeiramente, observe que devemos ter x # —1, z # —2 e © # —3.
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Vamos fatorar a equacao, entao

1 2 3
11z 2+z 3+
24+2)3+z)+22+2)(1+2)+3(1+2)(2+2)
(1+2)24+ )3+ )
24+x2)B3+2)+22+2)1+2)+31+2)2+2) = (14+2)(2+2)(3+2)
62> +22r +18 = 2°+ 62> + 11z +6

2 —1lz—12 = 0.

Portanto, a soma das raizes é zero, pois o termo quadratico ndo existe.

3. (ITA - 2015) Considere o polinémio p dado por p(x) = 223 + azx? + bz — 16, com
a,b € R. Sabendo-se que p admite raiz dupla e que 2 é uma raiz de p, entao o valor
de b — a ¢é igual a
(a) —36.

(b) —12.
(c) 6.
(d) 12.
(e) 24.

Solucao: Pela relacao de Girard, temos

r-x-2=28.

Pelo enunciado, p admite raiz dupla, logo x = —2.

Escrevendo p(z) = 2(z — 2)(x + 2)?, expandimos e obtemos os coeficientes a e b,
entao
p(z) = 22° + 42* — 8z — 16.

Portanto, b — a = —12.

4. (ITA - 2015) Seja p o polinémio dado por p(x) = 2}5:0 ajx’ com a; € R, j =
0,1,...,15, e aj5 # 0. Sabendo que i é uma raiz de p e que p(2) = 1, entdo o resto

da divisao de p pelo polindémio ¢, dado por ¢(r) = 23 — 22? + x — 2 é igual a

1, 1
(a) R
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2 2
3 1
(c) 5x2 + £
1 1
3 3
(e) 51’2 — g

Solugao: Pelo algoritmo de Euclides,
p(x) = q(x) - g(x) + r(2).
O resto da divisao é r(z) = az? + bz + ¢ e como p(i) = p(—i) = 0 e p(2) = 1, temos

—a+bi+c = 0
—a—bi+c = 0 ,
da+2b+c = 1

pois, r(i) = r(—i) =0 e r(2) = 1.

£ o0 que resulta r(z) = 12 +

,b=0ec

(S

Resolvendo o sistema, a =

5. (UNESP - 2014) O polindémio p(x) = ax® + 2z + b é divisivel por z — 2 e, quando
divisivel por z + 3, deixa resto —45. Nessas condic¢oes, os valores de a e b, respecti-

vamente sao

(a) 1ed.
(b) 1el2.
(c) —1e12.
(d) 2 e 16.
(e) 1e—12.

Solucao: Pelo enunciado p(2) = 0, p(—3) = 45, segue que

a2’ +2-24b=0 . 8a+b=—4

a(=3)* 4+ (=3)-24+b=0 ... 27a —b = 39.
Portanto, a =1e b= —12.

6. (UNICAMP - 2014) O polindmio p(r) = z* — 22* — 9z + 18 tem trés rafzes: r, —r

€ S.
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(a) Determine os valores de r e s.

(b) Calcule p(z) para z = 1 + 4, onde i é a unidade imagindria.
Solugao:

(a) Pela relagao de Girard, temos

r+(-r)+s=2=s=2

re(—r)-s=-18=r=-3.
(b) p(z) =p(1+i) = (14+4)3—2(1+4)2—=9(1+4) + 18, segue que p(1+1) = 7—114.

. O polinémio p(z) = 27 — 2% — 32° + 32* — 62 — 3022 — 287 — 8 possui (1 — iv/3)
e (1— \/§) como raizes. Determine todas as raizes sabendo que a raiz inteira de p

tem multiplicidade 3.

Solucdo: Sabendo que (1 —iy/3) e (1 — +/3) sdo raizes, seus conjugados também

serao, logo
(x —-1-— zx/g)(x -1+ Z\/g)(l' —-1- \/§>(x -1+ \/§> = 2% —42° +62° —42—8.

O polinémio f(z) = 2*—222+122—8 que é resultante da expansio da forma fatorada
em termos das raizes, divide o polindmio p(x), entdo vamos dividir e encontrar o

polindémio quociente reduzido, logo

xf —2% =325  +3z*  —62° =302 —28¢ —8 | x* —4x3 4622 —4x—8

—27 4428 —62° 442t +8a° 22 +322 +3z +1

328 =925  +T72* 4223 —3022

—3x5 +122° —18x* +122° +2422

3x° —1lz* +142° —622 —28z

=325 +122% —182% +122% +24x

xt =43 4622  —4x -8

—xt H4xd —62%2  +4x 48

0

O polindmio quociente reduzido é q(x) = x* + 32? + 3z + 1. Pelo enunciado, o

polindémio p(z) possui uma raiz inteira com multiplicidade 3, logo, como o termo
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independente de ¢(x) é 1, e todos os coeficientes de ¢(x) é positivo, concluimos sem

muitos calculos que —1 é a raiz procurada.
Portanto, a solugao da equacao é {1 +iv3,1—iv3,1++3,1 -3, —1}.
8. Resolva a equacgdo z* + 223 + 22 + 42 — 2 = 0.
Solucao:Vamos separar a equagao em dois membros quadraticos e eliminar o termo
cubico, entao
' +20° + 2’ +dr—2 = 0
et 208 42 = —dx 42
(2 + 1) = —do+2.

Acrescentando y? + 2y(2? 4+ x) em ambos os membros, temos

y? 4 2y(2? +2) + (2° + 2)? —4x + 2+ oy + 2y(2® + 1)
(y + 2 +z)? —4x 4+ 2 + y* + 2yx® + 2yx
(y+ 22 +2)? = 2y2® + 2y —4)z + 3> + 2.

Fazendo o discriminante do segundo membro igual a zero, ou seja, A = 0, obtemos

uma equagcao auxiliar em termos de z, para determinar um valor para y, assim

A =0

2y —4)—4-2y- (" +2) = 0
1

y3—§y2+4y—2 = 0.

1 1
Com uma simples verificacdo concluimos que f (2) = 0, substituindo y = > no

segundo membro equacao, temos

(@) erer) = 237 G- ()
(;+x2+x> = (w—i)
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Portanto, teremos que resolver duas equacoes, que sao

1+ 2 3
—+r't+r=x— =
2 2

ou

1+m2—|raz:— :z:—|—§
2 B 2’

Logo, a solucao da equagao ¢é {\/iz, V2, -1 -2, -1+ \/i}

9. Resolva a equacdo x* — 1222 + 242 — 5 = 0.

Solucao: Nao vamos testar os divisores de —5, pois a equacao é de grau par e
também nao vamos resolver pela férmula resolutiva para polindémios de grau 4.
Consideraremos as expressoes o2 +ax +b e 2 — ax + ¢, pois ndo hé o termo ciibico,

calculando seu produto, temos

(2 +ax+b)(2* —ax +¢) = 2*—az®+ ca® +ax® — a®2® + acw + ba® — abr + be

= '+ (c—a® +b)x® + (ac — ab)x + be.

Fazendo a comparacio dos coeficientes, 2% — 122% 4+ 24x — 5 = 2* + (¢ — a® + b)2? +

(ac — ab)x + be, temos

c—a’+b =-12
ac—ab =24
bc = -5

Fazendo, b = 5, temos que ¢ = —1, assim a(—1) — (5)a = 24, portanto a = —4.

Fazendo um teste na primeira equacao, temos

c—a*+b=—-1—-(-4)?+5=—-1-16+5=—12.

Este artificio fatora a equacgao, como segue

ot — 1227 + 242 — 5 = (2° — 4 +5) - (2° + 42 — 1),
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Fazendo (2? — 4x +5) - (22 + 42 — 1) = 0, completando quadrados, temos

2’ —4dr+5 =
?—dx =
vt —dr+4 =
(x —2)* =
r—2 =

T =

ou

2 +dr—1 =
v +dr =
2’ +4r+4 =
(r+2)* =
rT+2 =

Portanto, a solugao da equacao é {—2 — /5,

2+

1+4

5

+/5
—2+ /5.

—2+\/3,2—z',2+z'}.

10. Resolva a equacao z® — 522 — 139z + 143 = 0.

Solucao: Nessa equacao é facil concluir que para x = 1, a igualdade é verdadeira,

entao

(1) =5(1)> = 139(1) + 143 =1 -5 — 139 + 143 = 144 — 144 = 0.

Usando o dispositivo de Briot Ruffini, temos

1 -5 -139

143 | 1

1 -4 —-143

0



Projeto de Ensino de Resolugdo de Polinomios e seus Recursos Computacionais 120

Para a equacao resultante, 22 — 42 — 143 = 0, obtemos

v —4r—143 = 0
22 —4x = 143
v —dr4+4 = 14344
(x—2)* = 147
r—2 = +147
T = 2+7V3.

Portanto, a solu¢ao da equagao é {1, 2 —7V3, 2+ 7\/§}

11. Resolva a equacdo 32° — 722 — 2 + 1 = 0.

Solucao: Vamos testar os divisores racionais {:i:l, +3, j:S}.

r = 1=317°-71) - (1) +1=—-4#0
r = —1=3(-1°-7(-1)> = (=1)+1=—-10#0
r = 3=303P-73)*-3)+1=16#0
v = —3=3(-3)°-T7(=3)—(=3)+1=-140#0

= =)o) - ()

S R SRC I

Concluimos que 3 ¢ uma raiz racional da equacao, usando o dispositivo de Briot-

Ruffini, temos

3 =7 -1 1

Wl =

3 =6 -3 0

O polinoémio resultante é g(z) = 3z? — 6x — 3, e fazendo ¢(z) = 0 reduzimos ainda
mais os coeficientes dividindo-os por 3, que nos dé a equacao 22 —2x —1 = 0. Vamos

resolver completando quadrados, assim
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2 —2x+1 = 141
(z—-1)?% = 2
r—1 = +V2
r = 1+2.

1
Portanto, a solu¢ao da equagao é {3, 1—+v2, 1+ \/5}
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6.3 Projeto Equacoes Polinomiais na Forma Quadra-
tica

Os polinémios na forma quadratica sao aplicados em varias situagoes e con-
textos matemaéticos. E de suma importancia e de ficil manipulacio algébrica e com um
programa que gera graficos em trés dimensoes seu estudo pode ser explorado tanto em
séries iniciais de uma graduagdo como em turmas de Ensino Médio ou em turmas avan-
cadas para eventuais participagoes em concursos de mateméatica mais avangados, como as
Olimpiadas de Matematica Nacionais ou Internacionais.

Abrindo uma janela de visualizagdo em 2D no geogebra, inserimos trés seleto-
res. Logo apés abrimos mais uma janela em 3D e digitamos a fungido polinomial na forma
quadratica nas varidveis x e y e em termos de a, b e ¢, ou seja, f(x,y) = ax? + by? + czy.

Primeiramente selecionamos a = 0, b = 1 e ¢ = 0, resultando na funcao
f(z,y) = y* como mostra a Figura (6.6)).

flx.y) = 0x° +1y* +0xy

Figura 6.6: Grafico gerado pela quadratica f(x,y) = y°.

Observe que para qualquer f(x,y) = k com k > 0 temos sempre duas retas
paralelas. No grafico da Figura , f(z,y) = 22 e temos a mesma situacdo, isto &,
duas retas paralelas para todo f(z,y) = k com k > 0. Sua assinatura é definida como

semipositiva, pois um dos vetores, isto é, um termo quadratico é nulo.
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a=1

f=2
1|
(=]

]
1|
=

fly) = 1 +0y* +0xy

Figura 6.7: Gréfico gerado pela quadratica f(x,y) = 2%

Selecionamos agora a = 1, b = 3 e ¢ = 0 obtendo assim a funcao f(z,y) =

22 + 3y?. O grafico gerado é uma conica chamada de elipsoide, como mostra a Figura

(6-8)-
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flx,y) = 1x°+3y>+0xy

Figura 6.8: Grafico gerado pela quadratica f(x,y) = 2% + 332

Observe que a coOnica estd acima dos eixos x e y, traduzido de uma modo
informal, que se trata de uma caracteristica positiva, ou seja, a assinatura da forma
quadratica é positiva.

Seguindo este mesmo raciocinio, o grafico gerado pela funcio f(x,y) = —2% —

292, mostrado na Figura , se trata de uma conica com assinatura negativa.
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fx,y) = o —2y* +O0xy

Figura 6.9: Grafico gerado pela quadratica f(z,y) = —z% — 2y°.

Fazendo a < 0, b < 0 e ¢ =0, a conica ficard abaixo do eixo z, com assinatura

negativa.

Nestes casos observados, as fungoes polinomiais na forma quadrética, nao pos-
sui o termo zy, assim o estudo dos sinais dos vetores que as compoes, ainda linearmente
independentes, nos dé explicitamente o indice e o posto, ou seja, a assinatura. Desta
forma, sabemos o comportamento da conica no espaco sem a necessidade da manipulagao
algébrica. A Figura , mostra que quando os sinais sdo opostos, deixamos de ter a
cOnica positiva ou negativa. Para um f(z,y) = k obtemos uma curva de nivel na forma

de hipérbole o que é de facil compreensao ao observar o gréfico.
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fix,y) = —03x*+3y? +0xy

Figura 6.10: Gréfico gerado pela quadratica f(z,y) = —(0,3)x?* + 3y>.

Com o termo zy, as fungdes se tornam menos compreensivas, necessitando um
estudo mais algébrico, ou seja, temos que completar quadrados para que os sinais dos
termos LI, sejam assim analisados.

Consideremos a fungao f(x,y) = x* + y* + Sry. Mesmo que os sinais dos
termos sejam todos positivos, ndo podemos garantir se a sua assinatura seja positiva.

Vamos completar quadrados para analisar a situagao, entao

f(z,y) = 2°+y*+5bay

2By? 25
= a4 hay+ = = 24y
5y\2 25
= <x+—2> ——4y2+y2
5u\% 21 ,
= (o+3) -

Observe que os sinais dos termos quadrados sdao opostos, sendo assim, temos uma sua
assinatura (1, 1), ou melhor, indefinida. O grafico da funcao f(z,y) = 2? + y* + Szy estd
gerado na Figura (6.11]).
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foy) = 13+ 1y +5xy

Figura 6.11: Gréfico gerado pela quadratica f(z,y) = 2* + y? + 5xy.

Neste projeto, temos como objetivo a exploracao do recurso computacional na
visualizacao dos graficos gerados por fungoes polinomiais de mais de uma variavel. No
caso particular tratamos, de fungoes na forma quadratica, por gerar conicas e curvas que
podem ser facilmente entendidas e estudadas no Ensino Médio. Esperamos que, neste
pequeno projeto, o aluno e o professor possa estender seus conceitos conjecturando novas
ideias e assim desenvolver a habilidade da visualizacao e andlise de expressoes algébricas

mais complexas sejam elas manipuladas ou em graficos.

6.4 Projetos Avancados

6.4.1 Projeto Gauss-Lucas

(Gauss-Lucas) As raizes de p’ pertencem ao fecho convexo das raizes do pré-

prio polinémio p.

Vamos verificar este teorema através de uma fun¢do polinomial de grau 3.
Assim, usando a construcio da funcao p(z) = az® = bx? + cx + d, sua derivada p'(z) =
322 +2x+c, e acionando o comando de exibicao das raizes complexas, teremos a veracidade
do teorema como mostra a figura .
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Ll p(x) = 1x* —x*+2x+2
2 oy o
pi(x) = 3x"—2x+2
®
15 1 05 1 15 2 25 3 35
) a=1
z
®
bh=-1
-1
° . c=2
2 d=2
p *

Figura 6.12: Gréfico gerado pela fungao polinomial particular p(x) = x® — 2% + 2z + 2.

3 — 2% + 22 + 2 possui rafzes 21, 22 e z3. Sua

A funcao particular p(x) = x
derivada é 322 — 22 + 2 e possui raizes z4 e z5. O tridngulo possui vértices nos afixos 2z,
Z9 € z3 que sao as raizes de p.

A funcao acima é um exemplo particular que esta interpretada em forma de
grafico na figura , mas podemos mover o seletor e garantir que em qualquer situagao
adotada para a funcao polinomial de grau 3, as raizes de p’ pertencem ao fecho convexo
das raizes de p, isto é, no capitulo 4, ja foi provado este teorema. Na figura 6.6, as raizes
de p formam um tridngulo e as raizes de p’ estdao no interior do tridngulo.

Quando todas as raizes de p sdo reais, as raizes de p/, também serao reais, ou

seja, elas pertencerao a reta real das abcissas como mostra a figura (6.13]).
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pl(x) = 3= —6x

p(x) = 1x* =33 +0x+2

C\!I\I

Figura 6.13: Fecho convexo sob um segmento.

Vamos explorar o teorema para polinomios de grau 4 e 5.

Exemplo 6.4.1. Manipulando os seletores a,b,c,d e e, para a fungao polinomial p(z) =

ax* 4+ ba® + cx? + dx + e, recaimos numa funcdo com 4 raizes complezas.
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p(x) = —x* 1 -3 —07x-1

plx) = —4x+3x" —6x— 0.7

Figura 6.14: Fecho convexo na forma de um quadrilatero.

Observando a figura , as raizes zs,zg € z7 do polindomio p'(x), estao no
interior do poligono formado pelas raizes de p(x).
Neste mesmo exemplo, podemos mover os seletores e o programa, mantém as

invariantes da construgdo, ou seja, as condigoes do teorema nao se alteram.

Exemplo 6.4.2. Selecionando os seletores, de modo que as raizes sejam todas reais nao

complezas, notamos que o fecho convexo neste caso passa a ser um segmento, Z1Z; con-

tendo todas as raizes de p'(z). Como mostra a figura (6.15).
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*
h=-2
q
c=2
d=2
h
g=-1
2 3

_B -

p(x) = —x* — 2% 2% L 2x -1

g

pix) = -4 -6 +4x+2

Figura 6.15: Fecho convexo na forma de um segmento.

Exemplo 6.4.3. Vamos mostrar agora um polinomio de grau 5.
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p(x) = —3x" +3x" +05%x —05x" —x+2
p'(x) = —15x" +12x° +15x" —x—1

Z
[
.‘2
T T D T T T
1 -05 - 15 2 25
@ 1 a=-3
E: o h=3
c=05
d=-05
e=-1
f=2

P

Figura 6.16: Fecho convexo na forma de um pentagono.

Vamos agora a algumas perguntas.
1. Porque o fecho formado pelas raizes deve ser convexo?
2. Quando as raizes do polinémio for todas reais, o que podemos concluir sobre o fecho?

3. Se o polinémio tem grau 7, que poligono convexo é formado por suas raizes e pelas

raizes da derivada?
4. O numero de raizes é sempre igual ao nimero de vértices do poligono convexo?

5. Vai haver a possibilidade de uma raiz da derivada do polindmio em estudo nao

pertencer ao fecho convexo?

6.4.2 Projeto van der Berg

(van der Berg) Seja as raizes de um polinémio ctbico p que formam os vértices
do tridngulo ABC no plano complexo. Tem-se que, as raizes de p’ sdo os pontos focais da
elipse tangente aos lados do ABC em seus pontos médios.

Todo polinémio ctibico admite pelo menos uma raiz real, pois seus coeficientes

sao reais e se houver uma raiz complexa, imediatamente teremos sua conjugada como raiz
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também. Nao havera a possibilidade de termos uma fungao polinomial de grau 3 com trés
raizes complexas, a nao ser que seus coeficientes sejam complexos, o que nao é nosso caso
de estudo.

Novamente, vamos verificar este teorema através de uma funcao polinomial de
grau 3. Assim, usando a construgdao da funcio f(z) = az® = bx?® + cx + d, sua derivada
f'(z) = 32% + 22 + ¢, e acionando o comando de exibigao das raizes complexas, teremos
a veracidade do teorema como mostra a figura .

w
1

=
n

d=3

fix) = 1x°+15 —x+3
fiix) = 3% +2x—1

Figura 6.17: Grafico gerado por uma fun¢ao polinomial geral particular de grau 3.

Se a funcao polinomial admitisse trés raizes reais, teriamos uma elipse e um
triangulo degenerado, pois todos os pontos estariam na reta real das abscissas. Neste
caso particular, temos um triangulo formado pela raizes da funcao polinomial e os pontos
médios dos lados do tridngulo e sdo também pontos da elipse o que faz com que os lados do
tridngulo sejam tangentes. Os pontos mais notaveis sao as derivadas da funcao polinomial

que sao os pontos focais da elipse.

Exemplo 6.4.4. Considerando a funcdo polinomial f(z) = 2° + 2, vamos determinar
0s focos da elipse inscrita no triangulo formado pelas raizes de f.

Solucao: Pelo teorema de van der Berg, as raizes da derivada de [ sao os
pontos focais da elipse. Portanto, f'(x) = 3z% + 2x, e suas raizes sio —2,/3 ou 0. Mas

precisamos verificar se as raizes de f sdo todas reais. Fatorando o polindomio, temos
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f(z) = 2.(32% + 2) possui o zero como raiz real e +i.\/6,/3. Portanto, os pontos focais
da elipse sao —2,°3 e 0.

Exemplo 6.4.5. Vamos agora considerar uma funcdao polinomial p(z) = x> + 1. Sua
derivada terd raiz dupla, ou seja, o discriminante de p' € igual a zero. Desta forma, o0s

pontos focais serdo os mesmos, logo teremos uma circunferéncia como mostra a figura

ET).

fx) = 13 +0% +0x+1

.l

fi{x) = 3x°

T T T T
-14 15 2 25

Figura 6.18: Grafico gerado pela funcao polinomial p(z) = 2% + 1.

Vamos a algumas perguntas.

1. No triangulo formado pelas raizes do polinémio, as cevianas do ponto médio ao vér-

tice, determina um ponto notavel. Que ponto notavel é determinado pelo encontro

dessas cevianas?

2. Qual a relagao deste ponto notavel com a elipse inscrita ao tridngulo formado pelas
raizes do polinémio?
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3. Em que situacao todos os pontos notaveis do tridngulo formado pelas raizes do
polindmio sdo os mesmos? O que podemos afirmar da derivada do polinémio em

estudo?

4. O que acontece se as raizes do polinémio forem todas reais?

6.4.3 Projeto Fourier-Budan

O Teorema de Fourier-Budan, trata dos sinais dos polinémios na sequéncia das
derivadas da fun¢ao para a decisao da existéncia ou nao de raizes de um polinéomio em
um intervalo aberto dado, vamos ao teorema.

(Fourier-Budan) Seja p o nimero de alteragoes de sinal na sequéncia

f(@), f(z), s f (),

onde f é um polinémio de grau n. Entao, o nimero de raizes de f (contadas as multipli-
cidades) entre a e b, em que f(a), f(b), e a < b, nao exceda N(a) — N(b). Além disso, o

nimero de raizes pode diferir a partir de N(a) — N(b) por apenas um ntimero par.

Exemplo 6.4.6. Considere a funcdo f(x) = x> —62%*+5x—1. Vamos calcular a sequéncia
de Fourier.

Solugao: {f(z), f'(x), f"(x), f"(x)} = {a® — 62® + 5z — 1,32% — 122 + 5,62 —
12,6}.

Exemplo 6.4.7. Considerando ainda a fungio f(z) = 23—62*+5x—1. Vamos determinar
a variagio de sinais N(a) e N(b) no intervalo aberto (0,3), sendo a =0 e b= 3.

Solugao: Temos que {f(x), f'(z), f'(z), f"(x)} = {2® — 622 + 5z — 1,32 —
122 + 5,62 — 12,6}, assim

Fo) = -1,
fo) =5
o) = —12,
f///(o) — 6.

Logo, N(0) = 3, pois {—1,5,—12,6} = (— + —+). Houve trés mudangas de

sinais na sequéncia.
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fB) = —13,
f@3) = -4
f"@3) = 18,
M3 = 6

Logo, N(3) = 1, pois {—13,—4,18,6} = (— — ++). Houve somente uma
mudanca de sinal.
Pelo Teorema , N(0) — N(3) =3 —1=2. Portanto, o polindmio f(x)

tem dois ou nenhuma raiz real no intervalo aberto (0,3).

Figura 6.19: Gréfico gerado pela fungao polinomial f(x) = 2% — 62% + 5z — 1.

Observe o grafico da figura , a funcao é de grau 3, mas o intervalo em
questao mostrou que existe 2 raizes reais e por isso sabemos que a terceira é também
real. E se existissem duas raizes complexas, como estabelecer a existéncia pelo teorema
de Fourier-Budan?

Vamos construir um modo de manipular os intervalos, exibir a sequéncia de
Fourier e também as fungoes em termos dos intervalos com a ajuda de seletores para que

possamos mover e mudar os coeficientes e os intervalos.
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Exemplo 6.4.8. Vamos construir uma fungdo polinomial de grau 3 e suas derivadas no

Geogebra.

~

. Inserir 4 seletores, a, b, c e d.

2. Inserir mais dois seletores e mudar para v e s, com incremento igual 1.
3. Digitar no campo de entrada a funcio g(x) = ax® + bx* + cx + d.

4. Digitar no campo de entrada ¢'(z).

5. Digitar no campo de entrada ¢g"(x).

6. Digitar no campo de entrada ¢g"'(z).

7. Na entrada escrever "F ={g,¢',9",9"}".

8. Na entrada escrever "N, = {g(r),q'(r),¢"(r),¢"(r)}".

9. Na entrada escrever "Ny = {g(s),9'(s), 9" (s),g"(s)}".
10. Nao exibir as fungoes ¢"(x) e ¢"(z), para nao poluir a construgao.

Desta forma, podemos propor algumas perguntas, e analisar a mudanca do
intervalo e observar as mudancas de sinais das fungoes ja calculadas de uma infinidade de

fungdes. Segue algumas conjecturas:

1. Todas as raizes sao reais. Mova os seletores r e s combinando os possiveis intervalos
que podem ou nao dar variagdes de sinais que determinem a quantidade de raizes

no intervalo em questao.
2. Todas as raizes sdo reais. Mova os seletores r e s fora do dominio das raizes.

3. Duas raizes complexas nao real e uma real. Mova os seletores r e s combinando
os possiveis intervalos que podem ou nao dar variacoes de sinais que determinem a

quantidade de raizes no intervalo em questao.

4. Duas raizes complexas nao real e uma real. Mova os seletores r e s fora do dominio

das concavidades das fungoes g(x) e ¢'(x).

No grafico da figura , exibimos uma situacao particular em que N, =
{—15,19,—16,6} = (—+—+) equivalente a 3 mudancas de sinais, N, = {5,14, 14,6} —
(+ + ++) equivalente a nenhuma mudanga de sinal, seguindo que N, — N, = 3, entao
concluimos a partir do teorema de Fourier-Budan que no intervalo(r,s) = (—4,1) ha 3

raizes, uma real e duas complexas.
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h=4
i
3

c=

T

gx) = 1x°+4x°+3x-3

gx)=3%+8x+3

Figura 6.20: Variagoes das fungoes sob o aspecto do teroema de Fourie-Budan.

F={1x+4x"+3x-33x"+8x+3,6x+8,6}

r=-4
N, = {-15,19, 16,6} @

]
n

Ne = {5, 14,14, 6}

Mudando o intervalo no dominio da vizinhanca da raiz real de tal forma que

nao esteja no dominio das concavidades das fungoes, vamos constatar nossa conjectura.

Obeserve o grafico da figura ((6.21]).
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a=1
.
bh=4
*1 ®
c=3
-
d=-3
-
gx) =1 +4x*+3x-3

g(x) = 3 +8x+3

= {1 +4x>+3x-3,3x*+8x+3,6x+8,6}

1
[=1]

N, = {~3,3,8,6}

w
"

N, = {5.14,14,6}

Figura 6.21: Variacoes das fungoes com raizes complexas sob o aspecto do teorema de
Fourie-Budan.

No gréfico da figura (6.21), N, = {-3,3,8,6} = (— + ++) equivalente a
1 mudanga de sinal, Ny = {5,14,14,6} = (+ + ++) equivalente a nenhuma mudanca
de sinal, seguindo que N, — Ny = 1, entdao concluimos a partir do teorema de Fourier-
Budan que no intervalo(r, s) = (0, 1) hé 1 raiz real e as duas raizes complexas nao foram

constatadas.

6.4.4 Projeto Sturm

(Teorema de Sturm) Seja w(x) o nimero de alteragoes do sinal na sequéncia
f(x), fix),..., fu(z). O ndmero de raizes de f (sem levar em conta as multiplicidades)
no intervalo (a,b) , em que f(a) # 0, f(b) # 0, e a < b, é igual a w(a) — w(b).

Vamos resolver a sequéncia de Sturm de um polinémio no exemplo abaixo e em
seguida estabeleceremos o critério das diferencas de sinais em intervalos reais arbitrarios

para determinar o nimero de raizes nestes intervalos.

Exemplo 6.4.9. Consideremos o polinomio f(x) = 23+ 2% — 2x — 2. Vamos determinar
a sequéncia de Sturm relativa ao polinomio f(x).
Solugdao: Temos fo(x) = 2° + 2% — 22 — 2. O polinomio fi(x) é a derivada do
polindmio fo(z), assim
fi(x) =32 + 2z — 2.



Projeto de Ensino de Resolugdo de Polinomios e seus Recursos Computacionais 140

Continuamos com a obtencio da sequéncia e para determinar fo(x), temos que
dividir fo(x) por fi(x) e considerar um resto r(x) com grau menor que fi(x). Por fim,

este resto multiplicamos por —1 e chamamos de fy(x). Seque que

2 4+ 22 - 2z — 2 322 + 22 — 2
—r3 - %IQ + %I éx + é
%xQ — %x - 2
- 32 — 2z + 2
T

Neste ponto da divisao dos polinomios o resto possui grau menor que o polino-

mio divisor, assim podemos parar a divisao e considerar fo = —r(x), logo

14 16

Seguindo o algoritmo, f3(x) é o polinémio oposto do resto da divisao de fi(x)

por fo(x), entdo

322 + 20 — 2 1343: + 136
_ 2 2 27 171
3r° + =T T
38 _
- T 2
38 _ 304
7% 49
_ 402
49

Finalmente o ultimo passo, pois o resto € uma constante, assim

402
fola) = o

Portanto, a sequéncia de Sturm € escrita como:

folz) = 2°+2*—22 -2,
fi(z) = 32° 427 —2,

14 16
folz) = 593 + 9

402

@) = 75
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Exemplo 6.4.10. Vamos determinar a variacdo de sinais na sequéncia de Sturm do
exemplo . substituindo a variavel x, por wvalores reais arbitrarios, construindo,
desta forma, uma tabela de sinais que facilitara o exame da existéncia e quantidade de
raizes em intervalos arbitrdrios.

Solugao: Determinaremos a partir da sequéncia os valores de p(—3), ¢(—2),
o(=1), $(0), (1), 9(2) ¢ p(3), da sequinte forma:

©(=3) = {fo(=3), fi(=3), f2(=3), f3(=3)},
90(_2) = {fo(_2)7 fl(_2)7 f2(_2)7 f3(_2)}>
p(=1) = {fo(=1), fi(=1), fo(=1), fs(=1)},
©(0) = {fo(0), £1(0), f2(0), f3(0)},
(1) = {fo(1), fi(1), fa(1), f3(1)},
©0(2) = {fo(2), f1(2), f2(2), f3(2)},
©(3) = {fo(3), f1(3), f2(3), f3(3)}.
Calculando cada um desses valores, obtemos
26 402
o(=3) = { 14, 19, —5 49}
4 402
#(=2) = { 2073 49}
2 402
P(=1) = {O’ i) 49}
16 402
20 = { 575y 49}
o(1) = { 2. 3, E) 402}
o(2) = {6, 14, %, 402}
5(3) = {2 58’402}‘

Construiremos a tabela de sinais com os cdlculos obtidos, assim
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v fol| fi|fo| fs| w(z)
3| =+ -+ 3
2| =+ |-+ 3
-1 00| —-|+]|+ 1
0 i e e 1
1 -+ |+ |+ 1
2 + |+ |+ ]+ 0
3 + |+ |+ ]+ 0

Vamos agora estudar a variagao de sinais em cada intervalo real.

e Para o intervalo Iy = (=3, —2|, temos p(—3) — p(—2) = 3 —3 = 0. Portanto, nao

hd raiz neste intervalo para f(x).

e Para o intervalo Iy = (—2,—1], temos o(—2) — p(—1) =3 — 1 = 2. Portanto, hd 2

raizes neste intervalo para f(x).

e Para o intervalo I3 = (—1,0], temos ¢(—1) — ¢(0) =1 — 1 = 0. Portanto, nio hd

raiz neste intervalo para f(x).

e Para o intervalo I, = (0,1], temos ¢(0) — p(1) =1 —1 = 0. Portanto, nao hd raiz

neste intervalo para f(x).

e Para o intervalo Iy = (1,2], temos ¢(1) — ¢(2) =1 —0 = 1. Portanto, hd uma raiz

neste intervalo para f(x).

e Para o intervalo Is = (2,3], temos ¢(2) — p(3) = 0— 0 = 0. Portanto, nao hd raiz

neste intervalo para f(x).

Observamos o grafico da figura (6.22) de f(z), e concluimos que realmente ha

duas raizes entre —2 e —1 e ha uma raiz entre 1 e 2.
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Vv

Figura 6.22: Grafico gerado pela func¢ao polinomial f(z) = 2% + 22 — 22 — 2.

Para equacgoes cuja raizes sao complexas, o teorema nao funciona. Vamos saber

0 porqué.

2 — 2+ 1 possui raizes complexas.

Exemplo 6.4.11. Sabemos que o polinomio f(z) = x
Vamos analisar alguns intervalos para a sequéncia de Sturm.
Solugao: Temos que fo(x) = 2> — x + 1 e sua derivada é fi(z) = 2x — 1,

sequindo o0s passos para obtengdo da sequéncia, dividiremos fy por fi), entdo

2 - x4+ 1|2z — 1
_ 2 1 1 _ 1
=+ g 2L 1
1

1

Phd 1

3

4

Portanto, fo(x) = —%.

Escrevendo a sequéncia, temos
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folz) = 2> —x+1,

Vamos agora calcular os valores de o(—3), ¢(—2), p(—1), v(0), p(1), ¥(2) e

©(3), assim

- ~— ~— ~— ~—

~— ~— ~—~ s ~ [ — 0

e O ~ N~ ~ ~—

o~ o~ o~ o~ o~ o~~~

Calculando cada um desses valores, obtemos

> 7 7
o </ N N
[ NIHF <A
_ _
I~ - ~
| 0 [ap)
- _ _
[ap] - -
— I~ (el

Construiremos a tabela de sinais com os cdlculos obtidos, assim



Projeto de Ensino de Resolugdo de Polinomios e seus Recursos Computacionais

145

| fol| fi]fo| e(z)
3|+ |- |- 1
2|4+ |- - 1
-1 +]|—-1]- 1
0 + | =1 - 1
1 + |+ - 1
2 + |+ = 1
3 + |+ - 1

Observe que a diferenca das variagoes de sinais sempre serd zero, pois fo(x) é

positivo para todo = real e fo(x) € negativo para todo x real, assim fi(x) sendo positivo ou

negativo para um x arbitrdrio, a variagdo serd sempre 1. O teorema de Sturm, nao identi-

fica raizes complexas em intervalos reais, pelo simples fato de ndo existir correspondéncia

entre as raizes complexas e a imagem real como mostra a figura .

Figura 6.23: Gréfico gerado pela funciao polinomial f(z) = 2* —x + 1.

Exemplo 6.4.12. Sejam f(x) = x® — 32° + 3z — 1 e sua derivada f'(x) = 32* — 6x + 3,

vamos analisar seu comportamento utilizando o teorema de Sturm sabendo que f(x) possui

a raiz 1 com multiplicidade 3.

Solugdo: Temos que fo(x) = 23— 32> +3x—1 e f1(x) = 32> — 6x+3. Fazendo

a divisao, temos
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3 — 32 + 3r — 1|322 — 6z + 3
- + 22 — %x — %
- 22 4+ 2z - 1
> — 2z + 1
0

Devido a multiplicidade, f(x) é divisivel por f'(x), logo fo(x) = 0 e nao po-
demos continuar com o algoritmo, logo a sequéncia de Sturm terd somente fo(x) e fi(x).
Temos ainda, que f(1) = 0, logo como a sequéncia sé hd dois sinais a serem contados,
todas as diferencas resultardao o valor 0 e a unica raiz é o numero 1 com multiplicidade 3,

pois a fungao é de grau 3.

O teorema de Sturm é um 6timo algoritmo para determinar a existéncia de
raizes em intervalos reais arbitrarios, mas devido aos calculos trabalhosos este método se
torna inviavel se quisermos generalizar para polinomios de grau elevado, mas em termos
computacionais, sua aplicagdo é bastante eficaz e satisfatoria diante dos outros teoremas

semelhantes que estudamos até agora.

6.4.5 Projeto Sylvester

O teorema de Sylvester estabelece uma importante relacao entre os coeficientes
e as raizes por meio de polindmios na forma quadratica associadas a matrizes simétricas
facilitando a andalise quanto a assinatura destes polinémios. Sua grande aplicacao estd em
conceitos da algebra linear, geometria analitica, sistemas dindmicos, topologia diferencial
e entre outras areas da ciéncias exatas.

Usando o Geogebra para obter as conicas em 3 dimensoes, vamos resolver
alguns exemplos com a aplicacao dos critérios de Sylvester através de suas formas qua-
draticas. O que facilita a manipulacao destas formas quadraticas é o fato delas serem
lineares, ou seja, possuem como origem o vetor nulo e por ser utilizados métodos simples

para sua resolucao, como completar quadrados, matrizes e seus determinantes e conicas.

Exemplo 6.4.13. Considere a fungio polinomial na forma quadrdtica f(z,y) = 32 +
2y? + 3zy. Vamos desenvolver a matriz associada a f(z,y) e completar quadrados para
analisarmos os sinais e concluir a conica que é gerada.

Solugdo: A matriz serd de ordem 2 e seus elementos estao explicitos na fungao,

assim

3 1,5
1,5 2
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Todos os elementos sao positivos e seu determinante também é positivo, logo

¢ definida positiva.

Agora vamos desenvolver a fungdo por complemento de quadrados, para anali-

sar o sinal de cada termo explicitamente, assim

f(z,y)

322 + 2y* + 3ay
3(x? + zy) + 247

2 32
3<x2+xy—|—y—> —i%—Zy2

4 4
Yy 2.5 2
3 = —y~.
<x+2> Ty

Observe que os dois termos sao positivos, logo a forma quadrdtica € definida

positiva.

A conica gerada pela fung¢ao é uma paraboloide positiva. Com o uso do geogebra

podemos gerar esta conica, como mostra a figura .

Figura 6.24: Grafico gerado pela funcio polinomial na forma quadratica f(x,y) = 3z* +

2y? + 3zy.

Exemplo 6.4.14. Vamos analisar a forma quadrdtica f(x,y) = 32* — y? — zy.

Solucao: A sua matriz associada é M =

3 —0,5
-0,5 -1 |’
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Os menores determinantes da matriz M sdo respectivamente (+,—, —). Por-
tanto ¢ indefinida.

Completando o quadrado, temos

flzy) = 32 —y* —uy

1 v\ 3y?
_ 2__ g _Yg 2
- 3<x 3”5“36) 12
_ AR
- 3(33 6) 1Y

Repare que o primeiro termo € positivo e o sequndo € negativo, implica que a

forma quadrdtica € indefinida, logo seu grafico é uma hiperboloide, como mostra a figura

2.

Figura 6.25: Grafico gerado pela fungao polinomial na forma quadrética f(z,y) = 3z% —
2
Yy —ry.
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