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Resumo

Neste trabalho apresentamos topicos de Geometria Analitica no Plano. Iniciamos com uma
revisao sobre algebra linear e dai mostramos a classificacdo das curvas conicas no plano,
levando em conta translacdes e rotacdes. Apresentamos também o Teorema do Hexagono de
Pascal e a classificacdo de Newton de Curvas Cuabicas no Plano. A aplicagdo didatica deste
trabalho é o desenvolvimento do aplicativo "EasyMath" para smartphones e tablets disponivel

no sistema Android que contém os assuntos abordados neste trabalho.

Palavras chave: matrizes, sistemas lineares, conicas, mudanca de coordenadas, equacao geral

das conicas.



Abstract

In this work we present some topics on analytic geometry. We start with a general revision on
linear algebra, and then study the classification of conics on the plane, considering translations
and rotations. We also present the Pascal Hexagon Theorem and the Newton Classification of

plane cubic curves. As application, we developed an Android app with the main results and
examples of these topics.

Keywords: matrices, linear systems, conics, cubic curves.
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Parte 1

1 Introducao

Este trabalho tem por objetivo apresentar um estudo sobre Cénicas, Curvas Cubicas
no plano e também o aplicativo “EasyMath” desenvolvido para tablets e celulares Android com

a finalidade de aproximar alunos aos contetdos estudados.

Esta dissertacdo de Mestrado Profissional de Matematica em Rede Nacional
(PROFMAT) tem como finalidade oferecer um material ao professor do Ensino Médio que

apresente um estudo das Conicas.

As Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio do Ministério da Educacéao
(MEC) prevé o estudo das curvas cénicas como lugar geométrico de pontos (elipse, parabola e

hipérbole), acompanhado de suas equagdes.

As Conicas possuem diversas aplicacdes nas areas cientificas, na engenharia e
arquitetura, na astronomia. Podemos citar alguns como as antenas terem o formato de parabola,
pois é necessario, apos a captacdo dos sinais, concentra-los em Gnico ponto, com a finalidade
de serem tratados adequadamente; os refletores em formato eliptico que os dentistas utilizam,
0S quais possuem como objetivo concentrar o0 maximo de luz onde se esta trabalhando e, ao
mesmo tempo, impedir que a iluminacgdo ofusque a visdo do paciente; as Orbitas dos planetas
do sistema solar em torno do Sol sdo elipticas e a elucidacdo destas leis do universo se deve a
Kepler; aplicacdo da hipérbole, pode se considerar um espelho refletor da forma de uma folha
do hiperboloide, gerado pela rotacdo de uma hipérbole em torno de seu eixo focal, sendo que a
parte refletora esta do lado externo (parte céncava).

Este trabalho esta dividido em trés partes: Parte | que compreende do Capitulo 2 ao
6; Parte 1l do Capitulo 7 ao 12; Parte Il que contém o Capitulo 13 e Parte IV referente ao
Capitulo 14.

Na Parte | do trabalho, no Capitulo 2, apresentamos uma revisao sobre nimeros,
nameros complexos e corpos. O corpo utilizado nos demais capitulos € o corpo dos numeros
reais. Ja no Capitulo 3 temos uma introducéo com a Historia das Matrizes desde a antiguidade
e a sua definicdo atual. Temos também uma breve revisdo de Opera¢fes com Matrizes, Matrizes

Transpostas, Trago de uma Matriz, Escalonamento de Matrizes e Posto, Matrizes Invertiveis,
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Determinantes e Tipos Especiais de Matrizes Quadradas. Ainda no Capitulo 2, ha uma breve
descricdo de Sistemas Lineares e uma revisdo de Resolucdo de Sistemas Lineares.

O Capitulo 4 refere-se a Autovalores e Autovetores — Diagonalizacdo, ha uma breve
revisao da descricdo e do calculo de autovalores e autovetores e Diagonalizacdo de Matrizes.
No Capitulo 5 apresentamos e demonstramos o Teorema Espectral para Matrizes Simétricas de
ordem 2 x 2, também encontramos a definicdo de produto interno e norma de vetor. Ainda na
Parte |, o Capitulo 6 aborda a Mudanga de Coordenada que é de grande importancia ao estudo
das Conicas, além de estudar as mudancas de coordenadas que ocorrem na rotacao e translacédo
de sistemas ortogonais, ha também a aplicacdo dessas mudancas de coordenadas em R? ao

estudo da equacéo geral das conicas Ax? + Bxy + Cy? + Dx+ Ey + F = 0.

Na Parte Il do trabalho apresentamos um estudo das Conicas ndo degeneradas
(elipse, pardbola e hipérbole) e Curvas Cubicas no Plano. No Capitulo 7 apresentamos a
descricdo elementar de cada cénica, bem como suas formas can6nicas. No Capitulo 8 temos a
Classificacdo de Conicas através da Translacdo, bem como as suas equacgdes apos a mudanca
de coordenadas. Ja o Capitulo 9 apresenta a Classificacdo de Conicas atraves da Rotacdo. Neste
Capitulo é apresentada a rotacdo de eixos tanto de forma isolada, ou seja sem ter ocorrido a

translacdo, como também em conjunto com a translacéo de eixos.

No Capitulo 10 temos a Classificacdo Geral das Conicas e exemplos de como
realizar o reconhecimento de conicas através de analise de sua equacdo. Também apresentamos
no Capitulo 10 a Obtencdo da Cdnica por Cinco Pontos no Plano, onde é demonstrado este
teorema e também resolvido um exemplo. J& no Capitulo 11, mostramos uma curiosidade sobre

as conicas, O Teorema do Hexagono de Pascal e o resultado deste nas conicas ndo degeneradas.

No Capitulo 12 Curvas Cubicas no Plano Classificacdo de Newton, apresentamos
algumas classificacfes das curvas cubicas no plano realizadas por Newton, as classificacdes
apresentadas levam em conta analises das equagdes das curvas bem como os discriminantes e
a natureza das raizes. Esta Parte 1l do trabalho consta com diversos exemplos resolvidos, alguns
foram retirados das obras estudadas e adaptados, e muitos outros foram criados por mim com o

auxilio do software GeoGebra.

A Parte 11 compreende o Capitulo 13 que apresenta um Plano de Aula flexivel
sobre conicas. O professor podera utiliza-lo em partes ou em sua totalidade conforme seus

objetivos e perfil de alunos.
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Na Parte IV, Capitulo 14, ha uma descricdo das Tecnologias de Informacdo e
Comunicagdo — TIC’s e sua importante aplicacdo no ambiente escolar para facilitar a
aprendizagem dos alunos e também a apresentacédo e descri¢do do aplicativo EasyMath para

tablets e celulares que foi desenvolvido por mim como extensao deste trabalho.
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2 NUmeros

Sejam os seguintes conjuntos numMeéricos:
NUmeros Naturais N = {1,2,...},N, = {0,1,2, ... }.

Numeros Inteiros Z = {...,—2,—1,0,1,2, ... }.
Ndmeros Racionais Q = {E :p,qeZeq# 0}.

O conjunto dos Numeros Reais sera denotado por R. N&o sera realizada uma
formalizacdo deste conjunto, porém esta pode ser facilmente encontrada em livros de analise

matematica. Sera trabalhada a ideia intuitiva usualmente atribuida a esse conjunto.

Quando se quiser indicar o subconjunto de Z, Q e R excluindo-se o numero zero

(0), indicaremos por Z*, Q* e R*, respectivamente.

2.1 Numeros Complexos

O conjunto dos numeros complexos € o conjunto:
C={a +bi:abeR}.
Sez=a+bi, w =c+di € C, definimos a soma por:
z+w=(@+bi)+ (c+di)=(G@+c)+ (b+d)i
e 0 seu produto por:
z.w = (a+ bi).(c+ di) = (ac — bd) + (bc + ad)i.

Nesta Gltima operacdo i2 =i.i = —1.0Onde o elemento i é chamado imaginario
puro. No geral, se z =a + bi, com a,b € R, denotamos a parte real de z por a =re(z) e a

parte imaginaria de z por b = im(z). Desta forma, z = re(z) + im(z)i.

Diversas vezes é conveniente representar nUmeros complexos geometricamente
como pontos no plano R2. Identificamos o numero complexo z = a + bi com o ponto (a,b) €
RZ
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Podem ser utilizadas também coordenadas polares. Para (a,b) € R?, teremos que
a =rcosb e b =rsenb, onde r € a distancia da origem do plano ao ponto (a,b) e 6 indica o

angulo formado entre o eixo Oy e a reta que passa pela origem do plano e por (a, b).
O mddulo de um nimero complexo z = a + bi é definido como:
|z| = Va2 + b2,
A representacdo polar de um numero complexo ndo nulo z sera z = |z| cos® +
|z| senB® = |z|e'®.

Dado z = a + bi, 0 conjugado complexo de z é definido como sendo: Z = a — bi.
Na forma polar, se z = |z|e!® entdo Z = |z|e~"®. Geometricamente, o conjugado de um niimero

complexo corresponde a refleti-lo em relacéo ao eixo real Oy.

Na figura abaixo, temos a representacdo no plano do nimero complexo z; = 4 +
3i:

S [ S

Figura 2-1: Representacdo de um nimero complexo no plano.

2.2 Corpos

Um conjunto ndo vazio K € um corpo se em K for possivel definir as operacdes
de adicdo e multiplicacdo, satisfazendo as seguintes propriedades de acordo com (Ulhoa &
Lilian, 2005):

. a+b=b+a, Va,b e K (propriedade comutativa).
II. a+(M+c)=(@+Db)+c Va,b,ce€ K (propriedade associativa).



VI.
VII.

VIII.
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Existe um elemento em K, denotado por O e chamado de elemento neutro da adicéo,
quesatisfaz0+a=a+0, Va € K.

Para cada a € K, existe um elemento em K, denotado por - a é chamado de oposto de
a (ou inverso aditivo de a), tal que a+ (—a) = (—a) +a = 0.

a.b =b.a, Va,b € K (propriedade comutativa).

a.(b.c) = (a.b).c, Va,b,c € K (propriedade associativa).

Existe um elemento em I, denotado por 1 e chamado de elemento neutro da
multiplicacdo, talque 1.a=a.1 =a,Va€e K

Para cada elemento ndo nulo a € K, existe um elemento em K, denotado por a™?! e
chamado de inverso multiplicativo de a, tal que a.a™* = a™t.a = 1.

(@a+b).c=a.c+b.c, Va,b,c € K (propriedade distributiva).

Exemplo 2.1. Os conjuntos de nimeros @Q,R e Csao corpos, pois todos satisfazem as

propriedades de | a IX. No entanto, 0 conjunto dos nimeros Z nao € um corpo, ja que nao

satisfaz a propriedade V111, apenas os seus elementos 1 e —1 admitem inversos multiplicativos.
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3 Matrizes e Sistemas Lineares

3.1 Historias das Matrizes

Os estudos das matrizes vém de tempos antigos da humanidade. Presentes em textos
chineses, por volta do século Il a.C., aplicadas em problemas de resolucéo de equacoes lineares
como exemplo o livro chinés: “Nove capitulos da arte matematica”, apresenta o0 método de

matrizes para resolver equagdes lineares.

Em 1683 o0 matematico japonés Seki Kowa (1637 — 1708) e dez anos mais tarde,
em 1693, o matematico alemdo Gottfried Leibniz (1646 — 1716) desenvolveram métodos de
resolucdo de sistemas lineares baseados em tabelas numéricas formadas por coeficientes das
equacdes que compunham esses sistemas. Essas tabelas numéricas deram origem ao que hoje
chamamos matrizes que, além de serem aplicadas ao estudo dos sistemas lineares,

possibilitaram o desenvolvimento de novos ramos da matematica.

No seculo XVII o desenvolvimento da producéo e do comércio colocou ao homem
uma grande necessidade de trabalhar com tabelas numéricas. Em meados do século XVIII Carl
Friedrich Gauss (1777 — 1855) descreveu a multiplicacdo de matriz, que no seu entender era
como uma composicao, sem tratar do conceito matriz algébrica. Nota-se que a aplicacdo das

matrizes possui uma forte componente historica na resolucdo de equacdes lineares.

Gabriel Cramer (1704 — 1752) desenvolveu, no século XVIII , a regra de Cramer

que soluciona um sistema de equaces lineares em termos de determinantes.

O primeiro matematico a definir um nome as matrizes foi Augustin-Louis Cauchy
(1789 — 1857) em 1826, denominado-as de tableau (tabela) para a matriz de coeficientes e

introduziu a ideia de matrizes similares.

James Joseph Sylvester (1814 — 1897) em 1850 foi quem utilizou o significado da
palavra matriz: local onde algo se gera ou cria. Com efeito, via-as como "...um bloco retangular
de termos... 0 que ndo representa um determinante, mas é como se fosse uma MATRIZ a partir
da qual podemos formar varios sistemas de determinantes, ao fixar um numero p e escolher a
vontade p linhas e p colunas...” (artigo publicado na Philosophical Magazine de 1850, pag. 363-
370).
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Amigo de Sylvester, Arthur Cayley (1821 — 1895) em Memoir on the Theory of
Matrices, 1858, divulgou esse nome e iniciou a demonstrar sua utilidade, desempenhou um
papel fundamental no desenvolvimento da teoria matricial. Cayley aprofundou os estudos das
tabelas numéricas e foi um dos primeiros a estudar e aplicar as matrizes em estruturas
algébricas. Isso permitiu um grande desenvolvimento da matemaética. Também contribuiram
para o desenvolvimento da teoria das matrizes: William R. Hamilton, Hermann G. Grassmann,

Ferdinand G. Frobenius, entre outros.

Desde o seu aparecimento, no tempo da China antiga e durante sua evolucao
historica, as matrizes tém permanecido como uma ferramenta fundamental para resolver
problemas associados a equagfes simultaneas lineares. Atualmente permite também, descrever
a mecanica quantica da estrutura dos atomos, desenvolver modelos matematicos computaveis,
analisar e representar relacdes entre variaveis matematicas, entre muitas outras aplicacdes.
Sendo um instrumento matematico de cientistas sociais, geneticistas, estatisticos, engenheiros,

fisicos e outros profissionais.

3.2 Matrizes

Nesta se¢do, assim como nas demais secdes deste capitulo, IK ird representar o corpo

dos nUmeros reais.

Chamamos de Matriz um conjunto retangular de nimeros, simbolos ou expressdes,
organizados em linhas e colunas que pretendemos operar em bloco simultaneamente. Cada um

dos itens de uma matriz é chamado de elemento (Santos, 2007).

Sejam m, n dois inteiros positivos. Uma matriz A m por n sobre KK é dada por m x

n valores aj; € R,com 1 <i <m,1<j <n agrupados em m linhas e n colunas, sera

representada como:

d17 412t dqn

dzq Az 0 App
A= (aij)i,j N : :

dm1 dm2 °°° dAmn

A i-ésima linha de A é:

[@i1 A2 - Qin],
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parai = 1,...,meaj-ésimacolunade A é

alj
azj
am]—

paraj = 1,...,n. Também é utilizada a notagdo A = (ai]-)mxn. Dizemos que aj; ou [A];; € 0
elemento ou a entrada de posicao i,j da matriz A.

Se m = n, dizemos que A é uma matriz quadrada de ordem n e os elementos

a1, a2, -, apy formam a diagonal principal de A.

3.2.1 Operagdes com Matrizes

No conjunto M, »,(IK) de todas as matrizes m X n sobre IK podemos definir as

seguintes operagdes:
A. Soma de matizes: Sejam A e B duas matrizes de mesmo tamanho com A = (ai]-)i]_ e
B= (bi]-)i]_. Asoma A + B é a matriz C = (Cii)ij’ onde para cada par (i, j) temos c;; =

ajj + bl] , OU Seja:

d;p  t App by ¢ byp a;;+ by o+ ag+ by
A+B:[E S e 2]: : :
dm1 " 9mn bml bmn aml"'bml amn-l'bmn
€11 " Cin
A+B=C=[ P ]
Cm1 *° Cmn

1

2 -3 -2 1 0

Exemplo 3.1. Sejam A = [

EntioC=A+B

c= [P+ (2 241 (=3)+0]_ -1 3 —3]_

3+5 4+ (—4) 0+0 | L8 0 o0
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B. Multiplicagdo por escalar: A multiplicacdo de uma matriz A = (ai]-)i]_ por um escalar

A, podemos definir como sendo a matriz B = (bi]-)i]_, tal que para cada par (i,j), temos

bij = }\ai]‘:
d11  °*t QAip Aa;; -+ Aagy
dm1 " Amn Aapg; 0 Aapy
1 2 -2 -3
Exemplo3.2. SejamA= (3 4 -5 0 | € M3, (R),eA =5, Calcular AA. Entdo
7 8 0 6
1 2 -2 -3 5x1 5x2 5x(-2) 5x(-3)
M= A3 4 -5 0]=5><3 5%x4 5x(-5) 5><0]
7 8 0 6 5x7 5x8 5x0 5%X6

5 10 -10 -15
M=1]15 20 -25 0
35 40 O 30

C. Produto de matrizes: Sejam A = (aij)ij € Mxn(K), B= (bi]-)i]_ € My (K),
sendo o0 nimero de linhas de A igual ao nimero de colunas de B. Podemos definir o

produto de A por B como sendo a matriz C = (Cij)ij € My (K) tal que:

n

Cij = Z ajl blj:

I=1

parai = 1,..,m e j = 1,...,p, ou entdo,

- n n .
Z ajby z aq) byp
a1 ajn] [bi1 blp = =1
AXB= o N Pl = : : :
aml amn bn1 bnp 1 <
am byy am byp
=1 =1
1 2 —3 -2 1 0
Exemplo 3.3. Sejam A= 3 4 0] € My 3(R), B=]0 3 0| € Mzu3(R)
5 —4 0

EntioC=A X B
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C= 1.(-2)+ 2.0+ (=3).5 1.1+23+(—3).(—4) 0] _ [—17 19 0]

3.(-2)+ 4.0+ 0.5 31+43+0(-4) 0] L-6 15 0

3.2.2 Matrizes Transpostas

Dada uma matriz A = (aij)ij € M, «n(KK), definimos sua transposta como

sendo a matriz At = (bij)ij € M« (K), tal que by = aj;, para cada par (i, j).

Exemplo 3.4. Se

=2 1 0
A_ 4 0 T[] € M2X3(R)’
entdo
-2 4
1At = 1 of € M3X2(R).
0 =

3.2.3 Trago de uma Matriz

Seja A = (aij)i,]_ € M, (K) uma matriz quadrada. Definimos o tracotr A de A

como sendo a soma dos elementos de sua diagonal principal, isto é,

n

trA = Z djj-

i=1

Exemplo 3.5. Temos

-1 4 -8
trAlo 1 V3|=(C-D+1+1=1.
-2 11 1

3.2.4 Escalonamento de Matrizes e Posto de uma Matriz

Uma matriz A é uma matriz escalonada, ou estd em forma escalonada, se

prevalecem as duas condicOes seguintes:

a) Todas as linhas zero, se houver, estdo na base da matriz.
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b) Cada elemento principal ndo nulo esté a direita do elemento principal ndo nulo da linha
precedente.
Isto é, A= (a;) é uma matriz escalonada se existem elementos ndo nulos
a1y, 8z, s Ay onde j; <j, <j. com a propriedade que a;; = 0 paraa) i <r,j < j; e para
i>r.

Neste caso, a1, Az, ey Ary, sdo os elementos ndo nulos principais de A.

Exemplo 3.6. As seguintes matrizes estdo na forma escalonadas; os elementos ndo nulos

principais estdo em quadrados:

M2] 3 2 0 4 5 -6 M2] 5 2 16]
| | 2 3 | |
|0 ofil1-32 of o o [l |0 B8] -2 2|
lo o 0 o o [6 2| o o0 0 lo o [4 s8]
lo 0o 0 0 0 0 ol lo o o ol

Em geral pode-se escalonar qualquer matriz utilizando as seguintes operacoes
elementares (Ulhoa & Lilian, 2005):

i.  Troca de posicdes de duas linhas;
ii.  Multiplicacdo de uma linha por um escalar ndo nulo;

iii.  Substituicdo de uma linha pela soma desta com alguma outra.
Exemplificando tal processo de escalonamento:

Exemplo 3.7. Considere a matriz:

A=|-6 4 -1 1

3—204]
-3 2 -1 5

Efetuando sucessivamente as seguintes operac¢des nas linhas de A:

I.  Substituir a segunda linha pela soma da primeira linha com a segunda linha multiplicada

por (3):

3 =2 0 4

1 9

A=]0 o0 —-= Z|
2 2

-3 2 -1 5

Il.  Substituir a terceira linha pela soma da primeira linha com a terceira linha:
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3 =2 0 4
1 9
A= e
0 0 > 2
0O 0 -1 9

I1l.  Substituir a terceira linha pela soma da segunda linha com a terceira linha multiplicada por

-3

3 =2 0 4
1 9
A=1lo o -= Z|
2 2
0 O 0 O

IV.  Multiplicar a primeira linha por (g) e a segunda por —1. Chega-se a matriz escalonada:

1 -2 2
A= 3 3 |

0 0 1 -9

0 0 0 0

V. Na matriz resultante, substitui-se a terceira linha pela soma da primeira linha com a terceira

linha subtraida da segunda linha.

1 2 1 3 2

12 41 9 -1

Exemplo 3.8. Escalonar a matriz M = 1315 1
3 3 4 7 7

I.  Realizar as seguintes substituigdes:
a. Na 22 linha: soma da 22 linha com a 12 linha multiplicada por (—2);
b. Na 32 linha: soma da 32 linha com a 12 linha multiplicada por (—1);

c. Na 42 linha: soma da 42 linha com 12 linha multiplicada por (—3):

1 2 1 3 2
10 o -1 3 -5

M= 0o 1 0 2 -1f
0 -3 1 -2 1

Il.  Trocar de posicdo a 22 linha com a 32 linha (como o elemento a,, = 0, que seria 0
“piv0” nesta etapa do escalonamento ¢ nulo, vamos trocar as linhas de posi¢oes e agora

0 pivo sera 1):

1 2 1 3 2
o1 o 2 -1

M= 0 0 -1 3 =5/
0 -3 1 -2 1

I1l.  Realizar a seguintes substituicdes:

IV.  Na 32 linha: soma da 32 linha com a 22 linha multiplicada por (0);
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V. Na42 linha: soma da 42 linha com 22 linha multiplicada por (3):
1 2 1 3 2

101 0 2 -1
l\/[_00—13—5'
0 0 1 4 =2

VI.  Substituir a 42 linha pela soma da 42 linha com 32 linha:

1 2 1 3 2
101 0 2 -1

l\/[_00—13—5'
0 0 0 7 =7

Definicdo de posto: Dado uma matriz A = (ai]-)i]_ € M., (K), definimos o seu

posto como sendo o numero de linhas ndo nulas em sua forma escalonada. Notacéo:

[ 2 4

1 —-= 0 =
I. NoExemplo2.7,amatrizA = | 03 1 _39 , posto (A) = 3.

0 0 0 O

1 2 1 3 2

o o1 0 2 -1 _

Il.  No Exemplo 2.8, a matriz M = 0 0 -1 3 —s| posto (M) = 4.

o 0 o 7 =7

3.2.5 Matrizes Invertiveis (Nao Singulares)

Nem todas as matrizes sdo invertiveis (ou ndo singulares), porém as que possuem
inversas sao bastante importantes. Uma matriz A = (aij)i], € M, (K) é invertivel se existir uma
matriz A=t = (bii)ij € M, (K) tal que A.A~' = A", A =1Id,,, isto é, tal que, para cada i,j =

1,...,n,

n

lsei=]j
Zailbli: 8ij = {OSeiqtj'

1=1

Exemplo 3.9. Considere a matriz 3 x 3:
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Seja A~! a matriz inversa de A:

a b c
A1l = [d e f].
h i

g
Temos que
1 1 0]f[a b c 1 0 O
AA'=Id,=[0 2 1|.[d e fl=|0o 1 o
1 0 1llg h i 0 0 1
Obtemos o seguinte sistema linear:
(at+d=1
b+e=0
c+f=0
2d+g=0
{2e+h=1.
2f+i=0
at+g=0
b+h=0
\cti=1
Resolvendo o0s sistemas wmm$a=i=§b=f=—§c=d=e=h=
%;g =— % , COm isto a matriz A™1:
2
3 3 3
PN ES S|
3 3 3
2 1 2
3 3 3/

Uma matriz quadrada € dita singular quando ndo admite uma inversa. Uma matriz
é singular se e somente se seu determinante é nulo (ver proxima se¢&o).

3.2.6 Determinantes

Seja a matriz A = (ai]-)i]_ € M,(K). O seu determinante é uma funcdo matricial

gue associa a matriz quadrada A a um escalar, transformando essa matriz em um namero real.
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Se A € M,(K) com n = 1, entdo a matriz A é dada por um Unico elemento a =

a;;- Neste caso, det A = a.

Suponhamos que n > 1 e que det B esteja definido para todas as matrizes B €
M, (K), com m <n e seja A € M,(K). Para cada par (i,j), defina a matriz A;; formada a

partir de A retirando-se a sua i-ésima linha e sua j-ésima coluna.

Como Ajj =€ M,_;(K) e, portanto ja estd definido detA;;, definimos o

determinante de A como sendo:

n
detA = Z(—1)i+1 ay.det Ay
=1

a b
c d

a.detA;; — b.detA;,. Como A;; = (d) e A;; = (c), segue entdo que det A = ad — bc.

Exemplo 3.10. Seja A=[ ]e M, (K). Pela definicdo, temos que detA =

a7 d1z 43

Exemplo 3.11. Seja A= a1 az 323]. Pela definicdo detA = a;;.detA;; —
dz1 dzz dz3
dzz dz3 dz1 dz3
a;,.detA;, + a,;3.detA;5. Como A =[ ] =[ ] e A=
12 12 13 13 11 as, ass 12 asq ass 13
dz1  dzz
[a31 6132],teremos, como no Exemplo 2.9, que det A;; = ajpaz; — azzasy,

det Ay, = ajzjags — azzaz; €detA;z = azjaz; — azaszg .
Segue que:
detA = a;;.detA;; — a;,.detA;, + a;3.detA;3 =
= ay1(az2833 — az3a32) — a12(8z1833 — A23831) + a13(8z1332 — A2831) =
= ajjazpazz t+ ajpdzzazy + ayzadzdzz — a11dz3dzz — A12d213d33 — A13d22331.

Teorema 3.1. Uma matriz A = (ai]-)ij € M, (K) so sera invertivel se e somente se det A # 0.

3.3 Tipos Especiais de Matrizes Quadradas

Esta seccdo descreve alguns tipos de matrizes quadradas que desempenham papel

importante na algebra linear.
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3.3.1 Matrizes Diagonais

Uma matriz quadrada D = (d;;) € diagonal se seus elementos ndo diagonais sdo
todos nulos. Denota-se frequentemente tal matriz por D = diag(d;4,d5;, ..., dyy), Onde alguns,

porém nem todos, dos d;; podem ser nulos.

Exemplo 3.12. S&o matrizes diagonais:
6
300 4 0 0
o -7 o |5 ) o |
0 0 2

que podem ser representadas, respectivamente, por:

diag (3,—7,2), diag(4,—5), diag(6,0,—9,1). Nota-se que o0s zeros da terceira matriz
foram omitidos.

Obviamente, a soma, o0 produto por escalar e 0 produto de matrizes diagonais séo
também diagonais.

3.3.2 Matrizes Triangulares

Uma matriz quadrada A = (ai,-) é chamada triangular superior ou simplesmente
triangular se todos os elementos abaixo da diagonal principal sdo nulos, isto é, se a;; = 0 para

i > j. S8o respectivamente matrizes triangulares superiores de ordem 2, 3 e 4.

Ci11 C12 C13 Cqg

di1  djg2 bir b1z bis C2 Cz3 Cpy4
[ azz], bsy bus|, S
b33 Caa

Tal como nas matrizes diagonais € comum omitir os elementos que sdo nulos.

Teorema 3.2. Sejam A = (a;;) € B = (by;) matrizes triangulares superiores. Entao:
i. A+ Bétriangular superior, com diag (a;; + byq,a32 + byy, oo, apn + bpn)-
ii. KA étriangular superior, com diag (ka,;, ka5, ..., ka,p).

iii.  AB é triangular superior com diag (a;;b11,a22b22, -, apnbpn)-
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iv. Para qualquer polindbmio f(x), a matriz f(A) € triangular superior com
diag(f(all), f(azz), .., f(ann))-

v.  Aéinvertivel se e somente se cada elemento da diagonal a;; # 0.

Analogamente, uma matriz triangular inferior é uma matriz quadrada cujos
elementos acima da diagonal principal s&o todos nulos, para tais matrizes, vale teorema andlogo
ao Teorema 2.2 (Lipschutz, 1994).

3.3.3 Matrizes Simétricas

Uma matriz real A é simétrica se A" = A. Equivalentemente, A = (a;) é simétrica
se elementos simétricos (imagens espelho na diagonal) séo iguais, isto €, se cada a;; = a;;. Note

que A deve ser quadrada para que possa ter At = A.

Uma matriz real A é antissimétrica se A" = —A. Equivalentemente, A = (a;;) é

antissimétrica se cada a;; = —a;;. Obviamente, os elementos diagonais de uma matriz
antissimeétrica devem ser zero, pois aj;; = —aj; acarreta a;; = 0.
Exemplo 3.13. Considere as seguintes matrizes
2 -3 5 0 3 -4
A=|-3 6 7], B=[—3 0 5], c=(1) 8 (1’]
5 7 -8 4 -5 0

a) Por inspecdo, os elementos simétricos de A sdo iguais, ou AT = A. Assim, A é
simétrica.

b) Por inspecdo, os elementos diagonais de B sdo nulos e os elementos simétricos
sdo negativos um do outro. Assim B € antissimétrica.

c) Como C ndo é quadrada, C ndo é simétrica nem antissimétrica.

Se A e B sdo matrizes simétricas, entdo A + B e kA sdo simétricas. Todavia, AB ndo é

necessariamente simétrica. Por exemplo,

14 17

A= [1 2] e B= [4 5] s40 simétricas, mas AB = [23 28

n&o é simetrica.
2 3 5 6 ]
Teorema 3.3. Se A é uma matriz quadrada, entao:

i. A+ A" ésimétrica;

ii. A — A% antissimétrica;
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iii. A=B+C, para alguma matriz simétrica B e alguma matriz

antissimétrica C.

3.3.4 Matrizes Ortogonais

Uma matriz real A é ortogonal se AA'= A'A =1. Nota-se que uma matriz

ortogonal A é necessariamente quadrada e invertivel, com inversa A~1 = At,

r 8 _3
U MR
Exemplo 3.14. Seja A = |3 -3 —;I Entdo
8 1 4
9 9 9
1 8 49r 1 4 8
9 9 9 9 9 9
aa= |2 42 78 4 11
9 9 9 9 9 9
8 1 4 4 7 4
L9 9 9lL 9 9 9

1+64+16 4-—-32+28 8+8-16
4—-32+28 16+16+49 32-4-128
8+8—-16 32-—-4-28 64+1+16

. 81 0 O 1 0 0
=—|0 81 0|=|0 1 O|=L
0 81

81
0 0 0 1

81

Isto significa que A'A = 1e At = A~1. Assim, A é ortogonal.

3.3.5 Matrizes Normais

Uma matriz real A é normal se comuta com sua transposta, isto é, se AA" = A'A.

Obviamente, se A é simétrica, ortogonal ou antissimétrica, entdo A é normal. Estas, entretanto

nao sdo as Unicas matrizes normais.

Exemplo 3.15. SejaA = [g _63] Entéo

AAt:[g _63] [—63 2]= [405 405]
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AtA:[—63 2] [g _63]: [405 405]'

Como A. At = A'A, a matriz é normal.

3.4 Sistemas Lineares

Muitos problemas de diversas areas da Ciéncia sdo modelados por sistemas de
equacdes lineares e requerem a solucao destes no menor tempo possivel. Vamos verificar como

as matrizes podem simplificar o estudo destes sistemas.

Seja K um corpo. Uma equacao linear em n variaveis x4, X, ..., X, € uma equacgao

daformaa;x; + a,x, + -+ apX, = b, emque a,, a,, ...,a, € b sdo constantes reais.

Um sistema de equaces lineares ou simplesmente um sistema linear € um
conjunto de equacdes lineares (Hefez & Fernandez, 2012), ou seja, € um conjunto de
equac0es da forma:

d11Xq + dq2Xo + -+ A1pnXp = b1
dp1Xq + doo Xy + -+ donXp = bz

dm1X1 + dm2Xo + -+ AmnXn = bm

em que a;; , by € K, parai,k=1,..,mej=1,...,n, sdo constantes reais.

3.4.1 Resolucdo de Sistemas Lineares

Uma estratégia para resolver estes sistemas € através do processo de escalonamento.
O novo sistema é obtido apds a aplicacdo de uma série de operacdes que simplificam as

equac0es do sistema que tém a propriedade de néo alterar o conjunto solucao.

O sistema escalonado ¢ muito mais simples de ser resolvido. E possivel escalonar
um sistema linear utilizando as seguintes operacGes em suas equagOes. Estas operacdes sdo

chamadas de operacdes elementares.

I.  Trocar duas equacdes do sistema de posicéo.
Il.  Multiplicacdo de uma equacao por um escalar ndo nulo.
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1. Substituir uma equacdo pela soma desta equacdo com alguma outra, multiplicada por

uma constante.

Exemplo 3.16. Considere o sistema linear
X1 - 2X2 + X3 = 1 (1)
3X1 + XZ - 2X3 = 5 . (2)
_2X1 — 3X2 + 4‘X3 = _3 (3)

Substituindo a equacdo (2) pela soma da equacdo (2) com a equacdo (1)

multiplicada por -3 obtemos:

Xl - 2X2 + X3 = 1 (1)
OX1 + 7X2 - 5X3 == 2 . (2,)
—2X1 - 3X2 + 4‘X3 = -3 (3)

Substituindo a equacéo (3) pela soma da equagéo (3) com duas vezes a equacao (1)

temos:
Xl - ZXZ + X3 = 1 (1)
OX1 + 7X2 - 5X3 == 2 . (2,)
0X1 — 7X2 + 6X3 =-1 (3’)

Substituindo a equacao (3") pela soma da equacgdo (3") com a equagao (2"), teremos

ao final o sistema:

Xl - 2X2 + X3 = 1 (1)
OX1 + 7X2 — 5X3 =2 . (2’)
0X1 + OXZ + X3 = 1 (3”)

Este altimo sistema estd na forma escalonada, onde facilmente podemos verificar

que x3 = 1; x, = 1 e x; = 2 é solucdo do sistema.

Ao executar as operacdes elementares e simplificar o sistema, utilizamos as
operacdes e propriedades definidas de corpo. O escalonamento realizado acima depende apenas
dos coeficientes das equacdes e, por isso podemos resolvé-lo por meio de escalonamento de

matrizes.
Utilizando o produto de matrizes que foi definido na subsecéo 2.2.1, o sistema linear

d11X1 + dq12Xo + -4+ d1pnXp = b1
dy1Xq + doyoXo + -4+ dopnXp = b2

Am1X1 + apeXo + o+ appXp = by

pode ser escrito como uma equagao matricial:



AX=B

onde
a1 ag dip Xq
dz1  adpp Azn X2
dm1 dm2 °°° dmn Xm

51
~ . . , . Sy ~
Uma solucdo de um sistema linear é uma matriz S = | .” | tal que as equacdes do
Sm

sistema sdo satisfeitas quando substituimos x; = s;,X, = S5, ...,X, = S,. O conjunto de todas

as solugdes do sistema é chamado conjunto solugdo ou solucdo geral do sistema. A matriz A é

chamada matriz do sistema linear.

Exemplo 3.17. Utilizando o escalonamento de matrizes conforme definido na secéo

2.2.4, vamos resolver o sistema linear:

Xy + 4%, — 3x3+ 4x4, =4
—Xq1+ 2X; — 2X3+ 3%, =0
3%y + 5%y — 4xX3 + 2x4, =3
2X1— 3X,+ X3+ 7X4, =6

Escrevemos entdo a matriz aumentada [A|B]:

1 4 -3 4 : 4
-1 2 =2 3 : 0
3 5 =4 2 : 3f
2 -3 1 7 6

Realizaremos as seguintes operacdes elementares:

i.  Substituir a linha (2) pela soma da linha (1) com a linha (2);

ii.  Substituir a linha (3) pela soma da linha (3) com a linha (1) multiplicada por -3;

iii.  Substituir a linha (4) pela soma da linha (4) com a linha (1) multiplicada por -2.

Obtemos entdo a matriz:

1 4 -3 4 : 4
0 6 -5 7 P4
0 -7 5 =10 : 9|
o -11 7 -1 =2

Realizando as proximas operacoes:
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iv.  Substituir a linha (3) pela soma da linha (3) com a linha (2) multiplicada por %;

v.  Substituir a linha (4) pela soma da linha (4) com a linha (2) multiplicada por %

Obtemos entdo a matriz:

1 4 -3 4 i 4 7
06 -5 7 : 4
5 11 13
0 et
6 6 3
0o L3716
! 6 6 3.

Para finalizar o escalonamento da matriz, vamos substituir a linha (4) pela soma da

linha (4) com a linha (3) multiplicada por — 15—3 obtemos entdo a seguinte matriz:

1 4 -3 4 i 4
06 -5 7 i 4
0o L5 1 13
6 6 3|
0o o B . 8
i 5 = 5 |

Esta ultima matriz est4 na forma escalonada, onde facilmente podemos verificar

que x, = x; = 1; X3 = 3ex, = 2 ésolucdo do sistema.
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4 Autovalores e Autovetores - Diagonalizacao

Seja A uma matriz quadrada de ordem n sobre um corpo K. Diz-se que um escalar

A € K éum autovalor de A se existe um vetor (coluna) ndo nulov € K parao qual Av = Av.

Todo vetor que satisfaz esta relacdo € entdo chamado um autovetor de A pertencente
ao autovalor A. Observe que cada multiplo escalar kv € um desses autovetores, pois A(kv) =
k(v) = k(Av) = A(kv).

O conjunto de todos os autovetores pertencentes a A € um subespaco de K",

chamado de autoespaco de A.

1 2
3 2

wi= (3 D0)=(2)=40)=w

Exemplo 4.1. Sejam A = ( ) ev; = (2,3)ev, = (1,—1). Entdo

= (4= (=102 =com

Assim, v, e v, sdo autovetores de A pertencentes, respectivamente, aos autovalores

Teorema 4.1. Seja A uma matriz quadrada de ordem n sobre o corpo K. Entéo as afirmacdes
seguintes sdo equivalentes:
i.  Umescalar A € K éum autovalor de A.
ii. AmatrizM = Al — A ésingular, logo det M = 0.
iii. O escalar A é raiz do polinémio caracteristico de A denotado por P,(A) =
det M = det(Al — A).

4.1 Matrizes Diagonalizaveis

Uma matriz A é diagonalizavel (sob semelhanca) se existe uma matriz ndo singular
P tal que D = P~1AP é uma matriz diagonal, isto é, se A é semelhante a uma matriz diagonal
D.
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Teorema 4.2. Uma matriz quadrada A de ordem n é semelhante a uma matriz diagonal D se e
somente se A tem n autovetores linearmente independentes. Em tal caso, os elementos diagonais
de D sdo os autovalores correspondentes e D = P~AP, onde P é a matriz cujas colunas sdo

autovetores.

Suponhamos que uma matriz A possa ser diagonalizada como acima, P"1AP = D,

onde D é diagonal. Entdo A admite a fatoracdo diagonal, extremamente Util,
A =PDP L

1 2

Exemplo 4.2. Consideremos a matriz A = [3 5

]. Pelo Exemplo 3.1, A tem dois autovetores

linearmente independentes [g] e [_ﬂ Facamos P = [g _ﬂ gassimP1 = . Entdo

ulwul |-
N vl

A é semelhante a matriz diagonal

1

B AE -8

B=P AP =

Os elementos diagonais 4 e —1 da matriz diagonal B sdo os autovalores

correspondentes aos autovetores dados. Em particular, A admite a fatoragdo A = PDP ™!

e _21[

Neste capitulo utilizaremos o fato de que a inversa da matriz

U] W Ul =
Ul N Ul =

d -b
_[a Dblg : -1 _ H H

P—[C d]eamatrlzP == al
[pl Ipl

Isto é, P~ se obtém permutando os elementos diagonais a e d de P, tomando os

negativos dos elementos ndo diagonais b e c, e dividindo cada elemento pelo determinante |P|.
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4.2 Célculo de Autovalores e Autovetores, Diagonalizacdo de Matrizes

Neste capitulo calculamos autovalores e autovetores para uma matriz quadrada A e
determinamos se existe ou ndo uma matriz ndo singular P tal que P~1AP seja diagonal.

Aplicaremos a matriz A o algoritmo seguinte.
Algoritmo de Diagonalizacao

Considere uma matriz quadrada A de ordem n .

Passo 1 Achar o polindmio caracteristico de A.
Passo 2 Achar as raizes de P,(A) para obter os autovalores de A.
Passo 3 Repetir (a) e (b) para cada autovalor A de A:

a) Formar M = A — Al subtraindo A da diagonal de A.
b) Achar uma base para o espaco solucdo do sistema homogéneo MX = 0. Esses

vetores da base sdo autovetores linearmente independentes de A pertencentes a
A

Passo 4 Considerar o conjunto S = {v4,v,, ..., Uy, } de todos os autovetores obtidos no Passo
3:

a) Se m # n, entdo A ndo é diagonizavel.

b) Se m = n, seja P a matriz cujas colunas sdo 0s autovetores v;,v,, ..., Up.

[A
I

Entdo sz_lAP:l onde A; é o autovalor

S —|

A

correspondente ao autovetor v;.

Apliquemos o Algoritmo da Diagonalizagdo a matriz A = [;L _21]

Passo 1 O polindmio caracteristico P, () de A € o determinante:
_ Al A4 =2 2 o
P.(\) = |m Al= "5 L =m0
Passo 2 FacaP,(A) = A2 — 31— 10 = 0. AsraizesA; = 5e A, = —2 sdo os autovalores

de A.
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Passo 3 Achamos um autovetor v, de A pertencente ao autovalor A; = 5. Vamos subtrair
A, = 5 dadiagonal de A obtendo a matrizM = [_31 —26] Os autovetores pertencentesaA; =

5 constituem a solucéo do sistema MX = 0, isto é,
-1 271X1_ [0 -x+2y=0
[ 3 _6] [y] = [o] ou {3x—6y= 0
O sistema tem apenas uma solugdo independente; por exemplo, x = 2,y = 1.
Assim, v; = (2,1) é um autovetor que gera o autoespago de A; = 5.
i.  Achamos um autovetor v, de A pertencente ao autovalor A, = —2. Vamos subtrair A, =

—2 dadiagonal de A obtendo amatrizM = [g ﬂ Os autovetores pertencentesa A, =

—2 constituem a solucdo do sistema MX = 0, isto é,

[g ﬂ [?’] - [8] ou {63Xx-|:|-2yy==00 '

O sistema tem apenas uma solucdo independente; por exemplo, x = —1,y = 3.
Assim, v, = (—1, 3) é um autovetor que gera 0 autoespaco de A, = —2.

2 -1

1 3 ] Entdo

Passo 4 Seja P a matriz cujas colunas sdo os autovalores acima: P = [

e D=P71AP é a matriz diagonal cujos elementos diagonais sdo os

N

[y

Il
NiRrglw
NINN R

respectivos autovalores:

D= PP = 5 A6 5= [g —02]'

NP gl w
NN -
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5 Teorema Espectral para Matrizes Simétricas

Sejam U = (uy,u,) e Vv = (vq,v,) dois vetores de R?. Denotaremos por [§ V] a

matriz 2 X 2 que tem as coordendas u como primeira coluna e as coordenadas de Vv como
segunda coluna, e denotaremos por [E] a matriz que tem as coordenadas de u como primeira
V

linha e as coordenadas de v como segunda linha.

o S o L . _[1 3 uj_[1 21_
Exemplo5.1. Se u = (1,2) e v=(3,—1), temos [u V] = [2 _1] e [V] = [3 _1] =
§ v~
Se U = (ug,uy), V= (vq,v,) € R?, denotamos por (U, V) o produto interno de u
por v e por ||u]| a norma do vetor U, isto é (U, V) = u;vy + u,v, e |[ul] = yuy? + uy?.

Lema5.1 Sejamu,v,w,Z € R?esejamA=[§ v],B=[w Z]. Entdo:

GW @
R @)
®  Aa=|el ol

(0 BA=[Bd BV|.

Demonstracédo do Lema 5.1: Sejam os vetores U = (uq, u,),V = (vq,V,), W = (Wy, W), Z =

ZHB=W7ﬂ=x;Z]eN=g=

U

(z1,2;) ER? e sejam A=[g V] = [uz

|
@ ae=[hcw A= el
- [ulW”“ZwZ U121+u222] _ [<a,w> (U, 7)

ViWy + VoW, ViZg + V2 v,w) v,z2)I

tr _ [U o o [W Uz] [U1 V1]
(b) A°A = [V] xla vl= [V1 V2 % U V3
_ [ulul +uu; uvq + Usz] I [CAT (T 7)] _ [Ilﬁllz (U, v)
u;vy +uzvy  vivy +vpv, U, v) (v,v) W, vy |IvlI?
Wi Zl] [Ul Vl]

© BA=[w zZIx[d VI=|y o, |X%[u, v,
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wiuy +zZiUuy, wWyvq +2Z4V, e _
= [Bu BV]
Woly + ZoUy Wy + 7,V

(@) [w,u)+(zu) W,V)+(ZV)]

Lema 5.2 Seja A uma matriz simétrica real 2 X 2 e sejam U, v € R?. Entéo
(AU, V) = (U, AV).
Demonstracdo do Lema 5.2: Seu = (uy,uy), v = (vq,v,) €A = [E E] entdo

I B o]

b <= s v

e assim
(AU, V) = ((auy + buy, buy + cuy), (v4,v,)) = auyv; + buyvy + buyv, + cu,yv,

(U, AV) = ((uq, uy), (avy + bvy, bvy + cv,)) = auy vy + buyv, + buyvy + cuyv,
Assim obtemos (AU, V) = (U, AvV).

Lema 5.3 Sejam U e V dois vetores ndo nulos de R? e seja® o anguloentre ie v,0 < 0 <

1. Entdo (u,v) = ||u]|||V]] cos 6.

Demonstracgdo do Lema 5.3: Sejam U = (uy,u,), V= (v, vy,),W=u—-V € R?, |[u—V||? =

[U]|? — 2(u, V) + ||V]|?, entdo pela lei dos cossenos temos:

[I6 = VII? = I[Ell? + [IVI1* = 2[INIV]l cos 6.

C

u

Figura 5-1: Lei dos cossenos.
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Assim obtemos:
Wl — 2¢d, v) + [IVII% = [[dlI* + [[¥II* = 2|[dllIV]] cos 6

(4, v) = [IdlllIVIl cos 6.

Definicdo 5.1 Sejam U,V € R? ndo nulos. Se o angulo entre Ue v é g dizemos que U e v sdo
ortogonais. Se U e vV sdo ortogonais e ||u]| = ||V|]| = 1, dizemos que U e V sdo ortonormais.
Observacéo: Os vetores U, v € R? sdo ortonormais se, e somente se,

(W,v)=0e][ull =Vl = 1.

Lema5.4 Toda matriz real e simétrica 2 X 2 possui somente autovalores reais.

Demonstragéo do Lema 5.4: Seja A = [E kc’] Ent&o o polinbmio caracteristico de A é dado

por
_ a—A b _ _ _ 2
0 =["" 2,]=@-Ne-n-b
=A% — (a+ o)A+ (ac — b?).
Como A = (a+c)? —4(ac—b?) = (a—c)? +4b% > 0.
Temos que as raizes de p(A), que sdo autovalores de A, sdo reais.

Teorema 5.1. Seja A uma matriz simétrica real 2 x 2. Ent&o:
(@) A possui dois autovetores ortonormais w; e wy,.

A, O

(b)  Se w; esta associado ao autovalor A;,i=1,2,e P=[w; w,],D= [0 N
2

], entao

Pt =P 1eP'AP =D.

Demonstracéo do Teorema 5.1: (a) Seja A = [E E] epM) =A%—-(a+c)A+(ac—b?o

polindmio caracteristico de A. Temos que A = (a — c¢)? + 4b2.

_ _ _ . _[a 01_ .1 O
Se A=0 temos a=c e b=0. Assim A—[O a]—ao 1]. Neste caso

tomamos w; = (1,0) e w, = (0,1).

Suponhamos A > 0. Sejam A, e A, as raizes reais distintas de p() e sejam v, v, €

R?2 ndo nulos tal que Av; = A, vy, AV, = A, V5.
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Entdo pelos Lemas 4.1 e 4.2,
AV, V2) = (A Ve, V3) = (AVy, Vy)
= (v, AVz) = (V1,A;V3)
= 7\2<V—1)’ Vo)
assim
0= (1 —2)(vV1,V2)
e portanto (v;,v;) = 0 pois A; # A,.
Vi oW = V2

Tomamos w; = —— e W, =
2

= e temos que w; e W, a0 autovetores ortonormais
1

de A.

(b)  Como w; e w, sdo vetores ortonormais plo Lema 4.1 (b)

Wy . Wy Wi, Wy 1 0
Pth[ﬂ]x W, W, | = Mﬂ, <Wﬂv2>]=
o | W= el =

eportanto Pt = P~1. Como A[w; W, ]| =[Aw; Aw,]=[M,w; 2A,w, ]entdo peloLema
4.1,
_ Wi, wy)  Ap{wy, wy)

PtApz[ﬂ]x AWy Awy] =™ Wi W2
W, [Aawy 2W2 ] MWL, W5 AWy, wy)

_[M 07_
= Lo Az]‘D

5.1 Conclusao

O teorema espectral para operadores simétricos é fundamental na algebra linear por
garantir a existéncia de uma base ortonormal de autovetores para operadores simétricos. Isto
implica que o operador seja diagonalizavel o que facilita os célculos. Desta forma podemos
fazer o reconhecimento de conicas, quadricas e tornar o calculo de composicédo de funcdes reais

mais simples entre outras aplicacées.
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6 Mudanca de Coordenadas

6.1 Rotacdo e Translacéo

Em Geometria Analitica € comum passarmos de um sistema de coordenadas O
adotado inicialmente para outro O’, mais conveniente. Essa maior conveniéncia pode ser devida
a vérios fatores, como por exemplo, se o0 primeiro sistema ndo for ortogonal pode surgir a
necessidade de mudar para um sistema ortogonal; outras vezes, o objetivo e simplificar os
calculos algébricos, com a mudanca de um sistema de coordenadas para outro. A questdo sera

sempre estabelecer relagdes entre as “antigas” e as “novas” coordenadas (Gomez, et al., 2012).

Figura 6-1: Dois sistemas de coordenadas.

Se as coordenadas de um ponto P no espaco sdo (x,y,z), entdo os componentes do
vetor OP também sdo (x,y, z) e entdo podemos escrever:

0P = (x,y,2) = (x,0,0) + (0,y,0) + (0,0,2) = x(1,0,0) + y(0,1,0) +
2(0,0,1) = xI+ yj+ zk, em que T = (1,0,0),7 = (0,1,0) e k = (0,0,1).

Figura 6-2: OP = xT + yj + zk.
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Ou seja, as coordenadas de um ponto P sd0 iguais aos escalares que aparecem aos
escrevermos OP como uma combinacdo linear de vetores candnicos. Sendo assim, o ponto
0 = (0,0,0) e os vetores 1,7 e k determinam um sistema de coordenadas ortogonal, {017, _12}.
Para resolve alguns problemas geométricos € necessario usarmos um segundo sistema de

coordenadas ortogonal determinado por uma origem O’ e por vetores U,, U,e U3 unitarios e

mutuamente ortogonais.

Exemplo6.L. 0'=1{2,3,3},u; = {22 0}, = {-3,2,0} e U; = (0,01} =K, entio

2’2 2’2
{0’,U,, U,, U3} determina um novo sistema de coordenadas: aquele com origem no ponto O’,
cujos eixos x’,y’ e z’ sdo retas que passam por O’ orientadas com o0s sentidos e direcGes
de U,, U, e U; respectivamente.
As coordenadas de um ponto P no sistema de coordenadas {0’, U;, U,, U5} sdo

definidas como sendo os escalares que aparecem ao escrevermos O’P como combinacao linear

dos vetores Uy, U, e Us, ou seja, se O'P = x' U, + y' U, + 2’ Us, ento as coordenadas de P

no sistema {0’, U, U,, U5} sdo dadas por

Xl
[P]{O’,Ul,Uz,U3} = [y’]-

ZI

Vamos considerar inicialmente o caso em que O = O'. Assim OP = (x,y,z), entdo

)

Multiplicando-se a esquerda pela transposta da matriz Q = [U,U,U;], obtemos

x'U; +y' U, + 2’ Us = OP pode ser escrito como

[U1U,Us]

XI

!/
y
ZI

U," x' U, " x
U," | [U3U,Us] [y’ =|u," M
U3T Z' U3T yA

Mas, como Uy, U, e U3 séo unitarios e mutuamente ortogonais, entéo

U," U,"U; U,"U, U;"Ug
QTQ: UzT [U1U2U3]: UzTU1 UzTUz UzTUs =
Us" Us;TU; Us U, Us'Us
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U,.U; U.U, Up.U;
U,.U; U,U, U,.Usg
Us.U; Us.U, Us U,

== 13.

Assim, a matriz Q = [U,U,Us] é invertivel e Q=* = QT. Desta forma as
coordenadas de um ponto P no espaco em relagdo ao sistema {0, U;, U,, U3} estdo bem

definidas, ou seja, x’,y’ e z’ estdo unicamente determinados por

A z

X' X

Também no plano temos 0 mesmo tipo de situacéo que é tratada de forma analoga.
As coordenadas de um ponto P no plano em relacdo a um sistema de coordenadas {0’, U;, U, },

em gue U;e U, sdo vetores unitarios e ortogonais, nao definidos como sendo os escalares que

aparecem ao escrevermos O’P com combinacdo linear de U,e U,, ou seja, se O'P = x' U; +

y' U,, entdo as coordenadas de P no sistema {0’, U;, U,} sdo dadas por [P]{OI’ULUZ} = [;,]

Vamaos considerar também no plano, inicialmente o caso em que O = 0'. Assim, se

—

OP = (x,y), entdo x' U; + y' U, = OP pode ser escrito como

w21 [5] =[]

Multiplicando-se a esquerda pela transposta da matriz Q = [U,U,], obtemos

w3 = o )

Mas, como U, e U, sdo unitarios e mutuamente ortogonais, entao

UlTl [U,U,] = [UlTUl UlTUZl _ [UI-UI Ul-UZ] ~ 1,

T —
Q Q lUZT UZTUl UZTUZ UZ' Ul UZ' UZ

Assim, a matriz Q = [U,U,] é invertivel e Q! = QT. Desta forma, as coordenadas
de um ponto P no espaco em relacdo ao sistema {0, U;, U,, } estdo bem definidas, ou seja, x’ e

! X
y’ estdo unicamente determinados por [P]{o’,ul,uz} = [;,] = [y] = QT[P]{O,EI,EZ}: emqueE; =

(1,0) e E, = (0,1). Observe que, tanto no caso do espaco, a matriz Q satisfaz, Q= = QT. Uma
matriz que satisfaz essa propriedade é chamada de matriz ortogonal, como ja visto

anteriormente.
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Exemplo 6.2. Considere o sistema de coordenadas no plano em que 0 = 0" e U; = (?,%) e

U, = (—%,?). Se P = (2,4), vamos determinar as coordenadas de P em relagdo ao novo

—_

sistema de coordenadas. Primeiro temos que encontrar x’ e y’ tais que x' U; +y' U, = O'P =

OP, ou x’ (\/§ 1) +y' (—3 \/E) = (2,4).

22 2’2

Esta equacdo acima é equivalente ao sistema linear

By _1o_, [E _1
SX Ty = oul2 Z[X]:[Z]
2 2 L 2 2
Em que Q = [U,U,] com U,e U, escritos como matrizes colunas. Como
31 1
Tn — | 2 2 2 2| _
R R 1 | I
2 2 2 2
entdo as coordenadas em P em relagdo ao novo sistema de coordenadas séo dadas por
V317
T - = !
_ar21 - (V1 (2121 2 22:[2+\/§:[x]
oy = B = 0] =] 2, |G- [257) =[5
2 2

Sendo assim, as coordenadas de P em relacdo ao novo sistema de coordenadas é

(2 ++3,2V3 - 1).

Figura 6-3:Coordenadas de um ponto P em dois sistemas.

Exemplo 6.3. Considere o mesmo sistema de coordenadas anteriormente, mas agora seja P =
(x,y) um ponto qualquer do plano. Vamos determinar as coordenadas de P em relagdo ao novo

sistema de coordenadas. Para isto temos que encontrar x’ e y’ tais que: x'U; +y'U, = 0P =

0P, ou x' (\/§ l)+y’( - \E) = (%)

272 2" 2

A equacdo acima é equivalente ao sistema linear nas variaveis x’ e y’:



51

_]]
2 2B
[ 1 43 J yl Wy
2 2
ou
x' X
Q [y’] - [y]
emque Q = [U; U,] com U, e U, escritos como matrizes colunas. Como QTQ = I,, entdo

as coordenadas de P em relacdo ao novo sistema de coordenadas sdo dadas por:

V3 1] [(\/‘x+y)]

D
[Plio,u,u, = Q" [y] = IE:Tl [y] - I[ i J [Y] |(—x + \/_Y)i
2 2 —z |

Exemplo 6.4. Suponhamos que sejam validas as seguintes equacoes:

1 I_l_ 2 A
X=—X+—=
NN
2 ! 1 I’
= —X — —
y \/E \/gy

ou equivalentemente

L 2]
G=[F S0
y 2 11ly
V5 V5
entre as coordenadas [;] de um ponto P em relacdo a um sistema de coordenadas {0, U;,U,} e
X

as coordenadas de P, [y] em relacdo ao sistema de coordenadas original {O,E; = (1,0),E, =
(0,1)}. Queremos determinar quais sdo os vetores U; e U,.

Os vetores U, e U, da nova base possuem coordenadas [(1)] e [(1)] respectivamente,

em relacdo ao novo sistema de coordenadas, {0, U;,U,}. Pois U; = 1U; + 0U, e U, = 0U; +
1U,. Queremos saber quais as coordenadas destes vetores em relacdo ao sistema de
coordenadas original, {0,E; = (1,0),E, = (0,1)}. Logo,

127 L
V5 V5 [y |V5
“ZJU
V5 /5
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oof7 77

2 1 1
WA NG
1 2
Ou seja, U; e U, sdo as colunas da matriz Q = ‘/23 ‘/31
V§ B

6.2 Rotacéo

Suponha que o novo sistema de coordenadas {O,U;,U,} seja obtido do sistema

original {0,E; = (1,0),E, = (0,1)} por uma rotacdo de um angulo 6. Observando a Figura 6.4,
obtemos:
U; = (cos0,sin0),

U, = (—sin 0, cos 0).

Figura 6-4: Rotagdo de um angulo 6.

Seja P = (x,y) um ponto qualquer do plano. Vamos determinar as coordenadas de

P em relacdo ao novo sistema de coordenadas. Para isto temos que encontrar x’ e y’ tais que

x'U; +y'U, = 0P. A equacéo é equivalente ao sistema linear:

{xzx’cose— y'sen0

{x’:xcose+ y sen 0
y =x"sen® + y' cosO

!

ou seja. y = —xsenf + ycos0
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cosO —sin0

ou RgX = P,em que Rg = [sin 0 cosO

] eP= [;] A solucdo é dada por

[;(7:] —Re"'P = Ry'P = [cos 0 —sin 6] [i]

sin® cos©
O sistema de coordenadas que aparece nos dois primeiros exemplos desta se¢éo
pode ser obtido por uma rotacdo de um angulo 6 = g em relacdo ao sistema original. A matriz

Rg é chamada matriz de rotacdo (Giacaglia, 1985).

6.3 Translagéo

VVamos considerar, agora, 0 caso em que O’ # O, ou Seja, em que ocorre uma
translacdo dos eixos coordenados. Observando a Figura 6.5, obtemos O'P = OP — 00’. Assim,

se 00’ = (h,k), entdo O'P = (x',y') = (x,y) — (k) = (x— h,y — k).

v i

[+]

Figura 6-5: Coordenadas de um ponto P em dois sistemas (translag&o).

Logo, as coordenadas de P em relacdo ao novo sistema séo dadas por

[P]{O’,El,Ez} = [;(,:] = [;:}li '

O eixo x’ temequacdo y’ = 0, ou seja, y = ke oeixoy’,x = 0, ou seja, x = h.

Seja P = (x,y) um ponto qualquer do plano, que tenha coordenada x e y em relagéo
ao sistema xOy, e coordenadas x' e y' em relacdo ao sistema x'0’y’. Vamos determinar as
coordenadas de P em relacdo ao novo sistema de coordenadas x'0’y’, para isto obtemos a

seguinte relacédo de translacéo:
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{X'=X—XO {x=x0+x'

, ou seja: .
Y =YY= Yo Yy=YotVy

6.4 Aplicacdo das translacdes e rotacdes em R? ao estudo da equacgdo Ax? +

Bxy + Cy?+Dx+Ey+F=0

No sistema ortogonal de coordenadas (0,1,7) em R?, sera de grande utilidade no
préximo capitulo fazer simplificacbes na equagéo:
Ax? + Bxy + Cy? +Dx+ Ey+F=0. (1)

Vamos analisar aqui duas questdes:

. Eliminar por meio de uma translagdo os termos de 1° grau.

Consiste em descobrir o ponto P = (x,, y,) para o qual se deve transladar o sistema
de modo que a equacdo (1) se transforme numa equacéo da forma: Ax'2 + Bx'y’ + Cy’* + F =

0. (2)

Substituindo as equacdes de translacéo {X = %ot X, em (1) temos:
Yy=YotYy

Ay +x)2 + B, + X)) Yo +y) + C(yo +y)? +D(x, + X))+ E(y, +y) +F=0
g assim

Ax'? + Bx'y' + Cy'? + (By, + 2Ax, + D)x’ + (2Cyo + Bx + E)y’ + Axy? + Bxyyo +
CyOz + DXO + EyO +F=0.

Entdo devemos encontrar x, € y, de modo que:

{ByO+2AXO+D=O
chO+BXO+E:O

Se o sistema tiver solucdo, a questdo estara resolvida. Note que se o determinante

B 2A , . . X .
|2C B | = B2 — 4AC for diferente de zero, o sistema tera solugdo Unica. Se for nulo tera
infinitas solu¢bes ou poderd ndo ter nenhuma solucéo. Neste caso, ndo serd possivel eliminar

os termos de 1° por uma translag&o.
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Observamos também que os termos de segundo grau ndo sdo afetados pela
translagcéo de eixos, dizemos que os coeficientes dos termos de 2 graus sdo invariantes por
translacédo (Venturi, 1949).

II.  Eliminar, por meio de uma rotag&o, o termo misto de 2" grau.

Consiste em descobrir um angulo de rotacdo tal que a equacgéo Ax? + Bxy + Cy? +

Dx+ Ey+ F =0 (1) se transforme apds a rotagdo, em uma equagdo da forma:
A'x?+Cy?+D'x +E'y' +F =0. (3)
Ap06s uma rotacdo de angulo 0, a equacgdo (1) se transforma em:
Ax?+Bx'y' +Cy?+D'x" +Ey' +F =0, (4)

onde:

a) A'=Acos?0 +§ sen 20 + Csen? 0,

b) B'= (C— A)sen 26 + Bcos 26,

c) C'=Asen?0 —g sen 20 + C cos? 9,

d) D'=Dcos6 + Esen6,
e) E'=Ecos6 —Dsen®,
f) F'=F.

Observamos a semelhanca das relacGes, de onde podemos obter (d) e (e):

y! XI DI EI
X | cos® | —sen9 |, D | cosO | —sen6
.y | senO | cosB E | senO | cos@

A Ultima igualdade (f) indica que rotagdes ndo alteram o termo independente, ou
seja, € invariante por rotacoes.

Como o termo misto é eliminado, B" = 0, ou seja:

(C—A)sen 20 + Bcos26 = 0.
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e Se A=C, entdo cos26 =0, portanto 6 podera ser E, de onde (@) e (¢c), A" =
%(A+B+C) e C' =%(A—B+C); ou %ﬁ, e segue que A’ =§(A—B+C) e C'=
%(A+B+C).

e SeA # C,temos: B cos 20 = —(C — A) sen 20, dividindo a igualdade por cos 26 temos:

sen 20 B
—— —|tan 20 = —|.

B = _(C B A) cos 20 A-C

N&o necessariamente a translacdo preceda a rotacdo. A ordem das transformacdes

pode ser alterada dependendo da equacdo. Vimos na translacdo que se o sistema tiver solucéo
Unica a questdo estara resolvida, ou seja, o determinante |2BC 2§| = B2 — 4AC # 0. Note que

se esse determinante for nulo ndo sera possivel eliminar os termos de primeiro graus através da
translacdo, isso ocorre nas equagdes da parabola como veremos a seguir, onde B2 = 4AC, logo
a ordem das transformacdes deverd ser primeiro a rotacdo e posteriormente a translacdo
(Venturi, 1949).
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Parte 11

7 Conicas: descricao elementar e formas canonicas

Uma conica no plano é definida como o conjunto dos pontos P = (x,y) que
satisfazem a equacédo: ax? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0, em que a, b, ¢, d, e e f sdo nimeros
reais, com a, b ou ¢ ndo nulos. A elipse, a hipérbole e a pardbola sdo chamadas de conicas ndo
degeneradas. As outras que incluem um Gnico ponto e um par de retas sdo chamadas conicas
degeneradas (Boulos & CAMARGO, 2005).

As conicas ndo degeneradas podem ser obtidas da interse¢do de um cone circular

com um plano.

Definiremos as conicas como um conjunto de pontos que satisfazem certas

propriedades e determinaremos suas formas candnicas.

7.1 Elipse

Definicéo 7.1 A elipse é o conjunto dos pontos P no plano tais que a soma das distancias de P
a dois pontos fixos F, e F, (focos) é constante, ou seja, se dist(F;, F,) = 2c. Assim a elipse é

0 conjunto dos pontos P tais que: dist(P, F,) + dist(P,F,) = 2a,emque a > c.

Figura 7-1: Elipse, conjunto dos pontos P = (x, y) tais que dist(P, F,) + dist(P, F,) = 2a.
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7.1.1 Equacao da Elipse na forma reduzida

Tomando um sistema ortogonal como mostra a Figura 7.2, a igualdade
dist(P, F,) + dist(P,F,) = 2a fica, paraP = (x,y), F; = (—¢,0) e F, = (¢, 0):

y

Figura 7-2: Sistema ortogonal.

dist(P, F,) + dist(P,F,) = 2a, portanto /(x —c)2+ y2 + {/(x+ )2+ y2 =2a e logo
JE+0)2+ y2=2a—,/(x—c)?+ y2.

Elevando ao quadrado obtemos:

x+0)?%+ y?>=4a*— 4ay(x—0)?+ y? + (x—0)* + y?

assim

2cx = 4a% — 4a\/(x— )2 + y? — 2cx,
e portanto

a/(x—0)? + y? = a2 — cx.
Elevando novamente ao quadrado obtemos

a?[(x—c)? + y?] = a* — 2a%cx + c?x?,

logo
a’x? — 2a%cx + a%c? + a%y? = a* — 2a%cx + ¢%x?

e assim

(@% — c?)x? + a?y? = a%(a? — ¢?).

Como (a% — ¢?) > 0 = a > ¢ > 0, vamos dividir a igualdade por a?(a? — c?):
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XZ y2

=1,
aZ+(aZ_C2)

Sejab = VaZ — c2. Entdo 0 < b < a e a® = b% + ¢?, logo a equagdo da elipse é:

) yz_1
a2 b2 |

B,

Figura 7-3: Elipse com focos nos pontos F; = (—c,0) e F, = (¢, 0).

A Figura 7.3 apresenta uma elipse com foco nos pontos F;, = (—c,0) e F, = (c, 0),
e pontos A; = (—a,0), A, = (a,0), B; = (0,—b) e B, = (0, b) pertencentes a elipse.

A Figura 7.4 apresenta uma elipse com foco nos pontos F; = (0, —c,) e F, = (0, c),
e pontos A; = (0,—a), A, = (0,a), B; = (—b,0) e B, = (b, 0) pertencentes a elipse. Neste

caso F, e F, estdo no eixo Oy, entdo de forma analoga, b = va? — c? e fornecera a seguinte

equacao:

XZ y2

b2 a2

|
+
|

I

=1|.
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-

Figura 7-4: Elipse com focos nos pontos F; = (0, —c) e F, = (0, ¢).

Nas Figuras 7.3 e 7.4, 0s pontos A, e A, sdo os vertices da elipse. Os segmentos

A;A, e B;B, séo chamados eixos da elipse.

A excentricidade da elipse é o nimero e = § Como, c < a, aexcentricidade de uma

elipse € um namero real ndo negativo menor que 1. Observe que se F; = F,, entdo a elipse
reduz-se ao circulo de raio a. Além disso, como ¢ = 0, entdo e = 0. Assim o circulo é uma

elipse de excentricidade nula.

A elipse € a curva que se obtém seccionando-se um cone com um plano que nao

passa pelo vértice, ndo é paralelo a uma geratriz.

R

Figura 7-5: Elipse obtida seccionando-se um cone no plano.

Exemplo 7.1. Escreva a equacao reduzida da elipse de focos F; = (0,—3) e F, =(0,3)ea =

5. Temos que F; = (0,—c) e F, = (0,¢), logo ¢ = 3 e que a? = b% + ¢?, logo: 5% = b? +
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32 = 25 -9 = b?> = b? = 16. Neste caso os focos da elipse estdo no eixo Oy, e a sua

x2

2 2 2
equago é da forma (vide Figura 7.4): - + % = 1, portanto — + 2 = 1.

Figura 7-6: Elipse de focos F; = (0,—3) e F, = (0,3) ea = 5.

7.2 Hipérbole

Definicdo 7.1 A hipérbole € o conjunto dos pontos P no plano tais que o médulo da diferenca
entre as distancias de P a dois pontos fixos F; e F, € constante, ou seja, se dist(F;, F,) = 2c,

entdo a hipérbole é o conjunto dos pontos P tais que:

|dist(P, F,) — dist(P,F,)| = 2a,em que a < c.

Figura 7-7: Hipérbole, conjunto dos pontos P(x, y) tais que |dist(P, F;) — dist(P,F,) | = 2a.
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7.2.1 Equacao da Hipérbole na forma reduzida

Tomando um sistema ortogonal como mostra a Figura 7.2, da mesma forma como
no caso da elipse, chega-se que P = (x,y) esté na hipérbole se e somente se:

dist(P, F,) — dist(P,F,) = 2a, portanto \/(x — ¢)? + y? — {/(x+ ¢)? + y? = 2a

e logo
JEFO F Y2 = 2a+/G—07 ¥ ¥2.
Elevando ao quadrado obtemos
x+0)2+ y2=4a’+ 4a/(x— )2+ y2 + (x—0)2 + y?,
em seguida
2cx = 4a% + 4a(x—c)%2 + y? — 2cx,
e finalmente
a/(x— )2 + y2 = cx — a2,
Elevando novamente ao quadrado obtemos
a?[(x—c)? + y?] = ¢2x% — 2a%cx + a%,
assim
a’x? — 2a%cx + a%c? + a%y? = ¢?x? — 2a%cx + a*
e portanto

(c? —a?)x? —a%y? = a?(c? —a?).
Como (c? —a?) > 0 = 0 < a < ¢, vamos dividir a igualdade por a?(c? — a?):
X2 2

X- y

— =1
a2 (¢ —a?)

Sejab = VcZ —aZ Entdo 0 < b < c e ¢ = a% + b?, logo a equacao da hipérbole
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2 yz_1
a2 b2 |

Se a equacdo da hipérbole é resolvida em y obtemos y = i-g\/xz —a? que, para

2
x > 0, pode ser escrita como y = igx /1 —i—z.

~ . b
Quando x — +oo a equacao se aproximadey = + X

Figura 7-8: Hipérbole com focos nos pontos F; = (—c,0) e F, = (¢, 0).

A Figura 7.8 apresenta uma hipérbole com focos nos pontos F; = (—c,0) e F, =

(c,0), e pontos A; = (—a,0), A, = (a,0), pertencentes a hipérbole. As retas r:y = —Sx e
S:y = Ex sdo também chamadas de assintotas.

A Figura 7.9 apresenta uma hipérbole com focos nos pontos F; = (0,—c) e F, =
(0,c), e pontos A; = (0,—a), A, = (0,a), pertencentes a hipérbole. Como os focos estdo no

eixo O, a hipérbole tera equacao:

2 2
X y
pte Tl
comb = vc? — a2,
Asretas|riy = ——x|e|siy = —x|so as assintotas.
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Figura 7-9: Hipérbole com focos nos pontos F; = (0, —c) e F, = (0, ¢).

A hipérbole é a curva que se obtém seccionando-se um cone com um plano que nao
passa pelo vértice, ndo é paralelo a uma geratriz e que corta as duas folhas da superficie com

mostra a Figura 7.10.

Figura 7-10: Hipérbole obtida seccionando-se um cone com um plano.

Exemplo 7.2. Determine os vértices, os focos, a excentricidade (e = g) e as assintotas da

y2 XZ

hipérbole 9y? — 4x? = 36. Dividindo a equacéo por 36 obtemos i 1. Os focos estéo

2 2
no eixo Oy a hipérbole ter equagéo da forma: —]’;—2 + Z—Z =1,logpa=2eb=3.Sendob =
V2 — a2, calculamos ¢ = v13. Os focos da hipérbole sdo: F = (0, £c) — F; = (0,—V13) e
F, = (0,4/13). Os vértices da hipérbole sdo: A = (0,+a) — A, = (0,—2) e A, = (0,2). A

excentricidade da hipérbole é e = § —e= g Assintotas: y = + %x —y=4 %
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Figura 7-11: Hipérbole 9y? — 4x? = 36.

7.3 Paréabola

Definicdo 7.2 Uma parabola é o conjunto de pontos P no plano equidistantes de uma reta r
(diretriz) e de um ponto F (foco), ndo pertencente a r, ou seja, a pardbola € o conjunto dos

pontos P tais que dist(P, F) = dist(P,r).

Figura 7-12: Parabola, conjunto dos pontos P = (x,y) tais que dist(P, F) = dist(P, r).

7.3.1 Equacao da Parabola na forma reduzida

Tomemos um sistema ortogonal como se mostra na figura. Seja 2p = d(F, r). Neste

caso, F=(p,0)r: x=-p ~ x+p=0
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/"’ y
1 X P=(xy)
| %
|
|
:
| 2p
|
|
|
|
: F =(p,0) x
} [6)
|
|
|
|
| P p
|
|
|

Figura 7-13: Sistema ortogonal e os pontos P = (x,y) , F = (p,0) earetar: x = —p.

Entdo P = (x,y) esta na parabola se e somente se dist(P, F) = dist(P, r), isto &,

(x—p)? +y? =\/|f2;_f0|2 que elevando ao quadrado e simplificando é equivalente a
y? = 4px|.

Ja a equacdo da paradbola com foco F = (0,p) e reta diretriz r:y = —p, como

mostra a Figura 7.14 pode ser obtida de forma analoga que é |x? = 4py|

2p

Figura 7-14: Sistema ortogonal e os pontos P = (x,y) , F = (0,p) earetar:y = —p.

Escolhendo outros sistemas de coordenadas a equacdo da parabola muda, segue

alguns casos:
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Figura 7-15: Parabola y? = —4px.
F= (_p; O) F= (0' p)
r:x=p rry=-p
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y? = —4px y=
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Figura 7-17: Pardbolay = — ixz.

F=(0,-p)
rry=p
1

— 2

y 4px

A Parabola € uma secédo conica gerada pela intersecdo de uma superficie conica e
um plano paralelo a reta geratriz do cone, sendo que o plano ndo contém esta, como mostra a
Figura 7.18:
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Figura 7-18: Parabola obtida seccionando-se um cone.

Exemplo 7.3. Determine o foco, o vértice e a diretriz da parabola y? + 28x = 0.
Podemos reescrever a parabola como y? = —28x — y? = —4(7)x. Assim como mostra a

Figura 7.15, determinamos que: foco F = (—7,0), vértice V = (0,0) e diretrizd:x = 7.

Figura 7-19: Parabola y2 + 28x = 0.

7.4 Caracterizacdo das Conicas

Todas as cOnicas ndo degeneradas, com exce¢do da circunferéncia, podem ser

descritas de uma mesma maneira.

Proposigdo 7.1 Seja r uma reta fixa (diretriz) e F um ponto fixo (foco) tal que F & s. O
conjunto dos pontos do plano P = (x,y) tais que dist(P, F) = e dist(P,r),emque e > 0 é uma

constante fixa, é uma conica.
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a) See =1, entdo acdnica é uma parabola.
b) Se0 < e <1, entdo a conica é uma elipse.

c) See > 1, entdo a conica e uma hipérbole.

Reciprocamente, toda conica que nao seja uma circunferéncia pode ser descrita por

uma equacao da forma dist(P, F) = e dist(P, r).
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8 Classificacéo de Conicas I: Translacao

8.1 Elipse Transladada

Por meio de uma translacdo de eixos, representamos um novo sistema Ox’y’, cuja
origem O’ = (X,,Y,) coincide com o centro da elipse e cujos eixos sdo paralelos aos eixos
coordenados. A equacdo da elipse cujos focos estdo na reta paralela ao eixo x ao novo sistema

ox'y’ é:

X
o+l =1].(D

Porém conforme ja visto anteriormente no capitulo 6, podemos escrever x’ e y' da

seguinte forma:

(2

{X’ZX—XO
Y =Y—Yo

Substituindo (2) em (1) obtemos:

(x—%)% (Y —¥o)? _
St =1

Esta é a equacdo candbnica da elipse de centro 0’ = (x,,V,) € cujos focos estdo

sobre uma paralela ao eixo x como mostra a Figura 8.1:

N

Figura 8-1: Elipse de centro O’ = (x,,,) € focos sobre uma reta paralela ao eixo x.
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Quando os focos da elipse estdo sobre uma reta paralela ao eixo y como mostra a
Figura 8.2, adotando um raciocinio similar ao anterior, teremos a seguinte equagdo para esta
elipse:

_ 2 _ 2
(x —%,) +(y Zo)

= =1. (I

Yo

Elipse 8-2: Elipse de centro O' = (X,,¥,) € focos sobre uma reta paralela ao eixo y.

Tanto em (I) como em (1) desenvolvendo-se os produtos notaveis e ordenando-se
as variaveis, a equacéo da elipse assume a forma Ax? + Cy? + Dx+ Ey + F = 0,emque Ae C

sdo ndo nulos tem 0 mesmo sinal e A # C.

Exemplo 8.1. Determinar a equagdo da elipse de centro no ponto P = (3,—2) e focos F; =
(2,—2) eF, = (4,—2) ea = 2. Faga um esboco da elipse.
Soluc&o: A distancia de cada foco ao centro P da elipse € 1, logo ¢ = 1. Sendo assim: b? =

a? + c¢2 — b? = /3. Como os focos s&o paralelos ao eixo x, a equacio da elipse é da forma:

- 2 — 2 —3)2 2
& >;o) P /) N ) R ) R
a b2 4 3

Ao desenvolver a equagio obtemos: 3x% + 4y? — 18x + 16y + 31 = 0.
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F ¢+ F
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Figura 8-3: Elipse 3x? + 4y? — 18x + 16y + 31 = 0.

Exemplo 8.2. Determinar a equagdo candnica e as coordenadas dos focos da elipse 9x2 +
4y? — 54x — 32y + 109 = 0. Faca um esbogco da elipse.
Solucéo: Pela translagdo deve-se eliminar os termos em x e em y do primeiro grau, levando em

conta que:
{X =Xy + X
Vy=Yoty

Sendo assim: 9(x, + x)? + 4(y, + ¥)? — 54(x, + x') — 32(y, +y") + 109 = 0.

Fazendo o coeficiente de x" = 0:

18xy — 54 =0 — x, = 3.

Fazendo o coeficiente de y’ = 0:

8yp—32=0—>oy,=4.

Logo o centro O’ = (3,4). Anova equagdo: 9x'? + 4y’ + F' = 0,onde F’ = 9(3)% + 4(4)? —

2 12
54(3) — 32(4) + 109 = —36. Portanto: 9x'* + 4y'> = 36, XT + YT =1.

Coordenadas dos focos: c? = a? —b% — ¢? = 9 — 4 = 5 e assim: ¢ = v/5. Sabendo que F; =

(x,y+c)eF,=(x,y—c)equex=x,+x ey=y,+y, obtemosF, = (3,4 +V5) eF,
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Figura 8-4: Elipse 9x? + 4y? — 54x — 32y + 109 = 0.

Exemplo 8.3. Qual é a equagdo do conjunto de pontos P = (x,y) cuja soma das distancias a
F, =(1,0)eF, =(3,0)é5?

Solugdo: Temos d(P,F;) + d(P,F,) =5, logo /(x+ 1)2+y2+,(x—3)2+y2=5 e

assim [/(x + D2 + y2 + J(x — 3)Z + yZ| = 52.

(x+ 12 +y? + 2/ (x+ D2 +y2/(x—3)2 +y2 + (x = 3)* +y* = 25,

2x% +2y? — 8x — 15 = —2,/(x + 1)2 + y2,/(x — 3)2 + y?,

2
(2x2 + 2y? — 8x — 15)2 = (=2)?[{/(x + D2 + y2/(x — 3)2 + y2?] .
Ao desenvolver esta igualdade obtemos: 84x? + 100y? — 336x — 189 = 0.

8.2 Hipérbole Transladada

Por meio de uma translacdo de eixos, representamos um novo sistema Ox’y’, cuja
origem 0’ = (x,,Y,) coincide com o centro da hipérbole e cujos eixos sdo paralelos aos eixos
coordenados. A equacdo da hipérbole cujos focos estdo na reta paralela ao eixo x ao novo

sistema Ox’y’ é:

XIZ yIZ
a—z—ﬁ = 1 (1)

Como hé translacéo de eixos:
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X' =x—Xx,
, .(2
{Y =Y Yo (2)
Substituindo (2) em (1) obtemos:

— 2 — 2
x a;(O) b bZO) _1.

Esta é a equagéo candnica da hipérbole de centro O’ = (X,,y,) € cujos focos estdo

sobre uma paralela ao eixo x como mostra a Figura 8.5:

Yo

Figura 8-5: Hipérbole de centro O’ = (x,,y,) € focos paralelos ao eixo x.

Quando os focos da hipérbole estdo sobre uma reta paralela ao eixo y como mostra
a Figura 8.6, adotando um raciocinio similar ao anterior, teremos a seguinte equacao para esta
hipérbole:

(y - YO)Z _ (X - Xo)z

= =1 ()
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Yo

Figura 8-6: Hipérbole de centro O’ = (x,,y,) € focos paralelos ao eixo y.

Tanto em (I) como em (1) desenvolvendo-se os produtos notaveis e ordenando-se
as variaveis, a equacéo da hipérbole assume a forma Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0,em que A

e C sdo ndo nulos e diferem em sinal.

As demais, quando a hipérbole tem centro 0’ = (X, y,), as assintotas passarao por

esse ponto e terdo por equacoes:
y—yo =1 g (x — xp) para a hipérbole (1).
y = Yo = £+ (x — Xo) para a hipérbole ().

Exemplo 8.4. Determinar a equagdo da hipérbole e assintotas com focos nos pontos F; = (2,2)
e F, = (6,2) e um vertice A; = (3,2). Faca um esboco da hipérbole.

Solucdo: Observamos que a hipérbole tem focos sobre o eixo x e que o centro O’ é o ponto

médio dos focos F; e F,, logo 0’ = (?2%2) = (4,2). Sendo assim a = d(F,A;) —a=1

e c=d(F;,0") = 2. Temos que b? = a% +c? e assim b =+/3. A equacdo da hipérbole se

— 2 _ 2 YAY —_7\2
configura; & ;") -y b3;°) =1— % - % =1 ou 3x2—y? —24x+ 4y + 41 = 0.

Assintotas: y —y, = ig(x —Xo) = y=+V3(x—2)+2.
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Figura 8-7: Hipérbole de focos F; = (2,2) e F, = (6,2) e vértice A; = (3,2).

Exemplo 8.5. Obter os focos, o centro, os vértices e as assintotas da hipérbole 4x? — y? — 8x —
4y — 4 = 0.
Solucdo: Na hipérbole transladada vimos que temos a seguinte correspondéncia:
X =Xy +X
{y =Yooty
Substituindo temos: 4(x, + x)% — (v, + ¥)? — 8(%, + X') — 4(y, +y) — 4 = 0.
Fazendo o coeficiente x’ = 0,
8xp—8=0—>ox,=1.
Fazendo o coeficiente y’ = 0,
—2y0—4=0—>oy,=—-2.
Logo o centro O’ = (1,—2). A nova equagdo tem a forma: 4x'2 —y'? + F' =0, onde F' =
4(1)% — (=2)2 —-8(1) — 4(-2) — 4 = —4.

2 2
Portanto: 4x'* —y'* = 4, = - =1.

Coordenadas dos focos: ¢? = a?+b%? — c?2 =1+4 =5, c =+/5. Sabendo que F; = (x —
c,y)eF, = (x+cy), obtemos F; = (1 —+/5,-2) e F, = (1 ++/5,—2). Vértices: sendo a =
1,temos A; = (0,—2)e A, = (2,—2). Assintotas:y —y, = +2(x— 1) - y=+2(x—1) —
2.
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[=2]
oo

Figura 8-8: Hipérbole 4x% — y? — 8x — 4y — 4 = 0.

8.3 Pardabola Transladada

Por meio de uma translacdo de eixos, obtemos um novo sistema
x'0’y’, representamos um novo sistema Ox’y’, cuja origem O’ coincide com o vértice da parabola

V = (%,,Y¥,) da parabola e cujo eixo de simetria é paralelo ao eixo x.

A equacdo da parabola referida ao novo sistema x’0’y’ é:

y'?=2px|. (1)

Como hé translacdo de eixos:

X' =x—X,
, (2
{y Y—Yo ()

Substituindo (2) em (1) obtemos:
(Y —¥o)? =2p(x—x,) (D)

Ao desenvolver a equacéo (1) e isolando o x, temos:

1 y() y()z I ZpXO
J— 2 !
X _y + _y + _ (I )
N—— —— N— ———

a b c
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x=ay?+by+c. (")

Sendo assim:
1 1
= —_—— = —_—
™ 24
—Yo —b
b=——y,=—.
p Yo 2a

Esta é a equacdo da parabola de centro V= (X,,V,) € Cujo eixo de simetria é
paralelo ao eixo x como mostra a Figura 8.9. O pardmetro p serd positivo ou negativo se,
respectivamente a concavidade da parabola estiver voltada para a direita ou para a esquerda.

Yo

[3S] e =]
[3S] e =]

*g

Figura: 8-9 Parabola cujo eixo se simetria é paralelo ao eixo x.

Quando a parabola de centro V = (X,,¥,) € CUjo eixo de simetria é paralelo ao eixo

y como mostra a Figura 8.10, a equacdo da parabola referida ao novo sistema x’0’y’ é:

x'? = 2py'| . (2)

Como ha translagéo de eixos:

X' =X —X,
, . (3
{y —y—y, &

Substituindo (3) em (2) obtemos:

(x—%0)% = 2p(y —y,). (II)
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Ao desenvolver a equacao (1) e isolando o y, temos:

1 X Xo2 + 2pyo
2 ’
y=—x?+ x40 200y
2 p_ _ 2
a b [«

y=ax?+bx+c ().

De forma analoga temos que:

_ 1
P=%2

_—b
Xo ==~

O parametro p sera positivo ou negativo se, respectivamente a concavidade da

parabola estiver voltada para cima ou para baixo.

Y

=

Figura 8-10: Parabola cujo eixo de simetria € paralelo ao eixo y.

Exemplo 8.6. Obter a equacdo da parabola com vértice V = (3,3) e foco F = (5,3). Faga um
esboco.
Solucéo: Temos g = d(V,F) e logo p = 4. Como o eixo de simetria da parabola é paralelo ao
eixo X, logo ela tem equacéo da forma:
V= ¥o)? = 2p(X — X,),
(y—3)2=8(x—-3) > y?2—6y—8x+ 33 =0.
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o

Figura 8-11: Parabola com vértice V = (3,3) e foco F = (5, 3).

Exemplo 8.7. Encontrar o foco, o Vértice, a diretriz e esbocar o grafico da parabola x? — 2x —
12y — 35 = 0.

Solucdo: A equacdo da parabola pode ser escrita como: (x—1)? = 12(y — 3), assim
conseguimos identificar que a equagdo da parabola é da forma (x — x,)? = 2p(y — y,), com
veértice V = (1,3), p = 6 e eixo de simetria paralelo ao eixo y. Como d(V,F) = d(V,r) = 2p =

3, logo concluimos que F = (1,0) er:x = 6.

y

Yo \" X'

%o

Figura 8-12: Parabola x? — 2x — 12y — 35 = 0.
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9 Classificacao de Conicas I1: Rotacao

9.1 Elipse Rotacionada

Por meio de uma rotacao 8 de eixos, representamos um novo sistema Ox’y’, cuja
origem O = (0,0) coincide com o centro da elipse e cujos eixos ndo sdo paralelos aos eixos

coordenados, ou seja, 0s eixos da elipse sdo obliquos aos eixos cartesianos.

A equacdo da elipse cujos focos sdo obliquos ao €ixo X, no novo sistema Ox’y’ €:

X
o+l =1].(D

Porém conforme ja visto anteriormente no capitulo 6, podemos escrever x’ e y' da

seguinte forma:

{x’=xcose+ ysen®

!

y' = —xsenB + ycos9 ()

Substituindo (2) em (1) obtemos:

(xcos0 + ysen0)? (—xsen6 + ycos0)?
> +
a b2

=1 .(D)

Esta é a equacdo candnica da elipse de centro O = (0,0) e cujos focos séo obliquos

ao eixo X como mostra a Figura 9.1:

Figura 9-1: Elipse de centro O = (0, 0) e cujos focos sdo obliquos ao eixo x.
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Quando os focos da elipse de centro O = (0,0) s&o obliquos ao eixo y, podemos

escrever a equagio como:

—+l 1.3

Substituindo (2) em (3) obtemos:

(xcosB + ysen0)? (—xsen6 + ycos0)>?
_.l_
b? a2

=1.(D

Esta é a equacgdo candnica da elipse de centro O = (0,0) e cujos focos séo obliquos

ao eixo y como mostra a Figura 9.2:

Figura 9-2: Elipse de centro O = (0, 0) e cujos focos sdo obliquos ao eixo y.

Exemplo 9.1. Uma elipse tem o centro na origem e um dos focos F; = (1,2), sendo a = 2+v/5

e ¢ = /5. Obtenha a equacéo da elipse e faca um esboco do gréafico.

Solugdo: a2 = b? + c? — b? = 15.

y

Sendo F, = (1,2) e c=+/5, conseguimos obter: sen® =%,

1
F cosb =—.
2 \/g

~ . . x2 yr?
Sabendo que a equacéo da elipse e da forma —t=z= 1
) X
o} 1

' —2X+y

B e y=—xsen9+ycose—>y’=T,

NG
substituindo x’ e y’ na equacéo da elipse obtemos:

e que x'=xcosB+ysend—x' =
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) Y

20 15 b
X% +4xy + 4y 4x* —4xy +y*? _
100 75 '
3x? + 12xy + 12y® + 16x* — 16xy + 4y°

1 — [19x2 — 4xy + 16y2 = 300|.

300

Figura 9-3: Elipse 19x? — 4xy + 16y? = 300.

Exemplo 9.2. Determine a equag&o da elipse de focos F; = (—2,2) e F, = (2, —2) com centro
na origem e que passa pelo ponto P = (1,1). Faca um esboco do gréfico.

Solucdo: Temos que d(F;,0) = d(F,,0) = 2v2 e d(F;,P) + d(F,, P) = 22 — 210 = 2a,
a =+/10. Como a? = b? + c?, entdiob? =10 — 8 — b = V2.

Os focos estdo sob a reta y = —x, logo concluimos que a elipse transladada tem o eixo focal

/2 2
obliquo ao eixo y, logo sua equagéo é da forma: ’;—2 + 3;—2 =1comcosB = \/2_5 = g esenf =
2 _ V2 r_ V2 r_ V2, :
5= portanto x" = — x+yey = o (—=x+y). Logo temos:

2 2
V2 V2
[7<x+y) S (—x+y)
5 + ) =1 — 5x% 4 10xy + 5y? + x? — 2xy + y? = 20,

3x% + 4xy + 3y? = 10|.
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Figura 9-4: Elipse de focos F; = (—2,2) e F, = (2,—2) com centro na origem e que passa pelo ponto P = (1,1).

Exemplo 9.3. Determine a equacdo da elipse com focos F, = (3,3) e F, = (1,1), com centro

no ponto O’ = (2,2) e com um dos Vvértices iguais a A; = (7/2,7/2), conforme esboc¢o do

gréfico abaixo.

&y ; Solucdo: Temos que ¢ =d(0,F)) =v2 e a=
4 ( d(0’,A;) =45, logop b?=a?2-c2—>b=
: Fi \2,5. ComOCosezizﬁesenez V2
2 o V2 2 2
1 Sabendo que a equacao da elipse é da forma
& "2 12 . . . o
T Xaz + 3;—2 = 1, vamos realizar primeiro a rotacao:

- " \/E ! ! " \/E l !
X'=—&+y)ey'=— (-x'+y).

Y o l)2 AT ' 4v)?
1Oy 1) g S EY) L I g assim
2" 45 27 25 9 5
14x'? + 14y'? — 8x'y’ = 45 (1). Como 0 centro 0’ = (2,2), aplicaremos a translacdo de

Logo

. X' =Xx—X, {X'=X—2 i _
eixosy , — 1, 2). Substituindo (2) em (1):
{y=y—yo y'=y-2 ¥ (2 em (1)

14(x — 2)? + 14(y — 2)?> — 8(x — 2)(y — 2) = 45, resolvendo resulta em:

14x? + 14y? — 8xy + 40x — 40y = —35].
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9.2 Hipérbole Rotacionada

Por meio de uma rotacdo 6 de eixos, representamos um novo sistema Ox’y’, cuja
origem O = (0,0) coincide com o centro da hipérbole e cujos eixos ndo séo paralelos aos eixos

coordenados, ou seja, 0s eixos da hipérbole sdo obliquos aos eixos cartesianos.

A equacdo da hipérbole cujos focos sdo obliquos ao eixo x, no novo sistema Ox’y’

X
S A} BYED

Porém conforme ja visto anteriormente no Capitulo 6, podemos escrever x' e y’ da

seguinte forma:

(2

!

{ X' =xcosO+ ysen6
y = —xsen0 + ycos©
Substituindo (2) em (1) obtemos:

(xcosB + ysen0)? (—xsenB + ycos0)>?
. = —1.()

a2
Esta é a equagdo candnica da hipérbole de centro O = (0,0) e cujos focos sdo

obliquos ao eixo x como mostra a Figura 9.5:

y' y

Figura 9-5: Hipérbole de centro O = (0, 0) e cujos focos séo obliquos ao eixo x.

Quando os focos da hipérbole e centro O = (0,0) s&o obliquos ao eixo y, podemos

escrever a equagio como:
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X2 2

ﬁ—a—2=1 (3)

Substituindo (2) em (3) obtemos:

(xcosB + ysen0)? (—xsenB + ycos0)?
b2 - a2

=1 .(ID)

Esta é a equacdo candnica da hipérbole de centro O = (0,0) e cujos focos séo

obliquos ao eixo y como mostra a Figura 9.6:

Figura 9-6: Hipérbole de centro O = (0, 0) e cujos focos sdo obliquos ao eixo y.

Exemplo 9.4. Determine a equacdo da hipérbole com centro na origem e focos F; = (2,1) e
F, = (—2,—1) e umdos Vértices A; = (1, %) Faca um esboco do gréfico.

Solugdo: ¢ = d(0,F;) = d(0,F,) =5 e a=d(0,A;) = /1,25, logo

2 _ 2

1 1 ~
b? = ¢? —a? — b%? = 3,75. Sendo cosO = —=—=e sen® === -— e como os focos sdo

V5 c 5

2 2
obliquos ao eixo X, a equacgdo candnica da hipérbole é da forma: %— % = 1. Fazendo a
2xX+y ,

e —X+2y
N4

rotagdo de eixos temos: X" = xcos0 + ysenf = =

= —xsenBO + ycosf =
logo:

2x+y)?  (—x+2y)?
5 - T 5
1,25 3,75

=1—>1202x+y)? —4(—x+2y) =75

44x% + 64xy — 4y? = 75|.
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Figura 9-7: Hipérbole 44x? + 64xy — 4y? = 75.

Exemplo 9.5. Dada a equacdo da hipérbole 13x% + 12xy — 3y? — 90x — 30y = 0, dé a sua
forma canbnica, o centro, os focos e 0s vértices. Esboce o grafico.
Solucdo: Levando as formulas de translacéo na equacdo dada:
13(xo + X' )2+ 12(xg + x)(yo + ¥") — 3(yo + y)? — 90(x¢ + x') —30(yo +y') = 0.
Fazendo o coeficiente x" = 0,
26%, + 12x'yy — 90x" — x'(26%, + 12y, — 90) = 0.
Fazendo o coeficiente y' = 0,
12x,y" — 6y,y' — 30y" — y'(12x, — 6y, — 30) = 0. Assim

{26X0 + 1ZYO =90
12X0 - 6YO = 30

Substituindo O’ = (3,1) temos:
133+ x)2+12@B+x)1+y)—-3(1+y)?—-90(83+x')—30(1+y") =0¢elogo

— X, =3 ey, = 1, portanto 0’ = (3,1).

13x'% + 12x'y’ — 3y'> = 150 .(1)

Rotacdo: vamos eliminar o termo x'y’ da equagéo acima, como A # B:

B 12 3 2tan© . 1
tan20 = — = —— ==, sendo tan 260 = —_——— e assim tan® = - ou tan® = —3. Como
A-C 1343 4 1—(tan 0)2 3
. . 1 . L - 0
0 <6 <90°, assumimos tan® = -. Através das relaces trigonométricas tan @ = izze

(sen8)? + (cos B)? = 1, obtemos que cos 8 = %0 esend = —

Vio Vio
(x'=x"cos® — y"senb ;o 3'-y" , x"+3y"
LOgO'{y’zx"sen6+ y'cos® X T Vio ¢y = TAm

Levando as formulas de rotagdo em (1):
n 2

13 <3X" _ y")z + 12 (3XII _ y"> (X" + 3yll> 3 (X" + 3y > 150 )
_— - = ,assim
V10 V10 V10 V10
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117x"% — 78x"y" + 13y"? 4+ 36x"% 4+ 96x"y" — 36y"? — 3x"%? — 18 x"y" — 27y"? = 1500

x"2 n2

e portanto 150x"2 — 50y"% = 1500 — |— — 3;—0 =1].

Através da equacdo candnica conseguimos entdo obter, a = v/10,b = v/30 e ¢ = V40.
O centro 0’ = (3,1) e a origem O = (0,0), pertencem a reta r, que contém o eixo focal da

hipérbole, podemos escrever a equagdo da reta r: x — 3y = 0. Os focos devem satisfazer que

d(0',F)=ce Fer, logo F=(3y,y): d(0’,F)=c—/(3-3y)2+ (1 —y)2 =40 —
y% — 2y — 3 = 0.Obtemos y; = 3 ey, = —1, que nos fornecem os pontos: F; = (9,3) e F, =

(—3,—1). De forma anéloga, os vértices satisfazem d(0’,A) =ae A€r, logo A = (3y,y):

d(0’,A) =a—+/(3—3y)2+ (1 —y)% = V10 — 10y? — 20y = 0. Obtemosy; = 2ey, =

0, que nos fornecem os pontos: A; = (6,2) e A, = (0,0).

Y
v
8_
6_
xl
4
F
A, ,
I i St :
________ Q I |
| |
0 5 | ; I X
-5 -4 1 _-2-THl\g 2 4 5 B 1o 12 14
Fs N
-4

Figura 9-8: Hipérbole 13x? + 12xy — 3y? — 90x — 30y = 0.
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9.3 Pardabola Rotacionada

Por meio de uma rotacdo 6 de eixos, representamos um novo sistema Ox’y’, cuja
origem O = (0,0) coincide com o centro da parabola e cujo eixo de simetria ndo é paralelo aos

eixos coordenados, ou seja, o eixo de simetria da parabola é obliquo aos eixos cartesianos.

A equacdo da parabola cujo eixo de simetria é obliquo ao eixo X, no novo sistema

ox'y’ é:

y'2 =2px'|. (1)

Como ha rotacgéo de eixos:

x' = xcosO+ ysenB
{ e - @

y' = —xsenB + ycos9
Substituindo (2) em (1) obtemos:

(—xsen® + ycos0)? = 2p(xcos O + ysenB) (I)

Parébola 9-9: Pardbola com eixo de simetria obliquo ao eixo Xx.

Quando a parabola cujo eixo de simetria € obliquo ao eixo y, como mostra a Figura

9.10, a equacéo da parabola referida ao novo sistema x’0’y’ é:

x'? = 2py’'| .(3)

Substituindo (2) em (3) obtemos:
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(xcos® + ysen0)? = 2p(—xsen® + ycos0).(I)

Figura 9-10: Parabola cujo eixo de simetria é obliquo ao eixo y.

Exemplo 9.6. Obter a equacgéo da parabola sabendo que o foco é F = (2,4) e o Vértice coincide
com a origem. Faca um esboco do gréafico.

Solucéo: Analisando a posicao do foco, conseguimos obter o cos 8 e sen 6:

69 2 1

cos§ = 7= esend = 7. Sabendo que g = d(0,F) — p = 4/5.

1 A parabola tem o eixo de simetria obliquo ao eixo X, portanto sua
T o equagdo é da forma: y'* = 2px’. Levando as relacdes de rotacéo
34 l X' =xcos0+ ysenBey = —xsen0 + ycos6, obtemos:
2] i —2x+y 2 _ X+2y

! (\/§> _2(4\/5)(\/3)'

o
o+ Logo: |4x% — 4xy — 40x — 80y = 0.
8 ¥ X
d 8

Figura 9-11: Parabola 4x? — 4xy — 40x — 80y = 0.
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Exemplo 9.7. Dada a pardbola 9x% + 24xy + 16y? + 200x — 150y + 625 = 0, obtenha a
equacao canonica, o vértice e o foco.
Solugdo: Como B2 = 4AC — 24%? = 4 x 9 x 16, realizaremos primeiro a rotagcdo e

posteriormente a translacdo. Rotacdo: vamos eliminar o termo x'y’ da equacdo acima, como

2tan@
1-(tan )2

B
A#B:tan20 = — = 22— —ﬁ, sendo tan 20 =
A-C 9-16 7

4 .,
—>tane=§,jaque0 <0<
o Ve ~ - 7 - 4‘ 3
90 . Através das relagGes trigonométricas encontramos, sen 6 = secosf =-.

x=x’cos@—y’sen6_} ,_3x’+4yle , _ Axi+3yr
y =x'sen0 + y' cos® 5 5

Logo:{

Levando as formulas de rotagdo na equacao da parabola temos:

2 2
3x’ + 4y’ 3x + 4y [4x' + 3y’ 4x" + 3y’ 3x’ + 4y’ 4x’ + 3y’
9<X - y) +24(X - y)(xs y>+16<X5 y) +200<X - y)—150(X - y>+625=0,

625 ,2
—X

— 250y’ + 625 =0 — x'°> — 10y’ 4+ 25 = 0. Levando as formulas de translacio na
equacéo obtida:

(%o +xM)2 = 10(yy +y") + 25 =0 — x"2 — 10y" + x¢% — 2xox" — 10y, + 25 = 0.
Fazendo o coeficiente X" = 0 — —2x,x" = 0 - x, = 0. Levando o termo independente a zero:

X2 = 10y, +25 =0 > yo ==

Logo O’ = (0,2 ) é 0 vértice da parbola x> — 10y’ + 25 = 0, aplicando a rotacdo de eixo

obtemos:
X=XxcosO— y'send —-x=0cos® —-senfh — x = -2 3
s s —0=(-23)
y =x'sen6 + y’cose—>y=05en6+5cose—>y=§

A equacdo candnica da parabola é: x"? = 10y", sendo assim p = 5. Como 0 Vértice da parabola
x'?—10y' +25=060" = (0,2) e sendo p = 5, o foco da parabola x'* — 10y’ +25 =0, ¢

F' = (0,5) , de forma analoga ao ponto O’ e aplicando a rotacdo de eixo obtemos: F = (—4,3).



1y
9 + 24X y+ 16y? + 200 - 150y = -625

14

121

y 10
8_

6

4

F
o 7]
2 2 2 B 8
24

Figura 9-12: Parabola 9x2 + 24xy + 16y2 + 200x — 150y + 625 = 0.
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10  Classificacao de Conicas Il1: Caso Geral

Neste capitulo vamos conhecer os procedimentos de reconhecimento de uma conica

de um modo relativamente simples, atraves da analise dos coeficientes de sua equagéo.

Dado um plano 1 num sistema de coordenadas, e dada a equagéo:
G(x,y) = Ax? +Bxy + Cy* + Dx+Ey+F=0 (1)

com A% + B2 + C% # 0, chama-se cOnica ao conjunto de pontos P = (x,y) de ©

tais que (1) se verifica.

Exemplos de Conicas (Boulos & CAMARGO, 2005):

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)

O conjunto vazio: G(x,y) = x2 +y%? + 2 = 0.

Um ponto: G(x,y) = x% +y? = 0.

Umareta: G(x,y) = (x —y)? =x% = 2xy + y? = 0.

Reunido de duas retas paralelas: G(x,y) = x> — 2xy + y2 + x —y = 0.

Reunido de duas retas concorrentes: G(x,y) = x? —y? = 0.

Elipse: G(x,y) = 35x? — 2xy + 35y? — 34x — 34y — 289 = 0.

Hipérbole: G(x,y) = 3x? + 12xy + 8y? — 18x — 28y + 11 = 0.

Pardbola: G(x,y) = x> —2xy + y> —2x— 2y + 1 = 0.

Circunferéncia: G(x,y) = x? + y? = 16.

e SeB? —4AC < 0, a cOnica podera ser: vazio, ponto, circunferéncia ou elipse.

e SeB? — 4AC = 0, acOnica podera ser: reta, reunido de duas retas paralelas, parabola
ou vazio.

e Se B%2—4AC> 0, a cbnica podera ser: reunido de duas retas concorrentes ou

hipérbole.

Fixado um sistema ortogonal Oxy em R?, vamos associar uma matriz simétrica a

equacao (1) de uma conica:

(2

. NIFU[\HUI

NS
Nim A N o
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E os nimeros

B2 — 4AC
=—— " Ay=detM (3)

A1=A+C, A2= 4

N >
O N W

Considere a mudanga de coordenadas dada por:

{X=X0+X'cose—y’sen9
y=y,+x'senB+y' cos °

(4)

Que corresponde a uma translacdo seguida de uma rotacdo. O novo sistema de

coordenadas também é ortogonal:

y

7y S

%o

Figura 10-1: Sistema de coordenadas ortogonal.

Substituindo (3) em (1) resulta uma equacgédo da forma
g(x,y) =ax? +bx'y +cy'”’ +dx +ey +f=0

a qual fica associada uma matriz

- b d_
47 2
= b e
2 ¢ 2
d e ¢
> o
e 0s correspondentes nimeros
b? — 4ac
6; =a+g, 0, = ————, 63 =detm.
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Proposicédo 10.1 Valem as igualdades 6; = Ay, 8, = A,, 83 = A3;. Os nimeros A, A, e
A5 sdo invariantes por rotacdes e translacdes, por isso sdao chamados invariantes ortogonais da
conica dada.

Lema10.l Sejag(x,y) =cy’” +dx +ey +f

a) Sec# 0ed # 0, entdo a mudanca de variaveis (translacao)

X' —X——+—,y —Y—— transforma g(x’,y') em cY? + dX.

b) Se c+#0 e d=0, entdo a mudanca de varidveis (translacdo) y' =Y —i &' =X),
2
transforma g(x’,y') em cY? + q,onde q = f — %_

As translacdes acima foram obtidas através de complementacdo de quadrados:

-]

cy’ +ey—c(y + y —c[y +22—Cy +(2ec)2

e e\2 e?
~e| 4 5) | e g) i
Proposicao 10.2 Considere a conica dada por
G(x,y) = Ax? + Bxy + Cy? + Dx+ Ey + F = 0 com A2 + B2 + C2 # 0:
a) Se A, # 0, existe um sistema de coordenadas ortogonal, em relagdo ao qual a
equacéo da conica tem a forma pY2 + gX? +r = 0 (p? + g2 # 0).
b) Se A, =0, entdo
I.  SeA; # 0, existe um sistema ortogonal de coordenadas, em relagao ao qual
a conica tem equacdo da forma:
pY2+gX=0 (p+#0,q=0).
ii. SeA; = 0, existe um sistema ortogonal de coordenadas, em relacéo ao qual
a conica tem equagéo da forma:
pY2+q=0 (p#0).

Exemplo 10.1. Reconheca a conica de equacéo: 5x2 + 4xy + 8y? — 60x — 168y = 0.
Solugédo: Associando a equagdo a matriz:
5 2 =30 A =13,
M=|2 8 —84], A= -2 =36 %0,
-30 -84 0 Az= detM = —25920.




96

Como A, 0, existe, pela Proposicao 9.2, um sistema de coordenadas ortogonal em

relacdo o qual a equacéo conica é da forma pX? + qY? =r = 0,

p 20 6, =p+q,
m=[0 q 0], 8, = pq,
0 0 r 03 = pqr.
Pela Proposicdo 9.1 devemos ter:
pqr = —25920
pq = 36 , de onde resulta facilmente p > 0,q > 0,7 < 0. Trata-se portanto da elipse
p+q=13

ou circunferéncia. Das igualdades pq = 36 e p + q = 13, conclui-se imediatamente que p #

g. Logo, a conica ndo é circunferéncia, trata-se de uma elipse.

10.1 A conica obtida por cinco pontos no plano

Teorema 10.1. A partir da equacdo geral das conicas Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey +
F = 0,onde A # 0ouB = 0ouC # 0, dados cinco pontos quaisquer no plano existe uma unica

conica determinada por eles.

Demonstracéo do Teorema 10.1: Sejam Py = (Xi, yx), k = 1,2, ... 5 0s pontos no plano, sendo
que trés deles ndo sejam colineares, que pertencem a uma conica definida pela equacdo Ax? +
Bxy + Cy% + Dx + Ey + F = 0 ndo degenerada, ou seja, A*> + B? + C? # 0. Sem perda de
generalidade, podemos dividir a equagéo da conica por um dos termos ndo nulos, por exemplo
B # 0, podemos reescrever a equagdo da conica como: ax? + xy + cy? + dx + ey + f = 0,
onde A/B=a, C/B=c, D/B=d, E/B=¢,F/B = f. Utilizamos o fato que os cinco pontos
sdo tais que satisfazem a equacdo, obtendo o seguinte sistema linear:
(ax,® + ¢y, +dxg +ey; +f= —x3y4
ax,? + cy,? + dx, + ey, + f = —x,y,
axz? + cy;2 + dxs + ey; + f = —x3y3.

| aX42 + CY4,2 + dX4, + €V4 + f= —X3Ya
aX52 + CySZ + dXS + €ys + f= —X5Y¥s5

O sistema linear escrito na forma matricial;

X2yt ox oy 1] 121 [Xa1
X2 y2© Xz y2 1 | €] |XZY2|
x3? y3? x3 yz 1 |d] = —[Xsy3
X ya' X4 ya 1 [eJ [X4Y4
Xs* ys® X5 ys 1l f XsYs
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Como trés dos cinco pontos ndo sdo colineares, a matriz ndo é singular

(determinante ndo nulo), portanto o sistema apresenta uma Unica solucao.

Exemplo 10.2. Dados os pontos P, = (2,5),P, = (2,2),P; = (5,3),P, = (6,4) e P; =

(6,2), determinar a equagéo da conica que passa por eles, considerando A # 0.

Solucdo: Substituindo os pontos na equacao geral das conicas, obtemos 0 seguinte sistema

linear:

(4A+ 10B+25C+2D+5E+F=0
| 4A+ 4B +4C+2D+2E+F =0
425A+15B+9C+5D+3E+F=0 , vamos dividir cada equagdo por A, vamos
L36A+24B+16C+6D+4E+F=0
36A+12B+4C+6D+2E+F=0

considerar B/A=b, C/A=c¢, D/A=d, E/A=¢,F/A=T:

(10b+25c+2d +5e+ f= —4 10 25 2 5 1 —4
l4b+4c+2d+2e+f=—4 4 4 2 2 1 -4
415b+9c+5d+3e+f=—25 oOuA=1|[15 9 5 3 1 =25
L24b+16c+6d+4e+f=—36 24 16 6 4 1 -36
12b+4c+ 6d+2e+f=—36 12 4 6 2 1 -36
Escalonando a Matriz A:
10 25 2 5 1 —4
10 25 2 5 1 -4 0 15 -3 0 —3/2 6
4 4 2 2 1 —4
—4 1 38
15 9 5 3 1 —25/— |0 19 /3 3 3 %31
_ 55 -1 10 7
24 16 6 4 1 =36 0 /3 /o /s /o 11
0 /3 -3 /3 /6 26
10 25 2 5 1 —4
0 15 -3 0 =3/, 6

—-37 —45 —67 . , .

0 0 /19 /19 /38 4 | para facilitar os calculos, iremos
—57 —30 —87 _
0 0 /22 /11 /44 3
0

0 —1%/43 Y3 THl/p3 -12

multiplicar as linhas 3, 4 e 5 da matriz por 38, 44 e 23 respectivamente:

10 25 2 5 1 -4

15 -3 o 3/, 6

0 -74 —90 —67 152|—
0 —114 -120 -87 —132

0 -12 -30 -21 -156

S O O O



98

10 25 2 5 1 —4

0 15 -3 0 =3/, 6

0 0 =74 =90 —67 152 | novamente para facilitar os
230 200 1260

0 0 0 =%F/19 =“F/1g = /19

0 0 0 95 125/, 810

calculos iremos multiplicar as linhas 4 e 5 por 19 e 2 respectivamente:

10 25 2 5 1 —4
0 15 -3 0 T3, 6
0 0 -74 -90 —-67 152 |
0 0 0 —230 —-200 -1260
0 0 0 190 125 1620
10 25 2 5 1 —4 |
0 15 -3 0 =3/, 6
0 0 =74 -90 —67 152 |, chegamos entdo que:
0 0 0 —230 -200 —1260
925 13320
0 0 0 0 =7%/9 /19
925 . 13320

e - f=—14,4, e assim obtemose = 18; d = —-6,8; c=—-2,4eb = —0,6.

Como todo o sistema foi dividido por A sendo A € R e A # 0, podemos assumir

qualquer valor A que seja conveniente, assumiremos A = 5, sendo assim teremos B = —3,C =

—12,D = —34,E = 90, logo a equacao da cbnica sera:

5x2 — 3xy — 12y? — 34x 4+ 90y — 72 = 0.

Como (—3)2 — 4.5.(—12) = 249 > 0, trata-se de uma hipérbole.

Figura 10-2: Conica determinada pelos pontos P; = (2,5),P, = (2,2),P3 = (5,3),P4, = (6,4) e P; = (6, 2).
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11  Teorema do Hexagono de Pascal

Blaise Pascal foi um importante matematico, fisico e filsofo francés do século
XVII. Seu talento precoce para as ciéncias fisicas levou a familia a Paris, onde ele se consagrou
ao estudo da matematica. Contribuiu decisivamente para a criacdo de dois novos ramos da
matematica: a Geometria Projetiva e a Teoria das Probabilidades. Em Fisica, estudou a
mecanica dos fluidos, e esclareceu os conceitos de pressdo e vacuo, ampliando o trabalho de
Evangelista Torricelli. E ainda o autor de uma das primeiras calculadoras mecanicas, a

Pascaline, e de estudos sobre o método cientifico.

Em 1640 com apenas 16 anos publica Essay pour les coniques, (Ensaio sobre as

conicas), obra na qual esta formulado o célebre teorema de Pascal (Nunes de Andrade, 2001):

Teorema 11.1Em num hexéagono inscrito em uma cbnica, as retas que contiverem os lados

opostos interceptam-se em pontos colineares.

Neste trabalho ndo realizaremos a demonstracdo deste teorema pois ele utiliza
argumentos e outros teoremas que aqui ndo foram estudados. Analisaremos os resultados deste

teorema e as suas consequéncias.

Em um hexagono definiremos lados opostos como sendo os lados que estdo
separados por dois outros lados. Neste contexto o hexagono podera ser cdncavo ou convexo.
Tomamos por exemplo o0 hexagono P, P,P; P, P; P, nesta definigdo sdo lados opostos P; P, e P, P,
P,P; e PP, PP, e PgP;.

Sejam f, g, h,1i,j, k as retas que passam pelos pontos P, P,, P,Ps, P,P,, P,P,, PsP; €
P;P, respectivamente e M;, M, e M3 0s pontos de inser¢do das retas g e i, f e k, h e j,
respectivamente. Observamos que M, M, e M3 sdo colineares, e assim seja r a reta que passa

por esses pontos, ou seja, M;, M,, M3 € r.

Vejamos a seguir como ficam a situacdo descrita acima na elipse, hipérbole e

parabola:
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Figura 11-2: Representacdo do Teorema do Hexagono de Pascal na Hipérbole.
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Figura 11-3: Representacdo do Teorema do Hexagono de Pascal na Pardbola.

11.1 Consequéncias do Teorema de Pascal

O teorema de Pascal tem consequéncias interessantes, vejamos algumas delas que

Serdo expostas a seguir.

11.1.1 Primeira Consequéncia: o pentagono inscrito em uma conica.

Consideremos o hexagono P, P,P;P,PsP,, inscrito na conica e a reta r conforme a

figura:
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Figura 11-4: Hexéagono inscrito em uma conica.

Facamos o vértice P, se aproximar do vértice P, de modo que o poligono se
aproxime do pentadgono P,P,P;P,P-. Entdo a reta que contém o lado P, P, tende a uma reta
tangente a curva no ponto P;; assim, obtém-se o hexagono de Pascal degenerado, conforme

sugere a figura abaixo:
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Figura 11-5: Hexéagono de Pascal degenerado.

Um pentagono estd inscrito em uma conica e a reta tangente a curva num vértice
intersecta a reta que contém o lado oposto no ponto X. Se M, e M, sdo 0s pontos de interse¢ao

das retas suportes dos outros pares de lados ndo adjacentes, entdo M,, M,e X sdo colineares.

11.1.2 Segunda Consequéncia: o quadrilatero inscrito em uma cénica.

Com procedimento anadlogo ao anterior, degenere o pentagono P, P,P;P,Ps, em um

quadrilatero P, P,P;P,, conforme a figura abaixo.
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Figura 11-6: Quadrilatero inscrito em uma conica.

O quadrilatero P, P,P;P, esta inscrito em uma cdnica, com os lados opostos P, P, e
P,P; concorrentes em um ponto M,. Se os pares de retas (t;,t,) e (ts,t,) tangentes a conica,
nos pontos (P;, P,) e (Ps, P,), intersectam-se nos pontos Y e X, entdo esses pontos M,, Y e X sdo

colineares.

11.1.3 Terceira Consequéncia: o triangulo inscrito em uma cénica.

Agora considere a situacdo limite do poligono anterior para obter um triangulo

inscrito na cbnica com as retas tangentes em cada vértice.

Dado um triangulo P, P,P; inscrito em uma cénica, os pontos, X, Y e Z de intersecao
de cada um dos lados com as tangentes a conica, nos respectivos vértices opostos, sao

colineares, conforme figura abaixo:
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Figura 11-7: Triangulo inscrito em uma conica.
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12 Curvas Cubicas no Plano: Classificacdo de

Newton

Este capitulo explorara uma parte da Classificacdo de Curva Cubicas realizado por
Isaac Newton no final do século XVII. As curvas cubicas estdo definidas pela equacéo geral de

duas variaveis:
ax® +bx?y + cxy? +dy® + ex? +ixy +jy? + mx+ny+p=0 . (1)

Onde a, b, c,d, ¢, 1,j, m, n, e p sdo constantes reais. Assumiremos que os coeficientes
a,b,c, ou d # 0, logo a curva € uma cubica legitima. Newton classificou as clUbicas nao
degeneradas em 72 diferentes exemplos de acordo com seu comportamento assintético
(Nunemacher, 1993). Atualmente de acordo com o esquema de Newton deveriamos ter 78
diferentes classificacOes, onde seis delas foram encontradas por outros matematicos mais tarde.
Embora seja um pouco complicado estudar cuidadosamente a classificacdo completa,
conseguimos aprender uma boa parte utilizando calculos e algebra para demonstrar as

classificagOes. Procederemos como a seguir:

1) Para obter uma ideia do alcance e beleza das curvas clbicas, seguem abaixo os graficos
das famosas curvas das quais tenham ocorrido particularmente em definicdes

geométrica ou algébrica.

Figura 12-1: Curva de Agnesi y(1 + x2) = 1.
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Figura 12-2: Cissbide de Diocles y2(2 — x) = x3.

Figura 12-3: Curva de Fermat paran = 3x3 + y3 = 1.
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Figura 12-4: Folium de Descartes x3 + y3 — 3xy = 0.

2) Considerando o caso especial y = f(x) = ax® + bx? + cx + d, onde a # 0; b,ce d sdo
nimeros reais. A forma da curva é determinada pelo discriminante de y, D = 4b? —

12ac. A curva da Figura 12.6 possui duas corcovas e temos D > 0 e na Figura 12.5

temos D < 0.
y y
X X
Figura 12-5:y = x3 (D < 0). Figura 12-6:y = x3 — x (D > 0).

O sinal de "a" determina a direcdo da curva que se aproxima de +oco. Observe que
foi posto que a # 0, de forma que temos uma cubica.

3) De forma analoga, vamos explorar as formas das curvas xy = f(x) = ax® + bx? + cx +
d, onde a # 0. Novamente vamos determinar as formas em termos dos coeficientes.

Para essa classe de cubicas existem trés formas que podemos generalizar dependendo
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de “d” e do nimero de raizes positivas ou negativas de f(x). Quando d = 0 o grafico da
curva é a unido de uma parabola e o eixo y (Figura 12.7). Quando d # 0, o gréfico da
curva é conhecido como “Tridente de Newton”. A curva tem uma assintota x = 0, duas
corcovas e se f(x) = 0 possui trés raizes positivas ou negativas (Figura 12.9) e ndo ha
corcovas no caso contrario (Figura 12.8). E interessante encontrar condi¢des sobre 0s
coeficientes da equacgdo dos quais garantem as condigdes das raizes. Observe primeiro
que a condicdo necessaria do discriminante D de f(x) € ser positivo. Denotamos r <
R as raizes de f(x) quando D > 0. Logo f(x) tera trés raizes reais se f(r) e f(R) tem
sinais contrarios. Outra forma é utilizar o discriminante de f(x). Neste caso as raizes
terdo 0 mesmo sinal se r > 0, d e f(r) tiverem sinais contrarios ou se R < 0, d e f(R)

tiverem sinais opostos. O sinal de “a” possui a mesma influéncia no grafico conforme

item 2.

Figura 12-7: xy = x3 Figura12-8: xy = x3 + 1
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Figura12-9:xy = (x — 1)(x — 2)(x — 3).

4) Consideraremos as curvas que atendam a equacdo y? = f(x) = ax® + bx? +ex +d
para a # 0. Iremos encontrar cinco diferentes formas de curvas que dependem da
natureza das raizes de f(x). As formas serdo classificadas conforme o nimero de raizes
e suas localizacBes. Teremos cinco casos. 12 caso: uma raiz real e duas raizes complexas
(Figura 12.10); 22 caso: uma raiz real de multiplicidade trés (Figura 12.11); 3¢ caso:
trés raizes reais distintas (Figura 12.12); 4 caso: uma raiz real de multiplicidade dois e
outra raiz real de multiplicidade um, na qual esta ultima é maior do que a raiz de
multiplicidade dois (Figura 12.13); 52 caso: uma raiz real de multiplicidade dois e outra
raiz real de multiplicidade um, na qual esta ultima é menor do que a raiz de
multiplicidade dois (Figura 12.14). Estes cinco casos podem ser determinados através
dos coeficientes da equacdo. De forma analoga ao item 3. O 12 caso ocorre quando D <
0; 22 caso quando D = 0; 32 caso quando D > 0 e f(r) e f(R) tem sinais contrarios
(lembrando que r e R denotamos as raizes de f'(x) e r < R); 42 caso quando D > 0 e
f(r) = 0; 52 caso quando D > 0 e f(R) = 0.
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y y
X X
Figura 12-10: Curvay? = x3 + x. Figura 12-11: Curva y? = x3.
y y

Figura 12-12: Curvay? = x3 — x. Figura 12-13: Curvay? = x3 — x2.
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Figura 12-14: Curvay? = x3 + x2.

5) Newton foi capaz de reduzir a equacdo geral das cubicas (1) em quatro formas de
equacOes que podemos adequar mudando as coordenadas:

a) y=ax?+bx?+cx+d;

b) xy = ax3 + bx? + cx + d;

¢) y?=ax®+bx?+cx+d;

d) xy?+ey=ax®+bx?+cx+d.

6) Vimos os trés primeiros tipos de curvas cubicas nos itens 2, 3 e 4. O quarto tipo de curva
xy? + ey = ax® + bx? + cx + d, em geral é um tanto quanto complicado, existem
muitos tipos de curvas cubicas, sdo 71 ao todo. Porém é possivel resolver y em termos

de x. Newton multiplicou os termos por x e completou os quadrados:
x2y? + ey = ax* + bx3 + cx? + dx,
e/ \? _ - 3 2 e?
(xy + /2) =g(x) =ax* +bx°’ + cx* +dx + /4. (2)
Entdo ele dividiu as curvas em classes de acordo com o coeficiente lider e dividiu
em mais classes de acordo com o comportamento das raizes de g(x). Abaixo temos alguns

exemplos representados que foram obtidos escolhendo valores simples para os coeficientes da

equacdo (2) e outros exemplos através da selecdo de valores dos pardmetros de Newton.

Na Figura 12.23 abaixo, nenhuma dessas curvas consegue ter mais do que dois

pontos acima do valor de x, uma vez que a curva original é y ao quadrado. Existem intervalos
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no eixo x que ndo correspondem a valores reais de y, quando g(x) < 0. Isto pode ocorrer em

no maximo trés intervalos, desde que g tenha no méximo quatros raizes reais.

Os casos degenerados (dos quais ndo estdo sendo contados dentro dos 78 tipos de
curvas), sdo a unido de uma cOnica com uma reta, um ponto com uma reta, ou trés retas,
algumas destas podem coincidir. Abaixo temos dois exemplos de curvas degeneradas Figura
12.25e 12.26.

Observe que um ponto Unico, do qual € um caso degenerado de uma curva

quadrética, porém ndo é nenhum ponto de uma cubica e nem um conjunto nulo.

Qualquer cubica que seja obtida pela equacdo (2), deverd ter trés assintotas.
Supomos que a curva esta definida pela equacdo polinomial de ordem n f(x,y) = 0, e seja
fe(x,y) de ordem k parte de f de modo que f=f, +f,_; + -+, se f tiver ax + by com um

simples fato de que f, = (ax + by),, ., entdo a curva f = 0 tem assintota.
(ax + by)g . (b,—a) +f,_4(b,—a) =0

Se f,, tem ax + by como um fator repetido e ax + by é também um fator de f,,_, de

modo que f, = (ax + by)y__,, entdo a curva possui um par de assintotas.
(ax + by)zgn_l(b, —a) + (ax + by)y,_,(b,—a) + f,_(b,—a) = 0

Finalmente, se f,, tem ax 4+ by como um fator repetido, porem f,,_; ndo possui ax +
by como um fator, entdo ndo ha assintota ax + by = c, para qualquer constante c. Observe que
0 ponto maximo de trés f, sdo necessarios para determinar completamente as assintotas, porem

0 ponto maximo de uma fy, € suficiente para especificar as possibilidades (no maximo n).

A Classificacdo das Curvas Cubicas de Newton mostra que ndo é possivel haver

mais do que quatros partes em qualquer curva cubica. Exemplos de curvas estdo dadas abaixo.
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Figura 12-15: xy? + y = —x3. Figura 12-16: xy? +y = x3.

Figura 12-17: xy? —y = 1.

AN

Figura 12-18: xy? — 2,45y = x3 — 5x? + 8,75x — 6, 25. Figura 12-19: xy? —y = x* — 1.
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Figura 12-20: xy? —y = x3 + x> + x+ 1. Figura 12-21: xy2 + 1,73y = —x3 4+ 2x% + 0,25x — 2.

Figura 12-22: xy? + v8y = —x3 + 3x% —x — 3. Figura 12-23: xy? + 2,45y = —x® — 5x? + 8,75x — 6,25.

Figura 12-24: xy? + 11y = x3 — 10x2 + 35x — 50.



Figura 12-25: xy? + 10y = x3 — 10x? + 35x — 50 (degenerado).

Figura 12-26: x3 + x*y — xy? — y3 — x + y = 0 (degenerado).

116
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Parte 111

13 Plano de aula

A proposta deste plano de aula é exercitar os conceitos estudados neste trabalho em
um exercicio completo. A execucdo deste plano de ano é flexivel, pois permite o professor
escolher de qual etapa quer iniciar ou escolher apenas uma ou duas etapas, respeitando assim o

nivel de conhecimentos dos alunos e a profundidade do assunto que o professor quer atingir.

O plano de aula sera atingido inteiramente quando o professor iniciar pela primeira

etapa.

Publico alvo: alunos do terceiro ano de ensino médio, cursinhos pré-vestibulares e graduacdo

em matematica.

Objetivo: obter a equacéo da cbnica por cinco pontos e a partir desta a obtencdo dos elementos
da elipse como focos, vértices e centro; desenhar a elipse no plano cartesiano ou utilizando o
software GeoGebra; fazer comparacdes com as mudancas de coordenadas quando ha rotacéo

e/ou translacao.

Material necessario: papel quadriculado e régua para uma construcdo manual ou o software

GeoGebra para uma construgao digital.
Duracao: de 3 a 4 aulas.
Etapa 1

Desenvolvimento:

Um grupo de astrbnomos estd tentando descrever a Orbita eliptica de um corpo

celeste em torno de uma estrela batizada com o nome de “o”, conforme ilustragdo abaixo:
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Figura 13-1: Corpo celeste e a estrela .

Para facilitar as conclusfes, o grupo criou um sistema de coordenadas ortogonal
onde a estrela a se encontra na origem desse sistema O = (0,0), e apds varias observacdes, 0s

astronomos identificaram cinco pontos em que o corpo celeste teria passado, sendo eles: P, =
(_2,2), PZ = (3; _1)' p3 = (3; _3)1 P4- = (—2,0) e PS = (11 _3)

Yy
Py
. 2
; \\
\ 14
l\
y P5 U.a X
g\ -1 0 1 2 3 4
\\ ‘\
N\ N
’ P
1 ‘ 2
\\
‘\
-24 i
. :
P P,
4 73
= *t K

Figura 13-2: Estrela o e 0s cincos pontos.

Proposta: A partir desses cincos pontos obtenha a equacao geral da elipse.
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Solucéo: Conforme ja visto anteriormente, a partir da equacdo geral das conicas Ax? + Bxy +
Cy?+Dx+Ey+F=0,onde A+ 0 ouB # 0 ou C # 0, dados cinco pontos quaisquer no

plano existe uma Unica conica determinada por eles.

Substituindo os pontos na equacgéo geral das conicas, obtemos o0 seguinte sistema linear:

P, —>4A—4B+4C—2D+2E+F=0
P, >9A—3B+C+3D—E+F=0
P, >9A—9B+9C+3D—-3E+F=0
P, >4A+0B+0C—2D+0E+F=0
P, >A—3B+9C+D—-3E+F=0

Para este sistema estamos considerando A # 0, logo vamos dividir cada equacdo por A.
Considerando B/A =b, C/A=c¢, D/A=d, E/A=¢,F/A =1,

(—4b+4c—2d+2e+f=—4 [—4 4 -2 2 1 —4]
—3b+c+3d—-e+f=-9 -3 1 3 -1 1 -9
—9b+9c+3d-3e+f=-9 —M=|-9 9 3 -3 1 -9]|.
| Ob+0c—2d+0e+f=—4 [ 0 -2 0 1 —4J
\ Z3b+9c+d—3e+f=—1 39 1 -3 1 -1

Escalonando a Matriz M:

i.  Substituir a linha (2) pela soma da linha (2) multiplicada por 4 com a linha (1)
multiplicada por —3;

ii.  Substituir a linha (3) pela soma da linha (3) multiplicada por 4 com a linha (1)
multiplicada por —9;

iii.  Substituir a linha (5) pela soma da linha (5) multiplicada por 4 com a linha (1)

multiplicada por —3;

—4 4 -2 2 1 —4 —4 4 -2 2 1 —4
[—3 1 3 -1 1 —9] [0 -8 18 -10 1 —24]
-9 9 3 -3 1 -9/—|o o 30 -30 -5 o0 |
0 0 -2 0 1 —4 0o 0 -2 0 1 -4
-39 1 -3 1 -1 0 24 10 —-18 1 8

iv.  Substituir a linha (5) pela soma da linha (5) com a linha (2) multiplicada por 3;

—4 4 -2 2 1 -4 —4 4 -2 2 1 -4
[ 0 -8 18 —-10 1 —24] [ 0 -8 18 -10 1 —24]
o 0 30 -30 -5 0 |—=]0o o 30 -30 -5 o0 |
o 0 -2 0 1 -4 0 0 -2 0 1 -4
0 24 10 —-18 1 8 0 0 64 —48 4 —o64

v.  Dividir a linha (3) por 5 e a linha (5) por 4;



Vi.

Vii.

viii.

Obtemos f = —Z—i, que ap6s a fracdo ser simplificada por 3 obtemos

sucessivamente obtém-se:

-2 2 1

[ —4
| 0 -8 18 —-10 1 -—-24
0 0 6 -6 -1 0
ll 0 0o -2 0 1 —4
0 0 16 -12 1 -16

A —
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Substituir a linha (4) pela soma da linha (4) multiplicada por 3 com a linha (3);

Substituir a linha (5) pela soma da linha (5) multiplicada por 6 com a linha (3)

multiplicada por —16;

-4 4 -2 2 1 —47 4 4 -2
|0 -8 18 -10 1 —24| |0 -8 18
o 0 6 -6 -1 O0[—10 0 6
|l0 0o -2 0 1 —4J| |l0 0 0
0 0 16 -12 1 -16 0o 0 O
Dividir a linha (4) e a linha (5) por 2;
-4 4 -2 2 1 -4
|0 -8 18 =10 1 —24]|
lo o 6 -6 -1 0|
|l0 o o0 -3 1 - Jl
0 0 o0 12 11 -48

2 1
-10 1
-6 -1
-6 2
24 22

—M'
0.
o6l

Substituir a linha (5) pela soma da linha (5) com a linha (4) multiplicada por 3;

[—4 4 =2 2 1 —4 [—4 4 =2
| 0 -8 18 —-10 1 -—-24 | 0 -8 18
0 0 6 -6 -1 0 l—-10 0 6
[ 0 0 0 -3 1 —6J [ 0 0 0
0 0 0 12 11 48 0 0 0

2
e=-|;|d=
5

2 6
-l;lc=1le|b=-
5 5

—6

2 1
-10 1
-1

-3 1

15

24
f=—2
5

—24
0

_q
~72

. E assim

. Como foi considerado B/A =

b, C/A=c, D/A=d, E/A=¢,F/A =f, logo concluimos que A = 5, sendo assim teremos

P

IB=6

C=5

5x% + 6xy + 5y% — 2x + 2y — 24 = 0.

,ID = —2||E = 2]e|F = —24/, logo a equagfo da elipse sera:



Desenvolvimento:

Etapa 2
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Um corpo celeste possui uma orbita eliptica em torno de uma estrela “o’ que pode

ser obtida pela equagdo: 5x2 + 6xy + 5y% — 2x + 2y — 24 = 0, considerando que « esta

localizada no centro do sistema ortogonal Oxy, como mostra a figura abaixo:

-\hz-"\-_\_%

Figura 13-3: Orbita do corpo celeste.

Proposta: Dada a equagdo da elipse 5x? + 6xy + 5y2 — 2x + 2y — 24 = 0, determine a sua

forma candnica, o centro, os focos e os vértices.

Solucéo: Levando as férmulas de translacdo na equacdo dada:

5(x0 +x)2+6(xe+x)(yo+y)+5Fo+y)*—2(xo +x)+2(yo+y)—24=0

e fazendo o coeficiente x’ = 0, obtemos 10x, + 6x'y, — 2x" — x'(10x, + 6y, — 2) = 0.

Fazendo o coeficiente y’ = 0, obtemos 6x,y’ + 10y,y’ + 2y’ — y'(6xy + 10y, +2) =0 e

assim

{ 1OX0 + 6Y0 = 2
6X0 + 1OYO =-2

— X, =§ey0 = —%, portanto [0’ = (%,—%) :

Substituindo O’ = (%, - %) temos:
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1, )2 1, N1, 1, )2 1, 1, _
5(G+x) +6(G+x)(—3+y)+5(-3+y) —2(5+x)+2(-32+y)-24=0
elogo 5x'> + 6x'y’ 4 5y’ = 24 .(1)

Rotacdo: vamos eliminar o termo x'y’ da equacdo acima, como A = C, conforme

visto na se¢éo 5.4, se A = C, entdo cos 26 = 0, portanto 6 = E

x' =x"cosO — y"senb ., \Z

n n ! \/E n n
X'=—&'-y)ey =" +y").

Logo: {y’ =x"sen B + y"cos0 - 2

Levando as formulas de rotagdo em (1):

& —yD* &y HY) YD

24
5 > +6 > > ,
5X||2 5 n2 5 " n2 5y||2
— 5x"y" + + 3x"* = 3y"° + + 5x"y" + =24
2 2 2
e assim
XHZ y||2
n2 n2 __ - A—
8x" + 2y" =24 — 3+12 1.

Atraveés da equacao candnica, podemos notar que os focos sdo obliquos ao eixo y e
conseguimos entéo obter, b = v/3,a = 2+/3 e ¢ = 3. Os focos da elipse na forma candnica sdo
obtidos nos pontos F"; = (0, —c,) e F", = (0,¢), logo F"; = (0,—3,) e F", = (0,3). Como a

. ~ TT - ~ -
elipse sofreu rotagdo de 6 = 7 aplicamos a rotacao de eixos que nos fornece:
{x’ =x"cosO —y"senb , V2

— v "o n I_Q " n H I
y,:X..Sene+y..COSe—>X—2(X y) e y'=—&"+y"), e asim F;=

3V2  3v2 ¢ 3V2 3V2
=) e = (=505
Como a elipse sofreu translacdo, ja que o centro da mesma é O’ = (%,—%),

aplicamos a translacdo de eixos que nos fornece:

{X=X°+X’—>x—l+x’ey——l+y'
y=Yo+y 2 B

3V2+1  3v2+1 3v2-1 3v2-1
LOgOFl:( T ’)eFZ:(_ I )

Os vértices da elipse na forma canbnica sdo obtidos nos pontosA"; =

(0,—a), A", = (0, a). De forma analoga, os Vvértices sao obtidos por:
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A", = (0,—2V3) e A", = (0,2V3);
A’y = (V6,—V6) e A’y = (—V6,V6);
A, = (\/g + % 6 — %) eA, = (—\/8 + %\/8 - l), podemos aproximar para:

2

[A; = 3,-3)|e[A;, = (-2,2)].

Etapa 3
Desenvolvimento:

Esta etapa consiste em na construcdo das trés elipses obtidas na etapa anterior. Nesta
fase o aluno podera observar e compreender melhor através da construcdo as mudancas de
coordenadas que ocorrem quando ha translacédo e/ou rotacdo de eixos. A construcdo podera ser

realizada manualmente ou através do software GeoGebra.

2 2
Proposta: Construir a primeira elipse e;, que possui equacdo X? + ’1'—2 =1, centro 0 =
(0,0), focos F"; = (0,—3,) e F", = (0,3) e vértices A"; = (0,—2v/3) e A", = (0,2v/3). No
software GeoGebra, construa todos os pontos, clique na fungdo “elipse”, selecione apenas os
dois focos e um vértice para finalizar a construgdo, consideraremos A"; = (0,—3.46) e A", =
(0,3.46).

> <

Figura 13-4: Elipse e;.
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Construir a segunda elipse e, que representa a rotacdo de % daelipese e, . A elipse

e,, possui equacio 5x'°+6x'y +5y'° =24, centro O =(0,0),focos F,=

(Wz“’_ 3f+1,) eF,= (_ 3*/?1,36_1) e vértices A'; = (V6,—V6) e A'; = (—V/6,V6).

No software GeoGebra considere F'; ~ (2.12,-2.12,) e F', ~ (—2.12,2.12) e vértices A'; =
(2.45,-2.45) e A', ~ (—2.45,2.45):

Figura 13-5: Elipse e;.

Construir a segunda elipse e5 que representa a translacdo das coordenadas da elipse

. 1 1 . . ~
e,, abscissas em x = Seas ordenadas em y = s A elipse e5, possui equacdo 5x% + 6xy +

F2=

5y2 —2x+2y—24=0, centro O = (%,—%), focos F; = (3\/E+1 _3\/5"'1’)

2’ 2

(_ 3\/?1 , 3‘/?1) e vértices A, = (\/3 + % -6 — %) eA,; = <—\/€ + % V6 - %) No software

GeoGebra considere F'; ~ (1.62,—1.62,) e F', =~ (—1.62,1.62) e Vvértices A; =~ (3,-3) e
A, ~ (=2,2):



elipse e;:

O professor podera também fazer uma comparacao das mudancas de coordenadas
guando ha rotacao de eixo da elipse e, para a elipse e, conforme abaixo:

41Y
3 4
r‘. e3 ? RN
] AZ. “s‘
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[ 2 11 heS
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Figura 13-6: Elipse e3.

y
A"

A
\
&
L d

-

Figura 13-7: Rotagdo de eixos, mudancas de coordenadas da elipse e para a elipse e,.

E também das mudancas de coordenadas quando ha translacéo da elipse e, para a
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-
T

Figura 13-8: Translacéo de eixos, mudangas de coordenadas da elipse e, para a elipse e3.

E por Gltimo, pode-se fazer uma comparacao das mudancas de coordenadas quando
ha rotacdo e translacdo de eixo, neste caso da elipse e; para a elipse e; conforme abaixo:

-
-

Figura 13-9: Translacéo e rotacdo de eixos, mudancas de coordenadas da elipse e, para a elipse e3.
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Parte IV

14 Recursos didaticos: Aplicacao para Tablets e

Smartphones

Conhecida como a sociedade da tecnologia, sociedade do conhecimento ou ainda a
sociedade da aprendizagem, a atual sociedade é marcada pela rapidez e grande abrangéncia de
informacdes. A nova realidade exige um perfil de profissional e cidaddo que coloca para a
escola e educadores novos desafios. Encontramos situagfes que demandam o uso de
Tecnologias de Informacgdo e Comunicacdo — chamadas de TICs — que transformam a maneira
de pensar e de se relacionar com as pessoas, objetos e com o mundo ao redor.

Desenvolver projetos educacionais como estratégia pedagogica € uma tentativa de
unir dois mundos que existem separadamente: a vida e a escola. Projetos inovadores tém
ajudado estudantes a estarem mais motivados e a aprender de maneira significativa os conceitos

envolvidos nestes projetos.

O uso das tecnologias e midias no desenvolvimento de projetos favorece
efetivamente, uma nova vis@o educacional, colocando a escola como um espaco privilegiado

de interacdo social, pontes entre conhecimentos, valores, crencas usos e costumes.

As Tecnologias de Informacdo e Comunicacdo — TICs estdo cada vez mais
presentes no ambito educacional, e através delas tem-se maior acesso a dados e informacoes
nunca vistos em outros tempos. Certamente uma das tecnologias que mais ultrapassa a
linearidade de informacgfes e conhecimentos, que estd presente na rotina das pessoas € a
internet.

A rede mundial de computadores oportuniza a inlmeros usuarios a navegacao entre
mundos distintos, uma transi¢cdo acelerada que também inclui o contexto educacional e ndo
deve ser ignorada pelas Instituicbes de Ensino.

As novas tecnologias utilizadas como ferramentas pedagdgicas e também como
uma forma de linguagem, redefinem a funcéo docente e 0 modo como o aluno interage com a
escola e o aprendizado. Agregam as praticas de ensino e aprendizagem novos modos de acesso
aos conhecimentos. Antes mesmo de influir sobre a aprendizagem do aluno, a utilizacdo das

novas tecnologias implica ao educador repensar sua pratica docente. Deste modo, além de
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reestruturar seu planejamento escolar, e adaptar sua préatica as novas possibilidades de ensino e
aprendizagem, os alunos estardo sujeitos a novas formas de comunicagéo, linguagem, expresséo
mudando a forma tradicional de aprender e o interesse pela escola.

Os paradigmas educacionais atuais partem para uma concepcao integracionista e
construtivista, na qual o conhecimento é compreendido como uma relacéo de interdependéncia
entre o0 sujeito e seu meio. Sendo as trocas sociais a motivacdo para o desenvolvimento do
pensamento e da aprendizagem. O conhecimento estara em constante mudanga, em constante
reforma, e nas construcfes sempre havera algo de novo para surgir, um novo conhecimento
para emergir.

Nesse contexto deve-se levar em consideragdo a marcante pluralidade mundial em
que vivemos, diversidade cultural, de informacdes, comunicagdes, proporciona uma acelerada

e significativa producéo de conhecimentos.

14.1 EasyMath: aplicativo para Tablets e Smartphones

Os aplicativos para tablets e smartphones estdo cada vez mais populares em todo o
mundo, tornando-se mais presentes no dia a dia de muitas pessoas, pois oferecem varios tipos
de facilidades ao alcance das maos de uma forma répida, simples e préatica. Sdo softwares que
desempenham atividades especificas que sao obtidos pelas “lojas de aplicativos” como a App

Store, Google Play entre outras.

Utilizando esse canal amplamente difundido, surgiu a ideia de criar um aplicativo

que auxiliasse no estudo da matematica: o “EasyMath”.

A principio esta disponivel em dispositivos que operam no sistema Android,
podendo ser adquirido no GooglePlay, tendo como a versao inicial “Conicas” (objeto de estudo
deste trabalho), porém podera ser estendido a outras versdes, plataformas bem como com

diferentes abordagens.

Sdo inumeras justificativas para a criacdo de um aplicativo ao invés de

disponibilizar todo o conteudo online:

e Facilidade de uso: possibilita melhor o uso de recursos e interface dos dispositivos,
facilitando a navegacdo e a agilidade das agOes. Muitas pessoas tem dificuldades em
realizar pesquisas na internet, pois ha grande volume de informagdes ha serem

analisadas, filtradas e demanda tempo.
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e Menor custo de acesso: como o aplicativo é adaptado ao dispositivo, o trafico de dados
necessarios para a navegacao é menor se comparado a navegadores convencionais.

e Menor uso dos recursos disponiveis: os aplicativos possibilitam melhor experiéncia com
0s recursos que o aparelho possui, por exemplo: e-mail, captura de tela, aplicativos de

comunicagéo, arquivamento de dados, etc.

14.2 Funcionalidade do Aplicativo “EasyMath”

O aplicativo “EasyMath Conicas” esta disponivel no Google Play através do link:
https://play.google.com/store/apps/details?id=appinventor.ai gcacure.EasyMath&hl=pt BR .

Apobs realizar o download, o mesmo fica alocado na tela inicial do dispositivo (tablet

ou smartphone):

H ol 93%1 13:16

Telefone Contatos

Figura 14-1: Visualizacdo do EasyMath no dispositivo.

Na tela inicial do aplicativo temos uma mensagem de boas vindas e encontramos o

assunto no qual iremos abordar nesta verséo.

Em todas as telas ha uma frase de alguma personalidade importante na matematica

e também ha um provérbio chinés. A ideia dessas mensagens e aproximar as pessoas para 0


https://play.google.com/store/apps/details?id=appinventor.ai_gcacure.EasyMath&hl=pt_BR
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estudo da matemaética que € uma ciéncia importantissima para 0 nosso desenvolvimento e

sobrevivéncia. Ainda na tela inicial (Figura 14.2), temos duas funcdes iniciar e sair.

Bem-vindo ao EasyMath
Conicas

y
o

"A matemadatica é o alfabeto com o qual Deus
escreveu o universo." Pitagoras

Iniciar Sair

Figura 14-2: Tela Inicial

Ao clicar no botéo sair, 0 usuario € direcionado a uma tela (Figura 14.3) que encerra

Desenvolvido por: Giselle Cacure Pedroso

Projeto de Dissertagdo de
Mestrado Profissional em
Matemdtica - PROFMAT
UNICAMP

Outubro - 2015

o aplicativo.

Figura 14-3: Tela Sair.
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Se na tela inicial o usuario clicar em “Iniciar”, o mesmo ¢ direcionado a tela de
Menu Principal (Figura 14.4), onde encontramos um indice referente a “Conicas”. Ha também

a opg¢do de voltar a tela anterior e a opgdo “mais” que mostraremos posteriormente.

(Onicas

Descrigdo elementar e formas candnicas
ELIPSE HIPERBOLE PARABOLA

Classificacao de Conicas: Translagdo

ELIPSE HIPERBOLE

Classificagéo de Conicas: Rotagéo

ELIPSE HIPERBOLE PARABOLA

Figura 14-4: Menu Principal.

Ao selecionar as opg¢des de conicas (elipse, hipérbole ou parabola) conforme a sua
classificacdo o aplicativo direciona o usuario as telas que possuem opgées simples como menu
(voltar ao menu principal), anterior (voltar a tela anterior quando houver) e préximo (ir para a

proxima tela quando houver).
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5 Cénieas: deserigio dementar ¢

Menu Préximo Menu Anterior Préximo
Figura 14-5: Tela Elipse. Figura 14-6: Tela Hipérbole.
—

Menu Anterior

Figura 14-7: Tela Parabola

A funcionalidade deste aplicativo é simples, pois ao escolher o assunto de interesse
basta navegar entre as telas através dos botdes “Menu”, “Anterior” e “Proximo”. No botédo
“Mais” do menu principal encontra-se a op¢do de obter este trabalho na integra clicando no
botdo “Acesse aqui o Trabalho de Dissertagio completo”, onde € possivel obter todos os

assuntos abordados neste trabalho: Matrizes, Sistemas Lineares, Autovalores e Autovetores,
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Mudanca de Coordenadas, Conica Obtida por Cinco Pontos no Plano, Teorema do Hexagono
de Pascal e Curvas Cubicas no Plano: Classificagdo de Newton.

Matrizes

Sistemas Lineares

Autovalores e Autovetores

Mudanga de Coordenadas

Cénica obtida por Cinco Pontos no Plano
Teorema do Hexdgono de Pascal

Curvas Cubicas no Plano: Classificagao de Newton

Para ter acesso a esses contedidos clique aqui
e obtenha o trabalho de dissertagdo completo

Voltar Sair

Figura 14-8: Tela para obter o trabalho completo.
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