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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo final apresentar sequéncias didaticas que
propiciem a inser¢ao do ensino da Matematica Financeira no ensino basico brasileiro.
Com esta intencao é apresentada uma breve discussao sobre o conceito de letramento
financeiro. As sequéncias sao precedidas pela descricao do cenario pedagdgico adequado
(série e contetidos necesséarios para a aprendizagem do conceito financeiro) e pelo conceito
financeiro em si como defendido pela literatura técnica da area. Sao também apresenta-
das, para cada sequéncia didatica, recomendacoes e sugestoes de praticas que devem ser
evitadas ou reforcadas para que o ensino da Matematica Financeira seja conduzido sem

a insercao de dificuldades desnecessarias.

Palavras-chave: Ensino bésico. Sequéncias didaticas. Letramento financeiro. Ma-

tematica Financeira.



Abstract

This work has the ultimate goal to present didactic sequences that facilitate the
insertion of Financial Mathematics teaching in the Brazilian basic education. The sequen-
ces are preceded by a description of the appropriate educational setting (series and needed
content for learning financial concept) and the financial concept itself as advocated by
the technical literature. Are also presented for each didactic sequence, recommendations
and suggestions for practices that should be avoided or reinforced so that the teaching of

Mathematical Finance is conducted without inserting unnecessary difficulties.
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Introducao

Como professor de Matematica Financeira por mais de dezessete anos em cursos
de graduacao na cidade de Salvador, Bahia, sempre me incomodou a percepcao de que
o contato com um ramo tao elementar da Matematica e tao 1til para o cotidiano da
vida do cidadao comum fosse reservado a uma abordagem académica e especifica para
alguns cursos, e nao fosse inserida, como aplicacao natural dos conceitos da matematica
fundamental, de uma maneira mais ampla e formal no ensino basico. A necessidade de
realizacao do trabalho de conclusao do mestrado do PROFMAT foi a oportunidade que
percebi ser a ideal para apresentar uma proposta que defendesse tal insercao. Com esta
intencao, portanto, no capitulo um é trazida uma breve discussao sobre aspectos legais,
sociais e pedagogicos que, acreditamos, validam a proposta. No capitulo dois discute-
se o conceito de letramento financeiro, consequéncia direta do conceito de letramento
matematico que tem sido cada vez mais enfatizado por érgaos responsaveis pelo estabele-
cimento de agoes e de politicas publicas no sentido de mitigar as dificuldades enfrentadas
pela maioria dos alunos na aprendizagem da disciplina em si. No capitulo trés, enfim,
sao apresentadas treze sequéncias didaticas como sugestoes de abordagens dos contetudos
matematicos atrelados a conceitos financeiros. Essas sequéncias didaticas sao precedidas
tanto pela sugestao de cendrios ideais para a discussao de cada conceito financeiro como
pela discussao do préprio conceito técnico financeiro que se quer ensinar. Para algumas
sequencias sao acrescentadas também situacoes que devem ser evitadas tendo em vista a
dificuldade do conceito financeiro e os pré-requisitos necessarios para seu aprendizado e
a maturidade (ou a falta da mesma) do publico ao qual o conceito serd apresentado. E,
finalizando, a conclusao traz uma reflexao do autor sobre as possiveis dificuldades com
as quais o professor se deparara para a consecucao da insercao do ensino da Matematica
Financeira no ensino béasico e a sugestao de conteidos e objetos que poderao nortear

trabalhos futuros com escopo semelhante e que nao foram abordados nesta dissertacao.



Capitulo 1

Uma breve reflexao legal, social e

pedagodgica

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) [4] defendem em seu volume trés, no
qual discute-se o ensino da matematica no nivel fundamental, que a crianca “...tenha pleno
acesso aos recursos culturais relevantes para a conquista de sua cidadania”, e listam ainda,
dentre os objetivos do ensino fundamental, que os alunos sejam capazes de “ ...posicionar-
se de maneira critica, responsavel e construtiva nas diferentes situacoes sociais”, como
também “...saber utilizar diferentes fontes de informacgao e recursos tecnologicos para ad-
quirir e construir conhecimentos”, e ainda “...questionar a realidade formulando-se pro-
blemas e tratando de resolvé-los utilizando para isso o pensamento logico,..., a capacidade

b

de andlise critica,...”. Os PCNs expoem, portanto, a constatagao de que a Matematica
desempenha um papel decisivo para a vida do cidadao comum, pois sua adequada apren-
dizagem capacita o mesmo a resolver muitos problemas do cotidiano, o que a torna um
instrumento essencial para a construcao do conhecimento em outras areas curriculares. Os
PCNs também estabelecem como um dos seus princicpios que “ A selecao e organizacdo
de conteidos nao deve ter como critério unico a logica interna da Matemdtica” devendo-se

43

levar em conta “...sua relevancia social e a contribuicao para o desenvolvimento intelec-
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tual do aluno”, tratando-se de um ”...processo permanente de construcao”. Enfatizam
também, dentre outros recursos, que a resolucao de problemas seja uma opcao de cami-
nho para o ensino da Matematica. Neste sentido, na selecao dos contetidos, defendem a
existéncia de um consenso segundo o qual os curriculos de Matematica para o ensino fun-
damental devam contemplar o estudo dos nimeros e das operagoes (no eixo da Aritmética
e da Algebra), o trabalho com Espaco e Forma (no campo da Geometria) e o estudo das
grandezas e das medidas (que permite interligagoes entre os campos da Aritmética, da

Algebra e da Geometria). Por fim, estabelecem também que o tratamento da informacao

seja associado a estes ultimos eixos de contetdos. Neste trabalho defendemos a inser¢ao



objetiva do ensino da Matematica Financeira, como conteudo organico e fundamental do
eixo da Aritmética e da Algebra, funcionando como alternativa para contribuir para a tao
almejada formagao critica e cidada do aluno, ja que este ramo da Matematica lida com
varios problemas associados a vida financeira do individuo, situagoes que variam desde o
efeito de uma taxa de juros em um investimento ou em um empréstimo a até, em uma
situagao mais extrema, mas nao por isso menos real, ao planejamneto financeiro de uma
vida inteira. Conforme CERBASI [7] constata, “...a educagao financeira infelizmente
ainda nao é uma realidade nas escolas brasileiras em todos os niveis”, e essa deficiéncia de
informacao do estudante brasileiro em relagao a assuntos vinculados as Financas consti-
tui, em muitas situagoes, o motivo fundamental para que adultos ja escolarizados tomem
decisoes equivocadas nas finangas pessoais. E esse despreparo em lidar com as finangas
pessoais conduz a resultados danosos quando o endividamento é ainda mais penalizado
pelas atuais altas taxas de juros praticadas no Brasil. Apenas para exemplificar, pesquisa
referente ao més de setembro de 2015 realizada pela Confederacao Nacional do Comércio
(CNC)[8] indica que 63,5% das familias brasileiras declaram que estao endividadas, 23,1%
declaram estar com alguma divida ou conta em atraso, e que 8,6% das familias brasileiras
declaram nao ter condig¢oes de quitar suas dividas. A mesma pesquisa destaca que, dentre
outras formas de endividamento, quase 78% das dividas advém de compras com o cartao
de crédito. Ora, pesquisa do Banco Central [2] referente ao mesmo perfodo apresenta as
taxas anuais de juros do crédito rotativo dos cartoes de crédito variando entre 79,99% e
837,27%. E possivel que uma parte significativa dessa inadimpléncia tenha decorrido de
compras nas quais o consumidor apenas se preocupou com o fato de o valor a ser pago
caber ou nao no seu or¢camento, quando, de uma maneira mais cautelosa, poderia ter feito
uma série de outras questoes no momento do consumo, tais como: Eu preciso, realmente,
adquirir esse bem? E se preciso, ele é tao urgente que nao posso aguardar a formacgao de
poupanga suficiente para adquiri-lo no futuro a vista, deixando de pagar juros na compra
a prazo? E se devo comprar a prazo, a renda nao estara comprometida por muito tempo
ao adquirir o bem? Na compra a prazo, os juros que estou pagando nao estao muito altos
a ponto de, no final do financiamento, eu estar pagando de duas a quatro vezes o valor do
bem adquirido? Existe algum bem mais barato e/ou em melhores condigoes de aquisigao
que possa me proporcionar sensacao de satisfacao semelhante a sensacao que eu teria com
o bem inicialmente desejado? Sera que nao posso obter um empréstimo com uma taxa de
juros menor em um banco para poder comprar o bem a vista na loja, proporcionando um
aumento do poder de barganha na negociacao do prego a vista? Qual é a taxa de juros que
efetivamente estou pagando? Todas estas questoes sao extremamente relevantes no mo-
mento do desencaixe de dinheiro para aquisi¢ao de qualquer bem ou servico, entretanto,

sao questoes praticamente desprezadas pelo consumidor. Em estudo especifico, BARROS



e BONATTO [3] constatam que “..0 endividamento financeiro pessoal estd diretamente
relacionado a falta de fundamentos financeiros, isto €, educa¢ao financeira”. Em tempos
de crise, a existéncia de niveis altos de endividamento e inadimpléncia, associada a falta de
educacao financeira do consumidor, nos conduz a conclusao de que o brasileiro, em geral,
nao tem uma nocao adequada do impacto que o pagamento de juros altissimos tem sobre
seu poder aquisitivo. A percepcao da caréncia de uma abordagem mais adequada de te-
mas financeiros ja numa fase mais tenra da formagao de nossos alunos se torna, portanto,
evidente. E esta percep¢ao coaduna-se com a discussao que tem ganhado for¢a nas iltimas
décadas sobre a necessidade do devido letramento do estudante brasileiro. Uma discussao
preliminar, mas necessaria, sobre o que vem a ser este letramento e a consequéncia deste
conceito sobre o ensino da matemaética e da educacao financeira é proposta no capitulo

que segue.



Capitulo 2
Letramento Financeiro

O contexto no qual este trabalho mergulha requer, ainda que de uma maneira
incipiente e sem pretensoes que extrapolem aos objetivos do mesmo, a apresentacao do
conceito de Letramento Financeiro. Um caminho natural, portanto, é buscar entender pre-
liminarmente os significados da palavra letramento e da expressao letramento matemdtico.
Nesse sentido, SANTOS e MENDONCA [6], na tentativa de esclarecer o conceito de le-

tramento, enfatizam que:

“...¢ um termo relativamente recente, visto que surgiu hd cerca de 30 anos, e nomeia
o conjunto de prdticas sociais de uso da escrita em diversos contextos socioculturais.
Tais praticas de letramento sempre existiram nas sociedades letradas, ou seja, nas
sociedades que fazem uso da escrita. E preciso, portanto, atentar para o fato de que
o conceito de letramento, como prdtica social de uso da escrita, nao é algo criado

pelos meios cientificos sem relagao com o mundo que nos rodeia” [...] [6]

Ja SOARES [17], apés densa abordagem sobre a origem do vocabulo letramento
e sua relacao com a alfabetizac¢do, palavra ja muito conhecida e utilizada, centrando sua
discussao em como os dois processos se complementaram em paises como EUA e Franca,

além do Brasil, salienta:
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. sem pretender uma discussao mais extensa dessas diferencas,..., destaco a di-
ferenca fundamental, que estd no grau de énfase posta nas relacoes entre as praticas
sociais de leitura e de escrita e a aprendizagem do sistema de escrita, ou Sseja,
entre o conceito de letramento (illettrisme, literacy) e o conceito de alfabetizagdo
(alphabétisation, reading instruction, beginning literacy).” [...] [17T]

Assim, de uma maneira sintética e sem prejuizo para os propoésitos deste trabalho,
assumimos aqui que o letramento, apesar da relagao intrinseca com a alfabetizacao, nao

se confunde com esta, ja que a primeira demanda da pessoa a capacidade de saber fazer



uso da leitura e da escrita, além do simples ato de ler e escrever.

Alinhada ao conceito de letramento, e em extensao a este, a definicao do letramento

matematico é apresentada no quadro analitico do teste PISA 2012 [I5] (Programme for

International Student Assessment) da OECD (Organization for Economic Co-operation

and Development) como (traducdo do autor):
“...a capacidade que um indiwiduo tem de formular, empregar e interpretar a ma-
temdtica em uma variedade de contextos. Inclui o raciocinar matematicamente e
o uso de conceitos, procedimentos, ferramentas e fatos matemdticos para descrever,
explicar e prever fenomenos. Auzxilia as pessoas a reconhecerem o papel que a ma-
temadtica desempenha no mundo, e faz as tomadas de decisao e julgamentos serem
bem fundamentados, atitudes necessarias para a existéncia de cidadaos construtivos,
engajados e reflexivos.[15]

Nesse sentido, para a verificacao das competéncias, habilidades e conhecimentos
que sao aferidos no teste PISA, o letramento matematico extrapola o senso comum de
que a mera repeticao de procedimentos que solucionem questoes tedricas é parametro su-
ficiente para que o aluno alcance o adequado discernimento pretendido para o cidadao.
Dessa maneira, ao apresentar o escopo das avaliacoes que compuseram o teste PISA 2012
para paises participantes da OECD, o quadro analitico PISA 2012 [15] inovou ao trazer
questoes que tentavam aferir o nivel de letramento financeiro alcancado por adolescen-
tes de 15 anos desses paises. Na introducao ao capitulo sobre letramento financeiro, o
documento traz afirmacoes lastreadas em relatérios da propria OECD e em resultados
de pesquisas independentes. Dentre essas afirmacoes, duas sao extremamente oportunas
para os objetivos deste trabalho (traducao do autor):

“...0 reconhecimento de que a falta de letramento financeiro foi um dos fatores que
contribuiram para decisoes financeiras mal informadas e que estas decisoes poderiam,
por sua vez, ter enormes repercussoes negativas...” e que: “...o letramento financeiro
€ agora globalmente reconhecido como um importante elemento de estabilidade e
desenvolvimento econémico e financeiro...” [15]

Tais afirmagoes dao o tom do nivel de preocupacao que a falta da adequada
educagao financeira tem trazido a todas as nagoes de uma maneira geral. Nesse sentido,
para a clarificagao dos objetivos apresentados no quadro analitico do teste PISA 2012[15],
a definicao de letramento financeiro no mesmo documento é cunhada da seguinte forma
(tradugao do autor):

“Letramento financeiro € o conhecimento e a compreensao de conceitos e TiScos
financeiros, e as habilidades, motivacdo e confianca para aplicar tais conhecimento
e compreensao, a fim de tomar decisoes eficazes em toda uma variedade de contextos
financeiros, para melhorar o bem-estar financeiro de individuos e da sociedade, e para

permitir a participacao na vida economica.”



E com esta perspectiva que as sequéncias didaticas sao apresentadas neste trabalho.
Com o entendimento de que podem contribuir de maneira objetiva para a inser¢ao do
ensino de conceitos financeiros importantes na educacao basica brasileira, ajudando a
melhorar o letramento financeiro de nossos estudantes e, por fim, para a formacao do
cidadao consciente, engajado e reflexivo, como os préprios documentos oficiais da OECD
preconizam. Tais sequéncias sao, portanto, os objetos sobre os quais nos debrucamos no

capitulo seguinte.



Capitulo 3

Sequéncias Didaticas

3.1 Juros e Taxas de juros

3.1.1 Conceito

Falando de conceitos basicos da Matematica Financeira, Samanez [14] afirma que
Juro é“a remuneracao do capital empregado” e o “rendimento em uma aplicacdo finan-
ceira € o produto da taxa de juros(i) vezes o principal”. Entendendo que o principal aqui
¢é o capital empregado concluimos que a taxa de juros i é a razao entre os juros J pagos

pela utilizagao de um capital e o proprio capital P investido, ou seja, como exposto em [14],

. J

TP
A taxa, para ter sentido pleno, deve se referir a alguma unidade de tempo pois ela deve
indicar de quanto em quanto tempo o aluguel do dinheiro (juro) serd pago. Sao usuais as
seguintes convengoes para a indicacao da unidade de tempo da taxa: ao dia(a.d); ao més
(a.m.); ao bimestre (a.b.); ao trimestre (a.t.); ao quadrimestre (a.q); ao semestre (a.s.) e
ao ano (a.a.). Para unidades de tempo diferentes destas é comum a declaragao por extenso.
Dessa maneira podemos encontrar taxas de juros para uma quinzena, para uma semana,
para um biénio, para uma década, para um nimero especifico de dias, como nas aplicagoes
em RDB (Recido de Depésito Bancério) e CDB (Certificado de Depdsito Bancario) (43%
para 63 dias, por exemplo), e assim sucessivamente. No mercado financeiro, na pratica, a
menor unidade de tempo a qual a taxa se referira serd o dia.
Outra observagao importante quanto a taxa de juros é que ela é mencionada nos problemas
financeiros de duas formas distintas: a primeira é a percentual, como, por exemplo, 4%
ao mes que indica que para cada grupo de cem unidades de capital que foi alugado
(emprestado ou investido) deverao ser pagas quatro unidades de capital apds um més. A

segunda forma ¢ a forma unitdria ou decimal. Assim, a taxa percentual citada de 4% ao



meés tem a taxa de 0,04 ao més como sua equivalente unitaria ou decimal. Esta indica
que para cada unidade do capital que foi alugada, devera ser paga como aluguel apés um
meés a quantia de quatro centavos da unidade de capital.

Como as formulas de Matematica Financeira sempre se referirao a grupos de unidades
de capital (e ndo a grupos de centenas do capital), a taxa deve ser utilizada nas mesmas

sempre na forma unitéria.

3.1.2 Cenario 1

O conceito de taxa de juros pode ser ensinado a criancas que cursam o 7° ano do
fundamental pois é presumido que nesta série o aluno ja tenha estudado e exercitado a

relacao entre os conceitos de porcentagem, fracao e nimero decimal.

3.1.3 Sequéncia didatica

Descricao de Situacao Pratica:

Trés amigos se envolveram em uma situagao bastante incomum. Leia o texto abaixo
e depois responda as questoes de acordo com o que vocé entendeu:

Aldo, Bernardo e Carlos sao trés amigos e colegas de trabalho. Aldo sempre foi
mais consciente quanto ao uso do dinheiro que os outros dois colegas e sempre poupou
parte do que ganhava investindo em um banco. Ja Bernardo e Carlos estao sempre preci-
sando de alguma ajuda financeira aqui e acold. Certo dia, Bernardo e Carlos, no mesmo
momento, pediram emprestada a quantia de R$500,00 a Aldo. E ambos se comprome-
teram a devolver o valor somente apds seis meses. Apos falarem com Aldo, o mesmo
ponderou:

- Olha s6, amigos, o valor que cada um estd me pedindo, R$500, 00 é exatamente
a quantia que tenho guardada no banco. Portanto, sé6 vou poder ajudar um de voces,
Proponho o seguinte: quem estiver disposto a pagar o maior valor de aluguel pelo meu
dinheiro o tera no fim do dia.

- Como assim? Aluguel do dinheiro? — perguntaram quase ao mesmo tempo os
dois amigos.

- Ora, amigos — passou Aldo a explicar - Se vocés utilizassem meu carro ou apar-
tamento por seis meses, nao seria justo que me recompensassem pela utilizagao do meu
carro ou apartamento?

- Hum, hum — acenaram com a cabega concordando.

- Pois bem, com dinheiro é a mesma coisa. Um de voces utilizara o meu dinheiro
por seis meses e me pagara o aluguel pelo uso do mesmo. Com dinheiro, o aluguel que é
pago é chamado de JUROS.
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- Mas voceé vai emprestar a quem? - perguntaram curiosos.

- Emprestarei a quem estiver disposto a pagar o maior valor do aluguel, dos juros.

Vamos fazer assim: vocés trarao quanto pretendem me pagar de aluguel em um envelope

fechado e o maior valor serd a proposta vencedora.

Uma hora depois, os amigos voltaram e entregaram os envelopes. Aldo, abrindo-os,

verificou que, pelos seis meses de uso do seu dinheiro, Bernardo propos pagar R$80, 00, e

Carlos R$100,00. Mostrando os valores aos dois amigos Aldo concluiu:

- Carlos vai receber o dinheiro. Hoje entregarei a ele R$500, 00 e daqui a seis meses

ele me devolverd os R$500, 00 mais os juros de R$100, 00.

Agora, diante desta histéria ficticia, responda as seguintes questoes ou realize o

que se pede:

1.

Qual devera ser a quantia emprestada a Carlos?
Resposta: R$ 500,00

Qual foi a quantia que Carlos se propos a pagar a Aldo como aluguel do dinheiro
ou Juros?
Resposta: R$ 100,00

Que valor total Carlos pagara a Aldo?
Resposta: R$ 600,00

Sabendo que o quociente entre os juros pagos (resposta do item (2) acima) e o valor
tomado emprestado (resposta do item (1) acima) é chamada de TAXA DE JUROS,
calcule a TAXA DE JUROS para um semestre (ou TAXA SEMESTRAL de juros)

que Carlos se dispos a pagar.

Resolugao:
- _ 100 _
Taxa de juros = £ = 0,2
Represente a taxa de juros semestral obtida no item (4) acima como uma porcen-
tagem.

Resolugao:
Taxa de juros = 0,2 x 100 = 20% para um semestre ou 20% ao semestre ou, abre-

viadamente, 20% a.s.

. Agora, calcule qual foi a taxa de juros semestral que Bernardo ficou disposto a pagar

e represente-a também como uma porcentagem.

Resolugao:

Taxa de juros = % = 0,16 = 16% para um semestre ou 16% ao semestre ou,

abreviadamente, 16% a.s.
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7. Qual dos dois amigos se dispos a pagar uma maior taxa de juros semestral?

Resposta: Carlos

8. Sabendo que a taxa de juros é uma medida do grau de interesse que uma pessoa
tem em usar o dinheiro de outra pessoa, vocé poderia indicar qual dos dois amigos
apresentou um menor interesse pelo dinheiro de Aldo?

Resposta: Bernardo

Para reforcar o conceito juro, de taxa de juros e de suas formas unitaria e percen-

tual,o professor pode sugerir a realizacao dos exercicios abaixo:

(a) Calcule as taxas de juros que seriam pagas em cada caso abaixo:

i. Principal: 1000 ; Juros: 30 ; para 1 més.
RESOLUCAOQO: 3% = 0,03 a.m.

1000

ii. Principal: 3000 ; Juros: 30 ; para 2 meses ou 1 bimestre.
RESOLUCAO:22 = 0,01 a.b.

3000

iii. Principal: 8000 ; Juros: 40 ; para 3 meses ou 1 trimestre.

RESOLUCAO: 0. = 0,005 a.t.

iv. Principal: 15000 ; Juros: 300 ; para 12 meses ou 1 ano.

RESOLUCAO:2% — .02 a.a.

15000
(b) Represente cada taxa de juros acima na forma percentual.
i. RESPOSTA: 0,03 x 100 = 3% a.m.
ii. RESPOSTA: 0,01 x 100 = 1% a.b.
iii. RESPOSTA:0,005 x 100 = 0,5% a.t.
iv. RESPOSTA: 0,02 x 100 = 2% a.a.

(c¢) Converta as taxas abaixo da forma unitaria (decimal) para a forma percentual:

i. 0,02 a.m
RESPOSTA: 0,02 x 100 = 2% a.m.
ii. 0,35 a.a
RESPOSTA: 0,35 x 100 = 35% a.a.
iii. 0,008 a.d

RESPOSTA: 0,008 x 100 = 0,8% a.d.

iv. 2,5 a.a
RESPOSTA: 2,5 x 100 = 250% a.a.

(d) Converta as taxas abaixo da forma percentual para a forma unitéria:
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i. 12% a.m

RESPOSTA: % =0,12 a.m.
ii. 32% a.s

RESPOSTA: % =0,32 a.s.

iii. 0,15% a.d RESPOSTA: %° = 0,0015 a.d.

100
iv. 318 % a.a
RESPOSTA: 318 — 3 18 a.a.

100

3.1.4 O que deve ser evitado

Nesta fase devem ser evitados problemas e exercicios que requeiram célculos de
juros e montantes ou problemas que requeiram transformacoes de unidades de tempo da
taxa e do prazo. O objetivo principal é apresentar o conceito de taxa de juros como
uma aplicacao do conceito de porcentagem e o conceito de juros como o aluguel que se
paga pela utilizacao do dinheiro alheio. Como os alunos do 7° ano ainda nao tiveram
contato com o conceito de expressoes algébricas, sugerimos que problemas que envolvam

associacoes entre variaveis sejam evitados neste momento.

3.2 Calculo dos Juros e do Montante de uma aplicacao
no Regime de Capitalizagao Simples(RCS) - In-

terpretacao geométrica do RCS

3.2.1 Conceito

Conforme SHINODA[16], regime de capitalizagao é “a forma assumida pelo cres-
cimento do capital”. Para Faro[9] é “o processo de formacgdao dos juros”. Os livros de
Matematica Financeira apresentam duas maneiras de se calcular o juro (aluguel) do di-
nheiro. Essas formas diferentes sao chamadas de regimes de capitalizacao. De qualquer
maneira, na fase inicial de aprendizagem da Matematica Financeira, nao ha possibilidade
de ser estabelecida ainda a distingao entre os regimes de capitalizacao. Essa distingao sera
totalmente pertinente no 1° ou 2° ano do nivel médio, dependendo de quando o aluno
estudou a funcao exponencial. Portanto, evidenciamos nesse momento apenas os céalculos
dos juros e do montante obtidos no regime de capitalizacao simples.

Conforme MATHIAS:

Quando o regime € de juros simples, a remuneracao pelo capital inicial aplicado
também chamado de principal) € diretamente proporcional ao seu valor e ao tempo
p P prop p

de aplicagdo. O fator de proporcionalidade é a taxa de juros. [...] [13]
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KUHNEN destaca:

Os juros produzidos por um capital sao constantes e proporcionais ao capital
aplicado, na razao da tara de juros. A taza de juros, mormalmente apresentada
em percentual(%), significa a quantidade de cada CEM que estamos considerando.
Para fins de cdlculo utilizaremos esta taza dividida por CEM, a qual passa a
ser uma tara unitdria. Como para cada intervalo a que corresponde a taxa
temos um mesmo valor, se quisermos saber o total no periodo, basta multiplicar o

valor de cada intervalo pelo nimero de intervalos. Com isto chegamos a formula [12]

INT =PV xiXxn

3.2.2 Cenario 2

O célculo de juros simples ja é um contetido ensinado na maioria da bibliografia
destinada aos alunos do 8° ano do nivel Fundamental. A nogoes de proporgao e de grande-
zas diretamente proporcionais ja foram estudadas no 7° ano. Neste trabalho, presume-se
que ao aluno ja tenham sido introduzidos os conceitos de juros e de taxas de juros no 7°

ano (série imediatamente anterior).

3.2.3 Sequéncia didatica

O professor pode introduzir o conceito contando uma histoéria ficticia como a que
segue:
“No reino imaginario de Weteros, os vassalos costumam tomar dinheiro emprestado da
coroa real para poder tocar seus negocios e manter suas propriedades. E as regras para
o pagamento do empréstimo sao as seguintes: o dinheiro tomado emprestado deve ser
pago de uma s6 vez até trés anos ap6s o momento do empréstimo, mais o aluguel (juros)
pela utilizagao do dinheiro da coroa. Esses juros deverao ser diretamente proporcionais ao
valor tomado emprestado, ao tempo que sera concedido para que o devedor devolva o valor
emprestado mais o valor do aluguel, e a taxa de juros acertada junto ao credor (no caso,
a coroa real). Dessa maneira, John Snow, Gregor e Drogo tomam valores emprestados
(em GOLD DRAGONS GD$) com taxas de juros e prazos diferentes conforme a Tabela
B.1] abaixo:
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Tabela 3.1: Dados do empréstimo

NOME Capital em GD$ Taxa mensal Prazo em meses
John Snow 2000 2% 9
Gregor 4000 4% 12
Drogo 12000 6% 16

Observando as informacoes contidas na tabela, calcule os juros pagos por cada
amigo:”

Apoés aguardar as respostas dos alunos, o professor devera expor o raciocinio no
quadro, podendo resolver da seguinte maneira:

Para John Snow como serao 2% do capital para cada més de empréstimo, con-
cluimos que , para cada més, John pagara GD$ 40,00 ( que equivale a 2% de 2000). Como
sao 9 meses, John pagard GD$ 360 ( 9 x 40 ) de juros. Observe que este valor pode ser
obtido multiplicando-se diretamente: 2000 x 0,02 x 9.

J& para Gregor, como serao 4% do capital para cada més de empréstimo, con-
cluimos que, para cada més, Gregor pagarda GD$ 160,00 ( que equivale a 4% de 4000).
Como sao 12 meses, Gregor pagard GD$ 1.920 ( 12 x 160 ) de juros. Observe que este
valor pode ser obtido multiplicando-se diretamente: 4000 x 0,04 x 12.

Na situacao de Drogo, como serdao 6% do capital para cada més de empréstimo,
concluimos que, para cada més, Drogo pagarda GD$ 720,00 ( que equivale a 6% de 12000).
Como sao 16 meses, Drogo pagard GD$ 11.520 ( 16 x 160 ) de juros. Observe que este
valor pode ser obtido multiplicando-se diretamente: 12000 x 0,06 x 16.

Nas situacoes acima, verificamos que os juros que deveriam ser pagos em cada
empréstimo podem ser obtidos através da multiplicacao do capital que foi tomado empres-
tado pela taxa de juros (na forma unitédria) e pelo prazo contratado. Podemos generalizar

o calculo utilizando a férmula abaixo

J=Cxixn
Com J representando os juros, C' o capital que foi tomado emprestado, ¢ a taxa de juros

(convencao absorvida da lingua inglesa interest) e n o prazo (nimero de periodos).

Como consequéncia natural do célculo dos juros tem-se o conceito de montante M

que ¢ a soma dos juros J mais o capital C, ou seja:

M=C+J
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E, utilizando o conceito de juros, tem-se que:
M=C+J=M=C+Cxixn=M=Cx(1+1ixn)

Dessa maneira podemos calcular todo valor que sera desembolsado pelos trés amigos
para quitarem suas dividas com a coroa real. E o professor deve propor aos alunos a
seguinte atividade: “Utilize a relacao conseguida acima para calcular o montante que
cada um dos trés amigos da histéria deverda desembolsar.” Os célculos realizados deverao
ser semelhantes a:

Para John Snow
M=Cx(1+ixn)= M=2000x (1+0,02x 9) = 2360
Para Gregor
M=Cx(1+ixn)= M=4000x (1+0,04 x 12) = 5920
Para Drogo
M=Cx(1+ixn)= M=12000 x (1+ 0,06 x 16) = 23520

O professor deverd, a partir deste momento, realizar exercicios que reforcem os conceitos
de juros e de montante no RCS. Os exercicios resolvidos que seguem estao propostos com

este fim.

1. Calcule os juros e montantes produzidos em cada caso abaixo:

(a) Capital: 4000 ; taxa: 3% a.m. ; prazo 11 meses.
RESPOSTA: J = C xixn = J = 4000 x 0,03 x 11 = 1320 = M =
4000 + 1320 = 5320

(b) Capital: 300 ; taxa: 8% a.b. ; prazo 12,5 bimestres.
RESPOSTA: J = C xixn = J = 300 x 0,08 x 12,5 = 300 = M =
300 4 300 = 600

(c) Capital: 8000 ; taxa: 30% a.a. ; prazo 3,8 anos.
RESPOSTA: J = Cxixn = J = 8000 x 0,3 x 3,8 =1920 = M =
8000 4 1920 = 9920

(d) Capital: 25000 ; taxa: 7,8% a.t. ; prazo 4,5 trimestres.
RESPOSTA: J = C xi xn = J = 25000 x 0,078 x 4,5 — 8775 = M —
25000 + 8875 = 33875
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2. Calcule o prazo em cada caso abaixo. Expresse o prazo na mesma unidade de tempo

da taxa:

(a) Capital: 4000 ; taxa: 3% a.m. ; Juros de 600.
RESPOSTA: J=C x1i xn=600=4000 x 0,03 x n = n = 5meses.

(b) Capital: 300 ; taxa: 8% a.b. ; Juros de 120.
RESPOSTA: J=C xixn= 120 =300 x 0,08 X n = n = 5 bimestres.

(c) Capital: 8000 ; taxa: 20% a.a. ; Montante de 9600.
RESPOSTA: J=C xixn= 1600 = 8000 x 0,2 x n = n = 1 ano.

(d) Capital: 25000 ; taxa: 7,5% a.t. ; Montante de 32500.
RESPOSTA: J =(C x1ixn = 7500 = 25000 x 0,075 xn = n = 4trimestres

3. Calcule a taxa de juros em cada caso abaixo. Expresse a taxa na forma percentual

na mesma unidade de tempo do prazo:

(a) Capital: 4000 ; prazo: 4,5 meses ; Juros de 600.
RESPOSTA: J =C xixn = 600=4000xix4,5=1=0,03=3,3%am.

(b) Capital: 300 ; prazo: 6 anos ; Juros de 120.
RESPOSTA: J = C xixn= 120 =300 x i x 6 = i = 0,00 = 6,6 % a.a.

(c) Capital: 8000 ; prazo: 7,5 bimestres ; Montante de 9600.

RESPOSTA: J = C' xixn = 1600 = 8000 xi x 7,5 = i = 0,026 = 2,6%a.b.
(d) Capital: 25000 ; prazo: 8 semestres ; Montante de 33600.

RESPOSTA: J =Cxixn = 8600 =25000xix8 =1i=0,043 = 4,3%a.s.

4. Calcule o capital C investido em cada caso abaixo:

(a) Montante: 4000 ; taxa: 3% a.m. ; prazo 11 meses.
RESPOSTA: M = (' x (1 +ixn) = 4000 = C x (140,03 x 11) = C =
3007, 52.

(b) Juros: 300 ; taxa: 8% a.b. ; prazo 12,5 bimestres.
RESPOSTA: J=Cxi1xn=300=C x 0,08 x 12,5 = C = 300.

(¢) Juros: 8000 ; taxa: 30% a.a. ; prazo 3,8 anos.
RESPOSTA: J = C xixn=8000=C x0,3x3,8= C = 7017, 54.

(d) Montante: 25000 ; taxa: 7,8% a.t ; prazo 4,5 trimestres.
RESPOSTA: M =C x (14+1ixn)=25000=C x (1+0,078 x4,5) = C =
18504, 81.



3.2.4 Interpretagcao Geométrica do RCS

No RCS, devido ao fato de o juro ser uma parcela fixa que é adicionada periodi-
camente ao capital para formacao do montante, ha a possibilidade de ser elaborada uma
“visualizacao geométrica” do processo de surgimento do juro e de adicao deste ao capital
investido. O professor pode utilizar esta interpretagao como recurso adicional para me-

lhorar a compreensao do aluno sobre o tema. Os exercicios resolvidos a seguir ilustram a

proposta:

1. Que montante simples serd obtido ao ser aplicada por quatro meses a quantia de

R$12.000,00 a 20% ao més?

RESOLUCAO:

Como 20% equivale a quinta parte de 100%, dado o bloco que equivale ao capital

investido (12.000), obtemos um bloco menor a partir do bloco principal equivalente

a quinta parte deste. Visualize na Figura|3.1| a seguir:

12000

|:> 12000

Dividindo o
bloco
originale
obtendoa
sua quinta
parte

2400

2200

2400

2400

Montante
acumulado:
RS 21.600

Como a quinta parte
sera adicionada por
quatro meses ao
capital original, o
montante obtido
seréa...

Figura 3.1: Interpretacio geométrica da adicao de Juros simples

Fonte: Softwares: Microsoft Office Word 2007 e Paint Brush(12 de setembro de 2015)

2. Que taxa mensal de juros simples deve ser aplicada sobre um capital para que ele

dobre de valor apds oito meses?

RESOLUCAO:

A Figura traz o que seria uma interpretacao geométrica da questao.
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Juros
totais

adicio- Como as adigbes de
nadws H o
. uros sao constantes a
O Capitd ) P
. cada periodo, os juros
Captal ::> dobrarédde |:> |::> 1P " 5 )
inicl totais adidonados
valor Capia ~ .
i serdo “fatiados” em
nicial

oito partes iguas,

uma paracada més.

Como o crescimento foi
de 100%, cada fatia

|:> equivdle a 100% + 8 =

12,5% para cada més, ou

seja, a taxa éde 12,5% ao

meés.

Figura 3.2: Interpretacio geométrica da adicao de Juros simples

Fonte: Softwares: Microsoft Office Word 2007 e Paint Brush(12 de setembro de 2015)

3.2.5 O que deve ser evitado

Ainda nesta fase devem ser evitados problemas e exercicios que requeiram trans-
formacoes de unidades de tempo da taxa e do prazo. A representagao geométrica dos juros
simples como adig¢oes de valores constantes e periddicos ao capital investido pode ser muito
util e conveniente para que o aluno entenda o funcionamento da capitalizagao simples se
o professor apresentar exemplos que utilizem nimeros inteiros ou decimais exatas cujas

fragoes equivalentes sejam de facil visualizacao geométrica por parte do aluno.

3.3 Conversao de unidades de tempo do prazo e da
taxa no regime de capitalizacao simples. Taxas

equivalentes proporcionais

3.3.1 Conceito

Conforme MATHIAS destaca: “Duas taxas se dizem equivalentes se, aplicado um
mesmo capital as duas taxas e pelo mesmo intervalo de tempo, ambas produzirem o mesmo
guro.” [13] e SHINODA enfatiza: “ O cdlculo da taxa equivalente a juros simples é sempre

efetuado usando-se a proporcionalidade. ... A relacao entre taxas equivalentes € linear.”
[16] e, enfim, SAMANEZ reafirma:
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[...] Nesse regime, a taxa de juros pode ser convertida para outro prazo qualquer com
base em multiplicagoes e divisoes sem alterar seu valor intrinseco, ou seja, mantém

a proporcionalidade ezistente entre valores realizdveis em diferentes datas.|...][14]

A possibilidade de conversao entre as unidades de tempo do prazo e a conversao
entre taxas equivalentes pelo principio da proporcionalidade torna possivel no RCS a
solugao de problemas que trazem divergéncia entre as unidades de tempo da taxa e do
prazo através de simples operacoes de multiplicacao e de divisao. Assim, a taxa de juros
de 2% ao més equivale a taxa de 4% para dois meses (ou 4% ao bimestre) , 12% para seis
meses (ou 12% ao semestre) e assim sucessivamente. Da mesma maneira, a taxa de 18%
ao ano é equivalente a taxa de 9% para seis meses (ou 9% ao semestre) , 4,5% para treés
meses (ou 4,5% ao trimestre) e assim sucessivamente.
Para a conversao das unidades de tempo do prazo sao utilizadas as relacoes usuais entre
as unidades de tempo, quais sejam, dias, meses, bimestres, anos, etc, sendo o dia a menor
unidade de tempo nos regimes de capitalizacao descontinua - Regime de Capitalizagao
Simples (RCS) e Regime de Capitalizacao Composta (RCC). A discuss@o a respeito das
distintas maneiras de se converter a taxa e o prazo no RCS e a existéncia de espécies

diferentes de juros simples é feita na sequéncia didatica imediatamente posterior a esta.

3.3.2 Cenario 3

Problemas que envolvem conversoes de unidades de tempo da taxa e do prazo com
dificuldade mediana ja podem ser trabalhadas com alunos do 9° ano do nivel fundamental.
Tanto as relagoes entre as unidades de tempo usuais (dias, meses, anos, etc) quanto a
propria nocao de proporcionalidade direta na regra de trés simples ja foram trabalhadas
em sérias anteriores. Recomenda-se, entretanto, que tais assuntos sejam amplamente
revisitados antes de se partir para a resolucao de problemas de Matematica Financeira
que requeiram converses de taxa e prazo. E importante também frisar que o sucesso
da aprendizagem desses contetidos se dard de maneira mais enfatica na medida em que
os alunos ja tenham tido contato com os conceitos financeiros da forma que é defendida

neste trabalho.

3.3.3 Sequéncia didatica

O professor pode utilizar a seguinte narragao como ponto de partida: “Lembram-se
de que no ano passado tivemos contato com importantes conceitos financeiros? Pois bem,
vamos continuar resolvendo alguns problemas que utilizam o dinheiro e a modificagao do
seu valor com o tempo. Antes, entretanto, gostaria que vocés respondessem as seguintes

questoes: um ano tem quantos dias? o més de marco tem quantos dias? e um trimestre
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tem quantos dias? facil, nao? Agora, me respondam, um semestre equivale a que fracao
do ano? um meés equivale a que fracao do trimestre? E trés dias equivalem a que fracao
de uma semana?”. Para estas e outras questoes que envolvem conversao de unidades de
tempo do prazo, o professor devera ouvir as respostas dos alunos, confronta-las e utilizar
regra de trés simples para resolver todos os casos tentando estabelecer um procedimento
genérico de conversao. E claro que existirao conversoes que nao exigirao mais do que o
senso comum para serem efetivadas. Apds a discussao introdutoéria, o professor devera
sugerir a seguinte simplificacao: “Vamos considerar, para facilitar os nossos calculos, a
simplificacao de que cada més do ano tem trinta dias, independente do més que seja e
que um ano tem apenas 360 dias. Respondam-me, entao, considerando esta simplificacao,
trinta dias equivale a que fragao do ano? E quatro meses equivale a quantos dias? e
trés meses e meio equivale a quantos dias? e 1,2 ano equivale a quantos dias?”. E conti-
nua: “Para efetuarmos conversoes entre unidades de tempo dos prazos, devemos responder
sempre trés perguntas para a construgao da proporcao ou regra de trés simples: Primeira,
quais sao as unidades de tempo envolvidas? Segunda, qual é a relacao entre as duas
unidades e, terceira, que valor queremos converter? Por exemplo, desejamos encontrar o
nimero de semestres que equivale a 1,75 trimestres. Vamos responder as trés perguntas:
Quais sao as unidades de tempo envolvidas? semestres e trimestres; Qual é a relagao entre
estas duas unidades? sabemos que 1 semestre equivale a 2 trimestres; Que valor quero
converter? quero saber quantos semestres equivalem a 1,75 trimestre.

Com essas respostas, obtemos a proporgao e a resolvemos como ja aprendemos quando

estudamos esse conteudo. Assim, para converter 1,75 trimestre em semestre:

SEMESTRES TRIMESTRES
1 2

T 1,75

E, portanto: 2.x =1,75 = x = 0,875 semestre.

Os exercicios resolvidos que seguem reforcarao a aprendizagem do procedimento

adotado acima.

1. Converta as unidades do prazo conforme indicado (considere que um ano equivale

a 360 dias e que qualquer més equivale a trinta dias):

(a) 2,5 anos = ........... bimestres.
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Converter 2,5 anos em bimestres

ANOS BIMESTRES
1 6

2,5 T

E assim, 2,5x6=ax = x = 15 bimestres.

Converter 2 dias em anos

ANOS DIAS
1 360
x 2
E assi x=2 = — .
assim, 360.z =z 120 ano
(¢) 6,5 semestres= ........... biénios

Converter 6,5 semestres em biénios

BIENIO SEMESTRES
1 4

T 6,5

E assim, 6,5 x1=4.x = x = 1,625 biénio.

(d) 2,5 décadas = ........... meses

Converter 2,5 décadas em meses

DECADAS MESES
1 120

2,5 x

E assim, 2,5 x120=x = x = 300 meses.

(e) 4,5 trimestres = ........... quinzenas.
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Converter 4,5 trimestres em quinzenas

TRIMESTRES QUINZENAS
1 6

4,5 T
E assim, 4,5 x6=x = z = 27 quinzenas.

Apoés exercitar a conversao das unidades de tempo do prazo, o professor passa a discutir
as conversoes entre as taxas equivalentes, podendo iniciar da seguinte forma:

“Voces ainda se lembram do calculo de juros simples que fizemos no ano passado? Vamos
relembrar aqueles cdlculos. Calculem, por exemplo, quantos juros serao obtidos se for
aplicada a quantia de R$ 2.400,00 por dois anos a taxa de 24% ao ano?”. O professor
devera aguardar a resposta correta de J = 2400 x 0,24 x 2 = 1152 e depois propor o
exercicio seguinte: “Agora, calculem os juros que serao obtidos se for aplicada a mesma
quantia (R$ 2.400,00) por 24 meses a taxa de 2% ao més”. Apés a obtencao da resposta
pelos alunos que deverd ser dada por J = 2400 x 0,02 x 24 = 1152, perguntar: “Vocés
notaram que os juros obtidos nos dois calculos foram iguais? Sera que foi coincidéncia?”.
O professor deve sugerir outras situagoes que tragam taxas de juros equivalentes como,
por exemplo, “Considerem agora o mesmo capital, considerem também o meés equivalendo
a 30 dias e o ano a 360 dias e calcule os juros que serao obtidos apds 30 dias a taxa
0,1% ao dia e os juros que serdao obtidos apds 1 més a taxa de 3% ao més”. Apds
a obtencao das respostas, que serao dadas por J = C x 0,001 x 30 = 0,03C e J =
C x 0,03 x1 =0,03C" o professor deve provocar a turma: “Por que serd que os juros
obtidos com taxas diferentes foram iguais nas duas situacoes?” O professor deve aguardar
as respostas e depois reforcar a ideia de que, no RCS, as taxas proporcionais sao taxas
equivalentes, ou seja, especificamente, se a taxa remunera o capital pagando 2% para cada
meés, para dois meses serao 2 x 2% = 4%, para trés meses serao 3 x 2% = 6% , etc ... e
para um ano, naturalmente serdao 24% o que resulta na taxa de 24% ao ano, raciocinio
semelhante para as taxas de 0,1% ao dia e de 3% ao més. Por fim, enfatizar: “No regime
de capitalizagao simples, essas taxas proporcionais sao chamadas de taxas equivalentes”
e finalizando “taxas equivalentes sao taxas que se referem a unidades de tempo diferentes
mas que geram os mesmos juros quando aplicadas sobre o mesmo capital pelo mesmo
prazo”. O professor poderd trabalhar as conversoes entre taxas no RCS, utilizando a
relacao sugerida por MATHIAS|13] . .

1 io
moong
Na qual 7; e 75 sao as taxas e n; e ny sao o nuamero de dias equivalentes a unidade

de tempo de cada taxa, respectivamente. Os exemplos expostos a seguir dao conta da
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operacionalizacao dessa relagao.

1. Obtenha as taxas equivalentes as taxas fornecidas abaixo, conforme indicado (con-

sidere que um ano equivale a 360 dias e que qualquer més equivale a trinta dias).

(a)

25 % am. = ........... % a.a

RESOLUQAO: Como uma taxa mensal se refere ao periodo de um meés e
um mes equivale a 30 dias, n; = 30 dias e como uma taxa anual se refere ao
periodo de um ano e um ano equivale a 360 dias, no, = 360 dias. Portanto, a

relacao ficara .
2a 5 o Yanual

30 360

E resolvendo a proporcao, conclui-se que 74, = 30% ao ano.

60% a. 8. = .o % a. m.

RESOLUQAO: Como uma taxa semestral se refere ao periodo de 180 dias,
ny = 180 dias e como uma taxa mensal se refere ao periodo 30 dias, ny = 30
dias. Portanto, a relagao ficara

60 o Z‘mensal
180 30

E resolvendo a proporcao, conclui-se que %,ensar = 10% ao més.

RESOLUQAO: Como uma taxa anual refere-se ao periodo de 360 dias, n; =
360 dias e como uma taxa diaria se refere ao periodo de um dia, n, = 1 dia.

Portanto, a relacao ficara .
E _ Udigria
360 1

E resolvendo a proporcao, conclui-se que igg4- = 0,05% ao dia.

42 % a. t. = oo % para 78 dias.
RESOLUQAO: Como uma taxa trimestral refere-se ao periodo de 90 dias,
n1 = 90 dias e como uma taxa para 78 dias se refere ao periodo de 78 dias,

no = 78 dias. Portanto, a relagao ficara

4a 2 o ipara 78 dias

90 78

E, apds resolver a proporcao, conclui-se que iparq 78 dias = 3, 64% para 78 dias.
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Exercitadas as conversoes de unidades de tempo do prazo e da taxa, o aluno agora estara

preparado para resolver problemas que requeiram tais conversoes. A lista abaixo propoe

alguns exercicios resolvidos nos quais essa habilidade é trabalhada.

Resolva a lista abaixo considerando ano com 360 dias e meses com trinta dias:

1. Calcule os juros simples produzidos quando for aplicada a quantia de R$ 2.000,00

por trés anos a taxa de 4% a.m.

Resolugao: 3 anos equivalem a 36 meses, portanto
J=Cxixn=J=2000 x 0,04 x 36 = 2880
Resposta: R$ 2.880,00.

. O capital de R$ 4.500,00 foi aplicado a taxa de 60% a.a. Apds quantos dias serd
obtido o montante de R$5.000,007

Resolugao: Tem-se a opcao de obter o prazo em anos e depois converté-lo para
nimero de dias ou converter a unidade de tempo da taxa para dias e ja obter o
prazo em dias. Assim, optando por manter a taxa anual para o calculo e sabendo

que os juros sao iguais a R$500,00 para o capital de R$4.500,00, tem-se que
J=Cx1xn=500=4500 x 0,60 xn=n=0,185185...ano

Multiplicando o resultado por 360 obtém-se o prazo de 66,66... dias
Resposta: aproximadamente 67 dias (na Matemética Financeira, nos regimes de

capitalizacao descontinua, a menor unidade de tempo é o dia).

. A que taxa anual deve ser aplicado o capital de R$ 6.000,00 durante 2,75 trimestres
para que sejam produzidos juros simples iguais a R$ 450,007
Resolucao: Aqui trabalharemos com o prazo dado em trimestres e depois conver-

teremos a unidade da taxa trimestral obtida para o ano. Assim,
J=Cx1xn=450=6000 x ¢ x 2,75 =i =0,0272727... ao trimestre

Utilizando a relacao estudada para o calculo da taxa, obteremos

27 7_2 o ianual

90 360

de onde chega-se a taxa anual de 10,91%.

Resposta: 7 ~ 10,91% ao ano

. Quantos dias sao necessarios para que um capital dobre de valor se for aplicado a
taxa de 20% a.s.?
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Resolucao: Um problema literal tipico que nao fornece nenhum valor monetario
(capital, juros ou montante) mas uma relagao entre eles. No caso, se o capital dobra

de valor os juros serao iguais ao capital investido. Portanto
J=Cxixn=J=Jx0,20xn=n=>5semestres

E como cada semestre equivale a 180 dias,

Resposta: n =900 dias

3.3.4 O que deve e o que nao deve ser evitado

A discussao a respeito da obtencao de juros exatos ou comerciais foi evitada nesta
sequéncia porque o objetivo principal é utilizar apenas a convengao comercial (padrao na
maioria absoluta dos exercicios apresentados na bibliografia consultada) para trabalhar
as proporcoes e a regra de trés simples para as conversoes. Também foram evitados pro-
blemas que envolvam sistemas de equagoes e situagoes excessivamente contextualizadas
que requeiram mais experiéncia com o contetdo. Acreditamos que estas ultimas situacoes
possam ser apresentadas a alunos que nitidamente dominem com tranquilidade as ma-
nipulagoes algébricas ficando, portanto, o professor como responsavel por decidir pela
conveniencia ou nao de aumentar a complexidade dos exercicios. Entretanto, salientamos
que o objetivo neste momento é trabalhar as conversoes de unidades de tempo da taxa e
do prazo. E interessante que o aluno utilize a maquina de calcular cientifica para agilizar
os calculos ja que o foco é a aprendizagem e a manipulagao algébrica dos conceitos finan-
ceiros nas formulas, sendo irrelevante, segundo a proposta neste trabalho, se as operacoes

serao realizadas manualmente ou com o auxilio de tecnologia.

3.4 Juros simples exatos, comerciais e pela regra dos

banqueiros

3.4.1 Conceito

Uma discussao mais sedimentada sobre a obtencao dos juros simples ¢é feita quando
sao consideradas situagoes de operagoes de curtissimo prazo, conforme cita MATHIAS
[13]. Para tanto, a necessidade de se converter prazos e taxas remete-nos a revisao dos
critérios usualmente considerados: o critério exato e o critério comercial. Pelo primeiro
critério, utiliza-se o calendario civil segundo o qual ha anos com 365 ou 366 dias (ano
bissexto) e meses com 28, 29 (fevereiro no ano bissexto), 30 e 31 dias. Ja pelo critério

comercial admite-se que 1 ano equivale a 360 dias e que cada més do ano possui 30 dias.
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A existéncia dessas duas convengoes permite o surgimento de espécies de juros simples.
Nesse sentido, MATHIAS antecipa que:

[...] Nas aplicagées prdticas, onde é adotada a convengao de ano comercial, o
més comercial tem 30 dias. Por outro lado, como a contagem de dias deve ser
exata, (grifo do autor) é necessdrio levar em conta também a existéncia de anos

bissextos.[13]
E, com essa condicao, MATHIAS define:

Denomina-se juro comercial ( ou ordindrio) o juro que € calculado quando se adota
como base o ano comercial [...]

[...JAnalogamente, neste caso o periodo (n) deverd ser expresso em nimero de
dias.[13]

E, especificando a outra espécie de juros, MATHIAS define os juros exatos:

Chama-se juro exato aquele que € obtido quando o periodo (n) estd expresso em dias

e quando € adotada a convengdo do ano civil.[13]

Portanto, para Mathias, a contagem do niimero de dias que representa o prazo de uma
operacgao deve ser sempre exata, independente se o fator de conversao da taxa para a taxa
didria for 360 (ano comercial) ou 365 ( ano pelo calendério civil).

J& KUHNEN defende uma interpretacao ligeiramente diferente do MATHIAS, o
que traz a tona um terceiro tipo de juros simples, o obtido pela regra dos banqueiros.

Portanto, para KUHNEN, juros comerciais ou ordinarios sao:

[...] aqueles em que se utiliza o ano comercial para estabelecer a homogeneidade
entre a taxa e o tempo. Logo, em juros ordindrios todos os meses tem 30 dias e o
ano tem 360 dias.[12]

e juros simples exatos sao:

[...] aqueles em que se usa o tempo na quantidade exata de dias que tem cada més e,
sendo a taxa expressa ao ano, utiliza-se o ano civil para estabelecer a homogeneidade

entre a taxa e o tempo.[12]

Para KUHNEN, se o prazo for contado pelo critério exato, com a utilizacao do
calendario civil, e se o fator de conversao da taxa anual para a diaria for 360, estaremos
diante dos juros calculados pela regra dos banqueiros. Assim, definindo essa forma de se

calcular juros simples, KUHNEN categoriza:

E o calculo em que, para estabelecer a homogeneidade, € usado o ano comercial, 360
dias, como nos juros ordindrios, mas o tempo, numero de dias, seque o Principio

dos juros exatos, ou seja, seque o calenddrio do ano civil. [12]
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Notamos que a aparente divergéncia entre os autores inexiste nas situagoes praticas,
j& que nas mesmas o prazo ¢ contado em dias com a utilizagao do calendério civil, restando
a contagem dos nuimeros de dias pelo critério comercial apenas uma possibilidade tedrica
de célculo. Dessa maneira, os juros calculados pela regra dos banqueiros para KUHNEN
nao é nada mais do que os juros comerciais para o MATHIAS com a contagem dos dias
da operacao com a utilizacao do calendario civil.
Assim, se o capital de R$ 18.000,00 foi aplicado & taxa de 40% a.a. no dia 25 de janeiro
de 2015 e o montante da aplicacao foi resgatado no dia 18 de marco do mesmo ano,
para MATHIAS, tanto para a obtencao dos juros exatos quanto para a obtencao dos
juros comerciais, devemos utilizar o calendario civil para a contagem do nimero de dias
(excluindo-se o dia da aplicagao e incluindo o dia do resgate). Portanto, como entre 25.01

e 18.03 ha 52 dias( 6 + 28 + 18 ), os juros exatos serdao dados por
0,4
J:CXan=>J:18()OO><ﬁx52=>l]:1025,75
E os juros comerciais

4
J:Cxixn:>J:18000><%.52:>J:1040,00

Para KUHNEN, os valores acima calculados sao os juros exatos e os juros pela
regra dos banqueiros, respectivamente. Para KUHNEN, os juros comerciais seriam calcu-
lados considerando o prazo com 53 dias (5+ 30 + 18). Nessa dire¢ao, para ele, os juros

comerciais seriam obtidos assim
0.4
J:Cxixn:>J:18000><ﬁx53:>l]:1060,00

Enfatizamos que a discussao acima exposta é evitada pela maioria dos autores
consultados para a realiza¢ao deste trabalho restando a alguns [1],[5],[14],[16], o estabele-
cimento da distincao entre juros simples exatos e comerciais sem nenhuma preocupacao

com a maneira como o prazo em dias foi obtido para a resolugao de questoes tedricas.

Ressalta-se ainda o fato de que neste trabalho, na sequéncia didatica imediata-
mente anterior a esta, foi utilizada como simplificacao para o calculo dos juros simples, e
por motivos Obvios, a nocao de juros simples comerciais sem referéncia alguma a proble-

mas de natureza real.

Outro ponto a ser enfatizado é o fato de que o calculo dos juros simples ocorre em
situagoes reais em operacoes de curtissimo prazo, como no calculo de juros diarios de con-
tas garantidas (os cheques especiais) e operagoes de desconto de titulos, ndo coadunando

com a ideia de que os juros simples nao possuem aplicacao pratica no mercado financeiro.
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Por fim, estando o prazo contado em dias e a taxa anual na forma unitaria, inde-
pendente do autor consultado, os juros comerciais sao obtidos pela relagao

Cxi1Xn
T = 360

E os juros exatos obtidos pela relagao

Cxixn
J=——
365

3.4.2 Cenario 4

A discussao sobre a existéncia e o calculo dos juros simples exatos ou comerciais
pode ser introduzida ao aluno do 9° ano do nivel fundamental, desde que ja tenha sido feita
a discussao proposta na sequéncia anterior. Na presente sequéncia, apenas mencionamos
a existencia das duas espécies de juros simples, semelhante a abordagem proposta por
MATHIAS, utilizando sempre o calendario civil para contagem do nimero de dias quando
necessario, mantendo-se o cuidado com a homogeneidade entre as unidades de tempo da

taxa e do prazo nas formulas.

3.4.3 Sequéncia didatica

O professor pode comecar o encontro falando: “Nos ja estudamos situacoes nas
quais foi necessario realizar a conversao das unidades de tempo da taxa e do prazo. E
para simplificar nossos cédlculos, consideramos o ano com 360 dias e todos os meses com 30
dias. Agora vamos realizar exercicios semelhantes ao que fizemos s6 que numa situacao es-
pecifica, quando o prazo for fornecido em dias e a taxa fornecida for anual, semelhante ao
que ocorre muitas vezes na pratica. Todas as vezes que o problema mencionar aplicagoes
entre datas, utilizaremos o calendario para contar o ntimero de dias. Para a conversao
da taxa anual, a depender do que for pedido, poderemos obter duas espécies de juros:
se dividirmos a taxa anual por 365 estaremos calculando os juros exatos, se dividirmos a

taxa por 360, estaremos obtendo os juros comerciais. Observem os exemplos:”

1. Calcule os juros simples exatos obtidos ao ser aplicada a quantia de R$ 4.000,00 por
120 dias a taxa de 24% a.a.
RESOLUCAO: Como sao juros exatos, utilizaremos o fator 365 para a obtencio

da taxa diaria. Assim,
. 0,24
J:CXZXHZ>J:4OOOX%X12O:>J:315,62

RESPOSTA: R$315,62.
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2. Calcule os juros simples comerciais obtidos ao ser aplicada a quantia de R$ 4.000,00
por 120 dias a taxa de 24% a.a.
RESOLUQAO: Como sao juros comerciais, utilizaremos o fator 360 para a ob-

tencao da taxa diaria. Assim,
. 0,24
J:CXZXH:J=4000X%X120$J:320
RESPOSTA: R$320,00.

3. O capital de R$ 8.000,00 foi aplicado a taxa de 32% a.a. entre os dias 25 de janeiro
e 18 de margo de 2015. Calcule os juros simples exatos e os juros simples comerciais.
RESOLUCAOQO: Entre 25.01 e 18.03 h4 52 dias( 6 4+ 28 + 18 ), os juros exatos

serao dados por

2
JzC><z’><nz>J:8000><%xm:x]:?:m,?l

E os juros comerciais

J:Cxixn:>J:80()O><%X5Q:>J:369,78

RESPOSTA: Jr = R$364,71 e Jo = R$369,78.

4. Calcule, pelos critérios exato e comercial, o nimero de dias necessarios para que o
capital de R$ 3.000,00 produza juros iguais a R$ 400,00 se for aplicado & taxa de
60% a.a.

RESOLUCAO:

Pelo critério exato

J:Cxixn:>400:3000><%xnén:&,idi(w

Pelo critério comercial

J:C’xixn:>400:3000><%xnén:%dias

RESPOSTA: 81 dias e 80 dias.

5. Calcule, pelos critérios exato e comercial, a taxa anual necessaria para que um
capital dobre de valor apds 280 dias de aplicacgao.
RESOLUQAO: Se o capital dobra de valor, os juros obtidos serao iguais ao capital
aplicado, assim:
Pelo critério exato

J:sz'xn:>J:J><%XQSO:Z'%LESOBWL..
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E multiplicando por cem para obter a taxa percentual tem-se i = 130, 36%a.a.
Ja pelo critério comercial

J:inxn:»J:Jx?)é—oxzso:»im,zsml..

E, portanto, i = 130,36%a.a. e i=128,57%a.a.

6. O capital de R$ 5.000,00 foi aplicado no dia 1° de setembro e permanceu investido
durante os meses de setembro, outubro e novembro. A taxa contratada foi de 4%
a.m.. Calcule os juros simples obtidos pelo critérios comercial e exato.
RESOLUQAO: A taxa anual serd de 12 x 4% = 48% e o prazo de aplicacao sera
de 90 dias (29 dias de setembro, excluindo o dia 1°, 31 dias de outubro e 30 dias de
novembro). Assim:

Pelo critério exato

0,48
J:Cxixné(]:E)OOOx%><90:J:591,780821...

Jé& pelo critério comercial
: 0,48
J:C'xzxn:>J:5000><%x90:>J:600,00

RESPOSTA: Jz = R$591,78 e Jo = R$600,00.

3.4.4 O que deve e nao deve ser evitado

Ainda que a discussao apresentada nesta sequéncia se constitua em um complicador
para a realizagao de calculos no regime de juros simples no nivel fundamental, ela é

pertinente ja que existe a possibilidade natural de o aluno questionar: ”

...s€ 0 ano possui
365 dias, as vezes, 366, por que tenho de considerar a simplificacao de que um ano possui
apenas 360 dias? E assim que ocorre na pratica?”. Deve ser enfatizado ao aluno que
o calendario civil devera ser utilizado para a contagem do nimero de dias nas questoes
que fornecerem datas (como convengao, excluindo o dia da aplicagao e incluindo o dia
do resgate) independemente do critério adotado pois este é o procedimento que mais se

aproxima da pratica em aplicagoes de curtissimo prazo.
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3.5 Montante no regime de Capitalizacao simples como

uma funcao afim

3.5.1 Conceito

Ja sabemos que o crescimento do capital aplicado no regime de capitalizagao sim-
ples se da com acréscimos fixos e periédicos. Assim, dado o capital C' aplicado a taxa

periodica ¢ durante n periodos, tem-se que o Montante obtido sera
M=C+J=M=C+Cxixn

Observando a equacao final acima, percebe-se que, fixando-se o capital C' e a taxa i, o
Montante M é obtido como uma func¢ao afim do tempo com o capital C' caracterizado como
coeficiente linear § e o produto C' x ¢ como coeficiente angular a da fungao. Utilizando

notagao de fungao, o montante pode ser expresso como
Mn)=C+Cxixn=Mnh)=0F+axn

Na Figura[3.3|observamos o grafico que relaciona o Montante M no RCS como uma fungao

afim do prazo n.

Figura 3.3: Crescimento linear do Montante da aplicagao de um capital no RCS

Fonte: Softwares: Microsoft Office Word 2007 e Paint Brush(27 de julho de 2015)

3.5.2 Cenario 5

Os conceitos de sistema cartesiano, fungoes de uma maneira geral e de funcgao
afim (como um tipo de func¢do polinomial de 1° grau) ja sao trabalhados no primeiro
ano do nivel médio. A aplicacao do montante no RCS como uma fung¢ao do 1° grau do
tempo é uma adaptacao aos contetidos ensinados nesse nivel que reforca a nocao de que os
juros simples sao juros lineares e que o crescimento do valor investido cresce com adigoes

constantes no tempo.
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3.5.3 Sequéncia didatica

O professor pode comecar o encontro falando: “Vamos agora ampliar nossa visao
em relacao a nocao dos juros simples que temos estudado nos 1ltimos anos. Para tanto,
vamos estudar como se da o crescimento do valor investido ao longo do tempo. Seja, por
exemplo, o investimento de R$ 10.000,00 a taxa de 2% ao més ao longo de varios meses.
Vamos construir uma tabela com os valores dos juros simples e montantes obtidos ao

longo do tempo. Portanto, preencha a Tabela [3.2] abaixo:”

Tabela 3.2: Tabela Exercicio Proposto

Prazo(n) 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Juros

Montante

A este pedido, os alunos deverao retornar a Tabela [3.3

Tabela 3.3: Tabela resposta do Exercicio Proposto

Prazo n (em meses) 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Juros 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Montante 10000 10200 10400 10600 10800 10800 11000 11400 11600

O professor continua: “Com esta tabela, observamos a linearidade do crescimento
do capital quando aplicado a juros simples. Vamos explorar essas informagoes. A partir
desta tabela, esboce agora um grafico de Prazo versus Montante”. Os alunos deverao

retornar um grafico semelhante ao da Figura [3.4]

Montante no RCS

11800 -
11600 s
11400 *
11200 *

11000 *

10800 L 2

10600 +

10400 +

10200 *

10000
9800

# Montante

Figura 3.4: Plotagem de pontos obtidos a partir da Tabela 4.9
Fonte: Softwares: Microsoft Office Excel 2007 e Paint Brush(1° de agosto de 2015)

Apo6s a obtencao do grafico, o professor discutird o aspecto continuo do tempo que

nao ¢é captado quando trabalhamos com dados discretos. Dessa maneira, como muitas
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outras adequacoes de representacoes graficas, e considerando a continuidade do tempo, os

pontos do grafico poderao ser unidos gerando um grafico semelhante ao da Figura [3.5]

RS 10.000 aplicados a 2% ao més no

RCS por 8 meses
11800 -
11600
11400
11200 ~
11000
10800 /V Montante
10600
Linear (Montante)
10400 1,”
10200
f

10000
9800

Figura 3.5: Representacio grafica do crescimento continuo do montante no RCS
Fonte: Softwares: Microsoft Office Excel 2007 e Paint Brush(1° de agosto de 2015)

O professor continuara: “Agora, como ja estudamos, determine a equacao desta
reta e identifique os valores do coeficiente angular e do coeficiente linear da mesma”. O
retorno esperado deve ser semelhante ao que segue:

Tomando um par de pontos da Tabela [3.3[ como o que segue abaixo:

Par de pontos extraido da Tabela

n M
10400
4 1 10800

Procedemos o célculo do coeficiente angular no qual

AM My — M; 10800 — 10400 400
An Ny — Ny 4—2 2

O professor complementa: “Observem que 200 é o produto do capital investido

(67

pela taxa de juros da aplicacao, ou seja, 10000 x 0,02 . Este valor é acrescido ao capital
a cada mes, correspondendo a taxa de crescimento do capital e este é o conceito do coe-
ficiente angular, a taxa de crescimento linear, no caso, do capital investido”. E continua:
“Utllizando agora a equacao da reta na forma reduzida M = C' + a x n, vamos obter o
coeficiente linear da mesma. Tomando o ponto (4; 10800) e o coeficiente angular o = 200

ja calculado, temos que
M=C+axn = 10800=C+200x4 = C = 10000.

Como ja era esperado, 10000 é o coeficiente linear da equacao que é justamente a ordenada

do ponto de intersecao do gréfico com o eixo Oy. A equagao da reta assim obtida é
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M = 10000 + 200 x n. O professor devera conduzir os alunos a seguinte generalizagao:
Se um capital C' é investido a taxa ¢ por um prazo n , com 7 e n referindo-se a mesma

unidade de tempo, tem-se que o montante M ¢é obtido pela equagao da reta
M=C+axn

em que a = C' X i, ou seja, os juros acrescentados ao capital a cada periodo ao longo do

prazo da aplicacao.

Seguem alguns exercicios de refor¢o que vincunlam o conceito de montante de uma

aplicacao financeira no RCS ao conceito de funcao afim:

1. O montante obtido na aplicacdo de um capital no RCS é R$ 18.000,00 apds 6 meses
de aplicacao e R$ 20.700,00 apds 9 meses de aplicacao. Determine o capital e a taxa
a qual o mesmo foi investido.

RESOLUCAOQO: Como M = C +a X n , tem-se que

18000 = C'+a x 6 eq.1

20100 =C+a x9 eq.2

Multiplicando a eq. 1 por -1,5 e adicionando-a, membro a membro, a eq. 2, obtemos
—6300 = —0,5C

ou seja, C' = 12600. Substituindo C' em qualquer uma das duas equagoes origi-
nais, obtemos que a = 900. Como a = C X i tem-se que i = & e, portanto,
i =20 ~0,0714286 ~ 7,14 % a.m.

12600
RESPOSTA: Capital igual a R$ 12.600,00 e taxa igual a 7,14% a.m.

2. Dois capitais, R$ 18.000,00 e R$ 30.000,00 sao investidos no RCS na mesma data.
Sabe-se que apds 30 meses suas aplicagoes produziram o mesmo montante. Deter-
mine a taxa mensal de cada aplicacao sabendo que o valor médio do crescimento
mensal dos montantes foi de R$ 800,00.

RESOLUQAO: Como M = C + a x n , e como os montantes sao iguais apos 30
meses,
18000 4 a3 x 30 = 30000 + a5 x 30

a1 — g = 400 eq. 1
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Como a média do crescimento foi de R$ 800, tem-se que

a1 + Qo
2

=800 eq.2

Resolvendo o sistema formado pelas equagoes 1 e 2, encontramos que oy = 1000 e ag =
600.
Como a = C x i tem-se que 1000 = 18000 x z; e 600 = 30000 X 7.

Portanto, 7; =~ 0,0555...a.m. e 15 = 0,02a.m.

RESPOSTA: iy = 5,56 % a.m. e is =2 % a.m.

. Dois capitais, R$ 20.000,00 e R$ 30.000,00 sao investidos no RCS na mesma data.
Sabe-se que apods 20 meses suas aplicagoes produziram o mesmo montante. Deter-
mine a taxa mensal de cada aplicacao sabendo que todo meés os juros acrescidos aos

capitais somavam R$ 1.400,00.

RESOLU(;AO: Como M = C'+ a x n, e como os montantes sao iguais apos 20
meses,
20000 + a7 x 20 = 30000 + a5 x 20

a; —ag =500 eq.1

Como a soma dos juros acrescidos foi de R$ 1.400,00, tem-se que
a; +ag = 1400 eq. 2

Resolvendo o sistema formado pelas equagoes 1 e 2, encontramos que a; = 950 e g =
450. Como o = C' x i, tem-se que 950 = 20000 x i; e 450 = 30000 x i5. Portanto,
11 =0,0475 a.m. e i3 = 0,015 a.m.

RESPOSTA: i, = 4,75 % a.m. e iy = 1,5 % a.m.

. Obtenha o capital e os juros da aplicacao cujos montantes e prazos no RCS estao

indicados no grafico da Figura[3.6
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12000

g400

Figura 3.6: Gréfico da questao 4
Fonte: Softwares: Microsoft Office Word 2007 e Paint Brush(1° de agosto de 2015)

RESOLUCAO: Como M = C + a X n , e utilizando os dois pontos obtidos do
grafico, temos que
12000 =C 4+ a x 14

8400 = C' + a x 6.

Resolvendo o sistema, obtemos que o = 450.

Como a = 450 é o valor fixo dos juros acrescentados a cada mes a aplicacao, tem-se
que apods seis meses de aplicacao foram acrescentados ao capital, 6 x 450 = 2700.
Como o montante para seis meses € igual a 8400, concluimos que o capital C' investido

foi de 8400 — 2700 = 5700 . E assim, a taxa de juros serd de i = 20 ~ 0, 0789.

RESPOSTA: C' = R$5.700,00 e i=17,89%a.m.

Outra maneira interessante de ser resolvida a questao 4 é, entendendo que os juros
obtidos entre os meses 6 e 14 foram de 3600 (12000-8400), encontramos que o0s
juros adicionados em cada meés serao de 450, pois sao 3600 de juros para 8 meses
(entre o més 6 e o més 14), portanto, 3600 + 8 = 450. Como o primeiro periodo
da aplicacao foi de seis meses, encontramos que nele foi ganho um total de 2700
de juros (6 x 450). Como o montante deste periodo foi de 8400, concluimos que o
capital aplicado inicialmente foi de 5700. A taxa de juros sera obtida dividindo 450

pelo capital aplicado, como na maneira anterior.

3.5.4 Recomendacgoes para o tratamento proposto

A eénfase nesta fase da aprendizagem é vincular a variacao do capital no RCS
ao crescimento linear de uma funcao afim, evidenciando que este crescimento se da de

forma constante periodo a periodo (juros fixos periddicos) que é justamente o valor do
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coeficiente angular o da reta. Por conta deste propédsito, deve-se utilizar o conceito trazido
na equacao M(n) = C' + a.n com a = C.i. Outra observacdo importante é a necessidade
de o professor destacar que os valores das taxas obtidas nos exercicios (aproximados
para duas casas decimais neste trabalho) fatalmente implicardo a obtencao de valores de
montantes e de juros préximos aos reais, mas inexatos. Deve-se chamar a atencao de que,
para célculos efetuados na pratica, quando necessario, a quantidade de casas decimais
deve ser aumentada de tal forma que os erros devidos as aproximacgoes sejam despreziveis

em relacao as quantias monetarias envolvidas.

3.6 Juros compostos, juros exponenciais ou regime

de capitalizagcao composta (RCC)

3.6.1 Conceito

Seja C' um capital aplicado a taxa de juros ¢ por uma unidade de periodo (taxa i
referindo-se a mesma unidade de tempo da unidade de tempo do periodo). O montante,
como ja foi visto, serd dado por M = C' + C x i, ou ainda, M = C x (1 +i). Agora,
considerando que a taxa de juros i serd aplicada sobre o montante C' x (1 + i) formado
no primeiro periodo para a formacao dos juros do periodo seguinte (o que nao acontece
no RCS), teremos que My serd dado por: My = C x (1 +1) + C x (1414) X ¢, e assim,
My =C x (1414)(1+14) o que nos leva a My = C' x (1 +14)% E aplicando o saldo obtido

no fim do 2° periodo por mais um periodo chega-se a
Mz = Ox(14+i)*4+Cx (1+i)*xi = Mz =Cx(1+i)*x(1+i) = M= Cx(1+i)*.

Continuando com este raciocinio, podemos generalizar que, apos n periodos, o montante
obtido serd dado por M,, = C'x (1+414)". De maneira semelhante ao que foi feito no RCS, o
montante M esta associado ao crescimento do prazo n, s6 que agora segundo uma func¢ao
de crescimento exponencial. Como exemplo, se aplicarmos o capital de R$ 8.000,00 ao
longo do tempo n a taxa de 30% ao meés, obtemos, utilizando a dedugao anterior, a funcao

de crescimento exponencial
M, = 8000 x (1+0,30)" = M, = 8000 x (1,3)".

Sugerindo valores para n, com o auxilio da fun¢ao exponenciacao operada nas calculadoras

cientificas pelas teclas YX ou A, obtemos alguns valores de M apresentados na Tabela ,

Y
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Tabela 3.4: Montantes obtidos no RCC

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
M 8000 10400 13520 17576 22848,8 29703,44 38614,47 50198,81 65258,46

que gera o grafico da Figura [3.7]

RS 8.000,00 aplicados no RCC 3 taxa
de 30% ao més

70000
£0000

50000 ",'

40000

30000 / —M
20000

10000 —-“"ﬂpﬂ—#"r

Figura 3.7: Representacio grafica do crescimento continuo do montante no RCC
Fonte: Softwares: Microsoft Office Excel 2007 e Paint Brush(1° de agosto de 2015)

3.6.2 Cenario 6

Bem, aqui nos deparamos com o tipo de capitalizacao mais largamente utilizado no
mercado financeiro. Para obtencao dos juros compostos e do montante formado no RCC,
objetivos desta sequéncia, o aluno sé precisa conhecer a funcao exponencial o que se da
no 1° ano do nivel médio e aprender a utilizar as teclas da exponenciacao na calculadora
cientifica. Entendemos ser esta a ocasiao mais adequada para apresentacao dos juros

compostos.

3.6.3 Sequéncia didatica

O professor pode comecar o encontro falando: “Até hoje estudamos o RCS como
forma de calcular valor do aluguel que deve ser pago pela utilizagao do dinheiro de outra
pessoa. Hoje, vamos aprender uma nova maneira de se calcular os juros de uma aplicacao
financeira, vamos utlizar a capitalizacao composta, largamente utilizada no mercado fi-
nanceiro. Neste tipo de capitalizagao, os juros que sao obtidos em um periodo sao in-
corporados ao montante obtido no periodo anterior, formando um montante que sera a
base de célculo para a obtencao dos juros no periodo seguinte. De uma maneira pratica,

tomemos como exemplo o capital de R$ 10.000,00 aplicado por 7 meses a taxa de 15% ao
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mes. Vamos observar o crescimento do montante obtido ao longo do tempo completando

a tabela abaixo”

Tabela 3.5: Tabela Exercicio Proposto

Prazo(n) 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Juros

Montante

e os valores obtidos deverao ocorrer na seguinte sequéncia:

Tabela 3.6: Juro e montante compostos obtidos no fim do 1° més

Prazo 0 1
Juros 0 10000x0,15=1500
Montante 10000 11500

Tabela 3.7: Juro e montante compostos obtidos no fim do 2° més

Prazo 0 1 2
Juros 0 1500 11500x0,15= 1725
Montante 10000 11500 11500 +1725=13225

Tabela 3.8: Juro e montante compostos obtidos no fim do 3° meés

Prazo 0 1 2 3
Juros 0 1500 1725 13225x0,15=1983,75
Montante 10000 11500 13225 13225+1983,75=15208,75

E seguindo esta sequéncia de calculo, a tabela tomara a forma
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Tabela 3.9: Juro e montante compostos obtidos ao fim de cada més

Prazo 0 1 2 3 4 5 6 7

Juros 0 1500 1725  1983,75  2281,31  2623,51 3017,04  3469,59

Montante 10000 11500 13225 15208,75 17490,06 20113,57 23130,61 26600,20

Construida a tabela, a professor devera ponderar:
“Observem como os montantes estao sendo obtidos periodo a periodo”. E detalhar o

seguinte calculo no quadro:

M, = 10000 x 1,15 = 11500
M, = 11500 x 1,15 = 10000 x 1,15 x 1,15 = 10000 x 1, 15> = 13225
My = 13225 x 1,15 = 10000 x 1,15 x 1,15 x 1,15 = 10000 x 1, 15* = 15208, 75

e acrescentar:

“Observem que, seguindo a tendéncia que os calculos apresentam, nao precisamos obter
o montante em cada periodo para chegar ao montante final apds sete meses. Se
seguirmos o que os calculos indicam, precisaremos fazer apenas o calculo:”

Escrever no quadro

M; = 10000 x 1,157

E complementar: “Este cédlculo vocés poderao fazer utilizando a calculadora cientifica
até do proprio celular utilizando a tecla com a funcao de potenciacao”. Neste momento
o professor deveréd apresentar a tecla com a funcao de potenciacao que pode ser YX, A
ou outro simbolo a depender do layout da maquina que o aluno possuir. Assim,

digitando na maquina:

10000 x 1,15Y%7 =

ou

10000 x 1,15 A7 =
Serd obtido o valor de R$ 26.600,20.

O professor deve entao propor a realizagao de alguns exercicios, como os que seguem

agora, sempre com a utilizacao da calculadora cientifica.

1. Calcule o montante obtido no RCC ao ser aplicada a quantia de R$ 18.000, 00 por

1,5 ano & taxa de 40% a.a.
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RESOLUCAO: Como M = C x (144)™ , temos que

M = 18000.(1 + 0,4)*

E utilizando a tecla de potenciacao da méquina obtem-se o montante de 29817,04.

RESPOSTA: R$29.817,04.

. Calcule o capital que deve ser aplicado por trés trimestres a taxa de 60% a.a. para
ser obtido o montante de R$ 23.800, 00 .
RESOLUQAO: Convertendo o prazo, temos que 3 trimestres (9 meses) equivale

a 0,75 do ano. Dessa maneira, como M = C x (14 4)" | temos que

23800 = C' x (14 0,6)>™

E calculando o capital utilizando a tecla de potenciacao da maquina

23800 =+ 1,6Y 0,75 =

RESPOSTA: RS 16.729,65

. A que taxa mensal deve ser aplicada a quantia de R$ 19.000,00 por 135 dias para
que sejam obtidos juros compostos iguais a R$ 700,007
RESOLUQAO: Convertendo o prazo, temos que 135 dias equivalem a 4,5 meses.

Dessa maneira, como M = C' x (1 +4)" | temos que

19700 = 19000 x (1 +4)*°

. E dai

19700
— (1 4445
To000 — (L)

Neste caso, para obtencao da taxa, elevaremos ambos os lados da igualdade ao

1
inverso de 4,5. Assim: (%)(4’5) = (1+14)

E digitando na maquina

(19700 + 19000)Y ¥ (1 = 4,5) =,

obtém-se com seis casas decimais

1,008072 =1+

Portanto, 7 = 0, 008072
RESPOSTA: 0,8072% a.m.



42

3.7 Taxas equivalentes no RCC

3.7.1 Conceito

Conforme BRUNI [5], no RCC:

De forma similar ao regime de capitalizacao simples, pelo critério de equivaléncia de
taxas de juros diz-se que duas taxas de jurosi; e g referidas a periodos diferentes
no regime de capitalizacao composta, sao equivalentes quando resultam no mesmo
montante, ou juro, no fim do prazo da operacao, tendo incidido sobre o mesmo
principal. [5]

Portanto, seja, por exemplo, o mesmo valor C' aplicado por dois anos a taxa mensal i,, e

a taxa anual 7,. Tem-se que 7, e 7, serao equivalentes se, e somente se
Cx (14+ip)*=C x (1+i,)?
e como o capital C é o mesmo, ter-se-a
(1 +4m)* = (1 +1a)”
de onde chegamos a conclusao que
im = (14 ig)% — 1.
Simplificando a fracdo do denominador, tem-se entao que
im = (14i4)77 — 1.

Observamos que a fracao irredutivel no denominador é constante na relacao entre a taxa

mensal e a anual, independente do prazo considerado para a operacao, ou seja, se 0

prazo da operagao fosse de 3 anos, teriamos % , se fossem 6 anos, teriamos % e assim

sucessivamente, ou seja, obteriamos fracoes que poderiam ser reduzidas a %
Raciocinando da mesma maneira para taxas que se referem a periodos diferentes,

concluiriamos que

. . 30
tmensal — (1 + Zdiaria) L= 1a

Lanual = (1 + Zdiaria) L= 17

(=1

_1’

Z.bimestral = (1 + imensal)

=l

_17

Yirimestral = (1 + Zmensal)

. . 3
Yirimestral = (1 + Zbimestral)Q - ]-7
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e assim sucessivamente. Podemos observar ainda que se multiplicarmos os numeradores
e denominadores das fragoes em cada expoente pelo nimero de dias equivalentes a cada
unidade envolvida nas férmulas, as fragoes nao serao alteradas, ou seja, para as mesmas

relacoes acima, respectivamente

Ymensal = (1 + Zdiaria) L= 17

. . 360
Lanual = (]- + Zdiam'zz) L= 17

. . 60
Lhimestral = (1 + Zmensal>30 - 17

. . 920
Yrimestral = (1 + Z7nensal)3o - 17

. . 90
Utrimestral — (1 + Zbimestral)m - 17

De uma maneira genérica, dada uma taxa i;, tem-se que a taxa i, serd equivalente a 7,
no RCC, se e somente se

i = (1+i1)™ — 1,

em que ny € o numero de dias a que se refere a taxa iy.

3.7.2 Cenario 7

O ensino de taxas equivalentes acompanha a introducao a problemas que envolvem o RCC,
portanto, podendo ser proposto no 1° ano do nivel médio como uma opc¢ao. Chamamos a
atencao de que, em algumas das obras consultadas, ha a expressa recomendacao de que a
conversao do prazo seja preferivel a conversao da taxa de juros, o que torna a conversao
da taxa no RCC imprescindivel apenas em casos de financiamentos com prestacoes, como

sera visto em secao especifica mais adiante.

3.7.3 Sequéncia didatica

O professor traz a foto do verso de um extrato de cartao de crédito no qual estao registra-
das as taxas mensal e anual que certo banco cobra, como os valores abaixo apresentados:
Taxa mensal do crédito rotativo do cartao: 11,38%;

Taxa anual do crédito rotativo do cartao: 264,49%.

E pergunta: “Vocés sabem o que é e como é utilizado um cartao de crédito?” Ouvir
as respostas, conciliando-as e concluir que o cartao de crédito é um meio de pagamento
utilizado para comprar bens e servicos, com limite maximo estabelecido pelo banco ou
empresa que o administra. Na data de vencimento contratada, o titular do cartao pode
pagar qualquer valor entre o valor da fatura e um valor minimo, sendo que sobre o valor
nao pago nesta data incorrerao juros compostos até a data da quitagao da divida. O pro-

fessor deve enfatizar que as taxas de juros praticadas nesta modalidade de crédito estao
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entre as mais altas do mercado, ou seja, o titular deve evitar pagar um valor menor que
o valor total da fatura para nao ter de pagar juros tao altos. Apods esta explicagao, o
professor deve perguntar: “Pessoal, se a taxa de juros mensal do cartao é de 11,38%, por
que a mesma taxa, quando anual, é de 264,49%7 Serd que existe alguma relagao entre as
duas? Sera que podemos obter uma a partir da outra? E propor o seguinte raciocinio:
“Imaginemos que o cliente deixe de pagar a fatura de R$ 100,00 por um més, quanto
pagard de juros?” a resposta é R$11,38. E continuar: “Mas e se dever o mesmo valor por
dois meses, quanto pagara de juros? Lembrem-se de que estamos falando da capitalizacao
composta mensal, portanto, os juros agregados ao capital no fim do primeiro meés servirao
também como base de cédlculo para a formacao dos juros do segundo mes”. Os alunos
deverao trazer o célculo 111,38 x 1,1138 = 124,06 . E o professor continua: “este valor
de 124,06 indica que, considerando o periodo de dois meses, qual serd a taxa bimestral
cobrada?” Os cédlculos demonstram que a taxa bimestral é de 24,06%. O professor deve
apresentar essa conclusao e comecar a discussao: “Observem que a taxa bimestral nao é
obtida apenas multiplicando a taxa mensal por dois (como o que seria feito no RCS) mas
calculando qual é o montante obtido para dois meses com a taxa mensal e calculando o
crescimento percentual do capital original. Se continuarmos com este raciocinio para treés,
quatro, cinco,..., doze meses, teremos:”

Para trés meses, M = 100 x (1 +0,1138)% = 138,17 o que indica uma taxa trimestral de
38,17%.

Para quatro meses, M = 100 x (1+0,1138)* = 153,90 o que indica uma taxa quadrimes-
tral de 53,90%.

E para 12 meses, M = 100 x (1 + 0,1138)'? = 364,49 o que indica uma taxa anual de
264,49%

E o professor deve enfatizar: “Vocés perceberam a taxa obtida para o periodo de 12 meses
ou 1 ano? Exatamente a taxa indicada no extrato do cartao para o periodo de um ano.
Mas sera que devemos fazer todo esse calculo para a obtencao dessa taxa anual? Sera que
nao existe uma relacao matematica entre a taxa mensal e a taxa anual?” E concluir: “Ora,
a taxa anual de 264,49% gera o mesmo montante que a taxa mensal de 11,38% quando
aplicadas sobre o mesmo capital durante o mesmo prazo. Vejam que este é o conceito de
taxas equivalentes que vimos no RCS, s6 que naquele regime, as taxas equivalentes eram
obtidas proporcionalmente, ou seja, se o prazo dobrava, a taxa dobrava, e assim, suces-
sivamente. S6 que aqui, no RCC, a relacao entre taxas equivalentes nao é proporcional.
Vejamos , entao como fica a relagao entre as taxas mensal e anual equivalentes. Do fato
de produzirem o mesmo montante apds o mesmo prazo, tomando, por exemplo, o prazo

de dois anos, escrevemos

Cx (14ip,)* =C x (141,)?
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e como o capital é o mesmo, tem-se que
(1+im) = (1+1i4)2

Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados da igualdade, obtemos
(1 + Z'm)lz =(1+ @'a)l,

de onde concluimos que
Go = (1+ipy)? —1.

Ora, a taxa anual acima foi obtida pela capitalizacdo da taxa mensal por doze meses (a
quantidade de meses em um ano). Chegariamos a algum resultado diferente se o prazo
considerado incialmente fosse diferente, por exemplo, 5 anos, 10 anos, 20 anos, etc?” O
professor deve, nesse momento, deixar cada aluno partir de um prazo diferente para que
todos cheguem a mesma relagao simplificada e concluirem que a taxa anual é obtida a
partir da capitalizacao da taxa mensal por doze meses, porque 1 ano equivale a doze
meses. E continuar: “Observem que esta relacao de proporcionalidade entre os prazos
para obtencao de taxas equivalentes no RCC é muito ttil. Por exemplo, se um meés
equivale a 30 dias, devemos capitalizar a taxa diaria por 30 dias para a obtencao da taxa

mensal equivalente a taxa diaria dada, ou seja
im = (141ig)* — 1

Ou, no caminho inverso, como obter a taxa didria a partir da taxa mensal? A partir da
igualdade anterior,
L+, = (1+ig)%

E extraindo a raiz de indice trinta de ambos os lados da igualdade, chegamos a:

ig = (1+ip)® — 1

Ou seja, a taxa mensal devera ser capitalizada por % do meés para obtencao da taxa
didria equivalente. Vamos, entao, a partir de raciocinios semelhantes ao que fizemos até
agora, chegar a outras relagoes entre taxas equivalentes que se referem aos mais diversos
periodos”. O professor deve entao sugerir alguns exercicios. Os que seguem abaixo podem

ser resolvidos em sala de aula para reforcar a aprendizagem do conceito:

1. Qual é a taxa anual equivalente & taxa mensal de 2%?
RESOLUCAO:

Utilizando a relagao obtida entre taxa mensal e taxa anual, tem-se que

i = (1 +ipy)? —1.



46

Substituindo a taxa de 2% ao més: i, = (1+0,02)' —1 | chegamos & conclusao que
1o = 0,268242. E, por fim, multiplicamos por 100 para obtermos a taxa na forma
percentual i, = 26, 8242%.

. Qual é a taxa semestral equivalente a taxa didria de 0,18%7
RESOLUCAO:
Sabemos que um semestre é equivalente a 180 dias. Portanto, devemos capitalizar

a taxa diaria por 180 dias. Assim,
is = (14+14q9)"% — 1

Substituindo a taxa de 0,18% ao dia: i, = (140,0018)'° —1 | chegamos & conclusao
que: i, = 0,382245. E, por fim, multiplicamos por 100 para obtermos a taxa na

forma percentual i, = 38,2245%.

. Qual é a taxa para 8 meses que é equivalente a taxa quinzenal de 0,8%7
RESOLUCAO:
8x30 _

Sabemos que oito meses ¢ equivalente a =5z~ = 16 quinzenas. Portanto, devemos

capitalizar a taxa quinzenal por 16 quinzenas. Assim:

. . . 16
ZparaSmeses - (1 + uninzenal) — 1.

Substituindo a taxa de 0,8% para uma quinzena: ipsra 8 meses = (1+0,008)1¢ —1
, chegamos a conclusao que: ipgrq8meses = 0, 135974, E, por fim, multiplicamos por

100 para obtermos a taxa na forma percentual ip,,q 8 meses = 13, 5974%.

. Qual é a taxa trimestral que é equivalente a taxa quadrimestral de 20%?
RESOLUCAO:
Sabemos que um trimestre equivale a 3/4 de um quadrimestre. Portanto, devemos

capitalizar a taxa quadrimestral de 20% por 3/4 de um quadrimestre. Assim,

o

i = (141ig)7 — 1

Substituindo a taxa de 20% para um quadrimestre: i; = (1 + 0, 20)% — 1, chegamos
a conclusao que: i; = 0,146531. Multiplicando por 100, obtemos a taxa na forma
percentual: 7, = 14,6531%.

. Qual é a taxa para 6 dias que é equivalente a taxa de 32% para 78 dias?
RESOLUCAO:
Sabemos que seis dias equivale a 6/78 do periodo de 78 dias. Portanto, devemos

capitalizar a taxa de 32% por 6/78 do prazo de 78 dias. Assim,

) . 5
G6dias = (1 + i78dias) ™ — 1
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Substituindo a taxa de 32% para 78 dias: ig gias = (1 + 0,32)7% — 1, chegamos
a conclusao que: 7gg44s = 0,0216. Multiplicamos por 100 para obtermos a taxa na

forma percentual iggiqs = 2, 16%.

3.7.4 O que deve ser evitado

Entendemos que o tratamento das taxas equivalentes deve ser o mais intuitivo
possivel para os alunos. A férmula final a que chegamos quando da exposicao do conceito
nao deve ser fornecida como “férmula magica” para as conversoes. O aluno, entretanto,
como realizado nos exercicios, deve buscar a relagao existente entre os periodos e utiliza-la

para efetuar a conversao.

3.8 Calculo do nimero de periodos no RCC

3.8.1 Conceito

A teoria vista nas sequéncias anteriores permitiu o calculo das variaveis capital,
montante, juros e taxa de juros em aplicagoes no RCC. Para o calculo do nimero de
periodos n no RCC é necessaria a aplicacao do conceito de logaritmo de um nimero real
positivo. Assim, para o capital C' aplicado a taxa i pelo periodo n ja vimos que o montante
M é obtido por

M=Cx(1+1)"

Para a obtencao do valor de n, segue-se a manipulacao algébrica:

() =+

aplicando logaritmo decimal a ambos os lados da igualdade, tem-se que

M
log <6> = log(1+1)",

utilizando a propriedade de logaritmo de uma poténcia,

M
log (6) =n x log(1+1),

"= log(1+1)’

e asssim

que também pode ser escrita
_logM —logC

log(1 +1)
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3.8.2 Cenario 8

O conceito de logaritmo e suas propriedades operatorias sao estudados geralmente
no 2° ano do nivel médio. Nesse momento, o calculo do niimero de periodos no RCC é

uma aplicacao extremamente adequada desse conceito matematico.

3.8.3 Sequéncia didatica

Apés o estudo do conceito e das propriedades operatorias do logaritmo, o professor
. I . . .

pode lancar a seguinte provocagao: “Quando estudamos fungoes exponenciais verificamos
que as operacoes de investimentos no RCC sao aplicagoes do conceito de fungoes expo-
nenciais.” O professor deve apresentar um exemplo para trazer a meméria dos alunos
os calculos dos juros compostos, do montante, do capital e da taxa no RCC. Depois dos
calculos, fazer a seguinte pergunta: “Como poderiamos utilizar o conceito de logaritmo
aqui para calcularmos o prazo de uma aplicacdo financeira no regime de capitalizagao
composta?” E propor o seguinte desafio: “Quanto tempo sera necessario para que um
capital triplique de valor se ele for aplicado a taxa de 60% ao ano no regime composto de

capitalizagao?” Apos algum tempo, expor a resolucao no quadro
M=Cx(1+1i)".
Como o capital triplicara de valor, M = 3 x C, e assim
3xC=Cx(1+0,60)"

3=(1,6)",
aplicando logaritmo a ambos os lados da igualdade
log3 =log(1,6)",
aplicando a propriedade ja estudada de logaritmo da poténcia,
log3 =n x log(1,6),
de onde
log3

n= :
logl, 6

Utilizando a fun¢ao LOG ( ou a fun¢ao LN de logaritmo natural ou neperiano) da méquina

cientifica, digitamos:
LOG 3 / LOG 1,6 =
Encontramos 2,34 anos, aproximadamente, pois o prazo refere-se a mesma unidade de

tempo da taxa anual de 60% utilizada. Expressando o valor encontrado de uma maneira
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mais apresentavel, encontramos 2 anos, 4 meses e dois dias.
A sequéncia seguinte é uma sugestao de exercicios que poderao ser utilizados para reforcar

a utilizagao do conceito de logaritmo.

1. Apds quantos dias o capital de R$ 2.000,00 gera juros compostos iguais a R$ 80,00
quando aplicado a taxa de 60% ao ano?
RESOLUCAO: Se o capital ¢ igual a R$2.000,00 e os juros compostos R$ 80,00 ,
tem-se que M = 2080. Assim,

M=Cx(1+i)",

2080 = 2000.(1 + 0,60)™,
2080
— = (1,6)"
2000 (1,6)%,
1,04 =1,6",
donde
_ log1,04
~ logl,6’
e, portanto, n = 0,08345 ano, o que equivale a 30 dias.

RESPOSTA: 30 dias.

2. Quantos dias sao necesséarios para que um capital aplicado a taxa de 40% ao semestre
produza juros compostos iguais a 30% de si mesmo?
RESOLUQAO: Seja C um capital produzindo juros compostos iguais a 30% de si

mesmo. O montante obtido sera de 1,3C. Assim,
M=Cx(1+1i)"

1,3 x C=Cx(1+0,40)"

1,3C
——— = (1,4)"
C ( ? )
1,3=(1,4)",
donde
- logl,3
~ logl, 4

e, portanto, n = 0, 77975 semestre, o que equivale a 140,35 dias.
RESPOSTA: 140 dias.

3. Dois capitais, R$ 18.000,00 e R$ 23.500,00 foram aplicados no RCC, respectiva-
mente, as taxas de 40% ao ano e de 12% ao ano. Apds quanto tempo as aplicacoes

apresentarao o mesmo saldo?
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RESOLUCAOQO: Como os montantes das aplicacdes serdo iguais apés n perfodos,
teremos
18000 x (14 0,4)™ = 230000 x (1+0,12)"
1,4 23000
1,127 18000
1,25" = 1,27,

e assim _
_ logl,27

n=-——m—:m—,
logl, 25
donde n = 1,02 ano e, portanto, n = 367, 9 dias.
RESPOSTA: 368 dias.

. Dois capitais, R$ 18.000, 00 e R$ 23.500,00 foram aplicados no RCC, respectiva-
mente, as taxas de 40% ao ano e de 15% ao semestre. Apds quanto tempo as
aplicagoes apresentarao o mesmo saldo?

RESOLUCAO: Obtendo a taxa anual equivalente & taxa de 15% ao semestre

(1+is)? = (1+1i,)"
(14+0,15)* -1 =1,
32,25% = i,.
E como os montantes das aplicagoes serao o mesmo apds n periodos, teremos

18000 x (1 + 0,4)™ = 230000 x (1 + 0,3225)"

1,4 23000
1,3225" 18000
1,0586" = 1,27.

E assim _
_ logl,27

"= Jogl, 0586’
donde n = 4, 3044 anos e, portanto, n = 1549, 58 dias.
RESPOSTA: 1550 dias ou 4 anos, 3 meses e 20 dias.

3.8.4 Recomendacgoes para o tratamento proposto

Como em todos os calculos com juros compostos realizados neste trabalho, a uti-
lizacao da calculadora cientifica é de fundamental importancia para o calculo de

prazos no RCC.
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3.9 Desconto composto racional

3.9.1 Conceito

De uma maneira geral, toda operacao financeira que gera uma divida a ser paga
em uma data futura gera também um documento chamado titulo de crédito. Ha diversos
tipos de titulos de crédito e a depender da finalidade de sua existéncia, ha também diversos
aspectos juridicos que compoem a constituicao, a titularidade, a autonomia e a circulacao
do mesmo mas, de uma maneira geral, em um titulo de crédito, estao registrados os
nomes do devedor, o nome do credor, o valor a ser pago e data em que a divida deve
ser paga. Se este titulo for negociado em uma data anterior a data do seu vencimento,
os juros equivalentes ao periodo de antecipacao deverao ser abatidos do valor do titulo.
Esse abatimento é chamado de desconto. Na direcao oposta, se for negociado entre as
partes renovacao da divida, o titulo podera ser substituido por outro que “empurre” o
pagamento da divida para uma data posterior a data de vencimento do primeiro titulo.
A figura apresenta as notagoes geralmente utilizadas para os valores de um titulo, o

valor atual e o valor futuro do mesmo.

WF
! WFo

l "‘u"'."i'l.z = "'u'IIFj_
Wiy Vi

Figura 3.8: Diagrama de Fluxos de Caixa com Valores atual e futuro de um Titulo de Crédito
Fonte: Softwares: Microsoft Office Word 2007 e Paint Brush(30 de agosto de 2015)
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A relagao entre o valor atual (VA) e o valor futuro (VF) de um titulo é a mesma
que existe entre o Capital aplicado e o Montante de uma aplicacao no RCC, ou seja,
VF = VA X (1+14)" na qual i é a taxa de juros ou de desconto, n é o intervalo de
tempo entre as datas a que se referem o valor atual VA e o valor futuro VF do titulo.
Definidos dessa maneira, chama-se DESCONTO COMPOSTO RACIONAL a diferenca
entre o Valor Futuro e o Valor Atual de um titulo, ou seja, DCR = VF - VA. Assim, se
desejarmos saber a taxa da operacao de desconto de um titulo, basta partirmos da relagao

original VF =V A.(1 + )" para verificarmos que

. (%)(i)_l

De maneirara semelhante, partindo da relagao original e utilizando o conceito de logaritmo
ja aplicado em sequéncia didatica anterior, se desejarmos calcular o prazo de antecipacao

entre as datas a que se referem o valor atual e o valor futuro de um titulo, teremos que

oo (YE
“\va

log(1+1)

Y

ou, escrito de outra maneira,

_log(VF) —log(VA)
B log(1+ 1)

)

e para o calculo do Valor Atual do titulo, teremos

VF
VA= —.
(144)"
Fica claro, portanto, que do ponto de vista algébrico, a obten¢ao do valor de qualquer uma
das quatro varidveis (V A, V F,ien) ndo traz nenhuma novidade para o célculo, apenas a

contextualizacao do desconto de titulos no RCC.

3.9.2 Cenario 9

Como os calculos que envolvem desconto composto racional de titulos nao trazem
novidade algébrica alguma, o assunto pode ser apresentado aos alunos do 2° ano do nivel
médio que ja estudaram fungoes exponenciais e logaritmos, com as devidas aplicacoes

desses contetudos a Matematica Financeira, como proposto neste trabalho.

3.9.3 Sequéncia didatica

Apoés a resolucao de diversos problemas no RCC, como visto nas sequéncias anterio-

res, o professor pode propor a seguinte atividade: “ Vamos agora aplicar os conhecimentos
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que adquirimos no RCC para resolver problemas que envolvem operacoes de descontos de
titulos de crédito. Antes de estudar essas operacoes, procurem ai no smartphone conec-
tado a internet, nas ferramentas de busca, o que é um titulo de crédito”. Apds ouvir as
diversas contribuigoes dos alunos, inclusive com exemplos de denominacoes dos diversos
tipos de titulos de crédito existentes no mercado financeiro, o professor tentara sintetizar
a ideia de que um titulo de crédito é um documento no qual esta registrado o compro-
misso de pagamento de certo valor a determinado beneficiario (que pode estar identficado
no documento, ou nao, se o titulo for ao portador). O professor deve enfatizar que, no
que interessa a Matematica Financeira, o calculo do valor do titulo em datas anteriores e
posteriores a data de vencimento nele indicada é que é o foco do estudo. Nesse sentido,
o professor deve apresentar o diagrama de fluxos de caixa da Figura 4.6 e enfatizar que a
relacao entre o valor atual e o valor futuro de um titulo é idéntica a relacao entre o capital
e o montante, respectivamente, em uma aplicacao no RCC. E como consequéncia, deverao
ser utilizadas as mesmas relagoes obtidas no RCC bastando substituir o C' pelo VA e o
M pelo VF. O professor enfatizara também que a diferenca entre o VF e o V A do titulo,
relacionados da maneira com esta exposta, serd chamada de DESCONTO COMPOSTO
RACIONAL, ou seja, DCR = VF — VA. A seguir, deixamos alguns exercicios como

sugestao para fortalecimento da aprendizagem.

1. Determine o desconto composto racional que um titulo sofrerd sabendo que seu valor
na data de vencimento estava estabelecido em R$ 15.000,00 e que foi descontado a
taxa de 3% ao meés, quatro meses antes data de vencimento.

RESOLUCAO:

Como VF = VA.(1+4)" temos que: 15000 = VA.(1+ 0,03)*, e, portanto

VA = 13327,31 e o desconto composto racional, DC'R, serd dado por DCR =
15000 — 13327,31 = 1672, 69.

RESPOSTA: DCR = R$1.672,69.

2. Uma debénture de valor futuro estabelecido em R$3.000,00 foi negociada 8 meses
antes do seu vencimento pelo valor de R$2.350,00. Que taxa anual de desconto

composto racional foi utilizada na operacao?

RESOLUCAO:
1 1
Como i = (%)(5) — 1, temos que i = (%)(g) —1.

E, com o auxilio da méaquina cientifica: ¢ = 0,03099 ao més. Como desejamos
saber qual é a taxa anual, capitalizaremos a taxa mensal por doze meses. Assim,
Ganual = (1 +0,03099)1% — 1 0 que nos conduz a taxa anual de 44, 24%.
RESPOSTA: i,,,a = 44,24%

3. Uma letra de cambio sofreu um desconto composto racional de R$ 400,00 sendo por
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ela paga a quantia de R$ 2.800,00. Sabendo que a taxa utilizada para a operacao
de desconto foi de 62% ao ano, qual foi o prazo de antecipacao da operacao?
RESOLUCAO:

Como DCR = 400 e o VA = 2800, tem-se que VF = 3200. Assim, o prazo de

antecipacao é dado por
I VF
0 —
I\va

log(1+1)

E, substituindo as informagoes fornecidas,

1o (3200
9\ 2300

" J0g(110,62)°

n =

Com o auxilio da calculadora, n = 0,2768 do ano = 99, 64 dias.
RESPOSTA: n =100 dias.

. Para pagar a divida referente a uma compra realizada hoje, o comprador propoe
ao vendedor a seguinte forma de pagamentos: trés cheques pré-datados, o primeiro
no valor de R$ 4.000,00 a ser pago em trés meses, e os outros dois no valor de
R$ 6.000, 00, cada, com vencimentos em cinco e oito meses. Considerando que a
taxa contratada entre as partes foi de 3,5% ao més, qual é o valor atual da divida
que deu origem aos valores dos cheques?

RESOLUCAO:

Para o cédlculo do valor atual total V Ay da divida (na data de hoje), devemos
considerar que este é igual a soma dos valores atuais V' A; dos cheques pré-datados

que pagarao a divida. Portanto,
VAr =VA + VA, + VAs;.

Como VA = %, tem-se que

VF1 i VFQ + VFS
e N

VAr =

e substituindo as informacoes fornecidas,

4000 6000 6000
VAp = — 13216, 08.
T 70,0357 (10,0350 (110,035 ’

RESPOSTA: A compra foi no valor de R$13.216, 08.
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5. Uma divida de R$ 12.000,00 que vence hoje é renegociada para ser paga com duas
notas promissérias, ambas com o mesmo valor de R$ 6.400,00, a primeira com ven-
cimento para de hoje a 1 ano e a segunda para de hoje a dois anos. Qual foi a taxa
anual de desconto composto racional utilizada?

RESOLUCAO:
No caso, como as duas notas promissérias pagam a divida, sendo utilizada a taxa i,
a soma dos valores atuais das duas notas devera ser igual ao valor atual (de hoje)

da divida, ou seja,

12000 =V A; + VA,

e como VA= % temos que
VFy VF,
12000 = — + —,
I+ (1449
e assim
6400 6400

12000 =

(1+d)! * (1+4)%
Substituindo (1 + ¢) por z

19000 — 6400 L 64(2)0
x x

obtemos a equacao 1,87522 —x — 1 = 0, cujas raizes sao x; = 1,0441269 e x5 =
—0,51079. Como z = (1 + i), e como 86 existem taxas de juros positivas, tem-se
que:

RESPOSTA: i = 4,41% ao ano, aproximadamente.

3.9.4 Recomendacgoes para o tratamento proposto

A aprendizagem do desconto composto racional é apenas uma preparacao para
o estudo de modelos de financiamentos, de poupanca e de sistemas de amortizacao. O
estudo mais complexo de substituicao de um conjunto de titulos por outro conjunto no
regime composto é uma complicacao que acreditamos ser desnecessaria nesta fase de

aprendizagem da disciplina.

3.10 Séries de Pagamentos - Financiamentos

3.10.1 Conceito

Seja a divida de valor PV financiada em um niumero n de prestacoes periddicas

(com intervalo de tempo igual entre as prestagoes) de mesmo valor PM T, sendo utilizada
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a taxa de juros ¢ com a primeira prestacao sendo paga um periodo apds a constituicao da
divida ( chamada série de pagamentos imediatos e postecipados). Considerando a data

focal zero, pelo que foi estudado nas operacoes de desconto composto racional, tem-se que

PV: VAl +VA2+VA3+ +VAn,

e como VA = %, tem-se que
P — PMT . PMT L PMT T PMT
S+ (1492 (1403 (140
1 1 1 1
PV = PMT i — 1
“laror Tarme Taxr T T arge @

Mas a expressao entre colchetes é a soma S,, dos n termos da progressao geométrica na

qual o primeiro termo a; é igual a ﬁ, que também ¢é o valor r da razao da PG. Como

a soma S, dos n termos de uma PG de razao r é dada por

Sn:alx(r”—l)

ecomoalzrzﬁ,

multiplicando e dividindo a fragao por (1 + ), a igualdade fica
(&) 1]
1—(1+4)
e assim, multiplicando e dividindo por —1
[1- ()]

Sy = —"7"7—,
]

Sp =

ou, na notagao mais comumente utilizada,

1—(1412)™"

1
Substituindo esta expressao na eq.1, chega-se a
I—(140™

7

PV = PMT x

3.10.2 Cenario 10

Séries de pagamentos fixos, periddicos e finitos sao uma aplicagao direta do conceito
de progressao geométrica de termos finitos que é um conteido estudado no 2° ano do nivel
médio. A utilizagao de célculos envolvendo financiamentos como consequéncia do conceito
de uma PG de termos finitos é uma excelente forma de discutir um assunto que esta mais

préximo da realidade de qualquer cidadao.
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3.10.3 Sequéncia didatica

Apoés a apresentacao do assunto PG e a realizacao de vérios exercicios, o professor
pode comecar um encontro perguntando: “Quem aqui ja comprou alguma coisa a prazo
ou sabe se o pai ou mae ja comprou alguma coisa a prazo, pagando prestacoes?” Ouvir os
relatos e depois sugerir a seguinte situacao problema: “Imaginem que fossemos comprar
um smartphone cujo preco a vista fosse R$ 800,00 e o vendedor nos dissesse que poderia
dividir a venda em cinco prestagoes fixas mensais sem entrada podendo a primeira ser
paga daqui a um meés. Imagine que ele apenas ressalte que seria cobrada uma taxa de
juros de 4% ao més. Serd que o que ja conhecemos de Matemética Financeira (o que
vimos de desconto composto racional) é o suficiente para podermos calcular o valor da
prestacao que devera ser paga? Vamos la: pelo que ja conhecemos de Desconto Composto
Racional, sabemos que, indicando o valor a vista do aparelho por V Ar, e que sera pago

em cinco prestagoes mensais fixas e iguais
VAp =VA + VA + VA3 + VA, + VA;

Em que VA, é o valor atual da prestacao constante k. Observem, as prestacoes tém o
mesmo valor, mas como serao descapitalizadas por periodos diferentes, seus valores atuais
nao serao iguais, sendo que a soma dos mesmos resultard exatamente no valor atual da
compra (o preco a vista do aparelho). Se indicarmos o valor de cada prestagao por X,

escreveremos a igualdade acima da seguinte maneira:

X X X X X
T L G A SR R G W T R
Como i = 4% ao més e o valor a vista é R$ 800,00,

800 = X + X + X + X + X
1,04 1,042 1,043  1,04* 1,045

800 = 4,45182.X

VAr =

X =179,70

Agora, imaginemos que, se em vez de cinco prestacoes, fossem doze prestacoes, poderiamos
fazer o célculo do mesmo jeito? Sim, claro que poderiamos. O problema é: sera que nao
existe alguma relacao, alguma formula que possa resumir essa quantidade enorme de
termos de uma soma? Imaginem entao se a compra fosse financiada em 60 meses, como
no caso de financiamento de automoéveis? E em 240 meses, como nos financiamentos da
casa prépria? Se observarmos atentamente, os termos da soma que efetuamos ha pouco
sao termos de uma PG. Vamos aplicar o que aprendemos sobre PG para obtermos o valor
de cada prestagao na compra do smartphone. Na equagao

X X X X X

- - - +

800 =
1,04 1,042 " 1,043 ' 1,04 ' 1,045
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1 1 1 1 1
800 = X
1od "o o T ot T om0

observem que cada termo da adigao entre colchetes corresponde a um termo de uma PG

com cinco termos (n=>5), para a qual, tanto o primeiro termo quanto a razao sdo iguais a

—L_ Aplicando a férmula ji deduzida para a soma dos termos de uma PG,

1,04°
X (r* —1
S, = ay X (r )
r—1
obtemos .
1 1
o i) )
Sy = T
1,04

Podemos fazer esses calculos utilizando a calculadora, mas vamos tentar simplifica-la para
tentar visualizar uma generalizacao. Assim, vamos multiplicar e dividir a fragao por 1,04,

do que resulta em

S _
T 11,04
1—1,045
g, — _L0%
°T 0,047
e, multiplicando e dividindo por -1,

1,04° —1
5’5 — ’—’
1,045 x 0,04

agora, vamos multiplicar e dividir por 1,04~° obtendo

o 1-1,04  1—(140,04)7°
T 0,04 0,04

E, resolvendo a questao fornecida

1—1,0475
0,04

800 = 4,45182.X

800 = X.

X = 179, 70.

O professor deve entao complementar: “Observem que, como 0,04 é o valor da taxa
unitaria ¢ e 5 é o valor do n, podemos afirmar que, se uma divida de valor PV for
financiada a taxa ¢ em n prestagoes fixas e periddicas iguais a PMT, entao”
1—(149)™

- .

PV =PMT x

E continuando: “Vamos a utilizar esta relacao para resolver problemas que envolvem

financiamentos.”
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1. O preco a vista de um automével é R$ 45.000,00. Ele serd financiado com o pa-
gamento de 60 prestacoes mensais iguais sendo cobrada uma taxa de 1,5% ao més.
Calcule o valor da prestagao.

RESOLUCAO:

Como PV = PMT x ﬂ

1

, tem-se que

1— (14 0,015)76

4 = PMT
2000 X 0.015

Com o auxilio de uma calculadora cientifica,
45000 = PM'T x 39, 380269

PMT =1142,70

RESPOSTA: Prestacao = R$ 1.142,70

2. Um eletrodoméstico é financiado em 18 prestacoes mensais iguais a R$ 32,00 sendo
utilizada uma taxa de juros de 4% ao més. Calcule o preco a vista do bem.
RESOLUCAO:

Como PV — PMT x L=+

1

, tem-se que

1— (140,04)"18

PV = 32
% 0,04

Com o auxilio de uma calculadora cientifica,
PV =32 x 12,659297

PV = 405,10

RESPOSTA: Preco a vista = R$ 405,10.

3. Uma concessiondria realiza a seguinte promocao para aumentar suas vendas: “Es-
colha o modelo que deseja comprar, diga quanto podera pagar por meés e nds con-
seguimos na hora o financiamento pra vocé”. Augusto deseja comprar um modelo
cujo preco a vista é R$ 62.000,00. Para isso, pagara uma entrada equivalente a 20 %
do valor do automével e informa a concessionaria que poderd pagar uma prestagao
igual a R$900,00 . Calcule quantas prestacoes serao pagas para quitacao da divida
se a financeira cobra uma taxa de juros de 1% ao més.

RESOLUCAO:

Como seré paga uma entrada de 20%, serao financiados 80% do valor do automével,
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1—(140,01)™
ou seja, PV = 0,8 x 62000 = 49600. Assim, 49600 = 900 x ( 0+01’ ) . E
manipulando, ’
49600 x 0,01
—_— — =1-—(140,01)™"

0,551 =1—(1,01)™"

(1,01)™" = 0,448

log0, 448
~ logl,01
n = 80,5

RESPOSTA: Pagara 80 prestacoes de R$ 900,00 quitando R$49.399,39 e comple-
mentando a entrada com 49600,00 - 49399,39 = R$ 200,61

4. Uma geladeira é financiada em 18 prestacoes mensais de R$ 160,00 com a primeira
sendo paga como entrada. Se a loja cobra uma taxa de 3% ao més, qual é o valor a
vista do produto?

RESOLUCAO:
Como a primeira é dada como entrada, o financiamento serd de 17 prestacoes de

R$160,00. Assim,
B 1—(1+0,03)717
PV =160 x 0.03 , tem-se que

PV =160 x 13,166118

PV = 2106, 58

Como foi dada uma entrada de R$160,00, tem-se que o preco a vista do eletro-
doméstico é 2106,58 + 160 = 2266,58
RESPOSTA: Preco a vista = R$ 2.266,58

3.10.4 Recomendacoes para o tratamento proposto

Nessa sequéncia didatica nao foram resolvidos exercicios que solicitassem o célculo
da taxa cobrada em um financiamento. Esse calculo requer solugao de equacoes polinomi-
ais de grau elevado, o que foge totalmente aos objetivos do ensino no nivel bésico. A taxa
embutida em uma sequéncia de fluxos de caixa (séries de pagamentos ou de depdsitos) é
facilmente calculada com o auxilio de uma maquina financeira ou de planilhas eletronicas

(Excel, Calc, etc). Dedicamos uma sequéncia didatica especifica para este fim.
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3.11 Séries de Depésitos - Poupanca

3.11.1 Conceito

Seja uma sequéncia de n depdsitos periddicos (intervalos de tempo iguais entre
os depdsitos) de mesmo valor DEP remunerados a taxa de juros i efetuados no fim de
cada periodo (sendo identificada como uma série de depdésitos postecipados). A soma dos
valores atuais dos depdsitos ja é conhecida, considerando a relagao apresentada na ltima
sequéncia didatica, ou seja,
1—(144)™
i

PV =DEP x

Se desejamos determinar o valor futuro FV desses n depdsitos, basta capitalizar o valor

de PV por este prazo, ou seja,
FV =PV x (1+14)".

Aplicando PV nesta ultima equagao,

1—(1+i)™"
1

(1+4)" -1

7

FV = DEP x x (1+14)"

FV =DEP x

3.11.2 Cenario 11

Devido ao vinculo tedrico entre as séries de depdsitos e as séries de pagamentos, o
ensino daquelas pode ser uma sequéncia do ensino destas. Nesse sentido, o 2° ano do nivel

médio pode ser considerado o momento ideal para a aprendizagem das séries de depdsitos.

3.11.3 Sequéncia didatica

Apos a discussao feita sobre as séries de pagamentos, o professor pode comecar o
encontro propondo a seguinte tarefa a sala: “Vamos imaginar que queremos fazer uma
poupanca, uma reserva de dinheiro para poder gasta-la em uma certa data futura, por
exemplo, preciso pagar o licenciamento e o IPVA do meu carro que vence no ultimo dia
do meés nove do ano e pretendo realizar depdsitos mensais de mesmo valor, todo fim de
meés, a partir do fim do més trés com esta intencao. Se deverei pagar a quantia de R$
1.350,00 naquela data, quanto deverei depositar todo fim de meés a partir do mes trés, se
os depdsitos serao remunerados a taxa de 4% ao més?”. O professor deverd aguardar os
alunos pensarem e tentarem apresentar suas respostas. Nessa oportunidade, o professor

deve enfatizar um dos principios da Matematica Financeira segundo o qual valores datados
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em épocas diferentes nao poderao ser somados sem se considerar o efeito das taxas de juros.
Pensando nisso, o professor pode propor a seguinte solugao para o problema:

Conforme a Figura |3.9, o depdsito feito no mes trés sera capitalizado entres as datas 3
e 9, portanto, seis meses, o depodsito realizado no més quatro sera capitalizado entre as

datas 4 e 9, portanto, cinco meses, e assim sucessivamente.

-
Sete depdsitosiguais Maontante B/

de valor DEF dos depasitos:

Sl

32 4 5 &6 T 8 9 meses

Figura 3.9: Diagrama apresentando o Montante FV de uma série de depésitos no RCC
Fonte: Softwares: Microsoft Office Word 2007 e Paint Brush(1° de agosto de 2015)

Identificando como DEP o valor de cada depdsito e como FV=1350 o saldo da

poupanca imediatamente apods o ultimo depdsito, escreve-se
DEP x 1,04° + DEP x 1,04° + ...+ DEP x 1,04 + DEP x 1,04° = 1350

DEP x [1,04% +1,04° +1,04* + 1,04% + 1,04 + 1,04 + 1] = 1350.

Os seis primeiros termos da soma entre colchetes formam uma PG crescente (na soma
os termos aparecem na ordem decrescente) cujo primeiro termo é igual a razao da PG
que ¢é 1,04. Pelo que foi aprendido no estudo de progressoes geométricas, a soma dos seis
primeiros termos dessa PG é dada por

1,04 % (1,045 — 1)
N 1,04 —1 ’

Se

e substituindo Sg na equacgao anterior,

DEP x {1’04 f 51’2416 -, 1} — 1350,
que, reescrita "
DEP x [(1’04 _11024:; 1,04 1>] — 1350,
e, finalmente Lo 1
DEP x {%] = 1350.

O professor deve tentar generalizar com os alunos que, dados n depésitos peridédicos (com

intervalo de tempo igual entre cada depdsito) de mesmo valor DEP, remunerados a taxa
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i, o saldo montante obtido, imediatamente apds o tltimo depdsito, sera calculado pela

FV = DEP x {w} .

relacao

]

E, para finalizar, calcular o valor DEP do depdsito que resolve a questao proposta,
DEP x 7,898294 = 1350

DEP = 170, 92.

Portanto, deverao ser efetuados sete depdsitos iguais a R$ 170,92 para que seja obtido o
saldo montante de R$ 1.350,00, imediatamente apds o tltimo depdsito. Para fortalecer a
aprendizagem, o professor apresentara outros problemas de séries de depdsitos. Abaixo

seguem alguns propostos.

1. Qual serd o saldo acumulado se forem realizados depdsitos mensais por dois anos e
meio, todo fim de meés, iguais a R$ 300,00 remunerados a taxa de 2% ao més?
RESOLUCAO:

Dois anos e meio correspondem a 30 meses. Utilizando a relagao obtida

FV = DEP x {—(1 i) - 1)} ,

i
e substituindo as informacoes, chegamos a

(1+0,02)3 — 1)
0,02

FV =300 x { } = 300 x 40, 568079.

RESPOSTA: Valor acumulado de R$ 12.170,42.

2. Que valor deve ser depositado todo fim de més durante dez anos para que seja
obtido o montante de R$ 500.000,00 (meio milhao de reais) se os depdsitos serao
remunerados a taxa de 1% ao més?

RESOLUCAO:
Durante dez anos serao realizados 10 x 12 = 120 dep¢sitos. Utilizando a relagao

obtida

FV = DEP x {—(1 H); — 1)} ,

e substituindo as informacoes, chega-se a

(140,012 — 1)
0,01

500000 = DEP x [ ] = 500000 = DEP x 230,038689.

RESPOSTA: Valor de cada depésito: R$ 2.173,55.
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3. Quantos depdsitos de valor R$ 500,00 devem ser realizados para que seja acumulada
a quantia de R$ 100.000,00 se os depdsitos serao remunerados a taxa de 1,5% ao
mes”?

RESOLUCAO:
Utilizando a relacao obtida

FV = DEP x [w}

1

e substituindo as informacoes, chega-se a

(1+0,015)" —1)] 100000 x 0,015
100000 = 500 —1,015" — 1
% 0,015 500 ’
1,015" — 4
log4
_ 99" 9311
" logl oty Y

RESPOSTA: Com 93 depdsitos serd alcancado o montante de R$99.779,73 e com
94 depdsitos o montante de R$ 101.776,43

4. Por trés anos, no fim de cada um dos quatro primeiros meses de cada ano, o sr.
Antonio realizard depdsitos iguais a R$ 5.400,00 cada num banco que remunera os
depdsitos a taxa de 0,8% ao més. No fim do terceiro ano qual serd o saldo acumulado
como resultado desses depdsitos?

RESOLUCAO:
Como serao realizados quatro depdsitos por ano, o montante acumulado em cada
ano, apos o quarto deposito, sera

(1+0,008)* — 1)

0,008 ’

FV = 5400 x

ou seja,
FV = 5400 x 4,048256512 = 21860, 59.

O saldo obtido no fim do quarto més do primeiro ano serd remunerado a taxa
de 0,8% ao més, por 32 meses, até o fim do terceiro ano. Portanto, FV; =
21860, 59 x 1,00832 = 28209, 72.
O saldo obtido no fim do quarto més do segundo ano sera remunerado a taxa
de 0,8% ao més, por 20 meses, até o fim do terceiro ano. Portanto, FV, =
21860, 59 x 1,008%° = 25637, 31.
O saldo obtido no fim do quarto més do terceiro ano serd remunerado a taxa de
0,8% ao més por apenas 8 meses até o fim do terceiro ano. Portanto, FV; =
21860, 59 x 1,008% = 23299, 48.
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Dessa maneira, o saldo acumulado apds os trés anos é a soma dos montantes F'V7,
FV5 e F'V3 obtidos, ou seja:
RESPOSTA: Valor acumulado de R$ 77.146,51.

3.11.4 Recomendacoes para o tratamento proposto

De maneira semelhante e pelo mesmo motivo exposto na sequéncia didatica ante-
rior, nao foram resolvidos exercicios que solicitassem o calculo da taxa que remunera uma

sequéncia de depdsitos de igual valor.

3.12 Sistemas de Amortizacao

3.12.1 Conceito

Sistema de amortizacao ¢ um demonstrativo em forma de planilha da evolugao da
quitacao de uma divida ao longo do tempo. Para a elaboragao da planilha, é necessario o
entendimento de alguns conceitos. Sao eles:

Saldo devedor da divida: ¢é o estado da divida em determinado momento;
Prestacao: ¢ o valor que, em quase todos os casos, ¢ pago periodicamente com a intencao
de quitar o saldo devedor da divida e dos outros encargos;

Parcela de Juros: ¢é a parte da prestacao que remunera o capital emprestado;
Parcela de amortizacao: ¢é a parte da prestacao que reduz o saldo devedor da divida;
Outros encargos: seguros, taxas administrativas, fundos de compensacao e outras
cotas que podem compor a prestacao.

Independente da modalidade de amortizacao adotada, dois principios sao sempre obede-
cidos na elaboracao das planilhas. Sao eles:

Primeiro: do saldo devedor da divida é deduzida apenas a parcela de amortizacao.
Segundo: os juros que compoem uma prestacao de ordem k sao obtidos sempre multi-
plicando a taxa de juros i pelo saldo devedor do periodo k-1. Dentre vérios sistemas de
amortizacao defendidos pela teoria, dois destacam-se pela grande utiilizacao na pratica
para a quitacao de varias espécies de financiamentos. O primeiro é o Sistema de Amor-
tizacao Constante, o SAC, que, como o préprio nome sugere, é caracterizado por produzir
prestacoes nas quais as parcelas de amortizagao sao fixas, constantes. O segundo é
o Sistema Francés de Amortizacao, SFA, cuja caracteristica principal é a producao de
prestacoes fixas.

Com a intengao de simplificar a discussao, elaboramos planilhas com apenas cinco colu-

nas: Periodo, Saldo devedor, Parcela de Amortizacao, Parcela de Juros e Prestacao. Com
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esta intencao também, serao elaboradas duas planilhas, uma do SAC e outra do SFA,
para quitar uma divida de R$ 100.000,00 em quatro prestacoes anuais, sendo cobrada

uma taxa de 8% ao ano.

SISTEMA DE AMORTIZACAO CONSTANTE - SAC

Como ja foi exposto, a caracteristica deste sistema é a producao de parcelas de
amortizagao fixas. Inicialmente, a planilha ¢é iniciada com a indicagao do saldo devedor,

como induz a tabela [3.10

Tabela 3.10: SAC

N SD AMORT | JUROS | PMT
0 | 100000

Como as parcelas de amortizacao sao constantes, e sao em numero de quatro, cada
parcela de amortizacao valerd R$25.000,00 (100.000 = 4), como indica a tabela

Tabela 3.11: SAC

N SD AMORT | JUROS | PMT
0 | 100000

1 25000

2 25000

3 25000

4 25000

Conhecidas as parcelas de amortizacao, os saldos devedores também ficarao conhe-

cidos, como apresentado na tabela [3.12

Tabela 3.12: SAC

N SD AMORT | JUROS | PMT
0 | 100000

1 | 75000 25000
2

3

4

50000 25000
25000 25000
0 25000

Como os juros que compoem a prestacao de ordem k sao obtidos sempre multipli-

cando a taxa de juros i pelo saldo devedor do periodo k-1, tem-se que J; = 0,08 x 100000 =
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8000; Jo = 0,08 x 75000 = 6000; J3 = 0,08 x 50000 = 4000 e J4 = 0,08 x 25000 = 2000,

o que resulta na tabela |3.13

Tabela 3.13: SAC

SD AMORT | JUROS | PMT
100000
75000 25000 8000
50000 25000 6000
25000 25000 4000
0 25000 2000

Alw| ool Z

Conhecidas a parcela de juros e a parcela de amortizacao em cada periodo, obte-

mos a prestacao que é a soma dessas parcelas, gerando a tabela |3.14

Tabela 3.14: SAC

SD AMORT | JUROS | PMT
100000
75000 25000 8000 | 33000
50000 25000 6000 | 31000
25000 25000 4000 | 29000
0 25000 2000 | 27000

>l w| | = o] 2

E, por fim, concluimos a tabela adicionando a linha que totaliza cada coluna, o

que vemos na tabela [3.15
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Tabela 3.15: SAC

N SD AMORT | JUROS | PMT

0 100000

1 75000 25000 8000 33000

2 50000 25000 6000 31000

3 25000 25000 4000 29000

4 0 25000 2000 27000
TOTAL 100000 20000 | 120000

SISTEMA FRANCES DE AMORTIZACAO - SFA

A caracteristica deste sistema é a geracao de prestagoes fixas, constantes. Para
obtengao das prestacgoes fixas, utilizamos a relacao ja conhecida das séries de pagamentos

fixos, ou seja

1—(1+4i)™"
1

PV =PMT x

como PV = 100000, i = 8%a.a. e n = 4, entao
100000 = PMT x
de onde PM'T = 30192, 08.

Com a prestacao fixa e o valor inicial do saldo devedor, obtemos a tabela |3.16

Tabela 3.16: SFA

N SD AMORT | JUROS | PMT
0 | 100000

1 30192,08
2 30192,08
3 30192,08
4 30192,08

Como J; = 0,08 x 100000 = 8000, ja obtemos os juros embutidos na 1* prestagao,
0 que aparece na tabela



Tabela 3.17: SFA

N SD AMORT | JUROS | PMT
0 | 100000

1 8000 | 30192,08
2 30192,08
3 30192,08
4 30192,08
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Como a parcela de amortizacao esta embutida na prestacao, basta subtrair a par-

cela de juros do valor da prestacao para destaca-la, como na tabela |3.18

Tabela 3.18: SFA

N SD AMORT | JUROS | PMT
0 | 100000

1 22192,08 | 8000 | 30192,08
2 30192,08
3 30192,08
4 30192,08

Conhecido valor da 1* parcela de amortizacao, obtemos o saldo devedor 1 ano apés

o pagamento da 1* prestacao, o que é visto na tabela [3.19

Tabela 3.19: SFA

N| SD | AMORT |JUROS| PMT
0 | 100000

1 | 77807,92 | 22192,08 | 8000 | 30192,08
p 30192,08
3 30192,08
4

30192,08
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E essa sequéncia de calculos continua até a complementacao com a linha dos totais,

como descrito nas tabelas apresentadas a seguir:

Tabela 3.20: SFA

N SD AMORT | JUROS | PMT
0 | 100000

1| 77807,92 | 22192,08 | 8000 | 30192,08
2 6224,63 | 30192,08
3 30192,08
4 30192,08

Tabela 3.21: SFA

N SD AMORT | JUROS | PMT
0 | 100000

1| 77807,92 | 22192,08 | 8000 | 30192,08
2 23967,45 | 6224,63 | 30192,08
3 30192,08
4 30192,08

Tabela 3.22: SFA

N SD AMORT | JUROS | PMT
0 | 100000

1| 77807,92 | 22192,08 | 8000 | 30192,08
2 | 53840,47 | 23967,45 | 6224,63 | 30192,08
3 30192,08
4 30192,08




Tabela 3.23: SFA

SD

AMORT

JUROS

PMT

100000

77807,92

22192,08

8000

30192,08

53840,47

23967,45

6224,63

30192,08

4307,24

30192,08

e lw|in|l—|o| 2

30192,08

Tabela 3.24: SFA

SD

AMORT

JUROS

PMT

100000

77807,92

22192,08

8000

30192,08

53840,47

23967,45

6224,63

30192,08

25884,84

4307,24

30192,08

>l w| | =o' 2

30192,08

Tabela 3.25: SFA

SD

AMORT

JUROS

PMT

100000

77807,92

22192,08

8000

30192,08

53840,47

23967,45

6224,63

30192,08

27955,63

25884,84

4307,24

30192,08

S lw | =o' 2

30192,08

Tabela 3.26: SFA

SD

AMORT

JUROS

PMT

100000

77807,92

22192,08

8000

30192,08

53840,47

23967,45

6224,63

30192,08

27955,63

25884,84

4307,24

30192,08

S lw|io =o' 2

2236,45

30192,08
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Tabela 3.27: SFA

SD

AMORT

JUROS

PMT

100000

77807,92

22192,08

8000

30192,08

53840,47

23967,45

6224,63

30192,08

27955,63

25884,84

4307,24

30192,08

e lw|in|l=|o| 2

27955,63

2236,45

30192,08

Tabela 3.28: SFA

SD

AMORT

JUROS

PMT

100000

77807,92

22192,08

8000

30192,08

53840,47

23967,45

6224,63

30192,08

27955,63

25884,84

4307,24

30192,08

>l w| o= lol] 2

0

27955,63

2236,45

30192,08

Tabela 3.29: SFA

SD

AMORT

JUROS

PMT

100000

77807,92

22192,08

8000

30192,08

53840,47

23967,45

6224,63

30192,08

wWlNn|l~lol|2Z

27955,63

25884,84

4307,24

30192,08

0

27955,63

2236,45

30192,08

TOTAL

100000

20768,32

120768,32
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3.12.2 Cenario 12

Rigorosamente, o ensino dos sistemas de amortizacao pode ser compartilhado com
os alunos que ja viram séries de pagamentos, ja que a férmula que relaciona o valor PV
financiado com a prestacao PMT é necessaria para a elaboracao da tabela do SFA. Suge-

rimos que o contato com este conteuido possa ser reservado ao 3° ano do nivel médio.

3.12.3 Sequéncia didatica

O professor pode expor para a turma o conceito da maneira como foi discutida na

secao “Conceito” desta sequéncia e propor a resolucao de algumas questoes, como as que

sao sugeridas a seguir:

1. Elabore a planilha de amortizacao pelo SAC do empréstimo de R$500.000 por cinco

anos sabendo que foi cobrada a taxa de 40% ao ano.

Tabela 3.30: SOLUCAO EXERCICIO 1

Saldo Parcela de | Parcela de N
n Prestacao
Devedor | Amortizacao Juros
0 500000
1 400000 100000 200000 300000
2 300000 100000 160000 260000
3 200000 100000 120000 220000
4 100000 100000 80000 180000
5 100000 40000 140000
TOTAL 500000 600000 1.100.000
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2. Elabore a planilha de amortizacao pelo SAC do empréstimo de R$500.000 por cinco
anos sabendo que foi concedida uma caréncia de trés anos para o pagamento da
primeira parcela de amortizacao e que foi cobrada a taxa de 40% ao ano. OBS.:

durante a caréncia os juros foram pagos.

Tabela 3.31: SOLUCAO EXERCICIO 2

Saldo Parcela de | Parcela de ~
! Devedor | Amortizagao Juros Prestagao
0 500000
1 500000 0 200000 200000
2 500000 0 200000 200000
3 400000 100000 200000 300000
4 300000 100000 160000 260000
5 200000 100000 120000 220000
6 100000 100000 80000 180000
7 100000 40000 140000
TOTAL 500000 1.000.000 | 1.500.000

3. Elabore a planilha de amortizacao pelo SAC do empréstimo de R$500.000 por cinco
anos sabendo que foi concedida uma caréncia de trés anos para o pagamento da
primeira prestagao e que foi cobrada a taxa de 40% ao ano. OBS.: Os juros gerados
durante a caréncia serao acumulados e pagos totalmente juntos com a primeira

parcela de amortizagao.

RESOLUQAO: Observar que, utilizando capitalizacao composta, os juros serao
acumulados durante a caréncia e o montante do saldo devedor no fim do terceiro
ano, quando os juros da caréncia serao totalmente pagos, equivalera a 980.000 x
1,4 = 1.372.000. Desse valor, R$500.000 sao o saldo devedor original e R$872.000
deverao ser totalmente quitados, como indicado na descricao do problema. Notar a

duplicacao da linha 3 para melhor entendimento da situagao.



Tabela 3.32: SOLUCAO EXERCICIO 3

Saldo Parcela de | Parcela de ~
n Prestagao
Devedor | Amortizacao Juros

0 500000

1 700000 0 0

2 980000

3 1372000

3 400000 100000 872000 972000

4 300000 100000 160000 260000

) 200000 100000 120000 220000

6 100000 100000 80000 180000

7 100000 40000 140000
TOTAL 500000 1.272.000 | 1772000
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4. Elabore a planilha de amortizacao pelo SFA(SISTEMA FRANCES) do empréstimo

de R$500.000 por cinco anos sabendo que foi concedida uma caréncia de trés anos

para o pagamento da primeira prestagao e que foi cobrada a taxa de 40% ao ano.

OBS.: Os juros gerados durante a caréncia serao acumulados e comporao o saldo

devedor financiado.

RESOLUQAO: Observar que, como a capitalizacao é composta, os juros serao

acumulados durante a caréncia e o montante do saldo devedor no fim do segundo

ano equivalerd a R$980.000. Esse valor serd a base de cdlculo para a obtencao das

prestacoes fixas que deverao ser pagas a partir do fim do terceiro ano, como decrito

no problema. Assim,

PV =PMT x

980000 = PMT x

1—(14i)™

]

1—-(140,4)7°

0,4

PMT = 481.533, 69



Tabela 3.33: SOLUCAO EXERCICIO 4
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Saldo Parcela de Parcela de _
n Prestagao
Devedor | Amortizagao Juros

0 500000

1 700000

2 980000

3 890466,31 89533,69 392000 481533,69
4 765119,13 | 125347,17 356186,52 481533,69
5 589633,09 | 175486,04 306047,65 481533,69
6 343952,64 | 245680,46 235853,24 481533,69
7 0,0 343952,64 137581,06 481533,69

TOTAL 980000 1.427.668,47 | 2.407.668,47

3.13 Calculo da taxa de juros compostos embutida
em sequéncias de fluxos de caixa utilizando HP

12c e Excel

3.13.1 Conceito

Seja PV o valor financiado a taxa ¢ em n prestacoes mensais iguais a PM'T" com
a primeira prestagao sendo paga um més apés a constituicao da divida (série de paga-
mentos imediatos e postecipados). A sequéncia didética 3.10 deste trabalho indica que as

variaveis i,n, PMT e PV estao relacionadas pela igualdade

pv:pMTXLLQiﬁ;

]

Ao tentarmos determinar a taxa utilizada para a geracao das n prestacoes PMT para a

quitacao da divida PV, recaimos na igualdade:

o | PV w
1+ ~ PMT '
Multiplicando por (1 + )™
PV n
1= (1+14) —PMTXZ.<1+Z)

Ao expandirmos o binémio e realizarmos as manipulagoes algébricas necessarias, verifica-
mos que para a obtencao da taxa de juros ¢ serd necessaria a resolucao de uma equagao

de grau n + 1. As resolucoes dessas equacoes podem até ser um desafio prazeroso para
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a utilizacao de técnicas que envolvem Calculo Numérico, mas fogem totalmente aos ob-
jetivos do ensino basico. Ainda assim, considerando que a consciéncia sobre a taxa de
juros embutida em sequéncias de fluxos de caixa é um conhecimento importante para
a formagao do consumidor consciente, propomos neste trabalho a obtencao dessa taxa
com a utilizacao de tecnologia, mais precisamente, da calculadora financeira HP 12¢ (ob-
jeto da presente sequéncia didética) e do software Excel do pacote Office da Microsoft
(sequéncia didatica seguinte), sem a preocupagao de pormenorizar outras funcionalidades

desses recursos.

3.13.2 Sequéncia didatica

De uma maneira ideal, todo aluno deve ter acesso a maquina HP 12c¢ para que a
aprendizagem se dé mais tranquila. Com o uso difundido dos smartphones com acesso a
internet, os alunos poderao acessar on line o emulador da calculadora HP12c¢ pelo site:
https://epxx.co/ctb/hpl2c.php. J4 no caso da planilha Excel, a aprendizagem s6 serd
possivel com a utilizacao de computadores que possuam o software instalado, o que implica
a existéncia e utilizagdo de um laboratério de informatica na escola ou a possibilidade de
os proprios alunos trazerem notebooks. Em todos os casos, sugerimos que o professor
utilize um projetor de midia e explique os layouts da calculadora HP12c e da tela do

Excel como propostos neste trabalho.

Utilizando a HP 12c¢

As teclas da méaquina financeira HP 12c¢ possuem em sua maioria trés funcoes,
as fungoes de cor branca(principal) e azul (acionada pela tecla “g”) prensadas na parte
central e inferior da prépria tecla, respectivamente, e a fungao laranja (acionada pela tecla
“”) , prensada no corpo da maquina. Para o cdlculo da taxa de juros, além das teclas
numeéricas, serao utilizadas as teclas cuja fungoes principais sao indicadas pelas letras
n,i, PV, PMT e FV além das teclas f,g,CLX e CHS como destacadas na Figura |3.10}
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Figura 3.10: Méquina Financeira HP 12c¢
Fonte: https: //epxx.co/ctb/hpl2¢c.png. Editada com utilizagado do Software: Paint Brush(13 de setembro
de 2015)

Conforme o Manual do proprietario [11], o significado das fungoes utilizadas sao

descritas a seguir:

1. Funcao n: Utilizada para inserir ou retornar como resultado o nimero de periodos
de uma aplicagao financeira no RCC, o niimero de prestacoes ou de depdsitos fixos,

periédicos e imediatos;

2. Funcao i: Utilizada para inserir ou retornar como resultado a taxa de juros de uma
aplicacao financeira no RCC ou de uma série de pagamentos ou de depdsitos fixos,

periédicos e imediatos;

3. Funcao laranja IRR (da tecla FV): Retorna a taxa de juros embutida em qualquer
conjunto de fluxos de caixa. A sigla IRR vem do inglés Internal Rate of Return,

taxa interna de retorno;

4. Funcao PV: Utilizada para inserir ou retornar como resultado o Valor Presente,
Present Value, de uma aplicacao financeira no RCC, de uma série de prestacoes ou

de depdsitos fixos, periddicos e imediatos;

5. Funcao Azul END (numero 8): Préajusta a maquina para considerar que os valores
de PMT serao pagos ( se série de prestagoes) ou depositados (se série de depdsitos)

no fim de cada periodo;

6. Funcdo Azul BEG (ntumero 7): Préajusta a maquina para considerar que os valores
de PMT serao pagos ( se série de prestacoes) ou depositados (se série de depdsitos)

no inicio de cada periodo;



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Funcao Azul CF: Utilizada para inserir o Fluxo de Caixa, Cash Flow, que se refere

a data zero;

. Fungao Azul CF;: Utilizada para inserir o Fluxo de Caixa, Cash Flow, que se refere

(1532

a qualquer data diferente da data zero. O indice subscrito “j” é um contador de

posicao de memoria;

. Funcao PMT: Utilizada para inserir ou retornar como resultado o Valor da prestagao,

PayMenT, ou do depdsito de séries com os termos fixos, periédicos e imediatos;

Funcao FV: Utilizada para inserir ou retornar como resultado o Valor Futuro,

Future Value, de uma série de depdsitos fixos, periddicos e imediatos;

Funcao CHS: Alterna o sinal do nimero apresentado no visor da maquina. Do

ingles CHange Signal, mude sinal;

Fungao laranja CLEAR REG: Limpa a meméria dos registradores (posigoes de

memoria da maquina);

Func¢ao CLX: Limpa (zera) o visor da maquina. CLX vem do inglés CLear (limpe)
a posicao de memoria X da pilha operacional. A pilha operacional possui quatro
posicoes de registro: X, Y Z e T. A posicao X é o valor que é mostrado no visor.
Na maquina, todas as teclas que contém a letra X na funcao indicam a operagao
que sera feita com o valor mostrado no visor. Assim, por exemplo, a tecla 1/z ao

ser pressionada retornara o inverso do valor que esta no visor;

Funcao laranja CLEAR FIN: Limpa a memoria dos registradores financeiros da

maquina;
Tecla laranja“f”: seleciona a funcao de cor laranja da tecla pressionada seguinte;

Tecla azul“g”: seleciona a funcao de cor azul da tecla pressionada seguinte;

Ap6s explicar a funcionalidade das teclas como indicadas acima, o professor passard a

resolver os seguintes exemplos:

1.

Um automével cujo preco a vista é R$ 45.000,0 é comprado pagando-se 60 prestacoes
mensais de R$850,00. Que taxa mensal de juros estd sendo cobrada no financia-
mento?

RESOLUCAO:

O valor financiado sera de 45000. Na maquina, as teclas serao pressionadas na se-
guinte sequencia:

f FIN  (limpa os registradores financeiros)
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f2 (ajusta a apresentacdo dos resultados para duas casas decimais)

g END (indica a méquina que as prestagoes serao pagas no fim de cada més)
45000 CHS PV (insere o valor financiado mudando antes seu sinal)

60 n  (insere a quantidade de prestagoes)

850 PMT (insere o valor das prestagoes fixas mensais)

i (retorna a taxa cobrada no financiamento)

RESPOSTA: 0,42% ao més

OBSERVACOES:

Desde que as condicoes ja estejam preajustadas na maquina, as linhas 2 e 3 podem
deixar de ser digitadas.

Com excecoes as primeira e ultima linhas, a ordem de insercao das linhas podera

ser trocada desde que nao seja trocada a ordem de digitacao na linha.

. Um automével cujo preco a vista é R$ 45.000,0 é comprado pagando-se 60 prestacoes
mensais de R$850,00 com a primeira prestacao sendo paga como entrada. Que taxa
mensal de juros estd sendo cobrada no financiamento?

RESOLUCAO:

O valor financiado sera de 45000. Na calculadora serao pressionadas as teclas:

f FIN  (limpa os registradores financeiros)

45000 CHS PV (insere o valor financiado)

g BEG (indica a maquina que as prestagoes serdo pagas no inicio de cada més)
60 n  (insere a quantidade de prestagoes)

850 PMT (insere o valor das prestagoes fixas mensais)

i (retorna a taxa cobrada no financiamento)

RESPOSTA: 0,43% ao més

. Um automével cujo preco a vista é R$ 45.000,0 é comprado pagando-se uma entrada
de R$ 18.000,00 mais 60 prestacoes mensais de R$720,00. Que taxa mensal de juros
esta sendo cobrada no financiamento?

RESOLUCAO:

Como foi paga uma entrada de 18000, o valor financiado serd de 45000 — 18000 =
27000. Na maquina:

f FIN  (limpa os registradores financeiros)

27000 CHS PV (insere o valor financiado)

60 n  (insere a quantidade de prestagoes)

720 PMT  (insere o valor das prestagoes fixas mensais)

i (retorna a taxa cobrada no financiamento)

RESPOSTA: 1,69% ao més
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4. Um automével cujo preco a vista é R$ 45.000,0 é comprado pagando-se uma entrada
de R$ 18.000,00 mais 12 prestacoes mensais de R$2.550,00 com a primeira prestacao
sendo paga 4 meses apds o pagamento da entrada. Que taxa mensal de juros esta
sendo cobrada no financiamento?

RESOLUCAO:

O valor financiado serd de 27000. Neste caso, utilizaremos as teclas CFy; CFj e
IRR:

f FIN  (limpa os registradores financeiros)

27000 CHS g CF,y (insere o valor financiado na data zero)

0 g CF; (informa a maquina que nao hé fluxo de caixa na data 1)

3g N; (informa & maquina que nao hé fluxo de caixa nas datas 1,2 e 3)

2550 C'F;  (informa a maquina o fluxo de caixa da data 4)

12 N;  (informa a maquina que o fluxo de 2550 lancado na linha anterior ocorre
12 vezes a partir da data 4)

f IRR  (retorna a taxa cobrada no financiamento)

RESPOSTA: 1,34% ao més

5. Apés realizar 36 depdsitos mensais iguais a R$ 300,00 , todo fim de meés, acumulei
o montante de R$ 15.440,00. Calcule a taxa que remunerou os depédsitos sabendo
que a mesma manteve-se constante durante o prazo em que os depdsitos ocorreram.
RESOLUCAO:

Na calculadora:

f FIN  (limpa os registradores financeiros)

15400 CHS FV  (insere o valor financiado)

36 n (insere a quantidade de prestagoes)

300 PMT (insere o valor das prestagoes fixas mensais)

i (retorna a taxa cobrada no financiamento)

RESPOSTA: 1,93% ao més

6. O pagamento de uma divida de R$ 18.000,00 foi acordado da seguinte maneira:
1° més: R$5.000,00; 2° més: nao haverd pagamento; 3° més: R$7.000,00; 4° e 5°
meses: R$ 3.000,00; 6°, 7° e 8 meses: nao havera pagamento; 9° e 10° meses:
R$4.000,00. Calcule a taxa que estd sendo cobrada no plano de pagamento dessa
divida. RESOLUCAO:

Neste caso, utilizaremos as teclas CFy; CF; e IRR:

f FIN  (limpa os registradores financeiros)

18000 CHS g C'Fy (insere o valor financiado na data zero)
5000 g C'F;  (insere o pagamento da data 1)
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0g CF; (insere o ndo pagamento da data 2)

7000 g CF;  (insere o pagamento da data 3)

3000 g C'F;  (insere o pagamento da data 4)

3000 g C'F;  (insere o pagamento da data 5)

0g CF; (insere o ndo pagamento da data 2)

3gN; (informa que o fluxo anterior ocorrera nas datas 6,7 e 8) 4000 g C'F;  (in-
sere o pagamento da data 9)

4000 g CF;  (insere o pagamento da data 10)

f IRR  (retorna a taxa cobrada no financiamento)

RESPOSTA: 8,41% ao més

Utilizando a planilha Excel da Microsoft

Apdés abrir a tela inicial do Excel e apresenta-la aos alunos, o professor pode, com o
propésito de deixar o aluno mais a vontade com a interface da planilha, construir tabelas
de natureza geral, apresentar algumas funcionalidades da planilha e s6 depois dedicar-se
ao propoésito principal de obter a taxa de juros embutida em uma sequéncia de fluxos de
caixa. Assim, ao clicarmos sobre o icone do Excel, serda aberta a planilha de trabalho

como apresentada na Figura |3.11}
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Figura 3.11: Tela inicial do Microsoft Excel 2010
Fonte: Impressao de tela inicial do Software: Excel 2010 da MIcrosoft (25 de setembro de 2015)

Para o célculo da taxa no Excel, serdo utilizadas a fungao financeira TAXA (para
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séries de pagamentos e de depdsitos que apresentem fluxos de caixa fixos, peridédicos e
imediatos) e a fungao financeira TIR (para séries de pagamentos e de depdsitos quaisquer).
Para efeito de comparacao de resultados, serao utilizados os mesmos exemplos resolvidos
com a HP 12¢, com excegao do terceiro exercicio pelo fato do mesmo nao apresentar

dificuladade adicional para resolu¢ao na planilha.

1. Um automével cujo prego a vista é R$ 45.000,0 é comprado pagando-se 60 prestagoes
mensais postecipadas de R$850,00. Que taxa mensal de juros estd sendo cobrada
no financiamento?
RESOLUCAO:
Inicialmente, inserimos os valores dos problemas, digitando-os em cada célula (retangulos

destacados) como segue na Figura [3.12]

— N - -
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86 - % |
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Figura 3.12: Insercao dos dados para o célculo da taxa no Microsoft Excel 2010
Fonte: Impressao de tela Software: Excel 2010 da MIcrosoft editado com o Software: PaintBrush (25 de
setembro de 2015)

Para este exemplo, obedecendo a disposicao das informacoes na planilha, clicamos
primeiro na célula B6, depois na aba Formulas e, em seguida, clicamos em Fi-
nanceira quando entao surgird uma lista drop down na qual selecionamos a fungao
TAXA. Ao clicar sobre ela, sera aberta a janela de ajuda “Argumentos da Fungao

TAXA” como apresentado na Figura [3.13
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= Resultado da formula =
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Figura 3.13: Utilizagao da janela de inser¢gao Argumentos da funcao TAXA no Microsoft Excel 2010
Fonte: Impressao de tela Software: Excel 2010 da MIcrosoft editado com o Software: PaintBrush (25 de
setembro de 2015)

Para cada um dos argumentos necessarios para o calculo da taxa, clicamos primeiro
no icone indicador da célula (nesse momento apenas a barra superior da janela fica
destacada), depois na célula que contém o valor e pressionamos a tecla “enter”.
Dessa maneira, inserimos os valores que serao utilizados nos calculos, sendo Nper o

valor de n, Pgto o valor do PMT e Vp o valor de PV, como mostrado na Figura
B.14
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Retoma a taxa de juros por perfodo em um empréstimo ou investimento. Por exemplo, use 6%/4 para pagamentos

1 trimestrais 3 uma taxa de 6% TPA.
i Vb €0 valor presente: a quantia total atual de uma série de pagamentos futuros.
13
14
L Resultado da formuda = 0,00458771
16
e Al sobre esta fungio Concelar

Figura 3.14: Utilizacdo da janela de insercao de Argumentos da funcio TAXA no Microsoft Excel 2010
Fonte: Impressao de tela Software: Excel 2010 da MIcrosoft editado com o Software: PaintBrush (25 de
setembro de 2015)
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Ao clicarmos em OK, a janela de Argumentos da funcao TAXA se fecha e o valor

da taxa é apresentado na célula B6, como apresentado na Figura [3.15]
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Figura 3.15: Taxa retornada pelo Microsoft Excel 2010
Fonte: Impressao de tela Software: Excel 2010 da MIcrosoft editado com o Software: PaintBrush (25 de
setembro de 2015)

2. Um automével cujo preco a vista é R$ 45.000,0 é comprado pagando-se 60 prestacoes
mensais de R$850,00 com a primeira prestacao sendo paga como entrada. Que taxa
mensal de juros estd sendo cobrada no financiamento?

RESOLUCAO:

Apés abrir a janela de “Argumentos da funcao TAXA”, devemos inserir os valores
como no exemplo anterior e inserir o nimero 1 no argumento “Tipo” indicando que
as prestacoes serao pagas no inicio de cada periodo. A tela serd apresentada como

na Figura[3.16] E ao clicar Ok o Excel retornara a taxa 0,43%.
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Retorma a taxa de juros por periada em or exemplo, use &
1 trimestrais a uma taxa de 6% TPA.
= Tipo &um valor légico: pagamento no iniio do perioda = 1; pagamento a0 final do
13 periodo =0 ou nSo especificaco.
14
= Resultado da formula = 0,43%
16
17 Aluds sobre ests funcio Cancelar

Figura 3.16: Calculo da taxa quando as prestacdes sao antecipadas no Microsoft Excel 2010
Fonte: Impressao de tela Software: Excel 2010 da MIcrosoft editado com o Software: PaintBrush (25 de
setembro de 2015)
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3. Um automdvel cujo preco a vista é R$ 45.000,0 é comprado pagando-se uma entrada
de R$ 18.000,00 mais 12 prestacoes mensais de R$2.550,00 com a primeira prestacao
sendo quitada 4 meses apds o pagamento da entrada. Que taxa mensal de juros esta
sendo cobrada no financiamento?

RESOLUCAO:

O valor financiado sera de 27000. Neste caso, como as prestacoes fixas s6 comecam
a ser pagas quatro meses apos a aquisicao, para o cdlculo da taxa devemos inserir
todos os fluxos de caixa do problema e separar uma célula para obtencao da taxa

cobrada no financiamento, como mostrado na Figura [3.17]

1 .ﬁ. Calibri -1 - A A= |
i _;.f N & §-|iE-|5- A EEE|EE
Area de Transk.,. [= Fonte - g
| - ]
A | B c —= -

2

3 M Fluxo de Caixa

4 0 -27000

5 1 0

] 2 0

7 3 0

8 4 2550

: 5 2550

10 6 2550

11 7 2550

12 8 2550

13 9 2550

14 10 2550

1o 11 2550

16 12 2550

17 13 2550

18 14 2550

13 15 2550

20

21 TAXA !

Figura 3.17: Insercao dos fluxos de caixa para o cdlculo da taxa no Microsoft Excel 2010
Fonte: Impressao de tela Software: Excel 2010 da MIcrosoft editado com o Software: PaintBrush (25 de
setembro de 2015)



87

A seguir, clica-se na célula C21 e busca-se nas funcgoes financeiras a funcao TIR

(Taxa Interna de Retorno), quando entao a janela de Argumentos da fun¢ao TIR se

abre. Ver Figura |3.18]

TR ~ (0 % v &[] =mr()
A B C D E F G H 1 ] K
2
3 N Fluxo de Caixa
4 0 -27000
5 1 0 Argumentos da fungdo ? x
6 2 0 —
7 3 0 - =
Vi =l =
8 4 2550 akores || F=:
9 5 2550 Estimativa | =
10 6 2550 =
11 7 2550 Retorna a taxa interna de retorno de uma série de fluxos de caixa.
12 8 2550 Valores ¢ uma matriz ou uma referénda a células que contém ndmeros cuja taxa
13 ] 2550 interna de retorno se deseja calcular.
14 10 2550
15 1 2550 Resultado da farmula =
16 12 2550
17 13 2550 Ajuda sobre esta funcio Cancelar
18 14 2550
19 15 2550
20
21 TAXA |=TI R{) -I

Figura 3.18: Abrindo a Janela Argumentos da fungao TIR no Microsoft Excel 2010
Fonte: Impressao de tela Software: Excel 2010 da MIcrosoft editado com o Software: PaintBrush (25 de

setembro de 2015)

Ao clicar no icone indicador de célula, a janela de Argumentos da funcao TIR se

reduzird a barra superior permitindo que, com as teclas “shift” e as setas “para

baixo” ou “para cima” do teclado, sejam selecionadas as células que contém os

fluxos de caixa. Pressionando a tecla “enter”, a janela de Argumentos da funcao

TIR se abre apresentando o aspecto da Figura |3.19]

C ]
f.\' >
Inserir | AutoSoma
Funcio - Rec

Biblioteca de Funcdes

Financeira Logica Texto Datae
nte

2] Detinir Nome

€]

latemiticae  Mais
nometria - Funcges

2 Usar em Formula

Hora

Nomes Definidos

£ Criar a partir da Selecio || 7,

% o [fe] =TIR[Ca:c19)

TR bl
A B c

2

& N | HuxodeCaixa
4 [ F000 )
5 1) 0 i
6 2 0 |
7 3 0

8 4 2550

9 5 ! 2550 i
10 6 | 2550 {
1 7 2550 !
12 8 2550 1
13 9 ) 2550 |
14 0 2550 1
15 1 ) 2550 |
16 2 2550 |
17 13 2550 |
18 14 2550 1
19 5 2550 )

21 TAXA |=TIR(CA:C19) 1

D E F G H ! J K
Argumentos ds funcio ? X
H S
valores |C4:C19 | = {-27000;0;0;0;2550;2550;2550;255. ..

Estmativa

= 0,0133743%8
Retorna a taxa intera de retomo de uma série de fluxos de caixa,

Valores € uma matriz ou uma referéndia o células que contém nimeros cuja taxa
interna de retorna se deseja calcular,

Resultado da formua = 0,013374358

Aluda sobre esta funcio Cancelar

Figura 3.19: Obtendo a taxa do financiamento utilizando a fun¢ao TIR no Microsoft Excel 2010
Fonte: Impressao de tela Software: Excel 2010 da MIcrosoft editado com o Software: PaintBrush (25 de

setembro de 2015)
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Clicando em OK, a janela sera fechada apresentando na célula C21 a taxa do finan-

ciamento de 1,34 %.

4. Apos realizar 36 depdsitos mensais iguais a R$ 300,00 , todo fim de meés, acumulei
o montante de R$ 15.440,00. Calcule a taxa que remunerou os depdsitos sabendo
que a mesma manteve-se constante durante o prazo em que os depdsitos ocorreram.
RESOLUCAO:

Para o calculo da taxa que remunera uma série de depdsitos fixos utiliza-se a
fungao financeira TAXA, s6 que inserindo o valor futuro (montante acumulado)
dos depdsitos. Assim, apés colocar os valores na planilha e abrir a janela de Argu-
mentos da fungao TAXA, devemos inserir os valores dos parametros como feito nos
exemplos anteriores. A tela sera apresentada como na Figura |3.20 E ao clicar Ok

o Excel retornars a taxa de 1,93%.

o : s Pastal - Microsoft Excel

2!
—/ Inicio Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibicdo

X ] v o - .3 Definir Nor
jl' Z 1B 1 ?] A = B

£ Usar em Fo

Inserir | AutoSoma as Financeira Logica Texto Datae Matematica e Mais

a ~ Trigonometria = Funcdes

Funcio - Recentemente Hora~ R ; B Criar a part
Biblioteca de Fungdes Momes Definido
TAXA ~ (0 % v |£] =TAxa(e3;B4;85)
A B C D E F G H 1 J K
1 Argumentos da fungdo ? X
2 PV
TAXA
3 n 36
=] _
a| pmT 300 L= [l Hha| = % ~
5 BV | 15400 } Pgto |54 Fei| = 300
6 vp e =
7 i |:B4::35] 1 vE |BS fe = -15400
& Tipo e = v
9
10 = 0,019333833
Retorna a taxa de juros por periodo em um empréstimo ou investimento, Por exemplo, use 6%/4 para pagamentos
11 trimestrais a uma taxa de 6% TPA.
12 Vi & o valor futuro, ou um saldo em dinheiro que se deseja atingir apds o dltimo
13 pagamento ter sido efetuado. Quando ndo espedificado, utiliza Vf = 0.
14
15 .
Resultado da formula = 0,019333833
16
17 Ajuda sobre esta funcio Cancelar

Figura 3.20: Obtendo a taxa que remunera uma série de depdsitos fixos utilizando a funcio financeira
TAXA no Microsoft Excel 2010

Fonte: Impressao de tela Software: Excel 2010 da MIcrosoft editado com o Software: PaintBrush (25 de
setembro de 2015)
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5. O pagamento de uma divida de R$ 18.000,00 foi acordado da seguinte maneira: 1°
meés: R$5.000,00; 2° més: nao haverd pagamento; 3° més: R$7.000,00; 4° e 5° meses:
R$ 3.000,00; 6°, 7° e 8° meses: nao haverd pagamento; 9° e 10° meses: R$4.000,00.
Calcule a taxa que esté sendo cobrada no plano de pagamento dessa divida.
RESOLUCAO:

Utilizamos a funcao TIR do Excel para o calculo da taxa que esta embutida em
uma série de fluxos de caixa varidveis e nao peridédicos. Devemos inserir os fluxos de
caixa na ordem em que sao mencionados, inclusive as datas nas quais nao ha fluxo de

caixa, como mostrado na Figura[3.21l E ao clicar Ok o Excel retornard a taxa 8,41%.

N I .. )= .
4 s Pastal - Microsoft Excel

| Ll

]
—/ Inicio Inserir Layout da Pagina Formulas Dados Revisdo Exibicdo
. ] e ] - 2 Definir Nome
fx > - BV =
— - ! Usar em Farmula
seri 5. 5 Financeira Logica Texto Datae isae e icae Mai - nciado
ente Hora e Fungde omes i Criar a partir da §
Biblioteca de Fungdes Momes Definidos
R ~ (0 % v |£] =nir(Ba:B14)
A B C D E F G H I
2 Argumentos da fungdo ? X
3 N Fl de Cai
uxo de Caixa -
4 0 -18000 =
5 1 valores E4:B14 E®: = {-18000;5000;0;7000;3000;3000;0;...
6 2 0 Estimativa =5
7 3 7000 = 0,084089525
2 4 3000 Retorna a taxa interna de retorno de uma série de fluxos de caixa.
9 5 3000 Valores € uma matriz ou uma referéndia a células que contdm nimeros cuja taxa
10 6 0 interna de retorno se deseja calcular.
11 7 0
12 8 0 Resultado da férmula = 0,084089625
13 9 4000
s st ioc o]

14 10 4000 Ajuda sobre esta funcio oK Cancelar
15
16 | TAXA | =TIR(B4:B14) -l

Figura 3.21: Obtendo a taxa embutida em uma série de pagamentos varidveis utilizando a fungao
financeira TIR no Microsoft Excel 2010

Fonte: Impressao de tela Software: Excel 2010 da MIcrosoft editado com o Software: PaintBrush (25 de
setembro de 2015)



Capitulo 4
Conclusao

A realizacao deste trabalho nos deu a possibilidade de perceber as dificuldades
naturais que podem ser encontradas ao se tentar implementar o ensino da Matematica
Financeira no ensino basico brasileiro. Umas dessas dificuldades é a superacao da cultura
histérica e ainda vigente de que a utilizagao da maquina de calcular ou de qualquer
outro recurso tecnologico que facilite a realizacao das operacoes matematicas nao deva ser
difundida entre os alunos do ensino basico, simplesmente porque estes nao poderao utiliza-
la em selegoes futuras (vestibulares) para graduagoes ou equivalentes. Outra dificuldade
natural é a inviabilidade de se ensinar certos conteidos da area financeira (que exigem
o dominio da linguagem técnica financeira mais acurada) nesse contato inicial, deixando
ao professor a delicada tarefa de selecionar itens mais adequados a cada faixa etaria.
Com essa perspectiva, evitou-se falar neste trabalho de temas como calculo das taxas
e dos prazos médios no RCS, dos descontos de titulos no RCS, das taxas inflacionaria,
real e aparente, das taxas nominais e efetivas no RCC, da equivaléncia de capitais no
RCC, outros sistemas de amortizacao, algumas outras espécies de séries de pagamentos
e de recebimentos e, mais especificamente ainda, indices de analise de investimentos.
Certamente, estes e outros topicos financeiros podem servir de lastro para a construgao
de propostas de insercao do ensino da matematica financeira no ensino béasico brasileiro.
Outra dificuldade clara que o professor pode encontrar ao tentar abracar a ideia proposta
neste trabalho é a necessidade de se obedecer a uma sequéncia de ensino de conceitos
e pré-requisitos forcando o professor a sempre fazer revisdes e exercicios de conteidos
estudados em fases anteriores. Com a realizacao deste trabalho, cremos que atingimos
o objetivo de tentar apresentar uma proposta factivel de vincular alguns importantes

conceitos da matemaética finaceira aos conteidos usualmente ministrados de Matematica.
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