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RESUMO

MENEZES, F. M.. Propriedades da expansao decimal. 2015. 45 f. Dissertacao (Mestrado —
Programa de Mestrado Profissional em Matematica) — Instituto de Ci€ncias Matematicas e de
Computagdo ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo da expansdo decimal dos nimeros reais.
Primeiramente provamos que todo nimero real possui ao menos uma expansao decimal. Na
sequéncia, um método para encontrar a expansao decimal de um nimero entre O e 1 € apresentado,
bem como um estudo sobre a expansao decimal de nimeros racionais e irracionais. Em seguida, o
estudo apresenta métodos que permitem encontrar aproximacoes racionais de niimeros irracionais,
além dos erros cometidos por essas aproximagdes. Na parte final, por seu turno, o foco do trabalho

recai sobre a andlise da regularidade (frequéncia) dos digitos das expansdes decimais.

Palavras-chave: Expasdo decimal, nimeros racionais e irracionais, digitos.






ABSTRACT

MENEZES, F. M.. Propriedades da expansao decimal. 2015. 45 f. Dissertacao (Mestrado —
Programa de Mestrado Profissional em Matematica) — Instituto de Ci€ncias Matematicas e de
Computagdo ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

This work has as main objective the study of the decimal expansion of the real numbers. First
we prove that every real number has at least one decimal expansion. Further, a method to find
the decimal expansion of real numbers between 0 and 1 is provided as well as a the study of
the decimal expansion of rational and irrational numbers. Next, the study presents methods that
provide rational approximations to irrational numbers, in addition to the errors committed by
these approximations. At the end, by its turn, the focus of the work is put on the analysis of the

regularity (frequency) of the digits of the decimal expansion.

Key-words: decimal expansion, rational and irrational numbers, digits.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Os elementos do conjunto {0, 1,2,...,9} sdo chamados digitos. O termo digito vem do
latim digitum (“dedo") e estd relacionado com o fato de que os dedos das maos correspondem

aos 10 simbolos do sistema de numeragdo decimal ou em base 10.

Todo ndmero x € [0, 1) pode ser representado como uma sequéncia infinita de digitos
dy,d, ... chamada expansdo decimal de x, a qual é denotada por x =0,dd>, . ... Quando x € [0, 1)
€ um numero racional, a expansao decimal de x € periddica e pode ser obtida através de um
numero finito de operacdes. Neste caso, € possivel exibir o histograma da expansao decimal de
x, isto é, € possivel calcular exatamente a frequéncia P(d) com que cada digito d aparece na

expansdo decimal de x:
I #{1§k§n|dk:d}
im ,

n—co n

P(d) =

onde # denota a cardinalidade do conjunto. Por exemplo,

12.347
99.990

=0,12348 2348 2348 2348.. ..

A expansao decimal de x € finita se existir um nimero n > 1 tal que d; = 0 para todo
k > n. Neste caso, todos os digitos diferentes de zero aparecem com frequéncia 0, enquanto o

digito 0 aparece com frequéncia 100%. Por exemplo,

1
— =0,05=0,05000...
20 ’ ’

Assim, P(0) = 100% e P(d) = 0 para todo d # 0.

Quando x € um nimero irracional, a expansao decimal de x ndo € periddica e o padrao

com que os digitos aparecem pode ser bastante irregular. Por exemplo, os primeiros 40 digitos

2
da expansao decimal de > sdo dados por:

g = 0.7071067811865475244008443621048490392848 ...
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Apesar da irregularidade no padrdo observado na expansao dos ndmeros irracionais, ha um
fendmeno bastante interessante que ocorre com a maior parte dos nimeros irracionais. Dizemos
que um ndmero x € [0, 1) é simplesmente normal se a frequéncia P(d) com que cada digito
aparece é a mesma para qualquer digito d € {0,1,...,9}. Assim, x € [0,1) é simplesmente
normal se

P(d) =10% paratodo de€{0,1,...,9}.

Este texto inclui um resultado (Teorema 12) que afirma que a maior parte dos ndmeros reais é

simplesmente normal.

Todos os resultados apresentados acima serdo abordados com detalhes nas préximas
secoes. Esta obra ndo contém nenhum resultado original. E. Borel provou em 1909 um resultado
que inclui o Teorema 12 como um caso particular. O algoritmo (Teorema 1) apresentado aqui
para gerar a expansdo decimal de um ndmero x € [0, 1) usa a abordagem da drea de Sistemas
Dindmicos, que estuda as propriedades dos iterados £, f2, f°, ... de uma funcgdo f : X — X. Neste
caso, temos que X = [0,1) e f(x) = {10x}, onde { } denota a parte fraciondria de um nimero.
Esta abordagem pode ser encontrada em [2] . A prova da existéncia da expansao decimal tal
qual apresentada aqui pode ser encontrada em [2], enquanto a prova da unicidade da expansao
decimal € baseada em [4]. Também foi incluida nesta obra métodos numéricos para encontrar
a expansao decimal de um nimero irracional quadratico x. Uma das abordagens apresentada
aqui usa contracdes e o Teorema do Ponto Fixo de Banach. A estimativa do erro de aproximagdo

(Teorema 10) pode ser encontrada em [3].
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CAPITULO

A EXPANSAO DECIMAL

Dizemos que uma sequéncia infinita de digitos d;,d>, ... € uma expansdo decimal do
nimero x € [0,1) se a série Y, di 107 for convergente e tiver soma igual a x. Nesse caso,
escrevemos:

di  dy

xzo,dldz...:E—FW—F"'. (2.1)

O primeiro aspecto que deve ser considerado acerca da expansao decimal de um nimero
é a convergéncia de uma série da forma Y5 d;107%. Trata-se de uma Serie de termos néo-

negativos pois d; > 0 para todo k > 1. Este aspecto € abordado na préxima secao.

2.1 Séries de termos nao-negativos

Seja (sp);r_, uma sequéncia de nimeros reais. Dizemos que (s,) € crescente (respectiva-
mente, decrescente) se s, < s,+1 (respectivamente, s, > s,,+1) para todo n > 1. Dizemos que (s,)
€ limitada superiormente se existir um nimero M tal que s,, < M para todo n > 1. Dizemos que
(sn) € limitada inferiormente se existir um nimero M tal que s, > M para todo n > 1. Dizemos
que (s,) converge para a se para todo € > 0, existir um nimero natural N tal que [s, —a| < €
para todo n > N. A sequéncia (s,) € dita convergente se ela convergir para algum nimero a.

Neste caso, o nimero a € unico e é chamado de limite de s,, (lim;,_y00 5, = Q).

Lema 1.

(a) Toda sequéncia crescente e limitada superiormente é convergente.

(b) Toda sequéncia decrescente e limitada inferiormente é convergente.

(oo}

-1 uma sequéncia crescente e limitada superiormente. Entdo o

Demonstracdo. (a) Seja (sp)
conjunto {s, : n > 1} tem um supremo s € R. Afirmamos que lim, s, = s. De fato, pela

defini¢do de s, para cada € > 0, existe um elemento sy tal que sy > s — €. Como (s,) é crescente,
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isto implica que s — € < sy < s, < s < s+ € para todo n > N. Isto é, |s, — s| < € para todo
n > N. Isto mostra que lim, s, = 5. (b) A prova destes caso ¢é feita de maneira andloga ao
caso (a). O

Proposicdo 1. Para toda sequéncia de digitos dy,d>, ..., a série } i, d;107% é convergente e sua

soma é um niimero do intervalo [0, 1].

Demonstragdo. Para provar que a série )~ di1 0k¢ convergente devemos estudar a sequéncia

(8n)s_, formada pelas somas parciais s, = Y ;_; d; 107 da série. Esta sequéncia é crescente pois

Sptl =Sn+ —— 10” +] > s, para todo n > 1. Vamos mostrar agora que (s,) é limitada superiormente

por 1 e inferiormente por 0. De fato, como d; < 9, temos que

n
dy 9 11 9 1
0<si=Y Sk cy 2 o2 )= =1.
= ,; ok = ; oF = 10(+1o+102+ ) 0,_1
10

Pelo Lemma 1, (s,) e, portanto, Y-, d107%, converge para algum nimero do intervalo [0, 1].
Ol

2.1.1 Existéncia da expansao decimal
Proposicdo 2. Todo nimero real x € [0, 1) admite pelo menos uma expansio decimal.

Demonstragdo. Seja x € [0, 1) dado. Primeiramente, vamos definir por indu¢do uma sequéncia

dy,d, ... de digitos satisfazendo algumas propriedades. O primeiro digito d; € definido por

dlzmax{j‘ogjg%liogx}. 2.2)

Note que, por defini¢ao,

di _ _di 1
< L 2.
10="<10" 10 2.3)

Vamos proceder por inducio para definir os digitos seguintes: do,d3, . ... Suponha que os

n primeiros digitos dy,d>,..., d, tenham sido definidos e que

G O R R S L (2.4)
10 ' 102 100 =10 " 102 10" 107 '

Note que (2.4) € verdadeira quando n = 1. O digito d,, 1 é definido por

d | dn J
dui1 = max{ 0<j<9e 10+1—02+...+1—0n+10n+1§x}. 2.5)

Afirmamos que

d do dy | dpy dy do dy | dpy 1
e AT <x< 4=y )
10 + 102 oot 10" + 107+l — o 10 + 102 oot 107 + 107+1 + 107+1

(2.6)



2.1. Séries de termos ndo-negativos 21

De fato, a primeira desigualdade em (2.6) segue imediatamente da defini¢do de d,4 1. A segunda

desigualdade pode ser provada por absurdo. Suponha que ela € falsa, isto €, que

d d dy  dpt 1
i b dn < 2.7
0Tt T T o T e T g S 2D

Dois casos devem ser considerados: (a) d,,+1 =9 ou (b) d,+1 < 9. No caso (a), (2.7) implica que

d1+d2+ +dn+ 1 _d1+d2+ +dn+dn+1
10 10?2 10" 100 10 10?2 10~ 107+!1

+ X,

10n+1 <
o0 que contraria a segunda desigualdade em (2.4). No caso (b), d,+1 +1€{1,...,9} e
d do dy dp1+1 di | do dy | dppr 1

= ntl v T <
0102 0 T e T 10 102 T o Tt T et =
contrariando a defini¢do de d,, 1.
Por indugdo, concluimos que a sequéncia de digitos d;,d>, ..., definida acima satisfaz

(2.4) paratodo n > 1.

Para terminarmos a prova da proposi¢ao, precisamos mostrar que a sequéncia de digitos

dy,do,... &, de fato, a expansdo decimal de x, isto €, que x = lim,,_o Zzzla’klO_k.

Segue de (2.4) que
Zn: ﬁ —Xx| < —, portanto x= lim zn: di107%
= 10k 107 =R

O

Observacio 1. A sequéncia de digitos dj,d,, ... definida pelas equacdes (2.2) e (2.5) ndo
termina numa sequéncia infinita de 9’s, isto é, nao existe r > 1 tal que dy = 9 para todo k > r.
Em particular,

[e )

dk—l—r
<1 tod > 1. 2.8
];1 lok paratodo r ~ ( )

Demonstragdo. Assuma que exista r > 1 tal que dy = 9 para todo k > r. Observe que r > 1,

caso contrdrio terfamos x =) > ;9- 107 =1¢[0,1). Assim, podemos supor que r > 2. Entio,

Y=L ok T Aok T A0k T & 1ok T 1o =) —+—.
l; 10% kg'l 104 ,; 10 k;l 1067107 \ 1— 5 kg‘l 10k " 1071

Isto contradiz a segunda desigualdade em (2.4), que afirma que x < ZIZ;{ ld—é‘k + ﬁ. Isto prova

a primeira parte da observacdo. Assim, para todo r > 1, existe algum m > r tal que d,,, < 9. Isto

garante que a desigualdade abaixo € estrita:

X PR

Y T0F <ZW:1'

k=1 k=r
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2.1.2 Algoritmo para calcular a expansao decimal

A sequéncia de digitos dy,d, ... definida pelas equagdes (2.2) e (2.5) pode ser conside-
rada uma sequéncia de fungdes de x. Neste sentido, vamos denotar por di(x) o k-€simo digito da
expansdo decimal de x. Um gréfico da fun¢do d; : [0,1) — {0,1,...,9} é dada na Figura 1. Na
mesma figura estd esbogcado o grafico da fun¢do méaximo inteiro |- | : R — 7Z definida por:

ly] =max{k € Z|k <y}, yeR.

Figura 1 — Grifico das fungdes d e |- |.

— N WA O 0O
HI
<

*—o *—o
*—o *—o
*—o *—o
+ + *—o
1 3 7 X

Rl— 1
She

—_

10 10

Segue imediatamente da defini¢do de d; que

di(x)=[10x] paratodo x€[0,1). (2.9)

Vamos ver mais adiante que os outros digitos d(x),d3(x) podem ser calculados recursi-

vamente através da equacdo (2.11), que generaliza a equacdo (2.9).

Outra fun¢do muito util € a funcdo que da a parte fraciondria de um nimero y € R,

definida por
{r=y-Dbl

Note que todo nimero real y pode ser decomposto na forma

y= ] +{}

Lema 2. Paratodoyc Ren€Z, |y+n| = |y]+ne{y+n}={y}.

Demonstracdo. Sejamy € R e n € Z. Entao

m=|y+n] <= m<y+n<m+1l <<= m—n<y<m-n+1.
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Assim,

ly|=m—n=|y+n|—n, istoé, |y+n|=|y|+n
Finalmente, observe que
tnt=y+n—|y+n|=y+n—|y|—n=y—[y] ={y}.

]

Para provar os resultados acerca da expansiao decimal de um nimero, vamos precisar

estudar o comportamento da fungédo f : [0,1) — [0, 1) definida por

fx)={10x}, x€l0,1).
O gréfico desta funcdo é dado na Figura 2.

Figura 2 — Gréfico da funcgdo f.

f(x)

sl

Lema 3. Sejax € [0, 1), entdo

di(x) =dy_1 (f(x)) paratodo k> 2.

Demonstracdo. Seja x € [0,1) um nimero tendo expansio decimal
=0,didy...= ) —L.
X y 142 Z 107
j=1
Observe que 10x =d; +y,onde y = Y= djt1 10~/. Segue da observacdo 1 que

J

dis11077 <
=1 j

9107/ =1, logo 0<y<I.
=1
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Aplicando o Lema 2 com n = dj resulta

(oo} d‘
fx)={10x} = {y+di} =} =y= %Zo,dzdg...
=1

Portanto,

di(x) =dy =dr_1 (f(x)) paratodo k> 2.

Corolario 1. Sejax € [0,1), entdo

dr(x) =d; (fkil(x)> paratodo k> 2.

Demonstragdo. A prova segue por inducdo sobre k. Pelo Lema 3, a afirmacdo € valida para k = 2.
Suponha agora que a afirmacdo seja valida para algum k > 2, isto é, que di(y) = d ( fk’ly))
paratodo y € [0,1). Segue do Lema 3 e da hipdtese de inducdo que

i1 () = di (F() =i (£ (£(x))) =i (F())
Assim, a afirmacao € vélida para k + 1. Por inducdo, a afirmacao vale para todo k > 2. ]

Teorema 1. Seja x € [0,1). Considere a sequéncia ag,ay,as, ... de nimeros do intervalo [0, 1)

definida recursivamente por
ap=x, ap=f(ax_1), k>1. (2.10)

Entao

di(x) = [10a5_( |, k>1. 2.11)

Em outras palavras, a expansdo decimal de x pode ser calculada através do seguinte algoritmo:

k 0 1 2 3
di(x) |10x| [10a;] [10a;]
ar | x {10x} {10a;} {10ay}

Demonstragdo. Por defini¢io, a; = f*(x). Assim, f*!(x) = a;_,. Pelo Corolério 1 e pela
equagdo (2.9),

dy(x) = dy (fk—1<x)) — di(ap_1) = | 10a_1 .
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2.2 Expansao decimal dos niimeros racionais

Dizemos que a expansdo decimal 0,dd, ... de x € [0, 1) é periddica se existirem nimeros
inteiros ng, T > 1 tais que d, ¢ = d,, para todo n > ng. Nesse caso, denotamos a expansao decimal

de x por

X = O,dldz, ce ,dno_l dnodn0+1 .. -dno—H'—l-
Proposicdo 3. Todo nimero racional x € [0, 1) admite uma expansdo decimal periédica.
Demonstragcdo. Podemos assumir que x > 0, logo x = %, comp,geN,1<p<gqge p,qprimos

entre si. Pelo Teorema 1, os digitos dy,d>,d3, ... da expansdo decimal de x sdo definidos por

dy = |10a;_1 ], onde a sequéncia ag,ay,as, ... é definida por:

. _p
ag = x=~—
q
0 = f<ao>:{m—p}:ﬂ
q q
a = f(al):{%}:l2
q q
ap = f(ak—l):{lol;k_]}:%

Note que p; € {0,1,...,q— 1} paratodo k > 0, onde py = p. Se considerarmos ¢ + 1 nimeros
P0sP1,-- -, Pg> Pelo menos dois desses nimeros serdo iguais. Desta forma, existem ng,n; €

{0,1,...,q} tais que ng < ny € pp, = pn,. Sejat=n; —ng € {1,...,q— 1}. Afirmamos que
an+r =a, paratodo n > ng. (2.12)

A prova segue por indugdo sobre n. A afirmacgao vale para n = ng pois

_ Png+t Pny  Pny
Anp+1 = =T = =y
q q q

Suponha agora que a afirmacdo seja valida para um certo nimero n > ng. Vamos provar que isto
implica a validade da afirmacdo para n+ 1. De fato,

anyitr = f(antc) = f(an) = ans1.
As afirmagdes (2.11) e (2.12) implicam que
dp+z(x) = [10ay4¢-1] = [10a,—147| = [10a,—1 | =d,(x) paratodo n>ng+1.

Isso mostra que a sequéncia dy,d3,... € eventualmente periddica. Logo, os nimeros

racionais admitem expansao decimal periddica. [
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Exemplo 1. A expansdo decimal de % € 0,285714285714 ... =0,285714.

n |0 1 2 3 4 5 6

dy(x) 2 8 5 7 1 4
26 4 5 1 3 2
“\7 77 77 77

Exemplo 2. A expansdo decimal de % ¢ 0,375.

. |3 64
" 18 8 8

I
k=
|

Exemplo 3. A expansdo decimal de € 0,222...

2 2 2 2
a J— J— J— J—
" 19 9 9 9

Proposicao 4. Todo niimero x € [0, 1) que admite expansdo decimal periddica é racional.

Demonstragdo. Seja

X = 0,d1d2 .. -dno—l dnodn0+l .. .dno_,_f_l

um numero x tendo expansao decimal periddica. Entao
1007 — 10" x = dids .. . dyy o1 — dida . . . dy 1.

Portanto,

_didy. . dyyio1 —didy . dyy
- 10m0+7—1 _ 1(no—1 ’
logo x € um ndmero racional. L

O seguinte exemplo ajuda a entender a ideia usada na prova da Proposicao 4.

Exemplo 4. Seja x = 0.1437258. Neste caso, temos 19 — | = 4 e T = 3, portanto

| 1.437.258—1.437  1.435.821
YTTTI07-10F T 9.990.000°
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Segue das proposigdes (3) e (4) a seguinte caracterizagdo dos nimeros racionais.

Teorema 2. Um niimero x € [0, 1) é racional se e somente se ele admitir expansdo decimal

periddica.

Um classe especial dos nimeros racionais € formada pelos nimeros cuja expansao

decimal termina numa sequéncia infinita de zeros.

2.3 Nudmeros com expansao decimal finita

Dizemos que uma expansdo decimal 0,dd ... de x € [0, 1) € finita se existir um nimero
natural n > 1 tal que dy = 0 para todo k > n. Nesse caso, podemos omitir os termos dy com k > n
na equacao (2.1), obtendo
di & dn

:E—i— +..._|_

x:(),d]dz...dn W W

Teorema 3. Um ndmero x € [0, 1) admite expansdo decimal finita se e somente se x =
onde0<p<10"—1lem>1.

p
10m ’

Demonstracdo. Se x = Lm, entdox =37 , di 107, onde dy = psek=me dy =0se k#m. Em
particular, dy = 0 para todo k > m+ 1, o que mostra que a expansdo de x € finita. Reciprocamente,

suponha que x tenha expansao finita, entdo

_dy | dy d
ST T T e
Desta forma, x = P onde p = 10" 1d; + 10" 2dy + - - -+ 10d,,_| + dyp. O

10m°

Corolario 2. Um nimero x € (0, 1) tem expansio decimal finita se e somente se x = B, onde p

e g sao relativamente primos e g ndo tem fatores primos diferentes de 2 e de 5.

p _ P
) 1om 2m.5m
celando os fatores primos em comum de p e ¢ = 2™ - 5™ resulta numa fracao irredutivel da

Demonstragdo. Do Teorema 3, se x tem expansao finita entdo x = . Logo, can-

forma desejada. Reciprocamente, suponha que x = L, onde r >0es>0.Ser=s, entdo

2r5s
Srfsp
27.5°=10". Nesse caso, segue do Teorema 3 que x tem expansao finita. Se r > s, entdo x = TG
e novamente pelo Teorema 3, x tem expansdo finita. O caso r < s é andlogo. [

0,333..., portanto, ela ndo € finita. A expansao de

Exemplo 5. A expansdode x = - é x

W | =

3 1
xX= ¢ éﬁnitapoistE:O,S.
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2.4 Unicidade da expansao decimal

Teorema 4. Todo nimero x € [0,1) tem uma dnica expansdo decimal, exceto os nimeros da

p . ~ .
forma Tom’ onde 0 < p < 10™ — 1. Nesse caso, x admite exatamente duas expansdes deci-
mais, uma que termina em infinitos zeros consecutivos e outra que termina em infinitos nove

consecutivos.

Demonstragcdo. Suponha que x € [0, 1) admita duas expansdes decimais:
x = 0,a1ar...=0,b1b;....

Seja ay o primeiro digito em que as duas representacdes de x diferem. Entao a; # by, mas

a, = by
a = b
(2.13)
ar—1 = b1

Vamos supor que a; < b. Como a; e by sao inteiros diferentes, entdo eles diferem em pelo

menos uma unidade, isto é, by —a; > 1, ou

ar+1 < by. (2.14)

Considere agora as seguintes desigualdades:

T zhon
k-1 ad
T 107 10 i1 107
k-1 ad
< I I _ (jé que a, <9)
T 107 10 i1 107
9
B =l ay 4 A + 1041 (soma de progressdo geométrica)
Co\F0r) T T e
10
k-1
B a, ag 1
~ \ &0 ) T1or T
k-1
b ap 1
-\ &0 ) Tror ok
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_ i LAt
N 10%
k—1 bk
< Xl: o + TOF (ja que a; + 1 < by pela equacido(2.14))
k=1 o o0
by, b,
< =X
= Lo ) P Z = Lo

1

Temos uma lista de expressdes entre x e x, entdo todas as expressdes acima precisam ser

iguais. Em particular,

k—1 k—1 oo
bn bk o by bk by
(; 1on> AT (ZI: 1on> 10T X Tor

k+1

Portanto,
Z =0. (2.15)
k+1 10

Na equacio (2.15) temos uma sequéncia de nimeros ndo-negativos cuja soma € zero.
A Unica maneira que isso pode acontecer € se todos os b’s em (2.15) forem 0. Isto &, se
biy1 = by = byyz =--- = 0. Isto quer dizer que x admite uma expansdo decimal finita. Pelo

Teorema 3, x = paraalgum 0 < p < 10" —1lem>1.

_p_
1017!
Reciprocamente, se x = 10Lm paraalgum 0 < p < 10" —1 e m > 1, entdo pelo Teorema 3

x admite uma expansao finita da forma:
x=0,a1a>...a;,_a;.

Afirmamos que
O,a1a2 ceedpq (ak - 1)999 ce

também € uma expansao decimal de x. De fato,

=1, a;— 1 = 9
0,aray...ar_(ar—1)999... = ’;l—w+ o T ; o
= n=k+1
9
k-1 a a,—1 10k+1
- 100 T 10k 1
n=1 1——
10
_ Yy e el ]
I BT ZEN TNV
n=1 10"
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2.5 Expansao decimal de nimeros irracionais quadraticos

Os nimeros irracionais mais simples sdo os nimeros irracionais quadraticos. Um nimero
irracional x € [0,1) é um irracional quadrdtico se ele for raiz de uma equagio quadrdtica da

forma a’x + bx + ¢ = 0, onde a,b e ¢ sao nimeros inteiros com a # 0. Assim, sdo nimeros da

—b++b?—4dac
2a '
Um exemplo tipico de um nimero irracional quadratico s@o as raizes quadradas /p, onde p €

forma:

(2.16)

um nimero natural que nio € quadrado perfeito. Isto € ilustrado pelo seguinte resultado.

Teorema S. Se p € um nimero natural que néo € quadrado perfeito, entdo /p € irracional.

Demonstragdo. Suponha que ,/p seja racional, entdo existem inteiros positivos a,b relativa-
. . a . . . 2

mente primos tais que /p = B isto é, a* = b? p. Isto mostra que o nimero b? p € produto de um

nimero par de nimeros primos, portanto p é produto de um ndmero par de nimeros primos.

Logo, p € um quadrado perfeito. [

Na proxima secdo vamos estudar o Método Babilonico para gerar uma sequéncia de

aproximacdes racionais de um ndmero irracional quadratico.

2.6 O Método Babilénico para encontrar ,/p

O método babilbnico para encontrar /p consiste em gerar uma sequéncia xo,X1,x2, . . -

de nimeros racionais que converge para ,/p.

Teorema 6 (Método babilonico). A sequéncia xg,x1,x3, ... definida recursivamente por

1
Xo=Pp, Xpy1= 5 <Xn+x£) , n=>0, (2.17)
n

€ convergente e limy, . x, = /p. Além disso, o erro de aproximagao no enésimo iterado € dado

por:

1 n

Demonstragdo. A prova segue das diversas afirmacoes dadas abaixo.

Afirmacdo 1.
x, >0 paratodo n>0.

De fato, isto segue facilmente de (2.17) por indugdo sobre n.
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Afirmacdo 2.
VP <x, <p paratodo n>0.

A Afirmagao 2 vale para n = 0 pois xo = p. Suponha que a afirmacao seja vdlida para

algum n > 0 (hipétese de inducdo). Entdo de (2.17) segue que

2 1 P\ _1(, P’ 17, P’
Xp1 = g xn+x— =7 xn—|—2p—|—x—2 =1 xn—2p+x—2 +p

n n

Assim, xﬁ 41 = p- Da Afirmag@o 1 conclui-se que

Xnt1 > \/P. (2.19)

Da hipétese de indugéo e de (2.17) também segue que

=

;S
IA

Xo P _D
= — —<— =
Tl =5 oS5

(\SRlaN

p- (2.20)

3

De (2.19) e (2.20) segue que
\/E § Xn+1 S p-

Assim, por indugdo sobre n conclui-se que a Afirmacao 2 vale para todo n > 0.

Afirmacdo 3.

Xn

<1 paratodo n>0.

[

De fato, as seguintes desigualdades seguem da Afirmacao 2.

1 1 1
—<— < —.
P Xn \/1_7
L ovr oy
VP T X
< VP o L
Xp P
1
0o<1-YP 1
Xp VP
Assim,
'1_@ VP

Isto prova a Afirmacdo 3.
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Afirmacdo 4.

1
[Xn41—+/P| < E\xn— \v/P| paratodo n>0.

De fato, segue de (2.17) que para todo n > 0,

s —vi=g (vt Lo vp) =5 (1) v e

Xn

Passando o valor absoluto na desigualdade (2.21) e usando a Afirmacdo 3, resulta

1
N |

o que prova a Afirmacdo 4.

Para concluir a demonstracdo, precisamos provar a desigualdade (2.18). A desigualdade
vale para n = 0. Suponha que ela seja vélida para algum n > 0 (hip6tese de inducao). Entdo da

Afirmacdo 4 segue que

1 1 /1\" 1\ !
o -z () e () m
Isto &, (2.18) vale para n+ 1 e por indugdo segue que ela vale para todo n > 0. ]

Exemplo 6. Encontre \/§ com 5 casas decimais de precisao.

Resolugao. Para obter 5 casas decimais de precisdo, devemos ter |x, — V2 | <107 De
1 n
(2.18), uma desigualdade deste tipo serd conseguida se impormos que (5) 2 < 1079, pois

2 — /2 < 2. Aplicando logaritmo na desigualdade anterior resulta que —(n — 1)log2 < —6, isto

é,n>6/log2+ 1. Assim, n = 21 iteragdes assegura que o erro é menor que 107,

Na Tabela 1 foram impressas as primeiras 21 iteragcdes do Método Babildnico para
encontrar \/§ Pela justificativa dada acima, temos que \/5 com as 5 casas decimais de precisao
¢ dado por

V2 =1,41421

Exemplo 7. Encontre V/3 com 5 casas decimais de precisao.

Resolugdo. Para obter 5 casas decimais de precisdo, devemos ter |x, — V3 | <107%. De
1 n
(2.18), uma desigualdade deste tipo sera conseguida se impormos que (5) 3 < 1079, pois

3 —+/3 < 3. Aplicando logaritmo na desigualdade anterior resulta que —nlog2 +log3 < —6,
isto &, n > (6 +1og3)/log2. Assim, n = 22 iteragdes assegura que o erro é menor que 107,
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Tabela 1 — Tabela com as primeiras 21 iteragdes do Método Babilonico para v/2.

Xn
2.000000000000000000000000000000000000000
1.500000000000000000000000000000000000000
1.416666666666666666666666666666666666667
1.414215686274509803921568627450980392157
1.414213562374689910626295578890134910117
1.414213562373095048801689623502530243615
1.414213562373095048801688724209698078570
1.414213562373095048801688724209698078570
1.414213562373095048801688724209698078570
1.414213562373095048801688724209698078570
1.414213562373095048801688724209698078570
1.414213562373095048801688724209698078570
1.414213562373095048801688724209698078570
1.414213562373095048801688724209698078570
1.414213562373095048801688724209698078570
1.414213562373095048801688724209698078570
1.414213562373095048801688724209698078570
1.414213562373095048801688724209698078570
1.414213562373095048801688724209698078570
1.414213562373095048801688724209698078570
1.414213562373095048801688724209698078570
1.414213562373095048801688724209698078570

= e e e e e e e e e
\DOO\]O\LII-IkL»)[\)»—AO\DOO\]O\LIth)[\)»—Aoa

NN
— O

Na Tabela 2 foram impressas as primeiras 22 iteragcdes do Método Babildnico para
encontrar /3. Pela justificativa dada acima, temos que \/3 com as 5 casas decimais de precisdo

¢ dado por

V3 =1,73205

Exemplo 8. Encontre v/17 com 4 casas decimais de precisao.

Resolugio. Para obter 4 casas decimais de precisdo, devemos ter |x, — /17| < 1075, De
1 n
(2.18), uma desigualdade deste tipo serd conseguida se impormos que | = | 17 < 107, pois
2

17—+/17 < 17. Aplicando logaritmo na desigualdade anterior resulta que —nlog2+log17 < —5,

isto é, n > (5+10og17)/log2. Assim, n = 21 iteragdes assegura que o erro é menor que 107.

Na Tabela 3 foram impressas as primeiras 21 iteragcdes do Método Babildnico para
encontrar v/ 17. Pela justificativa dada acima, temos que /17 com as 4 casas decimais de

precisao € dado por

V17 =4,1231
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Tabela 2 — Tabela com as primeiras 22 itera¢des do Método Babil6nico para v/3.

Xn
3.000000000000000000000000000000000000000
2.000000000000000000000000000000000000000
1.750000000000000000000000000000000000000
1.732142857142857142857142857142857142857
1.732050810014727540500736377025036818851
1.732050807568877295254353946072171914235
1.732050807568877293527446341505872367804
1.732050807568877293527446341505872366943
1.732050807568877293527446341505872366943
1.732050807568877293527446341505872366943
10 | 1.732050807568877293527446341505872366943
11 | 1.732050807568877293527446341505872366943
12 | 1.732050807568877293527446341505872366943
13 | 1.732050807568877293527446341505872366943
14 | 1.732050807568877293527446341505872366943
15 | 1.732050807568877293527446341505872366943
16 | 1.732050807568877293527446341505872366943
17 | 1.732050807568877293527446341505872366943
18 | 1.732050807568877293527446341505872366943
19 | 1.732050807568877293527446341505872366943
20 | 1.732050807568877293527446341505872366943
21 | 1.732050807568877293527446341505872366943
22 | 1.732050807568877293527446341505872366943

O 0 IO Nk~ W= OS

2.6.1 OQutra prova de que lim,_,..x, = \/p

Observa-se nas trés tabelas anteriores que a sequéncia (x,) é decrescente. Isto ndo é

fortuito. De fato, segue da Afirmacgdo 2 no Teorema 6 e da equacgdo (2.17) que
Xnp1 1 p 1 p
= (1+5 | <z (14+—"— | =1
3 z<+ﬁ)—2<*1¢mJ

Xpt1 <x, paratodo n>0.

Isto €,

Desta forma, a sequéncia (x,) € decrescente e limitada inferiormente por ,/p. Pelo item (b) do
Lema 1, existe x € R tal que limy, ;0 x, = x. Afirmamos que x = /p. De fato, lim;, ;e X, = x =

limy, e X, 1. Passando o limite em (2.17), obtemos:
1 p
=5 ()
Assim, multiplicando por x, resulta que
2w =x>+p, istoé, x=—p ou x= N2

De (2.17) segue que x > ,/p, portanto limy, e X, = x = /p.
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Tabela 3 — Tabela com as primeiras 21 iteracdes do Método Babil6nico para v/17.

Xn
17.00000000000000000000000000000000000000
9.000000000000000000000000000000000000000
5.444444444444444444444444444444444444444
4.283446712018140589569160997732426303855
4.126106627581330750051917714324127392266
4.123106716962795179994990777747392253942
4.123105625617804983895597281255081612160
4.123105625617660549821409858503869332281
4.123105625617660549821409855974077025147
4.123105625617660549821409855974077025147
4.123105625617660549821409855974077025147
4.123105625617660549821409855974077025147
4.123105625617660549821409855974077025147
4.123105625617660549821409855974077025147
4.123105625617660549821409855974077025147
4.123105625617660549821409855974077025147
4.123105625617660549821409855974077025147
4.123105625617660549821409855974077025147
4.123105625617660549821409855974077025147
4.123105625617660549821409855974077025147
4.123105625617660549821409855974077025147
4.123105625617660549821409855974077025147
4.123105625617660549821409855974077025147

g G A A G G G G UG Y
C XA NE DO, LI R W~ O

NS ]
— O

N
[\

2.7 Outras abordagens do Método Babilonico

Encontrar o valor numérico de /p € equivalente a encontrar a solugdo positiva da equagdo
f(x) =0, onde f(x) =x*— p.Isto é, x* = ,/p se e somente se f(x*) =0 e x* > 0. Problemas
desta natureza sdo conhecidos como o problema de encontrar o zero de uma equacdo polinomial.
Uma outra categoria de problemas consiste em se encontrar o ponto fixo de uma funcio g,
isto €, achar um ponto x* tal que g(x*) = x*. Um problema do primeiro tipo sempre pode ser
transformado num problema do segundo tipo. H4 diversas maneiras de escolher uma func¢do g
que realiza esta transforma¢do. Um método conveniente de achar um candidato a fungdo g €

conhecido como Método de Newton. Ele consiste em definir g da seguinte maneira:

),
g(x) = o) (2.22)

Para aplicar o Método de Newton supde-se que f € continuamente diferencidvel e ndo se anula

numa vizinhanga do ponto fixo x*. Isto é equivalente a requerer que f’(x*) # 0. Observe que x*

¢ zero de f se e somente se x* € ponto fixo da g definida por (2.22).

O método cléssico de se encontrar o ponto fixo de uma fun¢do g consiste no seguinte
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procedimento. Escolhe-se x( suficientemente préximo do ponto fixo x* cujo valor numérico se
deseja determinar. Entdo define-se a sequéncia x,xy, ... pela lei de recorréncia x,+1 = g(x,)
para todo n > 0. Pode-se provar que sob condi¢des adequadas sobre a fungdo g (isto €, se g for
uma contrago), a sequéncia (x,) converge para o ponto fixo x* de g. No caso em que se deseja

determinar /p temos que f(x) = x% — p. Sendo assim,

B flx) xz—p_2x2—x2+p_1 p
gx) =x f’(x)_x 2x 2x _2<x+x)'
e
1 p
X1 =8n) == (x+— ], n>0. (2.23)
2 Xn

Note que escolhendo x,, = p resulta em uma sequéncia idéntica aquela definida por (2.23).
Abaixo apresentamos uma abordagem desta sequéncia usando o Teorema do Ponto Fixo de
Banach. Vamos precisar de alguns conceitos e resultados. Vamos assumir que a < b sdo dois

nimeros reais e que [a,b] é o intervalo compacto com extremos em a € b.

Defini¢do 1. Um ponto x* € [a,b] é considerado ponto fixo de uma fungdo g : [a,b] — R se

g(x*) =x".
Exemplo 9. Os pontos fixos da fungo g(x) =x> —x*+ 1 sdox} = lexi = —1.
Resolugdo.
glx) = x
B—x*+1 = x
C-x¥—x+1 = 0
Prx—1)—(x—=1) = 0
F-Dx—-1) = 0
x—Dx+1)x—-1) = 0
(x—1)>2(x+1) = 0
x=1loux = —1
Logo, os pontos fixos sdo x] =1 e x; = —1.

Teorema 7. Seja f: [a,b] — R uma funcéo continua. Se f(a)- f(b) < 0 entdo f tem um zero em
la,b].

Demonstracdo. Se f(a) =0ou f(b) =0, entdo f tem um zero em [a,b]. Se f(a) #0e f(b) #0
entdo f(a)- f(b) < 0. Assim, o intervalo com extremos em f(a) e f(b) contém o zero. Pelo

Teorema do Valor Intermedidrio, existe x* € (a,b) tal que f(x*) = 0. O
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Teorema 8 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Seja g : [a,b] — R uma fun¢ao continua tal
que g(x) € [a,b] para todo x € [a,b], isto é, g leva [a,b] em [a,b]. Entdo g tem pelo menos um

ponto fixo em [a, b].

Demonstragcdo. Seja f(x) = x — g(x). Entdo o fato de que a < g(a) < b implica que f(a) =
a—g(a) <0eofatode que a < g(b) < b implica que f(b) =b— g(b) > 0. Assim, pelo teorema
7, exite x* € [a, D] tal que f(x*) = 0, logo, x* — g(x*) = 0, portanto g(x*) = x*. O

Exemplo 10. A fungio g : [1,2] — R definida por g(x) = In(2x+ 1) tem ponto fixo.

Resolucdo. g(1) =1In3 € [1,2] e g(2) =In5 € [1,2]. A fungdo g € crescente, portanto
1<g(l)<g(x)<g(2)<2 paratodo xe€[l,2].

Desta forma, g(x) € [1,2] paratodo x € [1,2]. Além disso, g é continua no intervalo [1,2]. Pelo Te-

orema do Ponto Fixo de Brouwer, g tem um ponto fixo em [1,2].

Defini¢do 2. Uma funcdo g : [a,b] — R é uma contragdo se existir uma constante 0 < L < 1 tal
que

g(x) —g(y)| < Llx—y| paratodo x,y€ [a,b].
Neste caso, dizemos que g € uma L-contragdo.
Teorema 9 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja g : [a,b] — R uma contragéo tal que
g(x) € [a,b] para todo x € [a,b], isto é, g leva [a,b] em [a,b]. Entdo g tem um tnico ponto fixo.

Além disso, para todo xo € [a,b], a sequéncia xo,x,x2, ... definida por x,1 = g(x,) converge
para o Unico ponto fixo de g.

Demonstragcdo. A existéncia de pelo menos um ponto fixo é garantida pelo Teorema do Ponto
Fixo de Brouwer. A unicidade é provada da seguinte maneira. Sejam x*,y* pontos fixos de g.

Entao:
I —y*| = |g(x") —g(y")| S L|x* —y*|.

Portanto,

" =y LIx =y <0
O0<(I-L)" =y <0

Logo, (1 —L)|x* —y*| = 0 e, portanto x* = y* pois L < 1. Observe que:
o = x| = |g(xn—1) —g(¥")| < Llxp1 —x"[ < -+ < L7xo —x7].

Como L" — 0 quando n — oo, temos que lim,_se |x, —x*| = 0. O
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1 2
Exemplo 11. Mostre que a fungdo g : [1,2] — R definida por g(x) = 5 <x—|— —) satisfaz todas as
x

hipéteses do Teorema do Ponto Fixo de Banach. Conclua que a sequéncia xg,x1,x3, ... definida

recursivamente por x, | = g(x,) converge para v/2 para todo xq € [1,2].

Resolugdo. O primeiro passo é mostrar que g leva o intervalo [1,2] nele mesmo, isto &,

que g ([1,2]) C [1,2]. Isto é consequéncia das seguintes desigualdades:
2 2 1 2
1§x§2:>1§—§2:>2§x+1§x+—§x+2§4:>1Si(x—k—) <2.
x x X

Assim, g leva o intervalo [1,2] nele mesmo.

Para mostrar que g é uma contracao, vamos precisar provar a seguinte desigualdade:

2
1-—| <1 (2.24)
Xy
A desigualdade (2.24) segue das seguintes desigualdades:
I 1 1 2
1<x<2,1<y<2=1<xy<4=-<—<1=-<—-<2
4 7 xy 2 7 xy
Portanto,
2 1 2
—1<1-—< =<1 e '1——§1.
xy — 2 Xy

1
Vamos mostrar agora que g € uma E—contragﬁo. Segue da definicdo de g e de (2.24) que:

() — g0 = %(x+§>—§(y+§>’

1 p
< —|1==I-lx=
< 2' o lx—y|
< 1| |
< 2x y|.

Isto mostra que g é contracdo em [1,2]. Além disso, g(\/i) = \/§, isto é, v/2 é ponto fixo
de g. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, a sequéncia xg,x,x2,... definida recursiva-

mente por x,,, 1 = g(x,) converge para v/2 independentemente da escolha inicial de xo € [1,2].

Vamos abordar agora o problema da precisdo na aproximacao do ponto fixo. Por exemplo,
ja vimos que se g(x) = % (x+ %) entio lim,, ;.. g"(1) = /2. Note que g"(1) é um niimero racional
que aproxima o valor de v/2. Queremos estimar o erro cometido na aproximaco. Uma estimativa

da velocidade de convergéncia € dada no préximo teorema.
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Teorema 10. Seja g : [a,b] — [a,b] uma L-contragdo. Dados x € [a,b] e € > 0, seja

| Infg(xo) —xo| —In(e(1—L))
" in(?)

Entdo |x, —x*| < € para todo n > N, onde x* € o tinico ponto fixo de g e x, = g"(xp).

+1.

Demonstragdo. Na demonstracdo do Teorema do Ponto Fixo de Banach, a seguinte desigualdade
foi obtida:
*| paratodo n>1. (2.25)

|x, —x*| < L"|xp—x
Para n = 1, temos |x; —x*| < L|xo —x*| , logo:

|xo —x*| = |xo —x1 +x1 —x%| < |xo —x1| + |1 —x%| < |xo —x1| + L|xo — x*|.

Assim,

lxo —x*| < |xo — x1].

1-L
Substituindo em (2.25), obtemos:

n

|, —x*| < |xo — x1].

—1-L
Portanto, a condicdo |x, —x*| < € serd satisfeita se

1

Ll’l
1-L

|x1 —x0| < €. (2.26)

Aplicando In em (2.26), resulta nas seguintes desigualdades:

L}’l
1-L

lx; —xo| < €
L"|x; —xo| <e(l—L)
In(L"|x; —xo|) <In(e(1—L))
In(L") +In|x; —xo| < In(e(1—L))
nInL+In|x; —xo| <In(g(1—L))
In|x; — xo| — In(e(1 — L)) < —nInL = nln (%)

In |g(xo) —xo| —In(e(1 —L)) _
In(7) -

]

Observacao 2. No Teorema 10, se quisermos que a aproximacao x, do ponto fixo x* tenha r

casas decimais de precisdo entdo basta tomar € < 10~ (1),

Exemplo 12. Encontrar a expansio decimal de /2 com 4 casas decimais de precisio.
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1 2
Resolugdo. J4 vimos que v/2 é o tnico ponto fixo da L-contracio g(x) = 3 (x+ —) ,
X

onde L = % Tomando € = 1073, xo = 1 e calculando o valor de N no teorema 10, obtemos:

In|g(1)—1|—In(1073 (11
= M =1=(107(1=3) 166006 41 161117,

(1)

Portanto, v2 = 1,4142 pois x17 = 1.4142135623730950. ..
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CAPITULO

REGULARIDADE DOS DIGITOS DA
EXPANSAO DECIMAL

3.1 Conjuntos de medida zero e de medida total

Dizemos que um conjunto S C [0, 1) tem medida zero se para todo € > 0 existir uma
familia enumeravel de intervalos abertos Ji,Js, ... tais que S C U,—1Jn € Yo |Jn| < €, Onde
|J»| denota o comprimento do intervalo J,. Um conjunto S C [0,1) tem medida total se o

complemento [0, 1) \ S tiver medida zero.

Lema 4. Todo subconjunto enumerdvel S = {xj,x2,...} de [0, 1) tem medida zero.

€ €
) . Entao

Demonstragcdo. Seja € > 0 dado. Para cada n > 1, seja J, = (xn v ,Xn + it

S CUn=1Jn>

S
Jn| = ﬁ €
o0 (oo} 8
n=1 n=1
[

Corolario 3. O conjunto QN [0, 1) dos nimeros racionais do intervalo [0, 1) tem medida zero.

O conjunto [0, 1) \ Q dos niimeros irracionais do intervalo [0, 1) tem medida total.

Demonstragdo. Segue do fato de (Q ser um conjunto enumeravel. 0

3.2 Nudmeros simplesmente normais

Dizemos que um nimero x € [0, 1) é simplesmente normal se cada digitod € {0,1,...,9}

aparece com frequéncia de 10% na expansdo decimal de x. Mais especificamente, seja x € [0, 1)
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um nimero tendo expansdo decimal x = 0,d)dy, .... Paracadad € {0,1,...,9} defina
#{1<k<nld,=d
P(d) = lim TUSkSnldi =d}
n—soo n

Entdo x serd simplesmente normal se P(d) = 10% para cada d € {0,1,...,9}.

Dizemos que uma propriedade P vale para quase todo ponto x € [0,1) se
{x€[0,1) | P é verdadeira}

tiver medida total. O objetivo desta secdo € entender a afirmagdo de que quase todo nimero

x € [0,1) é simplesmente normal. Vamos precisar do seguinte resultado.

Teorema 11 (Teorema da equidistribui¢ao). Seja f:[0,1) — [0,1) definida por f(x) = {10x}.

Sejam x € [0, 1) um ponto e (a,);_, a sequéncia definida recursivamente por
ap=x, ap= f(an—1),n>1.

Para quase todo x € [0,1) e para todo intervalo J C [0,1), a sequéncia (a,);_, € equidistribuida

em J, isto &,
. #Ho<k<n—1|ae€J}
lim —

n—soo n

-

Demonstragcdo. A prova deste resultado estd fora do escopo deste texto. Trata-se de uma aplica-

¢do do Teorema Ergddico de Birkhoff. O resultado pode ser encontrado em [1, p. 2]. ]

Teorema 12. Quase todo x € [0, 1) é simplesmente normal, isto €, cada digito d € {0,1,...,9}

aparece com frequéncia de 10% na expansdo decimal de x.

d+1
10" 10
total tal que para todo x € [0, 1), a sequéncia ag,ay, ... definida por (2.10) é equidistribuida, isto

Demonstragdo. SejaJ = [ ) . Pelo Teorema 11 existe um conjunto B C [0, 1) de medida

€,

10 10 |
li 4 0%, 3.1
o n 10 10 10 ’ @D

Sejam x € Be x =0,d;d; ... a expansdo decimal de x. Observe que

d—1 d
<k<n—1|—< el
#{O_k_nl <a < } PR

d—1 d
{OSkSn—l‘Tgak<E} = {()gkgn—l d—lglOak<d}

— {ogkgn—l LlOakj:d}
= {OSkSI’L—I dk—i—l:d}-
= {lgﬁgndg:d}.
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Desta forma,

#{1<¥l<nld)=d
lim {1 <{<n|dy=d}

P(d) =

n—soo n

= lim
n—oo

#{0§k§n—1’

d—1

10

<a < —

10

o)
= 10%.

n
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