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Resumo

Neste trabalho serao estudados os ntimeros imaginarios e como se deu a sua
evolucao ao longo do tempo. Evolucao esta que ocorreu de forma bem lenta, até se
chegar no que é conhecido hoje como o ntimero imaginario ¢. Entretanto, a criacao
dos complexos nao foi o ponto final do estudo dos niimeros imaginarios. Estudos
seguintes introduziram conceitos ainda mais abrangentes criando conjuntos como os
quatérnios, extensao de quatro dimensoes dos complexos. Finaliza-se o trabalho,
com as extensoes de oito e dezesseis dimensoes dos complexos, conhecidas como
octdnios e sedénios, respectivamente. Além de ser apresentado algumas aplicacoes

dessas extensoes, também conhecidas como nimeros hipercomplexos.

Palavras-chave: Numeros; Imaginarios; Complexos; Quatérnios; Octonios; Se-

dénios.
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Abstract

In this paper it will be studied the imaginary numbers and how their evolution
over time occurred. Such evolution has occurred at a slow pace until it reached
at what is known today as the imaginary number ¢. However, the creation of the
complex was not the end of the study of imaginary numbers. These studies have
introduced even more comprehensive concepts creating sets as quaternions, exten-
sion of four dimensions of the complex. Tt will be concluded, with the extensions
of eight and sixteen dimensions of the complex numbers, known as octonions and
sedenions, respectively. Additionally, it will be submitted some applications of these

extensions, also known as hypercomplex numbers.

Keywords: Numbers; Imaginary; Complex; Quaternions; Octonions; Sedeni-

ons.
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Introducao

Ao pensarmos no namero imaginario 7, provavelmente, lembramos do nosso en-
sino médio e do professor nos informando que existe um conjunto maior do que o
dos nimeros reais, onde existe é possivel extrair raiz quadrada de niimero negativo,
e nos apresenta a igualdade i = /—1. O que pode passar despercebido, tanto pelos
alunos quanto pelo professor, ¢ que esta igualdade nao se deu num passe de ma-
gica como parece ao ser apresentado em sala de aula. Existe muita histéria por
tras disso e é o objetivo de nossa pesquisa trazer os acontecimentos que tornaram

possivel estudarmos o conjunto dos niimeros complexos no ensino médio hoje.

A historia comeca com a disputa entre Cardano e Tartaglia pela resolugao de
equacoes do 3.° grau, onde nessa disputa se é descoberta a féormula de resolucao
de tal equagdo [3],[6]. Com o descobrimento desta formula, levanta-se o questiona-
mento sobre raizes quadradas negativas. Para os matematicos da época, isto nao
existia. E a formula descoberta parecia fazer possivel tal fato, deixando os mate-
méticos intrigados. As tentativas para explicar tal fato e resolver o problema entao
proposto, passou por maos de mateméaticos que contribuiram muito para o avango

da matematica [4].

Também neste trabalho, traremos, o que para um aluno do ensino médio, pode ser
uma mera curiosidade, mas que para alguns matematicos foi uma pesquisa de vérios
anos. Trata-se de alguns conjuntos, chamados de hipercomplexos, assim conhecidos
por conterem mais de uma unidade imaginaria , além da tradicional . Comecaremos
com a primeira expansao, conhecida por Quatérnios de Hamilton. Quatérnios pelo
fato de ser um conjunto tetradimensional, com trés unidades imaginarias distintas,
porém ambas iguais a v/—1. Hamilton estudou por mais de uma década para chegar
a esta primeira expansao. Primeiramente, ele tentou com apenas uma unidade
imaginaria a mais, dando origem a um tripleto. Razao pela qual ele demorou tanto

tempo para chegar a conclusao definitiva dos quatérnios. Ele queria um conjunto

xi



onde pudesse ser descrito em trés dimensoes, para se aplicar a geometria, tal como
os complexos funcionavam perfeitamente para duas dimensoes. Porém, Hamilton
enfrentou problemas com a multiplicagdo de tripletos, pois nao chegava a conclusao
de quanto deveria valer o produto ij, as duas unidades imaginarias até entao. O
problema s6 foi resolvido com a insercao de uma terceira unidade imaginaria. Dai
os tripletos passaram a ser quatérnios e o problema da multiplicacao e da aplicacao
a geometria foram resolvidos |7],[10].

A proxima extensao, o conjunto dos octonios, foi descrita pela primeira vez por
Graves, amigo de Hamilton, mas este nao foi o primeiro a publicé-la, feito atribuido
a Cayley. O conjunto dos octonios possui sete unidades imaginarias distintas [1].

O 1ltimo conjunto estudado no trabalho, sao os sedénios, um conjunto hexadi-
mensional com quinze unidades imaginarias distintas [2].

Uma curiosidade sobre estes conjuntos ¢ que a cada extensao eles perdem uma
propriedade com relacao a multiplicacao, tao comum aos complexos. Os quatérnios,
nao sao comutativos; os octonios nao sao comutativos nem associativos e os sedénios
nao fazem parte de uma algebra de divisao, ou seja, eles possuem elementos nao nulos
que multiplicados resultam no elemento nulo do conjunto [1], [2], [12], [13].

Trazemos ainda, algumas aplicacoes dos ntimeros hipercomplexos, desconhecidos
de muitos, mas muito tteis em nossa vida, principalmente dos quatérnios [1], [8],

191, [14], [15], [16], [17].
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Capitulo 1

Abordagem Histoérica dos Niimeros

Imaginarios - De Cardano a Gauss

Neste capitulo, estudaremos a evolucao das ideias sobre os niimeros imaginé-
rios. Iremos de sua origem nos célculos feitos por Cardano; passaremos por diversas
mentes brilhantes que contribuiram para o desenvolvimento destes nimeros e ire-
mos até o fabuloso GGauss, que tirou do misticismo os niimeros que no passado eram
conhecidos como impossiveis, e perpetuou as expressoes nimeros complexos e ni-

mero imaginario. Tomando como base para esta pesquisa os trabalhos de Cerri [3],
Ebbinghaus [4] e Garbi [6].

1.1 Cardano, Tartaglia e a disputa de resolucao de
equacoes do 3.° grau

Quando um estudante do ensino médio esta aprendendo sobre os ntimeros com-
plexos, deve achar que sua descoberta se deu através da equacao do 2.° grau, quando
o seu discriminante é negativo. Porém veremos que este estudo nao tem a ver com
a equacao do 2.° grau e sim com a do 3.° grau, e que a absorcao do conceito de
ntimero imaginério se deu de forma bem lenta.

A resolucdo de equacbes é algo que fascina matematicos ao longo de toda a
historia. Babilonios, gregos, romanos, indianos, hindus, entre outros povos, sempre
procuravam uma maneira de criar um método para se resolver qualquer tipo de

equacao. Quando falamos de equacao do 2.° grau, pensamos logo em Bhaskara e



1.1. CARDANO, TARTAGLIA E A DISPUTA DE RESOLUGAO DE
EQUACOES DO 3.° GRAU

sua técnica. Apesar dele ter ficado com a fama, quem descobriu a formula mesmo
foi Sridhara, conterraneo de Bhéskara.

O fato de que o discriminante da equacao do 2.° grau poder ser negativo nao
perturbava os mateméticos da época. Eles, simplesmente diziam que a equacao nao
tinha solucao.

E no meio da disputa entre Girolamo Cardano (Figura 1.1) e Nicold Fontana
(Tartaglia) (Figura 1.2) pela a resolucao da equacao do 3.° grau que se percebeu
que os numeros reais nao eram suficientes e as primeiras ideias da criagao do conjunto

dos ntimeros complexos surgiram.

Figura 1.1: Girolamo Cardano (1501 — 1576).

Por volta de 1510, Scipione del Ferro encontrou uma férmula geral de resolver
as equacoes do tipo

2 +pr+q=0

e revelou a seu aluno, Antonio Maria Fior, que apds a morte de seu mestre, tentou
adquirir notoriedade com a descoberta de seu professor lancando um desafio a Tar-
taglia para resolver equacgoes desse tipo. Tartaglia aceitou o desafio e durante sua
preparacao, Tartaglia revelou: “mobzilizet todo o entusiasmo, a aplicagcao e a
arte de que fut capaz, objetivando encontrar uma regra para a solugcao
daquelas equacgédes, o que consegui a 10 de fevereiro de 1535”[6]. Porém, ele

foi ainda mais longe e encontrou a férmula geral para se resolver equacoes do tipo

2® 4+ pr* +q =0,
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cuja resolucao Fior desconhecia e, assim, Tartaglia venceu o desafio.

Cardano ouviu falar do feito de Tartaglia e logo desejou deter este conhecimento
para expor na sua famosa obra que estava por ser escrita. Ele tentou seduzir Tarta-
glia a entrega-lo a formula, porém Tartaglia desejava que ele proprio fizesse isso, pois
ele era o descobridor. Cardano nao desistiu e continuou a insistir, até que Tartaglia
o deu com a promessa de que ele nao a revelaria a ninguém, mas ele logo viu que
foi um grande erro, pois Cardano publicou e ficou com a fama. A féormula até hoje

leva o nome de formula de Cardano.

Figura 1.2: Nicolo Fontana (Tartaglia) (1499 — 1557).

Percebamos que quando Tartaglia descobriu a formula para se resolver equacoes
do tipo
2+ pr+q=0,

ele descobriu como se resolve qualquer equagao completa do 3.° grau

ar® +bx* +cxr+d=0.

Basta fazer a substituicao y = x + m e calcular m, de modo a anular o termo de
grau 2.

Vejamos a formula que Tartaglia descobriu para as equagoes do tipo
24 pr4+qg=0

Eis a formula:




1.1. CARDANO, TARTAGLIA E A DISPUTA DE RESOLUGAO DE
EQUACOES DO 3.° GRAU

Por exemplo, a equacgao
7 — 150 —4 =0

terad como solugao através da formula de Cardano o seguinte valor:

T = €/2+\/—121+</2—\/—121

Esta equacao tem como raizes os valores

r =4, x:—2+\/§ex:—2—\/§,

como estas raizes reais estariam relacionadas com o resultado da féormula de Car-
dano? Como se extrairia raizes cibicas de ntmeros de natureza desconhecida?
Garbi, em O Romance das Equagoes Algébricas|6], disse que: “Tartaglia havia me-
xido em um verdadeiro vespeiro, do qual safam estranhissimas e insondéveis ques-
toes”. O interessante é que em sua Ars Magna(Figura 1.3), Cardano ja havia operado
com numeros complexos, sem saber com o que estava mexendo. Ele escreveu que é
impossivel dividir 10 em duas partes, de modo que seu produto seja 40. Entretanto,

ele disse, se o problema pudesse ser resolvido, seria da seguinte maneira:
r+y = 10
rzy = 40.

Eleva-se ao quadrado a primeira equacao e multiplica-se por 4 a segunda

22 +2xy+y* = 100
ey = 160.

Subtraindo-se a primeira da segunda,

2? —2ry+ 1y = —60 = (v —y)* = —60 = —y = vV—60 = 2/—15,

ou seja,

r+y = 10
r—y = 2¢-15.
Portanto,

20 =10+2vV-15=a2=5++Vv—-15 e y=5—+v—15.

Eis a primeira vez na historia em que o homem fez algumas operagoes com nimeros
complexos. O que o autor, Cardano, disse a respeito deste grande avanco para a
matematica: “Este resultado é tao sutil quanto inatil’|6]. Cardano, de fato,

nao sabia o tesouro que tinha nas maos.
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Figura 1.3: Frontispicio da Ars Magna (1545), obra de Cardano.

1.2 Bombelli e sua ideia pioneira

Rafael Bombelli(Figura 1.4), nascido em Bolonha, Itéalia, no ano de 1530, foi o
primeiro homem a tentar lidar com o ntimero desconhecido, até entao. Ele desejava

relacionar a raiz r = 4 da equacao
2*— 152 —4=0
com o que se era obtido através da féormula de Cardano
r= )2+ Vo121 + {2 - VoI

Em seu livro intitulado L’Algebra parte Maggiore dell’Arithmetica|4|, podemos en-

contrar como se deu o seu pensamento. Ele resolveu associar os nimeros

\/2+ V=121 e \/2 — /=121

a++vV—-bea—+V-b,

a numeros na forma

respectivamente. Neste caso,

V2+yv—12l=a++vV—be \/2—+v—121 =a — vV—b.
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1.3. DESCARTES, NEWTON E LEIBNIZ

Ao criar as seguintes regras

VDY) = -1
VDV =1
(VVT) = -
HV=T) = VAT
(DD = —vAI
M-V = —v-I
(D) = VAT

(a4 0v—=1) + (c+ dvV—=1) = (a+¢) + (b + d)v/—1,

Bombelli chegou a conclusao de que a =2 e b= 1, pois

(2+V-1)P2=23+322V/-1+32.(V-1)2+ (V-1 =2+V-121

(2—V—-1)?=22-322/-14+32.(V-1)?2 - (V-1 =2 - V/-121.

Bombelli havia construido os alicerces de toda a teoria dos niimeros complexos.

Figura 1.4: Rafael Bombelli (1526 — 1572).

1.3 Descartes, Newton e Leibniz

Os trés génios dos quais falaremos a seguir, nao mudaram significativamente o
que se sabia sobre os nimeros imaginarios na época, mas vale a pena saber a opiniao

de cada um deles a respeito destes niimeros.

6
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Figura 1.5: René Descartes (1642 — 1727)

René Descartes(Figura 1.5), apesar de ter intensamente trabalhado na construcao
da teoria da geometria analitica, ele em sua La Géométrie[4] em 1637 também
estudou equacoes algébricas. Em um trecho da sua obra, ele disse que “Nem sempre
as raizes verdadeiras (positivas) ou falsas (negativas) de uma equacdo sio reais. As
vezes elas sdo imaginarias”[4]. Fora a primeira vez na histéria que tal expressao foi
usada e que mais tarde seria designada para representar o nimero \/—1. Descartes
também confessou que quantidades imaginéarias sao completamente incapazes de se

conseguir visualizar.

Figura 1.6: Isaac Newton (1642 — 1727)

Isaac Newton(Figura 1.6) considerou as raizes complexas como sendo a insolu-
bilidade de um problema, expressando que equacoes cujas raizes seriam imaginérias
deveriam ser tratadas como impossiveis, para que nao apresentem casos de proble-

mas que sao insolaveis nos reais como se fossem possiveis. No tempo de Newton,

7



1.4. EULER, O MATEMATICO QUE DOMINOU OS NUMEROS COMPLEXOS

os numeros complexos nao tinham uma aplicacao sequer, especialmente, na fisica.
Talvez, se houvesse, ele nao teria considerado as solugoes imagindrias tao impossiveis

assim.

Figura 1.7: Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716)

Gottfried Wilhelm Leibniz(Figura 1.7), ocasionalmente, escrevia algo relacionado
aos nimeros imaginarios. Por volta de 1675, numa carta direcionada a Huygens,

escreveu uma relacao que enriqueceu a teoria dos niimeros imaginarios:

\/1+\/—_3+\/1—\/—_=\/6.

Em 1702, no primeiro periddico cientifico publicado em alemao pelo Leipzig Acta
FEruditorum|4], Leibniz fala que as raizes imaginarias sdo um tipo de resort sutil e
maravilhoso, cheio de espirito divino, uma espécie de hermafrodita entre existéncia
e nao-existéncia. Em 1712, Leibniz ja havia identificado log(—1) como sendo um

nimero imaginario.

1.4 Euler, o matematico que dominou os niimeros

complexos

Antes do sui¢o Leonhard Euler(Figura 1.8), ninguém havia dado uma contribui-
¢ao tao grande aos numeros complexos como ele. As ideias de Euler, quanto a estes
nimeros e como eles poderiam ser utilizados foram varias. Vejamos, entao, as suas

contribuigoes.
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Em principio, foi ele, quem introduziu o simbolo que usamos até hoje para subs-
tituir /—1, a letra ¢, letra escolhida devido ao nome: nimero imaginario. Ele, entao,
passou a estudar os ntimeros da forma z = a + bi, onde a e b sdo niimeros reais e

i> = —1. Estes ntmeros foram chamados de niimeros complexos.

Figura 1.8: Leonhard Euler (1707 — 1783).

Euler definiu as operagoes de adi¢ao e multiplicacao para os nimeros complexos,
tendo em vista os estudos de Bombelli. Verificou que sao validas as propriedades
associativa, comutativa e existéncia de elemento neutro, tanto para a adicao, quanto
para a multiplicacao, além de verificar também as existéncias do elemento oposto
para cada ntimero complexo e do inverso multiplicativo para cada complexo diferente
do zero. Assim ele foi o primeiro a verificar que o conjunto dos nimeros complexos
¢ o que chamamos, modernamente, de corpo. Este génio percebeu que era possivel
relacionar os niimeros complexos a trigonometria e que eles poderiam ser escritos de

uma certa forma, a qual foi chamada de forma polar de um niimero complexo:
z = p(cost + isenf),

onde p = va? 4 b? é chamado de modulo de z e 6 é o argumento de z. Essa relacao
com a trigonometria e com a geometria analitica de Descartes s6 trouxe beneficios,
tais como o descobrimento de como se extrair raizes de nliimeros complexos. Lembre-
mos que esta era uma questao que perturbava os matematicos desde o descobrimento
da féormula de Cardano.

Com respeito a raizes quadradas de niimeros negativos, o proprio Euler, em sua

obra intitulada “Vollstindige Anleitung zur Algebra”, ou traduzida para o inglés



1.4. EULER, O MATEMATICO QUE DOMINOU OS NUMEROS COMPLEXOS

como “Elements of Algebra”, diz: “Fica claro, portanto, que as raizes quadradas
de numeros negativos nao podem ser contadas entre os niumeros possiveis: conse-
quentemente, temos de dizer que elas sao os numeros que sao impossiveis. FEsta
circunstdncia leva-nos ao conceito de numeros, que, pela sua propria natureza, SGo
mmpossives, e que sao comumente chamados de nimeros imagindrios ou numeros
fantasiosos, porque eles so existem em nossa fantasia ou na nossa imagina¢ao”[4).

Uma outro feito de Euler com relacao aos nimeros complexos foi o desenvolvi-
mento da formula da raiz n-ésima de um nimero complexo nao-nulo. Formula esta
que mostra todas as n raizes distintas do nimero complexo, desde que esteja na
forma polar.

Pondo

z = p(cos ¢ + iseng) e w = r(cosd + isend),

se 2" = w, entao

0 + 2k 0 + 2k
2= Ur (cos (:) + isen (u
n n

)) , VkeZ, com zp = 2pip.
De posse desta formula, podemos voltar a equagao que vimos na secao 1.1
3 _
x> —1bx—4=0

que, pela formula de Cardano, obtinhamos o seguinte resultado:

T = 6/2—1—\/—1214—:\5/2—\/—121

ou, simplesmente,

r=v2+11i+ v/2 — 11i.

Que por séculos levantou questionamentos de que como a equacao com uma solucao
tao clara x = 4, poderia se equivaler a expressao acima e se existiriam outras raizes,
como parecia existir. Foi s6 com a formula, que Euler ajudou a desenvolver, que estes
questionamentos foram respondidos. Assim, extraindo as raizes cubicas de 2 + 11

e 2 — 117 e somando-as, chega-se as trés raizes distintas da equacao em questao:
r =4, r=-2+V3e x:—2—\/§,

Embora nao soubesse, Tartaglia, quando descobriu a formula de resolver equagos do

3.° grau, descobriu a formula que gerava todas as raizes da equacao. Bombelli deu
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o primeiro passo para as questoes que se seguiram e Euler desvendou totalmente o
mistério que sondava sobre os nimeros “desconhecidos”, por isto e por muito mais,
que ele ficou conhecido como o matematico que dominou os ntimeros complexos.
Ainda ha a férmula de Euler desenvolvida apds este conjecturar a existéncia
de uma funcao exponencial com variaveis complexas. Utilizando método de séries
infinitas, ele demonstrou que
e = cos @ + isend.

No caso em que § = m, temos a expressao que envolve os cinco nimeros mais

importantes de toda a matematica:

igualdade esta que é tida como a mais bela entre todas as igualdades, segundo
Feynman [5].

1.5 Os Numeros Complexos como Pontos no Plano:
Wallis, Wessel e Argand

Figura 1.9: John Wallis (1616 — 1703).

As primeiras nogoes de uma correspondéncia entre os niimeros complexos e pon-

tos num plano foram trazidas pelo mateméatico inglés John Wallis(Figura 1.9), em

11
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WESSEL E ARGAND

sua obra intitulada “De Algebra Tractatus”, publicada em 1685. Porém, suas ideias
nao tiveram nenhuma influéncia em seus contemporaneos.

A primeira representacao de pontos num plano como nimeros complexos que foi
levada mais a sério foi a do topografo Caspar Wessel(Figura 1.10), em seu memorial
“On the analytical representation of direction - an essay” de 1798. O primeiro
objetivo de Wessel foi poder operar com segmentos de reta orientados e assim ele
teve a ideia de olhar os nimeros complexos como esses segmentos orientados. Wessel
introduziu um eixo de niimeros imaginarios perpendicular ao eixo dos niimeros reais
e interpretou vetores como ntimeros complexos no plano (Figura 1.12). Assim, ele
definiu as operagoes usuais de vetores para os niimeros complexos, geometricamente

falando.

Figura 1.10: Caspar Wessel (1745 — 1818).

Uma interpretacao geométrica diferente dos nimeros complexos foi dada pelo
suigo Jean Robert Argand(Figura 1.11) em sua “Essai sur une maniére de représenter
les quantités imaginaires dans les constructions géometriques”. Ele interpreta /—1
como uma rotagao através de um angulo reto no plano no sentido anti-horério e que

o produto

(V-1)(vV/-1) = -1

é equivalente a fazer duas rotacoes de angulos retos, ou seja, 0 mesmo que uma

reflexao.

12
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Figura 1.11: Jean Robert Argand (1768 — 1822).

Desta forma, os niimeros ja eram conhecidos tanto na sua forma algébrica como

na trigonométrica, além de sua interpretacao geométrica.

& numeros imaginarios

e N

|
o
nameros reais w

-2j —

-3

Figura 1.12: Forma Geométrica do niimero complexo.

1.6 Gauss e o Teorema Fundamental da Algebra

Carl Friedrich Gauss (Figura 1.13) fez com que as visoes sobre niimeros com-
plexos fossem mudadas. Ele ja tinha conhecimento da interpretacao dos ntmeros
complexos como pontos no plano, o que podemos perceber numa carta em que Gauss
escreveu para Bessel, onde diz: “Assim como se pode pensar em todo o dominio de
grandezas reais como sendo representados por uma linha reta infinita, de mesmo
modo o dominio completo de todas as grandezas, nlimeros reais e imaginarios po-

dem ser visualizados como um plano infinito, no qual o ponto definido pela abscissa

13
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a e uma ordenada b, representa a magnitude do nimero a + bi”[4]. Ele usou este
conhecimento em sua tese de doutorado, onde provou o Teorema Fundamental da
Algebra em 1799, aos 21 anos de idade. Esta tese até hoje é considerada a maior

tese em matematica de todos os tempos.

Figura 1.13: Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855).

O teorema diz que “Toda equagao polinomial de coeficientes reais ou complexos
tem, pelo menos, uma raiz complexa”[3]. Isso implica em que toda equagdo de
grau n tem exatamente n raizes, eventualmente repetidas. Cerri e Monteiro em
Historia dos Numeros Complezos|3| afirmam: “Assim, o Teorema Fundamental da
Algebra resolveu a questdo das solucdes de equacoes algébricas e ainda mostrou que
o conjunto dos niimeros complexos é o melhor conjunto para se tratar do assunto,
pois contém todas as solucoes de qualquer equacao algébrica, de qualquer grau”.

Mesmo, com a prova do Teorema Fundamental da Algebra, a ideia dos nime-
ros complexos nao havia sido completamente disseminada até 1831, quando Gauss
publicou “Theoria Residuorum Biquadraticorum. Comentatio Secunda”. Aqui ele
define claramente seus pontos de vista de uma maneira que supera todas as obje-
coes logicas, compra a expressao “nimero complexo” e descreve a atitude de seus
contemporaneos a esses nimeros, com as seguintes palavras: “Mas estes nimeros
imaginarios, ao contrario de quantidades reais - anteriormente, e mesmo agora, oca-
sionalmente, embora impropriamente chamado impossivel - foram apenas tolerados,
em vez de dado cidadania plena e, portanto, aparecem mais como, um jogo jogado
com simbolos desprovidos de contetido em si, a que um se abstém absolutamente de
atribuir qualquer substrato visualizdvel. Ao dizer isto nao se tem vontade de depre-

ciar o tributo rico que este jogo com os simbolos tem contribuido para o tesouro das
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relagoes entre os nimeros reais.”[4]

E em relacao & aura de mistério que rondava sobre os niimeros complexos, Gauss
diz que: “Se este assunto até agora tem sido considerado do ponto de vista errado
e, assim, envolto em mistério e cercado pela escuridao, ¢ em grande parte, & uma
terminologia inadequada, que deve ser responsabilizado. Teve +1,—1 e v/—1, em
vez de ser chamado de positivo, negativo e imaginério (ou pior ainda, impossivel) a
unidade, fosse dado o nome de, digamos, unidade direta, inversa, e lateral. Entao,
dificilmente teria tido qualquer possibilidade para tal obscuridade.”|4]

Podemos perceber que Gauss virou um verdadeiro advogado dos ntimeros com-
plexos, lutando contra o preconceito que ainda existia na época, conforme este relato:
“Poderia ser triste em tudo isso que, enquanto quantidades imaginarias ainda foram
baseadas em uma ficcdo, nao eram, por assim dizer, totalmente aceito em mate-
matica, mas foram consideradas sim como algo a ser tolerado; eles permaneceram
longe de ser dado o mesmo status que as quantidades reais. J& nao existe qualquer
justificacao para tal discriminacao, agora que a metafisica ou nimeros imaginérios
foi colocado em uma verdadeira luz e que tem sido demonstrado que tém apenas
como um bom significado objetivo real como os niumeros negativos.”[4] A citacdo
original pode ser encontrada no livco NUMBERS. [4] (Figura 1.14)

ﬁn'qﬁm e nmd ek m?mvszoglm, g0 Lar
hre o ge. mmer oier imotinmer Siehion !a;{q,n.(’ ok
A«W{lmdd nechl sorwekd seve en u'?-w(, als wiel
mechr nir wie grolcldel betrachlod, swnd wwel dlavon ext .
ﬁmf;e&éh{&g,am&? oen reedlen fn;um 4“/ AW I SE
Jorucet v werclen Low einer setbhom zm;.é;,é..? i aber
,1-/.«; bein f--—.-{ medr, nochdem: deer MMolaghysik dor
in.a;Zn"irm %fﬁu in hr wakres Lokt neﬁ.{,' o
o higesiesen of, Lose, ebon 50 avte oie negallien,

thre reade WMJ& ﬂa(m{w-; Aaben .

Figura 1.14: Citagao Original de Gauss, escrito a sua propria mao.

Com todo o trabalho e sua constante defesa aos nimeros complexos, Gauss
conseguiu remover toda a aura de misticismo dos nimeros complexos, pois sua
interpretacao simples como pontos de um plano libertou essa grandeza ficticia de
todo o mistério e especulacoes e deu a eles uma cidadania plena na matematica,
assim como 0s numeros reais ja possufam. Simplesmente, podemos resumir que

Gauss fez dos “impossiveis”, possiveis.
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Capitulo 2

Hamilton e o Seu Desejo de Ir Além

Neste capitulo abordaremos a grandiosa descoberta de Sir William Rowan Ha-
milton|7]. Trata-se da expansdo dos nimeros complexos, um conjunto da quarta
dimensao, conhecidos como quatérnios de Hamilton[17]. Discorreremos todo o con-
texto historico do desenvolvimento de tal conjunto como se é conhecido e também

de suas caracteristicas|10].

2.1 E se fosse possivel expandir os complexos para

0 espaco?

Apoés Gauss ter difundido os niimeros complexos, muitos mateméaticos comeca-
ram a trabalhar com eles em suas pesquisas. Foi entao que Sir William Rowan
Hamilton (Figura 2.1) se encantou com os niimeros complexos e especialmente com
a interpretacao geomeétrica como pontos ou vetores no plano atribuida a John War-
ren. Inspirado pelo trabalho de Warren e com suas ideias fervilhando , Hamilton
entao comecgou a pensar se era possivel levar os nlimeros complexos para o espaco.

Foi quando ele tentou acrescentar um novo numero imaginario diferente do co-
nhecido 7, mas de tal modo que este nimero elevado ao quadrado também fosse —1.

Dai surgem os tripletos:
a+bi+cj, comi*=—1, j?=—1¢ei#j.
(Forma algébrica)(Figura 2.5)
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Figura 2.1: Sir William Rowan Hamilton (1788 — 1856).

(r cos 8, rsend cos ¢, rsenflsene)

(Forma Polar)(Figura 2.4)

Lancada a ideia, serd que seriam satisfeitas todas as propriedades algébricas que
satisfazem os complexos no plano? Como se daria a interpretagdo geométrica de tais
tripletos?

Eram estas e outras perguntas pertinentes que cercavam a mente de Hamilton.
Para respondé-las, ele teria que testar os seus novos ntimeros. Veremos, entao, como

foram dados os testes destes niimeros.

2.1.1 Multiplicacao de Tripletos - Teste Geométrico

Em 1830, Hamilton fez seu primeiro teste, ao tentar definir uma multiplicacao
de tripletos, de modo que seu produto pudesse ser interpretado via rotagoes no
espaco, baseando-se nas ideias de Warren em “Um Tratado sobre a Representacao
Geométrica de Raizes Quadradas de Quantidades Negativas”. L& encontramos o
enunciado: “Se ab = ¢ e a tem inclinagdo de um angulo A e b tem inclinacao de um
angulo B, em relagao a linha unitaria; ¢ terd inclinacao de um angulo A + B”.

Observemos que Warren nao se preocupou em dizer se o produto de duas linhas
retas pertence ou nao ao plano que contém a linha reta unidade e as linhas fatores,
porém pela Figura 2.2, concluimos que permanece sim no plano. Intrigado pelo fato
de que Warren nao havia discutido uma possivel extensao para o espaco, Hamilton

elaborou uma conjectura geométrica para o espago com os tripletos.
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)

Figura 2.2: Produto de duas linhas retas.

Antes de lancgar a sua conjectura geométrica, Hamilton observou que a multipli-
cacao de pares de tripletos estava de acordo com o resultado de Warren, pois se duas
linhas de comprimento r e 7’ e inclinacoes 6 e 6’ sdo representados em coordenadas

polares pelos pares numéricos (Figura 2.3)
(rcos@,rsenf) e (r'cost r'send’),

o seu produto sera
(rr' cos(6 + '), rr'sen(6 + 0")).

[10]

(r'cos@" r"send”)

(rcos@'r'send)

(reosB rsend)

X

Figura 2.3: Ilustracao da Observacao de Hamilton.

Apos estas observacdes, Hamilton fez entdo o enunciado da sua conjectura geo-
métrica da multiplicagao de tripletos:

“Como as linhas retas no espago sao somadas de acordo com as mesmas regras
com as quais sao somadas no plano, elas também poderiam ser multiplicadas de

acordo com as mesmas regras com as quais sao multiplicadas no plano, ou seja,
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multiplicando seus comprimentos e somando seus angulos polares”
(rr' cos(8 + 0"), rr'sen(0 + 0") cos(¢p + ¢'), rr'sen(0 + 6")sen(p + ¢').
Em termos de tripletos, duas linhas do espaco podem ser identificadas como:
(r cos @, rsenf cos ¢, rsenfsend) e (r' cosd', r'send cos @', r'send’'seng’)

em que r, 7’ sao seus comprimentos e 0, ¢, 6, ¢’ sdo os angulos que identificam essas
linhas num sistema de referéncia no espaco, respectivamente, e o seu produto é um
tripleto. Embora essa multiplicagao esteja de acordo com sua conjectura geomé-
trica, Hamilton teve que abandoné-la, pois a mesma, segundo o proprio Hamilton
descobriu, “¢ inconsistente com o principio distributivo”’[10], uma das propriedades
da teoria dos pares numéricos que ele pretendia preservar. Com essa conclusao,

Hamilton decidiu nao publicar integralmente essa tentativa.

Figura 2.4: Tripleto (7 cos @, rsenf cos ¢, rsenfseng).

2.1.2 Multiplicagao de Tripletos - Teste Algébrico

Hamilton passou, entdo, a usar um modelo algébrico x + iy + jz (Figura 2.5)

como um tripleto para as suas novas tentativas, mas para validar suas conjecturas
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algébricas ainda utilizou-se da geometria. Segundo ele, um tripleto = + iy + jz pode
ser interpretado geometricamente como uma linha reta orientada do espago com
origem no ponto (0,0,0) e extremidade em (x,y, z), em que as linhas dos nimeros
reais e as dos imaginarios ¢ e j sao perpendiculares entre si. Nas palavras do proprio
Hamilton:

“Como v/—1, em um sentido bem conhecido, é uma linha perpendicular & linha 1,
parece natural que deva haver outro imagindrio para expressar a linha perpendicular

a ambas anteriores .. .”[10]

i+ Iy +|z

Figura 2.5: Tripleto = 4 yi + zj.

Em termos algébricos, Hamilton idealizou j também como uma raiz quadrada

2 = —1. Em termos de rotacoes no plano, multiplicar por

de —1, ou seja, j2 = i
i? resulta numa rotacao dupla de um angulo reto no plano zy, e multiplicar por ;2
resulta numa rotagdo dupla de um angulo reto no plano zz. (Figura 2.6)

Apos definir algebricamente um tripleto, Hamilton passa a se preocupar com
as operacoes entre dois tripletos, buscando que as mesmas propriedades que eram
satisfeitas para os complexos no plano fossem satisfeitas para os tripletos no espaco.

Ele definiu a adicao de tripletos assim:
(a+ib+cj)+ (x+iy+jz) = (a+x)+i(b+y) + jlc+ 2).
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jlcti. 0+ jz)=-z+i.0+jx 1

n+il+jz

.............................

-

i e+iD+jz)=-x+ib+j(-2)

Figura 2.6: Interpretacao de j via rotacoes no plano xz.

Com essa definicao todas as propriedades da adicao para os niimeros complexos
(associatividade; comutatividade; existéncia de elemento neutro; inverso aditivo)
foram preservadas.

A dificuldade surgiu quando, apés definir a multiplicacao as propriedades fossem
preservadas. Este problema deixaria a mente de Hamilton ocupada por varios anos.
Vejamos, nas proprias palavras dele, os primeiros questionamentos sobre a multi-
plicacao: “chamando a antiga raiz, como o0s alemaes frequentemente fazem, de i, e
a nova de j, questioner quais lews deveriam ser assumidas para a multiplicacao de

a+1ib+ jc com x + iy + jz (...) Parece natural assumir que o produto é
(ax — by — cz) +i(ay + bx) + j(az + cx) + ij(bz + cy),

mas o que fazer com ij¢ Deveria ser da forma o+ if5 + jv¢”[10]

Podemos perceber o primeiro problema: A multiplicacao de tripletos estava pa-
recendo, & primeira vista, que nao seria um tripleto, o que deveria ser esperado.
Aparecia um termo estranho a um tripleto, o termo ij. Para tentar superar o obs-

taculo, Hamilton comecou a fazer conjecturas sobre o produto 77, de modo que
(a+1ib+ je)(a' +ib + j) = (" + " + j")
satisfaca as seguintes condicoes:

1. O comprimento das linhas fatores deve ser igual ao comprimento da linha

produto;

2. Os raios vetores dos pontos a, b, c;a’, b, c;a”, V", ¢ devem pertencer ao mesmo

plano que contém o semieixo positivo dos x;
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3. A soma das inclinagdes das linhas fatores deve ser igual & inclinacao da linha

produto.

2.1.3 Conjecturas para i)

1.

ij = +1
Numa carta encaminhada para Graves, datada em 17 de outubro de 1843,

Hamilton observou que o quadrado de ij deve ser igual a 1, utilizando-se das

propriedades da comutativa e associativa da multiplicacao:
(i7)* = (ig)(ig) = i(ji)j = i(ij)j = (i1)(jj) = *5* = (=1)(~1) = L.

Para testar esta conjectura, Hamilton considerou uma multiplicacao particular,

a multiplicacao de um tripleto por ele préprio:
(a4 b+ jc)(a+ib+ jec) = a® — b? — ¢ +i(2ab) + j(2ac) + ij(2bc).
Trocando-se ij por £1, obtém-se
(a+ib+ je)? = (a* — b* — ¢ £ 2be) + i(2ab) + j(2ac)

Hamilton nao mostra os detalhes, mas conclui que esta multiplicagao nao sa-
tisfaz a condicao 1, e abandona esta conjectura. Vejamos o trecho da carta
em que ele se justifica: “as nem mesmo assumindo isto (ij = +1) teremos a
soma dos quadrados dos coeficientes de 1,1 e 7 no produto igual ao produto das

somas dos correspondentes quadrados dos fatores.”|10] Em simbolos, teremos:

(a® +0* + A)(a® + b* + ) # (a® — b* — ¢ £ 2bc)* + (2ab)* + (2ac)?.

17 =0
Hamilton pensou nesta conjectura ao observar que a condigcao 1 ¢ satisfeita no

quadrado de um tripleto, caso despreze o termo ij(2bc):
(a® + b* + ) (a® + B> + ) = (a® — b* — *)? + (2ab)? + (2ac)?.

Ele também observou que as condicoes 2 e 3 estavam sendo satisfeitas para

este caso. A verificacdo das condicoes 2 e 3 pode ser feita através da Figura
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2ac

L
s
\
\

Figura 2.7: Interpretacao geométrica para o quadrado de um tripleto.

2.7. Para a condicao 2, basta vermos que 3 é o plano que contém o semieixo
positivo dos x e cuja interse¢ao com o plano yz € a reta z = 7y, pois 0s raios
vetores dos pontos a, b, ¢ e a® —b*—c?, 2ab, 2ac sdo tais que ¢ = £b e 2ac = £2ab.

Em relagao a condicao 3, podemos considerar os angulos o = a3 = a3 como o
angulo formado pelos raios vetores do ponto (a, b, c) com o eixo positivo dos x
e 0 como o angulo formado pelo raio vetor do ponto (a? —b? — ¢?, 2ab, 2ac) com

o mesmo semieixo. Aplicando o Teorema de Pitagoras na Figura 2.7, teremos

que
Vb2 2 2ab)? 2ac)2 272 22
tana:uetanez\/(a)_F(ac) :\/4ab +4(Z67
a a? — b2 —c? ab? — 2

de onde podemos concluir que

tan(a; + a2) = tan(2«)

_ V4420?4402 c?

a2—b2—c2

tan 6.

Apesar da conjectura ij = 0 estar de acordo com a conjectura geométrica de

Hamilton numa multiplicacao particular, é facil verificar que nao é vélida para
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qualquer produto de tripletos. Por exemplo,
(T4i+5) (140 +2§) = =2+ 2i + 35.

Com isso nao teriamos a condicao 1 satisfeita. Hamilton chamou esta conjec-

tura de “estranha e desconfortavel” e logo a abandonou sem justificativa.

3. ij=—ji=k

Hamilton percebeu que poderia fazer com que o termo 77 sumisse do produto
de uma outra maneira. Sem justificar, ele supos ij = —ji, o que feriria a pro-
priedade comutativa da multiplicacao, mas foi através desta inovadora ideia
que a historia dos niimeros imaginarios comecariam a avancar mais uma vez.
Para comecar o teste de sua teoria, ele considerou a multiplicacao de dois tri-
pletos com as mesmas coordenadas retangulares para as unidades imaginarias,

ou seja:

(a+ib+jo)(x+ib+jc) = ar—b* - +ila+z)b+jla+ )
+ ijbc+ jibe
= ar—b*—c+ila+ )b+ jla+x)c
+ 15bc — 15bc

ar — b — A +i(a+x)b+ jla+ z)c.

Ele observou que o produto era um tripleto e que as condicoes 1, 2 e 3 estavam
sendo satisfeitas. Para verificar a condicao 1, é s6 ver que a igualdade a seguir

¢ verdadeira
(a® 4+ b+ A (2? +0* +P) = (ax — b* — A)? + ((a + 2)b)* + ((a + 2)c)?

Para as condigoes 2 e 3, de modo andlogo a Figura 2.7 podemos fazer com
a Figura 2.8 obtendo as conclusoes para a multiplicacao apresentada nesta
subsecao. Mesmo que Hamilton nao tivesse ainda testado para o caso geral,
ele concluiu que a hipotese 17 = —j12 é de fato correta, embora ele ainda nao

tivesse obtido nenhuma informacao, até entao, sobre o valor de k.
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Figura 2.8: Interpretagdo geométrica para (a + ib + jc)(z + b+ jc).

2.2 Surgem os Quatérnios

Partindo para uma multiplicacao geral de tripletos e considerando ij = —ji,

Hamilton concluiu que:
(a+ib+je)(x + iy + jz) = (ax — by — cz) + i(ay + bx) + j(az + cx) + ij(bz — cy)
e em seguida, fez k = ij = 0. Portanto:
(a+1ib+ jo)(x 4+ iy + jz) = (ax — by — cz) +i(ay + bx) + j(az + cx).
Ao verificar se a condicao 1 para esta igualdade era satisfeita, ou seja, se a igualdade
(a® + b + &) (2 +y? + 22) = (ax — by — c2)? + (ay + bx)* + (az + cx)?

é verdadeira, Hamilton em suas proprias palavras, respondeu: “Nao, o primeiro

membro excede o segundo por (bz — cy)?’[10], ou seja
(a®> + b0+ ) (2* +y* + 22) — (az — by — c2)* + (ay + bx)* + (a2 + cx)? = (bz — cy)*.

Esta diferenga (bz — cy)? foi crucial no avanco da historia dos imaginarios, pois foi
quando ele finalmente percebeu como resolver o problema para o produto ij. “Mas
esta diferenca (bz — cy)? €, justamente, o coeficiente de k no desenvolvimento do
produto (a+ib+jc)(z+iy+jz) se admitimosij =k e ji = —k, como antes(...)E aqui
me veto a ideia de que devemos admitir, de alguma maneira, uma quarta dimensao
para o espaco com o proposito de calcular com tripletos; ou transferindo o paradozxo

para a dlgebra, que devemos admitir um terceiro simbolo imagindrio k, distinto de i
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e 7, mas igual ao produto deste, nesta ordem; o que me levou a introduzir quatérnios
tais como a + ib + jc + kd ou (a;b; c; d)”|10).

Hamilton percebeu que, mesmo sem a possibilidade de uma visualizagao geo-
métrica, teria de tomar uma decisao paradoxal; introduzir uma quarta dimensao.
Assim, a descoberta dos quatérnios nos trouxe dois importantes fatos: é possivel
construir uma teoria algébrica que nao respeite propriedades aritméticas, no caso, a
comutatividade da multiplicacao, e que para operar com linhas no espago tridimen-
sional foi preciso recorrer ao espaco de dimensao quatro.

Numa carta enviada ao seu filho Archibaldi, no ano de 1865, Hamilton escreveu:

“Mas no dia 16 do mesmo més (outubro de 1843) - que era uma sequnda-feira
e dia de reuniao do Conselho da Real Sociedade da Irlanda - eu ia andando para
participar e presidir, e tua mae andava comigo, ao longo do Royal Canal, embora
ela falasse comigo ocasionalmente, uma corrente subjacente de pensamento estava
acontecendo na minha mente, que finalmente teve um resultado, cuja importincia
senti imediatamente. Pareceu como se um circulo elétrico tivesse se fechado; e
saltou uma faisca, o arauto de muitos anos vindouros de pensamento e trabalho
dirigidos, por mim, se poupado, e de qualquer forma por parte de outros, se eu
vivesse o suficiente para comunicar minha descoberta. Nesse instante eu pequet uma
caderneta de anotagoes que ainda existe e fiz um registro naquela hora(Figura 2.10).
Nao pude resistir ao impulso - tao nao filosdfico quanto possa ser - de gravar com
um canivete numa pedra da ponte de Brougham, quando a cruzamos, a formula

fundamental dos simbolos i, j, k
it =2 =k?=ijk=—1

que contém a solugao do problema”(Figura 2.9)[10].

Na placa esta escrito: “Here as he walked by on the 16th of October 1843 Sir
William Rowan Hamilton in a flash of genius discovered the fundamental formula
for quaternion multiplication 2 = j2 = k% = ijk = —1 & cut it on a stone of this
bridge”.

Para finalizarmos este capitulo, vamos mostrar a tabua de multiplicacao(Figura

2.11) com os simbolos i, j, k. Hamilton chegou a estas conclusoes
ik = iij = (=1)j = —ji kj=ijj=i(=1) = —i
e assim, como ij = —ji, ele conclui que ki = j e jk = i. A tabua também nos

lembra que i? = j? = k? = —1.
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Figura 2.10: Bloco de Notas de Hamilton.

Figura 2.11: Tabua de Multiplicacao das Unidades Imaginarias i, j, k.
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Capitulo 3
Até onde podem ir os imaginarios?

Neste capitulo serao abordados as extensoes de 8 e 16 dimensoes dos nimeros
complexos, o conjunto dos octonios e o conjunto dos sedénios, respectivamente|2].
Comparando cada estes conjuntos entre si, entendendo a particularidade de cada
conjunto|2]. Finalizando com algumas aplicacoes destes mesmos conjuntos|1], [8],
9, 121, 14, [15], [16], [17].

3.1 Os OctoOnios

Enquanto Hamilton se fascinava com o mais novo conjunto que descobrira, enviou
uma carta ao seu amigo, John Graves(Figuras 3.1), um dia apos o estalo sobre o
Royal Canal. John, nove dias depois, respondeu: “Ainda hé algo no sistema que me
atormenta. Eu ainda nao tenho uma clara visao de até que ponto temos a liberdade
de criar imaginarios e dotéa-los de propriedades sobrenaturais. (...) Se com sua
alquimia vocé pode fazer trés potes de ouro, por que parar por ai?”

Com este trecho da carta de resposta de Graves a Hamilton, podemos perceber
que a mente de Graves estava sedenta e curiosa por descobrir algo além dos quatér-
nios que Hamilton desenvolvera. Em 26 de dezembro 1843, mesmo ano em que 0s
quatérnios foram descritos pela primeira vez, em nova carta enderecada a Hamilton,
Graves descreve um novo sistema numérico octodimensional, conhecido hoje como
octonios. Entretanto, ele nao conseguiu fazer com que Hamilton se interessasse pelas
suas ideias. A tnica coisa que ele conseguiu de Hamilton foi uma promessa de uma
publicacao sobre os octénios na Irish Royal Society, maneira como os mateméaticos

se tornavam piblicos na época. Porém Hamilton nao cumpriu com a sua promessa e
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Figura 3.1: John Graves (1806 — 1870).

Graves nao teve a sua obra publicada. Uma infelicidade, pois dois anos depois outro
matematico, Arthur Cayley(Figura 3.2), redescobriu os octénios e os publicou como
sendo ideia original dele. Os octonios ficaram conhecidos na histéria como ntimeros

de Cayley e nao nimeros de Graves.

Podemos nos perguntar por que Hamilton nao se encantara com os octonios?
Provavelmente ele estava obcecado com a sua prépria descoberta: os quatérnios.
Mas ainda havia outra coisa que nao agradara muito Hamilton nos octdnios. Estes
nimeros quebram algumas leis da aritmética.

Os quatérnios ja eram um pouco estranhos, pois o seu produto nao era comu-
tativo; mas os octonios além de nao ter o produto comutativo também nao era
associativo. A nao comutatividade dos quatérnios era interessante pelo fato de que
a ordem dos fatores influenciava na rotacao dos quatérnios. Um exemplo simples de
que a ordem influencia na rot¢ao: Pegue um livro, vire-o de cabega para baixo, de
modo que vocé agora veja a capa de tras, e depois gire 90 graus no sentido horario.
Agora troque a ordem dessas operacoes: primeiro gire 90 graus no sentido horario, e
depois vire o livro. A posicao final é diferente da primeira obtida. Pois o resultado

depende da ordem; as rotagoes nao comutam.
Vejamos na figura 3.3 a tabua de multiplicagdo dos octonios.

Assim, com tanta estranheza, os octonios levantavam questionamentos entre os
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Figura 3.2: Arthur Cayley (1821 — 1895).
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Figura 3.3: Tabua de multiplicagao dos octonios.

matematicos, talvez porque nao estava bem claro a utilidade dos octonios , ja que
eles estao ligados com a geometria de rotagoes de sete e oito dimensoes, sendo que
por mais de um século isso foi um exercicio puramente intelectual. Levaria um
tempo até ser desenvolvido teorias na fisica, como as das particulas, e teoria das

cordas, que precisam dos octonios para serem desenvolvidas.

3.2 Até onde podem ir os imaginarios?

Sabemos até agora da existéncia dos Complexos, dos Quatérnios e dos Octo-
nios, que sao conjuntos de 2, 4 e 8 dimensoes, respectivamente. Mas serd que
existem conjuntos com unidades imaginarias com 2" dimensoes? Antes de respon-

der a esta pergunta, vale a pena falarmos de um teorema desenvolvido por Adolf
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Hurwitz(Figura 3.4), conhecido como O Teorema (1, 2, 4, 8), ou O Problema de
Hurwitz que simplesmente consistia em determinar todas as adlgebras de composicao

sobre os reais.

Figura 3.4: Adolf Hurwitz (1859 — 1919).

O problema surgiu em conexao com um outro problema sobre formas quadraticas
também considerado por Hurwitz. Ele consegue provar que sé existem algebras
de composi¢ao para n = 1,2,4 e 8[13]. Em algebras de composi¢io temos que é
preservada a propriedade de que se um produto entre dois elementos de um mesmo
conjunto ¢ o elemento neutro, entao um destes dois elementos é o proprio elemento
neutro.

Temos que no conjunto dos complexos, o produto entre seus elementos é comu-
tativo e associativo; No conjuntos dos quatérnios, o produto entre seus elementos
é associativo, mas nao comutativo; No conjunto dos octéonios o produto entre seus
elementos, nao é associativo nem comutativo, mas todos eles preservam a proprie-
dade do produto com o elemento neutro. O que acontece com outros conjuntos de
dimensao 2", com n > 3, é que estes conjuntos quebram também esta propriedade.

Através de um processo chamado Cayley-Dickson aplicado aos octonios, obtemos
uma sequéncia de c-dlgebras de dimensoes 16, 32, 64, assim por diante. A primeira
delas é chamada de sedénios e ¢ 16-dimensional. Todas c-algebras nesta sequéncia

sao satisfatoriamente normadas, mas nao reais, nem comutativas, nem associativas.
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Todas tem inversos multiplicativos mas nao sao algebras de divisao, pois o calculo
mostra que os sedénios e todas as outras tém zero divisores. Todos os ntimeros hi-
percomplexos (nimeros com mais de uma unidade imaginaria) baseados no processo

de construgao de Cayley-Dickson possuem o zero como divisor.

3.3 Sedénios

Cada sedénio é uma combinacao linear das unidades eg, e1, €9, €3, ..., €15, onde
cada e; = v/—1, com 1 < i < 15 e ey é o escalar puro, equivalente ao niimero 1 no
conjunto dos reais. Formando uma base para o espago dos sedénios. Assim cada
sedénio pode ser representado na forma: xr = xgeg+x1e1+T2es+ ... + T 14614+ T15€15.

A adicao e a subtracao sao definidos pela adicao e subtracao dos coeficientes
correspondentes e a multiplicagao é distributiva para a adicao.

Assim como as algebras baseadas no processo de construcao Cayley-Dickson, os
sedénios contém as algebras pelas quais foi construido. Eles contém os octonios (eg
ao e7), que também contém os quatérnios (eg ao e3), os complexos (ey e e1) e o0s

reais (eq).

€0 € | & €2 €3 €4 €3 €e €7 €e €a | €10 | €11 | €12 | E13 | E1a | &5
€4 € | €g| €3 | €2 | €5 | €4 | €7 | €5 € | €8 | €11 | Bip | E13| E12 | &5 | Eug
€z € | €3 | €p | & €g €7 | €4 | €5 | Byp | B41 | ~Bg | €5 | €4 | B5| B2 | Ey3
€3 =) € | € | —€p | € | €5 | €5 | ~€4 | By | ~€yp| €g | €z | €45 | B4 | €43 Eq2
€ €y | €5 | —€g | €7 | ~€p | &4 €2 €3 | €12 | &3 | Eq4 | 45 | €3 | g | ~Eyp €y
L= =3 €3 | €7 | € | € | €p | €3 | €2 | Eq3 | €2 | &5 | €1a| By | €5 | €11 | €qp
€ | € | €7 | &4 | €5 | €2 | €3 | € | "By | B4y | €45 | €12 | &3 | Eqp | €4y | € | Ep
er €7 | —€g | €5 € | €3 | €2 | € | —€p | €45 | €44 | €43 | €42 | €11 | €10 | €5 | €3
€g €z | €9 | ~€p | €11 | B2 | €13 | 44 | ~&45 | ~€D | &4 €z =< = es =) &7
€g =] €g | €11 | G | B3| €12 | &5 | Eqa | & | “Ep | €3 | &2 | €5 | &4 er | 6
€4 | C1p | €11 | € | €y | ~Byq | ~C45| €42 | B43 | €2 | €3 | €p | B4 | €5 | €7 | B4 | E5
€1 | €11 ~€1g| €9 € | €15 | €14 |43 | €42 | €3 | €2 | & | “€p | €7 | €5 €5 €y
€2 | €12 | €13 | €14 | €45 | €3 | ~€g | ~Eyp | ~€y1 | —€4 | &3 =] &7 | €p | &y | €2 €3
€3 | €13 €1z | &5 | g | Eg €g | €1 |Cip| €5 | €4 | €7 | G| &4 | Cp | €3 | €2
€14 | 44 | €15 | €12 | €13 | €1g (11| €3 | €y | B | €7 | B4 | E5 | €2 | €3 | €y &
€5 €15 | €14 |~€3 | €12 | €11 | €40 | g | €3 | €7 | B | “€5 | B4 | €3 € | &  ~€p

Figura 3.5: Tabua de Multiplicacao dos Sedénios.

Os sedénios tém o ey como o elemento neutro da multiplicagao, e como ja citado
sobre estes tipos de conjuntos, os sedénios possuem inversos multiplicativos, mas nao

sao uma algebra de divisao, pois o zero é divisor neste conjunto, ou seja, dois sedénios
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nao-nulos podem ser multiplicados e obter o zero. Como exemplo, se multiplicarmos

es + ey por e — €15, teremos:
(es+ew)(eg —e15) =e5 —ep+ e —e; =0

Veja a tabua de multiplicagdo dos sedénios (Figura 3.5).

E interessante percebermos o que nos traz o processo de Cayley-Dickson: Todo
ntmero complexo C' é descrito na forma C' = ry + iry, onde rg, r; s20 niimeros reais,
e ¢ uma unidade imaginaria. Todo quatérnio () pode ser descrito como ) = ¢y + jcy,
onde ¢g, ¢; sao nimeros complexos e 7, uma outra unidade imaginéria distinta de 1.
Todo Octonio O pode ser descrito como O = ¢ + g1, onde g, q1 s8o quatérnios, e [
é uma outra unidade imaginaria diferente de 7 e j. Todo Sedénio S pode ser descrito
como S = oy + eoy, onde 0g, 01 sao octonios e e uma unidade imaginaria distinta das

anteriores.

3.4 Aplicacoes dos Nimeros Hipercomplexos

Por mais que estes niimeros parecam estranhos, seja pela quantidade de unidades
imaginarias, todas iguais a v/—1, e diferentes entre si, ou seja pela sua falta, de
comutatividade, associatividade ou ainda a presenca do zero como divisor, estes
nimeros nao sao apenas niumeros que ficam na teoria, eles também ficam na pratica.
Nao que eles nao tenham uma construgao demasiadamente filosofica, apesar de bela;
Eles tém aplicacoes que nunca imaginavamos ter.

Os proprios complexos, quando surgiram, nao tinham aparentemente alguma
aplicagao sequer, mas com o passar dos anos foram surgindo intimeras aplicacoes
e foram se mostrando muito tteis nas areas da fisica, engenharias elétrica, civil e
mecanica, entre outras. Em que serd entio aplicados os hipercomplexos? E o que

vamos Ver agora.

3.4.1 Aplicacao dos Quatérnios

Hamilton definiu uma espécie de vetor esférico (Figura 3.6), geometricamente
corresponde a um arco orientado sobre um meridiano da esfera e algebricamente
corresponde ao quociente de quatérnios unitarios puramente vetoriais que represen-

tam os extremos do arco. Este quociente, se multiplicado pelo primeiro extremo
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do arco, resulta no segundo, da mesma forma que um vetor usual, adicionado ao
ponto de partida, resulta no ponto de chegada. Enquanto o vetor usual representa a
diferenca entre os pontos final e inicial e é livre, na esfera, s6 pode partir de qualquer

ponto inicial no mesmo ponto inicial em um mesmo meridiano.[15]

Oz guatérnios unitarios puramente
vetorisiz & e B indicam pontos inicial
e final de um arco de meridiano na
esfera hidimensional, o dngulo entre
estes vetores & 0 e portanto
A HB=nzend
como indicado a0 lado, associamos
& operacio que transports o ponto &
no porta B a0 loga do meridiano ao
guatérnio unitario
o =B A*=(0+8) (0-4)

=(AB)+AxB=

=cozB + nzend = Uin 8
entdo ga=0 , q transforma & em B

i

Figura 3.6: Vetor Esférico.

Cada triangulo e cada poligono esférico esté associado a uma sequéncia de rota-
¢oOes que trazem um objeto de volta & posicao original. A dltima rotagao, associada
ao ultimo lado, é exatamente o oposto da composta das n — 1 primeiras. Tudo é
muito semelhante ao fato da soma dos vetores associados aos lados de um poligono
dar zero, como na geometria analitica.

O fato de que (CA)(BC)(AB) = 1 ¢ a condicao de fechamento do tridngulo
esférico e as partes escalar e vetorial sao equivalentes as leis dos cossenos e dos
senos da trigonometria esférica. De modo que fica muito mas féacil se trabalhar
com quatérnios do que com a trigonometria esférica. Dai uma grande utilidade dos
quatérnios. Notem que se tomamos todos os arcos de meridianos possiveis sobre a
esfera, obtemos todos os quatérnios unitarios possieis, isto permite-nos identificar os
pontos da esfera tridimensional com quocientes de dire¢oes no espaco tridimensional
usual. [15]

Outra aplicagdo dos quatérnios estd na algebra matricial. Os dispositivos me-
canicos, como giroscopios, rastreadores, bragos roboticos, etc., nao podem ter uma
matriz singular no software. Uma matriz singular pode causar bloqueio no eixo
carda e travar o dispositivo, porque um grau de liberdade, entre os trés eixos esta

perdido. Isso seria muito perigoso para um sistema de navegacao lutador da forca
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aérea, por exemplo.

Além disso pode ser muito dispendioso para uma fabrica de automéveis que uti-
liza bracos roboéticos. Rotacoes, através dos quatérnios, nao apresentam o problema
no eixo carda. Os quatérnios também exigem menos etapas de programacao do que
a rotacao da matriz. Menos etapas de programacao equivale a um software mais
rapido e mais eficiente.|2]

Rotacao também é usada na animacao por computador. Como os computadores
se tornam mais rapidos, os consumidores precisam de incentivos para compras as
maquinas mais caras. Jogos de video oferecem fortes incentivos para aqueles que
tomam seu lazer a sério. Jogos de video interativos precisam de métodos eficazes de
girar objetos virtuais. Por exemplo, os trés jogos de video do Tomb Raider I, II e
IIT tiraram proveito dos quatérnios.

A algebra matricial utiliza angulos de Euler, que sao angulos de rotacao no sis-
tema de coordenadas retangulares. O problema ¢ que os angulos de Euler produzem
um tipo anormal de movimento. Com o0s quatérnios, as rotacoes sao suaves e na-
turais. E por isso que o desenvolvimento de software de programacio da Microsoft
oferece ferramentas de engenharia dos quatérnios.

Os quatérnios também sao utilizados nas imagens por ressonancia magnética e
na Tomografia Axial Computadorizada (TAC), ou simplesmente, Tomografia Com-
putadorizada. A tecnologia de ressonancia magnética utiliza energia magnética e
ondas de radio, afim de produzir imagens em corte transversal do corpo humano. A
tecnologia TAC utiliza raios-x. Como os raios-x passam através do corpo, que sao
atenuados em niveis diferentes.A ressonancia magnética e tomografia computadori-
zada realizam transformacoes rigidas que sao representadas por quatérnios. Cada
quatérnio é iterado como uma mudanca interpolada que é calculada para a posicao e
orientacao. Além disso, a rotacao interpolada é um pequeno angulo de aproximacao

de uma rotacao de um quatérnio que é linear em trés parametros.|8|

3.4.2 Aplicagao dos Octodnios

Entre os anos de 1970 e 1980, os fisicos desenvolveram uma teoria chamada
supersimetria. Ela afirma que nos niveis mais fundamentais, o Universo exibe uma
simetria entre a matéria e as forcas da natureza. Cada particula de matéria tem uma
particula parceira que carrega a forca e cada particula de forca tem uma particula

de matéria como gémea. A supersimetria também engloba a ideia de que as leis
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da fisica permaneceriam imutéaveis se trocassemos todas as particulas de matéria e
forca. Porém, ainda nao se encontrou qualquer evidéncia experimental que suporte

a supersimetria, mas muitos fisicos acreditam que ela seja real.

Entretanto, uma coisa que sabemos ser real é a mecanica quantica e de acordo
com ela as particulas sao, também, ondas. Na versao padrao tridimensional da
mecanica quantica, existe um nimero, chamado espinor, que descreve o movimento
ondulatorio de particulas de forga. Se quisermos entender as interacoes entre as
particulas, temos de combinar esses dois tipos usando uma imitagao remendada da
multiplicagdo. Embora o sistema que usamos agora pareca funcionar bem, ele nao
é muito elegante. Como alternativa, imagine um estranho universo desprovido de
tempo, contendo apenas o espago. Se esse universo tem dimensao um, dois, quatro
ou oito, entao ambas particulas de matéria e forca seriam ondas descritas por um
tnico tipo de ntimero, ou seja, um nimero em uma algebra de divisao, o Gnico tipo
de sistema que permite a adicao, subtracao, multiplicacao e divisao. Em outras
palavras, nessas dimensoes os vetores e os espinores coincidiriam: eles seriam cada
um apenas numeros reais, complexos, quatérnios ou octonios, respectivamente. A
supersimetria emerge naturalmente, provendo uma descricao unificada da matéria e
das forcas. Uma simples multiplicacao descreve as interacoes e todas as particulas,

nao importa o tipo, usam o mesmo sistema numeérico.

Ainda assim, nosso universo nao poderia ser real porque precisamos levar em
conta o tempo. Na teoria de cordas essa consideracao tem um efeito intrigante. Em
qualquer momento no tempo, uma corda é um objeto unidimensional como uma
curva ou uma linha, mas essa corda traca uma superficie bidimensional conforme o
tempo passa. Essa evolucao muda as dimensoes nas quais a supersimetria aparece,
ao adicionar duas, uma para a corda e uma para o tempo. Em vez da supersimetria
em dimensao um, dois, quatro ou oito, tempos com essa adi¢cao, a supersimetria em

trés, quatro, seis ou dez.

Os teodricos dizem que apenas as versoes com dez dimensoes sao autoconsisten-
tes. As demais sofrem anomalias nas quais o mesmo célculo, quando efetuado de
maneiras diferentes, dao resultados diferentes. Em qualquer outra versao que nao
a decadimensional a teoria de cordas falha, mas a decadimensional é a versao da
teoria que usa octonios. Assim, se a teoria da cordas estiver correta, os octonios nao
sao uma mera curiosidade pois eles fornecem uma razao profunda porque o universo

deve ter dez dimensoes.
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CAPITULO 3. ATE ONDE PODEM IR OS IMAGINARIOS?

Recentemente, os fisicos comecaram a ir além das cordas para considerar as
membranas. Uma membrana bidimensional, ou 2-brana, parece com uma folha a
cada instante. Conforme o tempo passa, ela traca um volume tridimensional no
espaco-tempo. Enquanto na teoria das cordas tinhamos de adicionar duas dimen-
soes, agora sao trés. Assim, quando lidamos com membranas, esperariamos que a
supersimetria emergisse naturalmente em dimensao quatro, cinco, sete e onze, o que
implica em que ela deveria fazer, naturalmente, o uso dos octéonios. Infelizmente,
ninguém entende a teoria das membranas bem o suficiente para escrever até suas
equagoes basicas.|1]

Tanto na teoria das cordas, quanto na teoria das membranas, ainda nao existe
nenhuma predicao experimentalmente testavel, sendo apenas sonhos. Devido a esta
incerteza, ainda estamos distantes de saber se os octdonios sao imprescindiveis para

o entendimento do mundo que vemos ou se sao apenas um ramo da matematica.

3.4.3 Aplicacao dos Sedénios

Os multicomponentes dos nimeros hipercomplexos sao amplamente utilizados
para a reformulacdo da mecanica quantica e equacoes da teoria de campos. A
primeira generalizacao da mecanica quantica e eletrodinamica foi feita com base
nos quatérnios, que foram interpretados como vetores escalares. O passo seguinte
foi dado com base nos octonios, que foram interpretados como a soma de escala-
res, pseudoescalar, vetores polares e vetores axiais. Escalares e vetores axiais nao
sao transformados sob inversao espacial enquanto pseudoespaciais e vetores polares
mudam seu sinal sob inversao espacial. Portanto esta interpretacao leva apenas a si-
metria em relagao a inversao espacial em conta. Contudo um abordagem relativista
consistente requer uma simetria completa, com a tomada do tempo e do espaco, ou
seja, requer as algebras de 16 dimensoes, os sedénios. Mesmo assim ¢é s6 na teoria,
sem nada muito experimental.|9]

Com isso chegamos a conclusao que os conjuntos de niimeros imaginérios com
dimensao oito ou mais nao possuem uma aplicacao tao palpavel, mas o que sabemos
do futuro? Na época em que os complexos, e até mesmo os quatérnios foram emfim
estruturados nao passavam de apenas uma bela filosofia e hoje sao ferramentas
muito tteis para o avanco da humanidade. Mesmo que os octonios e os sedénios
nao venham a ser aplicados, fica a sua estrutura que serve para estimular e instigar

nossa mente para saber até onde podem ir estes ntimeros.
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Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho foi apresentar a professores e alunos do ensino médio e
a mentes curiosas por matematica, a origem dos niimeros complexos. Como se deu
a evolucao ao longo dos séculos, desde os primeiros calculos de Cardano até o seu
estabelecimento definitivo com Gauss.

Espera-se que este trabalho possa ser lido pelo publico alvo e usado pelos profes-
sores do ensino bésico, mostrando aos seus alunos que nao é tao facil o caminho que
a matematica percorre até chegar nos livros didaticos, prontos para eles aprenderem
a teoria.

Também foi nosso objetivo mostrar que existem outros conjuntos que sao forma-
dos por mais de uma unidade imaginaria e com isso instigar a mente dos leitores,
mostrando que sempre se pode ir além e nao se contentar com o que os outros ja
descobriram ou com o que esta escrito nos livros.

Particularmente, eu nao conhecia nem a metade da histéria contada neste traba-
lho e nunca havia ouvido falar dos niimeros hipercomplexos. Fiquei muito elférico
a cada descoberta que fazia e gostaria que os leitores tivessem o mesmo sentimento.

Apesar deste trabalho nao mostrar aplicacoes dos niimeros complexos, somente
dos hipercomplexos, deixo aqui o meu pedido aos professores que pesquisem por si
mesmos algumas aplicacoes e mostrem aos alunos que os niimeros complexos nao
sao apenas mais uma teoria, ou apenas mais um assunto a se estudar para passar

de ano e sim que sao muito importantes para a nossa vida.
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