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Resumo

Este trabalho consiste em uma aplicacao em sala de aula de Aritmética voltada
para as Olimpiadas Brasileiras de Mateméatica com alunos da Rede Ptblica de En-
sino Fundamental, apresentando a teoria como os teoremas, definicoes, corolérios
e proposicoes; para que o aluno possa construir e compreender regras de divisibili-
dade, assim como resolver problemas que podem se apresentar no dia a dia ou os
propostos em sala de aula do Ensino Médio.
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Introducao

Este trabalho trata de uma pesquisa de campo sobre a Aritmética e resolucoes de
questoes voltadas para a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
(OBMEP) usando embasamento teorico: defini¢oes, Proposi¢oes, Teoremas, Lemas
e Corolarios. A pesquisa também mostra a falta de incentivo aos profissionais de
Matematica e aos estudantes, embora tenhamos estudantes com grandes potenciais
para o trabalho com a Matematica.

A Matematica, em particular a Aritmética, se apresenta com uma das maiores
vilas, junto com a disciplina de portugués, nos indices de reprovacao e abandono
escolar. E uma disciplina pouco apreciada pela maioria dos estudantes nas escolas,
apesar de seu uso didrio em nossas vidas: passar ou receber o troco de uma de-
terminada compra, o tempo que falta para realizar tarefas ou de um determinado
programa comecar ou terminar, contagem e outras aplicacoes. Sendo assim, cabe ao
professor de Matematica encontrar formas de despertar a curiosidade e a vontade
do estudante de querer aprender e de fazer novas descobertas na area da Matema-
tica e ao Governo de dar incentivo aos estudantes para desenvolver a Matemaética,
pois aqui se trata da disciplina basica das ciéncias e do desenvolvimento tecnologico.

O trabalho que aqui se apresenta esta dividido em dois capitulos, em que iremos
demonstrar toda a teoria passo a passo e citar exemplos e, também, discutir uma
analise da aplicacao em sala de aula dos assuntos envolvidos.

O Capitulo 1 trata da Matematica formal, defini¢oes, notacoes, demonstracoes de
teoremas, lemas, corolarios e proposicoes, seguido de exemplos, assim como traremos
demonstragoes de algumas regras de divisibilidade usando congruéncia e deixando
a ideia para que se possa construir outras regras.

O Capitulo 2 trata de relatos em sala de aula com uma turma formada especifica-
mente para este trabalho, relatando o interesse ou a falta dele nos estudantes, falta
de incentivo e de apoio para formar um grupo de estudo voltado para a OBMEP ou
qualquer outra finalidade, e para o desenvolvimento do estudante comparando seu
desempenho antes, durante e depois das aulas.



Capitulo 1

Teoria dos Numeros

Neste capitulo, discutiremos acerca dos conceitos, definicbes e proposicoes da
Teoria dos Numeros, baseados nas obras de [1] e [3], que servirdo de suporte nas
atividades propostas no capitulo subsequente.

1.1 Divisibilidade

Definicao 1 Dados dois nimeros inteiros a e b com a # 0, diremos que a divide b,
escrevendo a | b, quando existir ¢ € Z tal que b = a-q. Neste caso, diremos também
que a € um divisor ou um fator de b ou, ainda, que b é mailtiplo de a.

Note que a notacdo a | b ndo representa operagdo em Z, nem representa uma
fracao. Trata-se de uma sentenca que diz ser verdade que existe ¢ € Z tal que b = a-q.

Exemplo: Dados 3 e 9, temos que 3 | 9, pois podemos tomar 3 € Z tal que 9 = 3-3;
Dados 3 e 18, temos que 3 | 18, pois podemos tomar 6 € Z tal que 18 = 3 - 6;
Dados 2 e 4, temos que 2 | 4, pois podemos tomar 2 € Z tal que 4 = 2 - 4;
Dados 2 e 6, temos que 2 | 6, pois podemos tomar 3 € Z tal que 6 = 2 - 3.

A negacao da sentenca a | b é representada por a 1 b que significa dizer que néo
existe nenhum ntimero inteiro ¢ € Z tal que b =a - q.

Exemplo: Dados 3 e 5, temos que 3 1 5, pois tomando 1 € Z, temos que 5 > 3-1 e,
tomando 2 € Z, temos que 5 < 3-2. Como sabemos que nao existe nenhum nimero
inteiro entre 1 e 2, tal que 5 = 3 - ¢, temos que 31 5.



1.1. DIVISIBILIDADE

Se a | b; seja g € Z tal que b = a-¢q. O nimero inteiro g é chamando de quociente

de b por a e é denotado por ¢ = —.
a

Exemplo: Dados 0 e 1, temos que % =0

Dados 0 e 2, temos que g =0

Dados 18 e 3, temos que 13—8 = 6.

Proposicao 1.1 Sejam a,b € Z* e c € Z . Tem-se que:
() 1]l¢, =1|c,a|laea|0;Va#0;

(ii) sea|beb|c, entao a|c;
(iii) sea |l entdo a = +1;

(iv) a | b se, e somente se, a | —b.
Demonstracgao:

(1) Pela definigao de divisibilidade, dados 1, ¢ € Z, temos que 1 | ¢ se, e somente
se, existir k € Z, tal que ¢ =1-k, logo ¢ = k.

De mesmo modo, dados —1, ¢ € Z, temos que —1 | ¢ se, e somente se, existir
t € Z, tal que ¢ = (—1) - t, ou seja, ¢ = —t donde temos t = —c.

Dado o namero a € Z, temos que de fato a | a, pois 1 € Z é tal que a =1 - a.
Dados os ntumeros a, 0 € Z, temos que a | 0, pois como 0 € Z temos 0 = a - 0.

(ii) Pela definicao de divisibilidade, dados a, b e ¢ € Z entao a | b se, e somente se,
existir q; € Z tal que

b=a-q (1.1)
e b| cse, e somente se, existir g, € Z tal que ¢ =10 go.
Substituindo em (1.1) a primeira equacao na segunda, temos ¢ = (a - q1) - go.
Entao
c=a-(q-q)
Como q; € g3 € Z, temos que ¢ - g3 = q € Z. Assim temos ¢ = a - (q; - ¢2)

ec=ua-q,ouseja, alc.
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(iii) Dados os nimeros a, 1 € Z, temos que a | 1, se e somente se, existir g € Z,
tal que 1 = a-q. Como a,q € Z, tem-se queoua=1eqg=1oua=—1e
q=—1.

(iv) Temos que se a | b, entdo existe ¢ € Z, tal que b = a - ¢. Multiplicando ambos
os membros por —1, temos —b = a - (—c), isto é, a | —b.

O

Observacao 1 O item (i) da proposicao acima nos diz que todo nimero inteiro €
divisivel por £1 e, se nao nulo, por si mesmo.

Proposicao 1.2 Se a,b,c,d € Z, com a # 0 ec # 0, tal que a | b e c | d, entao
a-c|b-d.

Demonstracao: Pela definicao de divisibilidade, dados a, b, c e d € Z, temos que
a | b se, e somente se, existir ¢ € Z; b = a-q e ¢ | d se, e somente se, existir
Q2 € Z, tal que d = ¢ - qo. Multiplicando as duas equagoes, temos:

b-d=(a-q)(c-q).
Assim, usando as propriedades comutativa e a associativa, temos
b-d=(a-c) (q1-¢)
b-d=(a-c)-q.
Temos que ¢, - g2 = q € Z, ou seja,

a-c|b-d.

Em particular, se a | b, entdo a - ¢ | b- ¢, para todo ¢ € Z, ¢ # 0.

Exemplo: Sabemos que 2 | 6, pois3 € Z étal que 6 =2-3e 3|12, poisd €Zé
tal que 12 = 3 - 4. Dessa forma, substituindo a primeira equacao na segunda, temos
3:216-12=6]72.

Proposicao 1.3 Sejam a,b,c € Z, com a # 0, tal que a | (b+ ¢). Entdo a | b se, e
somente se, a | c.

Demonstracao: Se a | (b + ¢), pela definicao de divisibilidade, temos que existe
um ¢; € Z, tal que (b+c¢) =a-q.
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Suponha agora que a | b, isto é, existe ¢o € Z, tal que b = a - ¢s.
Substituindo a segunda equagao na primeira, temos

a-gg+c=a-q.
Assim,

C=a-q1 —a-q,
ou seja,

c=a (1 — )
Escrevendo ¢ = (g2 — ¢1) € Z, temos:

Portanto,

Suponha, agora, que a | c¢. Dessa forma, se a | (b+ ¢), pela definicao de divisibi-
lidade, existe um ¢; € Z, tal que (b+ ¢) = a - ¢;. Por outro lado, como a | ¢, existe
também g3 € Z, tal que c = a - q3.

Substituindo esta ¢ na equacao anterior, temos

(b+a-q)=a-q,
isto é,
b=a-q —a-gs.

Dessa forma,

b=a-(q1 — qs).
Novamente, temos que existe (¢ —q3) = ¢ € Z, tal que b=a - ¢, ou seja, a | b. O
Exemplo: Observe que 3 | 18. Assim, 3 | (6 + 12). Dessa forma, 3 | 6, se, e

somente se, 3 | 12. De fato temos que 3 | 6, pois existe 2 € Z, tal que 6 =3 -2 e
3| 12, pois existe 4 € Z tal que 12 =3 - 4.

Proposicao 1.4 Sejam a,b,c € Z, com a # 0, tal que a | (b—c¢). Entdo a|b se, e
somente se, a | c.

A demonstracao desta proposicao é consequéncia da Proposicao 1.3 e do item
(iv) da Proposigao 1.1.

Exemplo: Dados os numeros 3, 6 e 9 € Z, temos que 3 | (6 —9). Entdo 3 | 6 se,
e somente se, 3 | 9. De fato, 3 | (6 —9), isto é, 3 | —3, pois existe —1 € Z, tal que
—3=3-(—1) e 3|6, pois existe 2 € Z, tal que 6 = 3-2. Entao 3 | =9, o que &

7



1.1. DIVISIBILIDADE

verdade, pois existe —3 € Z, tal que —9 = 3 - (—3).

Da mesma forma, temos que como 3 | (6 —9), isto &, 3 | —3, pois existe —1 € Z,
tal que —3 = 3-(—1) e 3 | =9, pois existe —3 € Z, tal que —9 = 3 - (—3), entao
316.

Proposicao 1.5 Se a,b,c € Z, com a # 0, sdo tais que a | b e a | ¢, entdo
a | (zb £ yc), parta todo z,y € Z.

Demonstragao: Comoa | be a | ¢, pela proposigao 1.6, temos que a | z-bea | y-c.

Dessa forma, existem q1,q2 € Z, tais que, x-b=a-q e y-c = a- gy Somando
ou subtraindo estas duas equacoes, temos

r-bty-c=a-qxa-q¢.

Logo,
r-bty-c=a-(¢gxtq).

Como existe (¢ + ¢') = g3 € Z, temos
r-bty-c=a-qs.
Portanto,

al|(z-bxy-c).

Exemplo: Temos que 7|7 e 7|14, entdo 7| (7-z+ 14 -y).

Vimos, na Proposicao 1.6, que se a | b entdo a | bx, isto é, se 7 | 7, entao 7
dividira todos os multiplos de 7; da mesma forma, 7 | 14, entdo 7 dividira todos os
miultiplos de 14.

Proposicao 1.6 Se a,b € Z, coma+#0, ea|b, entaoa|b-n,¥Vn € Z.

Demonstragao: Como a | b, entdo existe ¢; € Z tal que b = a - ¢;. Multiplicando
a ultima igualdade por n, temos

b-n=a-q¢-noub-n=a-(q-n).
Como ¢1,n € Z, temos que existe ¢ - n = q € Z. Portanto,

b-n=a-q,istoé, a|b-n.
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Exemplo: Se 5| 15, entao 5 | 30, pois 30 = 15 - 2.
Proposigao 1.7 Se a,b € Z*, tem-se que a | b, entdo |a| < |b].

Demonstracao: a | b se, e somente se, ¢ € Z*, tal que b = a - ¢, dessa forma,
|b| = |a - q|, assim, |b] = |a| - |¢] e como b # 0, temos que ¢ # 0, assim |g| > 1 e
portanto: |b| = |a|-|g| = |a| -1 > |al. O

Exemplo: Claramente, a reciproca da proposicao anterior nao é valida, pois, por
exemplo, |3| > |2]; e, no entanto, 2 1 3.
Note que a relagao de divisibilidade em Z,* é uma relacao de ordem, pois

(i) ¢é reflexiva: Va € Z*,a | a;
(ii) é antissimétrica: se a | be b | a, entdo a = b;

(iii) é transitiva: sea |be b | ¢, entao a | c.

1.1.1 Divisao Euclidiana

Euclides, em sua obra Elementos, provou que mesmo quando a1 b, comaeb € N
é possivel efetuar a divisao de b por a com o resto.

Teorema 1.8 (Divisio Fuclidiana) Sejam a e b dois nimeros naturais com 0 <
a < b. Eristem dois 1inicos niumeros naturais q e r tais que

b=a-q+7r; r<a.

Demonstragao: Suponha que b > a e considere, enquanto fizer sentido, os niimeros
b, b—a, b—2-a, ..., b—n-a, .... Note que o conjunto S formado pelos elementos
acima tem um menor elemento r = b — ¢ -a. Vamos provar que r tem a propriedade
requerida, ou seja, que r < a. Se a | b, entdo r = 0 e nada mais temos a provar. Se,
por outro lado, a 1 b, entao r # 0, logo, basta mostrar que nao pode ocorrer r > a.
De fato, se isto ocorresse, existiria um nimero natural ¢ < r tal que r = ¢ + a.
Consequentemente, sendor =c+a=b—¢q-a, teriamos c=b— (¢g+1)-a € S, com
¢ < r, contradigao com o fato de r ser o menor elemento de S.

Portanto, temos que b =a - g+ r com r < a, 0 que prova a existéncia de ¢ e r.
Agora, vamos provar a unicidade.

Note que, dados dois elementos distintos de S, a diferenca entre o maior e o menor
desses elementos, sendo um mailtiplo de a é pelo menos a. Logo, ser =b—a-qe
r=b—a-q¢,comr <r <a, teriamos ' —r > a, o que acarretaria ' > r +a > a,
absurdo. Portanto, » = r’. Dai segue-se que b—a-q=0b—a- ¢, o que implica que
a-q=a-q e, portanto, ¢ = ¢ . O
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1.1.2 Algoritmo da Divisao

Teorema 1.9 Se a e b sao dois numeros inteiros, com b > 0, entao existem e $ao
Unicos 0s inteiros q e r que satisfazem as condicoes:

a=0b-q+r com(0<r<b.

Primeiro vamos mostrar existéncia. Seja S o conjunto de todos os inteiros nao
negativos que sao da forma a — b -z, com x € Z, isto é

S={a—b-z|x€Z,a—b-z >0}

Este conjunto S nao é vazio (S # 0), pois, sendo b > 0, 0 < 7 < b, temos que b > 1
e, portanto, para x = —|al, temos

a—b-x=a+b-la] =a+lal > 0.

Assim sendo, existe o elemento minimo r de S tal que r > 0er = a—b-a ou
a="b-qg+r, comq € 7Z. Além disso, temos que r < b, pois, se fosse r > b, teriamos

O0<r—b=a-b-gq=a—-b-(¢+1)<r.

Isto é, r nao seria o elemento minimo de S.
Agora amos mostrar unicidade de ¢ e r. Suponhamos que existem dois outros nu-
meros inteiros ¢q; e ry tais que

a=b-qgu+red<<r <b.
Entao, teremos:
b-qu+ri=0b-q+r,

logo
rmn—r=b-q—0b-q.

Assim temos
rn—r=>0b- (q—Q1)~

Portanto,
b| (ry—r).

Por outro lado temos:
—b<—1r<0e0<r <b,

o que implica:
—b<ri—r<bisto: |ri—r|<b.

Assim, b | (ry — ), mas |r; — r| < b. Com isso r; —r = 0 e, portanto,

10



1.1. DIVISIBILIDADE

rn=req —=4q.

Exemplo: Dados 3 e 13, nimeros naturais, temos que 3 1 13, mas existem 4 e
1 € N, tal que 13 = 3-4 + 1. Dados os nimeros 4 e 19, temos que 4 { 19, mas
existem 4 e 3 € N tal que 19 =4 -4+ 3.

Corolario 1.9.1 Se a e b sao dois inteiros, com b # 0, existem e sao unicos 0s
inteiros q e r que satisfazem as condigoes

a=b-qg+rcom0<r<lbl.

Demonstracao: com efeito, se b > 0, nada hi que demonstrar, e se b < 0, entao
|b| > 0, e por conseguinte existem e sdo tnicos os inteiros ¢; e r, tais que

a=1bl-q+r,com0<r<|b.

Ou seja,
|b| = —b.

Logo,

a=—-b-q +r,
entao

a=b-(—q)+r
e

0<r<|b.

Dessa forma, temos que ¢ = —¢qy, ou seja:

a=b-q+red<r<|bl.

Os inteiros ¢ e r chamam-se, respectivamente, o quociente e o resto na divisao de a
por b. O

Exemplo: Encontre o quociente e o resto da divisao de 19 por —3.
Pelo algoritmo da divisao, na divisao de 19 por 3 € Z,, temos

19=3-6+1.

O que implica: 19 = =3 (—6) + 1.

Logo, q=—6er=1.

Exemplo: Encontre o quociente e o resto na divisao de —19 por 3.
Pelo algoritmo de Euclides na divisao de 19 por 3 € Z,, temos

19=3-6+1.

11



1.1. DIVISIBILIDADE

Multiplicando tudo por —1, temos
—19=-3-6-1.
Como r = —1 < 0, isto é, nao satisfaz a condicao 0 < r < 3, temos
—-19=-3-6—-1=-3-6—3+2.
Com isso, —19=—-3-74+2= —19=3-(=7) 4+ 2, ou seja:
q=—Ter=2.

Observe que b ¢é divisor de a se, e somente se, r = 0. Neste caso, temos a = b-qe o
quociente ¢ na divisao exata de a por b, indicado também por ¢ ou a/b (q =2 = a/b),
e lé-se "a sobre b".

1.1.3 Paridade de um Nuamero Inteiro

Na divisao de um inteiro qualquer a por b = 2 os possiveis restos sao r = 0 ou
r = 1. Se r = 0, entdo o inteiro a = 2 - ¢ é denominado par; e se r = 1, entao o
inteiro sera escrito da seguinte forma a = 2- ¢+ 1 e, consequentemente, denominado
impar. Observe-se que:

(i) Se a for par, isto &, a = 2k, em que k € Z, entao a* é par.
(ii) Se a for impar, isto é, a = 2k & 1, em que k € Z, entdao a? ¢ impar.

Demonstragao: (i) De fato, suponha que a = 2k, assim , a®> = (2k)?, ou seja,
a® = 4k?, logo, a®> = 2 - (2k?). Portanto a® = 2n, em que 2k*> =n € Z

(ii) Suponha que a = 2k+1, dessa forma, a® = (2k+1)?, ou seja, a* = 4k*+4k+1.
Assim, temos que, a® = 2-(2k?+2k)+1, isto é, a® = 2t+1, em que 2k*+2k =t € Z. O

Exemplo: Observe que o quadrado de qualquer inteiro impar é da forma 8k + 1.
Pelo algoritmo da divisao, temos que dado um ntimero a € Z, s6 temos quatro
possibilidades de escrever a em funcao de 4, ou seja:

a=4q, a=49+1, a=4q9+ 2 oua=4q + 3.
Dessa forma, temos que
i’ Temos que a® = (4¢)?, assim, a®> = 16¢*, o que implica em a® = 8 - (2¢*). Dessa

forma, como (2¢?) =n € Z, a*> = 8n que é um nimero par;
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ii’ Temos que a® = (4g + 1), assim, a® = 16¢® + 8¢ + 1 que podemos escrever da
seguinte forma: a? = 8- (2¢*> + ¢) + 1. Dessa forma, como (2¢*> + q) = k € Z,
a’? = 8k + 1 que é um ntimero impar;

iii’ Temos que a? = (4q + 2)?, assim, a® = 16¢°® 4 16¢ + 4, que podemos escrever da
seguinte forma: a = 8(2-¢* +2-¢) +4 =2[4(2-¢* +2-q) + 2], isto ¢, a é par.

iv’ Temos que a? = (4q + 3)?, assim, a® = 16¢* + 24¢q + 9, isto ¢, a®> = 8- (2¢*) + 8-
(3q) +8+1, que podemos escrever da seguinte forma: a? = 8-(2¢>+3¢+1)+1
a’? =8k + 1, isto é, como (2¢> + 3¢+ 1) = k € Z, a® & impar.

Assim, por exemplo, 7 e 13 sao inteiro impares, pois:

7?=49=8-6+1
132 =169=8-21+1.

1.1.4 Conjunto dos Divisores de um Numero Inteiro

Definigao 2 : Seja a € Z, diremos que D(a) € o conjunto dos divisores inteiros de
a, se para todo d € D(a) d dividir a, isto é, D(a) = {x € Z*; x| a}.

Exemplo: Seja 2 € Z*, entao D(2) = {—2, —1, 1, 2}, pois =22, —1]2,1|2e
2 | 2. Note, também, que ndo existe nenhum outro nimero inteiro que divide 2.

Exemplo: Seja 9 € Z*, entao D(9) = {-9, -3, —1, 1, 3, 9}, pois =9 |9, =3 | 9,
—119,1]19,3]9e9]9. Damesma forma que no exemplo acima, nao existe
nenhum outro nimero inteiro que divida 9.

Observacao 2 : Note que, sabendo quais sao os divisores naturais de um niumero
a € 7, para encontrar os divisores inteiros basta tomar os divisores naturais e o0s
Seus Simétricos.

Observagao 3 D(a) = D(—a), Ya € Z, poisa=a-1 = (—a)-(-1). 1, =1, a e
—a, sao ditos divisores triviais de a.

Qualquer que seja o inteiro a # 0, se x | a, entdo: —a < = < a, ou seja, D(a) C
[—a, a], isto implica que, V a € Z* existe um namero finito de divisores de a.
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1.1.5 Divisores Comuns de Dois Niumeros Inteiros

Definicao 3 Dados a, b € Z, com um deles nao nulo, diremos que o nimero d € Z.*
é um divisor comum de a eb sed|a ed | b.

Exemplo: Sejam 3 e 0 € Z, temos D(3) = {—3, —1, 1, 3} e D(0) é formado por
todos os ntimeros inteiros nao nulos. No entanto, apenas os nimeros —3, —1, 1e 3
sao divisores comuns de 3 e 0.

Sejam —4 e 12 € Z, temos: D(—4) = {—4, =2, —1, 1, 2, 4} e D(12) =
{-12, =6, —4, =3, =2, —1, 1, 2, 3, 4, 6, 12}. No entanto, apenas 0s nimeros
—4, =2, —1, 1, 2 e 4 sao divisores comuns de —4 e 12.

1.1.6 MaAaximo Divisor Comum

Definicao 4 Diremos que d € N é o maior divisor comum, ou o mdximo divisor
comum (mdc), de a e b, em que um deles seja ndo nulo, se possuir as seguintes
propriedades:

i) d é um divisor comum de a e b;

ii) d € divisivel por todos divisores comuns de a e b.

Exemplo: Temos que D(12) = {£1, £2, £3, +4, +6, £12} e D(8) = {1, +2,
+4, 48} e que (12,8) = 4, pois o conjunto dos divisores comuns de 12 e 8 sdo
{£1, £2, £4} e tomando qualquer outro divisor comum deles ira dividir 4, ou seja,
se v € {£1, £2, £4}, temos que x | 4.

Note que —3, —1, 1 e 3 sao divisores comuns de 3 e 0, ou seja, todos estes nu-
meros satisfazem a condi¢ao i).No entanto, apenas o 3 satisfaz as duas condi¢oes.

A condigao (ii) pode ser escrita da seguinte forma: ii’) Se ¢ é um divisor comum
de a e b, entdo ¢ | d.

Portanto, se d ¢ um mdc de a e b, e se ¢ é um divisor comum desses dois niimeros,
entao ¢ < d. Isto nos mostra que o méximo divisor comum de dois nimeros é efeti-
vamente o maior dentre todos os divisores comuns desses nimeros. Em particular,
isto nos mostra que, se d e d’ sdo dois mdc de um mesmo par de ntimeros, entao
d < d ed <d, e, consequentemente, d = d’. Isto é, ha unicidade do mde. O mdc
de a e b sera denotado por (a,b). Como o mdec de a e b nao depende da ordem em
que a e b sao tomados, temos que (a,b) = (b, a).
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No Teorema 1.11 a frente mostraremos a existéncia do mdc de dois niimeros a
e b em que um dele é diferente de zero. Para tanto faremos algumas observacoes
abaixo.

Agora vamos mostrar existéncia do mdc de dois a e b, em que um deles nao seja
nulo.

Como, por defini¢ao, a e b sdo nimeros inteiros tais que a # 0 ou b # 0, temos:
(i) Se um deles for nulo: (0,b) = |b| ou (a,0) = |al;
(ii) Se um deles for igual a 1: (1,b) =1 ou (a,1) = 1;
(iii) Se a =b: (a,a) = |al;
(iv) Se a | b entdao a = (a,b). Reciprocamente, se (a,b) = a entao a | b.

Para provar a existéncia do méaximo divisor comum de dois niimeros, utilizaremos,
essencialmente, o resultado abaixo.

Se a < 0 temos que —a > 0 e —a | a, pois existe —1 € Z, tal que a = —a - (—1).
Reciprocamente, se —a < 0 temos que a > 0 e a | —a.

Da mesma forma podemos estender o Lema de Euclides apresentado.

Lema 1.10 Se ezistir (a,b—n -a), entdo (a,b) existe e (a,b) = (a,b —n-a), para
a,b,n e 7.

Demonstracao: Como (a,b—n-a) =d € N, entdo d | a e, com isso, d | n-a; temos
também que d | b —n - a. Portanto, d | b—n-a+mn-a = d|b. Supondo, agora,
que ¢ seja um divisor comum de a e de b; logo, ¢ | na e, com isso, ¢ | b —n - a. Dessa
forma, ¢ | d. Logo, d = (a,b). O A existéncia do mdc de (a,b) para a e b € Z, em
que a # 0 ou b # 0, da-se da mesma forma:

(i) Se um deles for nulo: (0,b) = b, para b > 0 ou (0,b) = —b, para b < 0, sendo
b=0, (a,0) =a, para a > 0 ou (a,0) = —a, para a < 0 ;

(ii) Se um deles for igual a 1: (1,b) =1 ou (a, 1) = 1;
(iii) Se a =b: (a,a) = a, para a > 0 ou (a,a) = —a, para a < 0;

(iv) Se a | b entdo (a,b) = a, para a > 0 ou sera (a,b) = —a, para a < 0. Temos
que a ¢ um divisor comum de a e de b, e, se ¢ € um divisor comum de a e b,
entdo ¢ | a, o que nos mostra que a = (a, b).

Reciprocamente, se (a,b) = a entao a | b.
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Teorema 1.11 Se a e b sdo dois inteiros em que um deles nao é nulo (a # 0 ou
b#0), entdo existe e € inico o mde de a e b; além disso, exristem inteiros x ey tais
que: (a,b) =a-x+b-y, isto é, o mdc € uma combinagao linear de a e b.

Demonstracao: Seja S o conjunto de todos os inteiros positivos da forma a-u+b-v,
com u,v € Z,isto é: S={a-u+b-v|a-u+b-v>0eu v Z} Este conjunto
S nao é vazio, pois a ou b tem que ser diferente de zero, suponha que a # 0, entdo
um dos inteiros: a = a-1+b-0,sea >0,ou —a=a-(—-1)+b-0,sea <0é
positivo e pertence a S. Logo, pelo "Principio da Boa Ordenacao", existe e é tnico
o elemento minimo d € S. E, consoante a definicao de .5, existem inteiros x e y tais
que d = a-x + b-y. Posto isso, vamos mostrar que d = (a,b). Com efeito, pelo
algoritmo da divisao, temos: a =d-qg+r, com 0 < r < d o que di

r=a—d-q=a—(a-z+b-y)-gq=a(l —q-x)+b-(—qv), isto é, o resto r é
uma combinacgao linear de a e de b. Com 0 < r < d e d > 0 ¢ o elemento minimo de
S, segue-se que r =0 e a = d - q, ou seja, d | a. De maneira analoga, prova-se que
também d | b. Portanto, d é um divisor comum positivo de a e de b. Suponha que ¢
é um divisor comum positivo qualquer de a e de b, ou seja, ¢ | a e ¢ | b, entdo

c¢|(a-x+b-y)entdo c|d, isto é, d ¢ o maior divisor comum positivo de a e b,
ou seja, (a,b) =d=a-x+b-y, com z,y € Z. O

Observacao 4 FEste teorema mostra que:

(i) (a,b) € o menor inteiro positivo, tal que (a,b) = a-x+b-y, isto €, o mdc de a eb
pode ser escrito como combinacao linear dos mesmos e que essa representacao
como combinacao linear nao € unica, pois temos:

(a,b)=d=a-z+b-y.

Assim
d=a-x+a-b-t—a-b-t+0b-y.

Portanto
d=a-(x+b-t)+b-(y—a-t), Vt € Z.

(ii) Sed = a-r+b-s, para algum par de inteiros r e s, entdo d nao é necessariamente
o mdc de a e b. Assim, por exemplo, se:

(a,b)=a-x+b-y,

ou seja,
t-(a,b)=a-t-z+b-t-y, VtE€Z,
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18to €,
d=a-r+b-s,
em que
d=t-(a,b).
Portanto,

r=t-zes=t-y.

Dessa forma, podemos concluir que d € Z, tal que d = a-x+b-y nao é necessariamente
o mde de a e b, entretanto, serd um multiplo de (a,b).

1.1.7 Algoritmo de Euclides

Aqui, traremos uma prova construtiva da existéncia do mdc de a e b, atribuido
a Fuclides em sua obra Elementos.
Dados a,b € N, podemos supor a < b. se a = 1 ou a = b, ou ainda a | b, jA vimos
que (a,b) = a. Suponhamos, entao, que 1 < a < b e que a 1 b. Logo, pela divisdo
euclidiana, podemos escrever b = a - ¢; + 1, com r; < a.

Temos duas possibilidades:
(i) r1 | a, entdo, 1 = (a,r1) = (a,b — q1 - a) = (a,b), (Lema 1.10);

(ii) 7 1 a, e, em tal caso, podemos efetuar a divisdo de a por 7, obtendo a =
r1q2 + T2, CcOM T9 < T7.

Novamente, duas possibilidades:

i’) ro | 71 e, novamente, teriamos: ro = (ry,r) = (ri,a —re - q) = (r,a) =
(b—q-a,a) = (a,b—q -a) = (a,b), e paremos, pois termina o algoritmo, ou

ii’) ro f 71, e, em tal caso, podemos efetuar a divisao de r; por 7o, obtendo r; =
To - (3 + T3, com r3 < ro.

Este procedimento nao pode continuar indefinidamente, pois terifamos uma sequén-
cia de ntimeros naturais a > ry > ry > r3 > ... 0 que contradiz o Principio da Boa
Ordenagao nos naturais. Logo, para algum n, temos que r, | 7,1, 0 que implica
que (a,b) =ry,.

Exemplo: Vamos calcular (372,162).

(162,372) = (162,372 — 2 - 162) = (162,48) = (48,162) = (48,162 — 48 - 3) =
(48,18) = (18,48) = (18,48 — 18- 2) = (18,12) = (12,18) = (12,18 — 12-1) =
(12,6) = (6,12) = (6,12 — 6-2) = (6,0) = 6
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1.1.8 Propriedades do mdc

Sejam a,b € Z,, em que um deles seja diferente de zero. Definimos o conjunto
J(a,b) ={x € Z;Fu,ve€Zi,x =u-a—v-bye J(ba)={y € Z* ;I u,v € Zy,y =
v-b—u-a}l.

Lema 1.12 Tem-se que J(a,b) = J(b,a) # 0.

Demonstracgao: Inicialmente, mostraremos que os dois conjuntos sao iguais. Basta
mostrar que J(a,b) C J(b,a). Seja x € J(a,b), entdo x =u-a —v-b, com u,v € Z.
Dessa forma, existem A, § € Z* , tais que \-a > v e 6-b > u. Tomando p = maxz{A, 0},
tem-se que p-a > v e p-b>u. Dessa forma,

r=u-a—uv-b.
Somando e subtraindo p - a - b, temos
r=u-a—p-a-b+p-a-b—v-b.

Assim,
r=—a-(p-b—u)+b-(p-a—v)

e, portanto,
x=b-(p-a—v)—a-(p-b—u) € J(b,a).

Note que a € J(a,b), pois basta tomar v =0 e u =1 teremos x =u-a—b-v = aq,
portanto J(a,b) # 0. O

Teorema 1.13 Sejam a,b € Z7, e seja d = minJ(a,b). Tem-se que:

i) d=(a,b);

ii) J(a,b) ={n-d;n e Z"}.

Demonstragao: (i) Suponha que ¢ divida a e b; logo, ¢ | u-a e ¢ | v-b, ou seja,
¢|a-u—>b-b. Dessa forma, c |z, para todo = € J(a,b) e, consequentemente, ¢ | d.
Suponha, por absurdo, que d t z. Portanto, pela divisdo Euclidiana © = d-q+r, em
que 0 <r<d. Comox=a-u—b-vexr=d-q+r,temosqued-qg+r=a-u—>b-wv,

ouseja, r=a-u—b-v—d-q. Temos que d € J(a,b), ouseja, d =b-m —a-n, para
algum m,n € Z . Portanto:

r=a-u—b-v—b-m-q+a-n-q.

Assim, temos
r=a-ut+a-n-gq—b-v—>b-m-q.

18



1.1. DIVISIBILIDADE

Dessa forma
r=a-(u+n-q —b-(v+q-m),

ou seja, r € J(a,b), o que é um absurdo, pois d = minJ(a,b) e r < d. Em particular
dlaed]|b.

(ii) Dadoque l-d=1-(n-a—m-b)=(-n)-a—(l-m)-be€ J(a,b) é claro que
{t-d;l e Z} C J(a,b). Por outro lado, j& provamos que todo = € J(a,b) é tal que
d |z, e, portanto, J(a,b) C {l-d;l € Z7 } O

Corolario 1.13.1 Quaisquer que sejam a,b,n € Z*, (n-a,n-b) =n- (a,b).
Demonstragao: Note que J(n-a,n-b) =n-J(a,b) ={n-z;x € J(a,b)}. Como

d = (a,b) = minJ(a,b), temos que n-(a,b) = min [n-J(a,b)] =min J(n-a,n-b) >
(n-a,n-b), ou seja, n-(a,b) = (n-a,n-b). O

b
Corolério 1.13.2 Dados a,b € Z,, tem-se que ((;m (a, b)) -

Demonstracao: Pelo Corolario 1.2, temos
a b a b
b) | —,——= | = b) - b) - = (a,b).
@h () = (@0 St ) =

Definicao 5 Dois niumeros naturais a e b serdao ditos primos entre si, ou coprimos,
se (a,b) = 1; ou seja, se o unico divisor comum positivo de ambos é o nimero 1.

Proposicao 1.14 Dois nimeros naturais a e b sao primos entre si se, e somente
se, exristem numeros naturais n e m tais que m-a—n-b=1,

Demonstragao: Suponha que (a,b) = 1. Dessa forma, pelo teorema temos que
existem ndimeros naturais m e n, tais que m-a—n-b = (a,b) = 1. Reciprocamente,
suponha que existam niimeros naturais m e n tais que m-a—n-b = 1. Se d = (a,b),
temos que d | (m-a —n-b), o que mostra que d | 1, e, portanto, d = 1. O

Teorema 1.15 Sejam a,b,c € Z* . Sea|b-c e (a,b) =1, entdo a | c.
Demonstracao: Se a | b- ¢, entdo existe e € Z, tal que b-c =a-e. Se (a,b) = 1,
entao existem m,n € Z%, tal que m - a —n - b= 1. Multiplicando os dois membros

por ¢ temos
m-a-c—n-b-c=c.
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Como b-c = a-e, podemos fazer
m-a-c—n-a-e=c,

ou seja,
a-(m-c—n-e)=c.

Portanto, a | c. O

Corolario 1.15.1 Dados a € Z e b,c € Z*, temos que b | a e ¢ | a se, e somente
b-c

Demonstragao: Sejam a € Z e b,c € Z*. Suponhamos que b | a e ¢ | a, deste modo
existem q1, g2 € Z, tais que a =b-q; e a = ¢ go. Além disso, (b,c) | be (b,c) | c.

Sendo assim ¢ b e @ __° ouse'aL -
o) o) M e o TR T e

b c b c
Pelo Corolario 1.13.2 =1,1 —_— —_—
elo Corolario , 0, 5 0.0 , logo 0.0 | q2 € 0.0

c c-b b-c

| ¢1 e, com isso,

e b- b- . — =
C ol el gt a s prylae gyl
Portanto,
b-c‘a
(be) "
b-c b-c

Suponhamos, agora, que —— | a, ou seja, existe g3 € Z tal que a = - q3,
(b, ¢) (b, ¢)

c c
istoé,a=b-|——"-q3|.Sabemos que | ——-q3| =q € Z, logo a = b- q, ou seja,
(b, ¢) (b, ¢)
b| a.
. . b . ,
De maneira analoga, podemos escrever a = c- m - q3|, assim, a = c- ¢, onde
,C
b

—— - q3=¢ €Z,eportanto ¢ | a . O

(b,¢)
1.1.9 Minimo Miltiplo Comum

Definicao 6 Diremos que um nimero m € N é um minimo miltiplo comum (mmc)
de a e de b se possuir as sequintes propriedades:

(1) m é um maltiplo de a e de b ao mesmo tempo;
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(ii) Se ¢ € um maltiplo de a e de b, entdo m | c.

Exemplo: Sabemos que 12 é um miltiplo comum de 2 e de 3, mas nao é o mmc
destes niimeros, pois 6 € N também é multiplo e 6 | 12.

Se ¢ ¢ um multiplo comum de a e b, entdo, do item (ii) da definigdo acima, temos
que m | c. Portanto m < ¢, o que nos diz que o minimo miltiplo comum, se existir,
é tnico e é o menor dos multiplos comuns de a e b. Denotaremos o mmc de a e b,
da seguinte forma: [a, b].

Proposicao 1.16 Dados dois nimeros naturais a e b, temos que [a,b] existe e

[a,b] - (a,b) =a-b.

- b
Demonstragao: Suponha que m = %. Logo, podemos escrever m das seguintes
a?
formas:
b o b a
m=a um==-
(a,b) (a,b)’
isto é:
b b a
m=a-——=>0- )
(a,0) (a,b)
: .a b . :
Assim, temos que a | m e b | m, pois e € Z. Seja ¢ um multiplo
(a,b) ~ (a,b)
comum de a e b; logo, c=n-a=mn'-b.
Segue dai que
n-—_ —p b
(a,b) " (a,b)
Como ¢ b = 1, temos que —— | n’. Assim obtemos ab | n’ - b, ou
(a.0) (@b)) ~ Wy (a,0) ’
. a-b| L 0, ] a-b definicio d
seja c. Logo [a,b] = —— por definicao de mmc.
)2, (a,0) g ) (a,b) b ¢

Corolario 1.16.1 Sea eb € Z, tal que (a,b) = 1, entao [a,b] = a - b.

Demonstracao: Temos que [a,b]-(a,b) = a-be que (a,b) = 1, logo, [a,b]-1 =a-b,
entao [a,b] = a - b. O
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1.2 Equacoes Diofantinas Lineares

Generalidades

O tipo mais simples de equacoes diofantinas é a equacao diofantina linear com
duas incognitas X e Y
a-X+b-Y=c

Onde a, b e ¢ sao inteiros dados, sendo a,b # 0.

Todo par de inteiros X, Yy tais que a- X+ b- Yy = ¢ diz-se uma solucao inteira
ou apenas uma solucao da equacaoa- X +0-Y =c.

Consideremos, por exemplo, a equacao diofantina linear com duas incoégnitas:

3-X+6-Y =18
Temos:
3-4+6-1=18

3.(—6)+6-6=18
3-10+6-(—2) =18

Logo, os pares de inteiros: 4 e 1, —6 e 6, 10 e —2 sao solugoes da equacao
3-X+6-Y =18

Existem equacoes diofantinas lineares com duas incégnitas que nao tém solucao.
Assim, por exemplo, a equacao diofantina linear: 2- X +4-Y = 7 nao tem solugao,
porque 2 - X +4-Y é um inteiro par para quaisquer que sejam os valores inteiros

de X e Y, enquanto que 7 é um inteiro impar (observe-se que 2 = (2, 4) nao divide 7).

De modo geral, a equacao diofantina linear a - X + b -Y = ¢ nao tem solucao
todas as vezes que d = (a, b) nao divide c.

Condicao de Existéncia de Solucao
Teorema 1.17 A equacao diofantina linear a - x +b-Y = c tem solucdo se, e

somente se, d divide ¢, sendo d = (a,b).
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Demonstracgao: Suponha que a equacdo a- X +b-Y = ¢ tem uma solucao, isto &,
que existe um par de inteiros xy e yo tal que

a-xo+ by, =c.

Como (a,b) = d, existem inteiros q; e ¢y tais que a = d-q e b = d - g, Ou seja:
c=d-q-xo+d-qgs-1yo. Podemos escrever da seguinte forma: ¢ = d- (q1 - xo+ g2 - %),
isto é: d | ¢, pois existe ¢ inteiro, tal que (q1 - o + ¢2 - Yo) = ¢, ou seja, ¢ = d - q.
Suponha que (a,b) = d e que d | ¢, ou seja, ¢ = d - g, onde ¢ € Z. Entao, pelo
resultado obtido, existem xg e yg € Z, tais que, d = a - o + b - yy e, dessa forma,
¢ = d - q. Assim, substituindo d por a - zg + b - 4o, temos: ¢ = (a-xg+b-yo) - ¢, ou
seja, c=a-(xg-q)+0b-(yo-q), isto &,

X=z-qeY =yo-q.

c .
Como, ¢ = d - q, temos que 7= ¢, ou seja,

C

C
Zo de Yo da

logo é uma solucao da equagao
a-X+b-Y=c
O

Teorema 1.18 Se d divide ¢, sendo d = (a,b) e se o par de inteiros xy € yy € uma
solucao particular da equacao diofantina linear a - X +b-Y = ¢, entdao todas as
outras solucoes desta equacao dadas pelas formulas:

= —i—bt = at
r=x —tey=1yp— — -
0 d Y=1Yo d

onde t € um inteiro arbitrdrio.

Demonstracao: Suponhamos que o par de inteiros xy e 3o ¢ uma solucao particular
da equacao a- X +0-Y = ¢, e seja x e y uma outra solucao qualquer desta equacao.
Entao, temos:
c=a-x+b-y=a-x9+b-y,
ou seja,
a-xr—a-x9=b-yo—b-y.
Assim, temos
a-(x—x0)=b-(yo—y).
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Como (a,b) = d, temos que existem ¢, ¢2 € Z tais que a = d-q e b = d - ¢a,
com ¢ e ¢y primos entre si, isto é, (qi,¢q2) = 1. Substituindo estes valores de a e b
na tltima igualdade, temos:

d-q-(x—x0) =d- g2 (Yo —¥),
dessa forma,
q (v —m0) =q2- (Yo — ¥).

Assim, como ¢; 1 go, temos que q1 | (Yo — y) e ¢2 | (z — x0), isto é, existe ¢ € Z tal
que:

Yo—y=q tex—x9=1-q.
Dessa forma, temos:
T=2%0+q-tey=y —q-t,

b a ] N .
e, como q, = ¥ e qy = 7 podemos escrever esta tltima equacao da seguinte forma:

b ‘o at
Tr=2x9+ —- =Yy — — -
0 PSS Y =1%o d

Estes valores de x e y satisfazem realmente a equacao a- X +b-Y = ¢, qualquer
que seja o inteiro t, pois, temos:

a-x+b-y=a 1:+ét+b[ —gt}
Y= 0 d Yo d )

assim, temos

a-b b-a
a-r+b-y=a-x9+—-t+b-yo— — 1.
d d
Assim, concluimos
SO AL SR AL
a-xT . - . - . =cC
0 Yo d d )
visto que a - xo + b - yg = c. O

Sendo assim, a equacao diofantina linear a-x+b-y = ¢ admite infinitas solugoes,
uma para cada valor do inteiro arbitrario t.

Corolario 1.18.1 Se (a,b) =1 e se zq € yo € uma solu¢do particular da equacao
diofantina linear a - X +b-Y = ¢, entao todas as outras solugoes desta equagao sao
dadas pelas formulas:

r=x9+b-tey=yo—a-t, ondet é um inteiro arbitrario.
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Uma solucao particular da equacao diofantina linear se obtém por tentativas ou
pelo algoritmo de Euclides. E em ambos os casos a solucao geral se pode obter
usando o Teorema 1.18, conforme se vai ver nos exemplos a seguir.

Exemplo: Determinar todas as solugoes da equacao diofantina linear
172- X +20-Y = 1000.

Vamos encontrar (172,20) pelo algoritmo de EUCLIDES e verificar se (172,20) |
1000.

8 [ 1 1]1]2
172 120|128 | 4
12 1 81410

Portanto, (172,20) = 4 e como 4 | 1000, segue-se que a equacao dada tem solugao.
Temos que:
172 =20-8 +12

20=12+38
12 =8+ 4.

Isolando os restos, temos:
172 —-20-8 =12

20-12=28
—-20+12 = -8
12 -8 =4.

Substituindo as duas primeiras equagoes na ultima, temos:
172 -20-8-20+12 =4
172 -=20-9+ 12 = 4.
Como 12 =172 — 20 - 8, temos:
172 -20-9+172-20-8=4
172-2—-20-17=14
172 (2) +20- (—17) = 4.
Multiplicando ambos os membros desta igualdade por

1000
— = 250.
4
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Obtemos:
172 (2-250) +20 - (—17-250) = 4 - 250
172 - (500) + 20 cot(—4250) = 1000.
Portanto, o par de inteiros o = 500 e yo = —4250 ¢ uma solucao particular da
equacao proposta, e todas as outras solucoes sao dadas pelas formulas:
20 172
=500+ — -t =—4.250 — — -t
x + 1 ey 1
ou seja,

r=5004+5-te = —4250 —43 - ¢,

em que t é um inteiro arbitrario. Exemplo: Determinar todas as solucoes inteiras
positivas da equagao diofantina linear.

18- X +5-Y =48

Note que (18,5) = 1, pois 5 é primo e 18 ndo é um miultiplo de 5, e (18,5) | 48, isto
é, 18- X +5-Y = 48 tem solucao.

(31|12
18]5[32](1
3[2]1]0]

Temos que:
18=5-343
5=3-1+4+2
3=2-1+1.
Isolando os restos, temos:
18—-5-3=3
b—3=2
3—2=1.

Substituindo a segunda equac¢ao na tltima, temos:
3—-2=1

3—-5+3=1
3-2-5=1
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Substituindo, agora, a primeira equacao nesta ultima encontrada, temos:

(18=5-3)-2—-5=1

18-2—-5-6—-5=1

18-2—-5-7T=1
18-245-(=7)=1
Multiplicando esta tltima equacao encontrada por 48, temos:
18-(2-48)+ 5 (—7-48) =48
18- (96) + 5 - (—336) = 48.

Logo, o par de inteiros g = 96 e yo = —336 é uma solucao particular da equacao
proposta, e todas as demais solucoes sao dadas pela férmulas:

2=96+5-1, y=—336— 18-,

em que t é um inteiro arbitrario. As solucoOes inteiras e positivas se encontram
escolhendo ¢ de modo que sejam satisfeitas as desigualdades:

96+5-t>0, —336 —18-t >0,
isto &,
t<—19 ! 1< —18 2
— PR— e — R—
5 3’
o que implica t = —19 e , portanto:
r=96+5-(-19) =1, y=-336—18-(—19) =6.

Exemplo: Determine o menor inteiro positivo que tem restos 11 e 35 quando
dividido, respectivamente, por 37 e 48.

Suponha que este inteiro seja A e que X e Y sejam os cocientes para as respectivas
divisoes. Dessa forma, teriamos:

A=37-X+1le, A=48-Y + 35.
Logo, terfamos a seguinte igualdade:
37-X4+11=48-Y + 35
37- X —-48-Y =35-11
37-X —48-Y = 24.
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113121
48 137|111 14|13 |1
1114 (3 |1]0

Temos que (48,37) = 1 e como 1 | 24, segue-se que a equagao dada tem solucao.
Temos que
48 =37+ 11

37=11-3+4
11=4-24+3
4=3+1

Isolando os restos temos
48 — 37 =11

37—11-3=4
11-4-2=3
4—-3=1.
Substituindo a terceira igualdade na tdltima:
4—-11+4-2=1
4.3—-11=1.
Substituindo, agora, a segunda igualdade nesta tltima encontrada:
(37—-11-3)-3—-11=1
37-3—-11-9—-11=1
37-3—-11-10=1.
E substituindo a primeira nesta ultima, temos:
37-3—(48—-37)-10=1
37-3—-48-10+37-10=1
37-(13) —48-(10) = 1.
Multiplicando esta igualdade por 24, temos:
37-(13-24) —48-(10-24) =24
37 (312) — 48 - (240) = 24.

Logo, o = 312 e yo = 240 é uma solucao particular da equacao diofantina 37 - X —
48 - Y = 24, como queremos A € Z,, temos:
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r=x9g+b-tey=yo+a-t,
ou seja:
r=3124+48 -tey =240+ 37-1¢.
Para obter um A € Z,, basta resolver as inequacdes, abaixo.

312448t >0e 2404+ 37-1 > 0.

Ou seja,
48 -t > =312
‘> 312
48’
24
t>—6—
48
e
2404+ 37-t >0
37t > =240
. 240
37
18
t>—6-—
37
Logo t > —5. Mas, como queremos o menor valor para A, temos que tomar ¢t = —5.

x=312448 - (=5)

x =312 — 240
r="72
=240+ 37 (—5)
=240 — 185
Yy = 55.

Como A é dado por A =372+ 11 ou A = 48 - y + 35, basta substituir em uma
delas para encontra-la. Se substituirmos na primeira:

A=37-72+11
A =2664 4 11
A = 2675.
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Se substituirmos na segunda:

A=48-55+35
A = 2640+ 35
A = 2675

Exemplo: De quantas maneiras podem-se comprar selos de 3 reais e de 5 reais de
modo que se gastem 50 reais?” Chamando de X a quantidade de selos que custa 3
reais e de Y a quantidade de selos que custa 5 reais, temos:

3-X4+5-Y =50.

111
513121
21110

Portanto, (5,3) =1 e como 1 | 50, segue-se que a equacao dada tem solugao.
Temos que:

D=3+2

3=2+1
Isolando os restos temos:

5—3=2

3—2=1.

Substituindo a primeira equac¢ao na segunda, temos:
3-5+3=1
3-245-(—1)=1.
Multiplicando esta tltima equacao por 50, temos:
3:(2:50)+5-(—1-50) =50

3-(100) +5 - (—50) = 50.

Logo, g = 100 e yo = —50 é uma solugao particular para a equacao diofantina
linear 3- X +5-Y = 50. No entanto, nao podemos ter solucoes negativas nesta
questao. Portanto, teremos que encontrar uma outra solucao que seja positiva, ou
seja:
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r=100—5-t>0 y=-50+3-t>0
0 pC
— >t 3
20 > t. t>16§.

Dessa forma
17 <t < 20,

isto é,
t € {17, 18, 19}.

Para t = 17, temos
x=100—-5-17e y = —50 4+ 51.

Dai temos

r=15ey=1.
E uma solucdo que satisfaz a 3-x + 5 -y = 50, pois

3:-15+5-1=50

45+ 5 = 50.

Para t = 18, temos
r=100—-5-18ey=—-30+3-18x =100—90ey=-50+54x=10e y = 4.

E uma solucdo que satisfaz a 3-2+5-y = 50, pois 3-10+5-4 = 50, logo 30420 = 50.
Para t = 19, temos

r=100—-5-19ey=-504+3-192=100—95ey=-50+H7Tx=5ey=".

E uma solucdo que satisfaz a 3-2+5-y = 50, pois 3-5+5-7 = 50, logo 15+35 = 50.

1.3 Congruéncias

Definicao 7 Sejam a e b dois inteiros quaisquer e seja m um inteiro positivo fixo.
Diz-se que a € congruente a b modulo m se, e somente se, m divide a diferenca a—b.
Em outros temos, a € congruente a b modulo m se, e somente se, existe um inteiro
q tal que a — b = q-m. Notacao: a = b mod m.
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Dessa forma, temos que a = b mod m se, e somente se, m | (a — b), ou seja:
a = b mod m se, e somente se, existir ¢ € Z, tal que a — b= q - m.
Exemplo: Note que 3 = 24 mod 7, pois 7 | (3 — 24), ou seja, 7 | —21. De fato,
pois —3 € Z tal que —21 =7 (=3).

Se m nao divide a — b, entao diz-se que a é incongruente a b moédulo m, que pela
notacao se escreve: a Z b modo m
Exemplo: Dados os nimeros 25, 12 e 7, temos que 25 # 12 mod 7, pois 7 1 (25—12)
Note que:

i Dados a, b, 1 € Z, temos que a = b mod 1, para quaisquer a e b, pois 1 é divisor
de todo e qualquer ntmero;

ii Dados a, b, 2 € 7Z, temos que a = b mod 2 se ambos forem pares ou se ambos
forem impares, pois 2 é divisor de todos os nimeros pares e qualquer nimero
impar deixar resto 1 quando dividido por 2.

Exemplo: Mostraremos que n = 7 mod 12 se, e somentese, n =3 mod 4, ¥V n € Z
Usando a definicao temos

n = 3 mod 4, se, e somente se,4d | (n — 3), ou seja, (n —3) =4-q.

Como n = 7 mod 12, se, e somente se,12 | (n—7), ou seja, (n—7) = 12-¢y. Podemos
escrever da seguinte forma:

(n—3—4)=12- g,
ou seja,
n—3)—4=12-¢
(n—3)=12-qs+4
(n—=3)=4-3-¢+1),
fazendo (3-q2 + 1) = q € Z temos: (n —3) =4-q.

Exemplo: Mostraremos que n? = 0 mod 4 ou n?> = 1 mod 4, Vn € Z.
S6 existem duas possibilidades para n: ou n ¢é par, ou n ¢ impar. Portanto:

i)y n=2-t iil) n=2-t+1
n?=4-t* n?=4-t*+4-t+1
414-*, VteL. n?=4-(2+t)+1

n? =1 mod 4.
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Teorema 1.19 Dois nimeros inteiros a e b sao congruentes modulo m se, e somente
se, a e b deizam o mesmo resto quando divididos por m.

Demonstragao: Por hipotese, a = b mod m se, e somente se, m | (a — b), isto é,
a—b=m-q,onde q € Z.
Pelo algoritmo da divisao, temos que b = m - ¢; + r1, em que r; é o resto da
divisao de b por m, isto é,
0<r;<m

e a=m-qy+re, em que ry é 0 resto da divisao de a por m, isto é,
0<ry <m.
Como a — b =m - ¢, temos que
m | [(m-g+r2) — (m-q +r1)]

m|[m-qg—m-q +ry—r]

m | [m- (g2 —q1) + (rg — 11)].
Ou seja,

m|m-(g—aq)eml|(re—r)

Como 0 <r; <me0<ry<m,entdo r, — 1 < m e, ainda, |ry — r1| < m.
Portanto s6 ha uma forma para que m | (ro — r;) que é quando 7, — r; = 0, ou
seja, ro = r1. Suponha que a e b divididos por m deixam o mesmo resto r. Entao,
podemos escrever: a =m-q +reb=m-q +r, com 0 < r < m e, portanto:

a—b=m-q+r—(m-qg+r)

a—b=m-gg+r—m-q-—r
a—b=m-¢1—m-qg+r—r
a—b=m-(q1 — ¢),
ou seja,
m | a—b.

Logo,
a = b mod m.
O
Exemplo: Sejam os inteiros —56 e —11. Pelo algoritmo da divisao, temos:
—56=9-(-7)+7e—-11=9-(—2)+7, isto &, =56 e —11 quando divididos por
9 deixam o mesmo resto que ¢ 7. Logo, pelo teorema 1.8: —56 = —11 mod 9.
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Exemplo: Sejam, agora, os inteiros —31 e 11. Temos a congruéncia —31 =
11 mod 7 de modo que, pelo teorema 1.8 e pela definicao de congruéncia, —31 e 11
quando divididos por 7 deixam o mesmo resto. De fato temos que:

—3l=7-(-5)+4ell=T7-1+4.

1.3.1 Propriedades das Congruéncias

Teorema 1.20 Seja m um inteiro positivo fixo maior que zero e sejam a, b e c
inteiros quaisquer. Subsistem as sequintes propriedades:

(i) a=a mod m (Reflexiva);
(ii) Se a =b mod m, entao b = a mod m (Simétrica);
(iii) Se a =b mod m e b= c mod m, entdo a = ¢ mod m (Transitiva).

Demonstragao: (i) Como m # 0, temos que m | 0, isto é, m | a — a que, por sua
vez significa, a = a mod m.

(ii) Se a = b mod m, entao existe ¢ € Z tal que a — b = ¢ - m. Multiplicando a
equacao por —1, temos
—(a—b)=—q-m

—a+b=(—q)-m
b—a= (_q) -m,
isto &,
b=a mod m.
(iii) Se a = b mod m e b = ¢ mod m, entdo existem ¢, e ¢ € Z, tais que:
a—b=q -meb—c=qy-m.
Somando membro a membro das duas equagoes, temos:
(a=b)+b-c)=aq -m+g-m
a—b+b—c=(q+q) m
a—c=q-m,
isto é,
a = ¢ mod ml.
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Observacao 5 Pelo fato de que a relacao apresentada ser reflexiva, simétrica e
transitiva, temos que a = b mode m, nos inteiros, € uma relacao de equivaléncia,
denominada de congruéncia modulo m.

Teorema 1.21 Seja m um inteiro positivo fixo maior que 0 e sejam a e b dois
winteiros quaisquer. Valem as sequintes propriedades:

(1) Sea=bmodm esen|m, comn >0, entdo a =b mod n;
(2) Sea=bmodm e sec>0, entioa-c=b-cmodm-c;

(3) Sea = bmodm e sea, b, m sao todos divisiveis pelo inteiro d > 0, entdo

a b m

Demonstracao: (1) Por hipoteses temos que a = bmod m e n | m, ou seja,
a—b=q-mem=qy-n,emque q; e g2 € Z*. Dessa forma, substituindo a segunda

equacao na primeira, temos
a—b=q (g n)
a—b=(g-a) n
Como existe ¢ € Z tal que ¢ = ¢ - ¢, temos que a — b = ¢ - n, isto é, a = b mod n.
(2) Temos que a = b mod m, ou seja, a —b = q - m.
Multiplicando tudo por ¢, obtemos

c-(a—=by=c-q-m
a-c—b-c=q-(c-m).

Portanto,
a-c=b-cmodm-ec.

(3) Temos que a = b mod m, isto é,a—b=¢q-mequed|a,d|bed|m, temos:

(a—b) ~m
d 14
a_b_m
a a4 17
a b m

O

Exemplo: Temos que —15 =9 mod 8 e 4 | 8, logo, temos que —15 = 9 mod 4;

Temos que 7= —8 mod 3, entao, 7-5 = —8-5 mod 3 -5, ou seja, 35 = —40 mod 15;

Temos que 36 = —24 mod 12 e como 4 | 36, 4 | 24 e 4 | 12, podemos concluir que
= —6 mod 3.
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Teorema 1.22 Seja m um inteiro positivo firo maior que zero e seja a, b, ¢, d
winteiros quaisquer. Subsistem as sequintes propriedades:

(i) Sea=bmod m ec=dmodm, entao a+c=b+d mod m ea-c=b-dmod m;
(ii) Se a =b mod m, entao a+ c=b+ ¢ mod m;

(iii) Se a = b mod m entdo a" = b" mod m para todo inteiro positivo n.

Demonstracao: (i) Temos que a = b mod m e ¢ = d mod m, dessa forma existem
qi e q € Ztaisque a—b=¢q;-mec—d=qy-m. Se somarmos as duas equacoes
membro a membro, teremos

(a=b)+(c—d)=q -m+qg -m

(a+c)—(b+d) = (g1 + q2) - m.

Como
(Q1 + QZ)) > Z,

temos que existe um
(1 +q2) =q €Z,

ou seja,
(a+c)—(b+d)=q-m.

Portanto,
a+c=b+dmodm.

Note, agora, que

a-c—b-d=a-c—a-d+a-d—b-d=a-(c—d)+d-(a—Db).

Como
m | (c—d)em](a—D),

temos que

m|a-(c—d)em|d-(a—0b),
ou seja,

ml|a-(c—d)+d-(a—Db)

mla-c—a-d+a-d—0b-d

mla-c—b-d.

Portanto

a-c=b-dmodm.
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(ii) Temos que
a =b mod m,

ou seja,
a—b=m-q, com q, € Z.

Basta agora multiplicar a equacao por ¢ € Z, ou seja,
(@a—=b)-c=m-q -c
a-c—b-c=m-(q-c)

a-c—b-c=m-q, emque qg=(q -c) €Z.

Dessa forma, temos que
a-c=b-cmodm

. (iii) Vamos utilizar indugdo matematica para provar este item.

Note que a” = b"™ mod m, serd verdade paran = 1, pois a = b mod m é verdade.
Suponha, agora, que a" = 0" mod m seja verdade para n € Z, e vamos provar que
serd verdade para n + 1. Temos, por hipotese, que a™ = b"” mod m e a = b mod m
sao verdadeiras. Entdo, pelo item (i), temos que a™ - a = b" - b mod m também é

verdade, ou seja, a"! = b" ! mod m & verdadeira. O
Exemplo:
(i) Como 12 = 22 mod 5 e 8 = 13 mod 5, entdo, 12 + 8 = 22 + 13 mod 5, ou

seja, 20 = 35 mod 5. Temos também que: 12 -8 = 22 - 13 mod 5, ou seja,
96 = 286 mod 5.

(ii) Temos que 12 = 5 mod 7 o que implica em 12 + 6 = 5 + 6 mod 7, ou seja,
18 = 11 mod 7. Temos, também, que 12 - (=9) = 5 (=9) mod 7, isto é,
—108 = —45 mod 7.

(iii) Se —5 =2 mod 7, temos que (—5)* = (2)3, ou seja, —125 = 8 mod T.

Teorema 1.23 Sea-c=b-cmod m e se (c,m) =d, entdo a = b mod %

Demonstragao: Como (¢, m) = d, entdo existem ¢; e go € Z tais que
c=d-¢gem=d-qy,

com (q1,q2) = 1. Temos também que se a-¢ =b-c mod m, entao a-c—b-c=m-q.
Dessa forma
a-c—b-c=m-q
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c-(a—=b)=m-q
d-q-(a—b)=d-q-q

Dividindo ambos os membros desta tltima igualdade por d temos

G- (a—0b)=q-q.
Note que ¢; 1 g2, pois (¢1,g2) = 1. Dessa forma ¢ | (a — b), ou seja, a = b mod g
Temos que m = ¢s - d, ou seja, g = E Logo a = b mod qs e, portanto,

azbmodm

Corolario 1.23.1 Sea-c=b-cmod m e (¢c,m) =1, entdo a = b mod m.

Demonstracao: Por hipotese temos que a-c=b-cmod m = a-c—b-c=m-q=
c-(a—b)=m-q.
Como m { ¢, temos que m | (a —b), ou seja, (a —b) =m-q = a=bmod m. O

Corolario 1.23.2 Sea-c =b-c mod p, com p primo, e se p{c, entGo a = b mod p.

Demonstracao: Como p 1 ¢, isto é, (p,¢) = 1. O resultado segue do corolario
anterior. U

Exemplo: Se 33 = 15 mod 9, podemos escrever da seguinte forma: 3 - 11 =
3 -5 mod 9.

Como (9,3) = 3, temos que 11 = 5 mod 9. Se —35 = 45 mod 8, podemos escrever
da seguinte forma: 5-(=7) =5-9 mod 8.

Como (5,8) = 1, temos que —7 =9 mod 8.

Observacao 6 No que 4-11 = 4-15 mod 8, mas nao é verdade que 11 = 15 mod 8,
pois (4,8) =4 # 1. No entanto 11 = 15 mod 2.

1.3.2 Algumas Regras de Divisibilidade

Como no sistema decimal, todo nimero é representado por uma sequéncia for-
mada pelos algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, acrescidos dos simbolos 0, que re-
presenta a auséncia de algarismo. Dessa forma, podemos escrever um niimero n da
seguinte maneira:

N = agarp_1ak_2 ...0a3a2a10g,
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em que a; € {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, com ¢ variando entre k, k —1,...,1,0,
podemos representar n também da seguinte forma:

n:ak~10k+ak_1-10k_1+ak_2-10k_2+...+a3-103+a2-102+a1-101+a0-100.

Com isso, vamos mostrar algumas regras de divisibilidade.
Divisibilidade por 2

Temos que
10° =1 mod 2
10 = 0 mod 2

102 = 0 mod 2

Como n = a-10F+as_1-10F 1+ ap_o-10F 24 .. 4+a3-103+ay-102+a, - 10" +ag- 10°,
temos:

ap - 10° = ag - 1 mod 2
a; - 10" = aq - 0 mod 2
CLQ'lOQE

as - 0 mod 2

Pelo Teorema 1.22, temos n = ay, - 10¥ + aj_q - 105"+ aj_o - 102+ ...+ ag- 10> +
as-10% 4+ a; - 10" + ag - 10° = ay mod 2, isto é, n s6 sera divisivel por 2, se, e somente
se, 2 | ap.

Divisibilidade por 3

Temos que
10° =1 mod 3
108 =1 mod 3
102 =1 mod 3

103 =1 mod 3

Comon = a;-10F +ap_1-10F 1+ a;_5-10F24+. . . +a3-103+ay-102+a, - 10" +ag - 10°,
temos

ap - 10° = ag - 1 mod 3

a; - 10" =ay - 1 mod 3
as - 102 =as - 1 mod 3
CL3'103:

az -1 mod 3
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Pelo Teorema 1.22, temos: n = ay - 10¥ +aj_1 - 10F" +aj_o - 1052+ .. . +a3-10° +
as - 102 +ay - 10" 4 ap - 10° = ag + ay + as + as + ... + ax mod 3, isto é, n s6 sera
divisivel por 3, se, e somente se, 3 | ag + a; + as + az + ... + ay.

Divisibilidade por 4

Temos que
10° =1 mod 4
108 =2 mod 4
102 =0 mod 4

103 = 0 mod 4

Comon = a;-10F +ap_1-10F 14+ a;_5-10F24+. . . 4+a3-103+ay-102+a, - 10" +ay - 10°,
temos

ap - 10° = ag - 1 mod 4
aj - 10" = ay - 2 mod 4
as - 102 = ay - 0 mod 4
a3-1035

az -0 mod 4

Pelo Teorema 1.22, temos: n = a; - 10¥ +ap_1 - 105 +a_o - 1052+ .. . +a3-10° +
as - 10% +ay - 101 + ag - 10° = ag + 2 - a; mod 4, isto &, n s6 serd divisivel por 4, se, e
somente se, 4 | ap + 2 - ay.

Divisibilidade por 5

Temos que
10° =1 mod 5
10" = 0 mod 5
102 = 0 mod 5

103 = 0 mod 5

Como n = a;-10F+as_1-10F 14 ap_o-10F24+. . +a3-103+ay-102+a, - 10" +ag- 10°,
temos

ap-10° = ag - 1 mod 5

a; - 10" =ay -0 mod 5
as - 102 =as - 0 mod 5
CL3'103E

as -0 mod 5
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Pelo Teorema 1.22, temos: n = ay - 10¥ +aj_1 - 10F" +aj_o - 1052+ .. . +a3-10° +
as - 102 + a1 - 10" +ag - 10° = ay mod 5, isto ¢, n s6 sera divisivel por 5, se, e somente
se, b | ap.

Divisibilidade por 6

Temos que
10° = 1 mod 6
10" =4 mod 6
102 = 4 mod 6

103 = 4 mod 6

Comon = a;-10F +ap_1-10F 1+ a;_5-10F2 4. . . 4+a3-103+ay-102+a, - 10" +ag - 10°,
temos

ap - 10° = ag - 1 mod 6
a; - 10' = ay - 4 mod 6
as - 102 = ay - 4 mod 6
as - 10° = ag

-4 mod 6

Pelo Teorema 1.22, temos: n = a; - 10¥ +ap_1 - 105 +a_o - 1052+ .. . +a3-10° +
as - 102 +a;-10 4+ ap-10°=ag+4-a; +4-as + ... +4-a; mod 6, que podemos
escrever, n = —3-ag+4-ag+4-a1+4-a3+...+4-a, mod 6. Assim, temos que
n=-3-a9+4-(ag+a+as+...+ag) mod 6, isto é, n 36 sera divisivel por 6, se,
e somente se, 6 | —3-ap e 6 | 4-(ap+ a1 +asz+ ...+ ag). Dessa forma, 2 | —ag e
3| 2-(ag+ai+as+...4+ax), ou seja, —ag tem que ser par e 3 | (ag+ay+as+...+ag).

O leitor interessado pode consultar mais detalhes em [1] e [3].
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Capitulo 2

Aritmética no Ensino Fundamental

Neste capitulo apresentaremos um pouco da experiéncia em sala de aula aplicada
a uma turma de estudantes do Ensino Fundamental, da escola E.E.E.F.M.J.J.C., for-
mada especialmente para a Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
(OBMEP). Estas aulas envolveram todos os contetidos apresentados no Capitulo 1:
Divisibilidade, Maximo Divisor Comum (MDC), Minimo Multiplo Comum (MMC),
Equacgoes Diofantinas e Congruéncia Modular. Dois destes contetdos, Equacoes Di-
ofantinas e Congruéncia Modular, nao estao contemplados na grade curricular do
Ensino Bésico de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCN). Citare-
mos também algumas barreiras ou dificuldades enfrentadas.

2.1 A Aritmética e o PCN

Para o PCN, a Aritmética, ramo da matematica que lida com ntumeros e as opera-
¢Oes possiveis entre eles, tem como objetivo fazer com que o aluno venha a: "resolver
situacoes-problemas, sabendo validar estratégias e resultados, desenvolvendo formas
de raciocinio e de processos, como deducao, indugao, intuigao, analogia, estima-
tiva, e utilizando conceitos e procedimentos matematicos, bem como instrumentos
tecnologicos disponiveis"|2]. Dessa forma, o assunto de congruéncia, que nao é con-
templado no PCN, foi ministrado voltado para a resolucao de questoes envolvendo
divisao, para encontrar o resto da divisao de ntimeros com 3 ou mais algarismos, e
para criar regras de divisibilidade, ou seja, para resolver situagoes-problemas usando
estratégias e desenvolvendo formas de raciocinio l6gico como mencionado no préprio

PCN.
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2.2 A Aritmética e a OBMEP

O conteudo de Aritmética é estudado inicialmente no conjunto dos naturais e logo
em seguida no conjunto dos inteiros. Visando resolver problemas que se assemelham
com os apresentados em edicoes anteriores da OBMEP, o nosso objetivo é fazer com
que o aluno aprenda as operagoes com os nimeros inteiros e, posteriormente, resolver
problemas que os envolvam como, também, fazer com que os alunos construam regras
de divisibilidade e saibam calcular restos de niimeros com trés ou mais algarismos
sem precisar efetuar a divisao, usando apenas congruéncias.

2.3 O Desenvolvimento do Trabalho

O trabalho foi executado durante cinco semanas, com duas aulas semanais nas
quintas-feiras e sextas-feiras, tendo cada aula uma duracao de trés horas, das oito
horas até as 11 horas, em uma escola estadual de Joao Pessoa, Paraiba. O convite
para a realizacao de tal projeto foi feito de sala em sala, no periodo da tarde, do 7°
ano ao 9° ano.

Os estudantes envolvidos cursavam o 72, 8° ou 9° ano alguns fora da faixa etéria.
Pude também perceber alunos com potencial para o estudo na area de exatas.

A maioria dos estudantes envolvidos mora em comunidades ou bairros carentes
e afastados da escola. Outros, no bairro da propria escola.

O trabalho foi dividido em trés momentos:

(a) No primeiro momento, foi realizado um questionario contendo dez questoes com
os assuntos ja citados, ou seja: questoes que envolviam assuntos da grade cur-
ricular; questoes para diagnosticar dificuldades ou nao, como, por exemplo,
divisibilidade, algoritmo da divisao e com méaximo divisor comum; questoes
que envolviam assuntos que nao estao presentes na grade curricular do aluno,
para, posteriormente, avaliar se houve aprendizado deste assunto, quais as di-
ficuldades apresentadas durante as aulas e se ha possibilidade de o assunto ser
ministrado para alunos com a mesma maturidade.

(b) O segundo momento deste trabalho, consiste em aulas expositivas, em sala de
aula, e resolucao de questoes orientadas, isto é, questoes sao colocadas para
os estudantes apos apresentacao de contetido e resolucao de exercicio em sala
de aula com a participacao de todos os envolvidos. Esta parte do trabalho,
em que o estudante é chamado a participar, tem como objetivo fazer com que
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todos fiquem atentos as aulas e as resolucoes de questoes, dificultando a dis-
persao da atencao dos participantes.

(c) O terceiro e ultimo momento tem a aplicacdo do mesmo questionéario do pri-
meiro momento para verificar se os estudantes que tinham alguma dificuldade
naqueles assuntos da grade curricular conseguiram supera-lo e, consequente-
mente, se houve realmente aprendizado; se todos os envolvidos na pesquisa
aprenderam os assuntos nao pertencentes a grade curricular e qual foi o efe-
tivo ganho para esta turma.

2.4 Das Aulas

No inicio, as aulas contavam com quinze participantes e logo na segunda semana
foi tendo uma reducao para nove participantes até que chegou ao ntimero de quatro
estudantes, os quais deram continuidade até o fim das atividades.

O primeiro dia do trabalho foi composto de dois momentos: no primeiro mo-
mento, foi aplicado um questionario contendo dez questoes que abordavam os con-
tetidos de divisibilidade, algoritmo da divisdao, maximo divisor comum, e congruén-
cia; no segundo momento foi dado inicio aos contetidos, comecando pelo conceito
formal de divisibilidade e proposicoes. Estes primeiros contetidos foram ministra-
dos de acordo com a sequéncia natural dos livros consultados para elaboracao das
aulas: primeiro a teoria e logo em seguida citando exemplos. Foi possivel perceber
uma dificuldade de compreensao dos contetidos pelos alunos e havia reclamacao com
relacao ao uso de letras, dizendo que ficava mais dificil de se aprender. Entao, nas
aulas que se seguiram, foram citados exemplos numéricos para s6 entao chegarmos
ao conceito formal e, posteriormente, demonstrado.

Exemplo: sabemos que 2 | 6, pois existe 0 3 € Z tal que 6 = 2-3, e 5| 15, pois
existe 3 € Z tal que 15 =53, entdo, 2-5 | 6- 15, ou seja, 10 | 90, pois existe 9 € Z
tal que 90 =10 - 9.

Sea, b, ¢, d€Z,coma,c#0,entdoa|bec|d=a-c|b-d

2.4.1 Do Primeiro Momento das Aulas - Questionario

O questionéario foi elaborado envolvendo questoes de baixa complexidade, em que
estavamos buscando saber qual é o conhecimento que este estudante tem em relacao
aos inteiros e as operagoes aritméticas; de média complexidade, em que queremos
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saber se o estudante consegue interpretar problemas de aritmética e se sao capazes
de resolvé-las; e de alta complexidade, em que os assuntos nao sao ministrados nas
escolas.

O que se esperava com a aplicacao deste questionario era que o alunos conse-
guissem responder as questoes de baixa complexidade e que, possivelmente, alguns
desses estudantes resolvessem as de média complexidade ou tentassem resolvé-las.

Vamos observar o que foi feito pelos alunos neste questionario de aplicacao e
comentar aluno por aluno:

1. Com relacao aos critérios de divisibilidade:
a) Quando um ntmero ¢ divisivel por 2?7 Dé um exemplo.
b) Quando um namero é divisivel por 67 Dé um exemplo.
¢) O que seria necessario para que se obtenha um critério de divisibilidade por
117

2. Sendo a um nimero inteiro positivo que, dividido por b, nos da como quociente
o numero ¢ e resto r. Entao:
a) Determine o valor de a em funcao de b,q e .
b) Sabendo que a = bg + r, dé um exemplo numérico com r diferente de zero.

Dado os ntimeros abaixo, responda:
i. 3271

ii. 2799

iii. 3306

iv. 2841

a) Quais destes ntimeros, quando dividido por 7, deixa resto 2.
b) Quais deste nimeros, quando dividido por 6, deixa resto 3.

3. Seja m um numero natural diferente de zero. Diremos que dois ntimeros natu-
rais a e b sao congruentes modulo m se os restos de sua divisao euclidiana por
m sao iguais. Quando os inteiros a e b sao congruentes moédulo m, escreve-se
a = b mod m. por exemplo 21 = 13 mod 2, ja que os restos da divisao de 21
e de 13 por 2 sao iguais a 1.
a) Escreva dois exemplos em que vocé pode utilizar a ideia apresentada.
b) Faca o mesmo utilizando as letras a) e b) da questao anterior.

4. Em uma fabrica sao empilhados e embalados 12 produtos por caixa. Tendo
produzido 2.841 produtos em certo dia, quantas caixas serao necessarias?
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5. O nimero de alunos de uma escola, do turno da tarde, é de 231 alunos. Sabe-se
que a escola pretende fazer uma excursao levando todos os seus 231 alunos em
vans que comportam apenas 11 alunos. A escola dispoe de 7 vans. Quantas
viagens, da escola para o ponto de destino, serao necessarias para que as 7
vans transportem todos os 231 alunos?

6. De quantas maneiras podem-se comprar selos de 3 reais e de 5 reais de modo
que se gastem 50 reais?

7. Verifique, abaixo, quais das sentencas sao verdadeiras:

a) 13213 — 2
b) 13 | 51 — 5
¢) 13313 -3

8. Ache o resto da divisao de:
a) 5% por 26
b) 3% por 10

9. Tendo que 25 = 3 mod 11, determine o resto da divisao de 25* por 11.

O estudante B, que esta cursando o 9° ano do Ensino Fundamental, nao conse-
gue atingir o esperado na primeira aplicacao do questionario, pois, como podemos
ver na Figura 2.1 da pagina 56, na resposta dada a primeira questao, ela nao sabe
da regra de divisibilidade por 6. Esquece de citar exemplos que foram pedidos na
questao e nao desenvolve nenhum outro exercicio que exija conhecimento do 6° ano
do Ensino Fundamental.

O estudante L, que estd cursando o 7° ano do Ensino Fundamental, nao con-
seguiu atingir o esperado para este questionario neste primeiro momento, pois a
primeira questao ¢ do assunto do ano anterior. O estudante até inverteu a posicao
do divisor com o dividendo, fez uma mistura de conhecimentos de MDC e cometeu
erros com a operagao de multiplicacao, como podemos ver na Figura 2.5 da pégina
60.

O estudante V, que cursa o 9° ano do Ensino Fundamental, conseguiu uma parte
do esperado na aplicagao do primeiro questionario, como mostra a Figura 2.18 da
pagina 68. O aluno ainda se mostrou com déficit de conhecimento anteriores, pois
se espera que um aluno do 9° ano seja capaz de resolver problemas algébricos de
matematica.
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O estudante R, que também cursa o 9° ano do Ensino Fundamental, atingiu a
expectativa esperada, mostrando-se com conhecimento esperado para um aluno do
9 ano, sabendo resolver problemas de aritmética, conforme podemos ver na Figura
2.10 e Figura 2.11 da pagina 64.

Nao posso afirmar, mas apenas um estudante tentou resolver a maioria das ques-
toes, que os quatro alunos envolvidos nao tiveram o minimo de conhecimento prévio,
pois os estudantes que resolveram 2.18 e 2.1 da péagina 68 e 56, respectivamente,
foram meus alunos do 9° ano e foram bastante aplicados. Talvez tenham ficado
ansiosos ou com medo, pois estes entregaram o questionario rapidamente, apesar de
eu insistir para que eles tentassem.

2.4.2 Do Segundo Momento das Aulas

Como ja foi mencionando, este é o momento em que o assunto é apresentado e
estudado com a participagao de todos e sob a orientacao do professor mediador.

Antes mesmo de qualquer pergunta ou questao ser proposta aos estudantes, eram
colocados exemplos resolvidos, fazendo com que os estudantes se sentissem mais con-
fiantes e a vontade para responder perguntas ou citar algum outro exemplo.

Em todas as aulas, antes de dar inicio, eram feitos exemplos dos contetidos es-
tudados na aula anterior e colocado exercicios para que fossem feitos naquele exato
momento com base na questao apresentada no quadro, o que deixou claro que estava
havendo uma progressao significativa dos contetdos e de sua assimilagao por todos
os envolvidos.

O objetivos aqui é estimular e dar mais confianca ao aluno, mostrando que,
apesar das dificuldades providas pela falta de conhecimentos anteriores, é possivel
aprender e desenvolver questoes.

Vejamos algumas dessas questoes desenvolvidas pelos alunos a partir de um
exemplo colocado no quadro e com o acompanhamento.

Vamos analisar algumas questoes desenvolvidas em sala de aula a partir de um
exemplo posto no quadro e com a intervencao do professor.

E possivel perceber, através da Figura 2.1, Figura 2.6, Figura 2.19, Figura 2.12
e Figura 2.13 das respectivas paginas 56, 61, 69 e 65, que o estudante, tendo um
exemplo a ser seguido, consegue obter éxito no desenvolvimento de sua questao,
apesar de certas dificuldades em multiplicacao e divisao que vém sendo minimizadas
com as aulas deste trabalho.
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2.4.3 Do Terceiro Momento - Reaplicacao do Questionario

Esta ultima aplicacao do mesmo questionario aplicado no primeiro dia de aula
teve como principal objetivo verificar se houve uma aprendizagem significativa e
quais as dificuldades que os estudantes ainda apresentam.

Nesta aplicagao, apenas a estudante L continuou com dificuldades para resolver
as questoes, mas, mesmo assim, ¢ possivel perceber um avanco com a aritmeética.
Nao poderia deixar de lembrar que este estudante cursa o 7° ano do Ensino Funda-
mental, ano em que comega a ter um contato maior com a matemética abstrata de
acordo com o PCN, e, mesmo nestas condigoes, se mostrou capaz de ter um apren-
dizado.

Nesta segunda aplicacao, os estudantes B, R e V s6 nao resolveram a sétima
questao, ou porque nao se lembravam como proceder ou por falta de tempo, pois ja
estava no final da aula.

Aqui, quero chamar atencao para a estudante V que na 3* questao, encontrada na
Figura 2.20 da pégina 70, do questionério, resolveu de maneira um pouco diferente
e, de certa forma, mais rapida que os demais estudantes. A maneira com que o0s
estudantes B e R resolveram foi a maneira ensinada durante as aulas; ji a maneira
com que V resolveu nao foi comentada em sala de aula, mas é também uma maneira
correta de resolver. Comparando com a Figura 2.2 e Figura 2.15 das paginas 57 e
66, podemos ver que a estudante V evitou a repeticao da congruéncia ao contrario
dos estudantes B e R.

Observacao 7 A 3% questao foi resolvida usando congruéncia, mas poderia ter sido
resolvida utilizando o Algoritmo da Divisao de Euclides. Porém, eu pedi que fosse
usada a congruéncia como aplicacao do contevdo visto em nossas aulas.

Na 9° questao, apesar de os estudantes terem visto, durante as aulas, a aplicacao
da funcao fi de Euler, eles nao lembravam da funcao, mas, talvez por terem tra-
balhado muitas questoes usando congruéncia com os niimeros inteiros, conseguiram
resolvé-la. A funcao fi nao foi bem aceita pelos estudantes durante as aulas, pois
eles reprovaram a ideia de ter que decorar a funcao para solucionar questoes deste
tipo. As figuras Figura 2.3, a Figura 2.17 e Figura 2.22, das respectivas paginas
58, 68 e 72 mostram que estes estudantes conseguem manipular as propriedades de
congruéncia com os nimeros inteiros.

Observacao 8 Foi dado, em sala de aula, um exemplo de grande utilidade da fun-
cao fi de Euler através da questdao presente no livro Elementos de Aritmética em
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que o estudante R comecou a desenvolver de maneira correta, como podemos ver na
Figura 2.14 da pdgina 66.

Deixei, por fim, para apresentar e comparar as questoes feitas pelo estudante L do
7° ano.

As questoes consideradas de baixa e média complexidades, que se apresentam
na Figura 2.7 da pagina 61, em que este estudante nao havia obtido éxito, foram
realizadas com sucesso; ja a quinta questao este estudante cometeu um erro, talvez
pela falta de organizacao, que comprometeu o resultado e realizou a sexta questao
corretamente, como podemos ver na Figura 2.9 da pagina 63.

A terceira questao, considerada de média complexidade, foi feita parcialmente
correta, pois o estudante L nao conseguiu realizar o que foi pedido no item b), que
deveria ser realizado da mesma forma que o item a). Este estudante gastou muito
tempo realizando as contas no item a), se mostrando lento ao resolver contas de
multiplicagao e divisao. No entanto, mostrou ser capaz de resolver a questao usando
congruéncia como podemos ver na Figura 2.8 da pagina 62.

A décima questao, apresentada na Figura 2.9 da pagina 63 considerada de alta
complexidade, foi realizada corretamente, mostrando que este estudante ja se mostra
familiarizado com a definicao de congruéncia e as propriedades.

Observacao 9 As perguntas que podemos fazer em relacao da estudante L sao:

1 Serd que o estudante tem problemas realmente com o algoritmo da divisao ou serd
falta de atencao, organizacao e paciéncia, visto que jd foi feito na 5% questao
apresentada na Figura 2.9 da pdgina 63 ;

2 Serd que o estudante demorou a realizar as contas porque tem problemas com
multiplicacao e divisao ou ele estava fazendo mais lentamente para que fossem
evitado erros, e como o tempo estava terminando ele acabou errando as contas
ao fazer com pressa.

Uma coisa é certa, depois desta nova experiéncia com a mateméatica, em especial
com a aritmética, os estudantes se mostram mais participativos em sala de aula e
sempre questionando mais.

2.5 Das Barreiras ou Dificuldades Encontradas

Este trabalho enfrentou diversos problemas em que alguns poderao ser contor-
nados e outros, infelizmente, nao tivemos como sanéa-los. Sao eles:
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1. Falta de interesse do estudante envolvido.
2. Falta de espaco fisico adequado.

3. Falta de apoio e incentivo do governo.

4. Falta de base dos alunos.

5. Falta de material didatico disponivel.

2.5.1 Da Falta de Interesse do Estudante Envolvido

Alguns desses estudantes envolvidos, mais precisamente os que moravam no pro-
prio bairro da escola ou nos bairros vizinhos, se mostraram desinteressados apos a
primeira semana de aula, deixando de comparecer nas seguintes.

Seus principais argumentos foram: ter que se acordar mais cedo, ter aula no
periodo da manha e depois a tarde, ter outros compromissos (este ndo mencionados
de fato); e alguns diziam, simplesmente, ndo ter nenhum interesse em aprender os
contetidos da forma que foram vistos, com mais rigor na matematica e nas demons-
tragoes.

Observacao 10 Muitas vezes o professor € questionado pelos seus estudantes o
porqué de eles estudarem matemdtica. Para eles, bastavam aprender as quatro ope-
ragoes bdasicas: adicao, subtracao, multiplicacao e divisao.

2.5.2 Falta de Espaco Fisico Adequado

A E.E.E.F.M.J.J.C. é uma escola de pequeno porte, pois tem, apenas, seis salas
de aula, uma sala de refeitorio, sala dos professores, uma pequena sala de videos,
uma pequena sala de computacao que comporta oito micro-computadores, sala de
coordenagao, duas pequenas salas (uma para a diretora e outra para a vice-diretora)
secretaria, e uma pequena biblioteca.

A escola, tanto no turno da manha como no turno da tarde, oferece os trabalhos
de sexto, sétimo, oitavo, nono ano do ensino fundamental, primeiro ano do ensino
médio e a correcao de fluxo. Dessa forma, o trabalho foi ministrado na sala de video
(quando ndo era solicitada pelos outros professores) ou na biblioteca, ou seja, nao
se tem uma sala adequada para fazer um trabalho extra-classe voltado para a OB-
MEP; apesar de, tanto a sala de video quanto a biblioteca, possuirem quadro branco.
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2.5.3 Falta de Apoio e Incentivo do Governo

Aqui, podemos considerar uma das maiores barreiras para a realizacdo de qual-
quer atividade fora do horario normal de aulas, pois um dos motivos de os alunos
também terem abandonado o trabalho foi a falta de oferta da merenda e do almoco
aos alunos que frequentavam este trabalho.

O motivo da falta desta oferta é bem facil de se compreender e, por incri-
vel que pareca, é com base em preceitos legais. Apesar de a Lei 11.947,
de 16 de Junho de 2009, em seu art. 3° dizer:

Art. 3° A alimentacao escolar é direito dos alunos da educacgao basica
publica e dever do Estado e ser4 promovida e incentivada com vistas no
atendimento das diretrizes estabelecidas nesta Lei.

(http : / Jwww.planalto.gov.br /ccivily3/,t02007 — 2010/2009/1ei /111947 .htm)

O problema da falta de fornecimento da merenda e almoco aos alunos deste tra-
balho, fora do seu horario normal, é devido a outro sistema legal: o repasse da verba
do Fundo Nacional de Desenvolvimento da Escola (Fundeb).

Os recursos do Fundeb, Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educao,
sao distribuidos de forma automatica (sem necessidade de autorizagao
ou convénios para esse fim) e periodica, mediante crédito na conta espe-
cifica de cada governo estadual e municipal.

A distribuicao é realizada com base no nimero de alunos da educa-
cao bésica piblica, de acordo com dados do 1ltimo censo escolar, sendo
computados os alunos matriculados nos respectivos ambitos de atuacao
prioritaria, conforme art. 211 da Constituicao Federal.

(http://www.fnde.gov.br/financiamento/fundeb /fundeb-funcionamento).

Ou seja, como o repasse do Fundeb nao previa o aumento, em quase o dobro, do
numero de alunos matriculados este ano, a escola nao poderia ofertar alimentos para
esta turma ou qualquer outra que venha a trabalhar fora do horario normal de aula.
Ela precisa dar conta do oferecimento de merenda aos que estao em curso normal.
Portanto, muitos destes alunos deixaram de participar, pois ficaria economicamente
impossivel para seu pais pagar a alimentacao dos seus filhos.
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Nao podemos esquecer, também, da falta de incentivo:

e Aos professores de matematica ao ministrar aulas voltados para OBMEP ou
qualquer outro tipo de curso, como construcao geométrica, a matematica apli-
cada no dia-a-dia, historia da matematica, e outras que poderiam ser traba-

lhadas pelos profissionais da area, tornando a matematica mais atrativa; e

e Ao proprio aluno ao querer estudar matematica.

Aqui, refiro-me a premiar os professores e alunos por estarem fazendo um tra-
balho extra-classe que ira ter que disponibilizar mais de seu tempo e o segundo por

estar buscando o conhecimento que sera disponibilizado nos cursos.

Apesar de ja existir a premiacao da propria OBMEP junto ao CNPQ, nao se pode
ser vista como um incentivo significativo, pois o nimero de premiados com bolsa
de estudo em relacdo ao ntmero de participantes é praticamente insignificante. Ao
contrario, chega a ser desestimulante devido & grande concorréncia, como mostra a

tabela abaixo.

Ano | N° de Alunos Inscritos | N° de Alunos Premiados | Premiados|Inscrito
2013 18.762.859 5.999 0,000319727
2012 19.166.371 4.504 0,000234995
2011 18.720.068 3.200 0,00017094
2010 19.665.928 3.208 0,000163125
2009 19.198.710 3.000 0,00015626
2008 18.326.029 3.005 0,000163974
2007 17.341.732 3.002 0,000173108
2006 14.181.705 1.110 7,82699E-05
2005 10.520.831 1.110 0,000105505

Disponivel €m: hitp: //www.obmep.org.br/obmep em numeros.html

Vejamos, agora, qual o incentivo, de acordo com o proprio regulamento da OB-
MEP, é dado ao professor para desenvolver um trabalho, fora do horario normal de

aula, voltado para a OBMEP:

i Um tablet, um diploma e uma assinatura anual de Revista do Professor de Mate-

matica (RPM-SBM);
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ii Excluidos os professores premiados no item anterior, serdo concedidos 1 (um) di-
ploma de homenagem e 1 (uma) assinatura anual da Revista do Professor de
Matematica (RPM-SBM);

Toda essa premiacao para que um profissional de matematica disponibilize tempo
para lecionar aulas extras gratuitas. Aqui, vale lembrar, que o professor tem que
trabalhar dois ou trés turnos para conseguir um salario razoavel para manter sua
familia, pois se nao fosse o piso dado pelo governo federal em 2014 é 1.697,00 reais.

Contudo, OBMEP lan¢ou um programa de incentivo aos professores da rede pu-
blica que queiram trabalhar com uma turma extra-classe direcionado para as provas
das Olimpiadas Brasileiras de Matematica com bolsa promovida pela Coordenacao
de Aperfeigoamento de Pessoal de Nivel Superior (Capes).

OBMEP na escola:

a. Objetivo: apoiar e estimular o desenvolvimento de atividades extra-classe de
professores de matematica da rede publica visando melhorar o desempenho de
seus alunos nas provas da OBMEP.

b. De marco a julho de 2015 a OBMEP promovera oficinas mensais para familia-
rizar os Preparadores com o material didatico elaborado pela OBMEP e para
estimula-los a utilizar este material em sala de aula.

c Da Bolsa: a partir de marco de 2015, os Preparadores receberao por um ano uma
bolsa da CAPES no valor mensal de R$ 765,00 (setecentos e sessenta e cinco
reais) para realizarem suas atividades, que sera renovada a cada ano mediante
relatorio das atividades realizadas ao longo do ano. Além das informagoes
fornecidas nos relatorios mensais.

Vale lembra que serao 1.000 (mil) bolsas para os professores que fizerem mais
ponto na prova de habilitacao, e este niimero de bolsas sera distribuida tendo em
vista a populagao de cada Estado.

Os requisitos para que um professor da rede ptblica venha a ter direito de par-
ticipar deste projeto:

(i) Ser aprovado na prova de habilitacao.
(ii) Elaboragdo de um Projeto de Atividades.

(iii) Realizar atividades extraclasse de preparagao as provas da OBMEP.
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(iv) Enviar relatorios mensais das atividades.

Entretanto, um profissional de matematica, efetivo da escola publica, que ja tenha
bolsa da Capes para realizar qualquer outro tipo de trabalho ou pesquisa nao tera
direito a esta bolsa promovida pela OBMEP, ou seja, o profissional de matematica,
nestas condi¢oes mencionadas, que queira trabalhar com turmas extra-classe, tera
de fazé-lo gratuitamente. Mas podemos dizer que ja é um comeco, pois, além de
disponibilizar material para se trabalhar, o professor que entrar no programa teré
seu trabalho extra-classe reconhecido e pago pelo seu feito.

2.5.4 Falta de Base dos Alunos

Pode ser inacreditavel, mas um dos grandes viloes para que o aluno passe de ano
sem merecimento, isto é, passar de ano sem dominar os conceitos bésicos da série
em que estava, é o Indice de Desenvolvimento da Educacao Bésica (Ideb).

O calculo do Ideb ¢ feito através das seguintes variaveis:
1- i = ano do exame (Saeb e Prova Brasil) e do Censo Escolar;

2- Nj; = média da proficiéncia em Lingua Portuguesa e Mateméatica, padronizada
para um indicador entre 0 e 10, dos alunos da unidade j, obtida em determi-
nada edicao do exame realizado ao final da etapa de ensino;

3- Pj; — indicador de rendimento baseado na taxa de aprovacao da etapa de ensino
dos alunos da unidade j;

Esta dltima variavel faz com que as escolas aprovem os seus alunos mesmo sem
ter o conhecimento necessario de prosseguir nos estudos, pois se o niimero de repro-
vacao aumenta o Ideb da escola cai. Assim se explica o motivo de muitos alunos
dos 6°%, 7°%, 8% e 9°° anos do ensino fundamental nao dominar as quatros operacoes
bésicas da matematica ou, quando sabem operar, nao conseguem resolver problemas
por falta de interpretacao de textos.

Mas, por outro lado, a culpa nao é apenas de um indice, ou dos professores, nem,
muito menos, das escolas e dos pais dos alunos. Aqui, ha todo um sistema por tras:

i Falta de acompanhamento dos pais, com relacao as atividades dos alunos;
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ii Falta de qualificacdo e remuneracao digna de todos os profissionais da educacao;
iii Falta de uma escola de alto padrao: alimentacao, seguranca, lazer, etc.;

iv Falta de incentivo dos governos ou de premiacao a todos que busquem o conhe-
cimento.

2.5.5 Falta de Material Didatico Disponivel

Apesar de o assunto, em sua grande parte, ser da grade curricular das escolas, ou
seja, 0 assunto esta presente em livros utilizados pelos alunos, faltam materiais mais
especificos nas escolas, voltados para a OBMEP, pois as questoes da Olimpiada Bra-
sileira de Matemaéatica sao de niveis mais complexos restando aos alunos recorrer as
provas de edigoes anteriores, sem resposta para conferir, e sob a responsabilidade do
professor para resolver as questoes de cada prova ou reproduzir as respostas encon-
tradas no banco de questoes. Isto faz com que o aluno se torne um bom colecionador
de questoes e métodos de resolver questoes sem o conhecimento formal dos métodos
e teorias.

2.5.6 Figuras

Nesta secao disponibilizamos, em sequéncia, as figuras citadas neste capitulo,
que correspondem as atividades desenvolvidas pelos alunos dutrante o periodo da
experiéncia.
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Nome do Aluno:

1. Com relagéo aos critérios de divisibilidade:

PV -
a) Quando um nimero é divisivel por 27 D& um exemplo. P e g
b) Quando um nimero ¢ divisivel por 6? D& um exemplo. v

¢) O que seria necessério para que se obtenha um critério de divisibilidade por 117

Ans Eiamasms. & MNOC ( Noswet digpuin (e

2. Sendo a vm nimero inteiro positivo que dividido por b nos dd como quociente o nidmero ¢ e resto r. Entio:
a) Determine o valor de a em fungio de b, ger. £ = VU4
b) Sabendo que a = bq + r, d& um exemplo nmimérico com r diferente de zero. y, ¢ Y0 -
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Figura 2.5: Estudante L
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Figura 2.20: Estudante V
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