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RESUMO

Todo numero natural é interessante! E facil imaginar alguém se dando conta do quéo
interessante é certo nimero devido as suas propriedades. Poderia, entdo, indagar sobre outras
ocorréncias de numeros interessantes, caso existam. Se gostar de Matematica, poderia mesmo
até comecar a pensar sobre este assunto. Este trabalho tem como objetivo mostrar que todos
0s nlmeros sdo interessantes. E isso mesmo! Aqui h4 unanimidade e absolutamente nenhuma
discérdia. Dificil de acreditar quando tudo ao redor apresenta contradi¢des e dualidades
irreconciliaveis. Uma propriedade como esta torna 0s nimeros muito atraentes. Deseja-se
chamar a atencédo para esta verdade tdo singular que s6 mesmo 0s numeros poderiam possuir
— além de sua onipresenca em nossas atividades e sem 0s quais estariamos de volta a uma
época anterior a Idade da Pedra. So oferecidos muitos exemplos, além provas de gque todos
0s nimeros gozam desta propriedade, mesmo sendo, a humanidade, impotente para descrevé-
los um a um, pois séo infinitos! No texto, & narrado um acontecimento entre 0os matematicos
H. G. Hardy (inglés) e S. Ramanujan (indiano), no qual ambos concordam que 1729 é um
namero (muito) interessante. Hardy, um especialista renomado em Teoria dos Numeros, ainda
ndo havia percebido que todos os ndmeros, sem excecdo, sdo interessantes. E claro que ele
conhecia muitas familias de nimeros interessantes, mas ndo atentara que esta qualidade valia
para todos. Nada de extraordinario, pois o conhecimento ndo despenca de uma vez, mas vem
aos poucos e as vezes da saltos pelas maos de génios. A beleza e os mistérios dos numeros 0s
tém mantido no foco de muitos. Hoje, mais do nunca antes, pois somos totalmente
dependentes deles no nosso viver cotidiano. As mentes jovens sdo poderosas e plasticas. Se
algo as atrai com forca, pode brotar desta atragdo frutos de inestimavel valor. Este algo pode

ser a atra¢do do estudo dos numeros.

Palavras-chave: Numeros Naturais Interessantes. Principio da Inducdo Matematica. NUmeros

Primos. Numeros de Fibonacci. Numeros Poligonais.



ABSTRACT

Every natural number is interesting! It is easy to imagine one realizing how interesting a given
number is due to its features. One could then inquire about other instances of interesting
numbers, in case they exist. If one likes Mathematics, one could even start to think about this
subject. This paper aims to show that all numbers are interesting. That is right! Here there is
unanimity and absolutely no disagreement. It is hard to believe when everything else around
displays irreconcilable contradictions and dualities. A feature like that makes numbers
something very attractive. We wish to draw attention to this unique truth, which only numbers
could have — in addition to their omnipresence in our daily activities, without which we would
be back to a time before the Stone Age. There are a lot of examples and evidences showing
that numbers possess this feature, although humankind is unable to describe all numbers
individually, for they are infinite! In the text, it is narrated an event that took place between
mathematicians H. G. Hardy (English) and S. Ramanujan (Indian), when both of them agreed
that 1729 is a (very) interesting number. Hardy, a renowned expert in Theory of Numbers,
had not yet realized that all numbers, without exception, are interesting. He obviously knew
many families of interesting numbers, but did not perceive that this quality comprised all of
them. Nothing extraordinary, because knowledge does not arise at once; instead, it is
developed little by little and sometimes leaps through the hands of geniuses. The beauty and
mystery of numbers have been calling the attention of many. Nowadays more than ever
before, for we are utterly dependent on them in our daily lives. Young minds are powerful and
plastic. If something tightly attracts them, invaluable fruits can sprout from this attraction.

This something can be the attraction for the study of numbers.

Keywords: Interesting Natural Number. Priciple off Mathematical Induction. Prime

Numbers. Fibonacci Numbers. Polygonal Numbers.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho aborda aspectos da teoria dos nimeros e sua histéria, pondo em
primeiro plano 0os ndmeros naturais e alguns dos seus subconjuntos notaveis através de suas
propriedades. Exemplos pontuais vao sendo oferecidos, nos quais, propriedades particulares
deste nimero sdo destacadas para, em seguida, apresentar uma generalizacdo abrangente:
“todo numero natural € interessante”.

Os primeiros numeros naturais surgiram ja nos primordios da humanidade.
Registros histdricos sugerem que ndo eram vistos de forma abstrata como acontece hoje, mas
ligados a atividades da luta diaria para continuar vivo. Ainda hoje, é prética corrente,
apresentar, de forma concreta, 0s primeiros naturais as criancas, nos seus anos iniciais na
escola. Elas repetem aceleradamente as etapas percorridas durante dezenas de milénios da
humanidade. Mesmo sendo guiado por pessoas experientes, 0 processo é penoso e a luta
quase sempre exige delas esfor¢o e tempo para aprender a contar.

S6 em tempos recentes, relativamente a longa historia da humanidade, foi que
teve inicio o estudo sistematico dos numeros. Aconteceu em sociedades que dispunham de
recursos acima das necessidades diérias e dentro de uma classe ociosa. Alguns exemplos:

Pitagoras, um matematico do século VI a.C., se destacou pelo sucesso de sua
metodologia capaz de produzir demonstracfes, razoavelmente, rigorosas. Ele e seu grupo
enxergaram padrdes na névoa da abstracdo dos numeros dispondo-0s em arranjos geométricos
(de forma figurada), na maioria das vezes plana e, ocasionalmente, espacial.

Os matematicos Eratostenes, cerca de 250 a.C.; Mersenne e Fermat, no século
XVII; e Stanistaw Ulam, recentemente falecido (13/05/1984), entre muitos outroS, se
esforcaram na busca de formulas e padrGes de distribuicdo dos ndmeros primos. Primos,
como logo veremos, sdo como os a&tomos na Natureza: todo nimero € expresso de maneira
unica como produto de primos.

Fibonacci, no século XIllII, fez conhecido o sistema de numeracao indo-arabico por
toda Europa Ocidental através de sua obra Liber Abbaci, publicada em 1202, desbancando o
ineficiente sistema de numeracdo romano largamente usado na época. Foi nessa mesma obra
que Fibonacci apresentou um problema, embora irrealista, sobre a reproducdo de casais de
coelhos que resultou na sequéncia (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,...). E facilmente observéavel que a partir
do terceiro elemento dessa sequéncia qualquer elemento sucessivo é obtido pela soma dos
dois anteriores. Essa sequéncia ficou conhecida como sequéncia Fibonacci. Entre suas muitas

propriedades, destaca-se a de formar uma segunda sequéncia que se aproxima de um ja
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famoso numero conhecido desde os tempos gregos e chamado de divina proporgdo ou razéo
de ouro. Essa razéo tem revelado padrdes estéticos de beleza na Natureza e na Arte, além de
modelar um numero crescente de modelos em diversas areas do conhecimento. Ha quem se
entusiasme e diga que a razao de ouro € a digital de Deus.

Talvez o exemplo mais simples do interesse e encanto que 0os nimeros tém seja a
conhecida historia da visita do matematico inglés H. G. Hardy ao colega indiano S.
Ramanujam, que convalescia em um hospital londrino. Sendo Ramanujan muito timido e
reservado, conta-nos Hardy que a fim tornar o ambiente mais descontraido, comenta que
1729, o nimero do seu taxi, que ndo Ihe chamara a atengdo. “Mas este nimero ¢ muito
interessante”, responde Ramanujam: ele ¢ o menor nimero que pode ser escrito, de duas
formas diferentes, como a soma de dois cubos: 1729 = 103 + 93 = 13 + 123, Hardy (1940)
comentou este fato em mais de um dos seus trabalhos.

Este nimero tem ainda outras surpresas: a soma de seus digitos na base dez é 19,
um dos divisores de 1729. Depois que Ramanujan faleceu foi encontrado em um dos seus
varios cadernos de notas uma mencéo a este numero e esta notavel propriedade. Essa historia
nos sugere a ideia de que cada numero € digno de ser estudado individualmente e que cada
namero natural apresenta caracteristicas distintas dos outros que os tornam interessantes ao
estudo.

Na segunda metade do século XI1X, dois matematicos construiram formalmente o
conjunto dos numeros reais a partir dos nameros naturais: Giuseppe Peano (italiano) e
Richard Dedekind (alemdo). Ndo foram os Unicos a realizar esta ardua tarefa; Georg Cantor,
outro matematico alem&o fez o mesmo usando outro enfoque. E uma construgéo elaborada e
cheia de nuances. A mais ensinada é a de Dedekind, que utiliza um conceito que veio a ficar
conhecido como “cortes de Dedekind”.

Conta-se que Pitagoras teria dito em certa ocasido: “tudo ¢ numero”, tentando dar
VOZz a0 Sseu espanto com o poder que 0s numeros tinham para descrever o mundo. O que havia
deixado ele tdo extasiado era o fato da frequéncia de vibragdo de uma corda musical (talvez
feita de tripas) ser proporcional ao tamanho da corda. Lembrando que, quando ele se referia a
“ntimero”, estava mirando apenas os inteiros. Quanto mais refletimos sobre os nimeros, mais
nos encantamos com as descobertas de novas propriedades que vdo surgindo como novos
luzeiros a nos guiar por caminhos novos.

Esse encantamento pode ser relevante no tocante as praticas pedagogicas e
andragogicas de ensino da Matematica para a Educacdo Baésica, tanto para desenvolver

atalhos de calculos, quanto para refinar a percepcdo de regularidades matematicas a partir da
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familiaridade com os numeros naturais ao identificar coisas muito simples, tais como: 6 = 1
+2 + 3 = 1.2.3; 1024 = 2'%;189 ser igual a quantidade de algarismos usada para listar todos os
numeros de 1 a 99; a regra que define os termos da sequéncia 18, 20, 24, 30, 32, 38, 42, ...; 0
valor desconhecido de 1, 2, 9, 64, 625, ?, etc.

Clifford Pickover, John Wiley & Sons (2005), em “A Passion for Mathematics”,
lista centenas de fatos curiosos sobre nimeros com o poder de encantar até o mais
desinteressado leitor. Infelizmente, ainda ndo tem uma traducéo para o Portugués.

Grande parte do que serd apresentado terd por base o conceito de Inducéo
Matematica. Este conceito lastreia uma larga area da Teoria dos Numeros. Alguns exemplos
de seu uso serdo estudados, bem como de situa¢des nas quais ele ¢ mal usado ou nao pode ser
empregado. Depois de adquirir familiaridade com Inducdo Matematica, demonstra-se o
resultado: Todo Numero é Interessante. Seguem-se outros resultados como o Teorema
Fundamental da Aritmética. Fazendo um paralelo a este resultado sera demonstrado que todo
ndmero pode ser expresso de forma Unica, como soma de numeros de Fibonacci

Esta dissertacdo esta dividida em sete capitulos. A primeira parte é introdutoria e
apresenta informacdes gerais sobre todo o trabalho. A segunda traz resultados antigos sobre
0S numeros naturais caracterizando alguns subconjuntos como nimeros interessantes.

No capitulo 3, sera apresentado um subconjunto natural superinteressante: 0s
nameros primos. Por definicdo estes nimeros ndo possuem divisores outros que ndo sejam a
unidade e eles mesmos. Serd provado que o0s primos sao infinitos e que, a partir da
demonstracdo do Teorema Fundamental da Aritmética, este resultado pode ser interpretado
como se 0s numeros primos fossem os atomos com dos quais sdo compostos todos 0s
ndmeros naturais maiores do que um.

No capitulo 4, serd apresentado outro subconjunto natural superinteressante: 0s
nameros de Fibonacci. Provaremos ainda que é possivel expressar todos 0s nimeros naturais
através de uma soma finita e Unica de nimeros de Fibonacci. Estes nimeros também podem
ser usados para se obter a razdo aurea.

No capitulo 5, serdo destacados alguns outros subconjuntos naturais interessantes:
0s numeros perfeitos, amigaveis, palindromos, figurados oblongos e poligonais. Estes
numeros podem ser vistos sob o ponto de vista recreativo.

A sexta etapa desse trabalho, sera dedicada ao estudo da relevancia dos nimeros
naturais na génese de outros conjuntos numéricos mais amplos que tém os inteiros como
subconjunto. Assim como Peano axiomatizou os inteiros, mencao sera feita a Dedekind, que

deu forma axiomatica rigorosa aos nimeros reais. Esta construgcdo pavimenta também para
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estes novos numeros a propriedade de serem também todos interessantes. De forma abreviada
0s nimeros complexos sdo apresentados de modo a também portarem a propriedade de serem
todos interessantes.

Por fim, o ultimo capitulo é destinado as consideracdes finais e as conclusdes.
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2 TODO NUMERO NATURAL E INTERESSANTE

Ossos encontrados em cavernas com mais de 20.000 anos de idade contém
entalhes que parecem indicar que foram feitos por alguém que registrava uma quantidade.
N&o se sabe ao certo. Sendo isso verdadeiro, tal sistema sé poderia registrar nimeros
pequenos.

O que € um namero? Todos julgamos saber, intuitivamente. Oferecer, porém uma
definicdo precisa ndo € tdo trivial assim. Somente na segunda metade do século XIX foram
feitas formalizacOes, tendo uma delas (Grundgesetze der Arithmetik, vol. 1, 1893; vol. 2,
1903) [Leis Basicas da Aritmética] Friedrich Ludwig Gottlob Frege, 1848-1925)
inconsisténcias logicas que sO foram sanadas muitos anos depois. O assunto era
demasiadamente arido, sendo que, para serem impressos, ele teve que arcar com 0s custos.
Frege tentou provar que todas as leis da Aritmética eram derivadas de axiomas que ele cria
serem logicos. Em um episddio que ficou célebre, Bertrand Russell, em uma carta a Frege,
pouco antes do vol. 2 ser publicado em 1903, apontou um paradoxo que surgia pela aplicacdo
do seu Axioma V.

E largamente aceito que os nimeros (para contar) foram surgindo a medida que as
atividades econdmico-sociais exigiam que bens, objetos ou recursos fossem contados. Com o
surgimento da escrita, 0s numeros passaram a ser registrados e pouco a pouco foram
ganhando uma forma de registro. E claro que a forma como os nimeros eram registrados
variava com cada sistema de escrita. Hoje registramos o numero trés como 3; 0S romanos
como Il e os gregos como D. Chamamos estes simbolos para representar nimeros de
numerais.

Pitagoras, personagem semilendario que teria vivido durante o VI século a.C.
(principalmente a sua escola, isto é, seus seguidores), foi um dos primeiros a dividir 0s
nUmeros naturais entre pares e impares. Descobriu ainda como calcular a soma de todos os
inteiros a partir de 1 até determinado inteiro. Ele ndo descobriu uma férmula como temos
hoje, mas um jeito de achar o nUmero que representa esta soma. Modernamente, esse jeito é
conhecido hoje como algoritmo. Foi ele também quem definiu os nUmeros amigos e perfeitos.

Pitagoras dizia que um amigo ¢é “alguém que ¢ 0 outro eu, tal como séo 0 220 e 0
2847, se referindo a relacdo de que um dos numeros € resultado da soma de todos divisores
proprios do outro e vice-versa. Essa percep¢do demonstra que a atengdo de Pitdgoras também

estava voltada para a soma dos divisores proprios dos ndmeros naturais, o que o levaria,
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certamente, ao encanto dos numeros obtidos pela soma de seus divisores proprios e que
passaram a ser chamados de perfeitos.

Figura 1 — Busto de Pitagoras

Fonte: Blog da Gabi (2015)"

Finalmente, foi ele ou sua escola que encontrou a primeira aplicacdo dos numeros
a uma situacdo cotidiana, isto €, formulou um modelo matematico para descrever um
fendmeno fisico. Ele encontrou uma relacdo entre dois inteiros, representando o tamanho das
cordas de um instrumento musical com a frequéncia do som produzido pela corda ao ser
percutida. Conta a tradicdo que ele teria dito “tudo é numero”, tal foi 0 seu entusiasmo ao
perceber a importancia dos nimeros naturais para estudar e descrever fendmenos da Natureza.
Para descrever quantidades que ndo podiam ser contadas, ele fazia uso de proporcoes entre
dois comprimentos. Entretanto, tal entusiasmo ndo demorou a murchar quando deram de cara
com 0s numeros irracionais por ocasidao da descoberta da relacdo existente entre os catetos e a
hipotenusa dos triangulos retangulos — relagéo essa que ficou conhecida como o Teorema de
Pitagoras.

Na época de Pitagoras, o estudo da filosofia, da Matematica e dos fenbmenos da
Natureza constituia uma coisa s6 e 0s que a isso se dedicavam eram chamados de fil6sofos
(amantes da sabedoria) — palavra grega que teria surgido nesta época. O grupo de pessoas
que se congregava em torno de Pitagoras, com o tempo, adquiriu ares de uma sociedade
secreta de amigos, passando a despertar suspeitas por parte dos que detinham o poder.

Os Pitagdricos, como passaram a ser chamados, foram os primeiros a produzir

demonstragfes seguindo argumentos l0gicos, a considerar os conceitos matematicos de forma

1Dispom’vel em:< http://www.editoradobrasil.com.br:81/blog-da-gabi/tag/projetoportaljimboe/page/9/>. Acesso

em jun. 2015.
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abstrata, a observar os numeros de modo figurado, através de formas geométricas. N&o foi o
primeiro a trilhar este caminho. Seu antecessor foi Tales de Mileto a quem se atribuem as
primeiras demonstragdes logicas. Os dois teriam sido contemporaneos, sendo Tales bem mais
velho que Pitagoras.

Pitagoras, destacou também os nimeros 6 e 28, por gozarem de uma propriedade
notdvel: 6 =1 +2+3e28=1+2+4+ 7+ 14, isto é, seus divisores proprios ao serem
somados reproduzem esses numeros. Chamou-os de nimeros perfeitos. Ndo foram os Unicos a
perceber que esses numeros eram especiais. O numero 6 é lembrado como o nimero de dias
que Deus precisou para criar e fazer os céus e a Terra (no relato de Géneses) e 0 28 representa
(aproximadamente) o tempo do ciclo lunar, que desempenhou um papel relevante nos

calendarios primitivos.

Figura 2 — Estudo Pitagdrico de nimeros por figuras

F 3
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Fonte: Elaborada pelo autor

O que Pitagoras e sua escola fizeram ndo ficou morto no passado, mas, recebeu
impulso pelos seus pdsteros que ampliaram e aprofundaram sobremaneira seus estudos ao
ponto de Thierry de Chartres dizer, no século XII: “a criagdo dos niimeros foi também a
cria¢do das coisas.” No século XIX, Kronecker, um famoso matematico aleméo, afirmou em
um momento de euforia: “os inteiros sdo obra de Deus; tudo o mais € obra dos homens”.

O emprego dos naturais na contagem das coisas ou dos animais exerceu uma
influéncia tdo forte na mente das pessoas que elas acharam meios de usa-los mesmo para
situacOes nas quais isso ndo seria possivel. Por exemplo, ndo é possivel contar lama usando os
naturais. Foi dado um jeito nisso. Passou-se a dizer “um monte de lama, dois montes de lama,
trés montes de lama, etc”. Até hoje, € dificil definir o que sdo os nimeros generalizando com
suas diversas funcionalidades, assim como, nao é facil dizer como eles sdo usados. Veja o que
afirmou Hersh: “dois nimeros sdo iguais se em qualquer formula um pode ser substituido

pelo outro e vice-versa sem alterar o resultado da féormula”. Isso talvez ndo seja verdade.



20

Férmulas sdo formas simbolicas de generalizar ou expressar 0s nimeros. Os nimeros sao
simplesmente o que sdo. Eles s&o o que sempre foram. Eles ndo mudam ou mudardo. Pessoas
que se dedicavam a esses estudos vieram a ser conhecidas como matematicos. Seu interesse
pelos nimeros chega a tal ponto de defenderem que cada nimero possui uma personalidade
prépria, caracteristicas proprias que o distingue dos outros nimeros. Entre 0s matematicos
recentes que estudaram o0s numeros e suas propriedades destaca-se 0 matematico hindu
Ramanujan. Ha uma histdria muito conhecida de Ramanujan, relatada por G. H. Hardy. Nesta
ocasido Ramanujan convalescia em um hospital londrino. Como Ramanujan era uma pessoa
muito timida e reservada, Hardy, tentando quebrar o gelo comentou que a placa do taxi (1729)
que o transportara era um numero que ndo lhe despertava qualquer interesse. Ramunajan o
surpreendeu afirmando que era um belo nimero, pois se tratava do menor numero natural que
podia ser expresso de duas maneiras diferentes como a soma de dois cubos, a saber: 1729 =
10°+ 9% ou 1729 = 1° + 12°,

Figura 3 — Srinivasa Ramanujan

Fonte: P.K. Srinivasa — The first biographer of Ramanujan?

Essa histdria parece sugerir que eles pensavam que cada nimero era digno de ser
individualmente estudado. Seguindo esta linha de pensamento, nos propomos a defender a
ideia de que cada numero natural, sem excecdo, tem alguma(s) caracteristica(s) que o(s)
distingue(m) dos outros e, portanto, 0 torna interessante. Depois, tentaremos estender esta

ideia a outros nimeros além dos Naturais.

*Disponivel em:<http://www.pksrinivasan.com/>. Acesso em jun. 2015.
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Vamos admitir ainda a existéncia de duas operacOes entre os Naturais: a soma e 0
produto. Além destas duas, existem ainda as operacfes de diferenca e divisdo. Estas, no
entanto, nem sempre podem ser realizadas, pois o resultado ndo seria um numero Natural.

Consideremos inicialmente o nimero 1. Com certeza, ninguém duvida que 0 1 é
interessante, porque ele é o primeiro nimero natural e € o Unico nUmero com a seguinte
propriedade: qualquer que seja 0 nimero natural escolhido, quando multiplicado por 1 resulta
no préprio namero escolhido. Em outras palavras, ele deixa invariante pela multiplicacdo o
numero escolhido. Verificamos assim que o numero 1, sem duvida, é interessante.

Consideremos agora o numero 2 — 2 também é interessante? Com efeito, isto é
verdadeiro. Bem, 0 2 (1 + 1) é o primeiro nimero par, ¢ um numero fatorial e é o Unico
nimero primo par. Estas propriedades, sem davida, o coloca no conjunto dos numeros
interessantes. Se isso ndo bastasse, devemos estar lembrados que pela geometria euclidiana,
dois € o menor numero de pontos que define uma Unica reta. Além disso, 0 2 é um excelente
divisor natural, pois divide, de forma exata, metade de todos os infinitos nimeros naturais,
isto é, todos os numeros pares. Talvez por destacar a ideia das metades, 0 2, para 0s sabios da
antiguidade, sempre representou a justica e também a dualidade das coisas distinguindo: o
espiritual do material, o bem do mal, 0 homem da mulher, o dia da noite, a claridade da
escuriddo... 1sso, com certeza, reforca o que estamos dizendo: 0 2 é um ndmero interessante.

O numero 3 ¢, de cara, um ndmero triangular e € o menor nimero primo impar.
Além disso, na geometria Euclidiana, trés pontos distintos e ndo alinhados determinam um
unico plano e os trés estados fisicos da agua (liquido, gasoso e solido) é de importancia
fundamental para a existéncia e manutencdo da vida, como a conhecemos; s0 isto ja basta
para garantir que o 3 também é um namero interessante.

O numero 4 também apresenta uma caracteristica geométrica: as dimensdes do
universo em que vivemos (trés fisicas e uma temporal). Ele é o menor quadrado perfeito, 2 x 2
= 2% = 4. E é o (nico natural que pode, aritmeticamente, ser obtido pela soma e pelo produto
do mesmo numero: 2 + 2 =2 x 2 = 4. Além disso, 0 4 quantifica as quatro estacGes do ano e
as quatro fases da lua. Com tantas propriedades agregadas é, sem duvida, um numero
interessante.

Sera que o 5 continua a sequéncia de numeros interessantes? Existem apenas
duas possibilidades: 0 5 € interessante ou 0 5 ndo € interessante.

Suponhamos que 0 5 ndo seja interessante. Observe entdo que o 5 tem uma

propriedade muito peculiar: € o menor nimero inteiro natural que ndo € interessante. Tal
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caracteristica é por si mesma uma propriedade muito interessante! Isso nos leva a concluir que
0 5, ao contrario, do que haviamos suposto, € muito interessante.

Essa demonstracdo por contradicdo nos permite estender esta caracteristica a
qualquer namero natural n, isto é, todo natural n é interessante. Com efeito, seja n um natural
qualquer,entdo, ele ¢ interessante ou ele ndo é interessante. Se ele nao for interessante, ele é 0
menor natural desinteressante. Por ser o primeiro nimero desinteressante da série, isso 0 torna
0 ndmero n interessante. Assim, a afirmacdo de que todo nimero natural € interessante ndo
pode ser falsa; logo,esta premissa tem de ser verdadeira. A técnica de demonstracdo aqui
empregada é conhecida por reductio ad absurdum. E também uma das mais usadas. Dois
outros tipos de provas sdo frequentes em Matematica: prova por deducdo e prova por inducéo.

A prova por deducdo é uma discussdo bem elaborada, baseada em postulados ou
outros resultados previamente estabelecidos. Tal discussdo conduz a uma conclusdo cuja
validade depende exclusivamente sobre a validade das premissas e a corre¢ao do raciocinio.

Ja a prova por inducdo foi descrita pela primeira vez pelo matematico inglés
Augustus de Morgan em 1838. Nesta ultima, o raciocinio se baseia em casos particulares a
fim de chegar a uma conclusdo geral. A prova por inducdo matematica ou prova de n paran +
1 ndo constitui um método para descobrir novas formulas ou novos resultados, mas de um
caminho légico a partir de uma hipotese conduzindo a resultados que devem ser verdadeiros.

Mas, o objetivo desse trabalho é demonstrar formalmente esta proposi¢do pelo
método indutivo e ainda oferecer mais exemplos de sua abrangéncia e beleza no universo dos

ndmeros naturais.

2.1 PRINCIPIO DA INDUCAO MATEMATICA

Giuseppe Peano (1858-1932), um matematico e logico italiano, autor de mais de
200 trabalhos entre livros e textos de pesquisa, um dos fundadores da Logica Matematica e da
Teoria dos Conjuntos, contribuiu com muitos simbolos, entre eles o da unido e da interseccédo
de conjuntos.

Antes de Peano, se Euclides foi o primeiro matematico a pensar em termos
axiomaticos, entdo, até o final do século XIX, também foi o Gltimo. Durante um intervalo de
mais de 2.200 anos nenhum matematico pensou em estudar os naturais sob a OGtica de
axiomas. Isso também é verdadeiro para qualquer outro ramo da Matematica tendo por base

axiomas.
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Peano nasceu e se criou em uma propriedade do campo, ndo fazendo parte da
classe social da elite intelectual da Europa de entdo. Assim como Fermat, passou a membro
desta classe devido ao seu préprio valor, publicando seu primeiro trabalho em 1881 e s6 em
1889 foi publicado o Arithmetrices Principia, Nova Methodo Exposita, introduzindo os cinco
axiomas que os Naturais deveriam gozar. Ele ndo estava sendo totalmente original, pois o
matematico alemdo Richard Dedekind ja havia vislumbrado esta possibilidade alguns meses

antes, sem que Peano tivesse tomado conhecimento disso.

Figura 4 - Giuseppe Peano

Fonte: Wikipedia®

Paris foi a sede do Il Congresso Internacional de Matematica. Nesta conferéncia,
Peano se encontrou com Bertrand Russell e o presenteou com um exemplar de sua obra O
Formulario, que abordava, entre outras coisas, 0 uso de simbolos logicos. Russell ficou téo
impressionado com ela que abandonou a conferéncia e retornou imediatamente a Londres
para estudar o texto de Peano, sem perda de tempo. Pouco antes, Peano havia apresentado um

outro trabalho abordando o problema de como definir uma definicdo em Matematica.

2.1.1 Axiomas de Peano

Assim como nos Elementos de Euclides, Peano também se baseou em cinco
axiomas para reger a Aritmética. Sao eles:
1) 0 (zero) é um numero natural.

2) O sucessor de qualquer numero natural é também um numero natural.

3Disponl’vel em:<https://pt.wikipedia.org/wiki/Giuseppe_Peano>. Acesso em jun. 2015.
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3) 0 (zero) ndo é sucessor de qualquer numero natural.

4) Se dois nUmeros tém 0 mesmo sucessor, entdo estes dois nimeros sdo iguais.

5) O axioma da indu¢do — Qualquer conjunto de nimeros que contenha o 0
(zero) e que contenha o sucessor de qualquer um dos seus elementos, entdo ele contera todos
0S nUmeros naturais.

O primeiro axioma visa nos proteger da frivolidade intelectual: e se ndo
existissem ndmeros naturais? Este axioma ndo permite que isso aconteca — existe pelo menos
um natural, o 0 (zero).

O segundo axioma nos apresenta a figura do sucessor.

O terceiro axioma nos garante que os Naturais ttm um inicio, isto é, existe um
nimero que nao vem logo a direita de outro nimero. Poderiamos perguntar: um inicio em
qué? Como isso ndo tem resposta, faz lembrar que os nimeros naturais sdo como o Big Bang,
que da inicio a complicadissima estrutura do Universo sem apresentar antecedentes 6bvios.

O quarto axioma controla a ideia da sucessdo e com ela a da igualdade dos
nimeros naturais. Se isso ndo existisse, um namero poderia ser seu proprio sucessor. Tal
anormalidade, o quarto axioma ndo deixa acontecer.

Como na Geometria, 0 quinto axioma se destaca dos antecessores — faz uma
reivindicagdo: qualquer conjunto de nimeros que satisfaca estas duas condi¢des contém todos
os Naturais. Que duas condic6es sdo estas?

1) 0 (zero) é membro do conjunto.

2) Se um numero qualquer esta no conjunto, seu sucessor também estara. O quinto
axioma de Peano lembra um documento legal, do tipo que sanciona uma conduta ou cria um
direito — explicita as condi¢des sob as quais pode-se concluir algo acerca de todos os
nameros Naturais.

Se estas condigOes ndo sdo ambas verdadeiras, entdo nada se pode garantir.

Os naturais gozam ainda de uma propriedade assaz interessante. Esta propriedade
é conhecida como o Principio da Boa Ordenacéo, isto €, qualquer subconjunto ndo vazio dos
naturais possui um menor elemento. Pode-se provar que o Quinto Axioma ou Axioma da
Inducéo Finita é equivalente ao Principio da Boa Ordenacé&o.

A Indugdo Matematica e, portanto, um recurso de grande importancia para a
Matematica, pois permite estabelecer verdades matematicas validas em subconjuntos naturais
infinitos. Esse recurso ndo tem a finalidade de provar que determinada sentenga aberta €
verdadeira para inimeros casos, e sim em mostrar que tal sentenga é verdadeira para todo

ndmero natural n > a, onde a € N.
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2.1.2 Definindo a Inducéo Finita (o Principio da Indu¢cdo Matematica)

Seja P(n) uma sentenca aberta em n. Se P(n) satisfaz as condi¢oes:
i) P(0) (ou P(1)) é verdadeira;
ii) Se P(n) é verdadeira P para n = k € N, implicar P(k+1) também é verdadeira.

Entdo, a proposi¢do P(n) é verdadeira para todo n € N.

Figura 5 — Efeito domind

[

>

Fonte:Jalio Pascoal*

O Principio da Inducdo nada mais € do que a aplicacdo do V Axioma de Peano.

Em resumo, o principio da inducdo se assemelha ao efeito da queda das pecas em
um domind infinito, pois se a primeira peca cai e se a queda da k-ésima peca leva a queda da
(k+1)-ésima peca, entdo todas as pecas cairdo.

Abaixo serdo ilustradas algumas aplica¢6es do Principio da Inducdo.

1. Demonstrar que a soma dos n primeiros niimeros impares é n’.

“A soma dos n primeiros numeros impares € n®” & uma sentenca verdadeira paran
=1,n=2,n=3,isto &, a primeira condicdo é verdadeira.

A segunda condicdo estabelece que se a afirmacéo for verdadeira, sendo n € N,
isto €,

1+3+5+...+(2n-1)=n%

Noutras palavras, sendo P(n) verdadeira implicar a validade de P(n +1), isto &,
1+3+5+...+@2n—1)+(2n+1) =n?+ (2n+1) = (n+1)?

4Disponl’vel em:<www.juliopascoal.com.br/tag/efeito-domino/>. Acesso em jun. 2015.
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Uma outra alternativa de demonstracao seria observar que a sequéncia de nimeros
naturais impares constitui uma progressao aritmética de razdo r = 2, com a;= 1, e a,= 2n—

1.Sabe-se que a soma dos n primeiros termos desta progresséo é dada por:

S, :(a1+an).n.
2
1+2n—-1).n
2
2n2
Sy = B
S, =n?

Isso nos permite concluir que a soma dos n primeiros nimeros impares € n2.

2. Demonstrar que a soma dos n primeiros naturais pares € igual a n vezes n+1,
istoé,2+4+6+...+2n=n(n+ 1) para todo natural n > 1.

Seja P(n) a afirmagdo que 2 +4 + 6 + ... + 2n =n (n + 1) para todo natural n > 1.
Entéo:

e P(0) é verdadeiro, pois 0 = 0(0+1).

e Separan € N, temos P(n) é verdadeira, entdo,

Assim, temos:

2+4+6+..+2n+2(n+1) =n(n + 1) + 2(n+1) = n’ + n + 2n + 2 = (n+1)(n+2)

Isto €, P(n+1) também é verdadeira. Portanto, a propriedade é sempre verdadeira

para todos os Naturais pares.

2.1.3 Principio da Boa Ordenacéo

Todo conjunto ndo-vazio A c N, contém um elemento minimo. Noutras palavras,
existe um elemento a€ A, que € menor do que todos os outros elementos de A.

O Principio da Boa Ordenagéo e claramente intuitivo. Ndo requer experiéncia
abrangente ou conhecimentos elaborados para ter sua validade comprovada em cada situagéo.
O mesmo ndo ocorre com o Principio da Indugdo. Este, assim como o Quinto Axioma de
Euclides, mais se assemelha a uma proposi¢do que deve ser demonstrada, primeiramente, para
ter-se a garantia de sua validade.

Demonstra-se a seguir que o Principio da Boa Ordenacdo implica o Principio da
Inducdo, isto €, se € valido o Principio da Boa Ordenacédo, entdo, o Principio da Inducéo,

também sera.
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Seja S o0 conjunto de todos os Naturais (incluindo o 0 conforme o fez Peano) com
as seguintes propriedades:

1) 0eS

2) Sempre que k € S, k+1 também esta em S. Entdo S coincide com os Naturais.

A fins de demonstragéo, suponha que S ndo coincide com os naturais. Entdo,
existe T #@ tal que a unido de S e T (disjuntos) coincide com os Naturais. Como 0 € S, entdo a
€ T, sendo a> 1. Pelo Principio da Boa Ordenacdo, T tem um elemento minimo a’. Como a’—
I <a’,a’-1naoestaem T, logo a’— 1 € S; e pela propriedade 2), (a’- 1)+ 1=2a’ e S.

Absurdo.

2.1.4 Inducédo Completa ou Recorréncia

A condic¢do 1) do Principio da Inducdo pode ser substituida por P(no) € S. Neste
caso a Proposicdo P(n) que define S seria para todo n > ng. Noutras palavras,

i. P(np) é verdadeira;

ii. Se P(n) € verdadeira entdo P(n+1) também € verdadeira, para todo n > n.

Entdo, P(n) é verdadeira para qualquer n > n,.

Demonstracéo:
Definindo o conjunto S = {k naturais; k > no> 0 e P(k) é verdadeira}

A condicdo (i) garante que S ndo é um conjunto vazio. Provaremos que S coincide com o
conjunto E ={ng, no + 1, ng + 2, ng + 3, ...}. Se tal ndo fora existiria um conjunto T ndo vazio,
onde P(n) ndo é verdadeirae talque SU T = E.

Pelo principio da Boa Ordenacdo, existe um menor elemento teT, onde P(t) é falsa. Ora,
t—1 <téum natural que ndo estd em T, pois t € 0 menor elemento de T. Assim, t — 1 esta em
S onde a propriedade P é verdadeira, isto €, P(t — 1) é verdadeira. Da hipotese (ii) segue-se
que P((t— 1) + 1) = P(t) é verdadeira. Absurdo.

Considere as seguintes aplica¢des para o Principio da Indugdo onde, ng>1.

1) Verifique se 2™'< 3" para todo natural n > 2.

Entdo P(n) a afirmacéo que 2"*'<3" para todo natural n > 2.

e P(2) é verdadeira, pois 2°< 3°= 8 <9.

e Se P(n) verdadeira para n € N, temos, entdo que provar que P(n+1) também é

verdadeira.



28

Assim, temos:
2(n+1)+1< 3(n+1)

Mas, 2D = 2 2™l 2 3N« 3 3",
LOgO, 2(n+1)+1< 3n+1.

Portanto, verificamos que 2"*'< 3" para todo natural n > 2.

2) Demonstre que 2n + 2 € a soma de dois nimeros primos, para todo n > 1,
natural.

E trivial que “2n + 2 é a soma de dois nimeros primos” é uma sentenca verdadeira
paran=1,n =2, n=3,.. A condicdo (i) é satisfeita. Entretanto, até hoje, ninguém conseguiu
garantir a condicdo (ii) do Principio da Inducdo. Também ndo foi possivel estabelecer este
resultado através de outros métodos de demonstracdo distintos do Principio da Inducdo.

Este fato tem um enunciado muito simples, entretanto, sua demonstracdo tem se
mostrado extremamente desafiadora. Ninguém, até hoje, encontrou um nimero que tornasse a
sentenca falsa e tampouco alguém, até o presente conseguiu demonstrar que a sentenca €
sempre verdadeira.

Essa conjectura foi proposta em uma carta de Christian Goldbach a Euler em 1742
nos termos: “Todo inteiro par, maior do que 2, é a soma de dois niimeros primos”. Até hoje
ninguém conseguiu prova-la ou refutd-la. Mais uma razdo para 0s pares serem numeros

interessantes!

2.1.5 Cuidados a serem observados nas demonstracbes utilizando o principio da
inducéo

Aplicar o principio da indugdo para demonstrar a veracidade de uma proposicao
exigem atencéo e alguns cuidados. O exemplo a seguir, ilustra a mé aplicacdo do Principio da
Inducdo.

1) Sejan €N, entdo n’ + n + 41 é um n(imero primo.

De fato, n? + n + 41 é um nimero primo paran = 1,2,3.4,5,...,39. Mas para n = 40,
n’ + n + 41 = 41% que ndo é um ndmero primo. Portanto, a afirmacdo “n € N, entdo n® + n +
41 ¢ um numero primo” ¢ FALSA. Foi Euler quem, em 1772, mostrou que f(n) = n?+n+41
assumia valores primos para n =0, 1, 2,..., 39. Observando que f(n — 1) = f(— n), vé-se que
N’ + n + 41 assume valores primos para 80 inteiros consecutivos: —40, -39, ..., -1, 0, 1, ..., 39.

Quando substituimos a variavel n por (n — 40) em n®+ n + 41, obtém-se f(n — 40) = g(n) = n?
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—79n + 1601 que assume valores primos para todos os numeros naturais de 0 até 79 — sdo 80
nameros primos! Um record para trindbmios do segundo grau!
2) Vn €N, entdo 991n® + 1 ndo é um quadrado perfeito.

A sentenca é valida paran=1,n=2,n=3 ... e para mais de doze octilhGes de
outros n naturais, até se chegar a um ndmero com 29 algarismos, isto é, se n =
12.055.735.790.331.359.447.442.538.767 a formula 991n? + 1 se torna um quadrado perfeito!
Ent&o, o quadrado de 379.516.400.906.811.930.638.014.896.080 é bem a resposta.

Essa equacdo € do tipo x2 — D.y? = 1, conhecida como a equacio de Pell. E um
exemplo de equacdo diofantina. Deve-se destacar que o nome de J. Pell (1610-1685) foi
associado a esta equacdo por um erro de Euler . Na verdade, essa equacdo foi estudada por J.
Wallis, W. Brouncker e P. Fermat.

Mas, como resolver a equacéo de Pell?

E importante considerar que, se D natural for um quadrado perfeito,a equacio nio
tem solucgdes inteiras.

Pelo Teorema das fracGes continuas, que ndo sera demonstrado nesse trabalho,
tendovVD € R — Q, existem infinitas solucdes (x, y) € Nx (N — {0})quando:

X 1
|——v5|<_
y y

Assim, suponha que D ndo é um quadrado perfeito. Desta forma:

Seguindo o teorema anteriomente citado, a equacao podera ser escrita como (X —

VD.y) . (x +vD.y) = 1 e desse modo, se (x , y) é uma solucdo, ent&o:

X 1

__\/5| -

|)’ y|x + VDy|

X 1 1
——\/5| =< —
|y y2[*/y +VD| 2y

Sendo D = 991, conclui-se que |§ - \/5| < % pelo o fato de v/D> 1 e, portanto,

x [ y>1. Onde, necessariamente X / y tem que ser um processo continuo correspondente a uma

fracdo convergente a vD.
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Portanto, a sentenca “vn € N, 991n° + 1 ndo é um quadrado perfeito” ¢ FALSA!
Mas isso s6 ocorre pela primeira vez quando n = 12.055.735.790.331.359.447.442.538.767.

Estes dois proximos exemplos sdo como luzeiros de adverténcia para os cuidados
que se deve observar em uma demonstracao formal.

3) Este problema ¢é conhecido como “O Enigmado cavalo de Alexandre, O

Grande” e foi inventado pelo matemético George Polya (1887 — 1985) e é citado

pelo professor Abramo Hefez (2011):

“Num mosaico romano, Bucéfalo, o cavalo de Alexandre, o Grande, é representado
como um fogoso corcel cor de bronze. Nesse exemplo, vamos “provar” que isso €
uma falécia.

Inicialmente, “provaremos” que todos os cavalos ttm mesma cor. De fato, considere
a sentenca aberta:

P(n): Num conjunto com n cavalos, todos tém a mesma cor.Note que P(1) é
obviamente verdadeira, pois num conjunto com apenas um cavalo, esse tera a
mesma cor de todos cavalos do conjunto ja que é o Unico.

Agora, suponha o resultado valido para conjuntos contendo n cavalos. Considere um
conjunto: C = {cy, Cy, ... , Cn, Cnsr}cOM n + 1 cavalos. Decompomos o conjunto C
numa unido de dois conjuntos: C = C’U C” ={cy, Cy, ..., Cn} U {Cy, C3, ..., Cnsrycada
um dos quais contém n cavalos.

Pela hipétese indutiva, segue-se que os cavalos em C’ tém mesma cor, ocorrendo o
mesmo para os cavalos em C’’. Como C,€ C’ N C”, segue-se que os cavalos de C’
tém a mesma cor dos cavalos de C”’, permitindo assim concluir que todos oS cavalos
em C tém a mesma cor.

Assim, a nossa “demonstra¢do” por indugdo estd terminada, provando que P(n) é
verdadeira para todo n € N.

Agora, todo mundo sabe (vocé sabia?) que Marengo, o famoso cavalo de Napoledo,
era branco. Logo, Bucéfalo deveria ser branco.

Onde esta o erro nessa prova?”

Essa demonstracdo por inducdo matematica, impulsivamente, nos convence que a
proposicao é verdadeira. No entanto, se testarmos essa validade para n = 2, teriamos C = {c,
Cy} e assim, seus subconjuntos seriam C’={c;} e C”={c,}. Podemos notar que ndo ha
intersecgédo entre os conjuntos C’e C”. Desta forma, a falta de um elemento comum aos dois
conjuntos impossibilita uma concluséo transitiva e ndo estabelece a relagdo que garanta
igualdade das cores dos cavalos c; e ¢;. Ou seja, 0 passo de indugéo falhaden=1paran=2.

Portanto, a proposicao que parecia verdadeira pela indu¢do matemaética, falhou em

um contra exemplo se mostrando falsa.
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Outro cuidado que se deve ter € com a aplicacdo do Principio da Inducdo a outros
conjuntos numéricos. Veja em outro exemplo a sua aplicagdo envolvendo o conjunto dos
ndmeros reais.

4) Demonstre a afirmacdo; “se X€ R, entdo sen(x.w) = 0” ¢é verdadeira.

e P(1) é dado por sen(1.m) = sen(m) = 0
e Separax € R, P(x) é verdadeira, entdo sera verificada a validade de P(x+1).
sen[(x+1).7] =0
sen(x.m+m) =0
sen(X.m).cosm - sen . cos(X.m)=0
Mais uma vez, impulsivamente, pelo principio da inducdo, qualquer pessoa pode

ser levada a crer que a afirmacdo é verdadeira.
i . ;- 2
Mas,testando a proposicéo para valores fracionarios como x = > percebe-se que a

afirmacdo é falsa. A falha ocorre pelo fato doR néo satisfazer o Principio da Boa Ordenacéo.
Assim, basta 0 X assumircertos valores racionais ndo inteiros para a proposi¢cdo ndo ser

verdadeira.
2.2 DEMONSTRACAO QUE TODO NUMERO NATURAL E INTERESSANTE

Neste topico, vamos demonstrar que todo nimero natural é interessante. No
entanto, vale ressaltar que a demonstragdo de “nimero interessante” tem um carater ladico e
estd também relacionada ao senso comum, ou seja, diretamente relacionada ao fato de que
quando alguém admira algo isso Ihe interessa, é interessante.

Que caracteristicas deveria ter um nimero para ser considerado como um ndmero
interessante?

Segundo o dicionario Priberam, a palavra interessante significa: 1. O que
interessa; desperta interesse ou curiosidade. 2. O que cativa pela personalidade ou simpatia. 3.
O que tem utilidade. 4. O que é engragado. Segundo Paenza (2005), um nimero € interessante
“quando tem algum atrativo, algo que o distinga, algo que mereca destaca-lo dos outros, que
tenha alguma vantagem ou alguma particularidade”.

O Dicionéario Etimoldgico da Lingua Portuguesa de Antonio Geraldo da Cunha,
Ed. Nova Fronteira, 1987 define o substantivo interesse como lucro, proveito, vantagem,
sentimento. Origina-se do latim classico, interesse. O adjetivo interessante deriva do

substantivo interesse.
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O Dicionario do Aurélio define o termo interesse como: (1) lucro material; ganho
(2) Parte ou participacdo que alguém tem em alguma coisa (3) Vantagem, proveito, beneficio
(4) empenho (5) curiosidade (6) aquilo que convém, que importa, seja em que dominio for.

Os sentidos (5) e (6) sdo 0s que nos interessam aqui. Observe que inter + esseé
composto de duas palavras: inter: no interior de dois; entre; no espago de (como em
intercdmbio, interfone, intermunicipal etc.) ésse: aplica-se a pessoa ou algo diretamente ligado
ou proximo. Desmembrando a palavra interesse em duas palavras aclara melhor o sentido que
se quer ressaltar aqui. Todavia, ndo se esta propondo uma definicdo matematica formal do
adjetivo interessante derivado da palavra interesse. Desde modo, como ndo se tem uma
definicdo matematica formal do termo, também a “prova” ou “demonstragao” da proposi¢ao:
todo numero € interessante, ndo tem a conotacao formal exigida pela Matematica. Deve assim
ser entendida pelo leitor como algo carente do formalismo requerido, servindo apenas como
motivacdo para despertar sua atencé@o para o apelo, a beleza, o deslumbramento e 0 encanto
que a Matematica proporciona a quem se envolver com ela.

E muito facil verificar que os primeiros naturais sdo interessantes. Revisando:

— 1: é o primeiro Natural. Pela operacdo de adicdo de 1 a qualquer Natural
percorre-se todo o conjunto. Pela multiplicacdo, o produto de qualquer Natural k por 1, deixa-
o invariante. E o Ginico nimero com esta propriedade singular.

— 2: é 0 primeiro numero par; também é o Unico primo par; 2 € o (nico ndmero

tal que a soma das poténcias de seu reciproco € igual a 2, isto é;

Zm L S
=02k T2 4 8 16 B

O 2 representa, também, a dualidade (claro e escuro, quente e frio, bem e mal); o
namero atdbmico do segundo elemento mais comum do Universo, o Hélio; nimero de raizes
distintas de um polindmio de grau 2 etc. Representa também o menor nimero de humanos
capaz de gerar um novo ser humano...

— 3: é 0 primeiro nimero primo impar; os trés estados da dgua; o terceiro numero
de Fibonacci; um numero é divisivel por 3 se a soma dos seus digitos, na base 10, € um
namero multiplo por 3; qualquer permutacdo dos digitos de um ndmero divisivel por 3 é
divisivel por 3; é o menor primo de Mersenne; menor nimero de lados de um poligono sem
auto-interse¢do; Gauss provou que qualquer Natural é a soma de, no maximo, 3 numeros

triangulares; as 3 divisdes do tempo (passado, presente e futuro); as 3 cores primarias, etc.
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— 4: é 0 Unico numero que pode ser expresso como soma e produto de dois
nGmeros iguais, 2 + 2 = 2 X 2 = 4, isto é, 4 é o primeiro nimero composto; 2% o primeiro
quadrado perfeito; um nimero é um multiplo se 4 se 0s seus dois ultimos digitos € um numero
multiplo de 4; os 4 quadrantes do plano; os 4 pontos cardeais; as 4 dimensdes do Universo
(comprimento, altura, largura e tempo); o teorema das 4 cores; 0s 4 planetas rochosos; os 4
Evangelhos; 4 numero de bases do RNA e DNA (guanina, citosina, adenina e tiamina); o0s
humanos tem 4 caninos e 4 sisos; 0s 4 tipos sanguineos (A, B, O, AB); a valéncia do
Carbono; as quatro forcas fundamentais da Natureza (gravidade, eletromagnética, atbmica
forte e atdbmica fraca); as 4 cores basicas (CMYK), as 4 operagdes, etc.

— 5: tem muita ligagdo com a humanidade, os cinco dedos, os cinco artelhos, os
cinco sentidos, os cinco membros do corpo; o terceiro primo; pode ser expresso como 22 + 1
(primo de Fermat); é o quinto numero de Fibonacci; um pentadgono regular tem 5 lados iguais
e 5 diagonais e pode ser construido com régua e compasso; é o comprimento da hipotenusa do
menor triangulo retdngulo com lados inteiros, (3, 4, 5); é a categoria dos furacdes mais
destruidores; ¢ o grau do menor polindmio com coeficientes racionais cujas raizes ndo sdo
expressas em geral por radicais; os cinco planetas visiveis a olho nu; os cinco continentes; 0s
cinco mares, etc.

— 6: é 0 produto dos dois primeiros primos, 6 = 2 x 3; é o fatorial de 3, 3! =6; é 0
primeiro nimero perfeito, 6 = 1 + 2 + 3, ou seja, a soma dos seus divisores proprios; é o
terceiro nimero triangular; o hexagono tem seis lados e seis veértices; 0 nUmero atbmico do
Carbono, o elemento quimico mais importante para a vida; um cubo tem seus faces; as 6
direcbes (norte, sul, leste, oeste, para cima e para baixo); o octaedro é um solido platénico
com 6 vértices; o tetraedro é um sélido platénico com 6 arestas, etc.

— 7: é 0 quarto menor nimero primo; é um duplo primo de Mersenne (2° -1 =
7), uma vez que 3 é também um primo de Mersenne; o heptagono tem 7 lados e 7 vértices e é
0 menor poligono regular que ndo pode ser construido com regua e compasso; as 7 unidades
basicas de medida do Sistema Internacional: metro, quilograma, segundo, ampére, kelvin e
mole; Isaac Newton identificou 7 cores no arco-iris: vermelho, laranja, amarelo, verde, azul,
indigo e violeta; os 7 niveis de energia do elétron em torno do nucleo atbmico; o pH neutro,
entre a acidez e a alcalinidade; o nimero atdmico do nitrogénio, 0 gas mais abundante na nossa
atmosfera; os 7 tipos de virus; quase todos os mamiferos possuem 7 vertebras cervicais, etc.

Esta lista poderia continuar por muito tempo. Todos estes numeros tém uma
caracteristica comum: sdo pequenos. NUmeros muito grandes podem ser interessantes? J&
conhecemos um deles, 12.055.735.790.331.359.447.442.538.767, 0 menor inteiro que
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transforma a expressdo 991n° + 1 em um quadrado perfeito! Esta lista poderia continuar por
muito tempo, como se pode ver na pagina seguinte.
Para abarcar todos os Naturais sera aplicado o Segundo Principio da Inducéo.

Seja P(n) a proposi¢do: “todo nimero natural ¢ interessante”.
Entéo;

e P(1) é, obiviamente verdadeira, como ja foi visto.

e Se P(k) é verdadeira para 1, 2, 3, ...k, entdo P(k+1) segue verdadeira. Se tal ndo fora, k+1
seria 0 menor inteiro positivo a ndo ser interessante; caso fosse par seria 0 menor par
desinteressante ou entdo o menor impar. Tais caracteristicas, por si mesmas, fariam de
k+1 um namero interessante! Absurdo.

Concluimos, portanto, que TODO NUMERO NATURAL E INTERESSANTE.

Agora que j& sabemos que todos 0s numeros naturais sdo interessantes, vamos
conhecer melhor alguns destes nimeros ou subconjuntos dos Naturais que se destacam dos
demais por suas propriedades interessantes.

Em 1948, o matematico americano Claude Shannon criou a teoria (matematica) da
informacdo. Esta teoria envolve nimeros enormes como, por exemplo, os que quantificam os
pontos de cores de uma tela de televisdo HD que se renovam 30 vezes por segundo durante
duas horas; noutras palavras, um filme. A informacdo ai contida se traduz em um numero
colossal. Isso alcou 0s nimeros muito grandes a assumirem um carater especial — passaram a
fazer parte do cotidiano, a chamar para si a atencao dos estudiosos. Estes nimeros estdo muito
além do que seja a experiéncia humana no trato com os nimeros. Outros ndmeros muito
grandes é a ordem de grandeza dos segundos que transcorreram desde o inicio do Universo:
10" segundos; 10% ¢ a ordem de grandeza de todas as particulas do Universo conhecido.
Estes nimeros sdo exemplos da abundancia de nimeros muito grandes que trazem consigo
propriedades interessantes.

O objeto de atencdo até aqui foi listar algumas das caracteristicas pertinentes a
cada numero que o torna interessante. No que se segue, diz respeito a demonstraces de
propriedades que certos subconjuntos dos Naturais exibem e que chamaram a atencdo e
encantaram tantas pessoas ao longo de séculos e milénios.

O leitor que estiver interessado em conhecer mais podera consultar o endereco:

http://mrob.com/pub/math/numbers.html.

Mais ainda, aquelas pessoas que se sentem muito atraidas pelo poder, beleza e

desafio da Matematica muito aprenderdo consultando os sites:


http://mrob.com/pub/math/numbers.html
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http://www.puzzles.com/puzzleplayground/Authors/MartinGardner.htm
https://projecteuler.net/

Se vocé esta situado um passo além, poderad ser um participante ativo da net de
Euler resolvendo os problemas propostos ou encontrando outras solugdes mais simples ou

mais elegantes ou ainda propondo novos desafios.


http://www.puzzles.com/puzzleplayground/Authors/MartinGardner.htm
https://projecteuler.net/
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3 NUMEROS PRIMOS

A primeira visdo que se tem dos numeros denominados primos é que eles se
distinguem dos demais por ndo possuirem divisores proprios. Seus Unicos divisores sdo a
unidade e eles proprios. Esta caracteristica marcante de imediato desperta interesse por eles.
Esta propriedade colou neles como sua propria defini¢do. Até o inicio do século XX, muitos
matematicos consideravam 1 como o primeiro primo. A partir de entdo, 1 passou a ser Visto
noutra categoria de nudmeros: a unidade. Se 1 fosse considerado primo, o Teorema
Fundamental da Aritmética aqui demonstrado seria enunciado de forma diferente (6 =2 x 3 =
1 x 2 x 3, por exemplo, poderia ser expresso de duas formas diferentes). O Crivo de
Eratdstenes também deveria ter seu enunciado modificado.

Quéo abundantes sao eles? Com excec¢do de 2, todos 0s primos ocorrem entre 0s
nameros impares. Assim, seu percentual situa-se claramente abaixo de 50%. Logo nos 10
primeiros naturais, s6 ocorrem 4 primos e o percentual fica em 40%.Nos 100 primeiros
naturais o percentual cai para 25%; de 101-200 apenas 21% e a medida que se prossegue 0
percentual de primos, continua a decair. Mas serd que a partir de certo ponto, quem sabe,
muito grande, ndo mais existiriam primos? Tal ndo ocorre conforme demonstrou Euclides na
sua obra Os Elementos. Sua demonstracdo além de clarissima é considerada como uma das
mais belas em toda a Matematica. A partir do quarto século, com o desaparecimento da
civilizacdo grega e até por volta de 1640 nos dias Fermat, nada de relevante foi acrescentado
aos primos. O conjunto {2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512} sdo as poténcias de 2. Este
conjunto com 9 nimeros sdo as Unicas potencias de 2 até 1023, ou seja, 0S himeros que sao
poténcias de 2 sdo rarissimos! O crescimento € exponencial. Pela raridade, sdo
interessantissimos! 1sso vale para as poténcias de qualquer numero. Dada a raridade das
poténcias elas passam a ser muito interessantes, além de terem uma expressdo simples e
possuirem aplicacdes tanto em Matematica como nas outras Ciéncias. Os primos ndo séo tao
raros assim — ocupam um lugar intermediario. Entre os primeiros K nimeros Naturais cerca
de K/In(K) destes numeros sdo primos. Este resultado ficou conhecido como o Teorema dos
Numeros Primos e foi demonstrado no final do século XIX pelos matematicos franceses
Jacques Hadamard e Charles-Jean de la Vallée Poussin. Os numeros primos véo ficando cada
vez menos comuns na medida em que 0s nimeros crescem, embora esta diminui¢do ocorra
muito lentamente. Um nudmero de vinte algarismos tem a metade da probabilidade de ser

primo que um ndmero de dez algarismos escolhidos ao acaso.
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Qual o registro histérico mais antigo que existe dos numeros primos? Néao se tem
uma resposta para esta pergunta. Certamente, antes de Euclides eles j& eram conhecidos e sua
importancia tambem percebida. Infelizmente ndo existe uma formula para identifica-los. O
que existe é uma estimativa de quantos primos estdo abrigados em um intervalo. Foi Euler o
primeiro a divisar este fato. A demonstracdo completa sé foi concluida mais de um século

depois.
3.1 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Todo inteiro positivo n > 1 é expresso por um produto unico de fatores primos:

n =p;t.py2. ...pe¥, onde pysdoniimerosprimos e aj, € N.

Demonstracéo:

N ou é primo ou é composto. Se for primo nada mais ha a demonstrar. Caso
contréario, n = ab, tal que a | n e 1 < a < n. Entre todos 0s inteiros “a” com esta propriedade
seja p1 0 menor deles, que existe pelo Principio da Boa Ordenacéo; p; € primo, caso contrario
ele teria um divisor ¢, 0 < q < p;.

Assim, g | p1 e, por conseguinte, g | n, contradizendo que p; € 0 menor divisor de
n. Podemos entdo escrever, n = p;.ny, onde p; € primo e 0 < ni< n. Se n; for primo a
demonstracdo termina aqui. Caso contrario, repetimos 0 mesmo argumento acima. Se ndo
fosse primo, entdo Ny = pa Ny, 0 < pPa<ng,

Isto leva a n = pypony, com 1 < ny< n;. Se n, for primo a demonstracdo esta
concluida. Caso contrario, 0 argumento é novamente repetido. Vamos ter n = p1p,p2ns com 1
< n3z< n,. Dando prosseguimento se obtém uma sequéncia n > ni> ny> nz>... > 1 ndo pode
continuar indefinidamente.

Assim, ap6s um numero finito de passos se chega que ng 1 € primo e renomeamos
Pk = Nk_1. Entdo, temos: n = p1paps...Pk-

A demonstracdo da segunda parte do Teorema, isto €, a unicidade, foge ao nosso
tema principal que é descobrir e caracterizar as razfGes pelas quais 0s numeros s&o
interessantes.

Chegamos a conclusdo que os nimeros primos sdo as letras que escrevem de
maneira Unica todos 0s numeros. Poderiamos dizer que eles lembram os atomos que
compdem e descrevem qualquer pedago de matéria do Universo. S0 que 0s 4&tomos sdo em

numero finito (92 ocorrem naturalmente) e os primos séo infinitos, conforme logo mais
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veremos. O papel que os primos desempenham entre os Naturais é singular, resultando dai

serem muito interessantes.
3.2 TEOREMA DE EUCLIDES: HA UM NUMERO INFINITO DE PRIMOS.

Euclides demonstrou a infinidade dos nimeros primos a partir de sua célebre obra
Os Elementos (Livro IX, Proposicéo 20).

Demonstracéo:

A demonstracdo sera por contradicdo. Vamos supor que sé existam finitos
primos. Vamos lista-los em ordem crescente: p1=2,p2=3,p3 =5, ..., pn.

Seja K = p;1 p2 ps...pn + 1. Ora, K > 1. K ndo pode ser primo, pois todos 0s primos
ja foram usados para compor K. Entdo, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, K é um
produto de primos; seja p um dos primos que decompde K. Ele deve ser um dos p; que foram
usados. Assim, p | p1 Pz Ps..pne p | K. Logo, p | (K—pip2ps.pn) =L;p>lep| L E
Absurdo!

Essa ¢ uma demonstracdo elegantissima pela sua clareza, concisdo e alcance,
exemplo emblematico do poder que a Matematica possui. Existem outras demonstracdes
belissimas da infinidade dos primos. Entre elas esta a de Leonardo Euler de 1732. Ele mostrou

o 1

1. 1.1 1 1
ue a série o—==4 -4+ -4+ -4+ —+4...= 00, isto &, a série diverge.
g prnmo p 2 3 5 7 11 g

O contrério ocorre com a série de reciprocos das poténcias de 2, Y1, ;21. Isso

reconfirma que os primos sdo muito mais abundantes do que as poténcias de 2.

No conjunto dos primos existem subfamilias que tém propriedades ainda mais
especiais. Uma subfamilia que chama a atencédo € a dos primos gémeos: 2e 3,3e5,5e 7,11
e 13,17 e 19, 29 e 31 etc. Até aonde vai esta familia? Existem apenas finitos membros ou ela
se estende indefinidamente? Até hoje esta questdo esta em aberto!

Observe que entre 3 e 2 a diferenga € um, mas dai em diante esta diferenca é
sempre 2, medida de qudo préximos dois primos podem estar. Com ajuda de computadores
foi identificado em dezembro de 2011 que os niimeros 3756801695685-2°°°°%° + 1, s&o primos
gémeos. E um nimero enorme. Cada um possui 200700 digitos na base 10.

O complementar desse conjunto também merece destaque: sdo 0Ss primos
isolados. Em outras palavras, p € um primo isolado se nem p — 2 nem p + 2 sdo primos. Com
esta definicdo, 2 € um primo isolado, apesar de estar colado no 3! Exemplo de mais alguns
primos isolados: 23, 37, 47, 53, 67, 79, 83, 89, 97,... Em 1849 de Polignac prop0s que para


https://en.wikipedia.org/wiki/23_(number)
https://en.wikipedia.org/wiki/37_(number)
https://en.wikipedia.org/wiki/47_(number)
https://en.wikipedia.org/wiki/53_(number)
https://en.wikipedia.org/wiki/67_(number)
https://en.wikipedia.org/wiki/79_(number)
https://en.wikipedia.org/wiki/83_(number)
https://en.wikipedia.org/wiki/89_(number)
https://en.wikipedia.org/wiki/97_(number)
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todo nimero natural k existem infinitos nimeros primos p ¢ p’ tais que p’— p = 2k. Quando k
= 1 se trata da conjectura dos primos gémeos.

Em abril de 2013, Yitang Zhang publicou no Annals of Mathematics que para
algum inteiro K menor que setenta milhGes, existem infinitos pares de primos cuja diferenca é
K. Isso causou uma verdadeira tempestade entre 0s matematicos que sdo especialistas em
Teoria dos Nameros. Trabalhando em conjunto por sugestdo de Terence Tao (Medalha Fields)
foi encontrada uma demonstracdo para K = 6! Uma tremenda reducdo de K! Entretanto, a
conjectura dos primos gémeos continua de pé. Se os primos tendem a ficar cada vez mais
distantes entre si, 0 que serd que causa a existéncia de tantos pares prOximos? Sera que existe
algum “efeito gravitacional” entre 0s primos?

Muitos modelos de tabulacdo foram criados em busca de padrdes de identificacao
e localizacdo dos numeros primos na sequéncia dos ndmeros naturais. Veremos a segulir,

alguns desses modelos.
3.3 O CRIVO DE ERATOSTENES

O que fazer para identificar nimeros primos? A primeira vista bastaria identificar
os divisores do nimero a. Se b | a, entdo, a = b.c, onde 1 <b <a e 1 < ¢ <a. Vamos supor que

b < ¢ (caso contrario, trocariamos as posi¢des de b por ¢ e ¢ por b). Entdo, teremos b® <b.c=
a. Logo, b < \/5. Esta desigualdade garante que basta procurar 0s primos menores que a raiz
de a. Sejaa=509. Entdo b < /509, b primo, os possiveis divisores primos seriam 2, 3, 5, 7,

11, 13, 17, 19, pois 22 <+/509 < 23. Nenhum destes nimeros divide 509 e dai pode-se

concluir que 509 também é primo. O fato de bastar procurar divisores que se situam abaixo da

«/5 reduz drasticamente o trabalho de se identificar os primos divisores de a.

Erastostenes foi um matematico grego que viveu em Alexandria logo depois da
morte de Euclides. Era contemporéneo de Arquimedes. Ele descreve um algoritmo para
identificar os primos que certo nimero a dado e que veio a ficar conhecido como o Crivo de
Erastdstenes.

O crivo de Eratostenes é um algoritmo que consiste em escrever um quadro com a
sequéncia dos numeros naturais a partir do 1. Para identificarmos 0os numeros primos:

e Comece eliminando o 1 da lista.

e Destaque, assim, 0 nUmero seguinte que € 0 2, 0 primeiro nimero primo. E

eliminamos, agora, todos os multiplos de 2 a seguir.
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e Destaque, dessa vez, o primeiro nimero ndo eliminado que é o 3, o segundo
namero primo. A partir dai, eliminamos todos os maltiplos de 3 posteriores.

e Destaque, agora, 0 proximo numero ndo eliminado: o 5 que é outro nimero
primo. Elimine, também, todos os multiplos de 5 a seguir.

e E assim, sucessivamente. Repetimos esse processo até que o primeiro numero
ndo apagado da lista em questdo seja maior que a raiz quadrada do numero
maior da lista: v/n, pois todos 0s niimeros restantes serdo primos menores ou
iguais a n.

Nas figuras 6 e 7 a seguir, o Crivo de Eratostenes ilustra os 100 primeiros naturais
escritos em formato tabular. Existe uma grande quantidade de formatos que nos permitem
enxergar um padrdo entre os nimeros que vao sendo eliminados e ndo eliminados (primos).
Para alguns formatos, o padrdo é imediatamente visivel, para outros nem tanto. Nos dois
formatos tabulares ilustrados, o primeiro exibe padrGes mais complexos de visualizacéo,

enquanto o segundo concentra quase todos 0os nimeros primos na primeira e na quinta linha

da tabela.
Figura 6 — Crivo de Eratostenes para Numeros de 1 a 100

2 3 /4|5 )| 6|7 |8 9| 310
11 |32 | 13 | 4 | 15 | 16 | 17 | 48 | 19 | 20
21 | 22 | 23 |24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
31 32 33 |34 | 35|36 | 37 | 38 | 39 | 40
41 | 42 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 50
51 | 52 | 53 | 54 |55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61 62 63 | 64 65 | 66 | 67 | 68 70
71 |\ 2 |73 |4 |5 | 76 | F8 | 79 | 80
81 82 83 | 84 85 86 87 | 838 | 89 90
91 952 953 954 95 96 | 97 | 98 | 99 100

Fonte: Latecnologiaylavidacotidiana®

5Disponl’vel em:<http://latecnologiaylavidacotidiana.blogspot.com.br/2014/03/criba-de-erastotenes.html>.

Acesso em jun. 2015.


http://latecnologiaylavidacotidiana.blogspot.com.br/2014/03/criba-de-erastotenes.html
http://latecnologiaylavidacotidiana.blogspot.com.br/2014/03/criba-de-erastotenes.html

Figura 7 — Crivo de Eratostenes em Outra Tabulagdo

|

(5111 117123]29

612 18 24 <0 36
Fonte: Elaborada pelo autor

|
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48 54 60 66 72 78

80 86 92

81 87 93 99

183 189 I
96
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As casas em branco contém os primos sendo, quase sempre, segmentos de retas

horizontais. Aqui, o padréo é facilmente percebido: as linhas pretas horizontais eliminam os

mdaltiplos de 2, 3 (multiplos impares de 3) e 6; as diagonais azuis eliminam os multiplos de 5

e 7. Estas linhas capturaram todos 0s hUmeros compostos.

A busca por padrdes continua, mesmo sem a perspectiva de se encontrar um padrdo

definitivo, pois este ndo existe. Conforme Pickover (2011), Estanislaw Marcin Ulam, em 1963,

procurava se distrair enquanto assistia uma conferéncia muito enfadonha, segundo ele. Sobre uma

folha de papel quadriculado rabiscava uma sucessdo de nimeros inteiros na forma de espiral. Para a

sua surpresa, 0s nimeros primos mostraram uma tendéncia de se alinharem seguindo diagonais na

sua espiral. Observe as retas horizontais e verticais que indicam a forma da espiral.

Figura 8 - Distribui¢do em Espiral dos NUmeros Naturais e Primos Respectivamente

38
35
4o
2
2

e

|
43—

36—35—34-33-32-31
I 5 In v Jn
ﬁ 5—4—3 12 ﬁ
%g % g
20 7—8—9—-10 27
J1~22~23—24—25~J6

1—2 11 28

44—-45-46—47—48—-49...

37

43

31
17 13
5 3 29
19 —-—é 11
7
23
47

Fonte: Wikipedia®

6Disponl'vel em:<https://pt.wikipedia.org/wiki/Espiral_de_Ulam>. Acesso em jun. 2015.
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A Espiral de Ulam também esta relacionada com polindmios do segundo grau
(BARTHEL, Jim; SGOBBA, Pietro; ZHU, Fa. 2015):

A partir de testes feitos sobre a espiral de Ulam, € possivel verificar uma
tendéncia de concentragdo de ndmeros primos nas diagonais que permanecem presentes,
mesmo quando uma grande quantidade de nimeros € escrita ou quando o nimero do centro da
espiral ndo é o “1”.

Tudo isso implica na existéncia de constantes inteiras “b” e “c” utilizadas na
fungdo: “f(n) = 4n? + bn + ¢”, sendo ne N, capaz de obter uma grande quantidade de
ndmeros primos.

MERAYO (2005) apresenta no livro “Secretos de 10s numeros primos” a
expressdo f(n)= 4n”+ 170n + 1847como uma dessas funcdes, afirmando que f(n) identifica
760 primos ndo encontrados na fungéo proposta por Euler em 1772.

Legendre provou em 1752 que ndo existem funcBes racionais que sempre
produzam primos e Goldbach também demonstrou que ndo existem polinbmios com
coeficientes inteiros que para todo valor de n inteiro produza um ndmero primo.

O software MatLab pode ajudar na geracdo de espirais de Ulam com grande

eficiéncia. No gréafico abaixo traz uma ilustracdo da espiral de Ulam.

Figura 9: Espiral de Ulam

Fonte: Adaptada do Blog Freeinformatic’

7Disponl’vel em:<http://freeinformatic.blogspot.com.br/?view=mosaic>. Acesso em jun. 2015.
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A figura 9 permite observar de forma mais ampla a distribuicdo de todos os
ndmeros naturais primos e compostos na espiral de Ulam, onde 0s pontos escuros marcam 0s

nlmeros compostos e 0s pontos claros destacam 0s nUmeros primos.

3.4 NUMEROS PRIMOS ESPECIAIS

Com o despertar da Ciéncia no final da Idade Média, teve inicio o esforgo para se
descobrir formulas algébricas que fossem capazes de expressar 0s primos. Nesta época, ndo se

sabia que estes numeros ndo seguem um padrdo. Dois, dentre eles podem ser citados: 0s

primos de Mersenne e 0s primos de Fermat.

3.4.1 NUmeros primos de Mersenne

Os numeros primos de Mersene (M) sdo todos aqueles obtidos pela formula

M, = 2P — 1, quando p for primo.

Tabela 1 — Célculos da Formula de Mersenne

P Mp=2"-1 Observagoes

1 Mi=2'-1=1

2 M;=2"-1=3 p = 2 (primo), M, = 3 (primo)

3 My=2°-1=7 p = 3 (primo), M3 = 7 (primo)
4 M;=2"-1=15

5 Ms=2"-1=31 p =5 (primo), Ms = 31 (primo)
6 Mg=2°-1=63

7 M;=2"-1=127 p = 7 (primo), M7 = 127 (primo)
8 Mg = 2° — 1 =255

Fonte: Elaborada pelo autor

Hoje, com os recursos computacionais que se dispde € muito facil perceber que
ndo é verdade que My € um nimero primo, se p € primo. Hudalricus Regius mostrou em 1536
que para p = 11, na féormula de Mersenne, My; = 2 — 1 = 2047 ndo é primo, pelo fato de que
2047 = 23 x 89.

Em 1643, Mersenne afirmou que M, é primo para p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31,
67, 127 e 257 e para os demais valores de p > 257, M, &€ composto.

Hoje sabemos também que Mersenne errou ao incluir Mgz € Mzs; como primos e

ao ignorar a primariedade de Mgz, Mgg € Myp7.
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Apesar da formula sugerida por Mersenne ndo fornecer sempre nimeros primos,
ela é verdadeira em muitos casos. Dai o0 interesse de encontrar nimeros primos a partir da
formula de Mersenne nos ultimos trés séculos.

Consultando o site http://www.mersenne.org/prime.htm, tem-se a informacéo que
até dezembro de 2015 j& sdo conhecidos 48 primos de Mersenne: p =2, 3,5, 7, 13, 17, 19, 31,
61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 1213, 19937,
21701, 23209, 44497, 86243, 110503, 132049, 216091, 756839, 859433, 1257787, 1398269,
2976221, 3021377, 6972593, 13466917, 20996011, 24036583, 30402457, 32582657,
37.156.667, 42.643.801, 43.112.609 e 57.885.161.

Em 1996, foi criado um projeto internacional de computacdo compartilhada: o
Great Internet Mersenne Prime Search (GIMPS), para encontrar nimeros primos de
Mersenne. Segundo o site do GIMPSE, foi encontrado, em 2013, o quadragésimo oitavo (48°)
primo da série e o maior de todos. O gigante foi descoberto pelo professor Curtis Cooper, da
Universidade Central do Missouri em Warrensburg, EUA. E 0 ndmero primo Ms;ggs.i61 =
2°788161 _ 1 que é composto por 17 milhdes de algarismos que, se fossemos escrevé-lo por
extenso, precisariamos de 3,4 mil paginas impressas com 5 mil digitos em cada pagina!

Até 0 momento, ninguém demonstrou que os primos de Mersenne sejam infinitos.

Tabela 2 — NUumeros Primos de Mersenne Descobertos pelo GIMPS

AS DESCOBERTAS REALIZADAS PELO PROJETO GIMPS

n Data Descobridor M,

1 1996-Nov-13 Joel Armengaud descobriu o 35° conhecido Primo de Mersenne 2 1398269
2 1997-Aug-24 Gordon Spence descobriu 0 36° conhecido Primo de Mersenne 22916221 9
3 1998-Jan-27 Roland Clarkson descobriu o 37° conhecido Primo de Mersenne 2 302317 9
4 1999-jun-01 Nayan Hajratwala descobriu o 38° conhecido Primo de Mersenne 20972593 1
5 2001-Nov-14 Michael Cameron descobriu 0 39° conhecido Primo de Mersenne 2 13466317 1
6 2003 Nov-17 Michael Shafer descoberto o 40° conhecido Primo de Mersenne 2 209901 g
7 2004-May-15 Josh Findley descobriu o 41° conhecido Primo de Mersenne 2 24036583 3
8 2005-Feb-18 Dr. Martin Nowak descobriu o 42° conhecido Primo de Mersenne 2 594Nl g
9 2005-Dez-15 Curtis Cooper/Steven Boone descobriu 0 43° conhecido Primo de M. | 2 30402457 1
10 2006-Set-04 Curtis Cooper e Steven Boone descobriu 0 44° conhecido Primo de M. | 2 32°82657 1
11 2008-Set-06 Hans-Michael Elvenich descobriu o 45° conhecido Primo de Mersenne | 2 371071
12 | 2009-Apr-12 Odd Magnar Strindmo descobriu 0 46° conhecido Primo de Mersenne | 2 #2481 _1
13 |  2008-Aug-23 Edson Smith descobriu o 47° conhecido Primo de Mersenne 2 4312809 1
14 | 2013-Jan-25 Curtis Cooper descobriu o 48° conhecido Primo de Mersenne R

Fonte: adaptacdo do GIMPS (2015)

A cada novo numero primo descoberto, o pesquisador ganha uma premiacdo em
dinheiro. Nao é uma missdo facil. E até 2013 ndo se mostrou impossivel.



http://www.mersenne.org/prime.htm
http://www.mersenne.org/primes/?press=M1398269
http://www.mersenne.org/primes/?press=M2976221
http://www.mersenne.org/primes/?press=M3021377
http://www.mersenne.org/primes/?press=M6972593
http://www.mersenne.org/primes/?press=M13466917
http://www.mersenne.org/primes/?press=M20996011
http://www.mersenne.org/primes/?press=M24036583
http://www.mersenne.org/primes/?press=M25964951
http://www.mersenne.org/primes/?press=M30402457
http://www.mersenne.org/primes/?press=M32582657
http://www.mersenne.org/primes/?press=M37156667
http://www.mersenne.org/primes/?press=M42643801
http://www.mersenne.org/primes/?press=M43112609
http://www.mersenne.org/primes/?press=M57885161

3.4.2 NUmeros primos de Fermat
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A partir da conjectura de Fermat, todos os numeros obtidos pela férmula:
F, = 22" + 1, listados na tabela abaixo s&o niimeros primos, segundo Fermat.

Tabela 3 — Calculos da Formula de Fermat

onte: Elaborada pelo autor

N F,=2%"+1 F,

1 F, = 22" +1 F1=5

2 F, =22 +1 Fp=17

3 F; =22 +1 F3 =257

4 F, =22 +1 F,= 65537
5 Fs—22° +1 F5 = 4294967297
.
F

Infelizmente, Fermat estava enganado. Em 1732, Euler descobriu uma fatoracao

para 0 F5:4294967297 = (641).(6700417). N&o se conhece outros nimeros primos que sejam

também primos de Fermat, se n > 4. Desse modo, surgem as perguntas: entdo F, é composto

para n > 4? Existem infinitos F, compostos? Ninguém sabe a resposta. Até 2014 se sabia que

Fn, 5 <n <32 sdo todos compostos.




46

4 SEQUENCIA DE FIBONACCI

Ha registros historicos que os primeiros elementos desta sequéncia apareceram na
india por volta de 200 a.C.. Segundo esta visdo, Fibonacci teria sido o introdutor desta

sequéncia na Europa no seu livro Liber Abbaci, em 1202.

Figura 10 — Suposta imagem de Fibonacci

Fonte: Web del profesor®

Em 1627, foi publicada a sua segunda edicdo. Nao existe nenhuma copia da
primeira edicdo. A gravura do rosto de Fibonacci acima foi pintada por um artista
desconhecido, em data também desconhecida. Uma curiosidade: ele s6 adquiriu este apelido
anos depois de sua morte fisica. Este livro também introduzia os simbolos indu-arébicos e o
sistema de numeracdo decimal. Eves (2004) cita o que ele diz logo no primeiro capitulo:
“Nouetn figure indorum he sunt 98 7 6 54 3 2 1.Cym his itaque nouem figuris, et cum hoc
signo 0, quod arabice zeph rum appelatur, scribitur quilibet numerus, ut inferius
demonstratur.” Ou em Portugués em tradugdo livre: “Estes sdo os nove simbolos hindus: 9, 8,
7,6,5, 4,3, 2, 1. Com estes nove simbolos e com o sinal 0, que os arabes chamam de Zéfiro,
qualquer numero pode ser escrito.”

Naturalmente, a grafia desses dez numerais era diferente daquela constante no seu
livro. A forma destes numerais foi sendo modificada ao longo dos séculos seguintes até
assumir a forma utilizada hoje. O principal objetivo deste livro era ensinar a fazer célculos
sem a ajuda do abaco chinés. Ele traz exemplos de problemas na area comercial, tais como a

conversdo de moedas e de medidas e o calculo de juros e de lucros. Trata ainda de problemas

8Disponl’vel em:<http://webdelprofesor.ula.ve/ingenieria/jacinto/guia-de-

estudio/14267779/MatDiscretas/Mat_Discretas25.html>. Acesso em ago. 2015.
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de natureza puramente matematica como o Teorema do Resto Chinés, niumeros perfeitos,
primos de Mersenne, numeros piramidais e ainda a hoje famosa sequéncia do crescimento de
uma populacao (ideal) de coelhos.

E claro que nesta época estas questdes ndo tinham estes nomes ainda. Investiga a
existéncia de raizes de polindmios e discute estratégias para aproximacao de raizes. Nao deixa
fora também a Geometria Euclidiana incluindo as demonstraces de alguns teoremas. Sem

duvida, Fibonacci foi 0 maior matematico europeu entre Diofanto e Fermat.

Figura 11— Estatua de Fibonacci.

Fonte: Wikipedia9

Além da obra Liber Abaci, ele escreveu outros livros de grande repercussao:
Practica Geometriae (1220), Floss (1225), Liber Quadratorum (sobre equac6es diofantinas),
etc. Outras obras se perderam. Nao se conhece a data de sua morte; ela ocorreu entre 1240 e
1250. Para homenageéa-lo, existe uma estatua de Fibonacci no cemitério de Pisa erguida ainda
no século XIX e um asterdide foi batizado com seu nome (6765 Fibonacci), além de varios
conceitos matematicos e uma revista matematica circulando quatro vezes por ano desde 1963,
mantida pela Fibonacci Association (Fibonacci Quarterly). Isso é parte do reconhecimento

pelo seu legado.

9Disponl’vel em:<https://pt.wikipedia.org/wiki/Leonardo_Fibonacci>. Acesso em jun. 2015.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Leonardo_Fibonacci
https://pt.wikipedia.org/wiki/Leonardo_Fibonacci
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Na sua obra de 1202, Fibonacci considerava uma irrealistica criacdo de coelhos,
supondo que eles nascem aos pares: um macho e uma fémea, exatamente. Cada fémea
engravida quando tem um més de idade e as gestacGes duram exatamente um més. Assim, a
fémea do primeiro casal engravida quando tem um més de idade e da a luz a um novo casal

exatamente um més depois. Supde-se ainda que nenhum coelho morra.

Figura 12 — Contagem da Reproducéo de Coelhos
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Fonte: The Mathematical Magic of the Fibonacci Numbers®®

O que Fibonacci quer saber é quantos casais de coelhos existirdo ao final de um
ano. Se F, representa 0 numero de casais ao final de cada més, temos F1 =1, F,=1,F3=2, F,4
=3 eemgeral, F, = F, _, + F, 1. Entdo, a resposta é 144 casais, que € o Unico nimero da
sequéncia que é um quadrado perfeito, isto &, Fy, = 144 = 122,

Trata-se de uma sequéncia recursiva onde cada F, depende dos dois antecessores
imediatos. Esta sequéncia ficou conhecida como “Sequéncia de Fibonacci” dado por Edouard
Lucas, no seculo XIX.

A primeira vista, sequéncias deste tipo tém uma grande desvantagem: para
conhecer Figoo precisa-se antes conhecer os 999 antecessores. Sera? E um fato conhecido que
toda sequéncia recursiva linear com coeficientes constantes possui uma férmula fechada. No

caso da de Fibonacci, esta formula foi obtida por Binet. Hoje, sabe-se que Abraham de

10Disponl’vel em:< www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/Fibonacci/fibmaths.html>. Acesso em jun.

2015.


http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/Fibonacci/fibmaths.html
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Moivre ja havia obtido este resultado. Esta formula €é expressa por:

1+5 1- J’
2

F,=—=(¢"-y"), onde ¢ = ~1,6180339887..., y =—— =1-¢p=-1/ ¢ ~—0,6180339887...

Gl

Observe quee ¢ s&o raizes da equagdo x2 — x — 1 = 0, x" = x"* + x"2, de modo
que também satisfazem @™ = @™ + "2 e Yt = Yl + "2,

A expressdo de Binet é desconcertante, pois nada sugere que esta formula
resultard em um namero natural e muito menos ainda em F;, para cada n. A formula de Binet
também revela que os ndmeros de Fibonacci estdo intimamente ligados a ¢. Mais uma

observacao: se ri< 0 e r,> 0 sdo as raizes de um polinbmio do segundo grau, r1 = — 1/r,. Isso

10

S

garante que na férmula de Binet, se n > 10, basta calcularQT ~ 55,0056, umavez,y’ ~0, Fy

%I

é o inteiro mais proximo na formula.

F
Pode-se provar a partir da férmula de Binet que lim—*= =, ndo importam quais

n—ow F

sejam os valores iniciais para Fie F,, com exce¢do de (0, 0), isto é, o valor do limite
independe das condigdes iniciais, menos quando os dois primeiros valores sdo nulos. Este
importante limite foi demonstrado pelo matematico escocés Robert Simson em 1753. Observe
como fez Johannes Kepler, que Fn.1/F, se aproxima de ¢ alternadamente por valores
superiores e inferiores das identidades acima e do fato da equacdo x> — x — 1 = 0 resultar da
divisdo de um segmento em média proporcional, também conhecida por razéo aurea.
Mario Livio (2012), em seu livro The Golden Ratio, escreve:
“Algumas das maiores mentes matematicas de todos os tempos, desde de Pitagoras e
Euclides na Grécia antiga, através do matematico medieval, o italiano Leonardo de
Pisa e 0 astrdnomo renascentista Johannes Kepler, as atuais das figuras cientificas,
tais como Oxford e o fisico Rogre Penrose, passaram horas sem fim ao longo desta
razdo simples e de suas propriedades. Mas o fascinio com a razdo Aurea ndo se
limita apenas aos matematicos. Biologos, artistas, musicos, historiadores, arquitetos,
psicélogos e até misticos tem ponderado e debatido base de sua onipresenca e de
recurso. Na verdade é, provavelmente, justo dizer que a A Razdo Aurea tem
inspirado pensadores de todas as disciplinas como nenhum outro ndmero da historia
matematica.”
A sequéncia de Fibonacci satisfaz muitas identidades, como por exemplo,

n

ZF F.,-1e ZFZ F..,. Estas duas identidades sdo facilmente demonstradas por

inducdo matematica. Existe uma intersecdo ndo vazia entre os nimeros de Fibonacci e os
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nameros primos. S&o membros desta intersecdo 2, 3, 5, 13, 89, 233, 1597, 28657, 514229, ...
N&o se sabe se este conjunto tem infinitos elementos.

. L . « ol on+l . .
Se I, € 0 n-ésimo numero natural, entdo o lim—"= =lim——==1 que é um nimero

n—w |n N>

super interessante, como ja foi visto, assim como o limite .

Né&o é exagero ressaltar o quanto 1 é, de fato, interessante. A Lei de Benford, um
fisico da General Electric, também conhecida como a Lei do Primeiro Digito estabelece que
em indmeros conjuntos numéricos (distribuicBes) os digitos pequenos ocorrem
desproporcionalmente em relagdo aos maiores. Ele observou esta lei em 1938. Por exemplo, 1
aparece em cerca de 30% como o primeiro numero entre os elementos da distribuicdo;
enguanto que o 9 sé aparece em 5% das vezes. O que se espera, intuitivamente, é que 0s nove
numerais tivessem uma ocorréncia proxima da esperada, 11,1%. Para citar algumas das
distribuicGes onde esta lei € valida: contas de eletricidade, enderegos residenciais, precos de
acOes negociadas na bolsa, estatisticas de popula¢des, taxas de mortalidade, comprimentos de

rios, constantes matematicas e fisicas, poténcias de nimeros, etc.

Benford testou a sua lei em vinte cole¢des: areas das bacias de 335 rios, tamanhos
de 3259 populagbes americanas, 104 constantes fisicas, 1800 pesos moleculares, etc. E por
que esta lei € valida? Até hoje ndo existe uma resposta cabal. Ted Hill, um matematico

americano, vem estudando esta lei nos anos recentes.

Esta lei tem sido aceita em cortes de justica estaduais e federais dos Estados

Unidos como prova de fraudes em diversas areas.

4.1 ALGUMAS APLICACOES DA SEQUENCIA DE FIBONACCI E DO NUMERO ¢

O Algoritmo de da Divisdo de Euclides tem aperfeicoamentos (versoes).

Leopoldo Kronecker mostrou a versdo que exige o menor nimero de passos é equivalente a

<1z0,618.

»

rk +1
rk

A formula ¢ =1+1/ ¢ quando expandida recursivamente produz o que se chama

de representacdo em forma de fragBes continuas de ¢, a saber:
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p=—>".
1
1+ 1

1+——
1+...

Sendo ¢ um numero irracional, sua expressdo contendo apenas um unico algarismo, 1,

combinado a uma sequéncia de somas e quocientes, além de sua beleza arrebatadora,
singeleza e primalidade, chama a atencdo até de pessoas de fora do campo da Matematica.
Seria este nUmero o mais irracional entre todos os irracionais? Suas propriedades o destacam
como um numero assaz interessante!

As representacOes para 0s nimeros e e & ndo chamam tanto a atencdo nem mostram

regularidade.

1+——F—— 1+ ———
292+i 1+ 1
1+... 4+...

Por ter uma expanséo constituida apenas pelo elemento 1, ¢ € o nimero irracional
mais dificil de ser aproximado por uma sequéncia de racionais. O Teorema de Hurwitz
garante que qualquer que seja o real k, existe uma sequéncia infinita de racionais m/n cuja
distancia a k satisfaz:

1
n2.4/5
A sequéncia gerada pela fracdo continua de o, 5/3, 8/5, 13/8, 21/13, etc. estdo

. L, - A - 1 . ~
todas muito préximas da toIeranman2 NG bem diferente do que acontece com a fracdo

355/113 que se aproxima de =. Isso refor¢a o qudo interessante ¢ €, apesar de ndo ser um

m
=21 <
n

namero natural, sua origem esta em uma sequéncia de numeros naturais (Fibonacci).

Em http://mathworld.wolfram.com/FibonacciNumber.html existem dezenas de
outras aplicagdes dos numeros de Fibonacci & Matematica.

Outros ramos da Ciéncia e das Artes também sdo repletos de aplicagdes. Consulte
o site http://sciencenetlinks.com/lessons/the-fibonacci-sequence/ para conhecer muito material

cuja abrangéncia vai do facil ao muito esotérico e restrito a especialistas.

4.2 OS NUMEROS DE FIBONACCI COMO BASE DOS NATURAIS


http://mathworld.wolfram.com/FibonacciNumber.html
http://sciencenetlinks.com/lessons/the-fibonacci-sequence/
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Ao longo deste trabalho tem-se presenciado a importancia dos nimeros primos
em diversas areas do conhecimento. Muito tem sido revelado e ainda mais esta por vir.
Desafios atravessam séculos sem solucdo. O que se tem revela uma beleza austera e uma
abrangéncia cujas fronteiras ainda ndo podem ser vislumbradas.

Os numeros de Fibonacci guardam uma semelhanga com o0s nimeros primos, uma
espécie de sombra do Teorema Fundamental da Aritmética (TFA). E por ser uma sombra do
TFA tem alcance e extensdo comparaveis e pode ser enunciada nos termos:

Teorema: Todo numero natural n pode ser escrito como uma soma finita de
nameros de Fibonacci.

Demonstracdo: Seja k um ndmero natural qualquer. Se k for um ndmero de
Fibonacci a demonstracdo termina aqui. Se ndo, seja F(1) o maior nimero de Fibonacci que
ndo exceda k, F(1) < k. F(1) serd o primeiro elemento da sequéncia. Seja k — F(1) = k;. Seja
F(2) o maior numero de Fibonacci que ndo exceda ki, isto é, F(2) < k;. F(2) ser& o segundo
elemento da sequéncia. A sequéncia 1<... ks< ko< k; € decrescente e, pelo Principio da Boa
Ordenacao tem um elemento minimo que, necessariamente sera um numero de Fibonacci. Se
isso assim ndo fora o processo poderia ter continuidade gerando um novo elemento menor
ainda. Absurdo, pois o0 elemento escolhido era 0 menor elemento da sequéncia. Observe que a
unicidade ndo faz parte deste teorema como ocorre no teorema de Euclides. Basta um contra-
exemplo para ver que a unicidade ndo ocorre. Considere o nimero 5, um nUmero de
Fibonacci. Este nimero também pode ser expresso como 5 = 2 + 3; tanto 2 como 3 séo

numeros de Fibonacci. I1sso empalidece o resultado, porém nao tira seu brilho.
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5 OUTROS SUBCONJUNTOS INTERESSANTES DOS NATURAIS

Alguns destes conjuntos ja eram conhecidos e estudados desde os tempos de
Pitagoras. Apesar de nao disporem de nenhuma notacdo simbolica que facilitasse o seu

estudo, ndo desistiam. Tinham sua mente para se apoiar.

5.1 NUMEROS PERFEITOS

Entendia-se por numeros perfeitos aqueles naturais cujos divisores proprios
quando somados, o total é igual ao numero considerado. Esta definigdo é antiga, consta nos
Elementos de Euclides (VII. 22). Eram conhecidos 6 = 1+2+3 e 28 = 1+2+4+7+28e 496,
8128. Somente estes quatro numeros eram conhecidos pelos matematicos gregos. Até o
presente momento sao conhecidos 48 nimeros perfeitos.

Em uma outra citacdo no livro Elementos (Livro IX, proposicdo 36), Euclides
escreveu e demonstrou o teorema enunciado abaixo em uma linguagem um tanto obscura para

0 nosso tempo. Esse teorema confuso também foi enunciado no livro “Numeros e Numerais”:

Se tantos ndmeros quanto desejarmos comegando com uma unidade sdo expostos
em propor¢do dupla, até que a soma de todos se torne um nimero primo, e se a soma
multiplicada pelo dltimo forma algum nUmero, o produto sera perfeito.
(GUNDLACH, 1994)

Mesmo sem mencionar nada a respeito do conceito de numeros perfeitos,
Euclides, supostamente, sugere que em qualquer soma parcial dasérie1 +2+4+8+ 16 + ...,
quando resulta-se em um niimero primo, ao multiplica-lo pelo Gltimo termo (2" — 1) obtém-se
em um numero par perfeito. Ou seja, 0s numeros pares perfeitos sdo obtidos pelo produto de
2" — 1 por qualquer primo de Mersenne, o que pode ser representado por 2" *.(2" — 1).

Teorema (Euclides - Euler): Um nimero natural par N é denominado nimero
perfeito se, e somente se, N = 2" ~*.(2" - 1), sendo2" ~* é um primo de Mersenne.

Demonstracdo: Suponha que N = 2" ~ (2" — 1), onde 2" —1é um primo de
Mersenne. Assim, n>1e N é par.

A partir da proposicdo da soma dos divisores de N, seja N = p;*. py2. ....pff,onde
P1, P2, ..., Pt SA0 NUMEros primos e ey, €y, ... ,&¢ S0 nimeros naturais nao nulos e considere

S(N) como a soma de todos os divisores de N. Entéo:

31+1 _ €2+1 _ €t+1 _
P1 1 p, 1 t 1

b —1  p—1 " p—1

o(N) =
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Por corolario, para um numero composto N = x.y, ¢(N) = ¢(x.y) = o(X).c(y)
quando mdc (x,y) = 1.

Assim, sendo 2" — 1 um ndmero impar, temos que o mdec (2" "%, 2"-1) =1, e
portanto, sdo primos entre si.

Esegue-se que:

cﬂm:ae”ﬁaﬁ4»:aamb.df—nzggbﬂ:22“%QV4):2N

Portanto, N é perfeito.

No século XVIII, Euler também demonstra o teorema que define os ndmeros
perfeitos pares.

Demonstragdo: Reciprocamente, suponha que N é perfeito e par. Seja 2" ' a

maior poténcia de 2 que divide N. Logo, p>1e N =2""*.b, com b impar.

2" . ]
Como N = 5 b é perfeito, concluimos que:

2"b = 2N = o(N)
2"b=2.2""b=0(""h)
Assim:

2"b =02 ).0(b) = (2" 1) . o(b)

Segue entdo que 2" — 1| 2"b. Como o mdc (2" — 1, 2") = 1, concluimos que
2" — 1|b. Logo existe um B € N com (2" - 1).B = b. Além disso, temos B # b, pois n > 2.

Dessa forma, 2".(2"-1).B=2"b=(2"-1) . ¢(b)

Ouseja, 2" .B=c¢(b)>b+B=2".B.

Portanto, ¢(b) = B + b. Concluimos que M e m sdo os Unicos divisores de b.

Mais precisamente, B=1e m =2"—1 que é primo. Logo, N tem a forma:

N =2"%(2"-1) com 2" — 1 primo.

E importante mencionar que, até novembro de 2015,¢ desconhecida a existéncia

de algum namero perfeito impar e tem-se, a partir do maior primo de Mersenne,0 48° maior

57.885.160 57.885.161
2 (2

nimero perfeito conhecido. E o — 1), que é formado por mais de 34

milhdes de algarismos.
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5.2 NUMEROS AMIGAVEIS (AMIGOS)

Sendo mais um legado de Pitagoras, 0s nUmeros amigaveis sdo pares de numeros
em que cada um ¢ a soma dos divisores proprios do outro. Pitagoras dizia que “um amigo ¢
alguém que é o outro eu, tal qual sdo 220 ¢ 284”.

Os numeros 220 e 284 sdo numeros amigos, pois, a partir de seus respectivos
divisores D(220) = {1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 55, 110, 220} e D(284) = {1, 2, 4, 71, 142, 284}
pode-se verificar que a soma dos divisores proprios de 220, Spp(220) =1+2+4 +5+ 10 +
11 +20 + 22 + 55 + 110 =284 e a soma dos divisores proprios de 284, Spp(284) =1 +2 +4 +
71 + 142 = 220.

No século IX, os matematicos arabes reiniciaram o seu estudo. Por volta do
ano 850, Thabit Ibn Kurrah conseguiu desenvolver uma formula geral para se descobrir novos
ndmeros amigos.

Sep=3x2"1-1,g=3x2"-1er=9 x 22" _ 1 sdo nlmeros primos,
onde n > 1 é inteiro, entd02" .p.q e 2" .r sdo um par de nimeros amigos.

Aplicando a formula paran =2, temos p =5, g = 11 e r = 71 que sdo primos, logo:
2" p.q=4.5.11=220e 2" .r = 4.71 = 284 sdo nimeros amigos.

E para n = 4, temos p = 23, q = 47 e r = 47 que sdo primos, logo:
2"p.g=16.23.47=17290e 2" .r = 16.1151 = 18416 sdo nliimeros amigos.

O matematico iraniano Bagqir Yazdi (século XVI) descobriu o par 9363584,
9437056, fato atribuido a Descartes durante muito tempo.

Nove séculos depois de Thabit, Leonard Euler voltou sua atencéo para 0s nimeros
amigos, desenvolvendo uma férmula que generalizava a regra de Thabit Ibn Kurrah e, com
isso, acrescentou 60 novos pares de nimeros amigos.

Pela regra de Euler, os nimeros2".p.q e2".r sdo umpar amigavel se 0s
trés numeros inteiros

p=2".(2""+1)-1

q=2".(2"+1)-1

r=2"" 2"+ 1)2-1
séo todos os numeros primos para algum m natural, sendo 1 <m < n — 1. Os primeiros (m, n)
que determinam nimeros amigos sdo (1, 2), (3, 4), (6, 7), (1, 8), (29, 40),...

Contudo, muitos pares de niUmeros amigos que ndo satisfazem a essas regras tém
sido encontrados. Permanece em aberto a questdo se sé@o ou ndo infinitos. Todos os pares

amigos conhecidos ou sd8o ambos pares ou ambos impares. Paul Erdds, um matematico
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hangaro demonstrou que a densidade dos pares de nimeros amigos relativa aos Naturais é 0.

Sao rarissimos!

53 NUMEROS PALINDROMOS

Um numero palindromo é um namero em que, mesmo quando escrito para a
frente ou para trds, permanece 0 mesmo, ou seja, da forma x= a;, + 10a, + 10%a3 +...+ 10~ 2a,
+ 10¢ ta, + 10a;, sendo nGmeros naturais k , a;> 1 e acx<10. Os nGmeros naturais

palindromos com 1, 2 e 3 algarismos sdo (OEISA002113):

1,2,3,4,5,6,7,8,9, 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99, 101, 111, 121, 131, 141, 151, 161
171,181, 191, 202, 212, 222, 232, 242, 252, 262, 272, 282, 292, 303, 313, 323, 333, 343, 353,
363, 373, 383, 393, 404, 414, 424, 434, 444, 454, 464, 474, 484, 494, 505, 515, 525, 535, 545,
555, 565, 575, 585, 595, 606, 616, 626, 636, 646, 656, 666, 676, 686, 696, 707, 717, 727, 737,
747,757,767, 777,787, 797, 808, 818, 828, 838, 848, 858, 868, 878, 888, 898, 909, 919, 929,
939, 949, 959, 969, 979, 989, 999.

A férmula que determina diversos numeros palindromos é dada pela soma de
qualquer numero com outro que possua 0s mesmos algarismos na ordem inversa. Se ndo
resultar em um namero palindromo, repita o processo.

Vejamos:

16 +61 =77

147 + 741 = 888

258 + 852 = 1110 + 0111 = 1221

374 + 473 =874 + 478 = 1352 + 2531 = 3883

Uma propriedade interessante € que todo numero palindromo com um ndmero par
de algarismos é multiplo de 11.

Demonstracdo: Seja X tal numero. Podemos escrever X=a; + 10a, +10%;3
+..+10¢ " L a+10ays1+...+ 10%ta, +10%ay, com k, a; e a naturais ea; # 0, ac< 10. Para que
11 seja divisor de X, € necessario que a diferenca entre soma dos algarismos de ordem par e
soma dos algarismos de ordem impar seja um ndmero divisivel por 11. E Por X ser um
namero palindromo com uma quantidade par de algarismos, note que:

Os termos centrais ax.; = ax SO aparecem uma Unica vez na decomposic¢éo.

E os termos ay, a,, as, ... # ax aparecem duas vezes em ordens equidistantes: uma

par e outra impar.


http://oeis.org/A002113
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Assim, temos que:
(utaztagt ast..tagr) —(+.tatagta+a) =0
ou

-t az-agt..t g —at..tas—az+ar-a; =0

Como zero é divisivel por 11, conclui-se assim a demonstragao.

Existem infinitos palindromos contidos nos naturais. A guantidade de numeros
palindromos menores que n = 10, 102 10 ..., sdo respectivamente, 9, 18, 108, 198, 1098,
1998, 10998, ... (OEIS A050250 ). Essa sequéncia é dada pela formula de forma fechada:

2(10n/2 — 1), paran pares

a, = (n—l)/ ’
11.10 2—2, paranimpares

A quantidade de ndmeros palindromos menores do que um ndmero dado estdo

ilustrados no gréfico a seguir.

Figura 13 — Grafico dos numeros palindromos nos naturais

[{k < n : kis palindromic}| [{k = n: kis palindromic}|
300 120,
250 100
200 80
150 60)

100
=0

4[:'!
20/

0 20 30 4D

%00 1000 1500 zoof

Fonte: Wolfram Mathworld!

Na maioria das vezes, estes nimeros ocupam espago na Matemaética recreativa.
Exemplo disso é a enumeracdo dos primos que sejam, também, palindromos: 2, 3, 5, 7, 11,
101, 131, 151...; ou dos quadrados que sejam palindromos: 0, 1, 4, 9, 121, 484, 676, 10201,
1232, etc. Naturalmente, estes nUmeros dependem da base onde estdo expressos.

Os nmeros palindromos sdo, pois, numeros interessantes.

11Disponl’vel em:<http://mathworld.wolfram.com/PalindromicNumber.htm>. Acesso em jun. 2015.


http://oeis.org/A050250
http://mathworld.wolfram.com/PalindromicNumber.html
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5.4 NUMEROS FIGURADOS

Consta que estes numeros faziam parte dos estudos realizados pelos pitagéricos.
Provavelmente, era um recurso que eles lancavam mé&o por ndo disporem de uma notacéo
conveniente para representar os nimeros (Naturais). Caracterizam-se como figurados pelo
fato de ser possivel representa-los sob uma forma geométrica plana ou fisica, através de
pontos ou pedras, para a investigacdo de suas propriedades. Os mais simples sdo 0s
triangulares, seguidos dos quadrados, retangulares, pentagonais, hexagonais, heptagonais, etc.

Em resumo, numeros poligonais.

5.4.1 Numeros Oblongos

Sao infinitos ndmeros naturais retangulares obtidos a partir do produto de dois
nameros consecutivos n.(n+1). Os vinte primeiros nimeros oblongos séo 2, 6, 12, 20, 30, 42,
56, 72, 90, 110, 132, 156, 182, 210, 240, 272, 306, 342 e 380.

Figura 14 — Os quatro menores numeros oblongo
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Fonte:Elaborada pelo autor
A metade dos nimeros oblongos formam os primeiros nimeros poligonais: 0s

nameros triangulares, que serdo apresentados em seguida.
5.4.2 Numeros Triangulares

A sequéncia 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105, 120, 136, 153, 171,
190, 210, 231, 253, 276, 300, 325, 351, 378, 406 ... ¢ formada de numeros triangulares.

: n(n+1) (n+1
> =

Existe uma forma geral para representa-los: T, = Zk = 5
k=1
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Figura 15 — Numeros Triangulares
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Fonte: Wordpress™

Os numeros triangulares gozam de muitas propriedades, como, por exemplo,
T, +T =n*, T =T +T +mn, T =TT +T .T. ,. E imediato de sua formula que a
soma dos n primeiros nimeros pares se expressa como: 2+4+6+...+2n = n(n+1) que pode ser

vista como um numero retangular (oblongo) de comprimento n e altura n+1. Quanto a soma

n
dos n primeiros nimeros impares, esta € expressa comoZ(Zk—l): n*. Esta formula nos
k=1

leva diretamente aos niumeros quadrados.
5.4.3 Numeros Quadrados (ou Quadrangulares)

Numeros quadrados sdo aqueles que se expressam como quadrado de um numero.
Pela sua beleza estes nimeros atraem matematicos e leigos. Entre os mais belos resultados
estd o Teorema de Lagrange: todo nimero natural pode ser expresso pela soma de ndo mais

quatro quadrados.

Figura 16 — Numeros quadrados

Fonte:Worldscientific'®

12Dispom’vel em:< >, Acesso em jun. 2015.
13Disponl'vel em:< >,
Acesso em abr. 2015.


http://www.worldscientific.com/doi/suppl/10.1142/8188/suppl_file/8188_chap01.pdf
http://www.worldscientific.com/doi/suppl/10.1142/8188/suppl_file/8188_chap01.pdf
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Representando os numeros quadrados pela figura se chega a formula para a soma

dos n primeiros quadrados:
ik2:12+22+32+ +n2:—n(n+1)(2n+1)
2. 5 :

Retomando a demonstracéo apresentada no capitulo 2, os nUmeros quadrados sao

obtidos pelo somatdrio dos n primeiros nimeros impares.

Figura 17 — Somatorio de impares
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Fonte: Videos da Tv escola- Dicas Pedagogicas™*

Pela figura 18, € possivel observar que 0s oito primeiros numeros quadrados

podem ser decompostos em um somatorio de nimeros impares.

12=1=1
22=4=1+3
32=9=1+3+5

42=16=1+3+5+7
52=25=1+3+5+7+9
62=36=1+3+5+7+9+11
72=49=1+3+5+7+9+11+13
82=64=1+3+5+7+9+11+13+15

n2 = soma dos n primeiros impares

14Disponl’vel em:<http://www.topgyn.com.br/estudenet/albums/tv-escola-pdf/Dicas_Pedagogicas_-

_Matematica_por_toda_parte_- Matematica_nas_Feiras_e Mercados.pdf>. Acesso em jun. 2015.
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Na base 10, todos os nimeros quadrados terminam sempre em 00, 1, 4, 6, 9 e 25.

5.4.4 Numeros Pentagonais

Os numeros poligonais, que vem a seguir, sdo infinitos niUmeros naturais que
podem ser geometricamente dispostos na forma de pentagonos regulares. Assim, passaram a
ser chamados de numeros pentagonais.

Os vinte primeiros nimeros pentagonais sdo 1, 5, 12, 22, 35, 51, 70, 92, 117, 145,
176, 210, 247, 287, 330, 376, 425, 477, 532 e 590.

Figura 18 — NUmeros Pentagonais

Fonte: Tutorvista®®

Pela tabela a seguir, é possivel observar que a variante de P, para P, é igual a4 e

as demais variantes aumentam 3 unidades da anterior para somar-se a P, _1.

Tabela 4 — Numeros Pentagonais e a Formula Geral

LA - -~ A

Fonte: Autoral

A demonstracdo da formula geral é pensada a partir da composic¢do da figura a

sequir:

15Disponl’vel em:< >. Acesso em jun. 2015.
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Figura 19 — NUmero pentagonal em triangulos

Fonte: Atractor'®

Observando geometricamente 0s nimeros pentagonais é possivel perceber que
suas unidades podem ser dispostas no pentdgono regular na forma de trés triangulos

equilateros, ou melhor, de trés quantidades triangulares t, _; mais uma fila de n unidades.

Figura 20 — NUmero pentagonal na forma 3.t,_; + n
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Fonte: Atractor’
Assim, P, =3.t,_1+n

nmn—-1Dn-1+1) 3n2 —3n+2n

P,
" 2 2

3n2—n n(3n—1)
# P, = oup, = ———

16Dispom’vel em:<http://www.atractor.pt/mat/numeros/pentagonais/>. Acesso em mar. 2015.

17Disponl’vel em:<http://www.atractor.pt/mat/numeros/pentagonais/>. Acesso em mar. 2015.


http://www.atractor.pt/mat/numeros/pentagonais/
http://www.atractor.pt/mat/numeros/pentagonais/
http://www.atractor.pt/mat/numeros/pentagonais/
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A demonstracdo da formula recursiva € dada pela figura 16. E é possivel perceber
que qualquer nimero pentagonal, a partir do segundo, é dado pelo anterior de lado n acrescido

de trés filas de n +1, descontando as unidades de duas pontas.

P(1) =1 =1
PQ)=P)+ 4=1+32-2 =5
P@)=P@2)+ 7= 5+33-2 =12
P4)=P@3)+10=12+34-2 =22

P(5)=P@#)+13=22+35-2 =35

~P(n)=P,_1+(3.n-2)
ou P(n+1) =P,+ (3.n +1)

E a formula recursiva dos nimeros pentagonais.

A relacdo entre 0s numeros pentagonais, triangulares e quadrados é dada pela

f(jrmU|a Pn = Sn + Tn,]_.

Na verdade,
n—1).n

Sp+ Ty =n?+ %
2n2 4+ n?—n

Sp+ Ty = 5
3n2—n

Sp+Th_1 = T
n(3n—1)

Sp+Th_1 = T

e Sn + Tn—l = Pn

5.4.5 Generalizando os numeros poligonais.

A figura a seguir apresenta a classificagdo, as formulas gerais e o Sloane das
sequéncias dos numeros poligonais ou m-gonais, sendo 3 < m< 30, bem como os dez
primeiros dos n elementos dessas sequéncias que podem ser encontradas no site do The On-
Line Enciclopédia of Integer Sequences (OEIS).
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Ne° poligonal Formula Dez primeiros nimeros da sequéncia Sloane
Triangular (m+ny/2 |1} 3 10 15 21 28 36 45 55 | A000217
Quadrangular | (2n?+0n)/2 | 1| 4 16 25 36 49 64 81 100 | A000290
Pentagonal (B3n*-1n)/2 | 1] 5 |12 | 22 35 51 70 92 117 145 | A000326
Hexagonal (4n*-2n)/2 | 1| 6 | 15| 28 45 66 91 | 120 | 153 190 | A000384
Heptagonal (6n*-3n)/2 | 1| 7 |18 | 34 55 81 | 112 | 148 | 189 235 | A000566
Octogonal (6n*-4n)/2 | 1| 8 |21 | 40 65 96 | 133 | 176 | 225 280 | A000567
Nonagonal (Mn*5ny/2 | 1| 9 | 24| 46 75 | 111 | 154 | 204 | 261 325 | A001106
Decagonal (8n2-6n)/2 | 1| 10 | 27 | 52 85 126 | 175 | 232 297 370 | A001107
Hendecagonal (n’>-7n)/2 |1/ 11|30 | 58 95 141 | 196 | 260 | 333 415 | A051682
Dodecagonal (1on*8n)/2 | 1| 12 | 33 | 64 | 105 | 156 | 217 | 288 | 369 460 | A051624
Tridecagonal (11n%9n)/2 | 1| 13|36 | 70 | 115 | 171 | 238 | 316 | 405 505 | A051865
Tetradecagonal | (12n%10n)/2 | 1| 14 | 39 | 76 125 | 186 | 259 | 344 | 441 550 | A051866
Pentadecagonal | (13n*11n)/2 | 1| 15 | 42 | 82 | 135 | 201 | 280 | 372 | 477 595 | A051867
Hexadecagonal | (14n®-12n)/2 | 1| 16 | 45 | 88 | 145 | 216 | 301 | 400 | 513 640 | A051868
Heptadecagonal | (15n*-13n)/2 | 1| 17 | 48 | 94 | 155 | 231 | 322 | 428 | 549 685 | A051869
Octadecagonal | (16n*-14n)/2 | 1| 18 | 51 | 100 | 165 | 246 | 343 | 456 | 585 730 | A051870
Nonadecagonal | (17n*15n)/2 | 1| 19 | 54 | 106 | 175 | 261 | 364 | 484 | 621 775 | A051871
Icosagonal (18n%16n)/2 | 1| 20 | 57 | 112 | 185 | 276 | 385 | 512 | 657 820 | A051872
Hencosagonal | (19n*17n)/2 | 1| 21 | 60 | 118 | 195 | 291 | 406 | 540 | 693 865 | A051873
Docosagonal (20n*18n) /2 | 1| 22 | 63 | 124 | 205 | 306 | 427 | 568 | 729 910 | A051874
Tricosagonal (21n%-19n)/2 | 1| 23 | 66 | 130 | 215 | 321 | 448 | 596 | 765 955 | A051875
Tetracosagonal | (22n*20n)/2 | 1| 24 | 69 | 136 | 225 | 336 | 469 | 624 | 801 | 1000 | A051876
Pentacosagonal | (23n%-21n)/2 | 1| 25 | 72 | 142 | 235 | 351 | 490 | 652 | 837 1045 | A256645
Hexacosagonal | (24n*22n)/2 | 1| 26 | 75 | 148 | 245 | 366 | 511 | 680 | 873 | 1090 | A255185
Heptacosagonal | (25n%-23n)/2 | 1| 27 | 78 | 154 | 255 | 381 | 532 | 708 | 909 | 1135 | A255186
Octacosagonal | (26n%-24n)/2 | 1| 28 | 81 | 160 | 265 | 396 | 553 | 736 | 945 1180 | A195314
Nonacosagonal | (27n%25n)/2 | 1| 29 | 84 | 166 | 275 | 411 | 574 | 764 | 981 | 1225 | A255187
Triacontagonal | (28n%-26n)/2 | 1| 30 | 87 | 172 | 285 | 426 | 595 | 792 | 1017 | 1270 | A254474

Fonte: Adaptado de: World Scientific™

Para os demais nimeros poligonais n > 30, mantém-se a mesma regularidade para
as formulas na formacéo das sequéncias numeéricas. A classificacdo poligonal dos numeros é

feita conforme a tabela a seguir:

18Disponl’vel em:<http://www.worldscientific.com/doi/suppl/10.1142/8188/suppl_file/8188_chap01.pdf>.
Acesso em jul. 2015.


http://www.worldscientific.com/doi/suppl/10.1142/8188/suppl_file/8188_chap01.pdf
http://www.worldscientific.com/doi/suppl/10.1142/8188/suppl_file/8188_chap01.pdf
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Tabela 6 — Demais Numeros Poligonais com nomenclatura definida

M m-gonal Férmula Geral Sloane
40 Tetracontagonal (38n*- 36n) /2 A261191
50 Pentacontagonal (48n°- 46n) /2 A261343
60 Hexacontagonal (58n°- 56n) /2 A249911
70 Heptacontagonal (68n°— 66n) /2 -
80 Octacontagonal (78n°~76n) /2 -
90 Nonacontagonal (88n°- 86n) /2 -
100 Hectagonal (98n°- 96n) /2 A261276
1000 Quiliogonal (998n°— 996n) /2 A195163
10000 Myriagonal (9998n°— 9996n) /2 Al167149
100000 Heptamyriagonal (99998n° — 99996n) /2 A129699

Fonte: Autoral (2015)

Pelas tabelas 23 e 24, pode-se concluir que todo nimero natural n # 2 pode ser
representado de forma poligonal e que o nimero 1 é visto como a origem de todos os infinitos
nimeros n-gonais. Vale ressaltar que o 2, representado de forma figurada, € classificado como
namero oblongo (2x1).

Por recursividade, é possivel determinar a formula de um ndmero m-gonal, para
m> 3 e n > 1 naturais, de modo que:

_ (m=2)n*—(m—4)n
m — 2 .

Assim:
_n((m—-2)n—m+4)

Sm >

No livro Numbers Figurates, hd uma citacdo creditada a Hypsicles de Alexandria,
no Il século a.C. que foi destacada por Dyophantys em seu trabalho sobre ndmeros

poligonais.

Se ha tantos nimeros que nos agrada comegando com um e aumentando pela mesma
diferenga comum , em seguida, quando a comum diferenca é 1, a soma de todos os
termos é um ndmero triangular ; quando 2, um quadrado; quando 3, um ndmero
pentagonal; e o nimero de angulos é chamada apds o nimero superior a diferenca
comum por 2 , e o lado depois do nimero de termos, incluindo 1.(DEZA,
DEZA,2002, p.4)

Essa citacdo descreve a composicdo dos n-ésimo numero figurado m-gonal (Sp,

(n)), sendo m > 3 o0 numero de lados da forma poligonal:
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Triangular: Ss(nN)=1+2+3+...+n - razio=1=(3-2)
Quadrangular: Sg(n)=1+3+5+..+(2n—1) ---------- razdo =2 =(4-2)
Pentagonal:  Ss(n)=1+4+7+..+(3n—2) ---------- razdo =3 =(5-2)
Hexagonal:  Sg(n)=1+5+9+ ..+ @4n—3) ----—---—--- razdo =4 = (6 - 2)
Heptagonal: S;(n)=1+6+11+..+(5n—4) --—------ razdo =5= (7 - 2)
Octogonal: ~ Sg(n) =1+7 +13 +... + (6n — 5) -------- razéo =6 = (8 -2)

As disposicbes de numeros na forma figurada a seguir, ilustra bem essa
quantidade acrescida de a, para a,+1 em cada m-gonal.

Figura 21-Progressdo dos numeros Poligonais de Ordens 3,4 e 5

| 6 6 6 6 6 6
9 T 9 D D D D bl b6
] 3 3 4 4 4 4/ 5|6
| | 4 | 3 3 314156 »
i] i] H] i i1 2 21314 5|6
] 6 1] 6 6 6 1_‘ 21314 5|6

Fonte: Elaborada pelo autor

Em uma linguagem matematicamente simplificada, o nimerom-gonal Sp, (n) é a
soma dos primeiros n elementos da progressao aritmética cuja razéo é dada por (m — 2). Deste
modo, a sequéncia S, é dada por:

(1,1+(m—-2),1+2(m—-2),1+3.(m—2),..)para m>3.

Assim , por definig&o:

Sm(n)=1+(1+(m-2))+(1+2(m-2)+..+(1+(n-1).(m-2)),
sendo m >3 o numero de lados da forma poligonal e n a ordem do numero poligonal na
sequéncia. Assim, Sp(n + 1) = Sy(n) + (1 + (M — 2)n).

Considerando que cada nimero poligonal Sp(n) € um somatério dos n primeiros
termos de uma progressdo aritmética:

Sm(nN)=ay+ax+az+..+a_2+an_1+an
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Como a soma dos termos equidistantes se equivalem:
dapta,=a+ay_1=az+ay_»~=...

Entdo, expressa-se: Sp(n) = g (a1 +ay), sendoa;=1lea, =1+ (m-2).(n-1).

Assim:
1+(1+(m—-2).(n—-1)
Spm = .n
2
Portanto, a um namero poligonal qualquer é dado por:
((m— 2)n—m +4).n
S =
2
ou
(m—2)n? — (m—4)n
m = .
2
Provando essa formula também por inducdo matematica obtém-se:
I. Avalidade paran = 1.
m-—2).1—-(m-—4).1
g _m-Di-m-4H1_
2
ii. A validade paran + 1, considerando a férmula valida para n.
Sm(n+1) = Sp(n) + (1 + (M -2).n
n((m—-2)n) —m+4
Sm(n+1) = « )2) )+(1+(m—2)n
m-—2).n’+ (4—m).n+ (m—2).2n+ 2
S (412 M2t ; (m—2)
Incrementando no numerador da expressdao (m—2) —(m—2) + (4 —m) — (4 —m),
obtém-se:
m-2).m*+2n+1D)+@-m).(n+1)+2-(m—-2)—(4—m)
Sm(n+1) =

2

(n+1s).((m—2).(n+ 1) + (m —4))

Sm(n+1) = >

Ou

m—-2).(n+1D*+(m—-4)(n+1)

Sp(n+1) = >
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Portanto, estd provada a formula geral para os nimeros poligonais.

Isso tudo fortalece, ainda mais, a certeza de que todos 0s numeros naturais séo
harmoniosamente interessantes, principalmente por suas propriedades esteticamente
geométricas.

Esses que numeros assumem formas geométricas planas ou espaciais (cubicos,
piramidais, tetraedrais, etc) tem sido estudados ao longo dos séculos. Em resumo:

N =T,+(-1).T,_1
T=T,+0.T,_1

N =T,+1 T, ,
P=T,+2. T, 1
Hex,=T,+3. T,,_1
Hepn = Tn +4. Tn—l

M-gonal, = T + (M-3). Ty

Um padrdo emergiu e com ele foi acrescentado mais “cores” e “brilho” a
paisagem destes nUmeros que ja eram interessantes!

Os numeros figurados tridimensionais também seguem padrdes. Os mais simples
s30 0s que assumem a forma de um cubo. Estes possuem n* elementos como o 1, 8, 27,
64,125, ..., que sdo 0s primeiros nimeros cubicos.

Os tetraédricos sdo mais complicados. Os primeiros sdo: 1, 4, 10, 20, 35, 56, 84,
120, ... . S@o construidos somando-se as camadas de nimeros triangulares desde o vértice
inferior até o vértice superior. Podem ser expressos pela férmula:

- n(n+1)(n+2)

TET, 5

Figura 22 — Numeros Piramidais Triangulares

! 4 10

Fonte: El alma de los nimeros®®

19 Disponivel em:<http://elalmadelosnumeros.blogspot.com.br/2012_06_01_archive.html>. Acesso em jun.
2015.
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Os piramidais quadrados séo obtidos somando-se as camadas de quadrados da
base até o topo. Os primeiros nimeros séo 1, 5, 14, 30, 55, 91, 140, ... .Todos Seguem a
formula:

P|IR.= N(N+)(2n+1)

Figura 23 — NUmeros Piramidais Quadrangulares

1 J 14

Fonte: Intef?

E claro que os matematicos ndo ficaram restritos a apenas ndmeros figurados
planos e espaciais. Existem padrdes em dimensdes quatro, cinco,..., mas que ndo serdo
tratadas neste trabalho.

Além de todos esses subconjuntos interessantes enunciados nesse capitulo,
existem muitos outros que sustentam a ideia de que todos 0s numeros naturais Sao
interessantes. Ao instante em que classificam e agrupam nUmeros com as mesmas
propriedades, também os diferenciam dos demais com caracteristicas distintas .

Sdo também subconjuntos interessantes de numeros naturais: as poténcias com
suas figuras quadradas, cubicas e hipercubicas, os fatoriais e subfatoriais, os primoriais, 0s
quase perfeitos, os pseudoperfeitos, misteriosos, intocaveis, afortunados, nimeros de Lucas,
numeros de Kaprekar, numeros de Catalan, nimeros misticos,... Entre muitos outros que
podem ser apresentados em sala de aula na educacdo basica em abordagens matematicas mais

recreativas e interligadas.

20Disponl’vel em:<http://platea.pntic.mec.es/~aperez4/internet/numeros-piramidales.htm>. Acesso em jun. 2015.
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6 RELEVANCIA DOS NUMEROS NATURAIS PARA OS NUMEROS REAIS.

Depois de toda abordagem voltada para as inameras propriedades que destacaram
diversos subconjuntos naturais interessantes, haveria algo a mais para endossar a ideia de que

todo nimero natural é interessante e fundamental para a aritmética?

6.1 OS CORTES DE DEDEKIND

Em meados do século XIX, um pequeno grupo de matematicos ousou questionar a
base de fundamentagdo do conjunto dos nimeros reais, mediante ao crescimento de toda uma
superestrutura matematica sem comprovacgdes rigorosas. Dentre esse pequeno grupo de
matematicos, Richard Dedekind destacou-se por seus trabalhos que procuraram fornecer uma
compreensdo mais formal e rigorosa sobre a natureza dos nimeros reais.

Dedekind tornou publica as suas ideias em 1872 o Stetigkeit und Irrationale
(Continuidade e nameros Irracionais) e, em 1888, o livro Was Sind und was Sollen die

Zahlen? Que traduzido, questiona: O que sdo 0s numeros e para que eles servem? Nele sdo

destacadas propriedades usuais dos nimeros reais, consideradas obvias como v2.+/3 = /6,
que nunca haviam sido provadas com rigor. Isso permitiu revelar uma série de lacunas na
fundamentacdo légica dos nimeros reais, constatando-se que, até entdo, ndo havia prova

matematica que garantisse a existéncia dos nimeros reais.

Que algoritmo calcularia precisamente v2.v/3 ?

\/E = 1,4142135623730950488016887242097 ...?
X \/§ = 1,7320508075688772935274463415059 ...7
V2 x3 = ?

Rigorosamente, € bastante complicado definir soma e produto de dois nimeros
irracionais considerando suas infinitas casas decimais sem periodo, pois 0 algoritmo dessas
operacOes sugere iniciar o célculo a partir da Gltima casa decimal da direita, no caso,
inexistente.

E foi a partir dos estudos gregos na Antiguidade Classica, que Dedekind se
inspirou para dotar os Reais de uma fundamentacdo logica e formal. Para 0os gregos, oS

nameros inteiros, racionais e irracionais estavam associados a segmentos de reta. Exemplo
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disso, temos os irracionais v/2 u como a medida da diagonal de um quadrado de 1u e a V3 u

como o dobro da altura de um triangulo equilatero de lado 1u.

Figura 24 — Richard Dedekind

Fonte: Encyclopedia Britannica®

Os dois métodos mais conhecidos para obter os reais a partir dos racionais foram
desenvolvidos por George Cantor e Richard Dedekind em meados da segunda metade do
século XIX. De forma breve seré feita uma descri¢cdo do método desenvolvido por Dedekind.

Por definicdo, entende-se por um corte de Dedekind (E, D) como sendo uma
subdivisdo dos numeros racionais em dois subconjuntos disjuntos e ndo vazios E e D, de
modo que D ndo possua um maior elementoese X € E, y € D,entdo x < y.

Todo numero racional r determina um Unico corte de Dedekind (E, D) se E
consiste de todos 0s x < r e D de todos 0s x > r. Reciprocamente, se para um corte de
Dedekind (E, D), o conjunto D tem um menor elemento r, diz-se que o corte (E, D) determina
o racional r.

Desta maneira, a imperfeicdo dos numeros racionais € vista por Dedekind pela
existéncia de cortes (E, D) que ndo definem nenhum racional.

Teorema: Seja (E, D) um corte de Dedekind. Entdo para todo € > 0 existe x
EEey €Dtaisquey-x <e.

Demonstracédo: Como E e D sdo ndo vazios, existem r € E e s € D. Existe ainda
um inteiro n positivo tal que s — r < ne. Considere os numeros racionais

s-r N 2(s-1) .

r,r+ , T , .. S.
n n

21Disponl’vel em:<http://global.britannica.com/biography/Richard-Dedekind>. Acesso em jun. 2015.
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Entre os nUmeros nesta sequéncia que estdo em E existe o maior deles, r +
Jj ~ j+1 j+1 j(s-r)
(;) (s-r).Entao, r + (T) (s-r) € D. Entretanto, r + (T) (s-r)—[r+=——=
%(s —r). Isto conclui a demonstracéo.

A figura 25 ilustra O Corte de Dedekind dividindo o conjunto dos numeros
racionais em duas partes ou conjuntos: E(esquerda) e D(direita), de tal modo que todos os
ndmeros racionais pertengcam a uma ou a outra e todo nimeros de E seja menor que todo

ndmeros de D.

Figura 25 — Corte de Dedekind na reta numérica

Fonte: Adaptada Stewart (2009)

Esse corte pode ser feito de diversas maneiras, havendo trés possibilidades
excludentes entre si:

i. Ha em E um racional “e” mdximo (majorante).

ii. H4 em D um racional “d” minimo (minorante).

iii. Ndo hd em E um racional maximo, nem em E um racional minimo.

Somente o corte do tipo iii definem os numeros irracionais, os demais cortes
definem os numeros racionais considerando que alguma fracéo possa equivaler a n.

Assim, sendo n irracional, o conjunto E é dado por todos os racionais menores que
n e o conjunto D é dado por todos 0s nimeros racionais maiores que o numero real n.

Supondo que os numeros reais, de fato, existam. Como fundamenta-los a partir
dos racionais?

Nos reais, 0 conjunto dos nimeros racionais e dos irracionais sdo disjuntos por

ndo possuirem um elemento comum. Tomando o irracional v2 como exemplo, embora 0

mesmo ndo possa ser obtido por alguma fracdo exata, seu valor pode ser aproximado por
infinitos racionais. De algum modo, /2 se encontra em alguma posicdo especifica, inserido

entre todos os racionais possiveis. Essa posicdo é dada pelo corte em que /2 separa 0s
racionais em duas partes: E={e € Q/e’<2oue<0}eD={d € Q/d*>2ed > 0}.
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Figura 26 — Corte que define v2

E={eeQ/el<20oue<0} D={de@/d?>2ed >0}

vz

Fonte: Elaborada pelo autor

Assim, o corte (E, D) define v/2, onde os niimeros de D s&o os racionais positivos

e seus quadrados sdo maiores que 2. Os nimeros de E s&o todos 0s outros menores que v/2.
Esses conjuntos racionais especificam precisamente a localizacdo de uma linha de nimeros
reais, sendo um determinado pelo outro univocamente. Tendo EUD = Q, resumidamente,

define-se:

V2=(E,D)={e€ Q/e’<2o0ue<0}.

Assim, Dedekind definiu que um namero real é ou corresponde a um corte feito
no conjunto dos racionais e que o conjunto dos nimeros reais é a unido de todos os cortes
racionais e irracionais. O resultado desses estudos definiu soma, produto e ordem para 0s
cortes de Dedekind.

Por definicdo, sejam (Ey, D1) e (Ez, D) cortes de Dedekind, entdo sua soma (E, D)
é um corte de Dedekind para o qual o conjunto E consiste de todos os x +y,ondex€ E; ey €
E. e onde D € o conjunto de todos os outros nimeros racionais.

Teorema: Seja (E, D) = (E;, D) + (E2, D), onde (E;, D,) e (E», Dy) séo cortes de
Dedekind. Entdo (E, D) é um corte de Dedekind.

A demonstracdo ser4 omita, pois como ja foi dito, a abordagem aqui feita €
resumida. Seguem-se as definicdes de produto e ordem e os teoremas correspondentes que
demonstram tratar-se de cortes de Dedekind. O tratamento feito por Dedekind é complexo e
sofisticado, estando além da compreensdo de um aluno médio dos primeiros dois anos do
curso de Licenciatura em Matematica.

A partir da conclusédo desse trabalho, Dedekind deu fundamento a igualdade
comov/2.4/3 = /6, por exemplo, ou a qualquer outra operacéo envolvendo irracionais.

Ainda na busca de fundamentar os Subconjuntos Reais, cabe agora discutir a
existéncia dos numeros racionais para consolidar essa fundagdo dos reais. Mas admitindo a

existéncia dos numeros inteiros, o conjunto dos nimeros racionais € definido por:
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Qz{n=§|pEZquZ*}

Mas, 0 que garante a existéncia dos nimeros inteiros?

Os nameros inteiros ¢ uma duplicacdo ou simetria dos nimeros naturais, tratando-
0S como positivos ou negativos pelos sinais de mais (+) € menos (-) para diferenciar uma
contagem de vantagens e de prejuizos respectivamente.

No entanto, como demonstrar a existéncia dos numeros naturais? E se existem o
que eles séo?

A primeira questdo foi respondida pelo grande matematico Giuseppe Peano,
citado no primeiro capitulo, contornando a comprovacao da existéncia dos naturais seguindo
uma ideia de Euclides que, sem definir os conceitos de ponto, reta e plano, propés como
axiomas.

Além do principio da inducdo matematica axiomatizado por Peano, postulam-se
outras nove propriedades que definem as operac¢des binérias de adi¢do (+) e multiplicacéo (x)
sobre o conjunto dos nimeros naturais que, também, fundamentam as operagdes nos reais.

i Comutatividade aditiva: Se a e b pertencem aos naturais, entioa+ b =b + a.
ii. Comutatividade multiplicativa: Se a e b pertencem aos naturais, entdo ax b =b x a.
iii. Associatividade aditiva: Se a, b e ¢ pertencem aos naturais, entdo (a+b)+ ¢ = a +(b+c).

iv. Associatividade multiplicativa: Se a, b e ¢ pertencem aos naturais, entdo (ax b) x c = a

X (b xc).
V. Distributividade: Se a, b e ¢ pertencem aos naturais, entdoax (b +c) =axb +axc.
Vi. Neutralidade multiplicativa: Existe um nimero natural 1 de tal forma que ax 1 = a,

para todo a natural.

vii.  Cancelamento aditivo: Se a, b e ¢ pertencem aos naturais e se c+a = c+b, entdo a = b.

viii.  Cancelamento multiplicativo: Se a, b e ¢ pertencem aos naturais e se ¢ X a = ¢ X b,
entdo a = b.

iX. Neutralidade Aditiva: Dados a e b pertencentes aos naturais, uma, € apenas uma

solucdo mantém: a=b,a+x=bea=Db+y, em que x e y pertencem aos naturais.
Tudo isso permitiu a Dedekind demonstrar que 0S numeros irracionais sao
definidos a partir dos racionais, ou seja, como 0s nimeros racionais sdo definidos a partir dos
naturais, entdo toda teoria dos nimeros reais funda-se sobre a conceituagédo intuitiva e solida
dos nimeros naturais. E isso demonstra a imensa relevancia dos nimeros naturais reforgando
a certeza de que 0s mesmos representam um conjunto extremamente interessante e

fundamental para a aritmética e para toda matematica.
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6.2 NUMEROS COMPLEXOS INTERESSANTES

Estes novos numeros construidos com rigor matematico por Dedekind seriam
todos interessantes? Até aqui, toda a atencdo tem estado focada no conjunto de NUmeros
Naturais e seus subconjuntos. Foi demonstrado que cada Natural é interessante; seus
subconjuntos aqui estudados acrescentam aspectos particulares que os tornam ainda mais
interessantes. Assim, tem sido com uma Unica exce¢do: 0 numero ¢, que surgiu da
convergéncia da sequéncia f,.; / f,. Este nimero encerra um verdadeiro universo de
propriedades. Ja era conhecido e estudado no tempo de Euclides, ha mais de quinze séculos
antes de Fibonacci. Além da matematica, ele esta presente em vérias outras areas do
conhecimento, como biologia, boténica e até mesmo na arte.

As quatro operacOes aritméticas realizadas nos Naturais, tanto a soma como o
produto, resultam em nlmeros naturais; isto é, sdo operacOes fechadas que resultam em
nameros interessantes. As outras duas operacdes, nem sempre. Ao falharem, oferecem a
oportunidade de criagdo de novos conjuntos numéricos. No caso da divisdo o conjunto que
estende os Naturais recebe o nome de Conjunto dos Racionais, por ser a razdo entre dois
naturais, m/n e a letra Q representa este conjunto. Fica claro que quando n =1, m = m/1
seguindo-se dai que os Racionais contém os Naturais. O quociente, portanto, na base decimal,
pode ser um natural exato ou um natural seguido de uma sequéncia de naturais, isto €,
m/n = b,a;a,a3a4... A sequéncia a;a,asas..., quando existe, pode ser finita a partir de um certo
indice j, todos os a; seguintes séo nulos; ou continuar indefinidamente. Neste caso, a partir de

um certo indice t, 0s a; se repetem mas apresentam uma periodicidade. Por exemplo:

5/2 =2,5; onde a; =0, parai> 2.
1/11 = 0,090909..., onde 09 se repetem indefinidamente.

E costume se representar o periodo que se repete por 1/11=09. Em algumas

vezes estes periodos podem ser bem longos, como, por exemplo:

1/97 =0,01030927 83505154 63917525 77319587 62886597 93814432 98969072
1649484536082474 22680412 37113402 0