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RESUMO

Este trabalho é composto por uma sequéncia de aulas de geometria plana sobre
Areas de Regibes Poligonais e Regides Circulares. Ele é escrito em uma linguagem
objetivamente pedagdgica para o professor e acessivel ao educando. Tal material
compbe importante utilidade para os professores de Matematica da educacéo

bésica.

Palavras-chave: Matematica; Geometria; Area.



ABSTRACT

This work consists in a sequence of plane geometry classes dealing with area of
polygonal and circular regions.

It is written to the teacher and available to students. Such material has an important

utility at the work of mathematician in the basic education.

Keywords: Mathematics; Geometry; Area.
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INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é disponibilizar aos professores de Matemética da
educacdo bésica o acesso a uma sequéncia de aulas sobre &area de regides
poligonais e regides circulares escrito nhuma linguagem objetivamente pedagdgica
para o professor e acessivel ao educando.

A Geometria tem papel fundamental na formac¢éo do aluno no desenvolvimento da
capacidade de resolver problemas préaticos do seu cotidiano. Entretanto, conforme
Pavanello (1989) , Lorenzato (1995), Passos (2000), Pereira (2001), Barbosa (2008)
e Fonseca (2011), o ensino da Geometria vem sendo pouco explorado na sala de
aula e os trabalhos em formacéao inicial, no cotidiano, evidenciam a fragilidade no
conhecimento geométrico dos alunos, revelando a auséncia de contetdos
fundamentais para estudantes no ensino superior. As teses de formagdo continuada,
guando revelam o cotidiano, mostram uma falta de autonomia, bem como um
conhecimento precério sobre a importancia da geometria, e dificuldades no trato
com contetdos. Elas ressaltam a complexidade da acdo docente, e 0 necessario
entendimento acerca de suas concepgdes e crengas, a fim de que se possam

promover evolugodes.

Estes estudos comprovam que o ensino da Geometria nas Escolas Publicas do
Brasil, na maioria das vezes, vem sendo trabalhado de forma superficial e sem
ligacdo com o cotidiano do aluno. Acredita-se que 0 insucesso no ensino da
Geometria Plana decorre de varios fatores, como por exemplo, falta de interesse por
parte dos alunos, priorizagdo de outros conteddos matematicos, ou até mesmo por
ser um dos ultimos tépicos a serem ensinados por parte dos professores. Com isso,
surge a necessidade de novos materiais sobre geometria.

Do ponto de vista metodolégico este material se enquadra no modelo descrito como
uma abordagem quantitativa. Inicialmente realizou-se um levantamento bibliogréafico
e em seguida foram feitas sequéncias de aulas sobre areas de regides poligonais e
circulares. O foco foi no aprendizado por meio de figuras, uma vez que na educagéo
basica os discentes apresentam dificuldades na compreensdo das propriedades
bésicas da Geometria Plana e dificuldade de interpretagdo bem como transposicédo

dos conhecimentos adquiridos da sala de aula para aplicagfes préticas.



14

Com isso, podemos explorar um pouco mais o ensino da Geometria na sala de aula,
com intuito de despertar o interesse do aluno, na tentativa de desenvolver
habilidades como a capacidade de abstracéo e resolucdo de problemas presentes

no seu dia a dia.

Observamos ainda que s&@o pré-requisitos para essa sequéncia de aulas: n ocdes
bésicas sobre semelhanca e congruéncia de tridngulos, propriedades geométricas
como mediana, mediatriz e bissetriz e ainda conhecimento prévio de ponto e

segmento de reta.
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1.A Idéia de Area e No¢Bes Fundamentais

7

A geometria plana € muitas vezes relacionada como uma disciplina a parte da
matematica, ou seja, € em muitas das vezes deixada para depois, mas devido aos
pré requisitos existentes, que englobam noc¢des de estatistica, algebra e aritmética
ndo podemos de forma alguma fazer seu estudo de forma isolada. O presente
capitulo nos possibilitard enxergar os conceitos primitivos da qual sempre

relacionamos com a geometria plana, que € a idéia de area e no¢des fundamentais.
Aula 1. Area de Retangulos e Triangulos

Medir a area de uma figura plana é compara-la com uma unidade pré definida, ou
seja, descobrir quantas destas unidades estdo contidas dentro desta figura. Para
entendermos melhor este conceito, observe o poligono com quatro lados ABCD da
Figura 1.1 abaixo. Agora responda: Quantas unidades padrdo (quadradinhos 1u?)
cabem dentro dela? Vocé deve ter contado que em sua base cabem 6 e que em
sua altura cabem 4 quadradinhos e multiplicando estas quantidades uma pela outra
encontrou 24u2 como resposta. O que vocé acabou de fazer foi uma comparagéo, ou

seja, uma medicdo. Definimos AB como sendo o tamanho do segmento AB.

g ————

eu

Figura 1.1 — Retangulo ABCD e a Unidade de Area.

Definicdo 1.1: Na geometria, um poligono é uma figura plana limitada por uma
linha poligonal fechada, ou seja, uma figura limitada por linhas retas. A estas linhas

retas chamamos lados do poligono.
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7

Definicdo 1.2: Um quadrilatero € um poligono de quatro lados, cuja soma dos
angulos internos é 360°, e a soma dos angulos externos, assim como qualquer outro
poligono, € 360°. Um retdngulo é um quadriladtero com quatro angulos de 90°
(angulos retos). Sendo a a medida de sua altura e b a medida de sua base, entéo

sua area Ay é dada por A, = a x b.

Pela Definicdo 1.2, o quadrildtero ABCD da Figura 1.1 é um retangulo com
dimensbes 6u e 4u. Todo quadrilatero pode ser decomposto em triangulos, o
retangulo pode ser decomposto em dois triangulos retangulos (que possuem um
angulo de medida 90°) idénticos, ABC, retangulo em B e ADC, retangulo em D.
Entdo, a area de cada triangulo é a metade da area do retangulo, ou seja, as areas

dos triangulos ADC e ABC na Figura 1.1 séo de 12 u2

Teorema 1.1: Sejam b a medida da base de um tridngulo e a sua altura, entdo sua

area A é calculada pela metade do produto da medida de sua base pela medida de
sua altura, ou seja, Ay = aTxb.

A prova deste teorema vem direto da definicdo de area de retadngulo, haja visto que,
todo retdngulo pode ser decomposto em dois triangulos retangulos cuja altura e a
base sdo as mesmas do retdngulo. llustramos o raciocinio utlizado para a

demonstragéo do Teorema no exemplo a seguir.

Exemplo 1.1: O retangulo ABCD da Figura 1.2 foi decomposto em trés triangulos,
sendo dois deles retangulos, ADE e BCE, e outro ndo retangulo, DCE.
Determinemos a area do triangulo DCE. A base DC do retangulo mede 7u e sua
altura AD mede 3u, assim, pela Defini¢cdo 1.1, sua area é de 21u2 Por outro lado, o
triangulo ADE tem base AE medindo 5u e altura AD medindo 3u e o triangulo BCE
tem base BE medindo 2u e altura BC medindo 3u. Logo, pelo Teorema 1.1, suas
areas sao, respectivamente, 7,5u2 e 3u2. Como a soma das areas dos triangulos
ADE, DEC e BCE ¢é a éarea do retangulo ABCD, entdo a area do triangulo DCE é,
necessariamente, 21u2— (7,5u? + 3u?) = 10,5u2. Observe que BC tem a mesma

medida da altura do triangulo DCE, logo, pelo Teorema 1.1, sua area é 7:—3 = 10,5u2
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=19 i i i 5 i

L Lo

BT

Figura 1.2 — A area do retangulo ABCD € o dobro da area do
triangulo ECD.

Defini¢cdo 1.2: Um quadrado é um retangulo com todos os lados iguais.

O quadrado é uma figura interessante para estudar areas, pois este pode ser
decomposto em quatro triangulos idénticos, todos retangulos e isésceles (dois lados
com iguais medidas). No quadrado ABCD da Figura 1.3, suas diagonais AC e BD
séo perpendiculares (fazem 90° entre si) e se intersectam em seus pontos médios,
ou seja, os segmentos AE, BE, CE e DE tém a mesma medida.

LA B
''''' TR T ey
---------------- E-E--:--'---\-------"'-""'-'
> st
____ i N

Figura 1.3 — O quadrado ABCD pode ser decomposto em
quatro triangulos retangulos, isésceles e congruentes.

Exemplo 1.2: Da Definicdo 1.1, a area A, do quadrado ABCD da Figura 1.3 &
Ag =5x5=25u2 Observe que este quadrado pode ser decomposto em dois
triangulos retangulos e congruentes, ABD e CBD. Logo, estes tém as mesmas
areas, cada uma com metade da &rea do retangulo. Observe também que este
retangulo pode ser decomposto em quatro triangulos, ABE, BEC, CED e DEA, todos

retangulos e congruentes, logo, cada um destes triangulos tém um quarto de area da
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area total do retdngulo. Portanto, sendo A, e A, as areas dos tridangulos congruentes

a BCD e AEB, respectivamente, entéo,

Repare que, na Figura 1.3, cada um dos triangulos, ABE, BEC, CED e DEA tém
base medindo 5u e altura medindo 2,5u. Logo, pelo Teorema 1.1, suas areas podem

ser calculadas por

5%2,5

= 6,25u2.

Aula 2. Area de Paralelogramos e Trapézios

Definicao 1.3: Um paralelogramo € uma figura plana de quatro lados cujos lados
opostos sao paralelos.

Na Figura 1.4, MNOP é um paralelogramo com PM paralelo a ON e MN paralelo a
PO, além disso, temos também nesta figura que os lados MN, NO, OP e PM tém a
mesma medida, dai dizemos que este paralelogramo é um losango. Os segmentos
PN e MO sédo ditos diagonais do losango. Estes s&do perpendiculares e se
intersectam em seus respectivos pontos meédios. O préximo exemplo nos mostra

como calcular a area deste losango.

Figura 1.4 — O losango € um paralelogramo de lados iguais.
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Exemplo 1.3: Para calcular a area do losango MNOP da Figura 1.4, basta observar
que o retdngulo ABCD desta figura é formado por quatro tridngulos retangulos, APM,

BNM, NCO e PDO, todos de bases medindo 4u e altura medindo 2u e um losango,
MNOP. Pelo Teorema 1.1, a area de cada triangulo é 4%2 = 4u? e pela Defini¢cdo 1.1

a area do retangulo é 8 x 4 = 32u2 Portanto, sendo 4, a area do losango, entao,
4 x4u2+ A; = 32u? = A; = 32u? — 16u? = 16u?

Como veremos no teorema a seguir, uma maneira rapida de calcular a area deste
losango € multiplicar as medidas de suas diagonais PN e MO e dividir o resultado

por 2, ou seja,

_8x4

A= 5 = 16u>

Teorema 1.2: Seja MNOP um losango e MO e PN suas diagonais de medidas a e b,

axb

respectivamente, entdo sua area A; € dada por 4, = -~

bi2

Figura 1.5 — Losango MNOP.

Demonstracao:

Para provar este teorema repare que a area do retdngulo ABCD na Figura 1.5 é a

soma das éareas dos triAngulos AMP, BMN, NCO e PDO com a area do losango

__b/2xal/2 axb

MNOP. Do Teorema 1.1, a area de cada triangulo é A; = =5 © da

Definicdo 1.1, a area do retangulo é A, = a x b. Sendo assim, a area A, do losango

é,
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A =Ap—A4xAr=axb—4xT2=22
Definicdo 1.4: Um trapézio € uma figura plana de quatro lados onde dois de seus

lados séo paralelos.

Com base nesta definicdo e na Definicdo 1.3 concluimos que, todo paralelogramo é

um trapézio, mas nem todo trapézio é um paralelogramo.

Exemplo 1.4: Queremos agora, medir a &rea do trapézio ABCD da Figura 1.6. A
base AB deste trapézio é chamada de base menor e a base DC é chamada de base
maior. O segmento AE é chamado altura do trapézio. Observe que este trapézio
pode ser decomposto em trés figuras: um retangulo ABFE e dois triangulos, AED e

BFC, logo a &rea do trapézio é a soma das areas destas figuras. O trapézio da figura

€ dito isosceles, pois AD = BC =+13 e como EF = 5 e DC = 9, concluimos que
DE = FC = 2.

9

Figura 1.6 — O trapézio isdsceles ABCD pode ser
decomposto em um retangulo e dois triangulos retangulos.

Do Teorema 1.1 area de cada um dos triangulos, ADE e BFC, &,

23_. ,
2— u

e da Definicdo 1.1 a &rea do retdngulo ABFE é,
53 =15u2
Logo, a area do trapézio ABCD é,

2 X 3u2+ 15u2 = 21 u2
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a

Figura 1.7 — Trapézio ABCD.

O teorema abaixo generaliza uma expressédo de como calcular a area de qualquer

trapézio.

Teorema 1.3: Seja ABCD um trapézio de base menor AB medindo b, base maior DC

medindo a e de altura BF medindo h. Sendo A; a medida de sua éarea, entéo,

AT:(b+a)x§.

Para provar este teorema, repare que a area Ar do trapézio ABCD da Figura 1.7 é
soma das areas do retdngulo ABFE com a metade da soma das éareas dos

retdngulos GAED e BHCF, ou seja,

(DE.HC + FC.HC)

A; = AB.HC + 5

HC
HC
:7.(AB + (AB + DE + F())

HC

Portanto,

Ar=2.(b+a).
Exemplo 1.4: Como vimos na Definicgdo 1.4, um paralelogramo qualquer € um
trapézio com as bases de iguais medidas e lados opostos paralelos. Seja ABCD, na
Figura 1.8, um paralelogramo de bases AB = DC = 7 e altura medindo h = 3. Pelo

Teorema 1.3, sua area A, é:
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Ap=3.(b+a)=2 . (7+7)=21u2

Figura 1.8 — Um paralelogramo é um trapézio.

A &rea do paralelogramo acima poderia ser calculada simplesmente multiplicando a
medida da base DC = 7 pela medida de sua altura h =3, ou seja, Ap =7 %3 =
21 u?, pois projetando o ponto A sobre DC obteremos um triangulo retangulo
congruente ao triangulo gerado pela projecdo de B sobre o prolongamento de DC,
assim sobrepondo esses triangulos podemos transformar ABCD em um retangulo

que com visto na primeira aula sua area é dada pelo produto de suas dimensoes.
Aula 3. O Teorema de Pitagoras

Quando trabalhamos com triangulos retangulos e conhecemos as medidas de dois
de seus lados, a medida do terceiro lado pode ser calculada em funcdo das duas

outras.

Teorema 1.4: (Teorema de Pitdgoras) Sejam a e b as medidas dos catetos de um

triangulo retangulo. Se ¢ for a medida de sua hipotenusa, entdo, a? + b2 = ¢2,
Demonstracao:

De fato, na Figura 1.9 temos um quadrado ABCD de lados medindo (a + b) que foi
decomposto em quatro triangulos retangulos congruentes e um quadrado. Repare

que sua area A pode ser expressa por,

A= (a+b)2=a?+2ab + b2
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Figura 1.9 - O teorema de Pitagoras

Por outro lado, como este quadrado € formado por quatro triangulos retangulos
idénticos de catetos medindo a e b e hipotenusa medindo ¢ e mais um quadrado
EFGH de lados medindo ¢, entdo sua area A também pode ser calculada pela soma

das areas dos quatro triangulos mais a area do quadrado EFGH, ou seja,
_ ab
A=4(2)+c2
Igualando as areas,
a.b
a®? + 2ab + b? =4.<7)+c2 =2ab + 2

De onde sai que,
a2+ b2 = 2,
O exemplo abaixo mostra uma aplicacé@o pratica deste teorema.

Exemplo 1.5: Quantos metros de fio sdo necessarios para “puxar luz” de um poste
de 6m de altura até a caixa de luz que esta ao lado da casa e a 8m da base do

poste?

Para obtermos a quantidade de metros de fio necesséarios para “puxar luz” do poste
até a caixa de luz, basta, observando a Figura 1.10, considerarmos o tridngulo

retangulo gerado em tal situacao.
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Figura 1.10 — quantidade de metros de fio necessarios para “puxar luz” do poste até a caixa de luz.

Assim, temos pelo Teorema de Pitagoras, que se x = (a quantia de fio procurada em
metros); entao:

X2 =62+82= x = 10m.

Exemplo 1.6: Vamos agora, com o auxilio do Teorema de Pitdgoras, calcular a area

de um tridngulo equilatero ABC, na Figura 1.11, em funcao de seu lado a.

Figura 1.11 — A altura h do triangulo eqiilatero ABC é escrita
em funcdo de seu lado a.
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Ja sabemos, do Teorema 1.1, que a area Ar deste triangulo é dada por A; = az—h

Agora basta escrever sua altura h em funcdo de seu lado a. Como ABC é equilétero,
entdo sua altura AD também é mediana e logo BD = DC = a/2. Seguimos entao

aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo ADC:
2 2
R+ () =e2=h=a-S=h= =23

Portanto a area de ABC é,

Esta informac@o serd muito atil em problemas de é&reas mais elaborados que

aparecerdo no decorrer deste trabalho.
Aula 4. As Raz6es Trigonométricas (Seno, Cosseno e Tangente)

Definicdo 1.5: Num tridngulo retangulo ABC, reto em C, de catetos BC = a e
AC = b e de hipotenusa AB = c, sejam f = BAC e a = ABC. Definimos como seno
(sen) de um angulo agudo deste triangulo a razéo entre o cateto oposto a ele e sua
hipotenusa e como cosseno (cos) deste angulo a razdo entre o cateto adjacente a
este angulo e sua hipotenusa e definimos como tangente (tg) deste angulo a razéo

entre o cateto oposto e o cateto adjacente a este angulo.

Exemplo 1.7: Na Figura 1.12, os triangulos ABC e DBE sé&o retangulos e

semelhantes, pois os angulos BAC ~ BDE e BCA ~ BED.
Pelo teorema de Pitagoras, temos, no triangulo ABC, que:
6% + 8% = AC?
AC = 62+ 82 =10,
E, no tridngulo BDE, que:

92 + 122 = DE?
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DE =92+ 122 = 15.

[ .
B 6 c 3 E

Figura 1.12 — Seno, cosseno e tangente dos angulos internos de
triangulos semelhantes.

Sejam 8 = BAC e a = BCA. Pela Definigéo 1.5, temos que, no triangulo ABC,

sen(B) = cos(a) = % = 0,60,

cos(B) = sen(a) = 2 =0,80,

10

tg() =2=075¢e

tg(a) = 2 ~ 1,33.
No triangulo DBE,
9
sen(B) = cos(a) = == 0,60,

cos(B) = sen(a) = 1—2 = 0,80,

9
tg(B) = - 0,75¢

tg(a) = L 1,33.

9
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Como podemos perceber, o0 seno, o cosseno e a tangente de um angulo interno a
um triangulo n&o depende do tamanho dos lados deste triangulo, mas sim da

abertura de cada angulo.

De modo geral, seja um triangulo retangulo ABC de catetos BC =a, AC=b e
hipotenusa AB = ¢, como na Figura 1.13. Sendo 8 = BAC e a = ABC, entao, pela

Definicdo 1.5, segue que:

Figura 1.13 — As razbes trigonométricas no triangulo retangulo.

sen(B) = cos(a) = %
cos(B) = sen(a) = g
e
tg(B) = -5 =1+

Aula 5. Seno, Cosseno e Tangente dos Angulos Notaveis

Angulos notaveis sdo angulos que aparecem com maior freqiiéncia quando
estudamos tridngulos. Séo eles os angulos de 30°, 45° e 60°. Vamos calcular o

seno, 0 cosseno e a tangente dos angulos de 30° e 60°.

Exemplo 1.8: Se o triangulo ABC da Figura 1.14 é equilatero, entdo todos os seus
angulos internos séo iguais a 60°. Também podemos afirmar que sua altura AD é
mediana e bissetriz, logo o &ngulo entre esta altura e o lado AB é de 30°. Agora, no

triangulo retangulo ABD, observe que a altura AD de medida h zgxfﬁ é cateto

oposto ao angulo de 60° e adjacente ao angulo de 30°e que o segmento BD de
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medida a/2 é o cateto adjacente ao angulo de 60° e oposto ao de 30° e que o lado

AB de medida a é sua hipotenusa.

Figura 1.14 — Seno, cosseno e tangente dos angulos de 30° e 60°.

Usando da Definicdo 1.5 de razdes trigonométricas no triangulo ADB, concluimos

que:
sen(30°) = i =1 cos(30°) = h gf ] tg(30°) = i = z —1_8
a 2’ a a 2’ g h %ﬁ V3 3’
sen(60°) = S = ¥ = 73 , cos(60°) = % = % ’ tg(60°) = % — Ef =3
2 2

No proximo exemplo vamos calcular as razfes trigonométricas para o angulo de 45°.

Exemplo 1.9: Seja ABCD um quadrado de lados a, como na Figura 1.15. Tracando

sua diagonal AC temos que o triangulo ADC é retangulo e isdsceles com seus

catetos AD = DC = a. A B
45° -
a T d
45°7
D 3 C

Figura 1.15 — Raz6es trigonométricas do angulo de 45°.

Seja d a medida da diagonal desse quadrado que é também a hipotenusa do

triangulo ADC. Entdo, pelo Teorema de Pitagoras,

a?+a?=d?>d=+2a2= aV2.

Usando agora as definicdes de seno, cosseno e tangente de um angulo agudo de

um triangulo retangulo segue que:
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cos(45°) = sen(45°) = % =2 —-1_

a 2

N
~ S

e tg(45°) = % =1.
Aula 6. Aplicando as Razdes Trigonométricas no Calculo de Area

Ja sabemos calcular a area de um losango quando conhecemos as medidas de
suas diagonais, mas nem sempre as conhecemos. O proximo exemplo nos traz uma
situacdo onde para calcular a area de um losango, precisamos calcular primeiro as

medidas de suas diagonais.

Exemplo 1.10: O losango da Figura 1.16 tem perimetro 12 u e um de seus angulos

obtuso mede 120°.

120°
>
D

Figura 1.16 — A area do losango pelo seu perimetro e um de seus angulos internos.

As diagonais AC e DB deste losango sdo perpendiculares entre si e, além disso, sdo
bissetrizes dos angulos internos deste losango. Seja E o ponto de intersecdo dessas
diagonais, logo ABE é um tridngulo retangulo e ADE = 60°. Como o perimetro do

losango € 12u, entdo cada lado x mede 3u.

Para descobrir a medida da diagonal AC, basta encontrar a medida do segmento AE
e dobrar,

AE V3
sen(60°) = 5 = AE = X.sen(60°) = 3.7

logo,
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AC = 2AE = 3/3u.

Do mesmo modo, para descobrir a medida da diagonal DB, vamos descobrir

primeiro a medida do segmento ED e depois dobrar,

NI =
N W

ED
cos(60°) = >a = ED = X.cos(60°) = 3.

logo,
DB =2ED =3 u.
Finalmente, pelo Teorema 1.2, a area do losango €,

AC.DB 3V3.3 9V3
L: 2 = 2 - 2 u2

Exemplo 1.11: O trapézio ABCD da Figura 1.17 é um trapézio retangulo. Queremos
sua area em funcé@o de duas de suas medidas a e b, sabendo que o lado AD forma

um angulo de 45° com sua base maior.

45°
[1] []
[} M c

Figura 1.17 — O trapézio ABCD é retangulo.

Neste trapézio, M é a projecao do ponto A sobre a base maior DC do trapézio.
Considerando AM como altura h, pela Definicdo 1.5,
AM

tg(45°) =22 =1 e sen(45°) = == =

DM

“l%

De onde temos que,

AM =DM e AM=b§.
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Logo,
Dc:b§+a e h:bg.

Aplicando o Teorema 1.3, temos que a area do trapézio é,

IS

b N/ b2 bav2 __ b2+2bav2
Ap=Fx(bJ+a+a)=T+ 00 =000

Exemplo 1.12: Vamos agora, com o uso da trigonometria, calcular a area de um

paralelogramo, sabendo que um de seus lados € o dobro do outro e que o angulo

entre eles é de 60°.

Figura 1.18 — Area do paralelogramo por um de seus angulos internos.

Na Figura 1.18, ABCD é um paralelogramo, logo AB = DC e AD = BC e, portanto,
pelo caso lado, lado e lado, os triangulos ADC e CBA séo congruentes, pois o lado
AC é comum aos dois. Desta forma, basta calcular a area do triangulo ADC e dobrar
para ter a area do paralelogramo ABCD. Entdo vamos la. AM é altura do triangulo

ADC e também do tridngulo retangulo ADM. Dai, pela Defini¢éo 1.5,

AM
sen(60°) = -

0 que implica em,
AM = a.sen(60°).
Pelo Teorema 1.1, a area do triangulo ADC &,

DC < AM 2ax 60° V3
AT = > = a aszen( ) = azsen(60°) = a27
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Portanto, a area A, do losango é&,

V3
A =2.Ar =202 = a3

E aqui termina a primeira parte de nossos estudos, 0os conhecimentos até aqui
adquiridos sdo de fundamental importancia para prosseguir com as proximas aulas

gue virdo.

Abaixo segue uma tabela de razdes trigonométricas para os angulos agudos

Inteiros.
,j;_tlgu_lo T
1 00175
i 0 0349
3= 00524
4= 0,500
o 00875
&= 01051
i 0_ 1228
8= 0. 1405
oy 01584
10 01763
11° 0 1044
12 02126
13" 0 2300
14° 0_2493
15" 0_26 T
16° 02867
| 0_3057
18° 0 3249 E
19° 0_ 3443 G4 0_SOR88
20 0_364 65 0_ 0G5
21" 0_3830 66 0. 9135
2= O 404 67 0. 5205
P 0, 68 0_ 9272
24 0, 69 0.9336
25" 0, 7o 0. 9397
267 0, Ti° 0. 2455
. 0.5 RS 09511
28= 0, T35 09563
20 0. T4 09513
30 0_5 TS5 0 o659
31° 0, 76" 09703
32 0, T 0. 90744 4
33 0, 8= 0. 9781 O =T
34 0, o 0. 9816 O, 1908 5. 1446
35" 0, 0= 0. 9348 0. 1736 56713
36° 0 81 09877 0. 1564 6. 3138
3 0, 82 0,903 0. 1392 T 1154
38° 0.7 2|3 0 o025 01219 8.1443
30 0, 4= 0. 9045 O 10E5 o S144
40 0, 85 0_ 0052 00872 11 4301
41= 0, 86 09376 00698 14 3007
42 0, |7 0 o R6 00523 19 0811
43 0, 8.8 0, o0ro4 00345 28,6363
A= 0, 0= 0_ o008 00175 ST
45 i o0 1 0 —

Tabela 1.19 — Razdes trigopnométricas de angulos agudos.
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2- Areas de Tridngulos Quaisquer

Aula 1. Area de Triangulos Conhecendo as Medidas de seus lados

Dentre os estudos da Geometria, o triangulo incide na figura plana mais simples.
Porém, € a mais admiravel de todas, pois possui varias aplicagbes diante as
ocasides ligadas ao dia a dia. Os engenheiros usam frequentemente formas

triangulares nas suas construgdes, para torna-las mais protegidas.

Nesta parte de nossos estudos vamos aprender a calcular area de qualquer tipo de

triangulo desde que, sejam conhecidos seus lados e/ou seus angulos.

Queremos agora calcular a &rea de um triangulo conhecendo apenas as medidas de

seus trés lados, comecaremos entéo, esta aula, com o seguinte exemplo:

Exemplo 2.1: Na Figura 2.1, o triangulo ABC tem seus lados AB = 8u, AC = 10ue

BC = 12u. Como proceder para calcular sua area?

Figura 2.1 — Projecdo vertical h e horizontal x do lado AB do triangulo ABC.

A estratégia € a seguinte: Seja h a medida da altura deste triangulo relativa a base
BC de medida 12u e seja x a medida da projecao do lado AB sobre o lado BC. Pelo

Teorema de Pitdgoras, no triangulo ABD temos que,

X2+ h2 = 82 = 64,

e no triangulo ADC, temos também,
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(12—-x)?+h? =102
144 — 24x + x>+ h?2 = 100
Substituindo a primeira equacao nesta Ultima, segue que,
144 — 24x + 64 =100 = 24x = 108 > x = 2 .

2

Voltando na primeira equagéo e substituindo o valor de x encontraremos o valor de h
2
2 4 4 4 2

Finalmente a area Ar do triangulo ABC é:

5
_12.n _ 1237

= 157 u2

Sera que existe um meétodo mais pratico e rapido para calcular esta area? A
resposta é sim, mas antes de conhecer este método veremos 0 seguinte teorema,

cujo resultado é conhecido como Férmula de Heron.

Teorema 2.1: (Formula de Heron) Sejam a, b e ¢ as medidas dos trés lados de um

triangulo qualquer. Se A é sua area, entdo A =,/p.(p — a).(p — b).(p — ¢), onde

a+b+c . . , ‘A
p=—— €osemi perimetro deste triangulo.
B
a c
h
X b-x A
C D o .

Figura 2.2 — Decomposicdo do tridngulo qualquer ABC em dois
triangulos retangulos.

Demonstracao:
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Para provar este teorema, observe que, na Figura 2.2, a altura BD do triangulo ABC
o divide em dois outros triangulos retangulos, a saber, BDC e BDA, dos quais

podemos aplicar o Teorema de Pitdgoras:

X2+ h2 = g2

e

(b —x)*+h2=c2

Isolando h na primeira equagéo e substituindo na segunda, segue que,

(b —x)?+ a2 —x2=c2,

b? — 2bx + x2 + a? — x2 = (2,

logo

c2=ph2+ g2 — 2bx.

Portanto

__ a?+b2-c?
2b

Voltando na equagéo x2 + h2 = a2 e substituindo o valor de x, temos que:

a? + b? — 2
2b

2
> + h? = a2 = (2bh)? = (2ab)? — (a? + b? — ¢?)? =

= (2ab + a? + b2 — c?).(2ab — a? — b?> + c?) = ((a + b)? — ¢2).(c? — (a — b)?)
=(a+b+c)(a+b—-c)(c+a—-Db).(c—a+Dbh)

=(a+b+c)(a+b+c—2c).(c+a+b—-2b).(c+a—2a+Db).

a+b+c
2

Fazendop = entdo 2p = a + b + ¢, assim segue que,

(2bh)? = 2p.(2p — 2¢).(2p — 2b).(2p —2a) = 16.p.(p — ¢).(p — b). (p — a),
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ou seja,

2bh = \/16.p.(p —c).(p—b).(p —a) =4.\/p.(p — c).(p — b).(p — a)

e, portanto,

b.h=2.\/p.(p—a).(p—b).(p—c) = H:\/P-(P—a)-(P—b)-(P—C)-

2

Concluimos entdo que 4 = \/p.(p — a).(p — b).(p — ).

Para mostrar a praticidade deste resultado vamos voltar no problema proposto no

infcio desta aula:

Exemplo 2.2: Na Figura 2.1, o triangulo ABC tem seus lados AB = 8u, AC = 10ue
BC = 12u, logo,

8+ 10+ 12
p=—"p7—=15u

e, portanto sua area A sera:

A =,/15.(15 - 8).(15 — 10). (15 — 12) = V15.75.3 = 15V7uz
Que claro € o mesmo resultado encontrado no Exemplo 2.1.
Aula 2. A Lei dos Cossenos

Quando conhecemos apenas as medidas de dois dos trés lados de um triangulo
qualquer, se faz necessario o conhecimento de pelo menos um angulo para poder,
entdo, calcular a medida do terceiro lado e consequientemente a area deste
tridngulo. Para isso, vamos precisar de uma lei importantissima da trigonometria,que

serd enunciada no teorema abaixo.

Teorema 2.2: (Lei dos Cossenos) Sejam (AC), (BC) as medidas de dois lados de
um triangulo e seja alpha o angulo entre estes dois lados. Se (4B) é a medida do
terceiro lado, entéo,

(4B)? = (AC)? + (BC)? — 2.(AC).(BC).cos(a).
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Demonstracao:

De fato, se o angulo « for reto, entdo, a afirmacdo acima é exatamente o Teorema
de Pitdgoras. Podemos, portanto, supor que @ ndo é um angulo reto. Tracemos a
altura de vértice A. Como a ndo € um angulo reto, entdo, o pé desta altura, que
designaremos por D, ndo coincide com o ponto C. Se D coincidir com o ponto B,
entdo, o tridngulo ABC é retangulo tendo o angulo B reto. Neste caso,

(AC). cos(a)=(BC) e o resultado acima é uma decorréncia do Teorema de Pitagoras.
Assim, podemos supor que B, C e D s&o pontos distintos. Como ADB e ADC sao

triangulos retangulos, tem-se
(AB)? = (AD)? + (BD)?

(AC)? = (AD)* + (DC)?

A A
% % b2
C B D Cc D B D c B

Figura 2.3: Triangulo qualquer de lados a, b e c

Logo, subtraindo-se estas duas equacgdes, obtem-se
(AB)? — (AC)? = (BD)? — (DC)>.

Agora iremos substituir o termo (BD)? desta equacéo. Para isto, teremos de

considerar trés possibilidades. (Veja figura 2.3).

a) Cestaentre BeD.
Neste caso, tem-se (DC)+(BC)=(BD). Substituindo-se (BD) por (DC)+(BC),
desenvolvendo-se o quadrado e simplificando-se os termos, a equagao acima

torna-se:

(AB)? = (AC)? + (BC)? + 2.(BC).(DC).
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Observe que (DC)=(AC).cos(ax) e que cos(a)=-cos(180°— a)=-cos().
Assim, o resultado fica demonstrado neste caso.
b) D esta entre C e B.
Neste caso, tem-se (BD)+(DC)=(BC) e, portanto, (BD)=(DC)-(BC).
Substituindo-se como no caso anterior este valor de (BD), obtem-se
(4B)? = (AC)? + (BC)? — 2.(BC).(DC).
Observando-se que (DC)=(AC). cos(a) obtém-se o resultado,
c) Bestaentre CeD.

Este caso é tratado de forma semelhante ao anterior.
Vamos aplicar este resultado no seguinte exemplo.

Exemplo 2.3: Um triangulo ABC é tal que AB = 10u, BC = 12u e 0 éangulo

ABC = 60°. Quanto mede sua area?

Pela lei dos cossenos, fazemos a = 10u, b = 12u e a = 60°. Dai temos:

¢ =4/102 + 122 — 2 x 10 x 12 x cos(60°) ,

¢ = /100 + 144 — 120,

assim,

c =+/124 = 2+/31 .

Aplicando agora a férmula de Heron, fazemos,

10+ 12 +2v31
p= 5 \/_211+\/3_1u

Logo temos que sua area A é,
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A=\/(11+\/ﬁ).(11+\/ﬁ—10).(11+\/ﬁ—12).(11+\/ﬁ—2\/ﬁ)—>

A= [(11+V3D).(1 + V3T). (-1 +V31). (11 - ¥3T) —

2= J(1e - (). (vaD - 1) -

A=,/(121-31).(31-1) .
Portanto, temos que A4 =+/90.30 = 30v/3 u?.
Aula 3. Calculando a Area da Pracinha

No préoximo exemplo temos uma situacdo onde calculamos a area de um
quadrilatero separando-o em dois triangulos quaisquer. Este método é muito util

para calcular &rea de poligonos com mais de trés lados.

Exemplo 2.4: Na Figura 2.4, temos uma pracinha com o formato de um quadrilatero
ABCD, tal que AB =60u, BC = 70u, CD =50u, DA =80u e angulo CDA = 120°.

Quanto de unidade de area € necessario para preencher toda a pracinha?

g

60u

Figura 2.4 — Uma pracinha ABCD com o formato de um quadrilatero.

Precisamos entdo calcular a area desse quadrilatero. Para isso, é necessario
descobrir a medida da diagonal AC. Feito isto, basta aplicar a formula de Heron para

calcular as areas dos triangulos ABC e ACD.

Pela lei dos cossenos, no triangulo ACD temos que:
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AC = /802 + 502 — 2 x 80 x 50 x c0s(120°)
Usando a seguinte propriedade do cosseno,
cos(a+b)=cos(a).cos(b)-sen(a).sen(b),

temos

2 2
c05(120°) = cos(60° + 60°) = cos2(60°) — sen?(60°) = (1) - (ﬁ) =t

2

substituindo,

AC = /6400 + 2500 + 4000 = /12900 = 10v129u .

Aplicando agora a férmula de Heron separadamente em cada triangulo, temos que,
no triangulo ABC,

60 + 70 + 10v129
p = 5 =5(13 +129),

logo, sua area é,

Ause = |6)(13+T2D) (5)(1+V29).(-5). (1~ VI29 ).(5). (13 ~ V129 =

800/5.
Assim,
Aypc = 800V5u2.
No triangulo ACD, temos,

80 +50 + 10v129
p = 5 =5(13 + V129 Ju

logo, sua area é,
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e = [(5)°.(13+VIZ5 ) (-3 +VI20 ). (3 + VI25). (13 - VIZ5) = 100043,
Portanto

Ascp = 1000v/3u2.

Logo, a area da pracinha ABCD &,

Appep = Aapec + Apcp = 8005 + 1000V3 =~ 3521u2.

Aula 4. Um Método Alternativo

O problema proposto no Exemplo 2.3 pode ser resolvido por um método alternativo

que veremos a partir de agora.

Exemplo 2.5: Na Figura 2.5, temos que BC = 12u € uma base do triangulo ABC e

- . . ~ 12.h
gue AD = h é sua altura relativa a esta base. Sendo A sua area, entédo A = -

A

60°
[

B p 12 iC

Figura 2.5 — A altura h do triangulo ABC como decomposicdo do seu lado AB.

Neste caso, basta descobrir a medida h de sua altura, para isso, observe que h € 0

cateto oposto ao angulo B =60°e, portanto,
h = 10. sen(60°) = 10.? = 53,

Dai, segue que:

A=22"—-65/3=30V3u2

2



42

O teorema abaixo generaliza este caso.

Teorema 2.3: Sejam a e b a medida de dois lados quaisquer de um triangulo, e a a

medida do angulo entre eles. Sendo A sua area, entdo temos que A € dada pela

expressao
__ absen(x)
A= 2
A
2 h
B i - b <
Figura 2.6 : Triangulo ABC
Demonstracao:

De fato, basta perceber que,
h=asen
e entdo,
b.h _ ba sen(o().

A =—=
2

Exemplo 2.6: Vamos aplicar este resultado calculando a area de um paralelogramo

de lados medindo 9 u e 12 u e angulo agudo de 45°.

Figura 2.7 — Decompondo o paralelogramo em dois triangulos congruentes.
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Na Figura 2.7, a diagonal AC divide o paralelogramo ABCD em dois triangulos
congruentes ACD e ACB, assim a area Ap do paralelogramo é o dobro da area Ay do
triangulo ACD, logo:

a.b.sen(x) V2

= 9.12.sen(45°) = 108.— = 54+/2 u2.

Ap=2.4p =273 >

Aula 5. A Lei dos Senos

Vamos agora tratar de triangulos quando conhecemos seus angulos internos e um
de seus lados. Repare que basta conhecer dois dos trés, pois o terceiro é o
suplementar da soma dos conhecidos. Definimos que A, B e C significam
respectivamente os angulos nos pontos A, B e C.

O préximo teorema enuncia mais uma importante lei da trigonometria, a lei dos

Senos.

Teorema 2.4: (Lei dos Senos) Num triangulo ABC seja a a medida do lado oposto
ao vértice A, b a medida do lado oposto ao vértice B e ¢ a medida do lado oposto ao

vértice C, entéo,

a _ b _ c
sen(d)  sen(B)  sen(C)

Figura 2.8: Lei dos Senos.

Demonstracao:
Para provar este teorema, observe que, na Figura 2.8 a altura relativa a base AC do

triangulo ABC mede h, logo temos que,

sen(/i) :% = h= C.sen(/i),
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R h R
sen(C) = p = h= a.sen(C),

igualando as equacdes acima, segue que,

A A a _ c
C.sen(A) = a.sen(C) = son@ - sent®;

Para mostrar que,

a _ b
sen(A)  sen(B)’

basta seguir o mesmo raciocinio anterior tomando a altura relativa a base AB.
Vamos aplicar este resultado para resolver o proximo exemplo.

Exemplo 2.7: Dado o triangulo ABC da Figura 2.9, cujos angulos B =45°,  =30° e

a medida de um de seus lados é AB = 6, calcular sua area.

45° 30°
B a C

Figura 2.9: Triangulo ABC com angulo de 30° e 45° e lado 6.

Pela lei dos senos,
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V2
6 — b _ 6.sen(45°) _ 65 _ -
sen(30°) - sen(45°) = b= sen(30°) - %_ = 6\/? ~ 8,5.

Aplicando agora a lei dos cossenos, temos que,

a= \/b2 + 2 — 2bc.cos (4),

Ou seja,

a= \]72 + 62 — 2 x 6v2 x 6.cos (105°).

Utilizando a propriedade do cosseno da soma de dois angulos, obtemos
c0s(105°) = cos(45° + 60°) = cos(45°).cos(60°) — sen(45°).sen(60°) = 1 — /3,

substituindo temos,

a=6y2++/3.

Usando o Teorema 2.3, temos que a &rea do tridngulo &

vz
acsen(45°) _ 6V2+V3 .67

2 2

A= = 94 + 23 ~ 24,6u2.
E interessante observar que o maior lado do tringulo se opde ao maior angulo e

que o menor lado se opde ao menor angulo.

Exemplo 2.8: O exemplo anterior pode ser resolvido também, usando apenas a
trigonometria basica e a idéia primitiva de area de triangulo. Acompanhe esta

solucgéo alternativa com base na Figura 2.10.
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B
D (@

Figura 2.10 — Decomposicao do triangulo ABC em dois triangulos retangulos.

A altura AD divide ABC em dois outros triangulos retangulos ADB e ADC, no

primeiro, h € cateto oposto ao angulo de 45°, logo:
sen(45°) = % = h= 6.? = 3/2u.

Ainda no triangulo ADB, m é cateto adjacente ao angulo de 45°, assim:
cos(45?) = = m = 6.2 = 32w

Por outro lado, no triangulo ADC, n é cateto adjacente ao angulo de 30°, logo:

oy _ h _ h _3\5_
tg(30)—;:>n—tg(30°)—f—3\/§u.
3

Finalmente, seja Ar a area do triangulo ABC, entdo At é a metade do produto da

medida de sua base (m + n) pela medida de sua altura h:

_(m+n).h _(3V2+3V6).3V2_18+18v3

Ar 2 2 2

=9.(1++3) = 24,6u.

Aula 6: O Triangulo no Plano Cartesiano

Vamos agora fazer uma abordagem analitica dos tridngulos, colocando-os num
plano cartesiano e vendo seus vertices como um ponto com coordenadas (x,y). Por

este ponto de vista analitico o nosso trabalho ficard bem mais facil.

Comecaremos essa aula com o seguinte exemplo:
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Exemplo 2.9: Sejam A = (5,7), B = (2,3) e C = (9,1) os vértices de um tridngulo.

Qual é a &rea deste triangulo?

Figura 2.11 — Triangulo ABC no plano cartesiano.

Para calcular sua area, observe que, (ver Figura 2.11) esta € a soma das areas dos
trapézios ABDE e AEFC menos a area do trapézio BDFC, onde D = (2,0), E =

(5,0) e F = (9,0) séo as projegbes dos pontos B, A e C, respectivamente, sobre a

abscissa.

Calculando cada &rea separadamente:

Auppr = @ .(5—-2) = 53=15u?

7+1
AAEFC:( 5 ).(9—5): 4.4=16u2

Apprc = % (9-2)=27=14u2

Portanto, a area do triangulo ABC é,

Agpe =15 + 16— 14 = 17u2
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O teorema abaixo nos fornece uma expressdo geral para calcular a area de um
triangulo dados seus trés pontos no plano cartesiano A = (x1,¥1), B = (x2,¥,) €
C = (x3,¥3).

Teorema 2.5: Dados os pontos A = (x;,)1), B = (x,,¥5,) € C = (x3,y3) nao
colineares num plano cartesiano, entdo a area S do triangulo ABC é dada pela
expressao,

S = [y1X3+Y2X1 +Y3X2=Y3X1=Y1X2—Y2X3l
5 .

Demonstracao:

Para provar este teorema, tomemos as projecdes E = (x1,0), F = (x,,0) e
G = (x3,0) de A, B e C, respectivamente, sobre o0 eixo x ( ver Figura 2.12). Seja S; a

area do trapézio ACGE, S, a area do trapézio ABFE , S; a area do trapézio BCGF e a

area do triangulo ABC. Logo, S = S;— S, - S3.

Figura 2.12: Triangulo ABC com suas projectes

Calculando as areas separadas de cada trapézio temos:

S = (y3+y1).(x3=%1) _ Y3X3—y3X1+Y1X3=Y1X1
1= = )
2 2

S, = (r2+y1)-(x2=%1) _ Y2X2=Y2X1+Y1X2—Y1%1
2 - - ]
2 2

S, = (y3+y2).(x3=%2) _ Y3X3—Y3X2+Y2X3=Y2X2
3 - - .
2 2

Como S = §;-S,- 53, entéo

S = (y3x3—y3x1+y1x3—y1x1) _ (Ysz—YZx1+Y1xz—Y1x1) _ (Y3x3—Y3xz+YZx3—Ysz)
2 2 2 )
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Logo

S = (y1x3+y2x1 +y3x2—y3x1—y1x2—y2x3)

> .
Observe que a expressdo acima pode assumir valores negativos ou positivos
conforme a posigédo dos pontos A4, B e C, uma vez que as coordenadas de A, Be C
podem ser positivas ou negativas; o que nos leva a seis possibilidades diferentes de
obtermos a area, diferindo apenas no sinal. Assim, devemos tomar o modulo desta

expressdo para obter a area do tridngulo. Portanto,

S = [y1X3+Y2X1 +Y3X2=Y3X1=Y1X2—Y2X3|
2

Observe ainda que em cada um dos seis casos citados acima a demonstracdo é

anéloga ao caso que fizemos.
Concluindo assim a prova.

Uma forma pratica de calcular a expressé@o acima é através do dispositivo na Figura
2.13:

i
- ™1 .
> o
T e e
o . S
Ko . T . e
C = ,.’ -
L= By el
. R ~a.- N
3 '_'.'»."3 \ -+
o T ’ -
S 'N(IA +
L
-e

Figura 2.13 — Dispositivo pratico para calcular area de triangulos com
coordenadas no plano cartesiano.

Observe que as coordenadas do ponto A sdo repetidas na Ultima linha do
dispositivo. Além disso, adotamos que os trés produtos indicados com a seta para
cima s&o positivos e 0s outros produtos negativos.

Denotando por € a soma dos produtos obtidos atravéz do dispositivo com o0s

respectivos sinais, segue que a area S do triangulo ABC é dada por:
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s=4
2

Vamos aplicar este dispositivo para calcular a area do triangulo no exemplo a seguir.
Exemplo 2.10: Considere o triangulo ABC da Figura 2.14, cujos vértices séo
A=(12),B =24 e C=(@41.

™ 8

s 2
1 .
. 4(0—2
L 1 -
a
C = S ol
- =+ 7
- 4 T
2 e +1
1 2 \+16
S+4

Figura 2.14 — Calculo da area do triangulo ABC pelo dispositivo pratico.

Logo, pelo dispositivo pratico, concluimos que a area S do triangulo ABC é,

s=1 350

=5 =S uz.
E assim encerramos a segunda parte de nossos estudos sobre areas de figuras
planas triangulares. A terceira parte que veremos a seguir € dedicada a areas de
figuras planas regulares, ou seja, figuras planas com todos os lados de iguais

medidas.
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3- Areas de Poligonos Regulares

A palavra "poligono" advém do grego e quer dizer muitos (poly) e angulos (gon).

Veremos a seguir detalhadamente um pouco mais sobre areas de poligonos.
Aula 1: Definindo Poligonos Regulares

Como j& definido no Capitulol na geometria, um poligono é uma figura plana
limitada por uma linha poligonal fechada, ou seja, uma figura limitada por linhas
retas. A estas linhas retas chamamos lados do poligono.

A B

E D
Figura 3.1 — Poligono ABCDEF
A Figura 3.1 é um poligono com 6 lados, conhecido como hexagono. Seus lados séo
0s segmentos de retas AB, BC, CD, DE, EF e FA, AB,C,D,E e F sdo chamados de

vértices.

Observe que ja tratamos das areas de alguns poligonos neste trabalho, como por

exemplo, tridngulos e quatrilateros.

Definicdo 3.2: Dizemos que um poligono é regular, quando todos os seus lados e

todos os seus angulos tém as mesmas medidas.

Figura 3.2 — Poligono Regular ABCDEFGH decomposto em 6 triangulos.
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Exemplo 3.1: Na Figura 3.2 temos um poligono regular ABCDEFGH com 8 lados e
8 angulos todos de iguais medidas. Este poligono € conhecido como octégono
regular. Se a poligonal ABCDEFGH tem comprimento de 20 u, ou seja, 0 perimetro

deste octdgono regular é de 20 u, entdo cada um de seus lados mede,
20
a=—= 2,5u.

Para calcular a medida de cada um de seus angulos internos, basta observar que
este octbgono pode ser decomposto em 6 triangulos e que a soma dos angulos
internos destes triAngulos é a soma dos angulos internos do octégono. Como a
soma dos angulos internos de cada tridngulo € 180° e o octdégono é regular, entdo

temos que a medida de cada um de seus angulos internos €,

__ 6x180°

= 135°.

S;

Ja sabemos calcular a area dos dois primeiros poligonos regulares, o tridngulo
equilatero e o quadrado. Mas como proceder para calcular a &rea de um pentdgono
(5 lados), hexagono (6 lados), heptagono (7 lados),..., n-a4gono ( n lados), todos
regulares? As respostas para estas perguntas estdo nas proximas aulas desta

terceira parte de nossos estudos e comecaremos pelo pentagono regular.
Aula 2. Area de um Pentagono Regular

Um pentagono regular € um poligono com cinco lados iguais e cinco vértices.

Uma curiosidade sobre o pentagono regular € que a razao entre o comprimento de
seus lados e o comprimento de suas diagonais € um nUmero irracional conhecido
como numero de ouro, ou numero magico, representado pela letra grega ¢ (Phi). O
ndamero de ouro tem um valor aproximado de ¢ = 1,618. Essa razdo é conhecida

como razédo aurea.

Figura 3.3 — No pentagono regular ABCDE, a razdo AB/AD é o
namero de ouro.
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Comecemos entdo o raciocinio para calcular a area do pentagono regular.

Exemplo 3.2: Sejam ABCDE um pentagono regular de lados medindo a e F um
ponto interior a este pentdgono equidistante de seus cinco vértices, conforme Figura
3.4. Dizemos que F é o centro da circunferéncia que passa por seus cinco vertices,
ou que a circunscreve, ou simplesmente, que F é o ponto central do pentdgono.
Assim, o angulo AFB, chamado angulo central, é um quinto de um angulo de volta

inteira (360°), logo,

AFB = 7.360° = 72°.
Agora observe o triangulo AEF. Ele é isGsceles, pois AF = EF.Logose FG = héa
altura de AEF, também conhecido como apétema do pentagono, entdo G é ponto
médio de AE, dai AG = a/2. Por outro lado, AFE = AFB = 72°. Dai como AFE é

isosceles, entdo,

Figura 3.4 — O pentagono ABCDE é decomposto em 5 triangulos
isdsceles e congruentes.

Finalmente, observe que

h

tg(54°) = —

= h="tg(54°),

e que a area A do pentagono é cinco vezes a area A, do triangulo AEF, logo

h _5 o
As =54, = 5.“7 = Ea(%tg(54 )).
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Portanto

5
Ag = Zaztg(54°).

Que é a formula para calcular a area de qualquer pentadgono regular de lados a.

Repare também que o raio do circulo que circunscreve o pentagono € AF que pode

ser calculado por,

0y _ a/2 _
cos(54°) = i—F = AF = —zcosa(54°)'

Essa ultima relagdo é bastante Util. Vejamos a seguinte situagdo, onde temos um

pentagono regular inscrito dentro de circulo.

Exemplo 3.3: O pentagono regular da Figura 3.5 é tal que seus vértices estdo sobre

um circulo de raio 1 u. Queremos calcular sua area.

D C
Figura 3.5 — Um pentagono regular inscrito

Para isto, repare que no exemplo anterior temos a relacgéo,

-
AF = 2 cos(54°)°

Como o raio AF do circulo mede 1u,

a

1= m = a = 2c0s (54°)u

Também do exemplo anterior, temos que a area de um pentagono regular é dada

por,
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5
4

As a’tg(54°).

Substituindo o valor de a temos,
5 5 5
Ag = 1 (2cos(54°))?tg(54°) = 5003(54°) sen(54°) ~ > x 0,5878 x 0,8090

Logo, a area desse pentagono € Ag = 1,19 u2.

Exemplo 3.4: Agora, vamos supor que um circulo de raio 1u, tangencie o
pentagono interiormente, ou seja, o circulo esta inscrito no pentagono. Qual é a area

deste pentagono agora?

Figura 3.6 —Um circulo inscrito num
pentagono regular.

Esta situacdo pode ser vista na Figura 3.6 e neste caso o ap6tema do pentadgono

mede h = 1u, logo, pela equagéao deduzida no Exemplo 3.2,
h= %tg(54°).

Substituindo h, encontramos a medida a de cada um dos lados do pentagono,

2
tg(54°)

1="tg(54°) = a=

Substituindo na formula para &rea de pentagono regular,

2
tg(54°)

5 s
2tg(54°) | 2x1,3764

As =2 ( )2t g(54°) = ~ 1,82 u2.
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Aula 3. Area de um Hexagono Regular

Um hexagono regular € um poligono de seis lados e seis angulos internos, todos
iguais.

Um fato interessante € a forma hexagonal que as abelhas déao aos favos. As abelhas
quando fabricam o mel precisam guarda-lo em compartimentos individuais de tal
maneira que formem um mosaico sem lacunas, ja que tém que aproveitar ao

maximo o espaco.

Figura 3.7 — As abelhas guardam seu mel em compartimentos hexagonais.

Tais moséicos s6 podem ser feitos utilizando triangulos, quadrados e hexagonos.
Por que as abelhas terdo escolhido os hexagonos, se estes sdo mais dificeis de
construir? Este é um problema isoperimétrico (de igual perimetro). Papus (Papus de
Alejandria, matemético grego que viveu do ano 284 ao 305) demonstrou que, entre
todos os poligonos regulares com 0 mesmo perimetro, tem maior area, aquele que
tiver o maior nimero de lados. Por este motivo, as abelhas constroem os favos de
forma hexagonal, uma vez que, gastando a mesma quantidade de cera, conseguem

uma maior superficie para guardar o mel.

Mas como calcular a area de um hexagono regular? Aprenderemos agora neste

proximo exemplo.

Exemplo 3.5: Para medir a area de um hexagono regular basta perceber que este
pode ser decomposto em seis triangulos equilateros.

De fato, seja ABCDEF o hexagono regular da Figura 3.8 cujos lados medem a e O
um ponto interior a este que equidista de seus vértices. Observe que no triangulo
ABO o angulo,
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= 1

AOB = g.360° = 60°.

Observe também que, como A0 = BO entdo ABO ¢ isésceles e, portanto

——  180°-60°

OAB = OBA T = 60°.

Do qual podemos concluir que ABO é um tridngulo equilatero e, portanto sua area

Az, como ja vimos no Exemplo 1.7,

Figura 3.8 — O hexagono regular é decomposto em seis triangulos equilateros.

Portanto, a area As do hexagono regular é

Ag=6.4;=6.""=252y3,

O que é uma férmula geral para calcular a &rea de qualquer hexagono regular de

lados a.

E relevante observar que, se um circulo circunscreve um hexagono regular, entéo

seu raio tem a mesma medida dos lados deste poligono, ver Figura 3.9.

—— D

Figura 3.9 — O lado de um hexagono regular inscrito num circulo tem mesmo comprimento que o raio deste
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Exemplo 3.6: A area As do hexagono regular da Figura 3.9 circunscrito pelo circulo

de raio 1 u é,
3 3
A6=§a2\/§=§><12><\/§

:@uZ

Ag >

Outro exemplo a considerar é quando o circulo de raio 1u esta inscrito no hexagono.
Como o seu raio coincide com o apétema h deste poligono, que é a altura do
triangulo equilatero de lados iguais aos lados do hexagono, que ja foi calculado no

Exemplo 1.7 é dado por,

Figura 3.10 — O apdtema do circulo inscrito num hexagono regular coincide
com o raio deste circulo.

Logo,

hzgxfﬁzlzgﬁ

5 .

Assim, a medida de cada lado desse hexagono é a = %

Portanto, a area As do hexadgono ABCDEF cujo circulo de raio 1 u esta inscrito em

seu interior é,
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— 323 =3x(2) _ 6 _
Ae=2a33=2x(2) xV3 = z=2V3uw2

O proximo exemplo traz uma situacdo do dia a dia, na qual precisamos usar

conhecimentos sobre area de hexagonos regulares.

Exemplo 3.7: A Figura 3.11 mostra a planta baixa de um terreno que tem a forma de
um retdngulo de lados medindo 30 m por 25 m. Neste terreno sera construida uma
piscina, também retangular, de dimensdes 22 m por 20 m. O contorno desta piscina
serd calcado com pedras de cimento de formato hexagonal e regular de lados
medindo 12 cm. Quantas pedras no minimo serao necessarias para realizar este
trabalho?

22m
30m

Piscina 25m |20 m

-

Figura 3.11: Planta baixa da construgdo de uma piscina.
A area A que seré calgcada € a area do terreno menos a area da piscina, ou seja,
A, =30x%25—-22x 20 =750 — 440 = 310 m2.

Por outro lado, a area de cada pedra hexagonal de lados 12 cm é dada pela
equacao,

3.2 _3 122
A6_2a\/§_2x(1oo) * V3,

Ag = 2% _\[3ma.

= 10000
Portanto, a quantidade de pedras necessarias para calcar a borda da piscina €,

Le — #mzz ~ 8286 pedras.

46 10000\/§m
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Aula 4. Area de um Poligono Regular com n Lados (n-agono)

Vamos agora, de modo geral, encontrar uma expresséo que relacione a area de um
poligono regular qualquer de n lados com a medida a de cada um de seus lados. O

proximo teorema enuncia uma férmula geral para area de qualquer poligono regular.

Teorema 3.1: A éarea A, de um poligono regular de n lados e com cada lado

medindo a é dada pela expresséo,

Ay =1 g (202

n

Demonstracao:

De fato, seja A1A2As...An um poligono regular com n lados, ou seja, um n-agono,

como na Figura 3.12.

A1 A2

A(n-1) ° A4

Figura 3.12 — Poligono regular com n lados (n-agono).

Note que o poligono regular da Figura 3.12 pode ser decomposto em n tridangulos de
base “a” isésceles e congruentes, sendo um dos vértices em O, 0 centro da
circunferéncia circunscrita, e cuja altura h € o ap6tema. Deste modo, a area A4,, deste

poligono regular € dada por:
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O apo6tema h do poligono pode ser calculado pela tangente do angulo g da seguinte
forma:

h .
tg() == = h=290

Para descobrir o valor do angulo g basta perceber que o angulo central « é tal que

__360°

1
n

e dai,
360°

_180°—a 180°——— 180°n— 360°
2 2 2.n '

Portanto, a &rea A,, de um poligono regular com n lados é escrita em funcéo de n e

da medida a de cada lado pela expresséo,

a.tg(180°.n—360°)
a.tg(B) a. +
a'( 2 ) — _ na? 180°n—360°
2 2 4 2.n !

A, =n. =n
concluindo assim a prova do teorema.

Exemplo 3.8: Observe que se fizermos n = 6 (hexagono regular), teremos:

6a? 180° x 6 — 360° 3 3
Ag = 7 .tg( %6 >=§a2t9(60°)=§a2.\/§,

que é justamente o resultado que encontramos na aula anterior.

Vamos agora, resolver alguns exemplos aplicando os resultados obtidos na

demonstragéo do Teorema 3.1.

Exemplo 3.9: Se eu dobrasse o numero de lados de um poligono regular mantendo

a medida de seu lado, a sua area dobraria?

A reposta é ndo. Como contra exemplo, vamos considerar a area de um poligono
regular de 12 lados, o dodecagono regular, e comparar com a area do hexagono

regular.

Seja A,, a area do dodecégono regular. Assim, pelo Teorema 3.1 temos,
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12a? 180°%12—-360°
A =2 g(

4 2x12

) = 3a?tg(75°), e

sen(75°)  sen(30°+45°)  sen(30°).cos(45°) + sen(45°).cos(30°)

tg(75°) = cos(75°)  cos(30° + 45°)  cos(30°).cos(45°) — sen(30°). sen(45°)
tg(75°) =2 ++/3,
Logo Ay, = 3a%(2+V3) =~ 11,202,

Como j& sabemos da aula 3 desta 32 parte, a area A, do hexagono regular €,

3
Ag = EaZ.\/_ ~ 2,6a2.

Comparando as areas de cada poligono, vemos claramente que a resposta é n&o.

Exemplo 3.10: E o que aconteceria com a é&rea, se dobrassemos o tamanho de

cada lado a de um poligono regular mantendo constante o niumero n de lados?

Para responder a essa pergunta, seja A, a area de um poligono regular qualquer
cujos lados medem a e A,, a area do poligono com mesmo nimero de lados, mas

com a medida de cada lado dobrada. Agora basta verificar a razao

az _ 1

n.a? (180°.n—360°)
Ag _ 4 2n —

4,  n(ay,  (180°n—360°\ ~ 42 4
2a 4 .tg( 2.n )

Portanto, dobrando a medida de cada lado do poligono regular, sua area é

quadruplicada.
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4- Areas de Poligonos N&o Regulares

O calculo de é&reas de figuras planas desempenha um papel fundamental nos mais
diversos ramos da Matematica e em muitas aplicagbes a outros ramos do

conhecimento.

Quando tais figuras planas sédo poligonos regulares ndo € tdo dificil calcular sua
area, como ja aprendemos nas aulas anteriores, em contrapartida se torna um tanto
complicado quando estas figuras sdo poligonos com muitos lados e nédo regulares.
Observo que neste capitulo boa parte do seu contexto foi tomada como referéncia o
Trabalho de Conclusdo de Curso “Teorema de Pick : uma nova abordagem sobre areas
de figuras para o ensino basico / Fabricio Oliveira Souza. — 2013. ” da UFES/PROFMAT.

Aula 1. Conhecendo a Férmula de Pick

A férmula de Pick é um resultado do final do século passado e d& um critério
interessante para o calculo de &rea de poligonos, regulares ou ndo, com vértices

sobre uma malha.

Definicdo 4.1: Uma malha € um conjunto de pontos no plano cartesiano cujas

coordenadas s@o numeros inteiros (positivos, negativos ou nulos).

Na Figura 4.1 temos uma malha. Note que cada ponto (x,y) desta malha é tal que x

e y sdo numeros inteiros.

Figura 4.1 — Uma malha.

No exemplo a seguir temos uma situagdo onde precisamos calcular a area de um

poligono ndo regular cujos vértices estdo sobre uma malha.
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Exemplo 4.1: Na Figura 4.2 temos um pentagono ndo regular ABCDE cujos vértices

sdo pontos de uma malha. Como calcular a &rea deste pentagono?

Figura 4.2 — Pentagono nao regular ABCDE com vértices sobre uma malha.

Uma solugéo seria completar esta figura de modo que ela forme um reténgulo, co na
Figura 4.3.

L F AL E
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e T S e 1
|| TR
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Lo oL e
SRS R S S R S 5 S -
. B T T e S
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- S i

- S

Figura 4.3 — Completando o pentagono de modo que este forme um retangulo.

Agora observe que, a area do retangulo EFGH é a soma das areas dos triangulos
EFA e ABG com a éarea do trapézio DCBH mais a area do pentagono ABCDE, ou

seja,

Agren = Agra + Aape + Apcen + Aagcpe-

Calculando estas areas, temos que,

3x5 4x3
+——+ =% (3+2)+ Aupcpr

1x5=— 2 "2




65

35 = 7,5 + 6 + 5 +AABCDE
AABCDE = 35 - 7,5 - 6 —5= 16,5 u2,
Este ndo é o método mais eficiente, mas resolveu nosso problema.

Georg Alexander Pick (1859 — 1942) desenvolveu um teorema em 1899 que permite
calcular a area de um poligono simples sobreposto a uma malha quadriculada,
relacionando somente os nés localizados nas arestas deste poligono e o niumero de
nds internos a ele. Um no é definido pela interseccdo de duas retas da malha. Um
poligono simples é aquele que ndo possui buracos no seu interior, nem interseccdes

com suas arestas.

Teorema 4.1: (Teorema de Pick) Seja P um poligono qualquer sobre uma malha,
de modo que os vértices do poligono sejam pontos da malha. Seja B o numero de
pontos da malha sobre as arestas deste poligono e I o numero de pontos da malha

internos ao poligono. A area A do poligono P sera dada por:

A:§B+1—1.

Provaremos este teorema na proxima aula, até la, vamos apenas usar este resultado

em alguns exemplos.

Exemplo 4.2: Vamos calcular novamente a area do pentdgono ABCDE do Exemplo

4.1, agora usando a formula de Pick.

Na Figura 4.2 temos 9 pontos da malha sobre as arestas e 13 pontos desta malha

internos a este pentadgono. Logo, na formula de Pick, fazemos B =9 e[ =13,

A:§x9+13—1:16,5u2.

Conferindo com a area calculada no Exemplo 4.1.

Exemplo 4.3: Vamos agora calcular a &rea do heptagono néo regular da Figura 4.4
usando a férmula de Pick.

Observe que h& 30 pontos da malha no interior e 14 pontos da malha sobre as
arestas deste poligono, logo/ = 30e B = 14.



Figura 4.4 — Heptagono nao regular com vértices sobre pontos de uma malha.

Portanto, a area A do heptagono €,
A= B+I1-1=2.14+30—-1,
Logo
A =36 u2
Para terminar esta aula, vamos resolver mais um exemplo.

Exemplo 4.4: Vamos calcular a area da “ESTRELA” da Figura 4.5.

Figura 4.5: Area da estrela.
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Podemos contar 16 pontos sobre a borda desta estrela e 17 pontos em seu interior,
logo, pela formula de Pick, fazendo B = 16 eI = 17, temos que a area da estrela

é,
1 1
A:EB+I—1:E].6+17—1,
O que implica que
A =24u2,

Aula 2. Demonstrando a F6rmula de Pick

Nesta aula vamos demonstrar o Teorema 4.1, mas antes, para fixarmos a idéia,

vamos comegar calculando a &rea de um poligono sem o uso da formula de Pick.
Primeiro, vamos entender o que € um Tridngulo Fundamental.

Definicdo 4.2: Triangulo Fundamental € um triangulo retdngulo e isosceles de

catetos medindo 1 unidade, como na Figura 4.6.

Figura 4.6 — Triangulo Fundamental

Uma forma para encontrarmos a area do poligono da Figura 4.7, € observar que o

poligono € composto por 24 triangulos fundamentais. Como a &rea de cada tridngulo

.1 . . .
fundamental é > aarea do poligono &,

A:24x§:12u2.

Uma forma de obter o nimero de triangulos fundamentais contidos no poligono, é

somar todos os angulos internos deste poligono cujos vértices sdo pontos sobre
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suas arestas com todos os angulos de 360° cujos vértices sdo pontos internos a este
poligono. Assim, teremos que esta soma é igual a 180° vezes o numero de

triangulos fundamentais que cabem em seu interior.

Figura 4.7

Por exemplo, observe que o poligono da Figura 4.7 tem 11 lados e, portanto, a soma

S; de seus angulos internos &€,
S; = (11— 2).180° = 1620°.

Além disso, temos mais trés pontos nas arestas deste poligono cujos angulos com
vértices nestes sédo de 180°, logo, a soma Sz dos angulos com vértices em pontos

sobre as arestas deste poligono €,
Sp =1620° + 3.180° = 2160°.

Finalmente, repare que temos seis pontos no interior deste poligono e que o angulo
com vértices nestes € de 360°, logo, a soma S; dos angulos com vértices em pontos

no interior deste poligono €&,
S; = 6.360° = 2160°.

Portanto, a soma S dos angulos internos dos triangulos fundamentais contidos neste

poligono é,

S =S+, =2160° + 2160° = 4320°.
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Como a soma dos angulos internos de cada triangulo € 180°, entdo o nimero T de

triangulos contidos neste poligono €,

_4320°
180°

T

= 24 triangulos.

Assim, a area do poligono é

Ap = 12 U2

E com base nesta idéia apresentada que faremos a prova do Teorema 4.1.

Prova do Teorema 4.1:

Sejam B o numero de pontos da malha sobre as arestas do poligono, B’ 0 numero
de pontos da malha que séo vértices do poligono e B” o niumero de pontos da malha

sobre as arestas que ndo séo vértices deste poligono, assim
B = B+ B”.

Contudo, a soma S dos angulos com vértices nos pontos sobre as arestas do

poligono é,
S=(B'—2)x180°+ B"x180°,
S=(B'+B" — 2) x 180°,
S=(B—2)x180°

Seja agora I o numero de pontos internos ao poligono. Sendo assim, a soma S’ dos

angulos com vértices nestes pontos é,
S"=1x360°

Sendo T o numero de Triangulos Fundamentais contidos neste poligono e sabendo

que a soma dos angulos internos de um triangulo qualquer é 180°, segue que,
Tx180°=S+S’,

T %< 180° = (B — 2) x 180° + I x 360°,
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T=B-2+2x].

. A 1 . .
Como a éarea de cada Triangulo Fundamental é pt concluimos que a area A do
poligono é,

Az%Tz%x(B—2+2x1)

A= B+I1-1.
Concluindo assim a prova do teorema.
Aula 3. Aproximando a Area de um Circulo

O teorema de Pick pode ser utilizado para dar uma aproximacdo da area de uma
figura plana ndo necessariamente poligonal em associagdo ou ndo com a nocao de
escala ampliando as aplicagdes do mesmo. E claro que neste caso a aproximacio é
tdo boa quanto menor for a célula da malha. Neste contexto, podemos entéo,
aproximar a area de um circulo, e esta sera tdo proxima da area real quanto menor

for a distancia entre os pontos da malha.

Exemplo 4.5: O circulo da Figura 4.8 tem raio 1u, que € a distancia entre os pontos
adjacentes da malha, e sua &rea A certamente € maior que 2u2 e menor que 4u2,
para que vocé entenda isso, basta contar os triangulos fundamentais que cabem

dentro do circulo,

2u2 < A < 4u2

Figura 4.8 — Aproximando a area do circulo por um quadrado.
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.. . N . 1
Vamos agora diminuir a distancia entre os pontos da malha para U € permanecer

com o raio do circulo em 1u, como na Figura 4.9.

A area do circulo agora sera aproximada pela area do poligono nao regular de oito
lados hachurada.

Figura 4.9 — Aproximando a area do circulo por um octdégono nao regular.
Observe gue a nossa unidade de area agora e

2= (1\2=1

u (3) 9

Usando a Formula de Pick, com B = 16 e I = 21, temos que a area A deste
poligono é,

A:§(§B+1—1):§G.16+21—1),

A= %.28 u? =~ 3,11u2.

Como vimos no exemplo anterior esta area é maior que 2u2 e menor que 4u2.

Ja percebemos que, quanto menor a distancia entre os pontos da malha onde esta o
circulo melhor serd a aproximacéo de sua area que é aproximadamente 3,141593.
Neste proximo exemplo vamos calcular, por aproximagdo, a area deste mesmo
circulo dos exemplos anteriores usando agora a distancia entre os pontos da malha

1
de —.
10

Exemplo 4.7: Na Figura 4.10 temos uma poligonal ndo regular de 32 lados cuja area

€ bem proxima da area do circulo de raio 1u.

[
mhede s b
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[
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Figura 4.10 — Area do circulo aproximada um poligono ndo regular de 32 lados.

Observe que sobre seu perimetro temos 32 pontos e no seu interior temos
299 pontos da malha, dai podemos de forma anéloga ao exemplo anterior, obtermos

que,

A= x314u2 = 3142
100

Percebemos que o valor da area do circulo vai se aproximando cada vez mais de
seu valor real. Poderiamos continuar com uma quantidade de pontos cada vez maior
para melhor aproximagao, no entanto as ferramentas que dispomos séo totalmente
manuais, gerando um trabalho enorme. Mas vejam que é natural que quando a
guantidade de pontos tende ao infinito, o valor aproximado da area do circulo tende
ao seu valor real, que, como veremos agora nesta Ultima parte de nossos estudos, é

0 ndmero 7 (pi) que pertence aos nUmeros irracionais.
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5- A Area do Circulo

A circunferéncia possui caracteristicas ndo comumente encontradas em outras
figuras planas, como o fato de ser a Unica figura plana que pode ser rodada em
torno de um ponto sem modificar sua posicdo aparente. E também a Gnica figura
que € simétrica em relacdo a um numero infinito de eixos de simetria. A
circunferéncia é importante em praticamente todas as areas do conhecimento como
nas Engenharias, Matematica, Fisica, Quimica, Biologia, Arquitetura, Astronomia,

Artes e também é muito utilizada na indUstria e no nosso dia a dia.
Aula 1. O Numero pi e a Circunferéncia

Defini¢céo 5.1: Circunferéncia é o lugar geométrico de todos os pontos de um plano

gue equidistam de um ponto fixo denominado centro da circunferéncia.

Como todas as circunferéncias sdo semelhantes entre si, concluiu-se que a razdo
entre os comprimentos de qualquer circunferéncia pelo seu respectivo didmetro sera

sempre uma mesma constante.

Diametro
o)




Figura 5.1 — A razdo entre o comprimento da circunferéncia e o

diametro do circulo é sempre constante.
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Ou seja, sendo C o comprimento da circunferéncia e D a medida do seu diametro,

entao,

c
> = constante.

Uma aproximacao para essa importante constante foi encontrada pelo mateméatico

grego Arquimedes de Siracura (287 a.C. — 212 a.C.). Ele mostrou que o valor da

razao entre o diametro e o comprimento da circunferéncia estava entre 3 + 10/71 e

3+ 1/7. Por convencdo, afim de facilitar os célculos, representou-se essa constante

pela letra do alfabeto grego m (pi). Assim, convencionou que m =~ 3,14 para a

maioria dos célculos simples. Uma boa parte das calculadoras cientificas de 8

digitos aproxima m por 3,1415927.

Podemos aproximar o valor de m pelo valor limite da razdo entre o perimetro de

poligonos regulares inscritos e circunscritos no circulo de raio 1 pelo didmetro deste

circulo, quando o nimero de lados desse cresce arbitrariamente:

perimetro do poligono circunscrito

Numero de ladosPerimetro do poligono Perimetro do poligono
inscrito dividido por 2r|circunscrito dividido por 2r

do poligono
6
12
24
48
96
192
256

2r

3,00000
3,10582
3,13262
3,13935
3,14103
3,14145
3,14151

> >

perimetro do poligono inscrito

2r

3,46411
3,21540
3,15967
3,14609
3,14272
3,14188
3,14175
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512 3,14157 3,14163
1024 3,14159 3,14160

Figura 5.2 — Tabela de aproximag&o do valor de pi.

Observe na Tabela 5.1 que quanto maior o nimero de lados de cada poligono mais
digitos decimais coincidem com o ndmero pi, tanto para os poligonos inscritos como
para os circunscritos. Com um poligono de 1024 lados, praticamente temos 4

algarismos exatos depois da virgula.

Aula 2. Deduzindo a Area do Circulo

Imagine agora, uma sequéncia de poligonos regulares com n lados, com n=3, 4,
5,..., onde todos esses poligonos estdo em um circulo de raio R fixo. Observe que
conforme o ndmero de lados do poligono aumenta, mais a area do poligono se

aproxima da area do circulo (ver Figura 5.3).

(4]
=S
I
-y
\*

n=3 n=4 n=

Figura 5.3 — Varios poligonos regulares inscritos na circunferéncia.

Nestas condi¢des, podemos dizer que para n suficientemente grande, a apétema do
poligono h é tdo proxima ao raio do circulo R quanto quisermos e 0 mesmo

podemos dizer para os perimetros do poligono e do circulo.

Assim, denotando o perimetro do circulo por P., temos que

A P; = 27R.
2R

T . e .. - ~ P.h
Com base nessas idéias intuitivas de limite e utilizando a relagéo 4,, = - podemos

dizer que a &rea do circulo € o limite de 4,,, quando n tende ao infinito, ou seja, a

area do circulo A, é dada por
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PR _2.mR?
cT 2 2

= 1. R2.

Como este trabalho € voltado para alunos e professores do Ensino Fundamental e
Médio, ndo iremos apresentar uma definicdo precisa de limite para demonstrar
formalmente o resultado obtido acima, mas o leitor podera obter uma demonstracao
rigorosa deste fato em textos de um nivel mais amplo, por exemplo, no
(http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=17717). Temos

neste portal uma aula muito interessante mostrando tal fato.

Exemplo 3.11: Para encerrar esta aula, vamos calcular a area de um poligono
regular de 24 lados inscrito em um circulo de raio 1u. Para isso, observe a Figura
3.12efacan = 24 e 0A, = 1u. Assim,

_ 360° __

a==—-= 15°,
e consequentemente,
p =21 — g5,
Agora repare que,
cos(B) = % = a = 2cos(p),

Substituindo estes resultados na expresséo do Teorema 3.1, temos

_ 24x(2c0s(B))? 180°%24-360°
Aze = 4 .tg( 2%24 )’

Isto é,

Agy = 2025 1482 5°) ~ 3,10583 u2,

4

Procedendo de modo analogo, encontramos as areas dos poligonos regulares de 50

e 125 lados, inscritos em um circulo de raio 1u, que séo dadas, respectivamente por
Ay = 3,13333 e A,,5 = 3,14027.

Note que conforme aumentamos a quantidade de lados do poligono, mais nos

aproximamos da area do circulo que é dada por
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A, = m.R?> =m ~ 3,14159.
Aula 3. Area do Setor Circular

Nesta aula falaremos de um problema que é bastante comum entre os de &reas de

regides circulares. Este problema envolve uma regido conhecida como setor circular.

Exemplo 5.3: A Figura 5.4 mostra uma praga que possui o formato circular com raio
OA medindo 20 metros e esta dividida em duas regides. A regido maior do circulo é
um setor circular, e serd plantada grama e a regido menor que também €, outro
setor circular de abertura 50° sera cimentada. O angulo A0B = 50° e é chamado de
angulo central do setor circular. Quantos metros quadrados de grama sao
necessarios para preencher a parte maior dessa praga? E quantos metros cubicos
de cimento serdo gastos na regido menor, se a espessura da calgada sera de 5

centimetros?

Iniciaremos calculando a &rea total A desta praca sabendo que seu raio r € de 20 m,

Figura 5.4 — A regido OAB é um setor circular.

A=mr?%=m20%
Logo
A = 400. . m2.

Vamos agora, calcular o percentual de area que sera cimentada. Sabemos que uma
volta completa no centro do circulo corresponde a 360°. Como a parte cimentada

corresponde a 50°, entdo esta fracdo de area A, é de,
Cc
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_50° , _ 5
360° 36

C

Assim,

5 5007
< 4001 = ~ m2.

3

Ac =

Portanto, a &rea gramada A, seré de,

5007 __ 31007

AGZA—AC=4OO7T—T— a— 1082,1 m?.

Para calcular o volume V de cimento que sera gasto para cal¢car a regido cinza,

basta multiplicar sua area superficial A; por sua espessura e que € de 5 cm:

5007 25m
%4 :AC Xe= T0,0S = T ~ 8,727 m3.

Portanto, vamos precisar de 1082,1 m? de grama para a regido verde e 8,727 m3 de

cimento para calgar a regido cinza.

De modo geral, quando o angulo central € a, temos que a &area do setor circular é

dada por,

Aula 4. Area da Coroa Circular

Nosso préximo problema envolve uma situagdo diferente. Vamos aprender a calcular

a area de uma regiéao circular chamada coroa circular.

Exemplo 5.4: A Figura 5.5 representa um jardim circular com 6 m de raio. A
regido mais clara, chamada coroa circular, representa metade da area total que foi
removida para reduzir as despesas. Esta coroa é uma borda que foi cortada de

largura uniforme x em toda a sua volta. Qual é a largura desta borda?
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Figura 5.5 — A regido circular de espessura x € uma coroa circular.

Para resolver este problema, note que a area desta coroa circular € o resultado da
subtrac@o das &reas do circulo maior (externo), de raio 6 m, pelo circulo menor

(interno), de raio (6 — x) m.

Sendo assim, seja A a area do circulo externo e A, a &rea do circulo interno. Se Ag

é a area da coroa circular, entéo,
Ag=Ag — A; =m.6% — 1. (6 — x)?,
Ag = 36m — (36 — 12x + x2),
Ag = m(12x — x?).

Como a area da coroa circular € metade da area do circulo maior,

=4
A ="E,
w(12x — x?) = %,
12x —x? =18,

logo
x2—12x+ 18 =0.

que € uma equacdo do 2° grau e pode ser resolvida facilmente pela conhecida

“Formula de Bhaskara”. Resolvendo a equacado temos que,

—(~12)2{(“12)=ax1x18
X = (-12)%,/(~12)2—4x1x18

2x1

de onde sai que,
x=6-3V2 ou x =6+3V2
Como 6 + 3v/2 > 6 ento a solucdo deste problema &,

x=6-3/2~176m.
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Portanto a largura da coroa circular deve ser aproximadamente de 1 m e 76 cm.

De modo geral, a &rea A de uma coroa circular cujo circulo externo tem raio R e o

circulo interno tem raio r é dada por,
A = Agxr — Ay,
A = R? — nr?,
A =n(R2—12).
Aula 5. Area da Regido Circular Limitada por uma Corda

Definicdo 5.2: Uma corda € um segmento de reta contida num circulo que

une dois pontos distintos de sua circunferéncia.

Exemplo 5.5: Em um circulo de (centro O), foi feito um corte por uma corda AB de
tal modo que o angulo AOB = a (ver Figura 5.6). Vamos encontrar a area interior ao
circulo que esta acima da corda AB em fungé@o do angulo central a e do raio AO do

circulo. A

Figura 5.6 — A drea mais escura é a area do setor AB menos a area do triangulo OAB.

A area da regido mais escura acima da corda AB é dada pela subtracdo entre a area
do setor circular AOB de angulo central a e a area do tridngulo is6scele AOB.

A area A do setor é calculada por,

a
360°

(m x 04?).

As =

A area A, do tridangulo AOB, como j& foi visto anteriormente, € dada por,

__ 0Ax0Bxsen(a)

Ar .
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__ 0A2xsen(a)

Ar = 2

Sendo A a area da regido procurada, entdo,

0A2xsen(a)

AZAS—AT=$(7T><OA2)— -

Portanto

2
A= % (ﬂ — sen(a)).
2 180
Exemplo 5.6: O triangulo equilatero ABC da Figura 5.7 tem lados medindo 18 cm e
€ circunscrito por um circulo. Qual é a area da regido interna ao circulo que fica

acima da corda AC?

Figura 5.7 — Um triangulo equilatero inscrito num circulo.

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo OAC, temos que,

AC =\J0A2 +0C? — 2 x 0A x 0C x cos(120°),
AC2 =2 x 0A2—2 x 0A2 x cos (120°),
182 =2 x 0A2x% (1 — cos (120°)),

182

2 _
0A" = 2x(1—cos (120°))

Como ja visto em aulas anteriores temos que cos(120°) = cos(60° + 60°) = —0,5,

substituindo temos,

042 = 3% = 108.

3 =
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Substituindo este resultado na equagdo que foi encontrada no exemplo anterior e

fazendo a = 120°, temos que,

A= 047 o (ﬂ — sen(a)),

2 180°

assim,

108 120°m
A=—x
2 180°

— sen(120°)).
De argumento anélogo ao anterior temos que

sen(120°) = sen(60° + 60°) = **
Substituindo temos,

A ~54x (2,10 - 0,87) =6642.

~ 0,87.

Este raciocinio pode ser usado em qualquer situacdo que envolve um poligono

regular inscrito num circulo.

Aula 6. A Area da “Calcinha” e a Area da “Folha”

Exemplo 5.7: O triangulo ABC da Figura 5.8 é equilatero de lados medindo a. Em

cada um de seus vértices foram construidos arcos de circunferéncias de raio % Qual

€ a area da regido PQR (CALCINHA) interna ao triangulo?
A

Figura 5.8 — A area da regido PQR é a area do triangulo ABC menos a area de meio circulo.
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A regido mais escura é formada por trés setores circulares de angulo central igual a
60°, pois sao vértices de um triangulo equilatero. Logo, representam um Unico setor

de angulo central 180°, ou seja, meio circulo de raio <. Portanto, a area A da regi&o
2 S

em azul é dada por,

a
A _ )P _ na?
ST 2 T g’

Seja A a area da regido circular PQR e A; a area do triangulo ABC, entéo,

AT=AC +AS$AC=AT_AS

Assim,

2 2
a“+/3 Ta 2\/3-1
4 8 8

Exemplo 5.8: Na Figura 5.9, ABCD é um quadrado de lados medindo a. O arco AC
€ um quarto de volta de uma circunferéncia de raio a. A regido de intersecao dos
setores ABC e ACD é conhecida como “folha”.

A B,

D C

Figura 5.9 — A area destacado em escuro e a area do setor ACD menos a &rea do triangulo ACD.

Observe que a area destacada em escuro, meia folha, é a area do setor circular
ACD de angulo central 90° e raio a menos a area do triangulo retangulo ACD, ou
seja,

90° a?
ma? — —

A =— .
ESCURA ~ 3g4e 2

Logo

a2 (1
Agscura = > (5” - 1)-
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Portanto, a area da folha é,

Ap = 2 %X Agscyra = a2 Gn— 1).
Este resultado pode ser util em varias outras situagdes que envolvem regides que
séo intersecdes de circulos. Um bom exemplo disso é o que veremos agora.
Exemplo 5.9: Na Figura 5.10 temos um *“trevo de quatro folhas” inscrito num
quadrado de lados 6u. Para calcular sua area, basta perceber que esta figura é

formada por quatro figuras do Exemplo 5.8 com a = 3u.

Bu

Figura 5.10 — Um trevo de quatro folhas inscrito num quadrado.

Portanto, a area do trevo é,
Ar=4x3x(In-1)=18.(x - 2).

Logo
Ar = 20,55 u2.

Aula 7. A Area das Lunas

Na Figura 5.11 temos um triangulo retangulo ABC com hipotenusa sobre o diametro
AC de um semicirculo de centro D. Sobre o cateto AB deste triangulo foi construido
um segundo semicirculo de centro no ponto médio F de AB e de raio FA. Sobre o
cateto BC deste triangulo ABC constréi se novamente um terceiro semicirculo de
centro sobre o ponto médio E de BC de raio EB. As duas regifes, azul e vermelha,

externas ao semicirculo AC sdo chamadas lunas.
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Figura 5.11 - Lunas

Exemplo 5.10: Primeiramente, vamos considerar que o triangulo ABD da Figura
5.11 é equilatero de lados a, para calcular as areas das regides lilds e amarela.

Repare que, neste caso o0 angulo ADB = 60°, dai a area do setor ABD é um sexto da
area de um circulo de raio a e a area da regido lilds A, ser4 a &rea deste setor

menos a area do tridngulo equilatero ABD, ou seja,

1 a2\/§_a2 1 V3
5 2 23" 72)

A, =—=ma?—

Por outro lado, o angulo BDC = 120°, dai a area do setor BDC € o dobro da area do
setor ABD. Repare que os triangulos ABD e BDC tém bases e alturas iguais, logo,
tém mesmas areas, portanto a area da regido amarela A,y €,
@5 _ o (2, )

4 2 \3 2

Apgmy = gnaz -
Exemplo 5.11: Ainda na Figura 5.11 e mantendo as mesmas medidas fixas do
exemplo anterior, quais serdo as areas das regides pintadas de azul e de vermelho?
A é&rea da regido azul A,, € bem facil de calcular, tendo em vista que j& sabemos a
area da regido lilas A;, que foi calculada no exemplo anterior. Para isto, basta

perceber que estas areas somadas resultam na area de um semicirculo de diametro

a, ou seja,
e = ()
he 5= = ()
=5 (x() 2~ Gr )
A =5 (-5 +%)
Portanto,
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Seguindo este mesmo raciocinio, as areas vermelham e amarelam juntas resultam
na area de um semicirculo de diametro BC, que pode ser calculado pelo teorema de

Pitdgoras da seguinte forma,

B(C?2 + BA2 = AC?>—
BC? + a2 = (2a)? —
BC = +/4a2 — a2 = a/3.
Usando o raciocinio analogo ao usado anteriormente, temos que a area da regido

em amarelo é

=2 (s 3)

Exemplo 5.12: Vamos finalmente calcular a area do tridngulo retangulo ABC da
Figura 5.11 e comparar algumas areas ja calculadas.

A area A, deste triangulo pode ser expressa por,

__ ABXBC __ axav3 _ az/3
2 2 2

E interessante ressaltar que a soma das areas azul e vermelha é proporcionais,
dadas estas medidas fixas. Observe:
a? 1 a? /1
= (B 3)+ 5 o+ )
sz * A =7 (V3 —gm )+ (gm+3
a2

= (a-grrgr3)

Ou seja, as éareas das lunas azul e vermelha juntas sdo iguais a area do tridngulo
verde ABC.

M&s sera que isso aconteceria para outras medidas fixas diferentes destas que
usamos? A resposta € sim. Ndo importa as medidas que usaremos; esta relacdo

sempre vai ocorrer. Considere o exemplo a seguir.

Exemplo 5.13: Para encerrar nossa aula, vamos mostrar que, na Figura 5.11, a

z

soma das areas azul e vermelha € igual a area verde, quaisquer que sejam as

medidas dos catetos AB e BC do triangulo retangulo ABC.
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De fato, sejam AB =a e BC = b as medidas dos catetos e AC = ¢ a medida da
hipotenusa do tridngulo retangulo ABC. Observe que a soma das areas lilas e
amarela é igual a diferenca entre a area do semicirculo de diametro c e a area do

triangulo ABC, ou seja,

n(3)?  axp

2 2

AL+ Ayy =

Observe agora que a soma das areas azul e vermelha € igual a soma das areas dos

semicirculos de diametros a e b menos a soma das areas lilas e amarela,

a\, b\,

Apz +Ayy = n(ZZ) + ”(22) — (AL + Am),
a\, by, )2

e A =G ()

_m axb
Agz + Ayy = 5 (@2 + b2 — ?) +—.

Pelo teorema de Pitagoras, a2 + b2 = ¢2. Logo, a2 + b2 — ¢2 = 0 e portanto,

Mostrando assim, que a relagdo obtida Ay, + Ay, = Ayp € valida para qualquer

triangulo retangulo ABC.
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