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Resumo

Nosso estudo tem como objetivo apresentar uma categoria especial de niimeros,
os inteiros Gaussianos, suas propriedades e operacoes, ter uma visao geral sobre
esses nimeros, sua histéria e surgimento. Também estudaremos nimeros primos
Gaussianos, suas propriedades e aplicacao com representacao em linguagem matri-
cial do tipo 2 x 2.

Palavras Chaves: Inteiros de Gauss, Numeros Primos Gaussianos, Fatoracao
Unica e Matrizes.



Abstract

Our study aims to present a special category of numbers, the Gaussian integers,
their properties and operations, have an overview about these numbers, their history
and emergence. We will also study Gaussian prime numbers, their properties and
application in matrix language representation of 2 x 2 type.

Keywords: Gaussian Integers, Gaussian Primes numbers, unique factorization
and matrix.
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Notacoes

Notacoes Gerais

e N é o0 conjunto dos niimeros naturais

e 7 é o conjunto dos numeros inteiros

e 7, é o conjunto dos niimeros inteiros positivos
o 7* =7 — {0} é o conjunto dos ntimeros inteiros menos o 0
e (Q é o conjunto dos niimeros racionais

e R é o conjunto dos niimeros reais

e C é o conjunto dos niimeros complexos

e Zli] & o anel dos inteiros Gaussianos

e U(ZJi]) é o grupo das unidades de Z][i]

e R & um anel comutativo com identidade

e My(R) é o anel das matrizes 2 x 2 sobre R

e A representa uma matriz

e N(A) é anorma de A

e A’ representa a matriz transposta

e det(A) é o determinante de A

e Tr(A) é o traco de A

e J representa a matriz

(V)
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| ¢ a operacdo divide
{ & a operagao nao divide
= relagao de congruéncia

mde é o maximo divisor comum
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Introducao

De acordo com os axiomas de Cantor-Dedekind para representar os ntimeros
reais R, geometricamente, podem ser identificados com os pontos de uma reta do
seguinte modo: fixemos sobre a reta um ponto O (a origem) e escolhamos um outro
ponto U sobre a mesma reta e uma unidade de comprimento 1, de modo que 1
seja igual ao comprimento do segmento de reta OU. Nao obstante, necessitamos
de um plano para representar um nimero complexo, ou seja, chamamos o eixo das
abscissas de eixo real e o eixo das ordenadas de eixo imaginario. Portanto, o niimero
complexo z = x + yi é representado sobre o plano cartesiano como o ponto de
coordenadas (z,y). Esta interpretagio foi introduzida e usada em 1796 por Gauss.
O plano cartesiano chama-se de plano complexo (Gaussiano). Ainda podemos ver
cada ponto (z,y) do plano complexo como um “vetor” (segmento de reta orientado)
de origem (0,0) e extremidade (z,y). Neste caso, se x # 0, entdo m = yz~! é a
inclinacao do vetor. A representacao geométrica de nimeros complexos como pontos
no plano é de grande importancia pratica.

A resolugao de problemas tais como

*=¢q (modp) e z*=¢q (modp),

com p e ¢ numeros primos, motivaram Gauss em 1825 a introduzir os niimero inteiros
complexos da forma
a=a+0bi, a,beZ,

chamados de nimeros inteiros Gaussianos, como um subanel dos ntimeros complexos
C e denotado por Z[i], ou seja,

Zli| ={a+bi:a,beZ}

No presente trabalho, vamos estudar os principais conceitos e resultados relaci-
onados aos inteiros e primos Gaussianos via matrizes 2 X 2 especiais, do tipo:

a —b
a=(5 ),

de modo que esse estudo possa ser tratado no ensino médio.



No Capitulo 1 veremos as principais definicoes e resultados sobre matrizes 2 x 2
e determinantes (sobre anel comutativo com identidade) que serdo necesséarias para
o desenvolvimento deste trabalho. Nao obstante, todas as defini¢oes e resultados
continuam validos para matrizes n X n.

Ja no Capitulo 2 apresentaremos definicoes, propriedades e teoremas relacio-
nados aos ntmeros inteiros Gaussianos, representados pelos elementos do conjunto
Z[i], os quais apresentam semelhancas com as propriedades dos niimeros inteiros, e
apresentaremos o Algoritimo da Divisao para matrizes de ordem 2.

Por fim, no Capitulo 3 abordaremos os primos Gaussianos detalhando suas pro-

priedades e teoremas, como o da sua fatoracao tnica e o do critério de sua primali-
dade.
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Capitulo 1

Resultados e Conceitos Basicos sobre
Matriz e Determinante

Neste capitulo faremos uma breve revisao sobre matrizes de ordem 2, seus con-
ceitos e operacdes. As Matrizes sdo ferramentas da Algebra Linear muito tteis para
resolucao de sistemas lineares. O leitor interessado em mais detalhes pode consultar
as referéncias Boldrine[2|, Hoffman-Kunze 7] e Lipschutz|9].

1.1 Matrizes

Em tudo que segue, salvo mencao explicita em contrario, R representa um anel
comutativo com identidade.
Um arranjo de quatro elementos a, b, c,d € R em que

A:<a b) oqu(a11 al?)
c d o1 (22

chama-se uma matriz 2 x 2 sobre R (1é-se “matriz dois por dois”) ou simplesmente
uma matriz quadrada de ordem 2 sobre R. Em algum sentido, uma matriz 2 x 2
pode ser vista como uma generalizagdo dos nossos “pares” ordenados (x, y), e pode
ser vista de dois modos: vendo como duas linhas

(a,b) e (c,d),

as quais chamam-se primeira e segunda linha de A, respectivamente, ou vendo como

duas colunas
a o b
c d )’

as quais chamam-se primeira e segunda coluna de A, respectivamente. E usual
denotar uma matriz por

A= (aij).

1



1.1. MATRIZES

Os elementos a;; € R chamam-se de entradas da matriz. Neste caso, formalmente,
uma matriz 2 X 2 é uma funcao

f:{1,2} x{1,2} = R

definida como f(7,j) = a;;.

Duas matrizes
air  a12 bir b2
G21  G22 a1 by
sao iguais, em simbolos, A = B se, e somente se,

air = b1, aig = bia, az = by € agy = boo.

Vamos denotar por My(R) o conjunto de todas as matrizes de ordem 2 sobre R.
Assim, é facil verificar que My(R), munido com as operagoes de adi¢ao

A+ B = (a; + b;)
e multiplicacao por escalar
cA = (ca;;), V c € R,
satisfaz as seguintes condicoes:
1. A+ (B+C)=(A+B)+ C, para quaisquer A, B, C € My(R).
2. Existe O € Ms(R) tal que A+ O = O + A = A, para qualquer A € Ms(R).
3. Para cada A € My(R), existe —A € M,(R) tal que

A+(-A)=-A+A=0.

4. A +B =B + A, para quaisquer A, B € M,(R).

5. ¢(A + B) = cA + ¢B, para quaisquer A;B € M,(R) e c € R.
6. (c+ d)A = cA + dA, para quaisquer ¢,d € R e A € M,(R).
7. ¢(dA) = (cd)A, para quaisquer ¢,d € R e A € My(R).

8. 1-A = A, para qualquer A € M(R).



1.1. MATRIZES

Neste caso, diremos que o terno (My(R),+,-) é um mddulo sobre R.

Ja equipamos o conjunto My(R) com uma estrutura de modulo. Agora, equi-
paremos My(R) com uma estrutura de “algebra”. Para isto, sejam A = (a;;),B =
(bij) € Ms(R). O produto de A por B é definido como

AB = ( arrbir + aigbar  a11biz + araba ) '

a91011 + aebo1  a1b12 + a12boy
O produto de matriz satisfaz as seguintes condicoes:
1. A(BC) = (AB)C, para quaisquer A, B, C € M,(R).
2. A(B+ C) = AB + AC, para quaisquer A, B, C € M,(R).
3. (A+B)C = AC + BC, para quaisquer A, B, C € My(R).
4. Existe I € My(R) tal que A-I=1-A = A, para qualquer A € My(R).
5. ¢(AB) = (cA)B = A(cB), para quaisquer A, B € M(R) e c € R.

Neste caso, diremos que o terno (My(R), +, -) é um anel com identidade com a matriz
identidade I ndo comutativo sobre R. Além disso, (Ms(R), +, ) ¢ uma algébra sobre
R.

As matrizes

10 01 00 00
E11=<0 O)’Eu:(() O)’E2l:(1 O) €E22:(O 1)-

chamam-se matrizes unitdrias.
Seja A = (Clz‘j) S MQ(R) Entao:

1. A =anEn + aErs + a21Eg + aEas.

2. B}, =E; e B}, =0, se 1 #j.

3. Ei1 + Eg =1, com I a matriz identidade ou a matriz unidade.
4. EpnA = a1 Exy + amoEys.

5. AEy,, = a1:E1, + agpBEo,.

6. EUAEkJm = ajk:Eim-



1.2. DETERMINANTES

A transposta da matriz

A= ( a2 > € My(R)

a1 Q22

Al — ail a1
aipp az )’
isto &, A’ é a matriz obtida escrevendo-se as linhas de A como colunas. Os elementos
a1y € age formam a diagonal principal da matriz A. Diremos que A = (a;;) € My(R)

& uma matriz diagonal se a;; = 0 quando @ # j.
A matriz transposta satisfaz as seguintes propriedades:

é a matriz

1. (A+B)'=(A)"+ (B)", para quaisquer A, B € My(R).

3. (AY! = A, para qualquer A € Ms(R).

(

2. (cA)" = cAl, para qualquer A € My(R) e c € R.
(

4. (

AB)' = B'A', para quaisquer A, B € M(R).

1.2 Determinantes
Seja
a b
a=(0a)
uma matriz em Ms(R). Definimos o determinante de A como o elemento

ad —bc e R

que sera denotado por
a b

|A| = d

ou det(A).

E 1til usar a seguinte notacio para o determinante: se C; e C, sdo as colunas de
A, entao
det(A) = det(Cl, Cg)

Seja A € My(R). Entao o determinante satisfaz as seguintes propriedades:
1. det(A) = det(A").
2. det(C1 + Cll, C2> = det(Cl, CQ) + det<C,1, Cg)



1.2. DETERMINANTES

3. det(cCq, Cy) = cdet(Cy, Cy), para todo ¢ € R.

4. det(Cy,Cy) =0.

5. det(Cy + ¢Cyq, Cy) = det(Cy, Cy), para todo ¢ € R.
6. det(Cy, Cy) = —det(Cy, Cy).

E importante observar que as propriedades valem de modo natural para a segunda
coluna, por exemplo det(Cy,cCs) = cdet(Cy, Cy). Como uma ilustragio provare-
mos & condi¢ao (2). Sejam

(1) @ () v (3)

, _|la+z b
det(C1+C1,C2) = C+y d

= (a+z)d—(c+y)b
= (ad — bc) + (dz — by)
= det(Cq, Cy) + det(C'q, Cy),

A condicao 2 e 3 prova que a fungao determinante det : My(R) — R definida como

Entao

det(A) = det(Cl, CQ)
é uma forma bilinear sobre R.
Teorema 1.1 (Binet-Cauchy) Sejam A, B € My(R). Entao

det(AB) = det(A) det(B).

:(ab)e :(pq)'
c d r s
Entao

det(A)det(B) = (ad — bc)(ps — qr)
= adps — adqr — beps + begr
acpq + adps + beqr + bdrs — acpq — adqr — beps — bdrs
(ap + br)(cq + ds) — (aq + bs)(cp + dr)
= det(AB),

Prova. Sejam

que é o resultado desejado. [ |



1.2. DETERMINANTES

A funcao Tr : My(R) — R definida como

Tr(A) =a+d, ¥V A= (‘Z Z) € My(R)

chama-se funcao traco.

Sejam A, B € M,(R). Entao a fungao trago satisfaz as seguintes condigoes:

1. Tr(cA + B) = ¢Tr(A) + Tr(B), para todo ¢ € R.

2. Tr(AB) = Tr(BA).

3. Tr(A) = Tr(A").

A condicao 1 prova que a funcao traco é uma forma linear sobre R.
O conjunto
UR) ={u € R:uv =vu =1, para algum v € R}
chama-se conjunto das unidades de R. Por exemplo,
UzZ)={-1,1}.

Seja A € Ms(R). Diremos que A é uma matriz invertivel se existir B € M(R)
tal que
AB=BA =1

E comum denotar B = A~! onde a matriz B chamé-la matriz inversa de A. O
conjunto

M(M2(R)) = GLQ(R>

¢ um grupo chamado de grupo linear geral.
Note que se

A:(‘C‘ Z) € My(R),
entao pode ser verificado diretamente que
A? — Tr(A)A + det(A)I = 0,
ou seja, A anula ou A é um raiz do polindémio
f=2%—Tr(A)x + det(A) € R[z].
Portanto, se A € GLy(R), entdo A = det(A) e U(R) e
A=A (Tr(A)I - A).

6



1.2. DETERMINANTES

Por exemplo, se
2 0
A= 01 € My(2),

entdao A ¢ GLy(Z), pois det(A) =2 ¢ U(Z) = {—1,1}.

Consideremos o sistema de equacoes lineares nao homogéneo

ar+by = r a b x\ [T
cx+dy:sou c d y ) \s )’

O método tradicional de resolver esse sistema é o seguinte: multiplicando a primeira
equagao por d, a segunda por —b e somando, obtemos

(ad — be)x = dr — bs.
De modo analogo, obtemos
(ad — be)y = as — cr.
Portanto, se A = det(A) € U(R), entdo teremos a Regra de Cramer

a T
c S

r=A""! Z ey=A"

Note que se

e det(A) € U(R), entao

(1)-(28) (1) mxenn



Capitulo 2

Os Inteiros Gaussianos

Neste capitulo estudaremos vérias definicoes, propriedades e teoremas relacio-
nados aos nimeros inteiros (Gaussianos, os quais sao representados pelo conjunto
Z[i]. Os inteiros Gaussianos podem ser considerados um tipo particular de ntimeros
complexos e é formado pelas matrizes da forma

a —b
a=(5 7).

onde a,b € Z, com uma série de propriedades semelhantes aos ntimeros inteiros Z.

Gauss, ao definir niimero inteiro como elemento do conjunto Z[i], observou que
muito da teoria de Euclides sobre fatoracao de niimeros inteiros poderia ser aplicada
nesse novo conjunto por ele definido. Assim, desenvolveu uma teoria de fatoracao
em primos para A € Zli] e essa decomposi¢ao é tunica, igual aos elementos do
conjunto dos nimeros inteiros Z, dando com isso uma fundamental contribuicao
para a demonstracao do ultimo teorema de Fermat (Hefez [6]).

2.1 Os Inteiros Gaussianos

Z[i]:{(‘g _2>:a,b€Z}

munido com operacoes de soma e multiplicacao induzidas pelo anel My(Z) é um anel
comutativo com identidade, chamado de anel dos inteiros Gaussianos. Pondo

J:<(1] _(1)>ezm,

A:(“ _b>:a1+bJ, Y a,beZ,
b a

O conjunto

obtemos

8



2.1. OS INTEIROS GAUSSIANOS

a qual chama-se forma normal de A. Observe que a fungio o : Z — Z[i| definida

como
a 0
o(a) = ( 0 a ) =al

claramente preserva as operacoes dos aneis e é injetora. Assim, podemos identificar

o anel Z com o subanel
R—{(a 0):a€Z}
0 a

de Zli]. Neste caso, a nossa multiplicagao sobre Z[i] estende a multiplicagao sobre
Z., ou seja,
albl = abl

e I é o elemento identidade para a multiplicacdo sobre Z[i].

O conjunto
@[z‘]={<‘g _2) :a,be@}

munido com operagoes de soma e multiplicacao induzidas pelo anel My(Q) é um
corpo. Note que se A € Q[i], com A # O, entdo A = det(A) e U(Q) = Q — {0} e

A~ = ATYTr(A)I - A).

a —b
a=(5)
a b

A*_Aﬂﬂmﬂ—m_< Fﬁ'ﬁ?>e@m

. a
a? +b2 a? +b2

Em particular, se
entao

Além disso, é facil verificar que Z[i] é um subanel (dominio de integridade) de Q[i]
e que
Q[i] ={B'A: A,B € My(Q), com B € U(M(Q))}.

Neste caso, diremos que Q[i] é o corpo quociente (ver [10]) de Z[i], confira diagrama
abaixo.

Q[7]
el
Q Z[i]
L



2.1. OS INTEIROS GAUSSIANOS

Seja

Entao a matriz transposta

At:(_i 2):aI—bJeZ[i]

chama-se conjugada de A. Em particular, se A é invertivel, entao

-1 1 t

_012+b2 ’

Observe que a func¢ao ¢ : Z[i] — Z[i] definida como
$(A) = A

é bijetora e satisfaz as seguintes condicgoes:

1. 6(A +B) = 6(A) + 6(B).

2. (AB) = 6(B)o(A).

3. ¢ =1

Consideremos a identificacao

Zy<+—Ri={al:a€Zi} e a<beal <ML
A funcao N : Z[i] — Ry definida como
N(A) = det(A)I, V A € ZJi]

chama-se norma. Observe que
NA)= (> +b)I=AA", V A= ( C; _2 ) € Z[i].
Além disso, pelo Teorema 1.1,

N(A) = N(A!) e N(AB) = N(A)N(B), V A,B € Z[i].

Neste caso,
N(A) < N(AN(B), V A,B € Z]il,

pois
N(A)=0< A=0.

10



2.2. ALGORITMO DA DIVISAO

Proposicao 2.1 Seja
A= (Z _2) e Z[i].

Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:

1. A e U(Z]i));

2. N(A) =1, ou seja, a* + b* = 1;

3. Ae{-11-33}={JF:k=0,1,23}.
Prova. (1 = 2) Suponhamos que A € U(Z[i]). Entao existe B € Z[i] tal que

AB=1.

Assim, N(A)N(B) = I. Como a? + b* € Z, temos que 0 < a* 4+ b* < 1. Portanto,
N(A) =1L
(2 = 3) Suponhamos que N(A) =1 e que

A:(g—g).

a?+ b =1.

Assim, |a| < 1e|b| <1. Logo, a,b € {—1,0,1}. Portanto, b=0e a=+10oua =0,
b = £1. Consequentemente,

Entao

Ac{-11,-J,J}={3":k=0,1,2,3}.

(3 = 1) E imediata. [

2.2 Algoritmo da Divisao

Nesta se¢do vamos provar que o anel dos inteiros Gaussianos Z[i| possui quase
todas as propriedades do anel dos inteiros Z. Como veremos, 2 perde a primalidade
em Z[i].

Sejam A, B € Z[i], com A # O. Diremos que A divide B se existir Q € Z][i] tal
que

B = QA.

Como veremos esta defini¢do nos permite estudar o maximo divisor comum (mdc),
primos Gaussianos, etc. Observe que I divide A e A divide O, para todo A € Z][i].
A notacao usada ¢ A | B se A divide B e A 1 B, caso contrario.

11



2.2. ALGORITMO DA DIVISAO

Exemplo: Sejam

7 -25 57 —11
A‘<25 7>’B_(11 57)6ﬂ4

Mostre que A divide B. ¢ Solugao. Devemos provar que existe
[~y .
Q= < y oz ) € Zli]

B = QA.

tal que

Mas, isso ¢ equivalente ao sistema

Tr —2by = 57
25+ Ty = 11

possuir solugao em Z. Pela Regra de Cramer, o sistema possui solugao se, e somente
se,

x_7-57+25-11€Ze _7-11—25-57eZ
T 7742525 Y T R
Neste caso, v = 1 e y = —2. Portanto, A divide B.

Em geral, um critério para examinar as condi¢oes de divisibilidade em Z[i] é

como segue. Sejam
a —b c —d .
A_<b a)’B_(d C)GZ[Z].

Entao A divide B se, e somente se, existe

tal que

Mas, isso é equivalente ao sistema

ar —by = c
br+ay = d

possuir solucao em Z. Pela Regra de Cramer, o sistema possui solucao se, e somente

se,
ac + bd ad — be
a? + b2 YT

12



2.2. ALGORITMO DA DIVISAO

Exemplo: Se
14 -3 57 —11 .
A‘( 3 14)’B_ ( 11 57)62[2}’
entdao A nao divide B, pois

ac + bd B 831
a2+ b2 205

¢ Z

o
Em particular, se A = al, para todo a € Z, entao A divide B se, e somente se,

d
x:EEZey:—GZ
a a

se, e somente se, a divide c e d em Z.
Observe que, dados A, B € Z[i], com A # O, se A divide B, entao N(A) divide
N(B) em Z. Mas, a reciproca é falsa, por exemplo, se

2 -1 3 —1 .
A_(l 2),B—(1 3)€Z[z],
entdao N(A) = 5I divide N(B) = 10I em Z. No entanto, A nao divide B, pois
7
- ¢ 7.
s ¢

Finalmente, seja A € Z[i]. Entao N(A) é igual a um namero par se, e somente se,
I+ J divide A.
E pertinente notar que estas observacoes nos levam de forma pratica e rapida
decidir se um dado inteiro Gaussiano divide ou nao um outro inteiro Gaussiano.
Sejam A, B € Z[i]. Diremos que A ¢ associado a B se existir U € U(Z][i]) tal
que
B = UA.

Vamos resumir esses resultados na seguinte proposicao:
Proposicao 2.2 Sejam A, B € Z[i]. Entao:
1. Se A divide B, entio N(A) divide N(B) em Z.
2. Se A divide B e B diwvide A, entao A e B sao associados.
3. Se al divide bl, entdo a divide b em 7.
4. Se A divide B, entao A! divide B!.
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2.2. ALGORITMO DA DIVISAO

5. Se A divide B e A nao é uma unidade e nem associado a B, entao

I < N(A) < N(B).

A funcao f : R — Z definida como
flz)=lz] = (z-12]NZ
chama-se funcao maior inteiro sobre R. Note que

|lz] =max{n €Z:n <z}

0<z—|z] <1

chama-se parte fraciondria de x.

Note que nao podemos estender a relagdo de ordem sobre Z para Z[i]. Por
exemplo, nao vale a Lei da Tricotomia em Z[i]. Caso contrario, se J < O, entao
O < —J. Assim,

O < (=J)?=-I,

o que é impossivel. Se J > O, entao
0<J*=-I,

o que também é impossivel. Mas, uma comparagao fraca entre os elementos de Z[i]
pode ser efetuado por comparacao de normas, a qual é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 2.1 (Algoritmo da Divisao) Sejam A, B € Z[i], com B # O. Entao
existem Q, R € Zli] tais que

A=QB+R, com R=0 ou NR) < N(B).

A:(Z _2),B:<dc ‘C(f)ez[i].

Entao podemos escrever

1 1 t actbd  —{sd—o) r -y

~1A _ LA — +d d _

B7A= 2 dQB A= Zd—bc ¢ ac+bd - T )
¢+ 2rd2 242 Y

Prova. Sejam

onde z,y € Q, pois B # O. Pondo r = |z|,s = |y] € Z, obtemos

N | —

1
p—rl <5 e ly—sl <

14



2.2. ALGORITMO DA DIVISAO

Assim,
(G )G (G sy =i
Y z S T Yy—3s r—r 4
Logo, escolhendo

S

Q:(T_i)eR:A—QR
teremos R = O ou
N(R) = N(B(B™'A - Q) = N(B)N(B™'A — Q) < N(B),

que é o resultado desejado. [ |
Exemplo: Determine o quociente e o resto de

A:(é‘ﬁ)g%MeB:(i'ﬁ)ezm

Solugao. Como

=
>
Il
VR
N[0 ©
|
N[N =
N———

temos que escolher

tal que
’9
——r
2

e |——S

2

1
— <
9 >

<

Assim, r € {4,5} e s € {0, 1}. Portanto, as possiveis solugoes (Q,R), com

Q:(T‘j)eR:A—QR

S

Sao
(41,J), (41 + J. 1), (5L, —I) e (BI+J,-J).

Lema 2.1 Sejam A,B € Z[i], com B # O. Entdo o quociente Q e o resto R do
Algoritmo da Divisdo sdo inicos se, e somente se,

N(A + B) < max{N(A), N(B)}.

15



2.2. ALGORITMO DA DIVISAO

Prova. Suponhamos que
N(A + B) > max{N(A),N(B)}.

Entao
A=0(A+B)+A e A=I(A+B)+(—-B),

co1m

N(A) < N(A + B) e N(—B) = N(B) < N(A + B).

Portanto, o quociente e o resto nao sao Gnicos.
Reciprocamente, sejam Q, Qq, R, Ry € Z[i] tais que

A=QB+R, com R=0 ou N(R) < N(B).

A = QlB + Rl, com R; =0 ou N(R1> < N(B)

Entao
R-R; =(Q: - Q)B.

Assim,
N(B) <N(Q: —Q)B) =N(R — R;) < maxN(R),N(R,) < N(B),
o que ¢é impossivel, a menos que
R-—R; =0 ou Q; —Q=0,

ouseja, R=R; e Q=Q;.
Exemplo: Determine o quociente e o resto de

A_<1I _1;>ezm eB_<§ _g>ezm.

Solugao. Como

10 —16
A+B= ( 16 10)

temos que
! N(A + B) > max{N(A),N(B)}.

Assim,
A=QB+R,

com Q=2Ie R=1+1J, é uma das solucoes possiveis.

16



2.2. ALGORITMO DA DIVISAO

Lema 2.2 Seja f : N — N uma funcao (sequéncia) decrescente. Entao eziste
no € N tal que f(n) = f(ng), para todo n € N, com n > ny.

Prova. Seja

S = f(N) = {f(n) : n € N}.
Entao S ¢ (). Assim, pelo Principio da Boa Ordenacao, existe sy € S tal que s < s,
para todo s € S. Como sy € S temos que existe ng € N tal que f(ng) = so. Assim,
f(n) < f(ng) = so, para todo n € N, com n > ng, pois f é decrescente. Por outro
lado, so < f(n), para todo n € N, com n > ny. Portanto, f(n) = f(ng), para todo
n € N, com n > ny. [

Com base no Teorema 2.1, o Algoritmo de Euclides pode ser generalizado para
Z[i], do seguinte modo

A = QB+Ry, com R; = O ou N(Ry) < N(B)

B Q2R1 + RQ, com Ry = O ou N(RQ) < N(Rl)
R, = Q3R2 —|—R3, com R3 =0 ou N(Rg) < N(R4)

R, > = Qu.R.1+R, com R,=0 ou N(R,)<NR,_1)
Rn—l = Qn+1Rn7 com Rn+1 = 07

pois, pelo Lema 2.2, a sequéncia
{N(B),N(R;),N(Ry),...}

termina.
Sejam A, B € Z[i], ndo ambos nulo. Diremos que D € Z[i] é um mdzimo divisor
comum de A e B se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. D|]AeD|B.
2. Se D; | A e D, | B, entao D, | D.

Observe que se D, D; € Z[i] sao dois maximos divisores comuns de A e B, respec-
tivamente, entao, pelas condigoes (1) e (2), D; | D e D | D;. Assim, D é associado
a D;. Portanto, a menos de associados,

D = mdc(A, B)
¢ tnico. Portanto, nao ha perda de generalidade, em escolher
D:<7" _i), com r>0es>0.
Diremos que A e B sao relativamente primos quando

mde(A,B) =T

17



2.2. ALGORITMO DA DIVISAO

Lema 2.3 Sejam A,B € Z[i] — {O}. Se
A=QB+R, com R=0 ou NR) < N(B),

entao

mdc(A,B) = mdce(B,R) = mde(B, A — QB).
Prova. Pela sua simplicidade sua demonstragao fica como sugestao de exercicio. m
Teorema 2.2 (Bézout) Sejam A,B € Z[i], nao ambos nulos. Entdo ezistem
X,Y € Zl[i] tais que
mdc(A,B) = AX + BY.

Prova. Basta usar o Lema 2.3 e o Algoritmo de Euclides de tras para frente. |
Exemplo: Sejam

A:(J _1;),B:(§ _g)ezm.

Determine X, Y € Z[i| tais que
mdc(A,B) = AX + BY.

o
Solugao. Ja vimos, no Exemplo 2.2, que:

A= Q1B+R17

com Q; =2l e Ry =1+ J. E facil verificar que

4 —1
B = Q:Ry, emqueQQ:(l 4>-

Assim,
R =A-Q;B=AX+ BY,

com X =IeY = —Q;. Portanto, mdc(A,B) =1+ J.
Exemplo: Sejam

32 -9 4 —11 :
A:( 9 32)’B:<11 4)62[“'
Determine X, Y € Z[i| tais que

mdc(A, B) = AX + BY.

18



2.2. ALGORITMO DA DIVISAO

o
Solugao. Como

227 316 _ AT 9, 42 2 9 1 —47 42
B—lAz( m W ) =( A ) =< >+—(
_s16 2 —2- £ 9 At =2 2 ) 137\ —42 47
temos que
A:Q1B+R17
com

2 2 1 —47 42 2 5
Ql:(—z 2) eRl:EB(—zﬁ —47):(—5 2)'
De modo analogo,
-2 -1 31
B = Q2R1+R2, COHIQQ—( 1 _2)6R2—(_1 3)
11 0 1
R: = Qs3R:+Rs, ComQ3:<_1 1>6R3=(_1 0)
1 -3
R, = QRsj, com Q4:<3 1)-
Assim, com alguns calculos, obtemos

mdc(A,B)=1=AX+BY, com X=3le Y = ( _‘;’ :57))

Portanto, A e B sao relativamente primos. [ ]

Lema 2.4 Sejam A,B,C € Z[i]. Se mdc(A,B) =1 e mdc(A,C) =1. Entdo
mdc(A,BC) =L
Prova. Temos que existem X,Y,V, W € Z][i] tais que
AX+BY=Ie¢e AV+CW =1

Assim,

I=(AX +BY)(AV + CW)

implica que

I=A(AXV +BYV + CXW) + BC(YW).
Portanto, mdc(A, BC) =1L

Proposigao 2.3 Sejam A,B,C € Z[i]. Se A | C, B | C ¢ mdc(A,B) =1. Entao
AB|C.

19
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2.2. ALGORITMO DA DIVISAO

Prova. Temos que existem S, T, XY € Z[i] tais que
C=AS, C=BT ¢ AX +BY =L

Assim,

C = ACX + BCY = (TX + SY)AB.
Portanto, AB | C.

20



Capitulo 3

Os Primos Gaussianos

Neste capitulo abordaremos de maneira detalhada os primos Gaussianos, suas
propriedades e teoremas.

3.1 Fatoracao Unica

Seja P € Z[i]. Diremos que P é um primo Gaussiano em Z[i] se as seguintes
condicoes sao satisfeitas:

1. P#£0eP ¢ UZ]).

2. Se P | AB, entao P | A ou P | B ou ambos.
Note que a condicao (2) é equivalente a:

P=AB = A cU(Z[i]) ou B € U(Z]i]),
ou seja, se A | P, entdo
A € U(Z]i]) ou A é associado a P.
Por exemplo, P =1+ J é um primo Gaussiano, pois
P = AB = N(A)N(B) = 2L.

Assim, N(A) =1 ou N(B) = I. Portanto, A € U(Z[i]) ou B € U(Z]i]). No entanto,
2 é um ntmero primo em 7Z, mas 2I nao é um primo Gaussiano, pois

A=T+NA-J)=J0T-3)?=-JI+J)>~
Observe que P é um primo Gaussiano se, e somente se, P! também o é, pois

P=AB < P'= A'B’

21



3.1. FATORACAO UNICA

E pertinente observar que P é um primo Gaussiano se, e somente se, P possui
exatamente oito divisores, a saber,

41, +J, +P ¢ +JP.

Portanto, se A € Z[i] nao é divisivel por um primo Gaussiano P, entao mdc(A,P) =
I

Proposicao 3.1 Para qualquer A € Z[i], com N(A) = al e a > 2, existe um primo
Gaussiano P que divide A.

Prova. Seja
S={aeN-{1}:3 A €Z[i], com N(A)=al e Qt A, V primo Gaussiano Q}.

Entao S = ). De fato, se S # (), entao, pelo Principio da Boa Ordenacao, S contém
um menor elemento, digamos d € S. Seja D € Z[i] tal que N(D) = dI. Como D
divide D temos que D nao é um primo Gaussiano. Assim,

D =BC, com N(B)=0I, N(C)=cl e 1 <b,c<d.

Logo, b ¢ S. Neste caso, existe um primo Gaussiano P tal que P divide B. Por de-
finicao, P divide D. Portanto, d ¢ S, o que é uma contradi¢ao. Consequentemente,
existe um primo Gaussiano P que divide A. [ |

Seja A € Z[i]. Diremos que A é redutivel sobre Z[i] se ele nao for um primo
Gaussiano.

Teorema 3.1 Seja A € Z[i| redutivel. Entao A contém um divisor primo Gaussi-
ano P tal que

Prova. Seja
S={aeN-{1}:3 A€Zi], com N(A)=al e Q| A, com Q Primo Gausiano}.

Entao, pela Proposicao 3.1, S # (0. Assim, pelo Principio da Boa Ordenacao, S
contém um menor elemento, digamos p € S. Seja P € Z[i] tal que N(P) = pl.
Entao existe B € Z[i] tal que A = PB. E claro que N(P) < N(B) e

N(P)? < N(P)N(B) = N(A).

Portanto, N(P) < y/N(A). ]
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3.1. FATORACAO UNICA

Teorema 3.2 Qualquer A € Z[i], com N(A) = al e a > 2, pode ser fatorado como
um produto finito de primos Gaussianos.

Prova. Seja
S={aeN—-{1}:3 AcZi], com NA)=al e A#P,---P,}.
Entao S = (). De fato, se S # (), entao, pelo Principio da Boa Ordenacao, S contém
um menor elemento, digamos b € S. Seja B € Z[i] tal que N(B) = bl. Entdo,
pela Proposi¢ao 3.1, B = PC, para algum primo Gaussiano P € Z[i]. Assim,
1 < ¢ < b, com N(C) = cI. Logo, ¢ ¢ S e C € U(Z]i]) ou existem primos
Gaussianos Py, ..., P, € Z[i] tais que
C=P,---P,,
Portanto, B é associado a P ou
B=P,P;---P,,
o que é impossivel. [ ]
Lema 3.1 (Euclides) Sejam A,B,C € Z[i]. Se A | BC e mdc(A,B) =1, entao
A|C.

Prova. Temos que existem X,Y € Z[i] tais que

AX+BY =L

Assim,
C=CI=C(AX+BY)=(AC)X + (BQ)Y.

Como A | AC e A | BC temos que A | C. ]
Teorema 3.3 Sejam P, Py, ..., P, € Z[i] primos Gaussianos. Se

P|P,---P,,
entdo P € associado a Py, para algum k € {1,... ,n}.
Prova. Suponhamos que

P|P,---P,,

mas

P # U,Py, onde U, e U(Z[i]) e k=1,...,n— 1.
Entao, é facil verificar que,
mde(P,Py) =1 k=1,...,n—1.

Assim, pelo Lema 7?7,
IIldC(].:)7 P1 s Pn—l) =1

Logo, pelo Lema 3.1, P | P,,. Portanto, P é associado a P,,. [ |
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Teorema 3.4 (Fatoragdo Unica) Qualquer A € Z[i], com N(A) = al e a > 2,
pode ser fatorado de modo unico como um produto finito de primos Gaussianos, a
menos da ordem e unidades.

Prova. Basta provar a unicidade. Suponhamos que A € Z[i], com N(A) = al e
a>2,
A=P,---P,eA=Q; - Q,.

Entao

Pl"'Pm:Ql"’Qn € PllQlQn

Note que m > 1, pois se m = 1, entdo A ja seria um primo Gaussiano. Assim,
pelo Teorema 3.3, P; é associado a Qy, para algum k£ € {1,...,n}. Reindexando,
se necessario, de modo que Q; = U, Py, para algum U; € U(Z[i]). Logo, pela lei do
cancelamento,

P2Pm:U1Q2Qn

Agora, vamos usar inducao sobre max{m,n}. Se m > n, entao
Pn+1"'Pm :U7

o que é impossivel. Se m < n, entao

U=Qn+1-Qn,
o que é impossivel. Portanto, m =n e
P,---P,
¢ no maximo uma reordenacao de
Q2 e Qm
ou seja, a menos da ordem e unidades. [ |

Exemplo: Determine a fatoracao de A = 20I € Z[i]. ©

Solucao. Como N(A) = 4001 temos, pelo Teorema 3.1, que os possiveis divisores
primos Gaussianos de A devem ter norma N(D) = 2I ou N(D) = 5I. Com alguns
calculos, que veremos na proxima seccao, obtemos

A=—T+I)"I+2])T-2T),
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3.2 Critérios de Primalidade

Nesta secao veremos que a melhor maneira de identificar os primos Gaussianos
é através de comparacao com os nimeros primos em Z.

Proposicao 3.2 Seja P € Z[i] um primo Gaussiano. Entao P | pl, para algum
numero primo p € 7.

Prova. Como N(P) = al, onde a € Z, temos que
NP) = (p1-- pa)I
é sua fatoracao em ntimeros primos. Sendo N(P) = PP’ teremos
P|(pi---pa)l
Assim, por definigao, P | piI, para algum k € {1,... n}. [

Lema 3.2 Sejam A € Z[i] e p € Z um nimero primo. Se N(A) = pl, entao A é
um primo Gaussiano.

Prova. Sejam B, C € Z[i] tais que A = BC. Entao
pI = N(A) = N(B)N(C) = N(B) € U(Z[i]) ou N(C) € U(Z][i]).

Entao, pela Proposicdo 2.1, B € U(Z[i]) ou C € U(Z[i]). Portanto, A é um primo
Gaussiano. =

Observe que a reciproca do Lema 3.1 é falsa, pois como veremos P = 3I é um
primo Gaussiano, mas N(P) = 9I e 9 nao é um ndimero primo em Z.

Proposicao 3.3 Seja p € Z um nimero primo. Entao as sequintes condi¢oes $ao
equivalentes:

1. A = pI € redutivel sobre Z[il;
2. A = PP, para algum primo Gaussiano P € Z][i];

3. A = (a®> + )1, ou seja, A é soma de dois quadrados.

Prova. (1 = 2) Suponhamos que A seja redutivel sobre Z[i]. Entdo existem
B, C € Z]i] tais que

A =BC, com I < N(B),N(C) < N(A).
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Como
p*I=N(A) = N(B)N(C)

temos que N(B) = pI. Assim, pelo Lema 3.2, B = P é um primo Gaussiano. Por
outro lado,

1
C=-P'A=P"
p

Portanto, A = PP?, para algum primo Gaussiano P.

(2 = 3) Seja
P:(Z _2>6Z[z‘]

A = PP = (a® + b1,

um primo Gaussiano. Entao

ou seja, A é soma de dois quadrados.
(3 = 1) Suponhamos que A = (a? + b*)I. Entdao A = PP?, com

P:(Z _Z)GZ[Z'].

#1= N(A) = N(P)N(P)
temos que N(P) = pI. Portanto, A é redutivel sobre Z][i]. [

Como N(P) = N(P) e

Teorema 3.5 (Fermat) Sejam a,p € Z, com p um nidmero primo. Se mdc(a,p) =
1, entao
pla® -1 a =1 (modp).

Conclua que
pla’ —a< d® =a (mod p).

Prova. Sabendo que o conjunto
Zy=A{1,...,p—1}
munido com as operacoes
a®b=r (modp)ea®b=r (modp), VabecZ),

em que 7 é o resto da divisdo por p, é um corpo. A fun¢do o : Zy — Z; definida
como
o(x) =ax
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é claramente bijetora. Assim,
Zy =o(Zy) ={a,...,a(p—1)}.
Logo,
a-2a---alp=1)=1-2---(p—1) (modp)=a""' =1 (mod p),
pois mdc(k,p) =1, com k =1,...,p — 1. Portanto,
a?'=1 (mod p).
Finalmente, se p | a, entao
a=0 (modp)=a’=a (modp),

que é o resultado desejado. [ |
Teorema 3.6 (Wilson) Seja p € Z um nimero primo. Entao

plp—+1e(p—1)!=-1 (mod p).

Prova. Consideremos o polinémio

p—1
f(x) =2t —1- H(x - k;) =ct+acar+---+ Cp_pr—?
k=1

Entao, pelo Teorema 3.5, a equacao
f(x) =0 (mod p)
possui pelo menos p — 1 solugoes, a saber, x € Zs. Assim,

¢m =0 (modp), m=0,...,p—2.

Como
co=—1- (1) (p—1)
temos que
(p—1!'=-1 (mod p),
que é o resultado desejado. ]

Note que o Teorema 3.6 fornece um critério de primalidade: se n € Z, entao n é
um nimero primo se, e somente se,

n|(n—1)+1,
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ou seja, basta calcular (n — 1)! + 1 e verificar se este niimero é divisivel por n, ndo
obstante, este critério nao é eficiente.
E bem conhecido que a equacgao

224+1=0

nao possui solucao em R, mas possui solucoes em C. Por analogia, ela possui duas
solucoes em ZZ, a saber, 2 e —2 = 3, mas nao possui solugao em Z3. O proximo
resultado caracteriza as solucoes desta equacao:

Proposicao 3.4 (Fermat) Seja p € Z um numero primo. FEntdo as seguintes
condicoes sao equivalentes:

1. p é soma de dois quadrados;
2.p=2oup=1 (mod 4);
3. A equagdio 2> +1 =0 (mod p) possui solugdo.

Prova. (1 = 2) Suponhamos que p seja soma de dois quadrados e que p > 2,
digamos p = a? + 2. Entao a e b possuem paridade diferentes. Assim,

p=a*+b=02m)’+2n+1)>=p=1 (mod 4).
(2 = 3) Se p = 2, entdo nada ha para ser provado. Suponhamos que p = 4m+1,

para algum m € N. Se z e y sao solugoes desta equacao, entao

=9 (modp)=y=x (modp)ouy=-2 (modp).

Como k= —(p—k) (mod p), com k =1,...,p— 1, temos, pelo Teorema 3.6, que

p—-DI'+1 = (p—1---(p—2m)2m)2m —1)---2-1+1
(2m)?(2m —1)*---22-14+1=0 (mod p).

Portanto, z = (2m)(2m — 1) ---2 -1 é uma solugao da equagcio.
(3 = 1) Suponhamos que equagiao z> + 1 = 0 (mod p) possua uma solugao,
digamos a € Z. Entao

a>+1=0 (mod p) <= pl|(a®+ 1)L

Assim,
pI| (aI+ J)(al —J).
Note que
pIf (al+J) e pIf (al —J).
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De fato, se
pI| (aI+J),

A—(i’i)ezm

al +J = pA = pc=1,

entao existe

tal que

o que é impossivel. Logo, plI é redutivel. Portanto, pela Proposicao 3.3, p ¢ soma
de dois quadrados. [ |

Note que se p € Z, com p > 2, é um nimero primo, entao é facil verificar que
p=1 (mod4) ou p=3 (mod 4).
Com base nisto vamos apresentar os critérios de primalidade em Z[i].

Teorema 3.7 Seja

P:(a_$)€ﬂ¢Vaﬁ€E.
b a

Entao P é um primo Gaussiano se, e somente se, N(P) = pl, para algum nimero
primo p € 7.

Prova. (1) Suponhamos que P seja um primo Gaussiano. Entao
PP’ = N(P) = (a* + b*)L.
Se a? + b? ndo fosse um nimero primo, entdo existiriam m,n € Z tais que
A+ =mn, com 1 <m,n < a®+ b

Além disso, podemos supor que mde(P,P?) = I. Caso contrario, P e P’ seriam
associados, o qual implica que a = +b = £1 e a® + b*> = 2. Assim, a prova acabou.
Como P ¢ um primo Gaussiano e P | mnlI temos que P | mI ou P | nl. Logo, existe
A € Z[i] tal que mI = AP. Isto implica que mI = A'P?, de modo que P* | ml.
Neste caso, PP? | mI, pois mdc(P,P) =Tem=a*+0>=1, n=1, 0 que é uma
contradi¢do. Portanto, N(P) = pI, para algum ntmero primo p € Z.

A reciproca segue do Lema 3.2. ]

Teorema 3.8 Seja P € Z[i]. Entao P é um primo Gaussiano se, e somente se,
P = pl, para algum nimero primo p € Z da forma p = 4n + 3.
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Prova. Suponhamos que P seja um primo Gaussiano. Entao, pela Proposicao 3.2,
P | pI, para algum ntimero primo p € Z. Assim, pela Proposi¢ao 3.3, P nao é a
soma de dois quadrados. Portanto, pela Proposicao 3.4, P = pl, para algum ntimero
primo p € Z da forma p = 4n + 3.

Reciprocamente, suponhamos que

pl = AB.

Entao
1= N(T) = N(AIN(B).
Se N(A) =T ou N(B) =1, entdo A € U(Z[i]) ou B € U(Z][i]) e pI é um primo

Gaussiano. Caso contrario,

pI =N(A) e pI = N(B).

Seja
a —b .
A= ( b a) € Z[i].
Entao
a>+ b =poua®+b*=3 (mod4).
Como
a>=0,1 (mod4), Va€cZ,
temos que
a®>+b*=0,1,2 (mod 4),
o que ¢é impossivel. Portanto, pI é um primo Gaussiano. [ |

Podemos concluir que os primos Gaussianos sao aqueles das seguintes trés classes
e seus associados:

1. I+ J;

2. Os fatores primos Gaussianos dos niimeros primos da forma 4n—+1, para algum
n € N;

3. Os primos Gaussianos associados aos nimeros primos da forma (4n + 3), para
algum n € N.

Exemplo: Determine a fatoracdo de A = 30I € Z[i]. ©
Solugao. Como N(A) = 9001 temos, pelo Teorema 3.1, que os possiveis divisores
primos Gaussianos de A devem ter norma N(D) = 2I, N(D) = 3I ou N(D) = 51
Neste caso,

A = 213151 = J(I + J)23L(I + 2J)(I — 2J),
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pois
5=1 (mod4)=5I=(I+2J)(I—-2J)

e 3 =3 (mod 4). [

Lema 3.3 Para cada n € Z., o conjunto de niumeros primos da forma 4n + 3 €
infinito.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que exista um ntmero finito de primos da forma
4n + 3, digamos
3,7, 11, ..., pm.

Sejaa=4(3-7-11---p,) + 3. Como todo nimero primo impar é da forma 4r + 1
oudr+3e
(Ar+1)dr+1)=44r* +2r)+1=4s+1

temos que existe um namero primo p da forma 4n + 3 tal que p divide a. E facil
verificar que p # 3,7,11 e p;, o que é uma contradicao. [ |

Corolario 3.1 O conjunto de primos Gaussianos € infinito.
Prova. Consequéncia direta do Teorema 3.8 e do Lema 3.3. [ ]

Vamos usar os resultados apresentados neste capitulo para obter um algoritmo
de fatoracao para um inteiro Gaussiano qualquer.

Seja A € Z][i], com N(A) = nl, para algum n € N. Entao qualquer fator primo
Gaussiano de A é claramente um fator de nI = AA'. Assim, os fatores primos
Gaussianos de nI podem ser obtidos dos fatores primos de n. De fato, seja

Tk S1

n:2rp§1pk ql ...qiﬂm

a fatoracao de n, em que os p's sao numeros primos da forma 4u + 1 e os ¢’s sao
nimeros primos da forma 4u + 3. Seja

a —b .
P]_(b a),j_l,...,k,

o fator primo Gaussiano associado ao nimero primo p;. Entao

PjPzzij ou a2+62:pj, 7=1,...k,

nl=(=J) (I+J)* Py (Py)" - PP Q- Q.
Como nI = AA! temos que

A = J(L+ )Py (P Py (PL)Q) - Qi

m
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onde t € {0,1,2,3} e u,uj,uj,v; € Zy. Assim,
N(A) = 2uqul+ui . e pzk+u}€q%v1 P q?y;)’rn]:‘

Sendo N(A) = nl, teremos

u = r
u+u, = 1, i=1,...k,
20 = s5, j=1,...,m.
Logo, os inteiros
1 1
UST, VL= 581, U = 5 8m

sao unicamente determinados. Além disso, os fatores primos da forma 4w + 3 pos-
suem expoentes pares na fatoracao de n.
Vamos determinar os expoentes u; e v, @ =1,...,k. Seja

k; = max{m € Z, : p"1 | A},

ou seja,
m m c —d .
k; =max{m € Z, : pI* | ¢ e pi" | d}, onde A—( C)EZ[@].

Entao
u; = T‘i—k'i

u, = k’z

(2

ou

(2

Com efeito, se
B = (pFI)~'A,

entao
P;{B ou P!{B.

Caso contrario,
P,P! | B, pois mdc(P;,P!) =1

Assim,
P A,

o que contradiz a maximalidade de k;. Se
Pi ‘ B>
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entao

P! |B.
Neste caso, piil = PF(PHk e

pfiPi!Ai{ v = ek

%

O outro caso é analogo.

Finalmente, o expoente t segue da divisao de A pelo produto dos primos Gaus-
sianos cujos expoentes ja foram determinados.
Exemplo: Determine a fatoracao de

A:(% ;;)ezm.

Solugao. Como N(A) = 5331 = (13- 41)I temos que p; = 13 =22+3% e py =41 =
42 + 52 530 os fatores primos de 533. Neste caso,

A = Py (PP (P,

2 =3 4 -5

E facil verificar que ky = ky = 0, por exemplo,

em que

1311 A.

1 ([ 23\ (22 -7 5 4
1 _ _ .
PlA—13(—3 2)(7 22) <—4 5>€ZM'
Assim, u; =r; —ky=1—0=1e u; = k; = 0. De modo andalogo,
1 ( 45\ (22 -7 3 2
1A _ _ .
PQA_41(—5 4)(7 22) (—2 3)62[4

eUQZ’T‘Q—kgzl—O:]_eU’Q:kQZO.
Finalmente,

1 4 5 5 4 01
PQPIA_—41(_54)(_45)—< 10)62[2]
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e t = 3. Portanto,
A = J*P,P,.

Observe que esta fatoracao nao é tinica, por exemplo,

A =P,P;, onde P; = < _i ;l ) € Z[i,

é outra fatoragao.
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