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PROFMAT.

Ana Maria Mrás
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cedidas.

A todos os colegas da turma Profmat-2014, que contribúıram de
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RESUMO

Neste trabalho mostraremos como encontrar uma fórmula para o termo
geral da sequência de Fibonacci. Esta fórmula será encontrada de duas
maneiras distintas, inicialmente utilizando a teoria de sequências defi-
nidas recursivamente e em seguida utilizando como método resultados
de álgebra matricial.
Palavras-chave: Sequência de Fibonacci. Sequências definidas recur-
sivamente. Álgebra matricial.





ABSTRACT

In this work we show how to find a formula for the general term of the
Fibonacci sequence. This formula will be obtained in two distinct ways,
initially using the theory of recursively defined sequences and after that
using results of matrix algebra.
Keywords: Fibonacci sequence. Recursively defined sequences. Ma-
trix algebra.
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2.1 DIAGONALIZAÇÃO DE MATRIZES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.1.1 Autovalores e autovetores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.1.2 Diagonalização de matrizes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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INTRODUÇÃO

O matemático Leonardo Pisano nasceu na Itália em 1175, na
cidade de Pisa e ficou conhecido como Leonardo Fibonacci. Fibonacci
não era o seu sobrenome, mas se originou do diminutivo de “Fillious
Bonacci”, que significava “filho de Bonacci”por causa de seu pai Guili-
ermo Bonacci. Uma de suas mais notáveis contribuições à matemática
foi a descoberta de uma sequência de números naturais que teve origem
num problema proposto a partir da reprodução de coelhos.

Esta sequência ficou conhecida como sequência de Fibonacci, na
qual dados os dois primeiros termos iguais a 1, a partir do segundo
termo cada termo seguinte é obtido pela soma dos dois termos anteri-
ores a este. Esta sequência, além de suas propriedades e relações entre
seus próprios termos dentro da sequência, se apresenta em diversas ou-
tras situações como no crescimento de determinadas plantas e na óptica
de raios de luz como pode ser consultado em (ZAHN, 2011) e (LIVIO,
2006).

Sabemos então que a partir do segundo termo para obtermos o
termo seguinte devemos somar os dois termos anteriores a este, mas
esta não é uma forma prática se quisermos descobrir qualquer termo
da sequência, pois por exemplo se quisermos saber qual é o termo que
se encontra na posição n da sequência, com n relativamente grande,
precisaŕıamos encontrar todos os (n − 1) termos anteriores a este. A
saber, neste trabalho quando nos referirmos à variável n, estaremos
sempre nos referindo a um número natural não nulo.

Desta forma buscamos neste trabalho mostrar como encontrar
uma fórmula que nos permita calcular qualquer termo da sequência
de Fibonacci, dependendo apenas da variável n de sua posição não
precisando conhecer todos os outros termos que antecedem este. Esta
fórmula será encontrada de duas maneiras distintas, primeiramente uti-
lizando a teoria de sequências definidas recursivamente e em seguida
utilizaremos resultados de álgebra matricial. O trabalho será estrutu-
rado como segue.

No primeiro caṕıtulo apresentaremos o problema que deu ori-
gem a sequência de Fibonacci, bem como sua definição percebendo
que a relação entre seus termos é representada por uma equação de
recorrência que denota uma sequência definida recursivamente. Serão
definidas e exemplificadas sequências definidas recursivamente de pri-
meira e segunda ordem, à qual utilizaremos para encontrar a fórmula
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desejada. Neste caṕıtulo foram utilizadas como base para estudos as
referências: (LIMA et al., 2006), (ZAHN, 2011) e (LIVIO, 2006) .

No segundo caṕıtulo reestudaremos a sequência se Fibonacci,
porém agora utilizando métodos de álgebra matricial, o leitor precisa
ter o conhecimento das operações básicas e escalonamento de matrizes,
resolução de sistemas lineares, as demais definições e resultados ne-
cessários serão apresentados neste trabalho. Para chegarmos à fórmula
que buscamos utilizando álgebra matricial precisaremos estudar a dia-
gonalização de matrizes, a qual será desenvolvida após o estudo de au-
tovalores e autovetores, e ao final deste caṕıtulo estudaremos o cálculo
de potências de matrizes. Neste caṕıtulo foram utilizadas como base
para estudos as referências: (LAY, 2007), (STEINBRUCH; WINTERLE,
2008) e (STRANG, 2009).

Por fim, no terceiro caṕıtulo utilizaremos os resultados obtidos no
caṕıtulo dois, para então de fato encontramos efetivamente uma fórmula
do termo geral da sequência de Fibonacci utilizando como método os
resultados de álgebra matricial.
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1 SEQUÊNCIA DE FIBONACCI

A sequência de Fibonacci tem origem no seguinte problema pro-
posto pelo matemático italiano Leonardo Fibonacci: colocamos em um
cercado fechado um casal de coelhos filhotes, sabendo que estes somente
se reproduzem após o segundo mês de vida e a partir de então, cada
mês um casal adulto reproduz um novo casal de filhotes que será fértil
a partir do segundo mês; queremos saber quantos casais de coelhos
teremos após doze meses.

Vamos analisar o que ocorrerá nos primeiros doze meses:

� No primeiro mês teremos apenas o casal inicial de coelhos, sendo
assim 1 casal;

� No segundo mês teremos ainda somente o primeiro casal de coe-
lhos que será adulto no mês seguinte, sendo assim 1 casal;

� No terceiro mês teremos um casal adulto que gera um casal de
filhotes, sendo assim 2 casais;

� No quarto mês teremos um casal adulto que gera um casal de
filhotes, e um casal que ainda é jovem, sendo assim 3 casais;

� No quinto mês temos dois casais adultos, que geram dois casais
de filhotes, e um casal que ainda é jovem, sendo assim 5 casais;

� No sexto mês temos três casais de adultos, que geram três casais
de filhotes, e dois casais ainda jovens, sendo assim 8 casais;

� No sétimo mês temos cinco casais de adultos, que geram cinco
casais de filhotes, e mais três casais que ainda são jovens, logo
são 13 casais;

� No oitavo mês temos oito casais de adultos, que geram oito casais
de filhotes, e mais cinco casais ainda jovens, sendo assim 21 casais;

� No nono mês temos treze casais adultos, que geram treze casais
de filhotes, e mais oito casais ainda jovens, sendo assim 34 casais;

� No décimo mês temos vinte e um casais adultos, que geram vinte
e um casais de filhotes, e mais treze casais ainda jovens, sendo
assim 55 casais;
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� No décimo primeiro mês temos trinta e quatro casais adultos, que
geram trinta e quatro casais de filhotes, e mais vinte e um casais
ainda jovens, sendo assim 89 casais;

� No décimo segundo mês teremos cinquenta e cinco casais adultos,
que geram cinquenta e cinco casais de filhotes, e mais trinta e
quatro casais ainda jovens, sendo assim 144 casais.

O que resulta num total de 144 casais de coelhos em doze meses.
Assim, à medida que os meses passam a quantidade de coelhos

em cada mês vai formando a seguinte sequência de números:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89 e 144.

Observamos que a partir do segundo mês, a quantidade de ca-
sais de coelhos no mês seguinte é o resultado da soma dos dois meses
anteriores. Esse problema foi a motivação para que Fibonacci definisse
a sequência de Fibonacci como segue.

Definição 1.1. A sequência de Fibonacci é uma sequência de números
naturais na qual os dois primeiros termos são iguais a 1 e cada termo
a partir do segundo é obtido pela soma dos dois termos anteriores.

Denotaremos por Fi, com i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, . . . }, o termo que
se encontra na posição i da sequência de Fibonacci.

Assim temos,

F1 = 1 ;

F2 = 1 ;

F3 = F2 + F1 = 1 + 1 = 2 ;

F4 = F3 + F2 = 2 + 1 = 3 ;

F5 = F4 + F3 = 3 + 2 = 5 ;

F6 = F5 + F4 = 5 + 3 = 8 ;

...

Fn = Fn−1 + Fn−2 para n ≥ 3.

Encontramos aqui uma fórmula na qual para encontrarmos um
termo qualquer desta sequência, sempre dependemos dos dois termos
anteriores a este. Porém, com o estudo de sequências definidas recursi-
vamente podemos encontrar uma forma mais eficiente de calcular qual-
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quer termo independente dos termos anteriores, dependendo apenas da
variável da posição em que se encontra o termo. Para isto, faremos na
seção seguinte um estudo sobre sequências definidas recursivamente.

1.1 SEQUÊNCIAS DEFINIDAS RECURSIVAMENTE

Dizemos que uma sequência é definida recursivamente quando
podemos calcular qualquer um de seus termos utilizando termos anteri-
ores imediatos. Expressaremos neste trabalho os métodos de resoluções
de recorrências que dependem de um ou de dois termos anteriores, já
que estamos interessados em estudar a sequência de Fibonacci que é
uma sequência deste tipo.

1.1.1 Recorrências Lineares de Primeira Ordem

Neste momento estudaremos alguns tipos de sequências definidas
recursivamente, mas primeiro faremos uma definição formal do que é
uma sequência.

Definição 1.2. Seja X um conjunto não vazio qualquer, uma sequên-
cia no conjunto X é uma função

f : N∗ → X.

Dado um número natural não nulo n denotamos a sua imagem
f(n) por xn, ou seja, xn := f(n).

Normalmente quando nos referimos a uma sequência não nos re-
ferimos diretamente a função, mas sim aos elementos de sua imagem e,
desta forma dizemos que uma sequência em X é uma lista de elementos
de X que é denotada por {xn}n∈N∗ , em que para todo n ∈ N∗, xn ∈ X.
Além disso, xn é denominado termo geral da sequência {xn}n∈N∗ .
Neste caṕıtulo estudaremos apenas sequências em que X = N∗.

Quando uma sequência numérica é definida recursivamente, te-
mos uma sequência de números na qual podemos escrever cada termo
em função de termos anteriores, esta relação entre os termos é expressa
por uma equação à qual chamamos de equação de recorrência. Assim,
se conhecemos a equação de recorrência de uma sequência e determina-
dos termos somos capazes de calcular todos os termos desta sequência
usando esta equação.

Resolver uma equação de recorrência significa encontrar a partir
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de uma equação, que depende de termos anteriores, uma nova fórmula
para calcular qualquer termo desta sequência dependendo apenas da
variável da posição, ou seja, para determinar um elemento da sequência
é preciso conhecer apenas a sua posição e não mais todos os termos
anteriores a ele.

Uma solução de uma equação de recorrência é uma sequência
cujo termo geral é expresso por uma fórmula que depende da variável
n, na qual n indica a posição do termo na sequência.

Uma equação de recorrência, com coeficiente constante, de uma
sequência {xn}n∈N∗ é dita de primeira ordem quando o termo xn+1 é
expresso em função de xn, e uma equação de recorrência com coeficiente
constante é linear quando expressa uma função de primeiro grau na
variável xn, ou seja, é da forma xn+1 = pxn + f(n), com p ∈ R∗ e f
uma função que depende da variável n.

Por exemplo, xn+1 = 2 xn − n2 é uma equação de recorrência,
com coeficiente constante, linear de primeira ordem, enquanto que
xn+1 = (xn)2 é uma equação de recorrência, com coeficiente constante,
de primeira ordem não linear. Mas, nem sempre a recorrência possui
coeficiente constante, como por exemplo a recorrência xn+1 = nxn, que
pode ser encontrada na referência (LIMA et al., 2006).

Uma equação do tipo xn+1 = p xn, com p ∈ R∗, é dita uma
equação de recorrência, com coeficiente constante, linear de primeira
ordem homogênea, por não possuir termo independente de xn. Observe
que se p = 0, então a sequência {xn}n∈N∗ é a sequência cujos elementos
são todos iguais a zero. Porém, há também as equações de recorrência,
com coeficiente constante, linear de primeira ordem não homogêneas
que são da forma xn+1 = p xn + f(n) em que f é uma função que
depende da variável n, as quais não abordaremos neste trabalho, mas
podem ser encontradas na referência (LIMA et al., 2006).

Resolveremos a seguir uma equação de recorrência, com coefici-
ente constante, homogênea de primeira ordem . Seja xn+1 = 5xn para
todo n ∈ N∗, então:

x2 = 5x1 ;

x3 = 5x2 ;

x4 = 5x3 ;

x5 = 5x4 ;

. . .

xn = 5xn−1 .
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Multiplicando todas as equações obtemos

x2 x3 x4 . . . xn−1 xn = 5x1 5x2 5x3 5x4 . . . 5xn−1.

Se x1 = 0, todos os termos da sequência serão iguais a zero, se
x1 6= 0, note que para todo i ∈ N∗, xi 6= 0, então da igualdade acima
obtemos xn = x1 5n−1 que é o termo geral na sequência.

Logo, a solução geral é xn = x1 5n−1 que admite infinitas soluções,
pois não foi definido o valor de x1. Se fosse definido o valor de x1 = 2,
por exemplo, a solução seria xn = 2 5n−1, para todo n ∈ N∗ e deste
modo a sequência obtida seria 2, 10, 50, 250, 1250, . . . .

1.1.2 Recorrências Lineares de Segunda Ordem

Uma equação de recorrência é dita de segunda ordem quando
o termo xn+1 depende dos dois termos anteriores imediatos. Resolver
uma equação de recorrência de segunda ordem significa determinar uma
nova fórmula que dependa somente da variável da posição de um termo
desta sequência, a partir da equação de recorrência inicial, de modo que
cada termo da sequência, com excessão de dois termos, é determinado
através desta nova fórmula.

Assim como nas equações de recorrência de primeira ordem te-
mos que uma solução de uma equação de recorrência de segunda ordem
é uma sequência cujo termo geral é expresso por uma fórmula que de-
pende da variável n, na qual n indica a posição do termo na sequência.

Uma equação de recorrência de segunda ordem, com coeficientes
constantes, é linear quando expressa uma função de primeiro grau nas
variáveis xn+1 e xn, ou seja é da forma xn+2 = pxn+1 + qxn + f(n),
com p, q ∈ R, q 6= 0 e f uma função que depende da variável n.

As recorrências lineares de segunda ordem, com coeficientes cons-
tantes, são classificadas em homogêneas e não homogêneas. Uma re-
corrência linear de segunda ordem homogênea, com coeficientes cons-
tantes, é da forma xn+2 +p xn+1 + q xn = 0, com p, q ∈ R e q 6= 0, pois
caso contrário recaiŕıamos numa recorrência linear de primeira ordem.

Dada uma recorrência linear de segunda ordem homogênea, com
coeficientes constantes, temos associada a ela uma equação caracteŕıstica
de segundo grau da forma r2 +p r+ q = 0, de modo que as ráızes desta
equação determinarão as soluções da recorrência linear de segunda or-
dem homogênea como descreveremos a seguir.

Sejam r1 e r2 as ráızes reais da equação caracteŕıstica, então
qualquer sequência {an}n∈N∗ , com an = C1 (r1)n + C2 (r2)n é solução
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da recorrência linear de segunda ordem homogênea, com coeficientes
constantes, xn+2 + pxn+1 + qxn = 0 independente das constantes C1 e
C2.

De fato, substituindo an = C1 (r1)n +C2 (r2)n no lado esquerdo
da recorrência xn+2 + p xn+1 + q xn = 0 temos,

C1 (r1)n+2+C2 (r2)n+2+p (C1 (r1)n+1+C2 (r2)n+1)+q (C1 (r1)n+C2 (r2)n)

=
[
C1 (r1)n+2 + p C1 (r1)n+1 + q C1 (r1)n

]
+
[
C2 (r2)n+2 + p C2 (r2)n+1 + q C2 (r2)n

]
=
[
C1 (r1)n ( (r1)2 + p r1 + q)

]
+
[
C2 (r2)n ( (r2)2 + p r2 + q)

]
= C1 (r1)n 0 + C2 (r2)n 0 = 0 .

Assim, temos que

an = C1 (r1)n + C2 (r2)n

é solução da equação linear de recorrência de segunda ordem homogênea,
com coeficientes constantes, e C1 e C2 são constantes reais quaisquer.

Se as ráızes da equação caracteŕıstica são r1 e r2, com r1 6= r2,
então todas as soluções da equação de recorrência xn+2+pxn+1+qxn =
0 são da forma

xn = C1(r1)n + C2(r2)n,

com C1 e C2 constantes reais quaisquer, como é demonstrado na re-
ferência (LIMA et al., 2006).

Caso tenhamos r1 = r2 = r, qualquer sequência {an}n∈N∗ , em
que an = C1 r

n + C2 n r
n, é solução da recorrência linear de segunda

ordem homogênea, com coeficientes constantes, xn+2 +p xn+1 +q xn =
0. De fato, observe que se r1 = r2 = r, então a equação caracteŕıstica
da equação de recorrência será r2 + p r + q = 0, que tem apenas uma
raiz real, a saber,

r =
−p±

√
0

2
= −p

2
,

e substituindo an = C1 r
n +C2 n r

n na equação de recorrência xn+2 +
p xn+1 + q xn = 0 obtemos:

C1 rn+2 +C2 (n+2) rn+2 +p[C1 rn+1 +C2 (n+1)rn+1]+q(C1 rn +C2 n rn)

= [C1 rn+2+p C1 rn+1+q C1 rn]+[C2 (n+2) rn+2+p C2 (n+1) rn+1+q C2 n rn]
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= C1 rn(r2+p r+q)+[C2 n rn+2+2 C2 rn+2+p C2 n rn+1+p C2 rn+1+q C2 n rn]

= C1 r
n 0+[C2 n r

n+2+p C2 n r
n+1+q C2 n r

n]+[2 C2 r
n+2+p C2 r

n+1]

= C2 n r
n[r2 + p r + q] + C2 r

n+1[2 r + p]

= C2 n r
n 0 + C2 r

n+1
[
2
(
−p

2

)
+ p
]

= C2 r
n+1 0 = 0.

Logo, temos que

an = C1 r
n + C2 n r

n

é solução da equação de recorrência de segunda ordem, com coeficientes
constantes, homogênea com ráızes iguais, e C1 e C2 são constantes reais
quaisquer.

Se as ráızes da equação caracteŕıstica são r1 = r2 = r, então
todas as soluções da equação de recorrência xn+2 + pxn+1 + qxn = 0
são da forma

xn = C1 r
n + C2 n r

n,

com C1 e C2 constantes reais quaisquer, como é demonstrado na re-
ferência (LIMA et al., 2006).

Além disso, quando possúımos dois termos da sequência, pode-
mos encontrar os valores de C1 e C2 que são determinados pelos valores
dos termos conhecidos.

Por exemplo, seja a equação de recorrência, com coeficientes
constantes, xn+2 + 5 xn+1 + 6 xn = 0, com x1 = 3 e x2 = −6.

A recorrência apresenta a equação caracteŕıstica r2 +5 r+6 = 0,
que possui como ráızes r1 = −2 e r2 = −3. Logo a solução desta
equação de recorrência é da forma

xn = C1 (−2)n + C2 (−3)n.

Como temos os valores de x1 e x2 podemos substituir nas equações
para encontrar os valores de C1 e C2. Logo,{

C1 (−2)1 + C2 (−3)1 = 3
C1 (−2)2 + C2 (−3)2 = −6

.

Então, {
−2 C1 − 3 C2 = 3

4 C1 + 9 C2 = −6
.
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Multiplicando a primeira equação por 2 obtemos{
−4 C1 − 6 C2 = 6

4 C1 + 9 C2 = −6

e somando as duas equações obtemos 3C2 = 0, ou seja, C2 = 0 . Assim,
como C2 = 0 encontramos

−2C1 − 3C2 = 3⇒ −2C1 = 3 ⇒ C1 = −3

2
,

resultando na seguinte solução

xn = −3

2
(−2)n + 0 (−3)n = −3

2
(−2)n.

Temos ainda as equações lineares de segunda ordem, com coefi-
cientes constantes, não homogêneas que são da forma xn+2 + p xn+1 +
q xn = f(n), com p, q ∈ R, q 6= 0 e f é uma função que depende da
variável n, às quais o método de resolução não será abordado neste
trabalho, mas poderá ser consultado na referência (LIMA et al., 2006).

1.2 RESOLUÇÃO DE FN = FN−1 + FN−2 PARA N ≥ 3

Voltando a sequência de Fibonacci a nossa equação de recorrência
é da forma Fn = Fn−1 +Fn−2, para n ≥ 3 , na qual cada termo a par-
tir do segundo depende dos dois termos anteriores, ou seja, temos uma
equação de recorrência, com coeficientes constantes, de segunda ordem
homogênea, a qual é equivalente a seguinte equação de recorrência:

Fn+2 = Fn+1 + Fn para n ≥ 1 .

Então,

Fn+2 − Fn+1 − Fn = 0 , com F1 = F2 = 1 .

Como vimos na Subseção 1.1.2 essa equação de recorrência tem
como solução

Fn = C1 (r1)n + C2 (r2)n,

sendo r1 e r2 as ráızes da equação caracteŕıstica e C1 e C2 a prinćıpio
são constantes reais quaisquer. Porém, como possúımos os termos ini-
ciais da recorrência, vamos encontrar as constantes C1 e C2 que estão
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determinadas por estes termos.
Para a equação de recorrência Fn+2−Fn+1−Fn = 0, teremos a

seguinte equação caracteŕıstica:

r2 − r − 1 = 0,

cujas ráızes são dadas por

r =
− (−1)±

√
(−1)2 − 4.1.(−1)

2.1
=

1±
√

1 + 4

2
=

1 ±
√

5

2
. (1.1)

Observe que o valor de uma destas ráızes é
1 +
√

5

2
, este número

irracional é conhecido como razão áurea ou número de ouro e denotado
por

ϕ =
1 +
√

5

2
= 1, 6180339887... .

Este número tem uma relação com a sequência de Fibonacci,
observe segundo a tabela a seguir o que ocorre quando dividimos cada
termo da sequência de Fibonacci pelo seu termo antecessor na sequência.

n Fn Fn+1
Fn+1

Fn

1 1 1 1/1 = 1
2 1 2 2/1 = 2
3 2 3 3/2 = 1, 5
4 3 5 5/3 = 1, 666666...
5 5 8 8/5 = 1, 6
6 8 13 13/8 = 1, 625
7 13 21 21/13 = 1, 615384...
8 21 34 34/21 = 1, 619047...
9 34 55 55/34 = 1, 617647...
10 55 89 89/55 = 1, 618181...
11 89 144 144/89 = 1, 617977...
12 144 233 233/144 = 1, 618055...

Tabela 1: Aproximação do número de ouro pela divisão de termos
sucessivos na sequêcia de Fibonacci.
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Assim, calculando o quociente

Fn+1

Fn
para n ≥ 1,

à medida que n cresce os resultados se aproximam cada vez mais do
número de ouro ϕ. Esse número é muito conhecido por suas aparições
em diversas áreas como na matemática, nas artes e na natureza como
pode ser encontrado em (LIVIO, 2006) e (ZAHN, 2011).

Voltando à equação (1.1), temos r1 =
1 +
√

5

2
e r2 =

1−
√

5

2
resultando na seguinte solução geral:

Fn = C1

(
1 +
√

5

2

)n

+ C2

(
1−
√

5

2

)n

.

Agora vamos substituir os valores de F1 e F2 para descobrir os
valores das constantes C1 e C2 :{

F1 = C1 (r1)1 + C2 (r2)1

F2 = C1 (r1)2 + C2 (r2)2
.

Então, {
C1 r1 + C2 r2 = 1

C1 (r1)2 + C2 (r2)2 = 1
.

Isolando C1 na primeira equação e como temos r1 6= 0 , substi-
tuindo na segunda encontramos:

C1 r1 = 1− C2 r2 ⇒ C1 =
1− C2 r2

r1
.

Logo,

(
1− C2 r2

r1

)
(r1)2 + C2 (r2)2 = 1

⇒ (1− C2 r2)r1 + C2 (r2)2 = 1

⇒ r1 − C2 r1 r2 + C2 (r2)2 = 1

⇒ C2[(r2)2 − r1 r2] = 1− r1
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⇒ C2 =
1− r1

(r2)2 − r1 r2
,

já que temos
[
(r2)2 − r1 r2

]
6= 0, pois r1 6= r2 e r2 6= 0.

Agora substituindo os valores de r1 e r2 encontramos o valor de
C2:

C2 =

1−

(
1 +
√

5

2

)
(

1−
√

5

2

)2

−

[(
1 +
√

5

2

)(
1−
√

5

2

)]

=

2− 1−
√

5

2(
1− 2

√
5 + 5

4

)
−
(

1− 5

4

) =

1−
√

5

2[
2(3−

√
5)

4

]
−
(
−4

4

)

=

1−
√

5

2(
3−
√

5

2

)
+ 1

=

1−
√

5

2
3−
√

5 + 2

2

=
1−
√

5

5−
√

5

=

(
1−
√

5

5−
√

5

)(
5 +
√

5

5 +
√

5

)
=

5− 5
√

5 +
√

5− 5

25− 5

= −4
√

5

20
= −
√

5

5
= − 1√

5
.

Logo, temos que C2 = − 1√
5

.

Substituindo o valor de C2 na primeira equação encontraremos
o valor de C1:
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C1 =
1− C2 r2

r1
=

1−

[(
− 1√

5

)(
1−
√

5

2

)]
1 +
√

5

2

=

1 +

(
1−
√

5

2
√

5

)
1 +
√

5

2

=

2
√

5 + 1−
√

5

2
√

5

1 +
√

5

2

=

√
5 + 1

2
√

5

1 +
√

5

2

=
1 +
√

5

2
√

5
.

2

1 +
√

5
=

1√
5
.

Assim, encontramos C1 =
1√
5

e a solução para a equação de

recorrência é:

Fn =
1√
5

(
1 +
√

5

2

)n

− 1√
5

(
1−
√

5

2

)n

.

Esta fórmula nos permite calcular o termo que se encontra na
n-ésima posição da sequência de Fibonacci e é mais eficiente do que a
equação de recorrência anterior que t́ınhamos, pois nos permite calcular
qualquer termo da sequência de Fibonacci conhecendo apenas a sua
posição, não precisando para isto calcular todos os termos anteriores
ao termo que queremos encontrar.
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2 REESTUDANDO A SEQUÊNCIA DE FIBONACCI
VIA ÁLGEBRA MATRICIAL

No caṕıtulo anterior estudamos uma forma de encontrar a fórmula
do termo geral que nos permite calcular qualquer termo da sequência
de Fibonacci e para chegarmos nesta fórmula utilizamos técnicas de
sequências definidas recursivamente. Neste caṕıtulo, queremos reestu-
dar o problema de encontrar a fórmula do termo geral da sequência de
Fibonacci porém agora utilizando como método resultados de álgebra
matricial.

Vimos que na sequência de Fibonacci {Fn}n∈N∗ a partir do se-
gundo termo cada termo seguinte é a soma dos dois termos anteriores
a este, assim chegando a equação,

Fn+2 = Fn+1 + Fn para n ≥ 1.

Desta equação podemos escrever o seguinte sistema linear:{
Fn+1 + Fn = Fn+2

Fn+1 = Fn+1
.

Este sistema pode ser escrito como um produto matricial da
seguinte forma,(

1 1
1 0

)(
Fn+1

Fn

)
=

(
Fn+1 + Fn

Fn+1

)
=

(
Fn+2

Fn+1

)
.

Assim temos que(
1 1
1 0

)(
Fn+1

Fn

)
=

(
Fn+2

Fn+1

)
e escrevendo A =

(
1 1
1 0

)
e un =

(
Fn+1

Fn

)
para todo n ∈ N∗

obtemos

A.un = un+1. (2.1)

Desta forma, temos uma nova sequência {un}n∈N∗ que está as-
sociada à equação de recorrência de primeira ordem dada pela equação
(2.1), pois cada termo seguinte depende do valor encontrado no termo
anterior. Ainda podemos observar que partimos da equação de re-
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corrência de segunda ordem associada à sequência de Fibonacci, na qual
cada termo é um número natural, e encontramos uma nova sequência
{un}n∈N∗ , na qual cada termo é uma matriz coluna cujas entradas são
valores que são termos da sequência de Fibonacci.

Logo, de un+1 = A.un teremos:

n = 1 ⇒ u2 = A.u1;

n = 2 ⇒ u3 = A.u2 = A.A.u1 = A2.u1;

n = 3 ⇒ u4 = A.u3 = A.A2.u1 = A3.u1;

n = 4 ⇒ u5 = A.u4 = A.A3.u1 = A4.u1;

...

n ⇒ un+1 = A.un = A.An−1.u1 = An.u1.

Faremos uma demonstração formal deste resultado utilizando o
prinćıpio da indução matemática.

Proposição 2.1. Seja un =

(
Fn+1

Fn

)
, com

A =

(
1 1
1 0

)
, então un+1 = An.u1 .

Demonstração. i) Para n = 1 temos que un+1 = u1+1 = u2 =(
F3

F2

)
. Ainda, u1 =

(
F2

F1

)
=

(
1
1

)
e calculando A.u1 encon-

tramos:

A.u1 =

(
1 1
1 0

)(
1
1

)
=

(
2
1

)
=

(
F3

F2

)
.

Logo temos que u2 = A.u1 e o resultado é válido para n = 1.

ii) Suponhamos que o resultado é válido para n, ou seja, un = An−1.u1
e queremos mostrar que vale para (n+1), isto é, teremos un+1 = An.u1.
Mas, como temos que un+1 = Aun, então un+1 = A.un = A.(An−1.u1),
pela hipótese de indução.

Assim, un+1 = (A.An−1).u1 = An.u1. E portanto, o resultado é
válido para todo n ∈ N∗.

�
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Note que como un =

(
Fn+1

Fn

)
, temos que

u1 =

(
F2

F1

)
=

(
1
1

)
.

Assim, como a matriz A é conhecida e conhecemos também os
valores de u1 para encontrarmos un+1, que nos fornece os termos Fn+2

e Fn+1 da sequência de Fibonacci, basta sabermos cacular An e teremos
então,

un+1 =

[(
1 1
1 0

)]n(
1
1

)
.

Deste modo, agora nosso estudo será de como calcular as potências
da matriz A, para assim encontrarmos An e com isto determinarmos
qualquer termo da sequência de Fibonacci. Porém, o cálculo de An,
sem utilizar nenhuma técnica é tão demorado quanto calcular os n pri-
meiros termos da sequência de Fibonacci pela definição. Mas, há um
tipo especial de matrizes que são fáceis de se calcular as potências, essas
são as matrizes diagonais.

Definição 2.1. Seja A = {aij} uma matriz de ordem n, dizemos que
a matriz A é uma matriz diagonal quando temos os elementos aij = 0,
sempre que i 6= j .

Para calcular as potências de uma matriz diagonal basta calcular
as potências de cada elemento da diagonal principal. Este resultado é
válido para toda matriz diagonal de ordem n, e faremos a demonstração
para n = 2 utilizando indução matemática.

Proposição 2.2. Seja A =

 a11 0

0 a22

 uma matriz diagonal de

ordem 2, então An =

 (a11)n 0

0 (a22)n

.

Demonstração. i) Para n = 1 temos que A1 = A =

 a11 0

0 a22


por hipótese.

ii) Suponhamos que o resultado é válido para n e queremos mostrar
que também é válido para (n+ 1).
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Temos então que An =

 (a11)n 0

0 (a22)n

, e assim

An+1 = An.A =

 (a11)n 0

0 (a22)n

 a11 0

0 a22


=

 (a11)n.a11 + 0.0 (a11)n.0 + 0.a22

0.a11 + (a22)n.0 0.0 + (a22)n.a22


=

 (a11)n+1 0

0 (a22)n+1

 .

Logo temos que

An+1 =

 (a11)n+1 0

0 (a22)n+1


e o resultado é verdadeiro para todo n natural não nulo.

�

No entanto, nossa matriz A em questão não é uma matriz dia-
gonal, mas veremos que há uma outra classe de matrizes que apesar
de não serem diagonais para fins de cálculo de produtos se compor-
tam de forma semelhante, que são as matrizes diagonalizáveis como
estudaremos na próxima seção.

2.1 DIAGONALIZAÇÃO DE MATRIZES

Para estudarmos a diagonalização de matrizes precisamos pri-
meiro definir os conceitos de autovalores e autovetores associados a
uma matriz, que veremos na próxima subseção.

2.1.1 Autovalores e autovetores

Para fins de estudo neste trabalho utilizaremos a seguinte de-
finição para um vetor.
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Definição 2.2. Um vetor v com n entradas reais, é uma matriz coluna
de ordem n× 1, ou seja,

v =


x1
x2
...
xn

 .

Em nosso texto, às vezes nos referiremos a um vetor v com n en-
tradas reais simplesmente por vetor. Além disso, quando nos referimos
ao vetor nulo, queremos indicar o vetor que possui todas as entradas
iguais a zero, e utilizaremos a notação 0n×1 para indicar tal vetor.

Seja A uma matriz de ordem n, v um vetor de n coordenadas
com entradas reais, e um escalar λ ∈ R.

Queremos resolver a seguinte equação A v = λ v, na qual temos
como incógnitas λ e v. Seja então,

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

 e v =


x1
x2
...
xn


queremos então calcular v e λ tais que

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann




x1
x2
...
xn

 = λ


x1
x2
...
xn

 .

Definição 2.3. Os valores de λ ∈ R que satisfazem a equação Av = λv,
com v diferente do vetor nulo, são denominados autovalores da matriz
A, e os vetores v não nulos, associados a cada autovalor de A são
denominados autovetores da matriz A.

Observe que se

v =


0
0
...
0


então v sempre seria solução de A v = λ v independente de A e de λ.
O objetivo é encontrar soluções para v, tais que v não seja o vetor nulo.
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Vamos reescrever a equação A v = λ v como A v = λ Inv, em que
In é a matriz identidade de ordem n, e assim temos A v−λ In v = 0n×1.
Colocando o vetor v em evidência no lado esquerdo da última igualdade
encontramos (A− λ In) v = 0n×1 , ou seja , o que queremos resolver é

a11 − λ a12 . . . a1n
a21 a22 − λ . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann − λ




x1
x2
...
xn

 =


0
0
...
0

 ,

que na verdade é um sistema linear homogêneo.
A seguir citaremos parte do Teorema Fundamental das Matrizes

Inverśıveis, que não será demonstrado, mas pode ser consultado na
referência (LAY, 2007), Teorema 8 na página 111 e Teorema 4 na página
175.

Teorema 2.1. Sejam A uma matriz de ordem n e x um vetor com n
entradas reais, então as seguintes informações são equivalentes:

� A matriz A é uma matriz inverśıvel;

� A equação Ax = 0n×1 admite apenas a solução trivial;

� O determinante da matriz A é diferente a zero.

Observe que se det(A−λ In) 6= 0, a matriz (A−λ In) é inverśıvel
e teremos uma única solução, que neste caso como o sistema linear é
homogêneo será o vetor nulo, porém esta solução não nos interessa. E
assim como queremos v diferente do vetor nulo, devemos ter

det(A− λ In) = 0.

Como

(A− λ In) =


a11 − λ a12 . . . a1n
a21 a22 − λ . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann − λ

 ,

calculando det(A − λ In) encontramos um polinômio de grau n em
função da variável λ, que é denominado polinômio caracteŕıstico da
matriz A, como pode ser consultado na referência (STRANG, 2009).

Note que os valores de λ ∈ R que são as ráızes do polinômio
caracteŕıstico são os autovalores da matriz A, e os vetores v que satis-
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fazem (A− λ In) v = 0n×1, associados a cada λ que é autovalor de A,
são os autovetores da matriz A.

Por exemplo, seja

A =

 1 1 1
0 2 1
0 2 3

 ,

queremos encontrar os autovalores e autovetores associados à matriz A.
Para isto temos que encontrar λ ∈ R e v diferente do vetor nulo, tais
que A v = λ v.

Para resolvermos A v = λ v reescrevemos A v = λ I3 v e assim
temos A v−λ I3 v = 03×1, e colocando o vetor v em evidência no lado
esquerdo da igualdade obtemos (A− λ I3) v = 03×1.

Para encontrar os autovalores de A vamos utilizar o polinômio
caracteŕıstico fazendo det(A− λ I3) = 0. Logo,∣∣∣∣∣∣

1− λ 1 1
0 2− λ 1
0 2 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0

(1− λ)(2− λ)(3− λ)− 2(1− λ) = 0.

E assim,
(1− λ)[(2− λ)(3− λ)− 2] = 0

⇒ (1− λ)(λ2 − 5λ+ 4) = 0.

Como temos um produto de dois termos resultando em zero devemos
ter um dos dois termos iguais a zero, podemos observar no primeiro
termo que λ1 = 1 é uma das ráızes da equação. Vamos agora encontrar
as ráızes do segundo termo que é λ2 − 5λ+ 4 = 0. Assim,

λ =
−(−5) ±

√
(−5)2 − 4.1.4

2.1

=
5 ±

√
25− 16

2

=
5 ±

√
9

2

=
5 ± 3

2
.
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Logo, as ráızes são λ2 =
5 + 3

2
= 4 e λ3 =

5− 3

2
= 1. Como

λ1 = λ3 = 1 o polinômio caracteŕıstico tem então como ráızes λ1 = 1 e
λ2 = 4.

Portanto, os autovalores da matriz A são λ1 = 1 e λ2 = 4.
Agora para encontrar os autovetores vamos substituir os autovalores
encontrados e resolver 1− λ 1 1

0 2− λ 1
0 2 3− λ

 x
y
z

 =

 0
0
0

 .

Para λ1 = 1 temos 0 1 1
0 1 1
0 2 2

 x
y
z

 =

 0
0
0


que resulta no seguinte sistema linear y + z = 0

y + z = 0
2y + 2z = 0

,

no qual temos y = −z e encontramos o seguinte conjunto solução

S = {(x,−z, z);x, z ∈ R} .

Assim, os autovetores associados ao autovalor λ1 = 1 são
 x
−z
z

 ;x, z ∈ R com x 6= 0 ou z 6= 0

 .

Para λ2 = 4 temos −3 1 1
0 −2 1
0 2 −1

 x
y
z

 =

 0
0
0


que resulta no seguinte sistema linear −3x+ y + z = 0

−2y + z = 0
2y − z = 0

,
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no qual temos z = 2y, e substituindo na primeira equação encontramos

−3x+ y + 2y = 0 ⇒ −3x+ 3y = 0 ⇒ x = y.

A solução desse sistema linear é da forma

S = {(y, y, 2y); y ∈ R} .

Logo, os autovetores associados ao autovalor λ2 = 4 são
 y

y
2y

 ; y ∈ R∗
 .

Na próxima subseção definiremos o conceito de diagonalização
de matrizes e estudaremos quando é posśıvel diagonalizar uma matriz.

2.1.2 Diagonalização de matrizes

Neste momento faremos um estudo sobre diagonalização de ma-
trizes, mas antes de estudarmos quando é posśıvel diagonalizar uma
matriz precisamos definir o que são matrizes semelhantes.

Definição 2.4. Dadas duas matrizes A e B, ambas de ordem n, dize-
mos que a matriz A é semelhante a matriz B se existir uma matriz P
inverśıvel e de mesma ordem tal que B = P−1AP .

Com esta definição podemos então definir quando uma matriz é
diagonalizável.

Definição 2.5. Dada uma matriz A de ordem n, temos que A é uma
matriz diagonalizável quando A é semelhante a uma matriz diagonal
D, ou seja, existe uma matriz P inverśıvel de ordem n tal que D =
P−1AP .

Dizemos que a matriz P acima é uma matriz que diagonaliza a
matriz A. Porém, nem sempre existe a matriz P que diagonaliza A e
veremos a seguir um resultado que nos permite saber quando é posśıvel
encontrar e como determinar tal matriz P . Mas, antes precisamos de-
finir alguns conceitos que são utilizados neste resultado.
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Definição 2.6. Sejam v1, v2, . . . , vn vetores, dizemos que v é uma com-
binação linear dos vetores v1, v2, . . . , vn se existirem escalares α1, α2,
. . . , αn, tais que

v = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn.

A partir desta definição podemos entender o que são vetores
linearmente independentes(LI).

Definição 2.7. Dado um conjunto de vetores v1, v2, . . . , vn, dizemos
que tais vetores são linearmente independentes (LI) quando a única
combinação linear destes vetores que resulta no vetor nulo é a com-
binação linear cujos escalares são todos iguais a zero, ou seja, se α1v1+
α2v2 + · · ·+ αnvn = 0n×1 então α1 = α2 = · · · = αn = 0.

Teorema 2.2. Dada uma matriz A de ordem n temos que A é dia-
gonalizável se, e somente se, A possui n autovetores linearmente inde-
pendentes (LI).

Demonstração. ( ⇒ ) Temos que A é diagonalizável, então A é seme-
lhante a uma matriz diagonal D, ou seja, existe uma matriz P inverśıvel
e de mesma ordem tal que D = P−1AP . Multiplicando esta igualdade
por P à esquerda encontramos

PD = P (P−1AP ) = (PP−1)AP = InAP = AP.

Logo, PD = AP .
Sejam v1, v2, ..., vn as colunas da matriz P , e λ1, λ2, ..., λn os

elementos da diagonal principal de D.
De AP = PD temos

A

 | | |
v1 v2 . . . vn
| | |

 =

 | | |
v1 v2 . . . vn
| | |




λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 ,

ou seja, | | |
Av1 Av2 . . . Avn
| | |

 =

 | | |
λ1v1 λ2v2 . . . λnvn
| | |

 .



37

Assim temos,

Av1 = λ1v1 , Av2 = λ2v2, ..., Avn = λnvn,

o que nos mostra que os vetores colunas de P são autovetores da matriz
A associados aos autovalores que são os elementos da diagonal principal
de D. Assim, como os n vetores colunas da matriz P são autovetores
de A e a matriz P é inverśıvel temos pelo Teorema Fundamental da
Matrizes Inverśıveis (LAY, 2007), que seus vetores colunas são LI. Por-
tanto, se a matriz A é diagonalizável então possui n autovetores LI.
(⇐) Agora suponhamos que a matriz A tenha n autovetores LI, sejam
v1, v2, ..., vn os autovetores deA associados aos autovalores λ1, λ2, ..., λn,
respectivamente. Deste modo, temos que

Av1 = λ1v1 , Av2 = λ2v2, ..., Avn = λnvn

e então podemos escrever | | |
Av1 Av2 . . . Avn
| | |

 =

 | | |
λ1v1 λ2v2 . . . λnvn
| | |


ou seja,

A

 | | |
v1 v2 . . . vn
| | |

 =

 | | |
v1 v2 . . . vn
| | |




λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 .

Denotemos por P a matriz de ordem n com os autovetores v1, v2,
..., vn em coluna e D a matriz diagonal de ordem n, com os autovalores
de A na diagonal principal e, desta forma, podemos escrever

AP = PD.

Como as colunas de P são vetores LI, pelo Teorema Fundamen-
tal da Matrizes Inverśıveis (LAY, 2007), temos que P é uma matriz
inverśıvel, ou seja, existe P−1. De AP = PD, multiplicando esta igual-
dade por P−1 à esquerda temos

P−1AP = P−1(PD) = (P−1P )D = InD = D.

Logo temos que D = P−1AP , ou seja, a matriz A é semelhante
a uma matriz diagonal D, e assim se a matriz A possui n autovetores
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LI então A é diagonalizável.

�

Se D = P−1AP , temos que a matriz P é uma matriz que dia-
gonaliza a matriz A, e observe que os elementos da diagonal principal
de D são os autovalores de A e os vetores coluna da matriz P são
autovetores de A associados a tais autovalores.

Porém, a matriz P que a diagonaliza A não é única, pois quando
temos os autovalores de A e escolhemos uma ordem para as colunas da
matriz diagonal D, os autovetores da matriz P , ficam determinados por
esta mesma ordem cada um associado a seu respectivo autovalor, assim
conforme se muda a disposição dos autovalores na matriz D, também
será mudada a disposição dos autovetores na matriz P .

O resultado do teorema a seguir pode ser útil quando procuramos
encontrar a matriz P de autovetores que diagonaliza a matriz A.

Teorema 2.3. Sejam A uma matriz de ordem n, λ1, λ2, ..., λk com k ≤
n autovalores distintos de A e v1, v2, ..., vk os autovetores de A associ-
ados a tais autovalores respectivamente. Então temos que v1, v2, ..., vk
é um conjunto de vetores LI.

Faremos a demonstração deste teorema para k = n = 2, e o
resultado no caso geral pode ser encontrado na referência (LAY, 2007).

Teorema 2.4. Sejam A uma matriz de ordem 2, λ1 e λ2 autovalo-
res distintos de A e v1 , v2 autovetores associados a tais autovalores
respectivamente. Então temos que v1 e v2 são LI.

Demonstração. Como λ1 e λ2 são autovalores distintos da matriz A,
e v1, v2 são autovetores associados a tais autovalores respectivamente,
temos que

Av1 = λ1v1 e Av2 = λ2v2.

Sejam α1 e α2 escalares reais tais que

α1v1 + α2v2 = 0n×1, (2.2)

multiplicando esta igualdade por A teremos

A(α1v1) +A(α2v2) = A 0n×1

ou seja,
α1(Av1) + α2(Av2) = 0n×1
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que podemos reescrever como

α1λ1v1 + α2λ2v2 = 0n×1. (2.3)

Mutiplicando a equação (2.2) por λ1 obtemos

α1λ1v1 + α2λ1v2 = 0n×1 (2.4)

e agora subtraindo da equação (2.4) a equação (2.3) encontramos

α1λ1v1 − α1λ1v1 + α2λ1v2 − α2λ2v2 = 0n×1

isto é,
0 + α2(λ1 − λ2)v2 = 0n×1 .

Porém observe que como λ1 6= λ2 e v2 6= 0n×1, pois é autovetor
de A, então devemos ter α2 = 0. Agora, de α2 = 0 voltando na
equação (2.2) temos que

α1v1 + 0v2 = 0n×1 ⇒ α1v1 = 0n×1

mas, como v1 6= 0n×1 por ser autovetor de A, então temos que α1 = 0.
Portanto, como α1 = α2 = 0 os vetores v1 e v2 são LI.

�

Este teorema nos diz que autovetores associados a autovalores
distintos são LI, faremos agora um exemplo mostrando como encontrar,
utilizando autovalores e autovetores, uma matriz P que diagonaliza
uma matriz A de ordem 2.

Seja

A =

(
0 2
1 1

)
,

queremos encontrar, se existir, uma matriz P que diagonaliza A. Como
vimos no Teorema 2.2 se a matriz A possuir 2 autovetores LI, teremos
que A é diagonalizável. Vamos então encontrar os autovalores e auto-
vetores da matriz A para verificar se esta condição é satisfeita.

Para encontrar os autovetores devemos resolver a equação (A−
λI)v = 0n×1, para isto faremos det(A − λI) = 0 para encontrar pri-
meiro os autovalores de A. Utilizando o polinômio caracteŕıstico de A
encontramos∣∣∣∣ 0− λ 2

1 1− λ

∣∣∣∣ = 0 ⇒ (−λ)(1− λ)− 2 = 0 ⇒ λ2 − λ− 2 = 0.
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As ráızes são λ1 = −1 e λ2 = 2, que são os autovalores da matriz
A. Para encontrar os autovetores associados a cada autovalor devemos
resolver (A− λI)v = 0n×1, ou seja,(

0− λ 2
1 1− λ

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
.

Para λ1 = −1 temos(
1 2
1 2

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
então {

x+ 2y = 0
x+ 2y = 0

⇒ x = −2y

que resulta no conjunto solução

S = {(−2y, y); y ∈ R} .

E assim, os autovetores associados ao autovalor λ1 = −1 são{(
−2y
y

)
; y ∈ R∗

}
.

Para λ2 = 2 temos(
−2 2

1 −1

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
e assim {

−2x + 2y = 0
x − y = 0

⇒ x = y

que resulta no conjunto solução

S = {(y, y); y ∈ R} .

Logo, os autovetores associados ao autovalor λ2 = 2 são{(
y
y

)
; y ∈ R∗

}
.

Como vimos no Teorema 2.3 , autovetores associados a autova-
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lores distintos são LI. Desta forma tomemos

v1 =

(
−2

1

)
e v2 =

(
1
1

)
autovetores associados aos autovalores λ1 = −1 e λ2 = 2 respectiva-
mente. Tais autovetores são LI, então seja

P =

(
−2 1

1 1

)
,

e P será uma matriz que diagonaliza A.
Como as colunas da matriz P formam um conjunto de vetores

LI, pelo Teorema Fundamental da Matrizes Inverśıveis (LAY, 2007),
temos que a matriz P é inverśıvel, e vamos encontrar P−1 escalonando
a matriz P juntamente com a matriz identidade de ordem 2.(
−2 1 ¦ 1 0

1 1 ¦ 0 1

)
l1 ↔ l2 ⇒

(
1 1 ¦ 0 1
−2 1 ¦ 1 0

)
2l1 + l2 → l2

⇒
(

1 1 ¦ 0 1
0 3 ¦ 1 2

)
1

3
l2 → l2 ⇒

(
1 1 ¦ 0 1

0 1 ¦
1

3

2

3

)
−l2+l1 → l1

⇒


1 0 ¦ −1

3

1

3

0 1 ¦
1

3

2

3

 .

Desta forma temos que

P−1 =


−

1

3

1

3

1

3

2

3

 ,

e vamos calcular P−1AP para verificar se chegamos a matriz diagonal
D. Assim,



42

P−1AP =


−1

3

1

3

1

3

2

3

( 0 2
1 1

)(
−2 1

1 1

)

=


1

3
−1

3

2

3

4

3

( −2 1
1 1

)

=

(
−1 0

0 2

)
= D.

Desta forma temos que a matriz A é diagonalizável e P é uma
matriz que diagonaliza A.

Mas nem sempre a matriz em questão é diagonalizável, como
veremos no próximo exemplo.

Seja

B =

 4 0 0
1 4 0
0 1 4

 ,

vamos verificar se esta matriz é diagonalizável, para que isto ocorra
como a matriz B é de ordem 3, pelo Teorema 2.2 a matriz B deve
possuir 3 autovetores LI.

Assim, precisamos encontrar os autovetores de B, e para isto
primeiro encontraremos os autovalores da matriz resolvendo a equação
det(B − λI) = 0. Utilizando o polinômio caracteŕıstico de B obtemos:∣∣∣∣∣∣

4− λ 0 0
1 4− λ 0
0 1 4− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ (4− λ)(4− λ)(4− λ) = 0

encontrando como ráızes λ1 = λ2 = λ3 = 4, ou seja, a matriz B possui
apenas um autovalor.

Para encontrar os autovetores associados a este autovalor resol-
vemos a equação (B − λI)v = 0n×1, ou seja, temos 4− λ 0 0

1 4− λ 0
0 1 4− λ

 x
y
z

 =

 0
0
0

 .
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Para λ1 = 4 teremos 0 0 0
1 0 0
0 1 0

 x
y
z

 =

 0
0
0


que resulta no seguinte sistema linear 0x + 0y + 0z = 0

x + 0y + 0z = 0
0x + y + 0z = 0

⇒ x = 0 e y = 0.

Logo temos x = 0, y = 0 e z é uma variável livre, e temos o seguinte
conjunto solução

S = {(0, 0, z); z ∈ R} .

E assim os autovetores associados ao autovalor λ1 = 4 são
 0

0
z

 ; z ∈ R∗
 .

Como λ1 = 4 é o único autovalor da matriz B, temos infinitos au-
tovetores associados a ele, porém todos estes autovetores são múltiplos

do autovetor

 0
0
1

, e desta forma não é posśıvel encontrar 3 autove-

tores LI associados à matriz B, ou seja, a matriz B não é diagonalizável
e portanto, neste caso não existe uma matriz P que diagonaliza a ma-
triz B. Após o estudo de diagonalização de matrizes podemos voltar a
estudar como calcular potências de matrizes, que veremos na próxima
seção.

2.2 POTÊNCIAS DE MATRIZES

Nosso objetivo agora é calcularmos as potências de uma matriz
diagonalizável, ou seja, queremos uma técnica para encontrarmos o
valor de An, em que A é uma matriz diagonalizável.

Seja A uma matriz de ordem n diagonalizável, então A é seme-
lhante a uma matriz diagonal D, isto é, existe uma matriz P de mesma
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ordem e inverśıvel tal que

D = P−1AP.

Multiplicando esta igualdade por P à esquerda em ambos os lados
obtemos

PD = P (P−1AP ) = (PP−1)AP = InAP = AP,

então temos
PD = AP.

Agora multiplicando essa nova igualdade por P−1 à direita em ambos
os lados encontramos

PDP−1 = APP−1 = A(PP−1) = AIn = A

logo,
A = PDP−1 (2.5)

e estamos interessados em calcular as potências da matriz A. Ve-
jamos o que ocorre quando calculamos potências de A utilizando a
equação (2.5):

A2 = (PDP−1)(PDP−1) = PD(P−1P )DP−1

= PDInDP
−1 = PDDP−1 = PD2P−1.

Ainda,

A3 = A2A = (PD2P−1)(PDP−1) = PD2(P−1P )DP−1

= PD2InDP
−1 = PD2DP−1 = PD3P−1.

Desta forma intui-se que devemos ter

An = PDnP−1

e mostraremos este fato utilizando indução matemática.

Proposição 2.3. Seja A uma matriz diagonalizável, ou seja, A é se-
melhante a uma matriz diagonal D e podemos escrever A = PDP−1,
então An = PDnP−1.

Demonstração. i) Para n = 1 temos que A = PDP−1 por hipótese.
ii) Suponhamos que o resultado é válido n, ou seja, que An = PDnP−1
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e queremos mostrar que An+1 = PDn+1P−1.
Mas, usando a hipótese de indução temos que

An+1 = AnA = (PDnP−1)(PDP−1)

assim,

An+1 = PDn(P−1P )DP−1 = PDnInDP
−1

= PDnDP−1 = PDn+1P−1

e portanto, temos que An+1 = PDn+1P−1 e o resultado é verdadeiro
para todo n natural não nulo.

�

Agora vamos utilizar o exemplo da seção anterior no qual já
diagonalizamos a matriz A de ordem 2 para calcularmos A5. Pelos
cálculos realizados anteriormente temos

A =

(
0 2
1 1

)
, P =

(
−2 1

1 1

)
,

P−1 =


−1

3

1

3

1

3

2

3

 e D =

(
−1 0

0 2

)
.

Para calcularmosA5, pela Proposição 2.3 basta fazermosA5 = PD5P−1,
e para calcular D5 utilizaremos o Proposição 2.2. Logo,

A5 =

(
−2 1

1 1

)[(
−1 0

0 2

)]5
−1

3

1

3

1

3

2

3



=

(
−2 1

1 1

)(
−1 0

0 32

)
−1

3

1

3

1

3

2

3



=

(
2 32
−1 32

)
−1

3

1

3

1

3

2

3

 =

(
10 22
11 21

)
.
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Calcular potências de matrizes desta forma é menos trabalhoso
do que o cálculo de potências utilizando a definição do produto de
matrizes, e quanto maior for o valor da potência n, maior é a diferença
entre os dois métodos de cálculo.

Com o estudo de diagonalização de matrizes e potências An,
podemos voltar a equação que t́ınhamos no ińıcio deste caṕıtulo

un+1 =

[(
1 1
1 0

)]n(
1
1

)
,

que nos permitirá calcular qualquer termo da sequência de Fibonacci.
A resolução desta equação utilizando os resultados abordados até agora
será estudada no próximo caṕıtulo.



47

3 SIMPLIFICAÇÃO DE UN+1 = AN .U1

Nosso objetivo neste caṕıtulo é desenvolver a igualdade

un+1 =

[(
1 1
1 0

)]n(
1
1

)
, (3.1)

esta já nos fornece uma fórmula para encontrar o termo geral da sequên-
cia de Fibonacci, mas queremos simplificá-la de modo que não preci-
semos mais calcular as potências n da matriz A. Ou seja, queremos
encontrar uma fórmula com a qual poderemos calcular qualquer termo
na sequência de Fibonacci, dependendo apenas da variável n de sua
posição na sequência.

Voltando a discussão iniciada no Caṕıtulo 2 em que

A =

(
1 1
1 0

)
,

queremos verificar se A é uma matriz diagonalizável para, se assim o
for, calcularmos An.

Para verificar se A é uma matriz diagonalizável devemos encon-
trar seus autovalores e autovetores, e como a matriz A tem ordem 2, se
A possuir dois autovetores LI pelo Teorema 2.2 ela será diagonalizável.

Para calcular os autovetores de A devemos resolver a equação
(A − λI)v = 02×1, para isto faremos det(A − λI) = 0 para encontrar
primeiro os autovalores de A. Utilizando o polinômio caracteŕıstico de
A encontramos∣∣∣∣ 1− λ 1

1 0− λ

∣∣∣∣ = 0 ⇒ (1− λ)(0− λ)− 1 = 0

⇒ (1− λ)(−λ)− 1 = 0 ⇒ λ2 − λ− 1 = 0.

No qual teremos

λ =
−(−1) ±

√
(−1)2 − 4.1.(−1)

2.1

=
1 ±

√
1 + 4

2

=
1 ±

√
5

2
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e encontramos assim como ráızes λ1 =
1 +
√

5

2
e λ2 =

1−
√

5

2
que

são os autovalores de A.
Note que um dos autovalores da matrizA é o número de ouro, que

como visto no primeiro caṕıtulo está ligado à sequência de Fibonacci
pela divisão de um termo da sequência pelo seu termo antecessor na
sequência.

Para encontrar os autovetores de A devemos resolver a equação
(A− λI)v = 02×1, ou seja,(

1− λ 1
1 −λ

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
.

Para λ1 =
1 +
√

5

2
teremos

1−

(
1 +
√

5

2

)
1

1 −

(
1 +
√

5

2

)

(
x
y

)
=

(
0
0

)

 2− 1−
√

5

2
1

1
−1−

√
5

2

( x
y

)
=

(
0
0

)
 1−

√
5

2
1

1
−1−

√
5

2

( x
y

)
=

(
0
0

)
,

que resulta no seguinte sistema linear

(
1−
√

5

2

)
x + y = 0

x +

(
−1−

√
5

2

)
y = 0

.

Multiplicando a segunda equação por −

(
1−
√

5

2

)
obtemos
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

(
1−
√

5

2

)
x + y = 0

−

(
1−
√

5

2

)
x −

(
1−
√

5

2

)(
−1−

√
5

2

)
y = 0



(
1−
√

5

2

)
x + y = 0

−

(
1−
√

5

2

)
x +

[
(1−

√
5)(1 +

√
5)

4

]
y = 0



(
1−
√

5

2

)
x + y = 0

−

(
1−
√

5

2

)
x +

(
1− 5

4

)
y = 0



(
1−
√

5

2

)
x + y = 0

−

(
1−
√

5

2

)
x − y = 0

.

E assim temos, y = −

(
1−
√

5

2

)
x resultando no seguinte con-

junto solução

S =

{(
x,−

(
1−
√

5

2

)
x

)
;x ∈ R

}
.

Logo, os autovetores associados ao autovalor λ1 =
1 +
√

5

2
são

 x

−

(
1−
√

5

2

)
x

 ;x ∈ R∗

 .
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Para λ2 =
1−
√

5

2
encontramos

1−

(
1−
√

5

2

)
1

1 −

(
1−
√

5

2

)

(
x
y

)
=

(
0
0

)

 2− 1 +
√

5

2
1

1
−1 +

√
5

2

( x
y

)
=

(
0
0

)
 1 +

√
5

2
1

1
−1 +

√
5

2

( x
y

)
=

(
0
0

)

e temos o sistema linear

(
1 +
√

5

2

)
x + y = 0

x +

(
−1 +

√
5

2

)
y = 0

.

Multiplicando a segunda equação por −

(
1 +
√

5

2

)
obtemos



(
1 +
√

5

2

)
x + y = 0

−

(
1 +
√

5

2

)
x −

(
1 +
√

5

2

)(
−1 +

√
5

2

)
y = 0



(
1 +
√

5

2

)
x + y = 0

−

(
1 +
√

5

2

)
x +

[
(−1−

√
5)(−1 +

√
5)

4

]
y = 0
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

(
1 +
√

5

2

)
x + y = 0

−

(
1 +
√

5

2

)
x +

(
1− 5

4

)
y = 0



(
1 +
√

5

2

)
x + y = 0

−

(
1 +
√

5

2

)
x − y = 0

.

Logo, y = −

(
1 +
√

5

2

)
x resultando no seguinte conjunto solução

S =

{(
x,−

(
1 +
√

5

2

)
x

)
;x ∈ R

}
.

E portanto, os autovetores associados ao autovalor λ2 =
1−
√

5

2
são

 x

−

(
1 +
√

5

2

)
x

 ;x ∈ R∗

 .

Pelo Teorema 2.3, autovetores associados a autovalores distintos
são LI, tomemos então:

v1 =

 1

−

(
1−
√

5

2

)  e v2 =

 1

−

(
1 +
√

5

2

) 
autovetores associados a λ1 e λ2 respectivamente. Tais autovetores são
LI, e assim, como a matriz A de ordem 2 possui dois autovetores LI,
pelo Teorema 2.2 temos que A é uma matriz diagonalizável.

Como estudamos no caṕıtulo anterior, uma matriz P que diago-
naliza A é uma matriz de ordem 2, cujas colunas são os autovetores de
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A. Logo,

P =

 1 1

−

(
1−
√

5

2

)
−

(
1 +
√

5

2

)  .

Precisamos encontrar P−1, e teremos D = P−1AP , em que D será a
matriz diagonal com os autovalores de A na diagonal principal.

Vamos escalonar a matriz P juntamente com a matriz identidade
de ordem 2 para encontrarmos P−1.

1 1 ¦ 1 0

−

(
1−
√

5

2

)
−

(
1 +
√

5

2

)
¦ 0 1

 (
1−
√
5

2

)
l1 + l2 → l2

⇒


1 1 ¦ 1 0

0 −
√

5 ¦
1−
√

5

2
1

 − 1√
5
l2 → l2

⇒


1 1 ¦ 1 0

0 1 ¦ −

(
1−
√

5

2
√

5

)
− 1√

5

 − l2 + l1 → l1

⇒


1 0 ¦

1 +
√

5

2
√

5

1√
5

0 1 ¦ −

(
1−
√

5

2
√

5

)
− 1√

5

 .

Portanto, encontramos

P−1 =


1 +
√

5

2
√

5

1√
5

−1 +
√

5

2
√

5
− 1√

5

 .

Agora temos
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A =

(
1 1
1 0

)
, P =


1 1

−1 +
√

5

2

−1−
√

5

2



P−1 =


1 +
√

5

2
√

5

1√
5

−1 +
√

5

2
√

5

−1√
5

 e D =


1 +
√

5

2
0

0
1−
√

5

2


tal que D = P−1AP e pelos estudos realizados no caṕıtulo anterior
vimos que podemos reescrever como A = PDP−1.

Queremos calcular An para resolver a equação (3.1), para isto
pela Proposição 2.3 devemos calcular An = PDnP−1, em que Dn é
calculada utilizando a Proposição 2.2. Assim,

An =

 1 1

−1+
√
5

2
−1−

√
5

2



 1+

√
5

2
0

0 1−
√

5
2



n

1+
√
5

2
√
5

1√
5

−1+
√
5

2
√
5

−1√
5



=

 1 1

−1+
√
5

2
−1−

√
5

2



(

1+
√
5

2

)n
0

0
(

1−
√
5

2

)n



1+
√
5

2
√
5

1√
5

−1+
√
5

2
√
5

−1√
5



=

 1 1

−1+
√
5

2
−1−

√
5

2




(
1+
√
5

2

)n (
1+
√
5

2
√
5

) (
1+
√
5

2

)n
1√
5(

1−
√
5

2

)n (
−1+

√
5

2
√
5

) (
1−
√
5

2

)n (
− 1√

5

)


=

 1 1

−1+
√
5

2
−1−

√
5

2




1√
5

(
1+
√
5

2

)n+1
1√
5

(
1+
√
5

2

)n
1√
5

(
1−
√
5

2

)n (
− (1−

√
5)

2

)
− 1√

5

(
1−
√
5

2

)n


=

 1 1

−
(

1−
√

5
2

)
−
(

1+
√
5

2

)



1√
5

(
1+
√
5

2

)n+1
1√
5

(
1+
√
5

2

)n
− 1√

5

(
1−
√
5

2

)n+1
− 1√

5

(
1−
√
5

2

)n
 .

Vamos escrever cada coluna desta matriz produto separadamente:
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C1 =


1√
5

(
1+
√
5

2

)n+1

− 1√
5

(
1−
√
5

2

)n+1

−
(

1−
√
5

2

)
1√
5

(
1+
√
5

2

)n+1

+
(

1+
√
5

2

)
1√
5

(
1−
√
5

2

)n+1


e

C2 =


1√
5

(
1+
√
5

2

)n
− 1√

5

(
1−
√
5

2

)n
−
(

1−
√
5

2

)
1√
5

(
1+
√
5

2

)n
+
(

1+
√
5

2

)
1√
5

(
1−
√
5

2

)n
 .

Desta forma temos de An =

 | |
C1 C2

| |

. Ainda reagrupando C1 e

C2 temos:

C1 =


1√
5

[(
1+
√
5

2

)n+1

−
(

1−
√
5

2

)n+1
]

1√
5

[(
1+
√
5

2

)(
1−
√
5

2

)n+1

−
(

1−
√
5

2

)(
1+
√
5

2

)n+1
]


e

C2 =


1√
5

[(
1+
√
5

2

)n
−
(

1−
√
5

2

)n]
1√
5

[(
1+
√
5

2

)(
1−
√
5

2

)n
−
(

1−
√
5

2

)(
1+
√
5

2

)n]
 .

Queremos resolver

un+1 = An

(
1
1

)
=

(
Fn+2

Fn+1

)
que nos permitirá encontrar os termos Fn+2 e Fn+1 da sequência de
Finobacci. Calculando un+1 encontraremos uma matriz de ordem 2×1,
na qual o primeiro elemento será a soma dos primeiros elementos de C1

e C2, e o segundo elemento será a soma dos segundos elementos de C1

e C2. Encontraremos então,

Fn+2 =
1√
5

[(
1 +
√

5

2

)n+1

−
(

1−
√

5

2

)n+1
]

+
1√
5

[(
1 +
√

5

2

)n

−
(

1−
√

5

2

)n]
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e,

Fn+1 =
1√
5

[(
1 +
√

5

2

)(
1−
√

5

2

)n+1

−
(

1−
√

5

2

)(
1 +
√

5

2

)n+1
]

+
1√
5

[(
1 +
√

5

2

)(
1−
√

5

2

)n

−
(

1−
√

5

2

)(
1 +
√

5

2

)n]
.

Resolveremos cada uma dessas equações separadamente e depois
voltaremos a matriz resultante que buscamos un+1.

Fn+2 =
1
√
5

(1 +
√
5

2

)n+1

+

(
1 +
√
5

2

)n

−

(1−
√
5

2

)n+1

+

(
1−
√
5

2

)n


=
1
√
5

[(
1 +
√
5

2

)n(
1 +
√
5

2
+ 1

)
−
(
1−
√
5

2

)n(
1−
√
5

2
+ 1

)]

=
1
√
5

[(
1 +
√
5

2

)n(
3 +
√
5

2

)
−
(
1−
√
5

2

)n(
3−
√
5

2

)]

=
1
√
5

[(
1 +
√
5

2

)n(
6 + 2

√
5

4

)
−
(
1−
√
5

2

)n(
6− 2

√
5

4

)]

=
1
√
5

[(
1 +
√
5

2

)n(
1 + 2

√
5 + 5

4

)
−
(
1−
√
5

2

)n(
1− 2

√
5 + 5

4

)]

=
1
√
5

(1 +
√
5

2

)n(
1 +
√
5

2

)2

−
(
1−
√
5

2

)n(
1−
√
5

2

)2


=
1
√
5

(1 +
√
5

2

)n+2

−
(
1−
√
5

2

)n+2
 ,

e agora calculando Fn+1 encontraremos

Fn+1 =
1
√
5

(1 +
√
5

2

)(
1−
√
5

2

)n+1

+

(
1 +
√
5

2

)(
1−
√
5

2

)n


−
1
√
5

(1−
√
5

2

)(
1 +
√
5

2

)n+1

+

(
1−
√
5

2

)(
1 +
√
5

2

)n


=
1
√
5

(1 +
√
5

2

)(1−
√
5

2

)n+1

+

(
1−
√
5

2

)n


−
1
√
5

(1−
√
5

2

)(1 +
√
5

2

)n+1

+

(
1 +
√
5

2

)n

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=
1
√
5

[(
1 +
√
5

2

)[(
1−
√
5

2

)n(
1−
√
5

2
+ 1

)]]

−
1
√
5

[(
1−
√
5

2

)[(
1 +
√
5

2

)n(
1 +
√
5

2
+ 1

)]]

=
1
√
5

[(
1 +
√
5

2

)(
1−
√
5

2

)n(
3−
√
5

2

)]

−
1
√
5

[(
1−
√
5

2

)(
1 +
√
5

2

)n(
3 +
√
5

2

)]

=
1
√
5

[(
1−
√
5

2

)n(
3−
√
5 + 3

√
5− 5

4

)]

−
1
√
5

[(
1 +
√
5

2

)n(
3 +
√
5− 3

√
5− 5

4

)]

=
1
√
5

[(
1−
√
5

2

)n(
−2 + 2

√
5

4

)
−
(
1 +
√
5

2

)n(
−2− 2

√
5

4

)]

=
1
√
5

[(
1−
√
5

2

)n [
−
(
1−
√
5

2

)]
−
(
1 +
√
5

2

)n [
−
(
1 +
√
5

2

)]]

=
1
√
5

[
−
(
1−
√
5

2

)n(
1−
√
5

2

)
+

(
1 +
√
5

2

)n(
1 +
√
5

2

)]

=
1
√
5

−(1−
√
5

2

)n+1

+

(
1 +
√
5

2

)n+1


=
1
√
5

(1 +
√
5

2

)n+1

−
(
1−
√
5

2

)n+1
 .

Temos então que

un+1 =

(
Fn+2

Fn+1

)
=



1√
5

(1 +
√

5

2

)n+2

−

(
1−
√

5

2

)n+2


1√
5

(1 +
√

5

2

)n+1

−

(
1−
√

5

2

)n+1



.

Aqui podemos observar que o resultado obtido em Fn+1 é o
mesmo que em Fn+2 para n igual a n− 1:
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F(n−1)+2 = Fn+1 =
1√
5

(1 +
√

5

2

)(n−1)+2

−

(
1−
√

5

2

)(n−1)+2


=
1√
5

(1 +
√

5

2

)n+1

−

(
1−
√

5

2

)n+1
 .

Assim, a medida que vamos variando n, podemos determinar
todos os outros termos da sequência, e tomando n como sendo n − 2
na equação de Fn+2 obtemos

Fn =
1√
5

[(
1 +
√

5

2

)n

−

(
1−
√

5

2

)n]
.

Desta forma, utilizando como método resultados de álgebra ma-
tricial chegamos a uma fórmula que nos permite calcular qualquer termo
da sequência da Fibonacci dependendo apenas da variável da posição n,
não precisando conhecer os termos que antecedem o termo procurado
na sequência. E observe que esta fórmula é a mesma que encontramos
no primeiro caṕıtulo deste trabalho utilizando como método a teoria
de sequências definidas recursivamente.
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CONCLUSÃO

Ao término deste trabalho observamos que os objetivos propostos
foram alcançados, ou seja, conseguimos chegar a uma fórmula que nos
permite calcular qualquer termo da sequência de Fibonacci dependendo
apenas da variável n de sua posição, não mais precisando conhecer
os termos anteriores a este. Esta fórmula foi obtida de duas formas,
inicialmente utilizando a teoria de sequências definidas recursivamente,
e em seguida utilizando como método a álgebra matricial baseada na
teoria de autovalores, autovetores e diagonalização de matrizes.

É importante observarmos que usando a teoria de sequências
definidas recursivamente não constrúımos um método de resolução, mas
sim aplicamos resultados que supomos verdadeiros e verificamos que
tais resultados funcionam como resolução, enquanto que ao remodelar
o mesmo problema utilizando a álgebra matricial permitimos ao leitor
um outro olhar sobre a situação em questão, construindo um método
de resolução inicialmente percebendo a reescrita da sequência como
um sistema linear, em seguida como produto de matrizes, e utilizando
então a teoria de autovalores, autovetores e diagonalização de matrizes,
chegamos mais naturalmente a fórmula desejada.

No desenvolver deste trabalho, em algumas situações as demons-
trações foram feitas para a variável n = 2 que era o nosso objetivo em
questão, mas vale lembrar que estas demonstrações podem ser realiza-
das na variável n. Ainda, cabe ressaltar que a teoria de autovalores
e autovetores é muito mais ampla e geral do que a abordada neste
trabalho, os resultados utilizados são uma pequena parcela das suas
inúmeras aplicações e propriedades.
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