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RESUMO

Neste trabalho mostraremos como encontrar uma férmula para o termo
geral da sequéncia de Fibonacci. Esta formula serd encontrada de duas
maneiras distintas, inicialmente utilizando a teoria de sequéncias defi-
nidas recursivamente e em seguida utilizando como método resultados
de algebra matricial.

Palavras-chave: Sequéncia de Fibonacci. Sequéncias definidas recur-
sivamente. Algebra matricial.






ABSTRACT

In this work we show how to find a formula for the general term of the
Fibonacci sequence. This formula will be obtained in two distinct ways,
initially using the theory of recursively defined sequences and after that
using results of matrix algebra.

Keywords: Fibonacci sequence. Recursively defined sequences. Ma-
trix algebra.
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INTRODUCAO

O matematico Leonardo Pisano nasceu na Italia em 1175, na
cidade de Pisa e ficou conhecido como Leonardo Fibonacci. Fibonacci
nao era o seu sobrenome, mas se originou do diminutivo de “Fillious
Bonacci”, que significava “filho de Bonacci”por causa de seu pai Guili-
ermo Bonacci. Uma de suas mais notdveis contribui¢oes & matemética
foi a descoberta de uma sequéncia de niimeros naturais que teve origem
num problema proposto a partir da reproducao de coelhos.

Esta sequéncia ficou conhecida como sequéncia de Fibonacci, na
qual dados os dois primeiros termos iguais a 1, a partir do segundo
termo cada termo seguinte é obtido pela soma dos dois termos anteri-
ores a este. Esta sequéncia, além de suas propriedades e relagoes entre
seus préprios termos dentro da sequéncia, se apresenta em diversas ou-
tras situagoes como no crescimento de determinadas plantas e na 6ptica
de raios de luz como pode ser consultado em (ZAHN, 2011) e (LIVIO,
2006).

Sabemos entdo que a partir do segundo termo para obtermos o
termo seguinte devemos somar os dois termos anteriores a este, mas
esta nao é uma forma pratica se quisermos descobrir qualquer termo
da sequéncia, pois por exemplo se quisermos saber qual é o termo que
se encontra na posicao n da sequéncia, com n relativamente grande,
precisariamos encontrar todos os (n — 1) termos anteriores a este. A
saber, neste trabalho quando nos referirmos & variavel n, estaremos
sempre nos referindo a um ndmero natural nao nulo.

Desta forma buscamos neste trabalho mostrar como encontrar
uma férmula que nos permita calcular qualquer termo da sequéncia
de Fibonacci, dependendo apenas da varidavel n de sua posicao nao
precisando conhecer todos os outros termos que antecedem este. Esta
férmula serd encontrada de duas maneiras distintas, primeiramente uti-
lizando a teoria de sequéncias definidas recursivamente e em seguida
utilizaremos resultados de algebra matricial. O trabalho serd estrutu-
rado como segue.

No primeiro capitulo apresentaremos o problema que deu ori-
gem a sequéncia de Fibonacci, bem como sua definicdo percebendo
que a relagdo entre seus termos é representada por uma equagao de
recorréncia que denota uma sequéncia definida recursivamente. Serao
definidas e exemplificadas sequéncias definidas recursivamente de pri-
meira e segunda ordem, a qual utilizaremos para encontrar a férmula
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desejada. Neste capitulo foram utilizadas como base para estudos as
referéncias: (LIMA et al., 2006), (ZAHN, 2011) e (LIVIO, 2006) .

No segundo capitulo reestudaremos a sequéncia se Fibonacci,
porém agora utilizando métodos de algebra matricial, o leitor precisa
ter o conhecimento das operacoes basicas e escalonamento de matrizes,
resolucao de sistemas lineares, as demais defini¢coes e resultados ne-
cessdrios serao apresentados neste trabalho. Para chegarmos & férmula
que buscamos utilizando dlgebra matricial precisaremos estudar a dia-
gonalizagao de matrizes, a qual serd desenvolvida apds o estudo de au-
tovalores e autovetores, e ao final deste capitulo estudaremos o calculo
de poténcias de matrizes. Neste capitulo foram utilizadas como base
para estudos as referéncias: (LAY, 2007), (STEINBRUCH; WINTERLE,
2008) e (STRANG, 2009).

Por fim, no terceiro capitulo utilizaremos os resultados obtidos no
capitulo dois, para entao de fato encontramos efetivamente uma férmula
do termo geral da sequéncia de Fibonacci utilizando como método os
resultados de algebra matricial.
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1 SEQUENCIA DE FIBONACCI

A sequéncia de Fibonacci tem origem no seguinte problema pro-
posto pelo matematico italiano Leonardo Fibonacci: colocamos em um
cercado fechado um casal de coelhos filhotes, sabendo que estes somente
se reproduzem apds o segundo meés de vida e a partir de entao, cada
meés um casal adulto reproduz um novo casal de filhotes que serd fértil
a partir do segundo més; queremos saber quantos casais de coelhos
teremos apos doze meses.

Vamos analisar o que ocorrerd nos primeiros doze meses:

e No primeiro meés teremos apenas o casal inicial de coelhos, sendo
assim 1 casal;

e No segundo més teremos ainda somente o primeiro casal de coe-
lhos que sera adulto no més seguinte, sendo assim 1 casal;

e No terceiro més teremos um casal adulto que gera um casal de
filhotes, sendo assim 2 casais;

e No quarto més teremos um casal adulto que gera um casal de
filhotes, e um casal que ainda é jovem, sendo assim 3 casais;

e No quinto més temos dois casais adultos, que geram dois casais
de filhotes, e um casal que ainda é jovem, sendo assim 5 casais;

e No sexto més temos trés casais de adultos, que geram trés casais
de filhotes, e dois casais ainda jovens, sendo assim 8 casais;

e No sétimo meés temos cinco casais de adultos, que geram cinco
casais de filhotes, e mais trés casais que ainda sao jovens, logo
sao 13 casais;

¢ No oitavo més temos oito casais de adultos, que geram oito casais
de filhotes, e mais cinco casais ainda jovens, sendo assim 21 casais;

e No nono més temos treze casais adultos, que geram treze casais
de filhotes, e mais oito casais ainda jovens, sendo assim 34 casais;

e No décimo més temos vinte e um casais adultos, que geram vinte
e um casais de filhotes, e mais treze casais ainda jovens, sendo
assim 55 casais;
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e No décimo primeiro més temos trinta e quatro casais adultos, que
geram trinta e quatro casais de filhotes, e mais vinte e um casais
ainda jovens, sendo assim 89 casais;

e No décimo segundo més teremos cinquenta e cinco casais adultos,
que geram cinquenta e cinco casais de filhotes, e mais trinta e
quatro casais ainda jovens, sendo assim 144 casais.

O que resulta num total de 144 casais de coelhos em doze meses.
Assim, & medida que os meses passam a quantidade de coelhos
em cada meés vai formando a seguinte sequéncia de nimeros:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89 e 144.

Observamos que a partir do segundo més, a quantidade de ca-
sais de coelhos no més seguinte é o resultado da soma dos dois meses
anteriores. Esse problema foi a motivagao para que Fibonacci definisse
a sequéncia de Fibonacci como segue.

Definicao 1.1. A sequéncia de Fibonacci € uma sequéncia de nimeros
naturais na qual os dois primeiros termos sao iguais a 1 e cada termo
a partir do sequndo € obtido pela soma dos dois termos anteriores.

Denotaremos por F;, com ¢ € {1, 2, 3, 4, 5, ...}, o termo que
se encontra na posicao ¢ da sequéncia de Fibonacci.
Assim temos,
Fi=1;
Fo=1;
Fs=F+FRh=1+1=2;
Fy=F3+F=24+1=3;
Fs=F,+F;=3+2=5;
Fs=Fs+F,=5+3=8;

F,=F, 1+ F,_o paran > 3.

Encontramos aqui uma férmula na qual para encontrarmos um
termo qualquer desta sequéncia, sempre dependemos dos dois termos
anteriores a este. Porém, com o estudo de sequéncias definidas recursi-
vamente podemos encontrar uma forma mais eficiente de calcular qual-



17

quer termo independente dos termos anteriores, dependendo apenas da
variavel da posicao em que se encontra o termo. Para isto, faremos na
se¢ao seguinte um estudo sobre sequéncias definidas recursivamente.

1.1 SEQUENCIAS DEFINIDAS RECURSIVAMENTE

Dizemos que uma sequéncia é definida recursivamente quando
podemos calcular qualquer um de seus termos utilizando termos anteri-
ores imediatos. Expressaremos neste trabalho os métodos de resolucoes
de recorréncias que dependem de um ou de dois termos anteriores, ja
que estamos interessados em estudar a sequéncia de Fibonacci que é
uma sequéncia deste tipo.

1.1.1 Recorréncias Lineares de Primeira Ordem

Neste momento estudaremos alguns tipos de sequéncias definidas
recursivamente, mas primeiro faremos uma definicao formal do que é
uma sequéncia.

Definigao 1.2. Seja X um conjunto nao vazio qualquer, uma sequén-
cia no conjunto X € uma funcao

N "= X

Dado um numero natural nao nulo n denotamos a sua imagem
f(n) por z,, ou seja, x,, = f(n).

Normalmente quando nos referimos a uma sequéncia nao nos re-
ferimos diretamente a fungao, mas sim aos elementos de sua imagem e,
desta forma dizemos que uma sequéncia em X é uma lista de elementos
de X que ¢é denotada por {z, }, -, em que para todo n € N*, z,, € X.
Além disso, x,, é denominado termo geral da sequéncia {z,}
Neste capitulo estudaremos apenas sequéncias em que X = N*.

Quando uma sequéncia numérica é definida recursivamente, te-
mos uma sequéncia de niimeros na qual podemos escrever cada termo
em funcao de termos anteriores, esta relagao entre os termos € expressa
por uma equacao a qual chamamos de equac¢ao de recorréncia. Assim,
se conhecemos a equacao de recorréncia de uma sequéncia e determina-
dos termos somos capazes de calcular todos os termos desta sequéncia
usando esta equagao.

Resolver uma equagao de recorréncia significa encontrar a partir

neN*"
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de uma equacao, que depende de termos anteriores, uma nova férmula
para calcular qualquer termo desta sequéncia dependendo apenas da
variavel da posigao, ou seja, para determinar um elemento da sequéncia
é preciso conhecer apenas a sua posi¢do e nao mais todos os termos
anteriores a ele.

Uma solu¢cao de uma equagao de recorréncia é uma sequéncia
cujo termo geral é expresso por uma férmula que depende da varidvel
n, na qual n indica a posi¢ao do termo na sequéncia.

Uma equagao de recorréncia, com coeficiente constante, de uma
sequéncia {2y}, cy- € dita de primeira ordem quando o termo ;41 é
expresso em fungao de z,,, e uma equagao de recorréncia com coeficiente
constante é linear quando expressa uma funcdo de primeiro grau na
variavel x,, ou seja, é da forma z,+1 = pz, + f(n), com p € R* e f
uma fungao que depende da varidvel n.

Por exemplo, 2,11 = 2 x, — n? é uma equacio de recorréncia,
com coeficiente constante, linear de primeira ordem, enquanto que
Tni1 = (2,)? é uma equacio de recorréncia, com coeficiente constante,
de primeira ordem nao linear. Mas, nem sempre a recorréncia possui
coeficiente constante, como por exemplo a recorréncia x, 41 = nx,, que
pode ser encontrada na referéncia (LIMA et al., 2006).

Uma equagao do tipo zp41 = p z,, com p € R* é dita uma
equacao de recorréncia, com coeficiente constante, linear de primeira
ordem homogénea, por nao possuir termo independente de z,,. Observe
que se p = 0, entdo a sequéncia {2, }, . ¢ a sequéncia cujos elementos
sao todos iguais a zero. Porém, ha também as equacoes de recorréncia,
com coeficiente constante, linear de primeira ordem nao homogéneas
que sdo da forma x,+1 = p z, + f(n) em que f é uma funcdo que
depende da varidvel n, as quais nao abordaremos neste trabalho, mas
podem ser encontradas na referéncia (LIMA et al., 2006).

Resolveremos a seguir uma equagao de recorréncia, com coefici-
ente constante, homogénea de primeira ordem . Seja x,+1 = bx,, para
todo n € N*, entao:

To =517 ;
T3 = 5T9 ;
T4 = 573 ;
x5 = dxyg ;

Ty = DTp_1 .
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Multiplicando todas as equagoes obtemos
To T3 X4 .. Tp_1 Ty = DT DTo T3 Dy ... DTp_q.

Se x1 = 0, todos os termos da sequéncia serao iguais a zero, se
x1 # 0, note que para todo ¢ € N*| z; # 0, entdo da igualdade acima
obtemos z, = x1 5" ! que é o termo geral na sequéncia.

Logo, a solucdo geral é z,, = x; 5"~ ! que admite infinitas solucdes,
pois nao foi definido o valor de z;. Se fosse definido o valor de x1 = 2,
por exemplo, a solucdo seria x, = 2 5!, para todo n € N* e deste
modo a sequéncia obtida seria 2,10, 50,250, 1250, .. ..

1.1.2 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem

Uma equacao de recorréncia é dita de sequnda ordem quando
o termo x,41 depende dos dois termos anteriores imediatos. Resolver
uma equagao de recorréncia de segunda ordem significa determinar uma
nova férmula que dependa somente da varidvel da posicao de um termo
desta sequéncia, a partir da equagao de recorréncia inicial, de modo que
cada termo da sequéncia, com excessao de dois termos, é determinado
através desta nova férmula.

Assim como nas equagoes de recorréncia de primeira ordem te-
mos que uma solucdo de uma equagao de recorréncia de segunda ordem
é uma sequéncia cujo termo geral é expresso por uma férmula que de-
pende da variavel n, na qual n indica a posi¢ao do termo na sequéncia.

Uma equagao de recorréncia de segunda ordem, com coeficientes
constantes, é linear quando expressa uma funcao de primeiro grau nas
varidveis x,41 e x,, ou seja é da forma zpi9 = pryy1 + qxn + f(0),
com p,q € R, ¢ # 0 e f uma funcao que depende da varidvel n.

As recorréncias lineares de segunda ordem, com coeficientes cons-
tantes, sao classificadas em homogéneas e nao homogéneas. Uma re-
corréncia linear de sequnda ordem homogénea, com coeficientes cons-
tantes, é da forma z, 12+ p 41 +¢q x, =0, com p,q € Re g # 0, pois
caso contrario recairiamos numa recorréncia linear de primeira ordem.

Dada uma recorréncia linear de segunda ordem homogénea, com
coeficientes constantes, temos associada a ela uma equacdao caracteristica
de segundo grau da forma 2 +p r+¢ = 0, de modo que as raizes desta
equacao determinarao as solugoes da recorréncia linear de segunda or-
dem homogénea como descreveremos a seguir.

Sejam ry e ry as raizes reais da equagao caracteristica, entao
qualquer sequéncia {ay }, cn-, com a, = Cy (r1)" + C2 (r2)™ é solugdo
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da recorréncia linear de segunda ordem homogénea, com coeficientes
constantes, T,42 + pTpt1 + qr, = 0 independente das constantes C; e
Cs.

De fato, substituindo a,, = Cy (r1)™+ C3 (r2)™ no lado esquerdo
da recorréncia 42 + p Tpy1 + q T, = 0 temos,

C1 (r1)" "2 4+C2 (r2)" 2 4p (C1 (1) +C2 (r2)" ) +q (C1 (r1)" +C2 (r2)")
= [C1 (r)"2 +p O ()" +q Cy (r1)"]
+[Co (r2)" 2 4 p Oy (r2)™ ™' 4 q Ca (r2)"]
= [C1 (r)" ((r)?+pri+q)] +[Co (r2)" ((r2)* +p 72+ )]
4 (r)" 0+ Ch (1) 0=0 .
Assim, temos que
an =C1 (r)" + Csy (r2)"

é solugao da equagao linear de recorréncia de segunda ordem homogénea,
com coeficientes constantes, e C7 e Cy sao constantes reais quaisquer.
Se as raizes da equagao caracteristica sdo r1 e ry, com r1 # 1o,
entao todas as solugoes da equacao de recorréncia ,2+pTn+1+9T, =
0 sao da forma
Ty = C’l(rl)" + 02(7"2)”,

com C] e Cy constantes reais quaisquer, como é demonstrado na re-
feréncia (LIMA et al., 2006).

Caso tenhamos 71 = ry = 7, qualquer sequéncia {an},cy., em
que a, = C; r" 4+ Cy n r™, é solucao da recorréncia linear de segunda
ordem homogénea, com coeficientes constantes, &, 1o+p Tpi1+q T =
0. De fato, observe que se r; = ry = r, entao a equacao caracteristica
da equacdo de recorréncia serd r2 4+ p r + ¢ = 0, que tem apenas uma
raiz real, a saber,

L_PEVO_p
2 2’
e substituindo a,, = C; r™ 4+ C3 n r™ na equagao de recorréncia x, o +
P Tpt1 + q x, = 0 obtemos:

CLr" 240y (n+2) r" T2 4 p[CL r" T +Co (n+1)r" T +q(CL ™ +Ca n ™)

=[C1 ™24 p C1 r* Tl 4q C1 P +[C2 (n+2) P T2 4p Co (n+1) v Tl 4q Co n "]
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=C1r(r2+pr+q)+[Conr™t242 Co r"T24p Conr™Tl4p Co r"T14q Co nr?)
= C1 1" 0+[Cy n 1" 24p Cy nr"H4q Cy nr"]+[2 Oy v 24p Cy 711
=Conrr*+pr+q +Cy "2 r+p

=Conr™ 0+ Coyrntt {2 (—g)—&—p} =Cy "1 0=0.

Logo, temos que
a, =C1 1" +Cynr"

é solucao da equacao de recorréncia de segunda ordem, com coeficientes
constantes, homogénea com raizes iguais, e C7 e Cs sao constantes reais
quaisquer.
Se as raizes da equacao caracteristica sao vy = 7o = 7, entao
todas as solugoes da equagao de recorréncia 42 + pTni1 + qr, = 0
sao da forma
z,=C1r"+Cynr”,

com C7 e (5 constantes reais quaisquer, como é demonstrado na re-
feréncia (LIMA et al., 2006).

Além disso, quando possuimos dois termos da sequéncia, pode-
mos encontrar os valores de Cy e Csy que sao determinados pelos valores
dos termos conhecidos.

Por exemplo, seja a equagao de recorréncia, com coeficientes

constantes, 42+ 5 Tp41 +6 z, =0, com 1 =3 e x93 = —6.
A recorréncia apresenta a equacdo caracteristica r? 45 r+46 = 0,
que possui como raizes r; = —2 e ro = —3. Logo a solugao desta

equacgao de recorréncia é da forma
z, = Cq (*2)” + Cy (*3)”

Como temos os valores de x1 e x5 podemos substituir nas equagoes
para encontrar os valores de Cy e Cs. Logo,

Cr (=2)'+Cy (=3 = 3
C1 (-2)2+Cy (-3 = -6
Entao,
-2C,-3C, = 3
4C1+9Cy, = —6
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Multiplicando a primeira equagao por 2 obtemos

6
—6

—4C1 —6Cy
4C1+9 Cy

e somando as duas equagoes obtemos 3Cy = 0, ou seja, Co = 0 . Assim,
como Cs = 0 encontramos

—2C) —3C, =3 = —2C, =3 ;&Cl:_;

resultando na seguinte solugao

tn= =5 (2" +0 (-3 = -3

: (-2

Temos ainda as equagoes lineares de segunda ordem, com coefi-
cientes constantes, ndo homogéneas que sao da forma z, 42 +p 41 +
q T, = f(n), com p,q € R, ¢ # 0 e f é uma fungdo que depende da
variavel n, as quais o método de resolugao nao serd abordado neste
trabalho, mas poderd ser consultado na referéncia (LIMA et al., 2006).

1.2 RESOLUCAO DE Fy = Fy_, + Fxy_» PARA N >3

Voltando a sequéncia de Fibonacci a nossa equacao de recorréncia
é da forma F,, = F,,_1 + F,,_o, paran > 3, na qual cada termo a par-
tir do segundo depende dos dois termos anteriores, ou seja, temos uma
equacgao de recorréncia, com coeficientes constantes, de segunda ordem
homogénea, a qual é equivalente a seguinte equagao de recorréncia:

Foio=F,11+F,paran>1.
Entao,
Fn+2—Fn+1 —Fn =0 , com F1 :F2 =1.

Como vimos na Subsecao 1.1.2 essa equagao de recorréncia tem
como solugao
Fy=C1 (r1)" + Ca (r2)",
sendo 11 e 1o as raizes da equagao caracteristica e C; e Cs a principio
sa0 constantes reais quaisquer. Porém, como possuimos os termos ini-
ciais da recorréncia, vamos encontrar as constantes C; e Cy que estao
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determinadas por estes termos.
Para a equacao de recorréncia F,, 1o — Fj,41 — F,, =0, teremos a
seguinte equagao caracteristica:

r?—r—1=0,

cujas raizes sao dadas por

)£/(-1)2-41.(-1) 1+yI+4 1 +5

= = 1.1
2.1 2 2 (1.1)

Observe que o valor de uma destas raizes é , este nimero

irracional é conhecido como razdo durea ou numero de ouro e denotado

por
145
2

=1,6180339887... .

Este ntimero tem uma relagao com a sequéncia de Fibonacci,
observe segundo a tabela a seguir o que ocorre quando dividimos cada
termo da sequéncia de Fibonacci pelo seu termo antecessor na sequéncia.

n | F, | Fopa FI’;:

1] 1 1 | 1/1=1

2 | 1 2 | 2/1=2

31 2 3 [3/2=1,5

11 3 5 | 5/3=1,666666...

51 5 8 [8/5=1,6

6 | 8 13 | 13/8=1,625

7 | 13 | 21 | 21/13=1,615384...
8 | 21 | 34 | 34/21=1,619047...
9 | 34 | 55 | 55/34=1,617647...
10 | 55 | 89 | 89/55 = 1,618181...
11 | 89 | 144 | 144/89 = 1,617977...
12 [ 144 | 233 | 233/144 = 1, 618055...

Tabela 1: Aproximagao do nimero de ouro pela divisao de termos
sucessivos na sequécia de Fibonacci.
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Assim, calculando o quociente

Fn+1
— ara n > 1
F, p 21,

a medida que n cresce os resultados se aproximam cada vez mais do
numero de ouro . Esse nimero é muito conhecido por suas aparigoes
em diversas areas como na matemadtica, nas artes e na natureza como
pode ser encontrado em (LIVIO, 2006) e (ZAHN, 2011).

1 5 1—+5
Voltando & equacao (1.1), temos r; = +2\[ ery = 2\[

resultando na seguinte solugao geral:

145\ 1-v5\
Fooo (LEY) Lo, (L5
2 2
Agora vamos substituir os valores de F} e Fy para descobrir os

valores das constantes C; e Cy :

{ Fr=C (7“1)1 + Cy (7‘2)1

Fr,=C4 (7“1)2 + Cy (’1“2)2

Entao,
1
1

Cl T1 + CQ T2
C1 (r1)? + Oy (r2)?

Isolando C na primeira equagdo e como temos 1 # 0 , substi-
tuindo na segunda encontramos:

1 _
C’l T1:1—CQT’2 = 01:&
1
Logo,
1-C
<2TQ) (7"1)2 + 02 (7“2)2 = 1
1
= (1 — (Y 7"2)7’1 + Oy (T2)2 = 1
= r1 —Cy 1y rog + Cy (’/‘2)2 = 1

= CQ[(?“Q)Q -7 7“2] = 1- 71
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].—7"1

= (O = —————
2 (7“2)2—7“17“2’

j& que temos [(r2)? — 7y r2] # 0, pois 71 # ra e 1o # 0.
Agora substituindo os valores de 11 e ro encontramos o valor de
CQZ

1_<1+\/5>
2
Cy =

(=) (=) ()

2—-1-+/5 1—-+/5
2 _ 2
1-2vV5+5 1-5\ [2(3-v5) 4
( 4 >_(4) [4]_<_4>
1—5 1-v5
_ 2 _ 2 _1-V5
(3_\/5>+1 3-v5+2 5-5
2 2
(1 =v5\ (5+VE) 5-5V6+v5—5
5= Vv5)\5+V5) 25 -5
4B VB
20 5 5
Logo, temos que Cy = —%.

Substituindo o valor de C5 na primeira equagao encontraremos
o valor de Cj:
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=)

1— -
C _ 1—021"2_ [ \[
! 1 +\[
1+<1_¢s> 2E+1-v5  VE+1
_ 25 ) _ a5 s
14+5 14+5 1+6
2 2 2
o 14+v5 2 1
2v6 1+V56 V5
1
Assim, encontramos C; = —= e a solugdo para a equagao de

V5

recorréncia é:

n n
oo L1+ V5 1 (1-5
RV AE NAUE '

Esta féormula nos permite calcular o termo que se encontra na
n-ésima posicao da sequéncia de Fibonacci e é mais eficiente do que a
equagao de recorréncia anterior que tinhamos, pois nos permite calcular
qualquer termo da sequéncia de Fibonacci conhecendo apenas a sua

posicao, nao precisando para isto calcular todos os termos anteriores
ao termo que queremos encontrar.
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2 REESTUDANDO A SEQUENCIA DE FIBONACCI
VIA ALGEBRA MATRICIAL

No capitulo anterior estudamos uma forma de encontrar a férmula
do termo geral que nos permite calcular qualquer termo da sequéncia
de Fibonacci e para chegarmos nesta férmula utilizamos técnicas de
sequéncias definidas recursivamente. Neste capitulo, queremos reestu-
dar o problema de encontrar a férmula do termo geral da sequéncia de
Fibonacci porém agora utilizando como método resultados de dlgebra
matricial.

Vimos que na sequéncia de Fibonacci {F, }, . a partir do se-
gundo termo cada termo seguinte é a soma dos dois termos anteriores
a este, assim chegando a equagao,

Foio=F,41 +F, para n>1.

Desta equacao podemos escrever o seguinte sistema linear:

Fn—i—l +Fn = Fn+2
Fn+1 - Fn+1

Este sistema pode ser escrito como um produto matricial da
seguinte forma,

11 Fn+1 _ Fn+1+Fn _ Fn+2
10 E, - o o\ Fag1 )

Assim temos que
1 Fn+1 — Fn+2
O Fn F7L+1
1
0

) e U, = ( Fnia ) para todo n € N*

1
1
revendo A = 1
e escrevendo = 1 P

obtemos

Ay = Upy1- (2.1)

Desta forma, temos uma nova sequéncia {Un}neN* que esta as-
sociada & equagao de recorréncia de primeira ordem dada pela equacao
(2.1), pois cada termo seguinte depende do valor encontrado no termo
anterior. Ainda podemos observar que partimos da equagao de re-
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corréncia de segunda ordem associada a sequéncia de Fibonacci, na qual
cada termo é um nimero natural, e encontramos uma nova sequéncia
{tn}, en+» na qual cada termo é uma matriz coluna cujas entradas sao
valores que sao termos da sequéncia de Fibonacci.

Logo, de uy+1 = A.u, teremos:

n=1 = uy = A.uy;
n=2 = u3 = Aus = A.Au; = A%uy;
n=3 = us = Aug = A.A%u = A3.uq;

n=4 = us = Aug = AA>u = A*uq;

n = Upyr = Ay, = AA = A%y

Faremos uma demonstragao formal deste resultado utilizando o
principio da inducao matemaética.

- , F,
Proposigao 2.1. Seja u,, = ( }H )7 com
n

1 1 .
A= ( ) , entio upy1 = A"uy .

10
Demonstrag¢ao. i) Para n = 1 temos que Up11 = Ujy; = Ug =
( ?3 ) . Ainda, u; = < 2 ) ( ) e calculando A.u; encon-
2 I
tramos:
F:
am=( )( )-(1)-(%)
Logo temos que us = A.uj e o resultado é valido para n = 1.

i) Suponhamos que o resultado é valido para n, ou seja, u, = A" L.y
e queremos mostrar que vale para (n+1), isto é, teremos u,+1 = A™.u;.
Mas, como temos que 11 = Aty,, entdo u, 1 = A, = A. (A" 1uy),
pela hipétese de indugao.

Assim, u, 41 = (A.A""1).u; = A".u;y. E portanto, o resultado é
valido para todo n € N*.
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F,
Note que como u,, = ( ;,H ), temos que
n

we(m)=(0)

Assim, como a matriz A é conhecida e conhecemos também os
valores de uy para encontrarmos u, 41, que nos fornece os termos Fj 12
e F, 11 da sequéncia de Fibonacci, basta sabermos cacular A™ e teremos

LT

Deste modo, agora nosso estudo serd de como calcular as poténcias
da matriz A, para assim encontrarmos A" e com isto determinarmos
qualquer termo da sequéncia de Fibonacci. Porém, o cédlculo de A™,
sem utilizar nenhuma técnica é tao demorado quanto calcular os n pri-
meiros termos da sequéncia de Fibonacci pela definicao. Mas, hd um
tipo especial de matrizes que sao faceis de se calcular as poténcias, essas
sao as matrizes diagonais.

Definicao 2.1. Sejo A = {a;;} uma matriz de ordem n, dizemos que
a matriz A € uma matriz diagonal quando temos os elementos a;; = 0,
sempre que i £ j .

Para calcular as poténcias de uma matriz diagonal basta calcular
as poténcias de cada elemento da diagonal principal. Este resultado é
vélido para toda matriz diagonal de ordem n, e faremos a demonstracao
para n = 2 utilizando indugao matematica.

a1 0
Proposigao 2.2. Seja A = uma matriz diagonal de
0 aos
(all)" O
ordem 2, entao A" =
0 (CLQQ)"
a1 0
Demonstragdo. i) Paran = 1 temos que Al = A =
0 aos

por hipétese.

i1) Suponhamos que o resultado é vélido para n e queremos mostrar
que também é valido para (n + 1).
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(au)” O
Temos entao que A" = , € assim
0 (ag2)™
(all)" 0 ail 0
ATl = A A =
0 (ag2)™ 0 as

(an)".an +00 ((111)".0—1-0.(122

0.@11 + (CLQQ)”.O 0.0+ (agz)n.azg

(au)"“ 0
0 (a22)n+1
Logo temos que
(all)"“ 0
An+1 —
0 (a22)n+1

e o resultado é verdadeiro para todo n natural nao nulo.
|

No entanto, nossa matriz A em questao nao é uma matriz dia-
gonal, mas veremos que ha uma outra classe de matrizes que apesar
de nao serem diagonais para fins de cdlculo de produtos se compor-
tam de forma semelhante, que s@o as matrizes diagonalizdveis como
estudaremos na préxima secao.

2.1 DIAGONALIZACAO DE MATRIZES

Para estudarmos a diagonalizacao de matrizes precisamos pri-
meiro definir os conceitos de autovalores e autovetores associados a
uma matriz, que veremos na proxima subsecao.

2.1.1 Autovalores e autovetores

Para fins de estudo neste trabalho utilizaremos a seguinte de-
finicao para um vetor.
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Definigao 2.2. Um vetor v com n entradas reais, € uma matriz coluna
de ordem n x 1, ou seja,

Tn

Em nosso texto, as vezes nos referiremos a um vetor v com n en-
tradas reais simplesmente por vetor. Além disso, quando nos referimos
ao vetor nulo, queremos indicar o vetor que possui todas as entradas
iguais a zero, e utilizaremos a notagao 0, x1 para indicar tal vetor.

Seja A uma matriz de ordem n, v um vetor de n coordenadas
com entradas reais, e um escalar A € R.

Queremos resolver a seguinte equacao A v = A v, na qual temos
como incognitas A e v. Seja entao,

aj; aiz ... Qin Z1

a1 a2 e a2n To
A= ev=

an1 Ap2 ... QAnp T

queremos entao calcular v e A tais que

aill a2 ... QA1p T T

as1 a22 co. Q2p i) T2
=

ap1  QAp2 ... Gpn Ln T

Definigao 2.3. Os valores de A € R que satisfazem a equagao Av = v,
com v diferente do vetor nulo, sao denominados autovalores da matriz
A, e o0s vetores v nao nulos, associados a cada autovalor de A sao
denominados autovetores da matriz A.

Observe que se

entao v sempre seria solucao de A v = A v independente de A e de A.
O objetivo é encontrar solugoes para v, tais que v nao seja o vetor nulo.
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Vamos reescrever a equagdo A v = A v como A v = A I,v, em que
I,, é a matriz identidade de ordem n, e assim temos A v—A I, v = 0,,%1.
Colocando o vetor v em evidéncia no lado esquerdo da tdltima igualdade
encontramos (A — X I,,) v = 0,x1 , ou seja , 0 que queremos resolver é

a11 — A a12 [P QA1n T 0

ag1 ago — AL A2p To 0
= 3

an1 an2 cee OGpp — A T 0

que na verdade é um sistema linear homogéneo.

A seguir citaremos parte do Teorema Fundamental das Matrizes
Inversiveis, que nao sera demonstrado, mas pode ser consultado na
referéncia (LAY, 2007), Teorema 8 na pagina 111 e Teorema 4 na pagina
175.

Teorema 2.1. Sejam A uma matriz de ordem n e x um vetor com n
entradas reais, entao as sequintes informacoes sao equivalentes:

o A matriz A € uma matriz inversivel;
o A equacio Ax = 0,x1 admite apenas a solucdo trivial;
o O determinante da matriz A € diferente a zero.

Observe que se det(A— X\ I,) # 0, a matriz (A— X\ I,) é inversivel
e teremos uma unica solugao, que neste caso como o sistema linear é
homogéneo sera o vetor nulo, porém esta solugao nao nos interessa. E
assim como queremos v diferente do vetor nulo, devemos ter

det(A— X 1,) =0.

Como
air — A ai2 e Q1n
any ago — Ao agn,
(A=\1,) = . _ , . ,
an1 Ap2 e Qpn — A

calculando det(A — X\ I,,) encontramos um polindémio de grau n em
funcdo da varidavel \, que é denominado polinémio caracteristico da
matriz A, como pode ser consultado na referéncia (STRANG, 2009).
Note que os valores de A € R que sao as raizes do polinémio
caracteristico sao os autovalores da matriz A, e os vetores v que satis-
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fazem (A — X I,,) v = 0,,x1, associados a cada A que é autovalor de A,
sdo os autovetores da matriz A.
Por exemplo, seja

A:

S O =
NN

1
L,
3

queremos encontrar os autovalores e autovetores associados & matriz A.
Para isto temos que encontrar A € R e v diferente do vetor nulo, tais
que Av=\wv.

Para resolvermos A v = X\ v reescrevemos A v = A I3 v e assim
temos A v — X I3 v = 0341, € colocando o vetor v em evidéncia no lado
esquerdo da igualdade obtemos (A — A I3) v = 03x1.

Para encontrar os autovalores de A vamos utilizar o polinémio
caracteristico fazendo det(A — A Is) = 0. Logo,

1-A 1 1
0 2-A 1 =0
0 2 3—A

(1= N2 =NB—A) —2(1-\) =0.

E assim,
1=ME=-MNB-)-2=0
= (1-AN(A\*=5)1+4)=0.
Como temos um produto de dois termos resultando em zero devemos
ter um dos dois termos iguais a zero, podemos observar no primeiro

termo que A\; = 1 é uma das raizes da equagao. Vamos agora encontrar
as raizes do segundo termo que é A2 — 5\ +4 = 0. Assim,

—(=5) + /(=5 —4.14

A =
2.1
5 £ v25—-16

2
5 4+ 9

[\
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, . 543 5—-3
Logo, as raizes sao Ay = 5 =4de N3 = — = 1. Como
A1 = A3 = 1 o polinémio caracteristico tem entao como raizes \; = 1 e
Ao = 4.
Portanto, os autovalores da matriz A sdo A\1 = 1 e Ay = 4.

Agora para encontrar os autovetores vamos substituir os autovalores
encontrados e resolver

1—-A 1 1 T 0
0 2— A\ 1 y | =10
0 2 3—A z 0

Para A\ = 1 temos

01 1 T 0
01 1 Y = 0
0 2 2 z 0
que resulta no seguinte sistema linear
y+z = 0
y+z = 0,
20422 = 0
no qual temos y = —z e encontramos o seguinte conjunto solugao

S={(z,—z2);z,2 € R}.
Assim, os autovetores associados ao autovalor A\ = 1 séo
T
—z sz, z€ Recomz#0o0uz#0

z

Para Ay = 4 temos

-3 1 1 z 0
0 -2 1 y | =1 o
0 2 -1 z 0

que resulta no seguinte sistema linear

—3z+y+z = 0
—2y+z = 0 ,
2—2z = 0
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no qual temos z = 2y, e substituindo na primeira equagao encontramos
—3r+y+2y=0 = -3z+3y=0 = z=y.
A solucao desse sistema linear é da forma

S ={(y,y.2y);y € R}.
Logo, os autovetores associados ao autovalor Ao = 4 sao

Yy
y | sy eR”
2y

Na préxima subsecao definiremos o conceito de diagonalizacao
de matrizes e estudaremos quando é possivel diagonalizar uma matriz.

2.1.2 Diagonalizagao de matrizes

Neste momento faremos um estudo sobre diagonalizacao de ma-
trizes, mas antes de estudarmos quando é possivel diagonalizar uma
matriz precisamos definir o que sdo matrizes semelhantes.

Definicao 2.4. Dadas duas matrizes A e B, ambas de ordem n, dize-
mos que a matriz A € semelhante a matriz B se existir uma matriz P
inversivel e de mesma ordem tal que B = P~ 1AP.

Com esta definigdo podemos entao definir quando uma matriz é
diagonalizavel.

Definicao 2.5. Dada uma matriz A de ordem n, temos que A € uma
matriz diagonalizdvel quando A € semelhante a uma matriz diagonal
D, ou seja, existe uma matriz P inversivel de ordem n tal que D =
Pl1AP.

Dizemos que a matriz P acima é uma matriz que diagonaliza a
matriz A. Porém, nem sempre existe a matriz P que diagonaliza A e
veremos a seguir um resultado que nos permite saber quando é possivel
encontrar e como determinar tal matriz P. Mas, antes precisamos de-
finir alguns conceitos que sao utilizados neste resultado.
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Definigao 2.6. Sejam vy, v, ..., v, vetores, dizemos que v € uma com-
binagao linear dos wetores vi,va,...,v, se existirem escalares oy, o,
..., Qp, tals que

V=1V + QU + -+ + apUy.

A partir desta definicio podemos entender o que sdo vetores
linearmente independentes(LI).

Definicao 2.7. Dado um conjunto de vetores vi,va,...,Un, dizemos
que tais vetores sdo linearmente independentes (LI) quando a dnica
combinacao linear destes vetores que resulta mo vetor nulo é a com-
binagdo linear cujos escalares sdo todos iguais a zero, ou seja, se a1V +
agUg + -+ apv, = 0,x1 entao g = ag =+ = a,, = 0.

Teorema 2.2. Dada uma matriz A de ordem n temos que A € dia-
gonalizdvel se, e somente se, A possui n autovetores linearmente inde-
pendentes (LI).

Demonstrag¢ao. ( = ) Temos que A é diagonalizdvel, entdo A é seme-
lhante a uma matriz diagonal D, ou seja, existe uma matriz P inversivel
e de mesma ordem tal que D = P~'AP. Multiplicando esta igualdade
por P a esquerda encontramos

PD = P(P~'AP) = (PP Y AP = I, AP = AP.

Logo, PD = AP.

Sejam vy, va,...,v, as colunas da matriz P, e A1, Ag,..., A, 08
elementos da diagonal principal de D.

De AP = PD temos

A O 0
[ | L | 0 X 0
A vl v Un = v V2 Un . >
[ | | | :
0 0 An

Avl AU2 PN A’Un = )\11}1 )\2’02 .o )\n’l}n
| | | | | |



37

Assim temos,
AUl = /\1111 ,AUQ = /\2’02, ...,A’Un = )\nvn,

0 que nos mostra que os vetores colunas de P sao autovetores da matriz
A associados aos autovalores que sdo os elementos da diagonal principal
de D. Assim, como os n vetores colunas da matriz P sdo autovetores
de A e a matriz P é inversivel temos pelo Teorema Fundamental da
Matrizes Inversiveis (LAY, 2007), que seus vetores colunas sdo LI. Por-
tanto, se a matriz A é diagonalizavel entao possui n autovetores LI.
(<) Agora suponhamos que a matriz A tenha n autovetores LI, sejam
V1, V2, ..., Up 08 autovetores de A associados aos autovalores A1, As, ..., An,
respectivamente. Deste modo, temos que

AU1 = )\11}1 ,AUQ = /\21}2, veny AUTL = /\nvn
e entao podemos escrever

| | | | |
A’Ul AUQ e A’U" = )\1’01 AQ'UQ e /\nvn

ou seja,

[ |
A<v1 V2 ... Un =
[ |

Denotemos por P a matriz de ordem n com os autovetores vy, vs,
..., Up em coluna e D a matriz diagonal de ordem n, com os autovalores
de A na diagonal principal e, desta forma, podemos escrever

VR
< __
=
N~
N
Y ~ S
3
~
o
>
I
o

0 0 ... A

AP = PD.

Como as colunas de P sao vetores LI, pelo Teorema Fundamen-
tal da Matrizes Inversiveis (LAY, 2007), temos que P é uma matriz
inversivel, ou seja, existe P~!. De AP = PD, multiplicando esta igual-
dade por P~! & esquerda temos

P 'AP =P Y(PD)= (P 'P)D=1,D=D.

Logo temos que D = P~ 1AP, ou seja, a matriz A é semelhante
a uma matriz diagonal D, e assim se a matriz A possui n autovetores
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LI entao A é diagonalizdvel.
[

Se D = P~'AP, temos que a matriz P é uma matriz que dia-
gonaliza a matriz A, e observe que os elementos da diagonal principal
de D sao os autovalores de A e os vetores coluna da matriz P sao
autovetores de A associados a tais autovalores.

Porém, a matriz P que a diagonaliza A nao é unica, pois quando
temos os autovalores de A e escolhemos uma ordem para as colunas da
matriz diagonal D, os autovetores da matriz P, ficam determinados por
esta mesma ordem cada um associado a seu respectivo autovalor, assim
conforme se muda a disposi¢ao dos autovalores na matriz D, também
serd mudada a disposi¢ao dos autovetores na matriz P.

O resultado do teorema a seguir pode ser util quando procuramos
encontrar a matriz P de autovetores que diagonaliza a matriz A.

Teorema 2.3. Sejam A uma matriz de ordemn, Ay, Aa, ..., \g com k <
n autovalores distintos de A e v1,va, ..., Uk 08 autovetores de A associ-
ados a tais autovalores respectivamente. Entdo temos que vy, va, ..., Vg
€ um conjunto de vetores LI.

Faremos a demonstracao deste teorema para k = n = 2, e o
resultado no caso geral pode ser encontrado na referéncia (LAY, 2007).

Teorema 2.4. Sejam A uma matriz de ordem 2, A1 e Ay autovalo-
res distintos de A e v , vy autovetores associados a tais autovalores
respectivamente. Entdao temos que v e vy sao LI.

Demonstragdo. Como A; e Ao sdo autovalores distintos da matriz A,
e v1, vy sao autovetores associados a tais autovalores respectivamente,
temos que

AUl = )\1?}1 (§ Av2 = )\21}2.

Sejam o e aip escalares reais tais que
a1v1 + agvy = Opx1, (2.2)
multiplicando esta igualdade por A teremos
A(ayv1) + A(agvg) = A 0px1

ou seja,
()(1(141/1) + 042(141}2) = 0n><1
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que podemos reescrever como
a1 A1 + agdgvy = 0 x1- (2.3)
Mutiplicando a equagdo (2.2) por A; obtemos
a1 A\v1 + agAivy = Opx1 (2.4)
e agora subtraindo da equagao (2.4) a equagdo (2.3) encontramos
Q1A 1V1 — Q1 A1V + QA vz — AUz = Opx1

isto é,
0+ 042(/\1 — )\2)1)2 =0px1 -
Porém observe que como A1 # Aa e vy # 0,x1, pois € autovetor

de A, entdo devemos ter g = 0. Agora, de as = 0 voltando na
equagao (2.2) temos que

a1v1 +0vg = 0,1 = 191 = Opx1

mas, como v1 # 0,x1 por ser autovetor de A, entao temos que o = 0.
Portanto, como a3 = ay = 0 os vetores vy e vy sao LI.

Este teorema nos diz que autovetores associados a autovalores
distintos sao LI, faremos agora um exemplo mostrando como encontrar,
utilizando autovalores e autovetores, uma matriz P que diagonaliza
uma matriz A de ordem 2.

Seja
0 2
(1 7)

queremos encontrar, se existir, uma matriz P que diagonaliza A. Como
vimos no Teorema 2.2 se a matriz A possuir 2 autovetores LI, teremos
que A é diagonalizdvel. Vamos entao encontrar os autovalores e auto-
vetores da matriz A para verificar se esta condigao é satisfeita.

Para encontrar os autovetores devemos resolver a equagao (A —
A)v = 0,1, para isto faremos det(A — AI) = 0 para encontrar pri-
meiro os autovalores de A. Utilizando o polinémio caracteristico de A
encontramos

0—A 2
1 1—A

‘:0 = (-1 -N)=-2=0= NM-X1-2=0.
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As raizes sdo \; = —1 e Ay = 2, que sdo os autovalores da matriz
A. Para encontrar os autovetores associados a cada autovalor devemos
resolver (A — AI)v = 0,x1, ou seja,

() 0)-G)

Para A\ = —1 temos
(2) ()= ()
1 2 Y 0
entao ) 0
{ iizz;o = =

que resulta no conjunto solugao

S={(-2y,y);y € R}.

E assim, os autovetores associados ao autovalor \; = —1 sao

() wer)

Para Ay = 2 temos
-2 2 z\ _ (0
1 -1 y ) \O0

{—296 + 2y

e assim

[
oo

ro—= Y

que resulta no conjunto solugao

S={(y,y);y €R}.

Logo, os autovetores associados ao autovalor Ay = 2 sao

() ner}

Como vimos no Teorema 2.3 , autovetores associados a autova-
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lores distintos sao LI. Desta forma tomemos

(1) (1)

autovetores associados aos autovalores Ay = —1 e Ay = 2 respectiva-
mente. Tais autovetores sao LI, entao seja

—2 1
(1)

e P serd uma matriz que diagonaliza A.

Como as colunas da matriz P formam um conjunto de vetores
LI, pelo Teorema Fundamental da Matrizes Inversiveis (LAY, 2007),
temos que a matriz P é inversivel, e vamos encontrar P~! escalonando
a matriz P juntamente com a matriz identidade de ordem 2.

-2 1 710 11 |01
( 11 : 0 1>ll<—>l2 $<2 1 : 1 0 200+ 1o — 1o
I
11 10 1\1 L1y 01
:><0 3 :1 2>3l2—>l2=><0 1 :} g —lo+l; — 14
3 3
1 1
10 | - =
'3 3
=
1 2
o1 ! - =
'3 3

Desta forma temos que

Pl =

W+~ Wl
Wi Wl

e vamos calcular P~* AP para verificar se chegamos a matriz diagonal
D. Assim,
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11
PiAp — 3 3 0 2 —2 1

1 9 11 11
3 3
11

_ 3 3 -2 1

- 9 4 11
3 3
-1 0

- (02)-r

Desta forma temos que a matriz A é diagonalizdvel e P é uma
matriz que diagonaliza A.

Mas nem sempre a matriz em questao é diagonalizdvel, como
veremos no proximo exemplo.

Seja

B =

i

0
4
1

= O O

vamos verificar se esta matriz é diagonalizdvel, para que isto ocorra
como a matriz B é de ordem 3, pelo Teorema 2.2 a matriz B deve
possuir 3 autovetores LI.

Assim, precisamos encontrar os autovetores de B, e para isto
primeiro encontraremos os autovalores da matriz resolvendo a equacao
det(B — AI) = 0. Utilizando o polinémio caracteristico de B obtemos:

4— A 0 0
1 4-X 0 |=0 = (“A-NA-NA-)N)=0
0 14—

encontrando como raizes A\; = Ay = A3 = 4, ou seja, a matriz B possui
apenas um autovalor.

Para encontrar os autovetores associados a este autovalor resol-
vemos a equagao (B — AI)v = 0,,x1, ou seja, temos

4—x 0 0 x
1 4-x 0 y | =

o o
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Para A\; = 4 teremos

000 T 0
100 y |=10
010 z 0

que resulta no seguinte sistema linear

0O + Oy + 0z = 0
z + 0y + Oz 0 = xz=0ey=0.
Ox + y + 0z = 0

Logo temos © = 0, y = 0 e z é uma variavel livre, e temos o seguinte
conjunto solugao
S ={(0,0,z2);z € R}.

E assim os autovetores associados ao autovalor A; = 4 sao

0
0 |;zeR"

z

Como A1 = 4 é o tinico autovalor da matriz B, temos infinitos au-
tovetores associados a ele, porém todos estes autovetores sao multiplos
0
do autovetor | 0 |, e desta forma nao é possivel encontrar 3 autove-
1
tores LI associados a matriz B, ou seja, a matriz B nao é diagonalizavel
e portanto, neste caso nao existe uma matriz P que diagonaliza a ma-
triz B. Apéds o estudo de diagonalizacao de matrizes podemos voltar a
estudar como calcular poténcias de matrizes, que veremos na préxima
Secao.

2.2 POTENCIAS DE MATRIZES

Nosso objetivo agora é calcularmos as poténcias de uma matriz
diagonalizdvel, ou seja, queremos uma técnica para encontrarmos o
valor de A", em que A é uma matriz diagonalizével.

Seja A uma matriz de ordem n diagonalizdvel, entdo A é seme-
lhante a uma matriz diagonal D, isto é, existe uma matriz P de mesma
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ordem e inversivel tal que
D =P AP

Multiplicando esta igualdade por P a esquerda em ambos os lados
obtemos

PD = P(P 'AP) = (PP Y AP =1, AP = AP,

entao temos
PD = AP.

Agora multiplicando essa nova igualdade por P~! & direita em ambos
os lados encontramos

PDP ' = APP' = A(PP V)= A, = A

logo,
A=PDP™! (2.5)

e estamos interessados em calcular as poténcias da matriz A. Ve-
jamos o que ocorre quando calculamos poténcias de A utilizando a
equagao (2.5):

A* = (ppDP Y (PDP'Y=PD(P'P)DP!
PDI,DP~'=PDDP~ ' = PD?P~ .
Ainda,
A®=A?°A = (PD?*P Y(PDP')=PD*(P'P)DP!

= PD?’I,DP~'=PD?DP~ ' = pD3p~ L.
Desta forma intui-se que devemos ter
A" =pD"p!
e mostraremos este fato utilizando indugao matematica.

Proposigao 2.3. Seja A uma matriz diagonalizdvel, ou seja, A € se-
melhante a uma matriz diagonal D e podemos escrever A = PDP™1,
entdo A" = PD"P~!,

Demonstragdo. i) Para n = 1 temos que A = PDP~! por hipétese.
ii) Suponhamos que o resultado ¢ valido n, ou seja, que A" = PD"P~!
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e queremos mostrar que A”Tt = Ppnrtlp-1,
Mas, usando a hipétese de indugao temos que
A"t = A"A = (PD"P~Y)(PDP)
assim,

A"t = ppY(P~'P)DP™'=PD"I,DP!
= PD"DP!'=pDp"tip!

e portanto, temos que A"t = PD"t1P~1 ¢ ¢ resultado é verdadeiro
para todo n natural nao nulo.

Agora vamos utilizar o exemplo da se¢do anterior no qual ja
diagonalizamos a matriz A de ordem 2 para calcularmos A°. Pelos
calculos realizados anteriormente temos

0 2 -2 1
(1)1 1)

-1 0
eD:( 0 2).

Para calcularmos A%, pela Proposicdo 2.3 basta fazermos A> = PD?P~!
e para calcular D° utilizaremos o Proposicdo 2.2. Logo,

11
- (DN
11 0 2 1 9

3.3

,_.
wWliny Wl

W~ Wl
Wiy Wl

— =
—= O

22
21 )

W= Wl

Wiy Wl
Il
/N
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Calcular poténcias de matrizes desta forma é menos trabalhoso
do que o célculo de poténcias utilizando a definicdo do produto de
matrizes, e quanto maior for o valor da poténcia n, maior é a diferenga
entre os dois métodos de calculo.

Com o estudo de diagonalizagio de matrizes e poténcias A",
podemos voltar a equagao que tinhamos no inicio deste capitulo

(L (1)

que nos permitira calcular qualquer termo da sequéncia de Fibonacci.
A resolucao desta equacao utilizando os resultados abordados até agora
serd estudada no préximo capitulo.
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3 SIMPLIFICACAO DE Uny1 = AN.U,

Nosso objetivo neste capitulo é desenvolver a igualdade

e (D) e

esta ja nos fornece uma férmula para encontrar o termo geral da sequén-
cia de Fibonacci, mas queremos simplificid-la de modo que nao preci-
semos mais calcular as poténcias n da matriz A. Ou seja, queremos
encontrar uma férmula com a qual poderemos calcular qualquer termo
na sequéncia de Fibonacci, dependendo apenas da variavel n de sua
posicao na sequéncia.

Voltando a discussao iniciada no Capitulo 2 em que

11
(1)

queremos verificar se A é uma matriz diagonalizdvel para, se assim o
for, calcularmos A™.

Para verificar se A é uma matriz diagonalizavel devemos encon-
trar seus autovalores e autovetores, e como a matriz A tem ordem 2, se
A possuir dois autovetores LI pelo Teorema 2.2 ela sera diagonalizavel.

Para calcular os autovetores de A devemos resolver a equacdo
(A — M)v = 0241, para isto faremos det(A — AI) = 0 para encontrar
primeiro os autovalores de A. Utilizando o polindmio caracteristico de
A encontramos

‘1—/\ 1

. 0/\’=0 = (1-X0-X)—-1=0

= 1-N(=N—-1=0 = MNM-)-1=0.

No qual teremos

—(=1) £ /(=12 —4.1.(-1)
2.1

1 £ V1+4
2

1+ 5
2
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e encontramos assim como raizes \; = que

1++5 1—-+5
2

B € AQ =
sao os autovalores de A.

Note que um dos autovalores da matriz A é o ntimero de ouro, que
como visto no primeiro capitulo esta ligado a sequéncia de Fibonacci
pela divisao de um termo da sequéncia pelo seu termo antecessor na
sequeéncia.

Para encontrar os autovetores de A devemos resolver a equacao
(A — A)v = 0241, ou seja,

(G-

s | (0)-(8)
2

que resulta no seguinte sistema linear

(1_\/5>3c + Y = 0

2
x +<_1;\/5>y=0

1-+5

Multiplicando a segunda equagao por — <2> obtemos
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r + Y = 0

- () -

172\/5 r + Y = 0
1-5 [(1—\/5)(1+¢5)

= 0
1 Y

1—+/5
V5 r + y = 0
2
1-5 0
_ Tz - -
5 Y
1—-+/5
E assim temos, y = — ( 2\[> z resultando no seguinte con-

junto solucao

s () )

Logo, os autovetores associados ao autovalor \; =

Sao

1+vV5
2

X

—<1\/5>x ;x € R
2
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e temos o sistema linear

<1+2\/g>x + Y = 0
x + (Wg)y = 0

1 5
Multiplicando a segunda equagao por — (4—2\[) obtemos

1+2\/5 r + Y = 0
1+56 LHVB) (146
\Tao )t T 2 2 vy =
1+5
5 r + Y = 0
1++5 (=1 —V5) (=1 +/5) _
- 5 r + [ 1 y = 0
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-
S

|
— —_
S &
N— N — N— N —
S ]
+ o+
7N
—
4;‘| -
ot
N———
NS
I Il
(e} (e

o
S

\]

1+45
2

(o (55) )

E portanto, os autovetores associados ao autovalor Ao =

Logo, y = —

VR

) x resultando no seguinte conjunto solugao

Sao

1-v5
2

x
(14 V5 L |iTE R*
2

Pelo Teorema 2.3, autovetores associados a autovalores distintos
sao LI, tomemos entao:

1 1

v = 1-5 e Uy = 1+5
B 2 a 2

autovetores associados a A1 e Ay respectivamente. Tais autovetores sao
LI, e assim, como a matriz A de ordem 2 possui dois autovetores LI,
pelo Teorema 2.2 temos que A é uma matriz diagonalizavel.

Como estudamos no capitulo anterior, uma matriz P que diago-
naliza A é uma matriz de ordem 2, cujas colunas sdo os autovetores de
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A. Logo,
1 1

P _(1_2¢5> _<1+2¢5>

Precisamos encontrar P!, e teremos D = P~'AP, em que D serd a
matriz diagonal com os autovalores de A na diagonal principal.

Vamos escalonar a matriz P juntamente com a matriz identidade
de ordem 2 para encontrarmos P!

1 1 1 0
1-v5
(1mv5) (1evs) | (BF)nrnok
2 2 '
11! 1 0
= 7L12*>l2
1— V5
0 -5 | V5 1
2
11 | 1 0
= 01 17\/5 7i o+l =14
| 2v/5 V5
P 1
| 2v/5 V5
=
0 1 | _ 1_7\/5 _i
| 2v/5 V5
Portanto, encontramos
1+v5 1
2V5 V5
P_ =
“14Vs 1
2v/5 Vb

Agora temos
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1 1
11
A: P:
(1 0>’ ~14+v5 -1-+5
2 2

1+5 1 1++5
25 V5 5 0

-1+v5 -1 1-v5
2v5 VB 2

tal que D = P71AP e pelos estudos realizados no capitulo anterior
vimos que podemos reescrever como A = PDP~!,

Queremos calcular A™ para resolver a equagao (3.1), para isto
pela Proposicdo 2.3 devemos calcular A” = PD"P~! em que D" é
calculada utilizando a Proposi¢do 2.2. Assim,

n 14+5

o ! ! e 0 2V5
—14VE =15 0 1-v5 —1+5

2 2 2 \/g

ot

SiL S
~

NG & RV
B —1+v5 —1-5 0 1—vB\" 145 —1
2 2 ( 2 ) 25 V5
14+v5\" (145 1+v5\" 1
1 1 2 2\/5 2 \/5
=15 Z1-V5 1-v5\" (z14v5)  (1=vB)" (_ L
2 2 D) 25 b) VG
( 1 1 ) % 1+2\/5)n+1 %<1+2\/g)n
B —1+v6  —1—+5 _ n _ _ n
2\ G () () )

_( 1 1 %(1-&2\/5)”“ %(1-%2\/3)”
A

50) - (%5) )\ o (5 S (58)

2 V5 2

V5

Vamos escrever cada coluna desta matriz produto separadamente:
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R

o _(172\/5)%(1+2\/5)"+1+(1+2\/5)%(172\/5)”H
e

) %(12\5)"_%(172\/5)”

=

) ()

01 ) Ainda reagrupando Cj e

Desta forma temos de A™ =

(5 temos:

Ci =

() () - (59 (=)'

Queremos resolver

AN 1 _ Fn+2
e (1)=(52)

que nos permitird encontrar os termos F, 12 e Fj,11 da sequéncia de
Finobacci. Calculando u,41 encontraremos uma matriz de ordem 2 x 1,
na qual o primeiro elemento serd a soma dos primeiros elementos de Cy
e (s, e o0 segundo elemento serd a soma dos segundos elementos de Cy
e (5. Encontraremos entao,

Fn+2 =
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% <1+2\/5> (1_2\/g)n,+1_ (1_2\/5> <1+2\/5>n+1]

Cle (= ()]

Resolveremos cada uma dessas equagoes separadamente e depois
voltaremos a matriz resultante que buscamos 1.

(]

Fn+2 =

Sl

I i L

Sl -

o [eEY (1w
B % 2 N 2 ’

e agora calculando F), ;1 encontraremos

1+v5)\ [1-5
2 2

1+\/5>"+1+<1\/5

Fn+1 =

n+1
1++5
+< V8

-

[ () ()]
- a[eles]
sl
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() (=)

4

<3+\f—43\/5—5>
(

(

(

( |
(°) (57) (5°)
(

(

(

(

EIE L L N L. i

B 1 r 1_\/5 n+ 1—‘,—\/3 n+1
- N 2 2

B v [\ f1-vE\T
- V5 2 - 2 '

Temos entao que

AT A N STV AN
V5 2 B 2
VAT A A TV AN
V5 2 B 2

Aqui podemos observar que o resultado obtido em F,1; é o
mesmo que em Fj, ;o para n igual an — 1:

F,
Un+1 = ( Fni? ) =




57

(n—1)42 (n—1)42
P S B R _(1=V5
(n—-1)42 = f'm41 = \/5 D) D)

- n+1 n+1
1 | f1+45 1-+/5
V5 2 2
Assim, a medida que vamos variando n, podemos determinar

todos os outros termos da sequéncia, e tomando n como sendo n — 2
na equagao de Fj, o obtemos
F,=—

s[5 -(=2))

Desta forma, utilizando como método resultados de dlgebra ma-
tricial chegamos a uma férmula que nos permite calcular qualquer termo
da sequéncia da Fibonacci dependendo apenas da varidvel da posigao n,
nao precisando conhecer os termos que antecedem o termo procurado
na sequéncia. E observe que esta férmula é a mesma que encontramos
no primeiro capitulo deste trabalho utilizando como método a teoria
de sequéncias definidas recursivamente.

1
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CONCLUSAO

Ao término deste trabalho observamos que os objetivos propostos
foram alcangados, ou seja, conseguimos chegar a uma férmula que nos
permite calcular qualquer termo da sequéncia de Fibonacci dependendo
apenas da varidvel n de sua posicao, nao mais precisando conhecer
os termos anteriores a este. Esta férmula foi obtida de duas formas,
inicialmente utilizando a teoria de sequéncias definidas recursivamente,
e em seguida utilizando como método a dlgebra matricial baseada na
teoria de autovalores, autovetores e diagonalizacao de matrizes.

E importante observarmos que usando a teoria de sequéncias
definidas recursivamente nao construimos um método de resolugao, mas
sim aplicamos resultados que supomos verdadeiros e verificamos que
tais resultados funcionam como resolugao, enquanto que ao remodelar
0 mesmo problema utilizando a algebra matricial permitimos ao leitor
um outro olhar sobre a situagao em questao, construindo um método
de resolucao inicialmente percebendo a reescrita da sequéncia como
um sistema linear, em seguida como produto de matrizes, e utilizando
entao a teoria de autovalores, autovetores e diagonalizacao de matrizes,
chegamos mais naturalmente a férmula desejada.

No desenvolver deste trabalho, em algumas situagoes as demons-
tragoes foram feitas para a varidvel n = 2 que era o nosso objetivo em
questao, mas vale lembrar que estas demonstragoes podem ser realiza-
das na varidvel n. Ainda, cabe ressaltar que a teoria de autovalores
e autovetores é muito mais ampla e geral do que a abordada neste
trabalho, os resultados utilizados sao uma pequena parcela das suas
inimeras aplicagoes e propriedades.
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