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RESUMO

Nesta dissertacao, serao definidas as possiveis superficies quadricas,
através das equagoes do segundo grau em trés variaveis. Para este
estudo, sera utilizado o teorema espectral da algebra linear, e o pro-
blema da diagonalizagao de matrizes simétricas, bem como os elementos
bésicos de dlgebra linear necessérios para tal. Por fim, serdo abordadas
as possiveis interseccoes entre cones de revolugao e planos no espago.

Palavras-chave: diagonalizagao, quédricas, secgoes conicas.






ABSTRACT

On this dissertation, it will be defined the possible quadric surfaces,
through the second degree equation with three variables. For such
study, it will be used the spectral theorem of linear algebra, and the
problem of diagonalization of symmetric matrices, as well as the neces-
sary basic elements of linear algebra. In the end, it will be covered the
possible intersections between revolution cones and plans in the space.

Keywords: diagonalization, quadrics, conic sections.
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INTRODUCAO

A geometria analitica é uma das ferramentas modernas mais im-
portantes da matematica. A associagao direta entre elementos algébri-
cos e geométricos, através de um sistema de eixos coordenados, permi-
tiu a discussao de problemas muito mais sofisticados, tanto de algebra
como de geometria, nos ultimos quatro séculos.

Um dos notéaveis matematicos que contribuiram decisivamente
para o advento e desenvolvimento da geometria analitica foi René Des-
cartes (1596-1650), francés nascido em La Haye, cidade situada na
regiao de Touraine, no centro-oeste da Franca. Em 1637, escreveu
a sua obra mais importante, “O discurso sobre o método”, em que ele
descreve um tipo de pensamento que viria a ser conhecido como “car-
tesiano”.

Descartes passou a maior parte de sua vida produtiva na Ho-
landa, e depois tornou-se conselheiro da rainha Cristina, da Suécia,
onde veio a falecer, no ano de 1650. Para saber mais sobre a histéria
deste icone da histéria da matemética, recomendamos o livro (ACZEL,
2007).

Em nivel de ensino médio, tratamos da geometria analitica bidi-
mensional, restrita ao plano cartesiano, deixando a geometria analitica
tridimensional de lado. No espaco com sistema de eixos coordenados,
encontramos diversos entes geométricos, inclusive superficies, que sao
representadas por equagoes de trés incognitas.

OBJETIVOS
Objetivo geral

Segundo o notével matematico Nikolai Lobachevsky (1792-1856),
“nao hd nenhum ramo da Matematica, por mais abstrato que seja,
que nao possa um dia ser aplicado a fenémenos do mundo real”. O
presente trabalho tem por objetivo principal compreender as possiveis
superficies quadricas, bem como seus casos degenerados, através da
equacao geral do segundo grau em trés varidveis. Superficies especi-
ais como elipséides, paraboléides, possuem diversas aplicagoes praticas
importantes no dia-a-dia. Como exemplo, uma antena parabdlica é
compreendida como a revolugao de uma pardabola em torno do seu eixo
de simetria. Uma bola de futebol americano pode ser concebida como
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um elipséide. O paraboléide hiperbdlico também é conhecido como
“sela de cavalo”, por lembrar exatamente uma sela de montar. Além
disso, também abordaremos, sob um ponto de vista analitico, a questao
da intersecgao entre planos no espaco e superficies conicas de revolugao
ilimitadas, mostrando, algebricamente, as formas das possiveis secgoes
planas num cone. Este tema é frequentemente abordado na escola se-
cundéria, porém, a grade curricular do ensino médio nao traz consigo
as ferramentas matematicas necessdrias para uma compreensao mais
formal e rigorosa desse problema. Para tanto, vamos nos utilizar das
conicas (elipses, hipérboles e pardbolas, e casos especiais) e seus ele-
mentos, que permitirao uma melhor visualizacao grafica das quadricas
no espago.

Objetivos Especificos

No capitulo 1, vamos apresentar os conceitos de simetria em
relagao a ponto, reta e plano, e de superficies quadricas centradas e nao
centradas, que sao deixados de lado nos livros de geometria analitica,
mesmo em nivel superior. A equacao geral do segundo grau, com termos
em zxy, rz e yz, chamados “termos mistos” serd reescrita com novas
coordenadas, de modo que estes termos desaparecam. Isto estd baseado
no teorema espectral da algebra linear, que serd abordado mais a frente,
no capitulo 4. Demonstraremos um importante teorema que relaciona
as superficies quédricas com a equagao geral do segundo grau, ja sem
os termos mistos.

No capitulo 2, abordaremos as superficies quadricas centradas (e
os casos degenerados), que sdo:

e elipsdides e esferas,
e hiperboldides,
e superficies conicas.

Ja no capitulo 3, serd a vez das superficies quadricas nao centra-
das (e casos degenerados), que sao:

e superficies cilindricas,

e paraboldides.

No capitulo 4, vamos, enfim, desvendar como a algebra linear e
suas ferramentas permitem que, de fato, possamos escrever as equagoes
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do segundo grau em trés varidveis sem os temos mistos, de modo que
possamos definir e identificar mais facilmente as superficies quadricas
determinadas por elas. Vamos apresentar a definicao dos diversos ele-
mentos de algebra linear que vao fazer desaparecer os termos mistos
da equacao do segundo grau em trés varidveis. Este desaparecimento
dos termos em zy, xz e yz serd possivel em decorréncia do teorema
espectral da algebra linear e da diagonalizagao de matrizes simétricas.
Com isto, é possivel definir as superficies quédricas em funcao dos no-
vos coeficientes da equagao do segundo grau, apds a diagonalizacao da
sua forma quadratica.

Alguns elementos basicos de dlgebra linear sdo necessarios para
que se conclua o resultado que relaciona a equacao geral do segundo
grau com a equacao equivalente resultante da diagonalizacao, identi-
ficando a quadrica em questdo. Desse modo, nao falaremos dessas
superficies através das equagOes candnicas, comumente adotadas nos
livros didéticos das disciplinas de geometria analitica e algebra linear.

Uma dessas superficies possiveis, as conicas, possuem diferentes
interseccoes com planos no espaco, determinando as “seccoes conicas”.
Em nivel secundério, habitualmente essas curvas sao mencionadas em
sala de aula, mas sem a devida comprovagao analitica da questao. Estas
curvas deverao, tao logo, ser identificadas também, através de rotacao
de eixos. No capitulo 5, vamos tratar destas intersecgoes, fazendo uma
rotagao necessaria em dois dos trés eixos cartesianos no espago, de modo
que a equagao da conica procurada permita-nos identificar a mesma
neste novo sistema.

As figuras utilizadas em todos os capitulos foram confeccionadas
com o software GeoGebra, versao 5.0.

Para a compreensao do texto, o leitor deve ter conhecimentos de
geometria analitica plana e espacial e dlgebra linear béasicos.

As equagbes canonicas das secgOes cOnicas, com 0s respectivos
elementos bésicos, estao inseridas em anexo.
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1 SUPERFICIES QUADRICAS - UM PANORAMA
GERAL

Vamos iniciar nosso estudo sobre quadricas através das equagoes
do segundo grau em trés varidveis. Posteriormente, vamos compreender
uma representagao geométrica para cada situagao, no que diz respeito
ao valor e sinal dos coeficientes.

Mais adiante, utilizaremos mudancas de coordenadas, sempre
que necessério, para identificar a quadrica gerada por cada equagao.
Como principais referéncias utilizadas para o desenvolvimento do texto,
o leitor pode consultar o livro (ANTON & RORRES, 2001) e o site
http://www.solitaryroad.com/, que constam nas referéncias bibliografi-
cas.

Definicao 1.1. Uma equacao da forma
Ax?+ By? +C2* 4+ 2Dxy+2Ex2+2Fyz+ G+ Hy+ 1z +J =0 (1.1)

nas incognitas x, y e z, em que os coeficientes A, B, C, D,E e
F sao numeros reais e nao simultaneamente nulos, é uma equag¢ao
quadrdtica em x, Yy e z.

x A D FE
DefinindoX=|y |,M=| D B F eK:[G H I ],
z E F C
a equagao(1.1) também pode ser escrita da forma matricial
A D FE x T
[z y 2]| D B F y|+[G H I]|y|+J=0
E F C z z
ou

X'MX+KX+J=0.
Definigao 1.2. A funcdo

f(z,y,2) = Az® + By? + C2* + 2Dxy + 2Fxz + 2Fyz =
A D FE T

:[J: Y z] D B F y

E F C z

€ dita uma forma quadrdtica associada a equacao quadrdtica

(1.1).
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Por exemplo, a equagao quadratica
22+ + 22 Aoy + 222 —2yz+ 8 +6y—42+1=0
tem a forma quadratica
f(z,y,2) = 22 + 2% + 22 + 4oy + 222 — 2y2.

Matricialmente, a representacao da equagao fica

1 2 1 T T
[z y z]|2 2 -1 y |+[8 6 —4]|y |+1=0.
1 -1 1 z z

Definicao 1.3. A funcdo g(x,y,2) = Gz + Hy+ 12+ J € a forma
nao quadrdtica da equacgdo (1.1).

Definicao 1.4. O conjunto dos pontos do espaco, correspondentes aos
ternos ordenados (x,y,z), que sdo solugées de uma equacao quadrdtica
em trés varidveis da forma da equagao (1.1), é denominado superficie
quddrica, ou simplesmente, quddrica.

Como exemplos, temos as esferas, elipsdides, paraboldides, su-
perficies cilindricas e conicas, hiperboléides de uma e duas folhas, en-
tre outros, inclusive os casos degenerados. Nos dois proximos capitulos,
cada uma dessas superficies serd estudada em detalhes.

Precisamos, agora, de trés definicbes importantes, que servirao
para melhor visualizarmos estas superficies especiais, que serdo objeto
de nosso estudo.

Vamos adotar um sistema de eixos ortogonais Oxyz no espaco.

Definicao 1.5. O traco de uma superficie quddrica em um plano € a
interseccao desta quddrica com o plano.

Definicao 1.6. Os planos coordenados, no sistema Oxyz sdo:

e =0,
oy:0,
e z=0.

Definicao 1.7. Param € R, m # 0, os planos paralelos aos planos
coordenados, no mesmo sistema Oxyz, sdo:

o r="m,
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e y=m,
e z=m.

Com o auxilio da dlgebra linear, vamos poder, na equagao (1.1),
alterar o sistema de coordenadas, a fim de que os termos em zy, Tz
e yz, os chamados termos mistos, desaparecam. Vamos, para isso,
substituir o sistema de eixos ortogonais Ozyz por um novo sistema de
eixos ortogonais OxrYrzR, fruto de conveniente rotacao do primeiro.

Com isto, poderemos identificar as quddricas, através das suas
definigoes, e os tragos das mesmas nos planos coordenados e planos
paralelos. Esses tracos consistirdo nas curvas planas (retas, circun-
feréncias, elipses, hipérboles, pardabolas, entre outras, inclusive as coni-
cas degeneradas), cujas equagdes ndo possuem os termos mistos, uma
vez que o sistema de eixos for convenientemente rotacionado.

De fato, verificaremos que toda equagao da forma

Az? + By? + C22 +2Dxy + 2Ex2 4+ 2Fyz + G + Hy + Iz +J =0
pode ser escrita da forma
Ax%h + Byt +C2h+Gar+Hyp+1T2r+J =0 (1.2)

sendo TR, yr € zgr novas coordenadas do espaco, dadas em funcao de
x, Yy e z, respectivamente, obtidas através de conveniente rotacao dos
eixos Oz, Oy e Oz, sendo A’, B’ e C’ nao simultaneamente nulos.

Definigao 1.8. Os coeficientes A, B’ e C' de (1.2), sao denominados
coeficientes quadrdticos da mesma equagao.

A partir das equagoes na forma da equagao (1.2), vamos definir
cada tipo de superficie quadrica possivel.

Agora, vamos abordar o conceito de superficies quadricas cen-
tradas e nao centradas.

1.1 CENTRO DE SUPERFICIES QUADRICAS

Temos, do dia-a-dia, a nogao intuitiva de simetria. Um circulo
é simétrico em relacao ao seu centro. Um losango, forma presente na
bandeira do Brasil, é simétrico em relacao as suas duas diagonais. Uma
hipérbole é simétrica em relagao as retas que contém seus eixos, real
e imagindrio. Uma superficie cilindrica nao obliqua é simétrica em
relagao ao seu eixo.
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Vamos, entdo, definir o que vem a ser uma simetria em relacao
a trés entes geométricos primitivos.

Definigao 1.9. Um subconjunto de pontos S do espago é dito simétri-
co em relacao a um ponto P se, para todo ponto X pertencente a
S, existir um ponto Y , também pertencente a S, de modo que P seja o
ponto médio do segmento de reta XY .

Figura 1 — Simetria em relacao a um ponto.

Observagao: Considere um sistema de eixos ortogonais qualquer do
espago. Neste caso, se o ponto P(a,b, ¢) pertencer ao conjunto de pon-
tos S deste espago, simétrico em relagdo ao ponto M(r,s,t) entdo o
ponto P’'(—a+2r, —b+ 2s, —c+ 2t) também deverd pertencer a S. Isto
ocorre para que o ponto M seja ponto médio do segmento PP’.

Definicao 1.10. Um subconjunto de pontos S do espaco é dito simé-
trico em relacao a uma reta r se, para todo ponto X pertencente
a S, existir um ponto Y, também pertencente a S, de modo que o
segmento de reta XY seja perpendicular a v e que o ponto médio M
do segmento de reta XY pertenca a r.

y/
X 5 /r
3
2
1 e
0
—4—3—2—101?3456789101112
-1 /

Figura 2 — Simetria em relagao a uma reta.
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Definigao 1.11. Um subconjunto de pontos S do espago é dito simé-
trico em relacao a um plano o se, para todo ponto X pertencente
a S, existir um ponto Y, também pertencente a S, de modo que o seg-
mento XY seja perpendicular a a e que o ponto médio M do segmento
de reta XY pertenca a o.

Figura 3 — Simetria em relagao a um plano.

Observagao 1.12. Neste caso, note que, se o ponto P(a,b,c) pertencer
ao conjunto de pontos S,

e simétrico em relagao ao plano z =0 , entdo o ponto P'(a,b, —c)
também deverd pertencer a S;

e simétrico em relagao ao plano y =0 , entdo o ponto P'(a,—b,c)
também deverd pertencer a S;

e simétrico em relagao ao plano x =0, entdo o ponto P'(—a,b,c)
também deverd pertencer a S.

Definicao 1.13. Se a superficie quddrica for simétrica em relagao a:
e um ponto P, dizemos que P é um centro de simetria;
e uma reta r, dizemos que r € um etxo de simetria;
e um plano a, dizemos que o € um plano de simetria.

Definicao 1.14. Um centro de uma superficie quddrica é um
centro de simetria da mesma.
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Definigao 1.15. Uma superficie quddrica

e que possua um Unico centro, € dita uma superficie quddrica
centrada;

e que nao possua nenhum centro, ou mais de um centro, € dita uma
superficie quddrica nao centrada.

Nos proximos dois capitulos, definiremos todas as quadricas cen-
tradas e nao centradas, bem como seus casos degenerados.

1.2 TEOREMA FUNDAMENTAL DAS QUADRICAS CENTRADAS

Nesta seg¢ao, vamos enunciar e demonstrar um importante teo-
rema sobre as superficies quadricas centradas. Assumimos aqui o fato
de que a equagao (1.1) pode ser escrita, conforme mudanca de coorde-
nadas ja citada, como (1.2), sem os temos mistos.

Teorema 1.16. Os coeficientes A’, B’ e C' da equagao
Aa%+ Byt +C' 25+ Gap+Hyp+ 'z +J =0

sa@o todos nao nulos se, e somente se, a superficie quddrica ndao vazia
S relativa a equagdo quadrdtica for uma superficie quddrica centrada.

Demonstra¢ido. (=) Vamos, primeiramente, verificar que, se A’, B’
e C' forem todos nao nulos, S é centrada, ou seja, que ela possui um
tnico centro.

Fazendo

, L@ | T)?
_J+4< T C’)Zk

e completando os quadrados em (1.2), temos:

el 2 H 2 I 2

Definindo xR—l—%/, = xg, yR+2%, = ys ezR—&—zI—c:, = zg,
podemos, por translagao de eixos, mudar o sistema de coordenadas
OxRryrzr para um novo sistema, O’xsyszs. Com isto, reescrevemos a
equagao anterior da forma

A% 4+ Byt +C'2% = k. (1.3)
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Note que os pontos da superficie quadrica, no sistema O'zgyszs, sao
aqueles que satisfazem a equagdo (1.3). Se, na equagéo (1.3), A’, B’
e C' tiverem mesmo sinal, e este sinal for oposto ao sinal de k, entao
a equagao nao tem solugao real. Neste caso, terfamos uma quadrica
vazia, que nao interessa. J4 se A’, B’ e C' tiverem mesmo sinal e
k for igual a zero, entao a equacao tem uma tUnica solugao: o terno
ordenado (0,0,0). Neste caso, a quadrica teria um tnico ponto, que
seria o préprio centro da mesma.

Vamos supor que A’, B’ ou C’ tenham mesmo sinal que k, ou
que A’, B’ e C' ndo tenham todos mesmo sinal, de modo que a equagao
(1.3) tenha infinitas solugoes.

Suponha um ponto P(a, b, ¢) qualquer, no sistema O’z syszs que
pertenca a superficie S, ou seja, suponha um terno ordenado qualquer
(a,b,c) que seja solucao da equagdo (1.3). Se o ponto C(r,s,t) for
centro da superficie quadrica, entao o ponto

P'(—a+2r,—b+ 2s, —c + 2t)

também deverd estar na superficie (ou ainda, o terno ordenado (—a +
2r,—b + 2s,—c + 2t) devera ser solucao da equagdo), uma vez que o
ponto C é ponto médio entre P e P’.

Vamos mostrar que C(r, s,t) é a origem do sistema O'zgyszs.
Ou seja, averiguemos que r = s = t = 0. Vamos supor, por absurdo,
que 7 nao seja nulo.

Temos que o ponto Q(—a,b,c) também pertence & quadrica, o
que nos leva ao fato de que o ponto

Q'(a+ 2r,—b+ 2s,—c + 2t)

também estd em S, ou ainda, o terno ordenado (a+2r, —b+2s, —c+2t)
também é solucao de (1.3). Assim, temos que

A(—a+2r)  + B (=b+25)> + C'(—c+2t)> = k e
Ala+2r) + B (=b+28)> +C'(—c+2t)> = k.

Subtraindo as duas equagoes, encontramos que 8A’ar = 0, o que
implica que a = 0.

Assim, mostramos que, para qualquer ponto P(a,b,c) de S, a
primeira coordenada, representada por a, é zero. Isto é um absurdo,
pois:
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e se A’ e k tiverem mesmo sinal, o ponto X ( 50 O) também
estard em S, j& que (,/ A,,O 0) é solugao de (1.3);

e se A’ e k tiverem sinais opostos, e B’ tiver mesmo sinal de k,
vejamos que existe uma solucdo de (1.3) em que zg = 0. Nesta
solucao, ocorre que

A'x% =k — By}

e, nesta igualdade, tomamos |ys| tdo grande quanto se queira, de
modo que k — B'ys tenha mesmo sinal que A’. Assim, ocorre que

[k — B’
rs — AyS;«éO

0 que, novamente, acarreta num ponto de S em que a primeira

coordenada nao é nula. Neste caso, o ponto X (\/ h=B ys ,Ys 0>

também estard em S.

Analogamente, para s ou t ndo nulos, podemos chegar a uma conclusao
absurda. Logo, é necessério que r = s = t = 0, e assim, a superficie
quédrica possui um tnico centro, que, no sistema O’z gyszg, é a origem
do mesmo.

(<=) Agora, vamos mostrar que, se S é centrada, entao os coe-
ficientes A’, B’ e €’ s&ao todos nao nulos.

Seja C(r,s,t) centro de S, que é centrada. Neste caso, para
todo ponto P em S, existe um ponto P’, de modo que P e P’ sejam
simétricos em relagao a C.

Vamos supor primeiro, por absurdo, que C' = 0, e A’ ¢ B’ nao
nulos. Neste caso, na equagao (1.2), ndo vamos completar o quadrado
em zp. Os casos em que nao completariamos os quadrados em xpg
(quando C" #0, B'#0e A’ =0), ou em yr (quando C’ £ 0, A’ #£0 e
B’ =0), sao andlogos.

Aqui, devemos definir uma constante ¢, tal que zg +t, = zg.
Esta constante representarda uma conveniente translacao do eixo Ozg.
Com ela, poderemos escrever a equacao de uma maneira mais sucinta

e elegante.
1 1\ 2 H/ 2
b (CR Y

Fazendo
4 A’ B’
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a equagao (1.2) fica assim

, G\ o\
A zR+2AI + B yRJrQB, +1I'zp = k. (1.4)

7’ . . . . /
Além disso, assim como fizemos na ida, vamos definir z g + % =

! ~ .
Ts e Yyr + % = yg, varidveis estas dadas em fungao de conveniente
translagao dos eixos Oxgr e Oyg, respectivamente.
Com isto, a equagao (1.4), fica

A2+ By +1' (25 —t.) =k
que, equivalentemente, pode ser escrita como
Azt + By +T25=k+t.1I. (1.5)
Aqui, temos duas situagoes possiveis:
e se, em (1.5), I’ =0, a equagao resume-se a

Az + Byt =k (1.6)

Neste caso, podemos efetuar cdlculos andlogos aqueles da ida
do teorema, concluindo que r e s deverao ser, necessariamente,
iguais a zero. Porém, como a equagao (1.6) ndo possui termo na
incégnita zg, entdo para todo k real, o ponto (0,0, k) é centro de
S, j& que os valores de z e yr independem de zg. Se hé infinitos
centros na quadrica, esta é nao centrada;

e jd se em (1.5), I’ # 0, podemos definir ¢, = f%, de modo que
(1.5) possa ser escrita como
A'a% + B'y: +I'zs = 0. (1.7)

Seja novamente C(r, s,t) centro de S. Se, para todo ponto P em
S, deve haver o simétrico P’ em relagao a C, entdo, em particu-

lar, os pontos K (1,07 f‘?—:) e L (71,(), f‘?—;) (que pertencem a
S) deverao ser simétricos a outros dois pontos, K’ e L’ respecti-
vamente, de modo que:

- K’ (27" —1,2s,2t + /}—,/) pertenca a S,
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- L (2r +1,2s,2t + ‘?—,/) pertenca a S.

Com isto, substituindo as coordenadas de K’ e L’ na equagao
(1.7) temos que:

!/
A(4r* —dr + 1)+ B'(25)* + I’ <2t + ) = 0 e

!/
A4 +4r+ 1)+ B'(25)* + T’ <2t + ) = 0.

Subtraindo as duas equacoes anteriores, chegamos a 8A'r = 0,
que s6 ocorre se r = 0.

Adotando os pontos N (O7 1, —%) eR (O7 -1, —%'), que perten-
cem a S, verificamos, analogamente, que s = 0.

Entao, o centro deverd ser um ponto da forma (0,0, k). Como
V(0,0,0) pertence a S, entao segue que N (0,0, 2k) pertence a S
também. Com isso, temos:

A(0)2 4+ B'.(0)2 +I'(2k) =0
e, portanto, k = 0.

Assim sendo, concluimos que V(0,0,0) é o centro de S. Isto é

(e / . ’ .
absurdo, ja que L (1,0, f%) pertence a S, e seu simétrico em

relacao a V, L* (—1, 0, ?—,,) nao pertence a S, tao logo

AI
A (=12 +B.0* 4T (1/) =0 <= 24'=0 <= A =0
contrariando a hipétese de A’ ser nao nulo.

E, por fim, vamos supor, também por absurdo, que C’ = B’ = 0,

e A’ é ndo nulo. Neste caso, na equagdo (1.2), vamos completar o
quadrado apenas em x . Os casos em que completarfamos os quadrados
s6 em yr (quando A’ = C/ = 0 e B’ # 0) ou s6 em zr (quando
A’ =B =0e C'+#0) sdo anslogos

Aqui, devemos definir as constantes t, e ¢, tal que yr +t, = ys
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e zr +1t, = zg. Fazendo

1 (G/)Q
_JI + Z A/ = k
a equagao (1.2) fica
/ 2
A (xR + 2A,> +Hyp+T'zp =k (1.8)

Da mesma forma como fizemos nos passos anteriores, vamos de-
. !
finir zp + % =xg.
Com isto, a equagao (1.8), fica

Ao+ H'(ys —ty) +I'(zs —t.) = k
que, equivalentemente, pode ser escrita como
Aoy +Hys+ 125 =k+t,H +t.1. (1.9)

Se, em (1.9), H' = I’ = 0, a equagao resume-se a A'z% = k. Se
H =0e I #0, podemos definir t, = —%, de modo que (1.9) possa
ser escrita como
Azt +1'z5=0.

Se H # 0 e I' = 0, podemos definir ¢, = f%, de modo que (1.5)
possa ser escrita como

A'z% + H'yg = 0.

. : k k
Ja, se H # 0e I' # 0, podemos definir t, = —575 e t. = —55, de
modo que (1.5) possa ser escrita como

Azt + H'ys+I'zg = 0. (1.10)

Nos trés primeiros cendrios, existird uma (ou duas) varidvel(is)
livre(s) na equagdo, o que nos leva ao fato de que, se houver centro
na quéadrica, ele nao serd unico, de modo andlogo ao que deduzimos
anteriormente. Portanto, essa quadrica nao serd centrada.

J& no terceiro caso, caso realmente houvesse um centro C(r, s, t)
Al Al

—2g 21 ) ©

para a quéadrica, teriamos que, como os pontos W (1,

’ ’ - ,
T (—1, —%, —%) pertencem a quédrica, entao, de modo analogo ao
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caso anterior, ocorre que
/ A/
W* (2r — 1,25 + = 2t +
<T Sy +21/)

¢ !/ A/
T (2r + 1,25 + 2t +
<r+ Y78 +21/)

também estariam em S, o que implicaria

A/ !/
A(4r? —dr + 1)+ H (2s+ 2H’) +1I <2t+ I’) =0 e

A/ !/
A4r? —dr + 1)+ H' <28+ 2H’> + 1 <2t—|—1/> =0.

Novamente, subtraindo as equagoes, temos que 8A’r = 0, o que

leva & conclusao de que, mais uma vez, r = 0.
Com isto, o centro C é da forma (0, s,t). Como V(0,0,0) per-

tence a S, entdao Q(0,2s, 2t) também pertence a S, o que implica em

A (02 + H'(25) +I'(2t) =0 <= 2H's +2I't = 0.

Desta igualdade, também concluimos que H's + I't = 0.
Além disso, supondo um ponto P(a,b,c) em S, temos que o
ponto P'(—a,—b+ 2s,—c + 2t) também estd em S. Com isso, temos

que

A(a)> + H'(b)+I'(c) =0
A(=a)? + H'(=b+2s) + I'(—c+2t) =0
Aa®>—Hb—T'c+2H s +2I't =0.

0

Afirmamos que, para todo ponto (0, p, ¢) de tal forma que H'p +
I'q = 0, temos que esse ponto (0,p,q) é centro de S. Isto pode ser
verificado pelo fato de que o ponto (—a+2.(0), —b+2p, —c+2q) pertence

a S, tao logo ocorra,
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A0l + H(~b+2) + I'(~c+2) =
Aa> —Hb—I'c+2H'p+2I'q = 0.

0 0

Portanto, se S possuir centro, ele nao serd inico, ja que existem
infinitos pontos da forma (0, p, ¢) pertencentes a S, tao logo H'p+ I'q
seja zero. Isto por si s6 ja implica numa quadrica nao centrada.

Com isso, vimos, em todos os casos possiveis que, se algum dos
coeficientes A’, B’ e C’ forem nulos, a quadrica nao é centrada, como
queriamos demonstrar. O
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2 SUPERFICIES QUADRICAS CENTRADAS

Neste capitulo, assim como no proximo, vamos analisar as pos-
sibilidades gréficas para as equacoes quadraticas da forma

Azt + Byt +C2h+Gaor+Hyp+1T'2r+J =0

sendo xR, Yr € zgr as novas coordenadas do espaco cartesiano, obtidas
através da rotagao dos eixos Oz, Oy e Oz.

E sempre importante frisar que, nas incégnitas =, y e z, as
equagoes do segundo grau sempre representam quddricas, mesmo que
degeneradas. Porém, estas equacoes contemplam os termos mistos, que
dificultam que percebamos a quais superficies as equagoes correspon-
dem no espacgo cartesiano. Estamos, portanto, assumindo a possibili-
dade de se fazer essa mudanga de coordenadas, que visa identificar a
quédrica correspondente & equagao. No capitulo 4, mostraremos como
fazer tal mudanca.

A partir do momento em que podemos, através de mudanga de
coordenadas, reescrever a equagdo (1.1), de modo em que os termos
mistos desaparecam, explicitaremos claramente os tragos das quadricas
nos planos cartesianos e paralelos, podendo assim entender as formas
das superficies quadricas centradas e nao-centradas. Tudo isto serd
visto mais adiante, quando, munidos das ferramentas da dlgebra linear,
conseguiremos tal proeza.

Conforme teorema 1.16 demonstrado no capitulo anterior, se A’,
B’ e C’ sdo todos ndo nulos em (1.2), a superficie quadrica correspon-
dente é centrada.

Procedendo de modo andlogo ao da ida da demonstragao do te-
orema 1.16, vamos escrever a equagao (1.2) da forma

/1,2 /1,2 /1.2
Com uma translacao de eixos, montaremos um novo sistema de
. . [C— H
coordenladab, de modo a termos xr + 577 = ¥s, Yr + 3537 = Ys €
ZRr + QI—C, = zg. Neste caso, ja vimos que o centro das quadricas, no
sistema O'xsyszg, serd a origem do mesmo.
A equacdo (2.1), no caso k # 0, pode ser escrita da forma

2 2 2
s 4 ¥s L 25
k k E

A B C
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Vamos enunciar aqui uma caracterizagdo importante das su-

perficies quéddricas centradas.

Proposigao 2.1. Uma superficie quddrica centrada na origem do espaco
cartesiano com um sistema de coordenadas O'xsyszs, possui simetria
em relacdo aos planos O'zsyg, O'xgzg e O'yszs.

Demonstracdo. No teorema 1.16, vimos que, se uma quadrica for cen-
trada, entdo, a sua equagdo geral pode ser escrita na forma A'z% +
B'y% + C'2% = k, num sistema de eixos O'zgyszs, fruto de rotagio
e translacdo convenientes dos eixos cartesianos. Assim, nesse sistema,
se uma quddrica possuir o ponto P de coordendas (r, s,t), entdao con-
cluimos que

A'r? + B's> + C't? = k.

Temos, portanto, conforme a observacao 1.12, que:

o A'r?2 + B's?> + C'(—t)? = k, logo o ponto Q(r,s,—t) também

pertence a superficie. Assim, a quddrica é simétrica em relagao
ao plano O’z gys;

A'r? + B'(—s)? + C't? = k, logo o ponto R(r,—s,t) também
pertence a superficie. Assim, a quadrica é simétrica em relacao
ao plano O'zgzs;

A'(—7)? + B's?> + C't? = k, logo o ponto S(—r,s,t) também per-
tence a superficie. Assim, a quadrica é simétrica em relagao ao

plano O'yszs.

O

Em (2.1), temos algumas possibilidades quanto aos sinais das

constantes A’, B, C' e k. Cada uma destas possibilidades resultard
numa quadrica centrada, ou numa quadrica centrada degenerada.

2.0.1 Elipséides e esferas e casos degenerados

Definigao 2.2. Se, em (2.1), A', B', C’' e k forem todos de mesmo
sinal, a superficie quddrica serd dita um elipséide.

O trago do elips6ide nos planos coordenados sao:
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e 1o plano g = 0, uma elipse, de equagao

2 2
yS+zS_1.
k kT
A’ c’

e 10 plano yg = 0, uma elipse, de equagao
2 2
s L 25 g,
k E
A7 c’

e 10 plano zg = 0, uma elipse, de equagao

<

2 2
s s _
2+E=1
A B
A seguir, a titulo de exemplo, mostraremos a figura de um elipséide
de equagdo x% + 4y% + 422 = 4.

Figura 4 — Elipséide.

Ao tracarmos planos paralelos aos planos coordenados, a partir
de calculos elementares, temos:

e 1o plano zg = m:

— uma elipse, se (k — A’m?) for de mesmo sinal que B’ e C’.
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A equacao da elipse é, entao,

2 2

Ys Zs = 1:
k—C’'m? + k—C'm2 — 7

A’ B’

— um ponto, se (k — A’'m?) = 0 (neste caso, dizemos que o
ponto é um vértice do elipsdide;

— o conjunto vazio, se (k — A'm?) for de sinal oposto a B’ e
.

e no plano yg = m:

— elipse, se (k — B'm?) for de mesmo sinal que A’ e C".
A equagdo da elipse é, entao,

2 2

Ls =+ Zs =1
k—B'm2 ' k-B'mZ

A’ c’

— ponto, se (k — B'm?) = 0 (neste caso, dizemos que o ponto
é um vértice do elipsdide;

— conjunto vazio, se (k — B'm?) for de sinal oposto a A" e C".

e no plano zg = m:

— elipse, se (k — A'm?) for de mesmo sinal que A’ e B'.
A equagao da elipse é, entao,

2

2

Ts + Ys =1
k—A'm?2 k—A'm2 — 7

B/ Cl

— ponto, se (k — A'm?) = 0 (neste caso, dizemos que o ponto
é um vértice do elipsdide

— conjunto vazio, se (k — A’'m?) for de sinal oposto a A’ e B'.

Se os coeficientes A’, B’ e ¢’ forem todos iguais, e k for de
mesmo sinal que eles, teremos entao a equagao de uma esfera, com
centro na origem, e tragos em forma de circunferéncia, de raio
nos trés planos coordenados.

Sendo R o raio da esfera, sua equagao, neste caso, é da forma

k
ry

T%+ys + 28 = R
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Vejamos o exemplo de uma esfera de equagao x%—l—y%—i—zg =2,25.

Figura 5 — Esfera.

Podemos ter dois casos degenerados aqui.

Se, em (2.1), os coeficientes A’, B’, C' forem todos de mesmo
sinal, e k = 0, a equagdo terd uma s6 solugdo (a trivial) e a superficie
quadrica degenerada serda um ponto. Este ponto serd a origem desse
novo sistema de coordenadas adotado Ozrgyszs.

Informalmente, poderia-se pensar neste ponto como um “elipséide
de eixos com medida zero”.

Se, em (2.1), A’, B’ e C' forem todos de mesmo sinal, e k tiver
sinal oposto a estes trés, a equagao A'z% + B'y% + C'2% = k nao tem
solugao. Representa, portanto, o conjunto vazio. Conforme defini¢ao
apresentada no site www.solitaryroad.com, que consta nas referéncias,
a quadrica em questao consiste em um elipséide imaginario.

Informalmente, poderia-se pensar neste ponto como um “elipséide
de eixos com medidas imaginarias”, ja que haveria a necessidade de ser
ter algum p € R tal que p? < 0, o que ndo acontece.

2.0.2 Hiperboléide de uma folha

Definicao 2.3. Se, em (2.1), apenas dois dos trés coeficientes (A', B’
e C') tiverem mesmo sinal e k for tal que A’B’'C'k < 0, a superficie
quddrica sera dita um hiperbdide de uma folha.

Neste caso, supondo que C’ tenha sinal oposto a A" e B’ (os
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demais casos s@o andlogos), a equacdo (2.1) pode ser escrita da forma

A%+ B'y% — (-CE =k

ou 2 2 2
Ts  Ys _ Zs g
Tk kT
A/ BI 7C/

O trago do hiperboléide nos planos coordenados sao:

e 1o plano g = 0, uma hipérbole, de equagao

2 2
Ys Zs =1
&k _k_ 7
B’ —C’

2 2
Ts _ 2 _q
I T
A’ -’

e 1no plano zg = 0, uma elipse, de equagao

2 2
Ts 4 ¥s 4
T
A’ B’

Caso A’ e B’ sejam iguais, o traco serd uma circunferéncia de
%, e hiperboléide de uma folha sera dito de hiperboldide de uma

folha de revolugao. Caso o hiperboléide seja de revolugao, esta se dara

em torno do eixo imaginario de qualquer uma de duas hipérboles, ou a
no plano O’zgzg, ou a no plano O'ygzs.

Vejamos o exemplo de um hiperboléide de uma folha com equagao
3z +yi—zi =1

raio
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Figura 6 — Hiperboldide de uma folha.
Ao tragarmos planos paralelos aos planos coordenados, temos:
e 1o plano zg = m:

— se k — A'm? # 0, hipérbole, de equacdo

2 2
Ys Zs =1:

E—A'm? ~ k—A'm2
B’ —_C"

— se k— A’m? = 0, um par de retas concorrentes, de equacoes

—C
B

ys =+ zs;

e no plano yg = m:

— se k — B'm? # 0, hipérbole, de equacao

2 2
T 73 .

kE—B'm?  k—B'm?
AI 70/

— se k— B'm? = 0, um par de retas concorrentes, de equacdes

—C
A ZS;

:ZZS::IZ

e 1o plano zg = m:
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— elipse, de equagao

2 2
Ls Ys

om? T omz = 1
A7 B

Note que k — C'm? # 0, uma vez que k e C’ tém sinais opostos.
Sek>0eC' <0,k—C'm?>0. Jise k <0e C’' >0, entdo
ocorre k — C'm? < 0.

.2 2 2
Além disso, através da equacdo 52 + 45 — 25 =1, equivalente
3 & 5

k
A7 B’ —c7

a (2.1), verificamos que, tao logo 1 + m’ 50 (k e C' tém sinais

—c7

2 2
~ xT
opostos), para todo m € R , a equagdo i + o = 1
Al B’

necessariamente consiste numa elipse.

Como a constante de sinal contrario estd em zg, entao o eixo
disjunto com o hiperboléide de uma folha estd sobre eixo O’zg. Se
essa constante estivesse em xg, ou yg, este eixo seria o O'xg, ou O'yg,
respectivamente.

2.0.3 Hiperboléide de duas folhas

Definigao 2.4. Se, em (2.1), apenas dois dos trés coeficientes (A', B’
e C') tiverem mesmo sinal e k for tal que A'B'C'k > 0, a superficie
quddrica sera dita um hiperbdide de duas folhas.

Neste caso, supondo que C’ e k tenham sinais opostos a A’ e
B’ (0s demais casos sdo analogos), a equagdo (2.1) pode ser escrita da
forma
—(=ANaG — (=B s +C'25 =k

ou 2 2 2
_rs Ys 25y
& k &
—A’ —B’ c’

O traco do hiperboléide nos planos coordenados sao:

e no plano xg = 0, uma hipérbole, de equacao

2 2
Ys S _ 4.
—T“FT—I,

—B’ el
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e 1o plano yg = 0, uma hipérbole, de equagao

2 2

_x_5_|_z_5_1.
k k7
—A c7

e 1o plano zg = 0, conjunto vazio, uma vez que a equagao

2 2
_rs _Ys _4
k k.
— A’ — B’

nao tem solucao em R.

A figura a seguir traz o exemplo de um hiperboldide de duas
folhas com equagao 2x23 + y% — 3,2% = _1.

Figura 7 — Hiperboléide de duas folhas.

Ao tragarmos planos paralelos aos planos coordenados, temos,
observando que k — A'm? # 0 e k — B'm? # 0, pela mesma razao
mostrada ao final da sessao anterior:

e 1o plano zg = m:

— hipérbole, de equacao

2 2
Ys <5 =1
ThAmr T Amr b
—_ B’ C’

e 1o plano yg = m:
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— hipérbole, de equacao

.'I/' Z
S S _ 1.
" k=B'm? + k—B'm2 L
—A/ 7

e 1no plano zg = m:

— elipse, se (k — C'm?) for de mesmo sinal que A’ e B'.
A equagao da elipse é, entao,

:CS + ys
k—C'm? k— C’m2
A/

:1'

)

— ponto, se (k — C'm?) = 0 (neste caso, dizemos que o ponto
é um vértice do hiperboldide;

— conjunto vazio, se (k — C’'m?) for de sinal oposto a A’ e B'.

Caso A’ e B’ sejam iguais, a elipse do primeiro subitem serd uma

circunferéncia de raio M

, € hiperbolodide de duas folhas sera dito
de hiperboléide de duas folhas de revolugao. Caso o hiperboldide seja
de revolucao, esta se darda em torno do eixo real das hipérboles nos
planos O'zgz5 e O'yszs.

Como a constante de sinal contrério estd em zg, entdo o Unico
eixo que nao ¢é disjunto com o hiperboléide de duas folhas estd sobre
eixo O'zg. Se essa constante estivesse em xg, ou yg, este eixo seria o

O'zg, ou O'yg, respectivamente.
2.0.4 Cone eliptico e de revolugao

Definicao 2.5. Se, em (2.1), apenas dois dos trés coeficientes (A,
B’ e C') tiverem mesmo sinal e k = 0, a superficie quddrica serd dita
um cone eliptico. Caso os dois coeficientes de mesmo sinal tenham
mesmo valor, o cone serd circular reto ou de revolugao.

Neste caso, supondo que C’ tenha sinal oposto a A’ e B’ (os
demais casos sdo andlogos), a equacao (2.1) pode ser escrita da forma

Azl + B'y% — (—-C)2E =0 (2.2)

ou
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2 2
2 2 2 o ) 2
A/xs + B/ys = (—CI)ZS < __g, __g, = Zg-
A’ B’

O cone da figura a seguir tem equagio 49:% + y% — zgv =0.

Figura 8 — Cone eliptico.

Os tragos do cone nos planos coordenados sao:

no plano xg = 0, um par de retas, de equagoes

B/
zg =% —_C"ys;

no plano yg = 0, um par de retas, de equagoes

A/

ZS::I: —_CY/

Ts;

no plano zg = 0, um unico ponto, a origem do novo sistema de
coordenadas, j& que a equagao (2.2) tem uma tnica soluc¢do, no
caso, a trivial. Esse ponto é denominado wvértice da superficie
coOnica.

Ao tragarmos planos paralelos aos planos coordenados, temos:
no plano xg = m:

— hipérbole, de equagao

2 2
Zs Ys 1
Alm2 A/m2 )
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e no plano yg = m:

— hipérbole, de equagao

2 2
o Ts 4
Blm2 Blm2 )
—C’ A’
e no plano zg = m:
— elipse, de equagao
2 2
_Ts 4 Ts g
—C'm?2 —C'm2
A B

Caso A’ e B’ sejam iguais, a elipse do terceiro subitem serd uma

. ~ . . — (2 ’ ~
circunferéncia de raio 1/ % e o cone sera de revolucao. Neste caso,

a hipérbole em ys = m é equildtera. Além disso, a elipse delimitada
pelo cone e plano zg = m serd uma circunferéncia.

Se o cone for de revolugdo, esta se dard em torno do eixo cuja
varidvel correspondente tenha o coeficiente de sinal oposto. Caso este
coeficiente estivesse em g, ou yg, a revolugao se daria em torno dos
eixos Oxg e Oyg, respectivamente.

Como exemplo, segue a figura de um cone de revolugao de equagao
v%+y% —22=0.

Figura 9 — Cone de revolugao.



47

3 SUPERFICIES QUADRICAS NAO CENTRADAS

Novamente, vamos considerar as possibilidades gréaficas para as
equagoes quadraticas da forma

Aok + By} +C'2h + G+ Hyg + I'eg +J =0 (1.2)

em que TR, Yr € Zgr, sao as novas coordenadas do espaco cartesiano,
obtidas através da rotagdo dos eixos do sistema Ozyz. Assim como no
capitulo anterior, assumimos a possibilidade de fazer tal mudanca de
coordenadas.

Vamos agora considerar o caso em que a equagao (1.2), possua
pelo menos um dos coeficientes quadraticos, A’, B’ ou C’, iguais a zero.

3.1 QUADRICAS COM DOIS COEFICIENTES QUADRATICOS NAO
NULOS

Inicialmente, abordemos o caso em que apenas um daqueles trés
coeficientes seja nulo. Tomemos como exemplo, em todas as quadricas
com dois coeficientes nao nulos, C’ =0, e A’ ¢ B’ nao nulos.

Procedendo de modo andlogo ao da volta da demonstracao do
teorema 1.16, a equacdo (1.2) fica da forma

e se, em (1.5), I’ =0, a equagio resume-se a A'z% + B'y% = k;
e se I # 0, podemos definir £, = — %, de modo que (1.5) pode ser
escrita como
Azt + By} +1'25 =0. (3.1)

A constante t, tal que zgr +t, = z5 representa uma conveniente
translacao do eixo Ozi. Com ela, poderemos escrever as equacoes dos
paraboléides (que serdo vistas adiante no presente capitulo) de uma
maneira mais sucinta e elegante.

Além disso, assim como fizemos no capitulo anterior, vamos de-
finir zg + 2%,, =2xs eyr+ % = yg, variaveis estas dadas em fungao
de conveniente translacao dos eixos Oz e Oyg, respectivamente.

Em (1.5), temos algumas possibilidades quanto aos sinais das
constantes A’, B’, I' e k. Cada uma destas possibilidades resultar
numa quéadrica nao centradas, ou numa quadrica nao centrada degene-
rada.
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3.1.1 Cilindro eliptico e de revolugao e casos degenerados

Defini¢ao 3.1. Se, em (1.5),I' =0 e A’, B’ ek forem todos de mesmo
sinal, a superficie quddrica serd um cilindro eliptico. Caso os dois
coeficientes, A’ e B’, tenham mesmo valor, o cilindro serd circular
reto ou de revolucgao.

Neste caso, como a equagao (1.5) ndo tem nenhum termo em zg,
nem em z?g, entao, para qualquer valor de zg, a equacao serd de um
elipse, de equacao , ,

T
T
A7 B

Este serd, portanto, o trago do cilindro em todo plano da forma
zg =m, seja m =0 ou m # 0.

Vejamos um cilindro eliptico, de equagao 79523 + 3y§ = 21.

Figura 10 — Cilindro eliptico.

Agora, observemos um outro cilindro, este de revolucao, de equagao
% +y: =09.

Figura 11 — Cilindro de revolucao.
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J& nos planos da forma:
e rg5 = m, para m qualquer:

— se (k — A’m?) for de mesmo sinal que B’, um par de retas
parelelas, de equagoes

k— A'm?
ys =8\ ——p

— se (k — A’'m?) = 0, o eixo Oys, uma reta, de equagio
ys = 0;

— se (k — A’m?) for de sinal oposto a B’, conjunto vazio, uma
vez que (1.5) nao tem solugao.

e ys = m, para m qualquer:

— se (k — B’m?) for de mesmo sinal que A’, um par de retas
parelelas, de equagoes

k — B'm?
rg = £/ —

— se (k— B'm?) = 0 o eixo Oxg, uma reta, de equagio

g = 0;

— se (k — B'm?) for de sinal oposto a A’, conjunto vazio, uma
vez que (1.5) ndo tem solugao.

Podemos ter aqui dois casos degenerados.

Se, em (1.5), I’ = 0 e A’, B’ forem de mesmo sinal e k = 0,
a superficie quadrica serd uma reta, ji que, neste caso, as solucoes
da equagao (1.5) seriam da forma (0,0, z). Todos os pontos no espago
correspondentes a ternos ordenados desta forma consistem numa reta,
no caso, o eixo O'zg.

Informalmente, terfamos um “cilindro eliptico” em que os eixos
da elipse que o forma medindo zero.
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Figura 12 — Reta.

Se, em (1.5), I' = 0 e A’ e B’ forem de mesmo sinal, e sinal
oposto a k, a equagao A'r% + B'y% = k ndo tem solugdo. Assim sendo,
representa, o conjunto vazio. Novamente conforme definigao apresen-
tada no site www.solitaryroad.com, a quadrica em questao consiste em
um cilindro eliptico imaginério.

Informalmente, poderia-se pensar que a “elipse” teria medidas
imagindrias, ja que haveria a necessidade de ser ter algum p € R tal
que p? < 0, o que ndo ocorre.

3.1.2 Cilindro hiperbdélico e caso degenerado

Definigao 3.2. Se, em (1.5), I' =0, A’ e B’ forem de sinais opostos
e k for nao nulo, a superficie quddrica serd um cilindro hiperbdlico.

Podemos aqui reescrever a equagao (1.5) da forma
Alel — (=B')ys = k.

Neste caso, como a equagcao (1.5) ndo tem nenhum termo em zg,
nem em z%, entdo, para qualquer valor de zg, a equagao serd de uma
hipérbole, de equagao

2 2
xi_ yS _1
& kT
A —B’

Nota: se A’k for positivo e B’k negativo, o eixo real da hipérbole
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estd contido no eixo Oxg. J4 se A’k for negativo e B’k positivo, o eixo
real da hipérbole estd contido no eixo Oyg. Poderiamos escrever a

equacao da forma
B,
k ko
B A
Este sera, portanto, o trago do cilindro em todo plano da forma
zs =m, seja m =0 ou m # 0.
A equacao do cilindro hiperbdlico da figura a seguir é x%—y% =1.

Figura 13 — Cilindro hiperbdlico.

Ja nos planos da forma:
e 15 = m, para m qualquer

— se (A’'m? — k) for de mesmo sinal que —B’, um par de retas
parelelas, de equagoes

A'm?2 —k k — A'm?
yszi\/ —B’ :i\/ B

— se (A'm? — k) = 0 uma reta, de equagao

ys = 0;

— se (A'm?—k) for de sinal oposto a —B’, conjunto vazio, uma
vez que (1.5) nio tem solugéo.

e ys = m, para m qualquer
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— se (B'm? — k) for de mesmo sinal que —A’, um par de retas
parelelas, de equagoes

B'm? — k k — B'm?
l’S:i\/_—y :i\/T;

— se (B'm? — k) = 0 uma reta, de equacio

s = 0;

— se (B'm? —k) for de sinal oposto a —A’, conjunto vazio, uma
vez que (1.5) nao tem solugao.

Podemos ter o seguinte caso degenerado:

e Se, em (1.5), I' =k =0, e A’ e B’ forem de sinais opostos, a
superficie quadrica degenerada serd um par de planos concor-
rentes.

A equagdo dos mesmos serd yg = 4/ %xs.
Como exemplo, segue a figura do par de planos concorrentes de
equagcao x% — Sy% =0.

Figura 14 — Par de planos concorrentes.

3.1.3 Paraboldide eliptico

Definigao 3.3. Se, em (1.5), I' 20, e A’, B’ forem de mesmo sinal,
a superficie quddrica serd um paraboloide eliptico. Caso os dois
coeficientes, A’ e B, tenham mesmo valor, o paraboldide serd circular
ou de revolugao.
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Através da equagcao (3.1), vemos que o trago do paraboldide nos
planos coordenados sao:
e 10 plano g = 0, uma parabola, de equagao
R A
yS - B/ Z8;
e 1o plano yg = 0, uma pardbola, de equacao

I

2 _
Tg = o

zs;

e 1o plano zg = 0, um ponto (a origem, no caso). Este ponto é
denominado o vértice do paraboldide.

A figura que veremos a seguir traz um paraboldide eliptico de
equacao 99623 + y% — 229 =0.

Figura 15 — Paraboléide eliptico.

Ja nos planos paralelos,

e no plano g = m, uma parabola, de equacao

5 r A'm?
Yy :_E ZS’"’T ;
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e no plano ys = m, uma parabola, de equagao

, I B'm?\
x = 7 zZg + 7 ;

e 1o plano zg = m:

— se —ml’ for de mesmo sinal que A’ e B’, uma elipse, de

equagao
2 2
Ts Ys_ _q.
—mlI’ + —mlI’ —
A’ B’

— se —mlI’ for zero, um dnico ponto, no caso, a origem (neste
caso, dizemos que o ponto é o vértice do paraboldide);

— se —mlI’ for de sinal oposto a A’ e B’, ndo haverd trago no
plano, uma vez que, neste caso, a equagao anterior nao tem
solucao.

3.1.4 Paraboléide hiperbdlico (“sela de cavalo”)

Definigao 3.4. Se, em (1.5), I' #0, e A’, B’ forem de sinais opostos,
a superficie quddrica serd um paraboldide hiperbdlico.

Neste caso, podemos reescrever (1.5) da forma:
Az% — (=By% +1'z5 = 0.
Novamente pela equagao (3.1), vemos que o trago do paraboléide
nos planos coordenados sao:
e 1o plano g = 0, uma parabola, de equagao
P
yS - 7B/ Z85
e 1o plano yg = 0, uma parabola, de equacao

s I
TS = S
e 10 plano zg = 0: um par de retas concorrentes de equagao

2 -B
IS—ZIZ Tys
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Neste caso, dizemos que o ponto de intersecgao entre as retas é o
vértice do paraboldide.

A figura a seguir representa um paraboldide hiperbdlico de equacao

x% —4y% — 2z =0.

Figura 16 — Paraboléide hiperbdlico.

Ja nos planos paralelos,

e no plano rg = m, uma pardbola, de equagao

9 r A'm?\
y="5 ZS+T ;

e no plano ys = m, uma pardabola, de equagao

s I B'm?\
x = zZs + 7 ;

e no plano zg = m:

— se —mlI’ # 0, uma hipérbole, de equagao

Ts Ys 1
—ml’ ~ —ml’ ’
A’ —B’

— se —mI’ = 0 um par de retas concorrentes de equagao

— B’
v§ =+ 7 Ys-
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3.2 QUADRICAS COM UM COEFICIENTE QUADRATICO NAO
NULO

Agora, vamos ver o caso em que dois daqueles trés coeficientes
quadréticos (A, B’ e C’) sejam nulo. Tomemos como exemplo, em
todas as quadricas com um coeficiente nao nulo, B’ = ¢/ =0, e A’
nao nulo. Neste caso, vamos completar o quadrado apenas em zp (0s
casos em que completariamos os quadrados s6 em yg, ou 86 em zg, sao
andlogos).

Repetindo os cdlculos na volta da demonstracao do teorema 1.16,
chegamos aos seguintes casos:

e se, em (1.5), H' = I' = 0, a equagdo resume-se a A'z% = k;

e se H =0e I' #0, podemos definir ¢, = f%, de modo que (1.5)
pode ser escrita como
Azt + 125 =0
e se H #0e I =0, podemos definir t, = — %, de modo que (1.5)

THD
pode ser escrita como

Az% 4+ H'ys = 0;

e se H # 0 eI # 0, podemos definir ¢, = —ﬁ et, = —%, de
modo que (1.5) pode ser escrita como
A%+ H'ys+1'z5 = 0. (3.2)

As constantes tyet,, tal que yr + ty =ys e zr +t, = zg repre-
sentam conveniente translacao dos eixos Oyr e Ozg, respectivamente,
convenientemente transladados. Da mesma forma como fizemos nos
capitulos anteriores, vamos definir xg + 2%{, = xg, variavel dada em
funcao de conveniente translacao do eixo Ozxp.

Em (1.9), temos algumas possibilidades quanto aos sinais das
constantes A’, H', I’ e k. Tal qual fizemos anteriormente, cada uma
destas possibilidades resultarda numa quédrica nao centrada, ou numa
quédrica nao centrada degenerada.
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3.2.1 Cilindro parabdlico e casos degenerados

Definicao 3.5. Se, em (1.9), H' e I' forem ndo simultaneamente nu-
los, a superficie quddrica serd um cilindro parabdlico.

Temos dois casos: o caso em que H' e I’ sao ambos nao nulos e
caso em que um e sé um destes coeficientes, H' ou I’, é nulo.

No primeiro caso, tendo em vista a equagdo (3.2), em que o
cilindro serd obliquo com relagao ao eixo O’zg, os tragos desse cilindro
nos planos coordenados sao:

e 1o plano g = 0, uma reta, de equagao
H'ys +1I'zs = 0;
e 1o plano yg = 0, uma pardbola, de equacao

2 __ .
8= s

e 10 plano zg = 0: uma parabola, de equagao

,  —H
15 = s
Segue, como exemplo, a figura de um cilindro parabdlico, obliquo
em relagao ao eixo O'zg, de equagao z% + ys — zg = 0.

Figura 17 — Cilindro parabdlico.
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Nos planos paralelos, os tracos ficam:

e no plano g = m, uma reta, de equagao
H'ys +1I'zg = —A'm?;
e 1o plano ys = m, uma pardbola, de equagao
Y mH’
Ts A Zs = T )
e 10 plano zg = m: uma parabola, de equagao

, —H —mlI’
=\ )

No segundo caso, em que o cilindro conterd o eixo O'zg, vamos
considerar que I’ =0 e H' # 0. O outro caso é totalmente anélogo.

Podemos aqui reescrever, como ja mencionado, a equagao (1.9)
da forma A'z% + H'ys = 0.

O cilindro parabdlico da préxima figura, que contém o eixo O'zg,
tem equacao x% +ys =0.

Figura 18 — Cilindro parabdlico.

Aqui, como a equagdo (1.9) ndo tem nenhum termo em zg,
nem em z%, entdo, para qualquer valor de zg, a equagao serd de uma
parabola, de equagao

Hl
2 —_ ——
Ts = I Ys.
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Ja nos planos da forma, para m € R qualquer

~ A2
e rg = m, uma reta, de equacao ygs = Ié}g/m )

® Yys=m

— se —H'm for de mesmo sinal que A’, um par de retas pare-

lelas, de equagoes
[|—H'm
Tg =\ ——;

— se —H'm = 0 uma reta, de equagao
xg =0;
— Se —H'm for de sinal oposto a A’, nao havera trago no plano.

Podemos ter os seguintes casos degenerados:

e Se, em (1.9), H = I' = 0, e k for de mesmo sinal que A’, a
superficie quadrica degenerada serda um par de planos paralelos.
Neste caso, a equagdo (1.9) estard reduzida a A’ x% = k que re-
presenta os planos de equagao

k
.'IZS::t Z

O par de planos paralelos a seguir tem equacao x% = 16.

Figura 19 — Par de planos paralelos.
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e Se,em (1.9), H = I' = k = 0, a superficie quadrica degenerada
serd um plano.

A equagao do plano é, aqui,
rs = 0.

Neste caso, a equacao (1.9) terd solugoes da forma é (0,ys, zs)-

Figura 20 — Plano.

e Se, em (1.9), H =1I' = 0, e k for de sinal oposto a A’, a su-
perficie quadrica degenerada serda um par de planos paralelos
imagindrios.

Neste caso, a equagao (1.9) nao terd solugao real.
Informalmente, poderia-se pensar que a equagao do “plano” teria

a propriedade de que haveria algum k, tal que ¥ € R e k2 < 0, ou
seja, k seria uma constante imaginaria.
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4 ELIMINANDO O TERMO MISTO

4.1 ALGEBRA LINEAR POR TRAS DO PROBLEMA

Neste capitulo, vamos, de fato, desvendar as condigoes necessarias
para se reescrever, munido de todo o aparato da &algebra linear, a
equacao

Az? + By? + C22 + 2Day + 2FBx2 + 2Fyz + Ge + Hy + 12+ J =0

em novas coordenadas, g, Yr € zg, de tal modo que, nesse novo sistema
Oz RrYRrZR, & €quagao se torne

Art + By +C 2 +Gap+Hyp+T'2p+J =0

sem nenhum termo misto. Como referéncia base para o desenvolvi-
mento do texto, o leitor pode consultar os livros (ANTON & RORRES,
2001) e (STEINBRUCH & WINTERLE, 2012a).

Vamos considerar, durante todo o estudo, R™ um espaco ve-
torial com as operacoes usuais. Além disso, qualquer vetor v =

(x1,29,...,2,) € R™ poderd ser escrito na forma de:
e matriz linha: [ T Xo ... Tnp ];
Ty
Z2

e matriz coluna:

Tn

Agora, facamos uma pequena relacdo das principais defini¢oes
da algebra linear, que servirao de alicerce para nosso estudo.

Definicao 4.1. Sejam dois vetores de R™, o] = (z1,22,...,2Tp) € 5 =
(Y1, 92, - - -,Yn) pertencentes a R™. O produto interno entre Vi e 'v_%,

denotado por (v_1>, v_2>>, € dado por

<”U—1>, U—2>> =T1Y1 + Tay2 + -+ TpYn-

Definicao 4.2. Dois vetores ﬁ e v_% em R™ sao ditos ortogonais se
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o produto interno entre os mesmos for nulo, ou seja, se
- —
<’U1, ’U2> =0.

g

Defini¢ao 4.3. A norma de um vetor ¥ = (x1,29,...,2,) E R, &

o numero
171 = /(7. 9) = Jet + a3+ +a2.

Defini¢ao 4.4. Um vetor ¥ ¢ dito unitdrio se | 7| = 1.

Defini¢ao 4.5. Um conjunto de vetores V = {17)1,@, . ,’U_n>} é cha-
mado de ortonormal se:

e quaisquer dois vetores v e U—;, i#£j, comi,je{l,2,...,n}, sio
ortogonais entre si;

e todos os vetores do conjunto V' sao unitdrios.

Definicao 4.6. O polinémio caracteristico de uma matriz quadrada
My xn, € 0 polinémio na varidvel A

p(A) = det(M — \1,,),
em que I, € a matriz identidade de ordem n.

Definicao 4.7. Um autovalor A\ de uma matriz M é uma raiz do
polinémio caracteristico de M, ou seja, € uma raiz da equacdo

det(M — \I,,) = 0.

Definicao 4.8. Um autovetor U de uma matriz M, associado a um

autovalor X\ € o vetor (z1,za,...,z,) € R™ solu¢do do sistema ho-
mogéneo
X1 0
T2 0
(M - )‘In) . =
Ty 0

Neste definicao, estamos acatando o vetor nulo de R™ como
sendo, também, autovetor de uma matriz M.

Definicao 4.9. Uma matriz M, «, ¢ dita diagonalizdvel se existir
uma matriz Py x, thversivel e uma matriz D, «n diagonal tal que:

M =PDP L.
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Como estamos trabalhando com as quadricas em R3, vamos res-
tringir nossos exemplos, em todas as defini¢oes apresentadas, a n = 3.

Retomando o capitulo 1, e a definigao 1.2, temos que a equacao
geral do segundo grau em trés variaveis

Az? + By? + C2° + 2Dxy + 2Ex2 + 2Fyz+ Ge + Hy+ Iz + J =0
tem a forma quadratica correspondente
flz,y,2) = Az?® + By? + C2* + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz (4.1)

que matricialmente, pode ser escrita da forma

A D E x
f@yz)=[x y z]| D B F||y|. (4.2)
E F C z
A D FE
Definigdo 4.10. A matriz M = | D B F | da equacao (4.2) é

dita matriz associada & forma quadrdtica (4.1).

Proposicao 4.11. A forma quadrdtica da equagdo geral do sequndo
grau pode ser escrita da forma

f(CL’, Y, Z) = <M (l‘, Y, Z) ) (‘Tvy’ Z)> )

em que M € a matriz associada & forma quadrdtica 4.1.

Demonstracao. De fato, temos que

x A D E x Ax+ Dy + Ez
M|y |=|D B F y | =| Dzx+By+F=z
z E F C z Ex+ Fy+Cz
Ax+ Dy + Ez
Neste caso, colocando o vetor Dx+ By+ Fz em linha,
Ex+ Fy+Cz

vamos ter que:
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<M y 7(‘T’y”z)> =

(Ax + Dy+ Ez,Dx+ By + Fz,Ex + Fy + Cz), (z,y,2)) =
Az? + Day + FExz + Daxy + By? + Fyz + Exz + Fyz + C2% =
Az? + By? + C2* + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz,

conforme queriamos demonstrar. O

Aqui, nosso objetivo é estudar autovalores e autovetores da ma-
triz da forma quadratica (4.1).
Vamos apresentar o que vem a ser uma matriz de rotacao em R3.

Definicao 4.12. Uma matriz P inversivel € dita ortogonal se a sua
transposta for igual a sua inversa, ou seja, se Pt = P~1,

Definicao 4.13. Uma matriz de rotacao de ordem 3 € uma matriz
ortogonal de ordem 3, com determinante igual a 1.

Na algebra linear, uma matriz de rotagao de ordem 3 é uma
matriz que, ao se multiplicar por uma matriz coluna de ordem 3 x 1,
ou seja, um vetor de 3 componentes, resulta numa rotagao desse vetor
no espaco euclidiano.

Proposigao 4.14. Sejam os vetores uj = (a1,b1,c1), wh = (az, by, c2)
ap by ¢

e uj = (as,bs,c3). Se a matriz G = | az ba co | for ortogonal,
a3 by c3

entao ocorre:

e 0 conjunto W = {171},172),179,)} € ortonormal;

e det(G) =1 ou det(G) = —1.

Demonstrag¢ao. De fato, se G é ortogonal, entdo ocorre

ap by ¢ ai; az ag
ag bg Co bl bQ b3 =
az by c3 c1 2 3
a%—i—b%—i—c% aias + b1by + cica  ajas + bibs + cies
= | aias + biby + cico a3 +b3+c3 asasg + bobs + cocs | =

ajasg + blbg + C1C3 agas3 + b2b3 + CoC3 ag + b% + C%
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I
o O =
o = O
= O O

Com isso, verificamos que:
e os vetores do conjunto W sao todos unitarios,

e o produto interno de dois vetores distintos é sempre zero, ou seja,
dois vetores distintos de W sao ortogonais.

Além disso, se G é matriz ortogonal, entdo GG* = I3. Lembrando que
det(G) = det(G?), e utilizando a relagao

det(AB) = det(A).det(B)

sendo A e B matrizes quadradas de mesma ordem, segue que

det(I3) = det(G).det(G")
1 = (det(@))?
det(G) = =l.

O

Munidos desta ultima proposigao, afirmamos que, se o determi-
nante de uma matriz ortogonal der —1, trocamos duas linhas de lugar
(permutamos dois vetores), mudando o sinal do determinante, para
que, entdao, a matriz torne-se matriz de rotacao. Ou ainda, podemos
simplesmente trocar o sinal das entradas de um desses vetores (alterar
o sentido do mesmo), a fim da mesma coisa.

Proposicao 4.15. Se uma matriz P inversivel for uma matriz de
rotacdo, a matriz inversa P~ também serd wma matriz de rotacdo.

Demonstracdo. Se P é matriz de rotagao, entao P é ortogonal. Logo,
Pt = P~1 Como (P%)~! = (P71)!, segue que

(Pt =@ =)

ou seja, a matriz P~! também tem a propriedade de ter sua
transposta igual a sua inversa. Assim sendo, ela também é ortogonal.
Além disso, temos que det(P) = 1. Como det(P) = det(P?"), e, neste
caso, P! = P71 entdo det(P~!') = det(P) = 1. Assim, P~! é matriz
ortogonal e tem determinante igual a 1, sendo, portanto, uma matriz
de rotagao. O
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Definicao 4.16. Uma matriz M, x, € dita ortogonalmente diago-
nalizdvel se existir uma matriz P,x, ortogonal e uma matriz Dy, xny
diagonal tal que:

M = PDP™' ou M= PDPt.

Teorema 4.17. (Teorema espectral da dlgebra linear) Toda ma-
triz simétrica € ortogonalmente diagonalizdvel, ou seja, para qualquer
matriz simétrica M, existe uma matriz P ortogonal tal que

M = PDP™!,

em que D € uma matriz diagonal.

Como referéncia, o leitor pode consultar o livro (STEINBRUCH
& WINTERLE, 2012a).

Além disso, nessa matriz D, as entradas na diagonal principal
sao justamente os autovalores Aj, Ag, ..., A, da matriz M. Ja a
matriz P contém, em cada coluna, autovetores unitarios associados aos
autovalores da matriz M, em ordem: na primeira coluna, um autovetor
unitdrio associado ao autovalor A;; na segunda coluna, um autovetor
unitario associado ao autovalor A9, e assim, sucessivamente.

Dessa forma, a matriz P! terd os mesmos autovetores, na mesma
ordem em que aparecem nas linhas de P, s6 que em linhas.

M 00 A D E
Pl O X O |P'=|D B F (4.3)
0 0 A3 E F C

Dizemos que a matriz ortogonal P em (4.3) é uma matriz que
diagonaliza ortogonalmente a matriz M. Além disso, ela serd a
matriz de rotagao que precisamos para justamente eliminarmos os ter-
mos mistos, o que serd visto um pouco mais adiante neste capitulo.
Além disso, para que uma matriz ortogonal seja de rotagao, entdo seu
determinante deve ser igual a 1. Caso o mesmo seja —1, devemos,
por exemplo, trocar o sinal de uma das linhas da matriz, de modo a
multiplicar por —1 seu determinante, tornando-o igual a 1.

Na realidade, vamos aplicar uma transformacao linear chamada
de identidade que associa, a cada vetor de R3, o mesmo vetor do
mesmo conjunto. Consideraremos no dominio uma base « ortonormal,
enquanto que, no contradominio, uma base ortonormal 5. Os vetores
desta base # podem ser obtidos através de uma simples rotagao dos
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vetores de «. Para tanto, fazemos uma multiplicagdo matricial da forma

em que:

o [I ]g é a matriz da transformacao identidade, que associa os veto-
res na base « a eles mesmos, s6 que na base [,

e [v]o é a matriz coluna, em que as entradas sdo as coordenadas
dos vetores do dominio, na base «,

e [v]g é a matriz coluna, em que as entradas sdo as coordenadas
dos vetores do contradominio, na base .

Vamos considerar a base canénica como sendo um conjunto a. A
matriz que transforma a identificacao de um vetor de «, na nova base
ortonormal é a matriz P! = P! do teorema espectral. J4 a matriz
que faz a transicao inversa é a matriz P. E importante lembrar que
a, base canonica é formada pelos vetores e = (1,0,0), e3 = (0,1,0) e
e = (0,0,1). De fato, considere que a base a do dominio seja a base
canodnica, que vamos denominar como C, e a base 5 do contradominio
seja a nova base ortonormal, que vamos designar por W = {171) , Wh, wh 1,
com w; = (a1,by,¢1) we = (ag,be,ca) ws = (as,bs,c3). Neste caso,
ocorre que cada vetor I(e7), 1(e3) e I(e3) do contradominio pode ser
escrito como combinagao dos vetores de S da seguinte forma:

I(el) = & = (1,0,0) = ai (a1, b1, c1) + az(az, by, c2) + az(as, bz, c3)
1(6_2>) 6_2> (O 1 0) fbl(al,bl,cl)+b2(a2,b2,02)+bg(a3,b3,03)
I(e3) = & = (0,0,1) = c1(an, b, 1) + ca(ag, ba, ca) + c3(az, bs, c3).

Vale lembrar que os cédlculos que levam aos resultados e, e
4 sdo exatamente os mesmos desenvolvidos na proposigao 4.14.

Portanto, as coordenadas dos autovetores aparecerao em linhas
na matriz, dando-nos:

ay bl C1
Pt = [I]g[/ = as bg C3
as b3 C3

Agora, caso a base o do dominio seja a base W, e a base 8 do
contradominio seja a base canonica, entdo cada vetor I(wi), I(ws) e
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I(ws3) do contradominio pode ser escrito como combinagao dos vetores
de 8 assim:

) = w1 = (al,bl,cl) = al(l,0,0) +b1(0,1,0) +C1(0,0,1)

w}
I(W3) = wy = (az, ba, c2) = az(1,0,0) + by (0,1,0) + ¢2(0,0,1)
173>) = w3 = (ag,b3,C3) = a3(1a070) + b3(07 1a0) + 03(0707 1)

Aqui, os autovetores constarao nas colunas da matriz

a; Qa2 as
P=I¥ =| b by b3
ci C2 C3

Ao aplicarmos essa tranformacio linear cuja matriz é P! no ve-
tor (z,vy, 2) (cujas coordenadas estdo representadas na base canodnica),
obteremos o mesmo vetor, sé que em coordendas (z g, yr, 2r), conforme
a nova base ortonormal formada pelos autovetores de M. Desse modo,
temos que:

X TR
Ply =1y |- (4.4)
z ZR

Com iSSO, sendo 1T1> = ((11, bl, 61), 175 = (CLQ, bg, Cg) eus = (ag, b37 03)
autovetores unitarios da matriz M, temos que

TR = a@mxT+biy+ciz
YrR = Q2T +bay+ caz
zr = azr+ b3y + c3z.

Aplicando a transformacdo cuja matriz é P, que consiste na
transformagao linear inversa da transformacao representada pela ma-
TR
triz P!, no vetor YR , podemos obter novamente o vetor nas suas
ZR
coordenadas originais, através da relagao

TR x
Plur |=|y | (4.5)
ZR z

Precisamos agora de uma propriedade de produto interno que
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diz o seguinte:

“Se M, x, ¢ uma matriz, e H e @ sao vetores de R™, entao
(Mo],v3) = (vf, M'03)".

Como referéncia, o leitor pode novamente consultar o livro (STEIN-
BRUCH & WINTERLE, 2012a). Pela proposigéo 4.11, podemos escre-
ver a forma quadratica de uma equacao geral do segundo grau em trés
variaveis da forma

[y, 2) = (M(z,y,2), (2,y,2)).

Usando a diagonalizagao de M, temos que
f@,y,2) = (M(z,y, 2), (x,y, 2)) =

= (PDP'(z,y,2), (z,y,2)) =

= <DPt(:E,y, z), Pt(x,y, z)> .

Olhando para a equagéo (4.4), definimos uma nova forma quadré-
tica fr por

fR(l.Rv YR, ZR) = <D($R, YR, ZR)» (I.R? YR, ZR)>
ou entao,
fr(ZR, YR, 2r) = (M TR, A2YR, A32R), (TR, YR, 2R)) =

= Mzh + Ay + A32%.

Definindo ¥ = (G, H,I), e retomando a forma ndo quadrética
g(x,y,2) = Gx + Hy + Iz + J de (1.1), esta pode ser escrita da forma

9(z,y,2) = (V,(z,y,2)) +J

Desse modo, a equagdo geral (1.1) pode ser escrita como sendo

ou
)\137% + /\2y12% + )\32123 + ((G,H,I),P(zg,yr,2r)) +J =0

ou
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/\1'7:2R + )\2y12% + )‘3312% + <Pt(Gv Ha I)a (mR7yR7 ZR)> + J=0.

Sendo
G Gay + Hby + ey (W, u})
P! H = Gag + Hby + Ico = <77'LTQ>> ,
I Gas + Hbs + Ics <77773>>
temos que

Mx% 4 Aoyh + Aszn + (W], F)ar + (Wb, F)yr + (@3, V)zr +J = 0.

Todo o processo aqui apresentado é reversivel. Assim, podemos
mostrar também que, se temos

Mah+ Aoy +Xszp+ (@, V) p+(us, V)yr+ (Ui, V)zr+J =0 (4.6)
entao deduzimos
Az? 4+ By? +C2*+2Dxy+2Bx2+2Fyz+ G+ Hy+ 12 +J =0 (4.7)

o que nos leva a inferir que uma tripla da forma (zg,yr, zr) satisfaz
(4.6) se, e somente se, a tripla (z,y, ), respeitadas as correspondéncias
entre as incognitas, satisfaz (4.7).

4.2 RESULTADO FUNDAMENTAL E APLICACAO

Considerando a equagao
Az? + By? + C22 +2Dxy + 2Ex2 4+ 2Fyz + G + Hy + Iz +J =0
e a equagao geral com os eixos rotacionados
A'x% 4+ B'yh + C'2% + 2D xpyr + 2E 2 p2p+

+2F'ypzr + G'ap + Hyr + 1’2+ J' =0,

concluimos, que, sendo w , b e uh os autovetores unitdrios corres-
pondentes aos autovalores A1, Ay e A3, respectivamente, de M, matriz
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associada a forma quadratica da equagao geral, e o vetor v = (G,H,I)
podemos reescrever a equacao da quadrica em coordenadas xr, Yyr €
zRr, do seguinte modo:

Ma% + doyh + \azk + (@, Ve + (@b, Vyr + (@5, V)zr + J = 0.

Temos, portanto:

o A=)y

e B = \;

o (' = )g;

e termos mistos D' =FE' =F' =0;
o &= (ul, )

o H' = (u}, ¥);

o I'=(uh, V);

o J =J.

Com isto, podemos afirmar que:

e se os trés autovalores da matriz associada a forma quadratica
forem nao nulos, a superficie quadrica associada serd centrada;

e se um, e somente um, dos autovalores da matriz associada a
forma quadrética for nulo, a superficie quadrica associada serd
uma quadica nao centrada com dois coeficientes quadraticos nao
nulos;

e se exatamente dois dos autovalores da matriz associada a forma
quadratica forem nulos, a superficie quadrica associada serd uma
quadica nao centrada com um coeficiente quadratico nao nulo.

Observe que, se os trés autovalores da matriz M fossem iguais a
zero, pelo teorema espectral, a matriz M seria a matriz nula. Isto nao
ocorre, pois os coeficientes A, B, C, D, E e F da equagao (1.1) nédo
podem ser simultaneamente nulos.

Exemplo 4.18. Vamos, por conveniente rotacao e translagao de eizos,
reescrever a equacao, nas incognitas x, y e z, da quddrica

222 + 2% + 522 —day — 222+ 29z — 10z — 6y — 22 — 7 =0

nas novas incognitas rg, Yys € zs, de modo que nao haja termos mistos.
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Sendo A =2, B=2 C=5,2D = 4, 2E = —2, 2F = 2,

G=-10,H=—-6,1=—-2e J = —7, vamos determinar os autovalores
da matriz
A D FE
M=|D B F |,
E F C

que no caso, € a matriz

Para isso, vamos calcular os possiveis valores de A de modo que det(M —
Al3), em que I3 é a matriz identidade de ordem 3, seja igual a zero.
Quer dizer, vamos resolver a equagao

2—X =2 -1
-2 2= 1 =0.
-1 1 5—A

Desenvolvendo o determinante, temos:

(2-=N?GB-N)+2+2-(2-X)—4(5B-A)—-(2-N)=0
A2 —4A+4-4)(5-A)+22=0
X392 180 =0

e, portanto, as raizes do polindmio caracteristico sao

A =6
)\2:3
A3 =0

que sao os autovalores da matriz M.
Resolvendo o sistema linear

2N -2 —1 T 0
22— 1 yl=1]0 Vi€ {1,2,3},
—1 15—\ z 0

obtemos os autovetores correspondentes a cada autovalor, tendo, por-
tanto:
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e para A = 6, os autovetores s@o os elementos do conjunto {(z,y, z) €
R3: 2=y =2z};

e para A = 3, os autovetores sdo os elementos do conjunto {(z,y, z) €
R3:x=—y=2z};

e para A = 0, os autovetores sao os elementos do conjunto {(z,y, z) €
R3:z=y e z=0}

Com isso, os vetores uj = (2,2,1), u = (%,—%,%) e

= (%, %,O) sdo os vetores unitdrios que sdo autovetores de M,

referentes a Ay = 6, Ay = 3 e A3 = 0, respectivamente. Sendo v =
(=10, -6, —2), temos

62% + 3y% + (ut, V)ag + (Wb, O )yr + (@h, V)2 — 7= 0.

Portanto, a equagao da quédrica, em zr, yr € 2R, é:

6<$R—é> +3<y3—é§> —8\/§<ZR+499\6/§> =

Sendoxssz—é, Yys =y —ﬁezs:zR—FM obtemos

3 96
entao:
62% + 3y% — 8v/225 = 0.

Esta equagao, da forma (1.5), tem A’, e B’ nao nulos e de mesmo
sinal, C’ =0 e I’ # 0. Logo, ela representa um paraboldide eliptico.

Exemplo 4.19. Vamos repetir o procedimento do exemplo anterior
para o quddrica de equacdo

20y + 222+ 2yz —6xr — 6y —424+9=0

nas novas incognitas xs, ys € zs, de modo que nao haja termos mistos.

Neste caso, U/ = (—6,—6,—4). Temos A =0, B =10, C =0,
2D =2,2E=22F=2 G=-6, H=—-6,1 =—-4¢J =29. Neste
caso, vamos determinar os autovalores da matriz

M =

=)
—_ O =

1
1
0
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Resolvendo em A a equacdo det(M — AI3) = 0, temos

-2 1 1
1 =X 1 [=0
1 1 =X

Desenvolvendo o determinante, temos:
A 4+30+2=0

e, portanto, as raizes do polindmio caracteristico sao

Ay =2
Ay =—1
As = —1

que sao os autovalores da matriz M.
Resolvendo o sistema linear

-1 1 x 0
SR VI | y =10 vi e {1,2,3},

obtemos os autovetores correspondentes a cada autovalor. Serao eles:

e para A\ = 2, os autovetores sao os elementos de {(z,y,2) € R3 :

xr=y=z}
e para A = —1, os autovetores sio os elementos de {(z,y,2) € R3:
x+y+z=0}

Comisso,osvetoresu_>1:(%,1 1),1?2:< 2 1 1)

V3’ V3 Ve Ve Ve
e uh = (0, —%7 %) sao vetores unitarios que sao autovetores de M,
referentes a A = 2 (o primeiro), A = —1 (os dois ultimos), formando

uma base ortonormal. Sendo ¥ = (=6, —6, —4), temos

20%, — Yk — 2k + (Wl, V) + (@, V)yr + (@3, T)zr +9 =0

Portanto, a equacao da quadrica, em =g, yg € zg, €:
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o) (- ) - (o)

O L I L =
Fazendo g = xg 730 Ys = YR— 5 € 25 = ZR— 5, A €qUAGAO,
em xg, Yys € zg, fica

1
2wy —ys 25 =5

Esta equagdo, da forma (2.1), tem A’, B’ e C, néo nulos e apenas
dois deles com mesmo sinal e k = %, de modo que A’B'C’k > 0. Logo,
ela representa um hiperboléide de duas folhas.

Exemplo 4.20. Novamente, para a quddrica de equag¢ao
2?4+ 4y? + 422 Aoy + 4oz + 8yz + 22 — 2y =0

vamos reescrevé-la nas incégnitas xs, ys e zg, obtidas através de rotacao
e translacao.

Aqui, o vetor o é o terno ordenado (2,—2,0). Sendo A = 1,
B=4,0C=4,2D =4, 2E =4 2F =8 G=2 H=-2T=0¢
J = 0, vamos determinar os autovalores da matriz

1 2 2
M=|2 4 4
2 4 4
Resolvendo em A a equagao det(M — A\I3) = 0, temos
1—A 2 2
2 4— )\ 4 =0.
2 4 4— )
Desenvolvendo o determinante, encontramos:
“A 49N =0
e, portanto, as raizes do polinébmio caracteristico sao
A =9

X2 =0
X3 =0
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que sao os autovalores da matriz M.
Resolvendo o sistema linear

J VIR 2 T 0
24—\ 4 yl=1]0 vi € {1,2,3},
2 44—\ z 0

concluimos que:

e para A\ = 9, os autovetores sdo os elementos de {(z,y,z) € R? :
2r=y =z}

e para A = 0, os autovetores sdo os elementos de {(z,y,2) € R3 :
x + 2y + 2z = 0}.

iaq . sl = (L.22y e (A L L
Com isso, os vetores u{ = (3,%2,2), u} = (m, iR m)
e uh = (0, %, 7%) sao vetores unitarios que sao autovetores de M,

referentes a A = 9 (o primeiro), A = 0 (os dois tltimos), novamente
formando um conjunto ortonormal. Com ¥ = (2, —2,0), temos

9% + (ut, Vg + (uh, T )yr + (03, V)2 =0

Portanto, a equacao da quadrica, em =g, yg € 2R, €:

9<x3_¢;7)2+¢1%<yR_£)>_ﬁ(zR_m;ﬁ):O

_ 1 _ 18 — 1
Fazendo x¢ = xp — Nord Ys = Yr — fé;) € ZrR = ZR — 162v/2° a

equagao, em xg, Yys € zg, fica

10
Tﬁys

Esta equagdo, da forma (1.9), tem A’ ndo nulo e B’ e C nulos,
sendo H' e I’ nao nulos. Logo, ela representa um cilindro parabdlico,
no caso, obliquo em relagao ao eixo O’zg.

923 + — V225 = 0.
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5 SECCOES PLANAS NO CONE DE REVOLUGAO

Neste capitulo, vamos analisar as possiveis intersecgoes entre pla-
nos e uma superficie conica de revolugao. Ao fazermos a interseccao
entre duas superficies no espago, devemos resolver o sistema formado
pelas equagoes das mesmas. Neste caso, em se tratando de um sistema
com trés incognitas e duas equacbes, o sistema terd uma infinidade
de solugoes. O conjunto de todas estas solucoes, representadas grafica-
mente por seus respectivos ternos ordenados correspondentes, consistira
na conica procurada.

Para efeito de simplificacao de calculos, vamos considerar a su-
perficie conica C de revolucdo com eixo de simetria no eixo Oz, cen-
trada na origem do sistema Ozxyz, e o plano « paralelo ao eixo Oy, ou
contendo-o. Retomando a definicao de cone de revolugao do capitulo
2, temos que a equagao

A2 + B'y% +C'2% =k,

neste caso, tem

e A’ ¢ B’ de mesmo sinais e iguais, com C’ de sinal oposto aqueles
dois coeficientes.

Neste caso, a equacao da superficie conica, para a constante ¢ =

% =% 0, serd da forma

2

2
z
24y :q—Q = F@*+9y?) =22

uma vez que estas equagoes sao equivalentes a
2 2 2,2 2
gz +qy —2z"=0.

B importante notar que, tomando a equagao da superficie conica
de modo conveniente, é desnecessaria qualquer rotagao de eixos, permi-
tindo-nos manter o sistema ortogonal Oxyz.

Havera uma rotacao de eixos neste capitulo, mais adiante, mas
com outra finalidade.

Neste caso, vamos dizer que |g| # 0 é a inclinagao das geratrizes
do cone em relagao ao plano Ozxy.
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Vamos considerar a equagao do plano que secciona o cone da
seguinte forma:
r=t, teR

ou

ou

z=mx+mn, com m,neER, m#0.

Aqui, m é a inclinacao da reta intersecgao entre o plano sector e
o plano Ozz.

-2

-3

Figura 21 — Plano sector e cone vistos de frente.

Para planos da forma = = ¢, ja vimos na subsegao 2.0.4 que a
intersecgao sera

e hipérbole, se t # 0;

e par de retas concorrentes (geratrizes do cone), se t = 0.
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Figura 22 — Hipérbole.

No caso de planos da forma z = t, os pontos em comum do plano
e do cone formarao:

e circunferéncia, se t # 0;

e ponto (vértice do cone), se t = 0.

Figura 23 — Circunferéncia no cone.

Estas duas situagoes ja foram abordadas no capitulo 2.

Vamos analisar agora a situagao em que a equagao do plano é da
forma z = mx +n, com m # 0. Em outras palavras, vamos analisar as
solugoes do sistemas:

202 2 2
¢*(z° +y°) z
{ [ (5.1)

Neste caso, a curva definida pela interseccao entre o plano «a e a
superficie C' estara obliqua em relagao ao plano Ozy. Nao temos uma
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forma precisa da equagao de uma conica quando o plano que a contém
forma um angulo 6 €]0, [ com plano Oxy.

Entao, deveremos fazer uma rotacao dos eixos Oz e Oz do espago
cartesiano, obtendo assim dois novos eixos, Oxg e Ozg, de modo que,
no sistema Ozryrzgr, o plano Oxrgrygr seja paralelo, ou coincidente,
com o plano a. Assim sendo, o eixo Ozp sera perpendicular aos planos
Ozgryr e a. Portanto, na equacao da curva plana, a varidvel zg serd
constante.

Como « é paralelo ao eixo Oy, este nao precisard ser rotacionado.
Ou seja, os eixos Oy e Oyp serao absolutamente 0s mebmos

Consideremos os vetores canonicos e; = (1,0,0), e = (0,1,0)
e e = (0,0,1). Vamos rotacionar, portanto, os eixos Oz e Oz em 6
radianos, para obter os eixos Oz e Oygr. Considerando os vetores
171> e U4 unitérios e ortogonais, frutos da rotacao dos eixos canodnicos
e1 = (1,0,0) e €4 = (0,0, 1), vamos determinar as medidas dos catetos
dos triangulos retangulos OAB e ODC. Este célculo é similar aquele
em que se obtém a matriz de rotagao, de ordem 2,

Ror, = { cos —senf }

senfl  cosf

da algebra linear.

Observe a figura a seguir.

Neste caso, as coordenadas x4 e zp de 171>, no sistema Oxyz,
podem ser calculadas do seguinte modo:

LA
cost) = —=— = x4 = cosb.

[l

oyt . L .
Como OA e & tém mesma direcao e sentido, temos que:

0—121 = cosﬁe_1>.

Além disso, temos que:

ZB
sentl = —— = zp = send.

[l

Como A§ e & tém mesma direcao e sentido, temos que:

E = sen@e_g.

Com isso, deduzimos que:
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Figura 24 — Rotacionando Ox e Oz.

—
17{ =0A+ xﬁ = cosfe; + sen96_3>.

Para encontrar as coordenadas x¢ e zp de 175 , no sistema Ozyz,
fagamos:

senf = —”:ng = xc = —send.

Ja que D(% e 4] tém mesma diregao e sentido, temos:

ﬁ = fsenGQT{.
E também:
2D
cos) = v—=— = zp = cos0.
[l us]|

Como 013 e w5 tém mesma direcao e sentido, encontramos:

@ = 0059175.

Logo, temos que:
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= D? + @ = —sen@e_f + 00896_3).

Como nao houve rotagao em relagao ao eixo Oy, vamos ter que:

s = e3.

No sistema Ox gryrzgr, vamos escrever as coordenadas dos vetores
de R3 da seguinte maneira:

e rr = xcosh + zsend;
® YR =1Y;
e zp = —xsend + zcosb.

Isto quer dizer que a matriz Ror de rotagao do sistema Oxyz,
em torno do eixo Oy, de 6 radianos, no sentido anti-horario, é:

cost 0 senb
Ror = 0 1 0
—senf 0 cost

ja que
cos@ 0 senb T TR
0 I 0 y | =1 wr |,
—senf 0 cosf z ZR

Fazendo a rotacao invertida, tomando a transposta da matriz
Ror, temos que:

cos 0 —senf TR T
0 1 0 YR = )
senfl 0  cosl ZR z

Neste caso, temos que:
e r = xRcosh — zrsend,
® Y=1YR,

e z = xpsenf + zrcosh.
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Substituindo z no sistema 5.1, ocorre:

Pa?+y?) = 22
¢ +y?) = (mz+n)?
@22+ k%2 = m2z2? 4+ 2mnz 4+ n?
(> —m?)2? + ¢®y? —2mnaz = n>

No plano Ozz, a tangente do angulo # entre a reta de equagao
z=mx+n (com m # 0) e o eixo Oz, definido no sentido anti-horario,
é justamente m. Porém, o plano que secciona o cone é paralelo ao eixo
Oy, sendo, assim, perpendicular ao plano Oxz. Logo, da mesma forma,
o angulo delimitado pelo plano z = maz + n (que secciona o cone) e o
eixo Ox do espago cartesiano também é 6. Ou seja, no plano Ozz,
temos que a tangente do angulo formado pelo plano que corta o cone e
o plano Ozy é m.

Pela relacao fundamental da trigonometria, temos que:

e tgh =m,

m
m2+1’

e senf) =

1
[ ] = .
cost =T

Substituindo x, e estabelecendo zr = ¢ constante, encontramos:

(¢* — m?)(zrcosh — zgsend)? + ¢*y% — 2mn(xrcostd — zrsend) = n?

(¢* — m?)(zrcost — csend)? + ¢*y% — 2mn(zgcost) — csend) = n?

send senf
(q® —m?)(cos)? (xRCcosﬁ) +q2y12%72mncost9(x3—ccose) =n?
2 2
M em)? + Pyt — —2 (o — em) = 12
1 (xr —em)* + ¢“y& \/m(xR cm) =n’.

Na equagao anterior, temos duas possibilidades:

e ¢?—m?=0 < |q| = |m|, em que a inclinacio de uma das
geratrizes é igual a inclinacao do plano sector;

e > —m?> #0 <= |q| # |m| em que a inclinagao das duas
geratrizes é diferente da inclinacdo do plano sector.

No primeiro caso, a equagao da conica sera
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9 9 2mn o
qu—im(fR—Cm)—”'

Esta equagao representara:

e 1o caso de n # 0, uma parabola, com eixo de simetria paralelo
ao eixo Oy, de equagao

9 2mn n2vm?2 +1
=——|zp—|em — ——— :
yR q2 m2 T 1 R omn )

e se n = 0, uma reta, de equagdo yr = 0, no plano O’z ryg.
J4 na hipétese de ¢> — m? # 0, a equacdo fica da forma:

2mn
m2 41

-m 2mnvm? + 1
T <(xR —em)® - W(fﬁfi - cm)) + YR =n"

(xr —cm) + qzy% =n?

2
2 2 2 2
g —m mnvm? + 1 29 o (mn)
el ((;vR—cm)—qz_m2 ) +qYg=n +7q2—m2'

Comparando com as equagoes das cOnicas apresentadas em anexo,
ocorre que a equagao anterior represeta:

e uma elipse, no caso em que ¢> > m? e n # 0,
e um ponto, quando ¢> > m? e n =0,

uma hipérbole, no caso em que ¢> < m? e n # 0,

e um par de retas concorrentes, quando ¢ < m? e n = 0.
Com isso, deduzimos que:
e paran =0

— se |q| > |m|, a intersecgao é um ponto (vértice do cone);
— se |q| = |m|, a intersecgdo é uma reta (geratriz do cone);

— se |g| < |m|, a intersecgdo é um par de retas concorrentes
(geratrizes do cone).



Figura 26 — Delimitando reta no cone.

Figura 27 — Delimitando retas concorrentes no cone.
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e paran #0
— se |g| > |m|, a intersecc@o é uma elipse;
— se |g¢| = |m|, a intersecgdo é uma pardbola;
— se |q| < |m|, a intersecc@o é uma hipérbole.

Exemplo 5.1. A interseccio da superficie conica de equacdo x> +y? =
2
%, em que |q| = 2, com o plano de equagcio z = x — 1 € uma elipse.

Figura 28 — Delimitando elipse no cone.

Exemplo 5.2. A intersec¢io da superficie conica de equacio x> +y? =

2%, em que |q| = 1. com o plano de equacio z = 3x—2 é uma hipérbole.

Figura 29 — Delimitando hipérbole no cone.
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Exemplo 5.3. A interseccdo da superficie cénica de equacdo x> +y? =

é, em que |q| = V7. com o plano de equacio z = \/Tx — 1 € uma
pardbola.

Figura 30 — Delimitando parabola no cone.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, pudemos constatar mais uma vez a estreita rela-
¢ao entre dois dos mais importantes ramos da matematica: a algebra
linear e a geometria analitica. Desde Descartes e seus contemporaneos,
problemas de geometria passaram a ter um viés algébrico, e isto foi de
suma importancia para o desenvolvimento da matemadtica moderna.

O tratamento analitico, as vezes, requer ferramentas algébricas
mais sofisticadas do que as ensinadas na escola secundaria. O advento
da algebra linear, como parte formalmente estruturada da matematica,
anos mais tarde que a geometria analitica, permitiu de problemas muito
mais complexos, como a eliminagao do termo misto nas equagoes do se-
gundo grau em mais varidveis, abordado nesta dissertacao. Munidos
dela, pudemos definir formalmente todas as superficies quadricas, cen-
tradas e nao centradas, bem como seus casos degenerados, de modo
simples, sem precisarmos borrifar equagoes candnicas, que apenas sao
lteis em determinadas situagoes, em que as figuras nao estao sob efeito
de rotagao.

Além de definir as quéddricas, as equagOes sem o termo misto
contribuiram para uma melhor visualizacao algébrica - e, consequente-
mente, geométrica - das mesmas, uma vez que abordamos as diversas
interseccoes entre planos paralelos aos planos cartesianos.

E agora, podemos entender, matematicamente, porque um plano
que intersecta um s6 ramo de um cone infinito (que ndo contenha seu
vértice) gera uma elipse. E o caso em que a inclinagao do plano sector
(que nao contém a origem do sistema Ozyz) é menor que a inclinagao
das geratrizes do cone.

Esperamos portanto, que este trabalho possa servir de consulta
e leitura para alunos de graduacdo e professores de ensino médio em
geral.
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ANEXO

A tabela a seguir contém a equacao geral da reta e as equacoes
candnicas das conicas, centradas no ponto (zo,yo) (pardbolas com
vértice no ponto (xo,yo)), sem rotagao.

Tabela 1 — Conicas e equagoes canodnicas no plano Ozy

Conica Equacao
Reta ax+by=c
Circunferéncia (z—20)? + (y —yo)* = R?

Elipse (1—120)2 + (y—b%o)z -1

Hipérbole (eixo real horizontal) (e=z0)” _ (y=yo)” _

Qa
Hipérbole (eixo real vertical) (y_y20)2 - (“'_‘20)2 =1

Pardbola (concavidade para cima) (z - 10)? = 4Z(y —Y0)
Parébola (concavidade para baixo) (r —20)? = —4p(y — yo)

Pardbola (concavidade para direita) (y —yo)? = 4p(x — x0)
Parabola (concavidade para esquerda) | (y —yo0)? = —4p(z — 20)

e Na equagao da circunferéncia, R é a medida do raio.

e Na equacao da elipse, a e b sao as medidas dos semieixos horizon-
tal e vertical, respectivamente.

e Nas equagoes da hipérbole, a e b sao as medidas dos semieixos real
e imagindrio (o sinal de menos precede o termo com a varidvel
cujo eixo correspondente contém o eixo imaginario).

e Nas equagoes da parabola, p > 0 é a medida do parametro, que
é a distancia entre o foco e o vértice da mesma.



