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Resumo

Este trabalho apresenta uma sequéncia de atividades para estudantes
do oitavo ano do Ensino Fundamental sobre mediatriz e bissetriz e suas
principais propriedades. No final, complementamos o trabalho tratando das
demais linhas notaveis de um triangulo e seus respectivos pontos notaveis.
Diferente da maioria dos textos classicos, em que a mediatriz e a bissetriz
surgem como linhas dos triangulos, aqui estes dois objetos sdo protagonistas
principais sobre os quais provamos afirmacfes que sdo aplicadas em
poligonos em geral e nos tridngulos, em particular. As principais aplicacdes que
discutimos séo as condi¢cBes sob as quais um poligono é ou néo inscritivel ou
circunscritivel. A maioria das atividades faz uso de tecnologias como

dobraduras, régua e compasso ou geometria dinamica (GeoGebra).

Este trabalho tem por principio que um dos principais objetivos do
estudo da geometria na Escola Basica € desenvolver nos estudantes a
habilidade da argumentacédo. Assim, em todas as atividades aqui propostas o
estudante € levado a refletir, escrever, fazer e testar hipoteses e,

eventualmente, fazer deducgoes.

Palavras-chave: Mediatriz, Bissetriz, Geometria, Dobraduras,
GeoGebra, Cevianas, Pontos Notaveis do Triangulo.



Abstract

This paper presents a sequence of activities for students in the eighth
grade of middle school about bisectrix and bisector and their main properties. At
the end we complement the ideas presented by showing the other important
lines of a triangle and their respective notable points. It differs from the majority
of the classic texts in that the bisectrix and bisector appear as lines of triangles.
Here these two objects are the main protagonists through which we can prove
assumptions that are applicable to polygons and especially to triangles. The
main applications discussed are those in which a polygon is not inscribable or
circumscribable. The majority of these activities use techniques such as folding,

ruler and compass or dynamic geometry (GeoGebra).

One of the main objectives of this project relates to the teaching of
geometry in middle school, which is develop students’ argumentative abilities.
Thus, in all activities proposed here, the student is encouraged to reflect, write,

make and test hypotheses and eventually make deductions.

Key words: Bisector, Bisectrix, Geometry, Folding, GeoGebra,

Cevianas, Notable Points of a Triangle.



Sumario

INTRODUGAOD ...ttt ettt ettt 12
SECAO 1 — ESTUDO DA MEDIATRIZ.....oouiiiieeeeeee e, 17
Atividade 1.1 — Descobrindo a mediatriz .........cooveeeeeeiieeieeeieieeeeen, 17

Atividade 1.2 — Construcdo da mediatriz com régua e compasso ... 19

Atividade 1.3 — Propriedade Fundamental da Mediatriz ................... 20
Atividade 1.4 — Circuncentro de um tridngulo .............ccccoevvvvvivinnnnn. 26
Atividade 1.5 — Circuncentro de um quadrilatero ............cccceeeeeneene. 30
Atividade 1.6 — Circuncentro de um retangulo ..........ccceeeeveeeeeennnnnn. 33
Atividade 1.7 — Circuncentro de um poligono ..........cccceeevvvvvvvvnnnnnnnnn. 37
SECAQO 2 — ESTUDO DA BISSETRIZ ...oocveveeeeeeeee e 42
Atividade 2.1 — Descobrindo a DISSEtriz ...........eeevveviiiiiiiiiiiiniiis 42

Atividade 2.2 — Construcdo da bissetriz com régua e compasso....... 44

Atividade 2.3 — A bissetriz como lugar geomeétrico ..........ccccevvvveeenn.. 47
Atividade 2.4 — Areta tangente ............ueeeiiiiieeeee e 56
Atividade 2.5 — Incentro de um triangulo ...........cccoooeveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiines 61
Atividade 2.6 — Incentro de poligonos .........ccovveeeeeiiiiiiiiicicciiiie 67

SECAO 3 — CEVIANAS E PONTOS NOTAVEIS DE UM TRIANGULO ....... 71

Atividade 3.1 — Ortocentro de um trangulo ............ccccceevvvvvvieiiiiiiinnnnns 71
Atividade 3.2 — Baricentro de um tridngulo ...........ccccoevvvvviiiiiiciceeeeenn. 74
Atividade 3.3 — Pontos notaveis no triangulo equilatero ..................... 77
ANEXOS L.ttt e e e e e e ettt et a et et aaaaaaaaaaanaaaannnn 82

Anexo 1 — icones das ferramentas utilizadas no GeoGebra ............... 82



Anexo 2 — Atividade para intuir a soma dos angulos internos de um
L= U o 11 | (o PSP 84

Anexo 3 — Atividade para tracar a reta perpendicular & uma reta
dada, passando por um determinado PONtO .........ccceveeeeeeerveeeeeeeiiinninns 86

CONSIDERACOES FINAIS ...ttt 88

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS



INTRODUCAO

O objetivo principal deste trabalho € levar para o Ensino Fundamental
aquilo que acreditamos ser um dos motivos primordiais para se estudar
Geometria na escola. Referimo-nos as habilidades de criar hipéteses sobre
situacdes concretas e testa-las, de expressar precisamente ideias e justificar as
afirmacdes feitas com clareza e concisao. Para tal, elaboramos atividades em
que o estudante deve investigar propriedades geométricas em exemplos,
expressa-las inicialmente com suas préprias palavras e eventualmente também
justificar as propriedades observadas. Estes objetivos estdo de acordo com os
Parametros Curriculares Nacionais (PCN) de 1998:

“As atividades de Geometria sdo muito propicias
para que o professor construa junto com seus alunos um
caminho que a partir de experiéncias concretas leve-os a
compreender a importancia e a necessidade da prova para

legitimar as hipoteses levantadas. [...]" ([5] p. 126)

As atividades utilizam dobraduras, geometria dindmica (com o
GeoGebra), régua e compasso para abordar a mediatriz de um segmento, a
bissetriz de um angulo, suas propriedades como lugar geométrico, poligonos
inscritiveis e circunscritiveis. No final, trabalhamos também o ortocentro e o
baricentro de um triangulo. Tais atividades foram pensadas para estudantes do

oitavo ano do Ensino Fundamental.

Ao pesquisar algumas colecfes de livros didaticos, notamos que muitos
dos textos que abordam estes assuntos fazem da geometria uma colecao de
postulados e exercicios sem qualquer reflexdo. Este trabalho busca despertar
um espirito critico e questionador no estudante. Como se sabe, ndo se aprende
matematica de maneira passiva e para aprender é necessario desejar 0
conhecimento. Neste sentido, tentamos primeiro problematizar o assunto para
agucar a curiosidade do estudante, e entdo coloca-lo como protagonista de seu

aprendizado oferecendo-lhe questbes que devem orienta-lo para construir a
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teoria. Além disso, acreditamos que a maioria dos textos usuais ddo uma
énfase excessiva aos triangulos conduzindo a falsas conclusées. Por exemplo,
nao € incomum que os estudantes acreditem que apenas triangulos possuem
mediatrizes, que LLLL é caso de congruéncia de quadrilateros, que todos os
poligonos sao inscritiveis e circunscritiveis, etc. Aqui as discussfes sobre as
propriedades da mediatriz e da bissetriz como lugares geométricos ganham um
papel central e sdo aplicadas na caracterizacdo de poligonos inscritiveis e

circunscritiveis.

O trabalho foi dividido em trés secdes: em Estudo da Mediatriz,
comegcamos com uma atividade que leva a definicdo de mediatriz, depois
exploramos a caracterizacdo da mediatriz como lugar geométrico e varias
atividades sobre a aplicacdo desta propriedade para identificar se poligonos
sdo, ou nao inscritiveis. Na segunda secao, Estudo da Bissetriz, propomos
atividades que vao desde a definicAo de bissetriz, passando por sua
construcdo, tanto com dobraduras, quanto pelo método tradicional (com régua
e compasso). Em seguida, propomos atividades que conduzem o estudante a
conjecturar (criar uma hipétese sobre) a propriedade da bissetriz como lugar
geométrico e entdo justificamos esta caracterizacdo. Intercalamos uma
atividade sobre reta tangente, a fim de preparar uma importante aplicacao da
bissetriz, que € a determinacdo do incentro de tridngulos e de poligonos em
geral, quando existir. Finalmente, em Cevianas e Ponto Notaveis de um
Tridngulo discutimos atividades sobre altura e mediana e dos seus respectivos
pontos notéveis (ortocentro e baricentro). Ainda na terceira se¢do, concluimos
o trabalho com uma atividade de culminancia dos pontos notaveis no triangulo

equilatero, feita no GeoGebra.

Ao final do trabalho temos trés anexos. No primeiro deles, inserimos os
icones do GeoGebra utilizados no texto, a fim de facilitar a leitura e o uso das
atividades que requerem o programa. No segundo anexo, apresentamos uma
dobradura para intuir a soma dos angulos internos de um tridngulo, o que sera
um pré-requisito de uma atividade. E no Ultimo anexo, apresentamos um
método para construir uma reta perpendicular & uma reta dada, passando por

um determinado ponto, tal construcdo sera util em atividades onde queremos
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determinar um ponto de tangéncia de uma circunferéncia inscrita num poligono,

utilizando régua e compasso.

Neste trabalho, buscamos desenvolver diferentes habilidades nos
estudantes. Ao trabalharmos com dobraduras, utilizamos um importante
recurso para a aprendizagem de diversos conceitos matematicos, pois ainda
gue ndo configurem provas matematicas dos fatos estudados, acreditamos que
as dobraduras formam um elo entre os objetos materiais e as representacdes
mentais das formas ideais estudadas. Além do que, as dobraduras utilizam
apenas papel, um material ao alcance de todos. J& o trabalho com o GeoGebra
nao é tdo acessivel quanto o papel, pois sabemos que a maior parte das
escolas publicas do pais ndo possuem laboratério de informética. No entanto,
com o passar do tempo e com 0 consequente barateamento da tecnologia mais
e mais escolas poderdo ter acesso a esse tipo de midia. Além disso, todas as
atividades com GeoGebra podem ser feitas apenas com o computador do
professor e um projetor. Tais atividades foram pensadas para situagdes onde a
tecnologia configure um ganho de aprendizado sobre construgdes que possam
ser feitas apenas com régua e compasso, como deslocamento de pontos e

movimentacao de figuras no plano, por exemplo.

Apesar de ndo demonstrarmos todos os fatos matematicos
apresentados no trabalho, entendemos que demonstrar nada mais € do que
justificar e um texto, em matematica, sem justificativas € uma lista de
postulados que néo leva o estudante ao modo de pensar matematico. Por essa
razdo, buscamos fazer todas as atividades de modo que o estudante seja
levado a pensar nos “porqués” de cada fato apresentado e tendo que justifica-
los com suas proprias palavras. Posteriormente, ou sempre que se faca
necessario, incentivamos a intervencdo do professor nesse processo, seja

corrigindo, ou ratificando e consolidando o aprendizado dos estudantes.
Temos clareza de que para a maioria das escolas o texto que aqui se

apresenta € longo para o tempo dedicado a este contetdo. Especialmente
devido ao pouco tempo destinado as aulas de geometria.
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“[...] No entanto, a Geometria tem tido pouco
destaque nas aulas de Matematica e, muitas vezes,
confunde-se seu ensino com o das medidas. Em que pese
seu abandono, ela desempenha um papel fundamental no
curriculo, na medida em que possibilita ao aluno
desenvolver um tipo de pensamento particular para
compreender, descrever e representar, de forma
organizada, o mundo em que vive. Também é fato que as
guestdes geométricas costumam despertar o interesse dos
adolescentes e jovens de modo natural e espontaneo. Além
disso, € um campo fértii de situacdes-problema que
favorece o0 desenvolvimento da capacidade para

argumentar e construir demonstragoes.” ([5] p. 122)

Este trabalho favorece o desenvolvimento destas capacidades e, por
isso, acreditamos que o tempo gasto serd recompensado. Todas as atividades
podem ser trabalhadas em dois bimestres, visto que a maior parte das escolas
de nivel fundamental divide o ano letivo em quatro bimestres. Desta forma,
numa escola que apresente uma carga horaria de 4 aulas semanais de
matematica, em duas poderiam ser trabalhadas as atividades aqui propostas.
Em redes de ensino, que oferecem seis tempos semanais para matematica,
esse cronograma pode ser ainda mais facilmente implementado. Nossa
proposta encerra um total de 16 atividades que podem ser trabalhadas em 17

aulas (de 50 minutos cada). Como mostra a tabela a seguir:

Secoes Atividades Duracéo

1.1 — Descobrindo a mediatriz. Uma aula

1.2 — Construgéo da mediatriz com régua e compasso. | Uma aula

1.3 — Propriedade Fundamental da Mediatriz. Uma aula
Secdo 1 | 1.4 — Circuncentro de um triangulo. Uma aula
1.5 — Circuncentro de um quadrilatero. Uma aula
1.6 — Circuncentro de um retangulo. Uma aula
1.7 — Circuncentro de um poligono. Uma aula
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2.1 — Descobrindo a bissetriz. Uma aula
2.2 — Construcao da bissetriz com régua e compasso. | Uma aula
Secgdo 2 | 2.3 — A bissetriz como lugar geométrico. Duas aulas
2.4 — Reta tangente. Uma aula
2.5 — Incentro de um triangulo. Uma aula
2.6 — Incentro de poligonos. Uma aula
3.1 — Ortocentro de um triangulo. Uma aula
Secédo 3 | 3.2 — Baricentro de um triangulo. Uma aula
3.3 — Pontos notaveis no triangulo equilatero Uma aula

Embora o trabalho tenha sido pensado como uma sequéncia didatica,

diversas atividades podem ser trabalhadas de maneira independente. No

entanto, acreditamos que a sequéncia em que as atividades foram propostas

tende a enriquecer e otimizar o aprendizado dos estudantes.
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SECAO 1 - ESTUDO DA MEDIATRIZ

Nesta secdo propomos atividades que visam facilitar o processo de
ensino-aprendizagem do conceito de mediatriz. Para isso, mesclamos
atividades que envolvem dobraduras, constru¢gées com régua e compasso e
atividades com geometria dinamica. Tais atividades seguem uma sequéncia
l6gica que vai desde a definicho de mediatriz, passando pela sua
propriedade fundamental, em que visualizamos a mediatriz como lugar
geomeétrico e concluimos com atividades que mostram aplicacbes da

mediatriz para determinar o circuncentro de poligonos.

e Atividade 1.1: Descobrindo a mediatriz

Material necessério: folhna de papel (papel vegetal, de preferéncia) e

régua.

Inicialmente, marque dois pontos quaisquer (A e B) na folha. Usando a

régua, ligue esses dois pontos, formando um segmento de reta (AB).

Agora dobre a folha de modo a unir os dois pontos (colocar a folha
contra a luz pode facilitar essa tarefa). Uma vez que os pontos estejam
justapostos, faca um vinco no papel e depois retorne com a folha a posicao

original, como segue a sequéncia abaixo.

Fig. 1.1 — Segmento AB, dobra do papel sobrepondo A e B, mediatriz de AB.
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Com o lapis e a régua, reforce a linha de dobra que chamaremos de reta

m. Marque o ponto M de interse¢do de m com o segmento AB.

Figura 1.2 — Mediatriz do segmento AB com ponto médio M.

Os exercicios a seguir tém a finalidade de observar as propriedades da

reta m. Sugerimos que sejam feitos em grupo.

a) O que podemos afirmar sobre os comprimentos dos segmentos AM e BM?

Justifique a sua resposta usando a atividade que acabamos de realizar.

b) Marque um ponto P (P=M) sobre a reta m. Efetuando duas dobras, a
primeira sobre a reta m (ja feita anteriormente) e a segunda sobre o segmento

AB. O que podemos afirmar sobre os angulos AMP e BMP?

c) Sabendo que o angulo AMB é um angulo de meia volta, utilize o item anterior

para determinar as medidas dos angulos AMP e BMP.

Observacdo ao professor. Depois que o0s estudantes realizarem o0s

exercicios e discutirem em grupo as respostas obtidas, cabera ao professor a
sistematizacdo desse conteudo. Nesse caso, a formalizagcdo consiste em dar
nome a reta m.

Sugestdo: Recomendamos que o professor instigue seus estudantes a
criticarem o rigor dos argumentos apresentados nesta atividade. Por exemplo:
“Sera que M é mesmo o ponto médio, ou sera uma aproximacao dele?” Deixe
claro que esta é uma construcdo mecanica, portanto, ndo € uma justificativa

matematica.
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A reta m é chamada de mediatriz do segmento AB. Ou seja, a mediatriz
de um segmento, € a reta que passa pelo ponto médio desse segmento (no

caso, o ponto M) e é perpendicular ao segmento.

e Atividade 1.2: Construcdo da Mediatriz com régua € compasso.

Material necessario: folha de papel, régua e compasso.

Novamente, marque dois pontos distintos (A e B) ndo muito distantes um do
outro. Ligue esses dois pontos formando o segmento AB. Usando o compasso,
trace a circunferéncia com centro em A que passe em B. Sem mexer na
abertura do compasso, trace também a circunferéncia, com centro em B, que

passa pelo ponto A.

Essas duas circunferéncias se intersectam nos pontos, digamos, C e D, os

quais determinam uma reta que parece muito ser a mediatriz de AB.

Figura 1.3 — Constru¢do da mediatriz com régua e compasso.
Nos exercicios a seguir, vocé vai justificar que AB e CD se intersectam no

ponto médio de AB e que AB e CD sdao perpendiculares, ou seja, que CD é

realmente a mediatriz de AB.
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Observacdo ao professor: Para realizar os exercicios, a seguir, €

fundamental que os alunos ja tenham estudado o conceito de congruéncia e

conhecam os casos de congruéncia de triangulos.

Exercicios:

a) Na figura acima, os triangulos ACD e BCD, sao congruentes? Justifique.

b) E os triangulos ACM e BCM, sao congruentes? Justifique. (Dica: utilize o

item anterior para obter angulos iguais, que auxiliam nesta congruéncia).

c) Usando os itens anteriores, explique por que M é ponto médio de AB.

d) Usando congruéncia de triangulos, explique por que CD é perpendicular
a AB.

e) Explique por que areta CD é a mediatriz de AB.

e Atividade 1.3: Propriedade Fundamental da Mediatriz

Para essa atividade serd necessario que a escola disponha de um

laboratério de informatica ou de um projetor de multimidia.

Nesta atividade, guiaremos o estudante no uso do GeoGebra, a fim de
observar e, em seguida, justificar a propriedade da mediatriz como lugar
geométrico. A saber: “A mediatriz de um segmento AB €, exatamente, o

conjunto dos pontos do plano que séo equidistantes dos pontos A e B.”

Para evitar confusédo € importante que o professor esteja certo de que 0s

estudantes compreenderam o conceito de mediatriz.
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Ao iniciar o programa, veremos a tela de abertura do GeoGebra, como
indicado no quadro abaixo, a esquerda. A fim de facilitar a visualizagdo das
construgdes, vamos fechar a Janela de Algebra e clicando na Janela de
Visualizacdo vamos marcar a opcdo ESCONDER EIXOS. Fazendo isso,

ficamos com a tela inicial indicada a direita.

Arquiva Editar Exibir Opcies Ferramenta: Janela Ajuda  Viocé entrou coma Fabio Santos Arguive Editar Exibir Opges Ferramenta: Janela Ajuda  Vocg entrou como Fabio Santos
~ 1 Ay sl il a2l | ol Al T =T a T 1 =
.A - =T ".-.I\:.’.'-'. “.‘“ &-‘:;AHE' .?"}:.'. ‘-}' L | .A_-.E‘rﬂ-;.':".. s --. (::’”’ ‘{I‘-..X-_ZZ.ABC-,."'2:..."':' 20
v Janclade Algebra [ |~ Janela de Visualizago E c-
i A e-

[}

H

3

1

i |

4 3 2 1 0 1 2 3 4

Entrada: @ Entrada =

Fig. 1.4 — Janela de visualizacdo do GeoGebra.

Selecione a ferramenta PONTO e marque dois pontos na janela de
visualizacdo. Clique com o botdo direito do mouse sobre cada um dos
pontos e ative a opcdo Exibir Rotulo. Fazendo isso, 0s pontos serao

rotulados automaticamente como A e B.

Agora ative a ferramenta RETA e, posicionando o cursor sobre o
triangulo situado no canto inferior direito do icone, escolha a ferramenta
SEGMENTO. Entao, clique sobre o ponto A e depois no ponto B. Temos,

entdo um segmento de reta AB.

Embora seja perfeitamente possivel fazer a construcdo da mediatriz
usando o programa (como sugerido na Atividade 1.2), o GeoGebra possui
uma ferramenta que constréi automaticamente a mediatriz de um segmento
de reta. Selecione a ferramenta RETA PERPENDICULAR e clique sobre o
triangulo posicionado no canto inferior direito, escolha a op¢cdo MEDIATRIZ.

Em seguida clique sobre o segmento AB.
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Agora temos um segmento AB e sua respectiva mediatriz, como mostra

a figura

abaixo:

GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como Fabio Santos

DR ENE RN E R
"l e~ A~
A
B
Entrada: =

Figura 1.5 — Mediatriz do segmento AB no GeoGebra.

Os pontos A e B séo objetos que podem ser movimentados livremente.

Para isso, basta usar a ferramenta MOVER e em seguida arrasta-los (um

de cada vez) segurando o botédo esquerdo do mouse. Observe o0 que ocorre

com a mediatriz quando movimentamos 0s extremos do segmento.

Vamos agora investigar para concluir uma propriedade interessante da

mediatriz do segmento AB. Marque um ponto C qualquer sobre a mediatriz,

mas nao pertencente ao segmento AB. Assim como foi feito para construir o

segmento AB, construa os segmentos AC e BC. A fim de conhecer o

comprimento dos referidos segmentos, selecione a ferramenta ANGULO e

posicionando o cursor sobre o triangulo situado no canto inferior direito do
icone, escolha a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO E PERIMETRO

e clique

sobre os segmentos AC e BC.
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Exercicios:

Considerando o que foi desenvolvido até entdo nesta atividade, faga o

que se pede:

a)

b)

d)

O que vocé observou sobre os comprimentos dos segmentos AC e BC?

Selecione novamente a ferramenta MOVER e arraste os pontos A, Be C

e descreva o que ocorre com os comprimentos de AC e BC.

Marque um ponto D, em qualquer lugar fora da mediatriz do segmento
AB. Construa os segmentos AD e BD e meca o comprimento desses
segmentos (assim como fizemos com AC e BC, acima). Depois mova o
ponto D em direcdo a mediatriz e descreva detalhadamente o que

acontece com os comprimentos de AD e BD.

Escreva detalhadamente usando suas préprias palavras, que conclusédo

podemos tirar a respeito dessas observacdes?

Observacédo ao professor: Estimule os estudantes a darem respostas

completas e gerais nas atividades acima. Por exemplo, no item b) o
estudante pode simplesmente responder “séo iguais”, 0 que esta correto,
mas nao o leva a mesma reflexdo que escrever algo como: “Para
gualquer ponto C da mediatriz de AB, as distancias AC e BC séo iguais”.
Neste momento € importante garantir que o estudante entendeu e

consegue expressar as duas afirmacodes a seguir:

i) se C € um ponto da mediatriz, entdo a distancia de A para C é igual a

distancia de B para C;

i) se D ndo € um ponto da mediatriz, entdo a distancia de A para D &

diferente da distancia de B para D.
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Dessa forma, a Propriedade Fundamental da Mediatriz garante que:

a mediatriz de um segmento, € o lugar geométrico de todos os pontos

gue equidistam dos extremos do segmento.

Exercicios de Aprofundamento:

Os exercicios propostos a seguir ttm como objetivo aprofundar o estudo

da Propriedade Fundamental da Mediatriz.

Para os exercicios a seguir, considere um segmento AB e seu ponto

médio M.

a) Dado um ponto C sobre a mediatriz de AB (C= M), sera que é sempre
verdade que AC =BC?

Na atividade com o GeoGebra, sob essas condi¢cbes, pudemos observar
que a medida que deslocavamos o ponto C sobre a mediatriz as distancias de
A até C e de B até C eram sempre iguais. No entanto, nosso experimento se
deu apenas num pedaco da mediatriz. Sera que tomando um ponto C sob a
mediatriz que esteja extremamente distante dos pontos A e B essa relacao
continuara valendo? Sera que o computador diz a verdade? E ainda que, sim,
por que é verdade? Uma resposta incontestavel a esta pergunta é o que

chamamos de uma “Prova Matematica”.

Em matematica (e na vida), quando queremos justificar uma proposicéo,
devemos fazé-lo utilizando fatos ja conhecidos e uma logica dedutiva que
permita concluir que tal proposicdo seja valida, respeitando as condi¢cdes
iniciais da proposicao, isto €, seu contexto. Nesse caso, a condigdo inicial é
que o ponto C estd sobre a mediatriz. Queremos verificar, para todos 0s
infinitos pontos da mediatriz, que as distancias de cada um desses pontos até

0S extremos A e B, séo iguais.
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Considerando um ponto qualquer (diferente de M) sobre a mediatriz, que
chamaremos de C, podemos considerar dois triangulos: AMC e BMC. Como M
€ ponto médio de AB, entdo AM = BM. E como M pertence a mediatriz de AB,
os angulos AMC e BMC, sao retos. O que nos leva a deduzir que os triangulos
AMC e BMC sao também congruentes (caso LAL). Logo, acabamos de provar
que AC = BC, para qualquer C (diferente de M) que se considere sobre a

mediatriz.

b) Dado um ponto D, tal que AD = BD, sera que D pertence a mediatriz de
AB?

Note que a nossa condicdo inicial agora € outra. Temos um ponto D que
satisfaz a seguinte condicdo: AD = BD. Queremos verificar se é sempre
verdade que nessa condicdo, o ponto D estar4 obrigatoriamente sobre a
mediatriz de AB.

Vamos considerar os triangulos AMD e BMD. J& sabemos que M é ponto
médio de AB e que por isso AM = BM. Pela condicao inicial, AD = BD e DM é
um lado comum a ambos os triangulos, logo os triangulos AMD e BMD séo
congruentes (pelo caso LLL). E, portanto, os angulos AMD e BMD sé&o
congruentes e suplementares logo, tém que ser retos. Sendo assim, a reta que
contém o segmento MD é perpendicular ao segmento AB e passa pelo seu
ponto médio, ou seja, essa reta € a mediatriz de AB que passa pelo ponto D.
Logo, qualquer ponto D tal que AD = BD pertence a mediatriz de AB.

Ao resolver esses dois exercicios, mostramos que a Propriedade
Fundamental da Mediatriz (PFM) é valida. Ou seja, ao considerarmos dois
pontos quaisquer A e B, o PFM nos garante que dado um ponto C qualquer,
sobre a mediatriz de AB, sempre teremos que AC = BC. Além disso, dado um
ponto D que equidiste dos extremos do segmento AB, o PFM garante que D

pertence a mediatriz de AB.
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e Atividade 1.4: Circuncentro de um tridnqulo

Materiais necessarios: folha de papel (oficio, de preferéncia), régua,

compasso, cola e tesoura.

Para esta atividade, precisamos lembrar que uma circunferéncia de
centro O e raio r, é o conjunto dos pontos P do plano, tais que PO =r.
Assim, para que exista uma circunferéncia passando por A, B e C, é
necessario que exista um ponto O, tal que OA = OB = OC. Entéo, O sera o

centro e OA serd o raio da circunferéncia.

Marque no papel, trés pontos néao colineares, digamos A, B e C. E, em
seguida ligue os segmentos AB, AC e BC, formando um triangulo. Depois
qgue o triangulo estiver pronto, recorte-o do papel e determine através de
dobraduras, as mediatrizes dos trés lados do triangulo, bastando para isso,
que se repita a Atividade 1.1 para cada um dos lados do triangulo. Por
exemplo, para determinar a mediatriz do segmento AB, basta fazer como

segue:

Ponto Médio
de AB

Fig. 1.6 — Dobradura para obter a mediatriz de um lado do tridngulo.
Em seguida, repete-se o0 processo para os segmentos AC e BC.
Vocé deve ter observado que as mediatrizes dos lados de um

tridngulo se intersectam todas num mesmo ponto. Confira se isso

também aconteceu nos triangulos dos colegas a sua volta.
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Ponto Médio

Agora, cole o triangulo em seu caderno. Represente o ponto de
intersecdo das mediatrizes pela letra O, prolongue as mediatrizes, se
necessario. Com a ponta seca do compasso sobre o ponto O, abra o
compasso até o vértice A do triangulo e trace uma circunferéncia.
Observe que essa circunferéncia também passa pelos pontos B e C.
Quando isso ocorre, dizemos que a circunferéncia esta circunscrita ao
tridangulo, ou que o tridngulo esta inscrito na circunferéncia. E, o centro
da circunferéncia que circunscreve um triangulo, é chamado de
circuncentro do tridangulo. Ou seja, o ponto O é o circuncentro do
triangulo ABC. Mas, sera que esta é a Unica circunferéncia que passa
nos pontos A, B e C? Sera que as mediatrizes dos lados de um triangulo

sempre vao se encontrar num (nico ponto?

Ponto Médio

de AB de AC

Ponto Médio
de BC

Fig. 1.7 — Mediatrizes dos lados do triangulo e circunferéncia

circunscrita a ele.

O que fizemos até aqui nesta atividade, sugere que as mediatrizes dos

lados de um triangulo se intersectam todas num mesmo ponto. NoOS

exercicios a seguir, vocé mesmo vai justificar este fato. Para isso, vocé vai

precisar lembrar que, conforme visto na atividade anterior, a mediatriz de

um segmento € o lugar geométrico dos pontos que equidistam dos

extremos do segmento, ou seja, para qualquer ponto P da mediatriz de AB,

temos PA=PB e também, vale a reciproca, isto €, se para algum ponto P

temos PA=PB, entdo P pertence a mediatriz de AB.
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Exercicios:
a) No inicio da atividade, para formar um tridangulo, pedimos que fossem

marcados trés pontos “nao colineares”. Explique por que os trés pontos

nao podem ser colineares.

b) Chamando de O o ponto de intersecdo das mediatrizes Mas de AB e

Mgc de BC, responda e justifique:

b.1) O que podemos afirmar sobre os comprimentos OA e OB?

b.2) O que podemos afirmar sobre os comprimentos OB e OC?

b.3) Usando os itens anteriores (a.1 e a.2) o que podemos afirmar sobre os
comprimentos de OA e OC?

b.4) Por que quando colocamos a ponta seca do compasso em O e a outra

em A e giramos, 0 compasso passa pelos pontos B e C?

b.5) Qual é o ponto de intersecdo das mediatrizes Mec e Mac dos
segmentos BC e AC? (Sugestdo: use a Propriedade Fundamental da
Mediatriz e o item anterior).

c) Determine os pontos P do plano tais que PA=PB para os pontos A e B

da figura abaixo.

®g

Figura 1.8
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d) Nas figuras abaixo, determine todos os pontos P tais que PA=PB,

PB=PC e PA=PC, em cada caso.

Figura 1.9

e) Diga se cada uma das afirmacdes abaixo € verdadeira ou falsa e justifique

(lembre-se, a justificativa € mais importante que a resposta):

e.1) Por dois pontos passa uma unica circunferéncia. (_ _ )
e.2) Por trés pontos passa uma circunferéncia. (_ )
e.3) Por trés pontos nao colineares passa uma circunferéncia. (_ )

f) Dado um triangulo ABC, quantas circunferéncias passam por A, B e C?

Justifique.
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Observacdo ao professor: € fundamental a resolucdo detalhada do

exercicio f), antes de passar para a préxima atividade.

Atividade 1.5: Circuncentro de um quadrilatero

Materiais necessarios: papel, régua e compasso.

Na atividade anterior, vimos que € sempre possivel tracar uma
circunferéncia circunscrita a um triangulo. Nesta atividade, investigaremos
se isso também é verdade para um quadrilatero qualquer. Ou seja, dado um
quadrilatero, serd que € sempre possivel tracar uma circunferéncia

circunscrita a ele?
Desenhe no papel um quadrilatero ABCD, que ndo seja retangulo.

Vamos considerar o quadrilatero ABCD, dado abaixo:

Figura 1.10 — Quadrilatero ABCD (nao retangulo).

Sera que existe uma circunferéncia que passe por A, B, C e D? Ou segja,
queremos saber se existe alguma circunferéncia circunscrita a esse

quadrilatero.
No ultimo exercicio da Atividade 1.4, vimos que existe uma Unica

circunferéncia que passa por trés pontos nao colineares. Sendo assim,
podemos afirmar que existe uma unica circunferéncia que passa por trés,
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dos quatro vértices do quadrilatero. Vamos construir a circunferéncia que
passa pelos vértices A, B e C (poderiamos considerar qualquer outra

combinacdo com trés vértices).
Como vimos na Atividade 1.4, para determinar o circuncentro de um
triangulo, precisamos tracar as mediatrizes dos lados desse triangulo. No
entanto, como ja sabemos que as trés mediatrizes dos lados de um
tridngulo concorrem num mesmo ponto, sé precisamos tracar duas delas

para determinar o circuncentro do triangulo ABC.

Tracando as mediatrizes dos lados AB e BC, elas se intersectam num
ponto que chamaremos de O. Logo, o ponto O é o circuncentro do triangulo

formado pelos vértices A, B e C.

Figura 1.11
Ao tracar a circunferéncia que passa pelos vértices A, B e C teremos

duas possibilidades:
1) a circunferéncia passa pelo vértice D. Dessa forma, o circuncentro do

tridngulo é também o circuncentro do quadrilatero. Sendo assim, dizemos

que o quadrilatero € inscritivel;
2%) a circunferéncia ndo passa pelo vértice D e o quadrilatero ndo tem

um circuncentro. Neste caso, o quadrilatero ndo é inscritivel.
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No caso do quadrilatero acima, temos o seguinte:

Figura 1.12 — Quadrilatero ndo inscritivel.

O quadrilatero ABCD acima, se enquadra na 22 possibilidade.

Exercicios:

a) Pode existir uma circunferéncia que circunscreva o quadrilatero ABCD

acima? Justifique.

b) Vocé consegue imaginar um quadrilatero que seja inscritivel? Qual
seria? Observe 0 quao especial € o quadrilatero que vocé escolheu,

fazendo o proximo item.

c) Dados 3 pontos néo colineares A, B e C, escolha o ponto D de modo
que o quadrilatero ABCD seja inscritivel. Esta solucdo é unica? Quantas
solucdes existem? Faca uma figura que indique todas as posi¢cdes possiveis

para o ponto D.
d) Analisando a solucéo do item anterior, fixados A, B e C ndo colineares

vocé diria que existem mais quadrilateros ABCD inscritiveis ou ndo —

inscritiveis?
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Observacdo ao professor: nesta atividade, tomamos o cuidado de

arbitrar um quadrilatero ndo retangular pois, por experiéncia, a maior
parte dos alunos tem uma tendéncia a pensar em retangulos (na maioria
das vezes no quadrado) quando falamos em quadrilateros.

No item a), dos exercicios desta atividade, esperamos que 0s alunos
lembrem do item e) da Atividade 1.4, em que vimos que por trés pontos
nado colineares passa uma Uunica circunferéncia, logo como a
circunferéncia apresentada passa por trés vértices do quadrilatero, mas
nao passa pelo quarto, ndo pode haver outra que passe pelos quatro
vértices do quadrilatero.

E também importante resolver o item c) da atividade anterior
detalhadamente, a fim de que os alunos percebam que existe uma
infinidade de quadrilateros inscritiveis que ndo sao retangulares. No
entanto, o objetivo da proxima atividade € ir ao encontro do pensamento
da maioria dos alunos, mostrando que a intuicdo deles € de fato
verdadeira.

Finalmente, no item d) esperamos que os alunos percebam que
apenas tomando o ponto D sobre a circunferéncia que passa pelos
pontos A, B e C, podemos ter um quadrilatero inscritivel, de modo que,
para que o quadrilatero ABCD nao seja inscritivel, basta tomar o ponto D

em qualquer lugar do plano, fora da referida circunferéncia.

Atividade 1.6: Circuncentro de um retanqulo

Materiais necessarios: papel retangular, cola, régua e compasso.

O objetivo desta atividade é fundamentalmente justificar para o

estudante aquilo que ele ja sabe. Isto porque, quando pedimos a um aluno

um exemplo de quadrilatero inscritivel, a resposta que obtemos € quase

sempre a mesma: o quadrado. No entanto, apesar da resposta estar
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correta, nem sempre esse aluno € capaz de justificar tal fato. Sendo assim,
nesta atividade seremos um pouco mais gerais do que 0 Senso comum e

mostraremos que qualquer retangulo é inscritivel.

Vamos comecar com um pedaco de papel retangular ABCD, com
dimensdes quaisquer, utilizando o que foi aprendido em atividades com
dobraduras anteriormente, vamos determinar as mediatrizes dos lados do
retdngulo. Para determinar a mediatriz dos lados AD e BC, basta unir 0os
pares de vértices (A e D) e (B e C) fazendo um vinco no papel, como mostra

a figura abaixo:

a9 (29

Figural.13 — Dobradura do retangulo.

Em seguida, retornamos o retangulo a posicao inicial e dobramos na
outra dire¢do, unindo os vértices A e B e também D e C, novamente

marcando o papel, a fim de obter a mediatriz dos lados AB e DC, assim:

(3 (49
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Fig. 1.14 — Dobradura do retangulo e retangulo com as mediatrizes

marcadas.

Definimos o ponto O como a interse¢do das mediatrizes dos lados do
retangulo. Sendo assim, temos que: OA = OB = OC = OD. Logo, o ponto O
€ 0 centro da circunferéncia que passa pelos vértices do retangulo ABCD,
ou seja, o ponto O é o circuncentro do retangulo. Cole o retangulo no
caderno e trace uma circunferéncia com centro no ponto O, passando pelo

ponto A, por exemplo.

Figura 1.15 — Circunferéncia circunscrita ao retangulo.

Dessa forma, podemos notar que todo retangulo € inscritivel.

Exercicios:

a) Sera que também é sempre possivel determinar o circuncentro de um

guadrado? Justifique.
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b) Sera que é sempre possivel determinar uma circunferéncia circunscrita a

um poligono qualquer?

c) Um retangulo é um paralelogramo, pois os lados opostos sédo paralelos.
Verifigue, usando régua e compasso, se o paralelogramo ABCD (néo

retangulo), dado abaixo, é inscritivel. E caso ndo seja, explique o porqué.

A B

Figura 1.16 — Paralelogramo.

Observacéo ao professor: para responder ao item a), basta observar que

todo quadrado é um retangulo. A experiéncia nos mostra que este fato,
aparentemente Obvio, ndo é do conhecimento de muitos estudantes, até
mesmo em anos de escolaridade mais avancados.

Para responder ao item b), basta utilizar um raciocinio analogo ao que
utilizamos na Atividade 1.5. Por exemplo: serd que € sempre possivel
determinar uma circunferéncia circunscrita a um pentagono?

A resposta é, nem sempre. Pois, embora exista uma infinidade de
pentagonos inscritiveis, basta que um dos vértices ndo esteja ha
circunferéncia que passa pelos outros vértices, para que o poligono nao seja
inscritivel. Por exemplo, na figura a seguir, temos dois pentagonos. O

pentdgono ABCDE ¢ inscritivel e o pentdgono FGHIJ, néo.
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Figura 1.17 — Pentagono inscritivel e ndo inscritivel

No item c), as mediatrizes dos lados opostos séo paralelas, duas a duas,
logo é impossivel que haja uma intersecdo das mesmas, o que faz com que

seja impossivel inscrever um paralelogramo nao retangulo.

e Atividade 1.7: Circuncentro de um poligono

Materiais necessérios: papéis (com circunferéncias ja desenhadas) e

régua e compasso para 0S exercicios.

Agora que ja sabemos que um poligono, com mais de trés lados, pode
ou nao ser inscritivel, vamos considerar aqueles que o sdo. Nessa
atividade, vamos investigar como determinar o circuncentro de um poligono

sabendo que ele é inscritivel.
Por exemplo, dado um pentagono inscrito numa circunferéncia, como

podemos determinar o centro dessa circunferéncia (que € o circuncentro do

pentagono)?
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E

Figura 1.18

Vamos chamar de ponto O, o circuncentro do pentagono ABCDE. Para
determinar a posi¢cdo do ponto O, precisaremos relembrar a Propriedade
Fundamental da Mediatriz (Atividade 1.3). Note que como o ponto O é o
circuncentro do pentagono ABCDE, ele deve equidistar de A, B, C, D e E.
Isto €, OA = OB = OC = OD = OE. Vamos por partes: como OA = OB, o
ponto O pertence a mediatriz de AB. Como OB = OC, o ponto O também
pertence a mediatriz de BC. Raciocinando analogamente chegaremos a
conclusdo que ponto O deve pertencer simultaneamente as mediatrizes dos
segmentos AB, BC, CD, DE e EA.

Inicialmente, vamos marcar cinco pontos: A, B, C, D e E, sobre uma
circunferéncia dada. Como fizemos na Atividade 1.4, vamos utilizar
dobraduras para determinar a mediatriz de cada um dos lados do
pentagono ABCDE. Para obter a mediatriz do lado AB, basta sobrepor os
vértices A e B dobrando o papel e tomando cuidado para que ao marcar a
mediatriz (fazendo um vinco no papel) a sobreposi¢cdo dos vértices ndo seja
desfeita. Procedendo de modo anéalogo para os outros lados do pentagono,

iremos observar que todas as mediatrizes se intersectam no ponto O.
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Figura 1.19 — Circuncentro do pentagono.
Exercicios:
a) Neste exercicio sao dados dois hexadgonos. O primeiro é um
hexagono regular (tem todos os lados e angulos internos iguais)

enquanto o outro é nao regular. Usando régua e compasso,

determine qual(is) desses hexagonos é (sdo) inscritivel(is).

Figura 1.20 — Hexagono regular e ndo regular.

b) Na verdade, ndo é necessério tragar todas as mediatrizes dos lados
para obter o circuncentro de um poligono. Sabendo disso, determine
guantas mediatrizes dos lados de um poligono sdo necessarias para

obter o circuncentro do mesmo.
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c) Dados seis pontos sobre uma circunferéncia, determine utilizando
régua e compasso, o circuncentro do hexadgono formado por estes

pontos.

Observagdo ao professor: Embora os itens a) e c) parecam

redundantes, pois em ambos utilizamos o PFM (estudado na Atividade
1.3), eles na verdade ndo o s&do. No item a) esperamos que 0S
estudantes compreendam que, dado um hexagono ele pode ou néo ser
inscritivel, ou seja, pode ou ndo existir um ponto que equidiste dos
vértices do hexagono, ao passo que, nas condicbes do item c), isso é
sempre possivel.

No item b) esperamos que o0s estudantes percebam que o numero
de mediatrizes dos lados de um poligono necessarias para determinar o
circuncentro é sempre uma unidade a menos que o numero de lados do
poligono, isto €, num poligono com n lados precisamos tracar n-1
mediatrizes, pois a ultima fica determinada.

E importante que apoOs a realizacdo destes exercicios, os alunos
tenham compreendido e sejam capazes de expressar 0 seguinte fato: se
um poligono é inscritivel, entdo as mediatrizes dos lados do poligono se
intersectam num mesmo ponto.

No préximo exercicio desejamos verificar a reciproca dessa

proposicao.

d) Se num poligono todas as mediatrizes se intersectam num mesmo

ponto, podemos afirmar que este poligono é inscritivel? Justifique.

Observacédo ao professor (continuacao): A reciproca é verdadeira, pois

se todas as mediatrizes se intersectam num mesmo ponto, pela

Propriedade Fundamental da Mediatriz sabemos que esse ponto

40




equidista de todos os vértices do poligono, sendo assim 0 seu

circuncentro.

Dessa forma, podemos concluir que:

se um poligono é inscritivel, entdo as mediatrizes dos lados do poligono

se intersectam num mesmo ponto.

E, reciprocamente,

se num poligono todas as mediatrizes se intersectam num mesmo ponto

o poligono é inscritivel.

Juntando as duas afirmac¢des em uma s, escrevemos:

Um poligono é inscritivel se, e somente se, as mediatrizes de seus lados

se intersectam todas num mesmo ponto.
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SECAO 2 — ESTUDO DA BISSETRIZ

Nesta secdo vamos propor atividades que visam facilitar a aprendizagem
do conceito de bissetriz, fazendo com que o estudante conclua a partir de
atividades reflexivas e orientadas as principais propriedades da mesma, tais
como: a divisdo de um angulo em duas partes iguais (bissec¢do do angulo);
a bissetriz como lugar geométrico e também aplicacdes da bissetriz, para

determinar o incentro de triangulos e poligonos em geral.

e Atividade 2.1: Descobrindo a bissetriz

Materiais necessarios: papel, régua e tesoura.

O objetivo desta atividade € utilizar dobraduras para dividir um angulo

dado qualquer em dois angulos iguais.

Utilizando a régua, construa no papel um angulo AOB de medida

qualquer.

(e

Figura 2.1 — Angulo AOB.

Agora dobre o papel fazendo com que a semirreta OA coincida (fique

sobreposta) com a semirreta OB.
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Figura 2.2 — Dobradura de bisseccéo do angulo AOB.

Em seguida, desdobre o papel retornando a posi¢ao inicial e marque um

ponto P sobre a linha de dobra.

Figura 2.3 — Angulo AOB bissectado.

Areta OP é a bissetriz do angulo AOB. A bissetriz de um angulo, é a

reta que o divide em dois angulos congruentes.
Exercicios:

a) E correto afirmar que os angulos AOP e BOP s&o congruentes?

Justifique utilizando a construcao acima.

b) Compare o angulo que vocé construiu com os de seus colegas e

discuta as respostas do item anterior.
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Observacéo ao professor: Na realizacdo dos exercicios é importante que

os alunos percebam que apesar de terem construido angulos distintos, em
todos os casos, os angulos AOP e BOP seréo congruentes, o que pode ser
justificado pela perfeita sobreposicdo dos mesmos.

Depois que os alunos concluirem o exercicio, cabera ao professor
sistematizar o que foi observado pelos alunos e estabelecer o que vem a ser

a bissetriz de um angulo.

c) Recorte um triangulo de papel e use dobraduras para encontrar as
trés bissetrizes dos angulos do triangulo. Observe que as bissetrizes
se intersectam todas num mesmo ponto. Na Atividade 2.4 vocé vai

justificar esse fato.

d) Construa um quadrado numa folha de papel e recorte-o. Use
dobraduras para encontrar as quatro bissetrizes do quadrado. Elas

se intersectaram num mesmo ponto, cComo ocorreu com o triangulo?

e) Agora construa um retangulo que nao seja quadrado e recorte-o do
papel. Novamente, use dobraduras para encontrar as bissetrizes do
retangulo. As bissetrizes do retangulo se intersectam num mesmo

ponto?

e Atividade 2.2: Construcao da bissetriz com régua e compasso

Materiais necessarios: papel, régua e compasso.

Nesta atividade construiremos a bissetriz de um angulo qualquer
utilizando régua e compasso. Marque um ponto O no papel e com a régua
trace duas semirretas distintas partindo do ponto O. Com a ponta seca do

compasso sobre o ponto O e uma abertura qualquer, trace um arco de
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circunferéncia intersectando ambas as semirretas. Vamos chamar os

pontos de intersecao da circunferéncia com as semirretas de A e B.

Figura 2.4 — Angulo AOB.

Trace outros dois arcos de circunferéncias com mesmo raio. Um com
centro no ponto A e raio AB e outra com centro no ponto B e mesma
medida de raio. Fazendo isso os arcos de circunferéncias se intersectarao
em dois pontos, no entanto um deles ja € suficiente para determinar a

bissetriz do angulo, chamaremos esse ponto de C.

/3 A

Figura 2.5 — Bissetriz do angulo AOB.

Nos exercicios a seguir, vocé vai justificar sozinho que a reta OC é a

bissetriz do angulo AOB, isto &, vai mostrar que AOC = BOC.
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Exercicios:

a) Tendo como base a construcdo feita acima, explique por que temos
AC =BC.

b) Justifique a congruéncia dos triangulos AOC e BOC.

c) Por que os angulos AOC e BOC s&o congruentes?

d) A figura acima sugere que a reta OC , além de ser bissetriz de AOB, seja

também mediatriz de AB. Explique por que OC ¢ mediatriz do segmento
AB.

e) Construa com régua e compasso as bissetrizes internas do triangulo

abaixo e diga o que vocé observou a cerca do encontro das bissetrizes?

Figura 2.6

f) Construa com régua e compasso as bissetrizes internas do pentagono

abaixo e diga o que vocé observou a cerca do encontro das bissetrizes?
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Figura 2.7

g) Faca o mesmo que o exercicio anterior, mas com um pentagono regular
(que tem todos os lados e todos os angulos internos com a mesma
medida). Descreva o que vocé observou a cerca do encontro das
bissetrizes.

Figura 2.8

e Atividade 2.3: A bissetriz como lugar geométrico

Para essa atividade sera necessario que a escola disponha de um

laboratério de informatica ou de um projetor de multimidia.
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Nesta atividade, faremos uso do software GeoGebra, a fim de estudar a
Propriedade Fundamental da Bissetriz, a saber: “A bissetriz € o lugar

geométrico dos pontos do plano que equidistam dos lados do angulo.”

Agora tracaremos um angulo AOB qualquer e sua bissetriz utilizando o
GeoGebra. Esta sera a base para a atividade. Assim como fizemos na
Atividade 1.3, logo ap0s abrir o programa GeoGebra vamos fechar a Janela
de Algebra e ESCONDER EIXOS, a fim de deixar a Janela de Visualizag&o

em branco.

Selecione a ferramenta RETA e cliqgue em dois pontos quaisquer na
Janela de Visualizacdo. Fazendo isso, aparecerd uma reta definida pelos
dois pontos. Para construir uma reta concorrente, clique no primeiro ponto e

em seguida num ponto fora da primeira reta tracada.

O GeoGebra nomeia automaticamente os pontos construidos e para
visualizar o “nome” de cada ponto, basta clicar com o botdo direito do
mouse sobre o ponto e escolher a opcédo Exibir Rétulo. Mas também é
possivel renomear cada ponto e para isso basta clicar com o botao direito
do mouse sobre o ponto, escolher a op¢cdo Renomear e alterar o nome do
ponto na caixa que sera aberta. A fim de manter a mesma configuracdo das
atividades anteriores, vamos nomear 0s trés pontos construidos até aqui,

como na figura abaixo:
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Figura 2.9

O GeoGebra permite que facamos a construcdo da bissetriz, como
fizemos na Atividade 2.2 (anterior), no entanto nosso objetivo ndo € mais a
construcdo da bissetriz, por isso vamos utilizar a ferramenta que constroi
automaticamente a  bissetriz. Selecione a ferramenta RETA
PERPENDICULAR e posicionando o cursor sobre o triangulo situado na
parte inferior direita do icone, escolha a ferramenta BISSETRIZ. Depois
clique sobre os pontos A, O e B, nessa ordem. Temos, assim, a bissetriz do
angulo AOB.
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Figura 2.10

Em muitos livros didaticos, por uma questdo de conveniéncia, define-se
a bissetriz como uma semirreta que divide um angulo ao meio. No entanto,

para falar da Propriedade Fundamental da Bissetriz € importante tratar a
bissetriz como uma reta, tal qual aparece no GeoGebra.

A fim de verificar a propriedade da bissetriz estudada nas atividades
anteriores, marque um ponto C sobre a bissetriz de AOB. Selecione a
ferramenta ANGULO e clique nos pontos A, O e C, nesta ordem. O
programa mostrara a medida do angulo AOC. Para obter a medida do
angulo COB, basta clicar logo em seguida nos pontos C, O e B, também
nesta ordem. E provavel que as medidas dos &angulos aparecam
sobrepostas, mas € possivel movimenta-las, bastando para isso selecionar
a ferramenta MOVER e clicar sobre as medidas dos angulos arrastando-as

para uma posicao conveniente.
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Figura 2.11

Observe que ao clicar e movimentar os pontos A, B ou O, os angulos

AOC e COB sido sempre congruentes, pois a reta OC é a bissetriz do
angulo AOB.

Para fazermos a construgcdo que mostrara a bissetriz como lugar
geométrico, é importante salientar que quando falamos de distancia entre
dois objetos, em matematica, estamos nos referindo a menor distancia, isto
€, a distancia entre um ponto e uma reta € o comprimento do segmento
perpendicular a reta que inicia no ponto e termina na reta.

Apenas para ndo gerar problemas com relacdo a propriedade a qual
desejamos mostrar, vamos marcar um outro ponto sobre a bissetriz do
angulo AOB, que chamaremos de D. Para ndo poluir a constru¢éo, vamos
ocultar o ponto C, clicando sobre ele com o botdo direito do mouse e
desmarcando a opg¢ao Exibir Objeto. Agora, vamos determinar a distancia
do ponto D aos lados do angulo AOB. Comecaremos determinando a

distancia do ponto D até a reta OA. Selecione o guarto icone (da esquerda

para a direita) na barra de ferramentas, o qual deverd estar destacando a
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ferramenta BISSETRIZ. Clique sobre o triangulo situado no canto inferior
direito e escolha a ferramenta RETA PERPENDICULAR. Como queremos

uma reta perpendicular a reta OA passando pelo ponto D, basta clicar
sobre a reta OA e em seguida sobre o ponto D. Para obter a medida da
distancia do ponto D a reta OA, precisamos marcar o ponto de intersecéo

da reta OA com a perpendicular. Clique sobre a ferramenta PONTO e
posicione 0 cursor na interse¢do das retas mencionadas anteriormente,
guando ambas estiverem destacadas clique sobre elas. Teremos, entdo, um
ponto E, a fim de melhorar a visualizagcdo vamos marcar o segmento DE e
esconder o resto da perpendicular. Para isso selecione a ferramenta RETA
e clicando no triangulo no canto inferior direito, selecione a ferramenta
SEGMENTO e depois clique nos pontos D e E. Para esconder a
perpendicular basta clicar sobre ela (num ponto fora do segmento DE) com

o botdo direito do mouse e escolher a opcédo Exibir Objeto. Para obter o

comprimento do segmento DE (distancia do ponto D a reta @\), basta
selecionar a ferramenta ANGULO, clicar sobre o triangulo situado na parte
inferior direita, escolher a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU
PERIMETRO e clicar sobre o segmento DE.

Para determinar a distancia do ponto D a reta OB, basta determinar

sobre a reta OB um ponto F, que pertenca a reta perpendicular a OB que
passa pelo ponto D. Para isso, basta seguir um procedimento analogo ao

descrito no paragrafo anterior, finalizando com a medida do segmento DF.
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Exercicios:

a) Movimente os pontos livres (A, O e B) da figura obtida. O que vocé

observou com relacdo aos angulos e medidas assinalados?

b) Movimentando o ponto D ao longo da bissetriz do angulo AOB, o que

vocé observa a respeito dos comprimentos dos segmentos DE e DF?

c) Crie um ponto F qualquer (fora da bissetriz de AOB) e obtenha as

distdncias do ponto F as retas OA eOB. Movimente o ponto F
livremente e descreva quando as distancias do ponto F aos lados do

angulo sao iguais.

d) Descreva as propriedades da bissetriz do angulo AOB identificadas nos

itens anteriores.

Observacéo ao professor: Apés os alunos concluirem os exercicios é

importante que fiqgue claro para eles o enunciado da Propriedade
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Fundamental da Bissetriz, isto €, que bissetriz € o lugar geomeétrico dos
pontos que equidistam dos lados do angulo. O que também pode ser
entendido através das duas afirmacdes a seguir:

Considerando um angulo AOB, qualquer:

i) se C é um ponto da bissetriz de AOB, entdo as distancias de C as

retas OA e OB séo iguais;

i) se P ndo é um ponto da bissetriz de AOB, entdo as distancias de P

as retas OA e OB séo diferentes.

Recomenda-se que o professor fagca os estudantes refletirem sobre a
diferenca entre as duas afirmacbes acima e que conduza seus

estudantes a observarem que a afirmacdo i) diz que se a

distancia(P , ‘OﬁA) = distancia(P , OB ), entdo P esta na bissetriz de AOB.

Os exercicios propostos a seguir tém como objetivo justificar a

Propriedade Fundamental da Bissetriz.

Exercicios de aprofundamento:

Para os exercicios a seguir, considere um angulo AOB e sua respectiva

bissetriz.

a) Dado um ponto D sobre a bissetriz de AOB, serd que é sempre

verdade que D equidista dos lados do angulo?

Assim como foi feito no desenvolvimento da Atividade 2.3, vamos

considerar os segmentos perpendiculares aos lados do angulo AOB que

passam pelo ponto D. Sejam E e F os pés das perpendiculares as retas OA e

@, baixadas de D respectivamente. Temos, entdo, que os triangulos OED e

OFD s&o ambos retangulos, em E e F respectivamente. Como estes dois
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triangulos retangulos tém a hipotenusa (OD) em comum, podemos concluir que
eles sdo congruentes. Note que, como o ponto D, por hipétese, esta sobre a
bissetriz do angulo AOB = EQF, os angulos EOD e DOF sdo congruentes e
como os triangulos OED e OFD tém um angulo reto cada um, o 3° angulo de
cada um desses triangulos retangulos fica sempre determinado, uma vez que a
soma dos angulos internos de um triangulo € 180° (ver atividade no Anexo 2,
para um argumento informal sobre a validade deste fato). E claro que o fato de
ter todos os trés angulos internos congruentes ainda n&do provaria que 0S
triangulos sdo congruentes, visto que o caso AAA, so prova que os triangulos
OED e OFD séao semelhantes, no entanto, como ja dissemos anteriormente,
esses triangulos compartiiham o lado OD (hipotenusa de ambos), o que
novamente prova que os triangulos OED e OFD s&o congruentes pelo caso
ALA e consequentemente ED = FD. Ou seja, as distancias do ponto D aos
lados do angulo EOF = AOB, s&o de fato iguais.

Observacdo: No préximo exercicio, usaremos um caso especial de
congruéncia de triangulos, valido somente para triangulos retangulos, a saber:
“Se dois triangulos retangulos tém a hipotenusa e um dos catetos
respectivamente congruentes, entao os triangulos sdo congruentes.” Vejamos 0
porqué. Considere dois triangulos retangulos (ABC e DEF) com as hipotenusas
(AC e DF) e com os catetos (BC e EF), respectivamente congruentes, como

mostra a figura a seguir:

90‘,j_|90°

A B=E D

Figura 2.13: Inspirada em MUNIZ NETO, Antonio Caminha [10] (2012, p. 57).

Ao justapor os catetos BC e EF formamos um triangulo isésceles ADC
(ou ADF, como quiser), de base AD. Como os angulos da base de um triangulo
isGsceles sdo sempre congruentes, temos que os triangulos retangulos ABC e

DEF, tém além do angulo reto, o outro angulo da base também congruente.
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Logo, como a soma dos angulos internos é constante, os dois triangulos
retangulos tém todos os angulos internos congruentes. Dai, pelo caso classico
de congruéncia LAL, temos que os triangulos retangulos sédo de fato
congruentes. Ou seja, se dois triangulos retangulos tém a hipotenusa e um
cateto iguais, o outro par de catetos sempre sera igual. Chamaremos esse

caso de congruéncia de C.H. (cateto — hipotenusa).

b) Dado um ponto P, tal que as distancias de P até os lados do angulo
AOB so iguais, sera que é sempre correto afirmar que P pertence & bissetriz
de AOB?

Novamente, seguindo a notagdo utilizada na Atividade 2.3, vamos

considerar o ponto E sobre a reta OA e 0 ponto F sobre a reta OB, de tal
forma que EP = FP e que os pontos E e F sdo os ‘pés’ das perpendiculares aos
lados do angulo AOB que passam por P. Se considerarmos o segmento OP,
teremos dois triangulos retangulos: OEP e OFP, os quais tém a hipotenusa
(OP) comum e um par de catetos congruentes (EP = FP). Entdo pelo caso de
congruéncia C.H. os triangulos retangulos s&o congruentes. Isso equivale a
dizer que os angulos EOP e FOP, sdo congruentes e consequentemente o

segmento OP estéa sobre a bissetriz de EOF = AOB.

e Atividade 2.4: A reta tangente

Para essa atividade serd necessario que a escola disponha de um
laboratorio de informatica ou de um projetor de multimidia e compasso para

um dos exercicios.

Esta atividade além de tratar de um importante tema da geometria plana,
que também faz parte do contetdo programatico do 8° ano de escolaridade,
tem como principal objetivo preparar e facilitar o entendimento de nossa

proxima atividade. Ou seja, 0 estudo da reta tangente a uma circunferéncia,
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além de possibilitar o aprendizado de um importante fato geométrico,

também nos servira como pré-requisito para uma futura atividade.

Uma reta tangente a uma circunferéncia € uma reta que intersecta a
circunferéncia num unico ponto, chamado de ponto de tangéncia. Por
exemplo, na figura abaixo, a reta r € tangente a circunferéncia com centro

no ponto O e raio OT, no ponto T.

Figura 2.14 — Reta tangente a circunferéncia

Para estudarmos as propriedades da reta tangente, vamos utilizar
novamente o software GeoGebra. Como sempre, para iniciar vamos fechar
a Janela de Algebra e ESCONDER EIXOS, a fim de melhorar a
visualizagdo. Iniciaremos construindo uma circunferéncia qualquer.
Selecione a ferramenta CIRCULO DADOS CENTRO E UM DE SEUS
PONTOS e depois clique e arraste 0 mouse até obter uma circunferéncia
com o tamanho desejado. Em seguida, clique com o botédo direito do mouse
sobre o ponto destacado na circunferéncia e desmarque a opgéo Exibir
Objeto, para ocultar tal ponto, a fim de evitar confusdo com outro ponto que
criaremos sobre a circunferéncia. Vamos chamar o centro da circunferéncia
de ponto O, clicando com o botdo direito do mouse sobre esse ponto e
escolhendo a opcdo Renomear. Feito isso, marque um ponto qualquer
sobre a circunferéncia. Vamos chama-lo de ponto T (o procedimento para
renomear é analogo ao que fizemos para o ponto O). Agora, crie o
segmento OT, clicando sobre o triangulo no canto inferior direito da
ferramenta RETA e selecionando a op¢do SEGMENTO, em seguida clique
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nos pontos O e T. Assim, temos o0 segmento OT que € o raio da

circunferéncia.

Vamos construir uma reta perpendicular ao raio OT, pelo ponto T. Para
isso, selecione a ferramenta RETA PERPENDICULAR e clique
sequencialmente sobre o segmento OT e sobre o ponto T. A reta criada é
uma reta tangente a circunferéncia no ponto de tangéncia T, pois a
distancia desta reta ao centro O da circunferéncia € igual ao raio OT, assim
todos os outros pontos da reta estdo a uma distancia maior que OT de O,
portanto, sdo externos a circunferéncia. Chamaremos esta reta de t. Marque

um ponto sobre a reta t. Vamos nomeé-lo como ponto A, de modo que t =

AT . Embora, ja saibamos que a reta t é perpendicular ao raio OT, vamos
evidenciar tal fato denotando o angulo reto, bastando para isso, selecionar a
ferramenta ANGULO e em seguida, clicar nos pontos A, T e O, nesta

ordem.

Para finalizar, vamos definir os segmentos AT e AO. Selecione a
ferramenta SEGMENTO e clique nos pontos A e T e posteriormente nos
pontos A e O. Para denotar os comprimentos dos segmentos definidos até
entdo, clique sobre o triangulo no canto inferior direito da ferramenta
ANGULO e selecione a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU
PERIMETRO. Em seguida, clique sobre os segmentos: OT, AT e AO.
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Figura 2.15
Exercicios:

a) Movimente o ponto T pela circunferéncia. O que ocorre com o angulo
reto?

b) Movimente o ponto A pela reta t. Quando a distancia do ponto A ao

centro da circunferéncia (ponto O) é minima?

c) A figura abaixo mostra um ponto P que dista 2 cm de uma reta s.
Utilizando um compasso, descreva o niumero de pontos na intersecao da
circunferéncia dada com a reta da figura em cada uma das situacdes a

sequir.

Figura 2.16
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c.1) Trace uma circunferéncia com centro no ponto P e raio maior do que 2 cm.

c.2) Trace uma circunferéncia com centro no ponto P e raio menor do que 2

cm.

c.3) Trace uma circunferéncia com centro no ponto P e raio igual a 2 cm.

Cada um dos subitens do exercicio c), trata de uma posicdo relativa
entre uma circunferéncia e uma reta, da seguinte maneira: considerando uma
reta s e uma circunferéncia com centro no ponto O e raio r, sendo d a distancia
do centro O a reta s, ha trés possibilidades para a reta s, em relagdo a

circunferéncia:

d=r d=r d=r

Secantes Tangentes Externas

Figura 2.17 — Posic0es relativas entre uma reta e uma circunferéncia.
Adaptado de DOLCE, Osvaldo [7] (1993, p. 154).

Uma observacédo interessante € que no primeiro caso, a reta s possui
pontos que distam de O menos que o raio da circunferéncia e pontos que
distam mais que o raio. No segundo caso, a reta s possui exatamente um ponto
cuja distancia a O é o raio e todos 0os demais estao a uma distancia de O, que
€ maior que o raio da circunferéncia. Finalmente, no terceiro caso todos o0s

pontos de s distam de O, mais que o raio da circunferéncia.

60



e Atividade 2.5: Incentro de um triangulo.

Para essa atividade novamente sera necessario que a escola disponha
de laboratério de informética ou de projetor de multimidia. Para realizacao

dos exercicios propostos serao necessarios: régua, compasso e tesoura.

Nesta atividade, mais uma vez faremos uso do software GeoGebra, a
fim de estudar o incentro de um triangulo (que é ponto de encontro das

bissetrizes internas do triangulo) e suas propriedades.

Como de costume, vamos fechar a Janela de Algebra e ESCONDER
EIXOS. Construa um triangulo qualquer. Clique na ferramenta POLIGONO,
depois clique em trés pontos ndo colineares e volte a clicar no primeiro
ponto a fim de fechar o tridangulo. Cligue com o botdo direito do mouse
sobre cada um dos vértices do triangulo e marque a opcao Exibir Ratulo.
Também é possivel construir um triangulo utilizando a ferramenta PONTO e

depois a ferramenta SEGMENTO para ligar os pontos e fechar o triangulo.

T . -
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Figura 2.18

Para tracar as bissetrizes dos trés angulos internos do tridngulo, basta

clicar sobre o triangulo na parte inferior direita da ferramenta RETA

61



PERPENDICULAR e selecionar a ferramenta BISSETRIZ. Para construir a
bissetriz do angulo BAC, basta clicar respectivamente nos vértices B, A e C.
Para tracar as outras duas bissetrizes, basta proceder de modo analogo
clicando em sequéncia nos vértices A, C e B e depois nos vértices C, B e A.

Note que as trés bissetrizes internas se cruzam num mesmo ponto, que
€ chamado de incentro do triangulo. Sendo assim, vamos nomea-lo com a
letra I. Para isso selecione a ferramenta PONTO e mova 0 cursor com 0
mouse até o ponto de intersecdo das bissetrizes internas do triangulo e
quando as trés estiverem destacadas clique sobre elas. Depois clique
sobre esse ponto com o botdo direito do mouse e escolha a opcao

RENOMEAR, na caixa que aparecera digite a letra I.

e m=me

Arquiv Edita Exibi Opcde Ferrament Janel Ajud:  Vocé entrou como Fabio Santos
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Figura 2.19

Exercicios:

a) Clique na ferramenta MOVER, movimente os veértices do triangulo (os
pontos A, B e C) livremente pelo plano e observe que as bissetrizes ainda

se intersectam, todas no mesmo ponto. Sera que isto é sempre verdade?

A resposta é, sim e voceé justificara este fato nos exercicios b), c) e d), a

sequir.
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b) E correto afirmar que o ponto | equidista dos lados AB e AC do
triangulo? Justifique a sua resposta. Dica: utilize os resultados obtidos na
Atividade 2.3.

c) E correto afirmar que o ponto | equidista dos lados AB e BC do
triangulo? E dos AC e BC?

d) Utilizando os dois itens anteriores, conclua que o incentro de um

triangulo equidista dos trés lados do mesmo.

e) Recorte um papel na forma de um triangulo qualquer e em seguida
determine o incentro desse triangulo utilizando dobraduras (ver Atividade
2.1). Digamos que a distancia do incentro a um lado qualquer do triangulo
seja r. Qual é a posicao relativa da circunferéncia de centro | e raio r, com

os lados do triangulo?

Observacdo ao professor: No item a) dos exercicios, esperamos que 0S

alunos percebam que independentemente da forma do triangulo, as 3
bissetrizes internas sempre se intersectam num mesmo ponto. Sugerimos
ao professor, que esclareca aos estudantes que isto ndo se configura uma
prova da existéncia do incentro, mas uma sugestdo, assim como feito na
Atividade 2.2 e).

Os itens b) e c), sdo uma preparacédo para o resultado mais importante
gue é cobrado no item d), onde esperamos gque 0s alunos consigam concluir
gue como o ponto | (incentro do triangulo) pertence a bissetriz do angulo
BAC, ele equidista dos lados AB e AC. E como o mesmo ponto | também
pertence a bissetriz do angulo ABC, ele estd a uma mesma distancia dos
lados AB e BC. Logo, a distancia do ponto | até o lado AC, € igual a
distancia de | até o lado AB, que por sua vez € igual a distancia de | ao lado
BC. Entéo, o incentro de um triangulo, de fato, equidista dos lados desse

triangulo.
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Novamente, ressaltamos que o aprendizado pode ser mais efetivo caso
0 estudante seja estimulado a se expressar por escrito e verbalmente com
detalhes, de maneira clara e completa.

Finalmente no item e), € muito provavel que a maior parte dos alunos
utilizem o pé da bissetriz como ponto de tangéncia da circunferéncia, pois
esse é um erro comum dos estudantes. Cabe, entdo, ao professor salientar
gue o ponto de tangéncia é obtido através da perpendicular ao lado do
tridangulo que passa pelo incentro. O que se pode obter dobrando um lado

sobre ele mesmo até alcancar o incentro.

Retornando a construcdo com o GeoGebra, se quisermos determinar a
distancia do incentro até qualquer um dos lados do triangulo (visto que
essas distancias sdo todas iguais), precisamos obter uma reta
perpendicular a um dos lados do triangulo passando pelo ponto I. Vamos
considerar a reta perpendicular ao lado AB que passa pelo ponto |. Para
construi-la devemos selecionar a ferramenta RETA PERPENDICULAR,
clicar sobre o lado AB e em seguida sobre o ponto I. Na intersecdo da
perpendicular com o lado AB, vamos marcar um ponto D. Basta selecionar
a ferramenta PONTO e posicionar o cursor na referida intersegéo e clicar.
Para destacar o ponto D, vamos marcar o segmento ID e esconder a reta
perpendicular a AB. Para isso, selecione a ferramenta SEGMENTO, clique
no ponto | e em seguida no ponto D. Para esconder a reta perpendicular a
AB, basta clicar com o botdo direito do mouse sobre esta reta (fora do
segmento ID) e desmarcar a opcao EXIBIR OBJETO.
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Figura 2.20

Esse ponto D € um dos pontos de tangéncia da circunferéncia inscrita no
triangulo, pois ID é a distancia de | ao lado AB. Ou seja, o ponto D, € um
dos pontos onde a circunferéncia inscrita no triangulo toca um dos lados do
mesmo. Para obter tal circunferéncia basta selecionar a ferramenta
CIRCULO DADOS CENTRO E UM DE SEUS PONTOS e clicar no ponto |

(centro da circunferéncia) e em seguida no ponto D.
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Entrada:

Se clicarmos na ferramenta MOVER e movimentarmos os veértices do
triangulo, veremos que mesmo mudando a forma do triangulo, a circunferéncia
estd sempre tangenciando seus lados. Por isso dizemos que a circunferéncia

est4 inscrita (por dentro) no triangulo.

Dessa forma, podemos concluir que o incentro (ponto de intersecdo das
bissetrizes internas do triangulo) é o centro da circunferéncia inscrita neste
tridngulo.

Exercicio (continuacao):

f) Determine o0s outros dois pontos de tangéncia da circunferéncia

inscrita no triangulo, procedendo de modo analogo ao que foi feito para

determinar o ponto D, nesta atividade.
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e Atividade 2.6: Incentro de poligonos.

Materiais necessarios: papel, régua e compasso.

O objetivo desta atividade é fazer com que os alunos sejam capazes de
determinar uma condicdo necessdéria para que um poligono qualquer seja
circunscritivel. Isto €, vamos obter uma propriedade de todos os poligonos

circunscritiveis.

Na atividade anterior, vimos que todo tridngulo é circunscritivel, ou seja,
€ sempre possivel inscrever uma circunferéncia num tridangulo. O que também
pode ser interpretado da seguinte maneira: dado um triangulo, € sempre
possivel determinar uma circunferéncia que tangencie os seus trés lados
simultaneamente. Como ja sabemos, o centro da circunferéncia € o incentro
(ponto de encontro das bissetrizes internas) do triangulo. Mas, sera que todo
poligono é circunscritivel? Isto é, dado um poligono qualquer, € correto afirmar
que existe uma circunferéncia tangente a todos os lados? Nessa atividade
vamos responder ndo sé esta pergunta, mas também encontrar uma condicao

necessdéria e suficiente para que exista uma tal circunferéncia.

Se pensarmos num retangulo (ndo quadrado), por exemplo, é féacil
perceber que nem todo quadrilatero pode estar circunscrito a uma
circunferéncia, como mostra a figura abaixo. Nesta figura, o centro da
circunferéncia foi obtido na intersecao das diagonais do retangulo. Note que a
circunferéncia até tangencia dois lados (AB e CD) do retangulo ABCD, mas néo
tangencia os outros dois (DA e BC). Como sé podemos afirmar que um
poligono é circunscritivel quando todos os seus lados (sem excecao)
tangenciam uma mesma circunferéncia (0 que equivale a dizer que a
circunferéncia esta inscrita no poligono), o retangulo ndo quadrado claramente

nao é circunscritivel.
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Figura 2.22

No entanto, se pensarmos num quadrado e novamente tracarmos uma
circunferéncia cujo centro também seja dado pela interse¢édo das diagonais do
quadrado, veremos que este quadrilatero é circunscritivel, como mostra a figura

abaixo.

b
m

Figura 2.23

Isso nos mostra que um quadrilatero pode, ou néo, estar circunscrito a
uma circunferéncia. O que nos leva a uma outra pergunta: O que é necessario

para que um quadrilatero (ou qualguer outro poligono) seja circunscritivel?

Exercicios:

a) Numa folha de papel, construa uma circunferéncia qualquer, em
seguida trace segmentos tangentes (com a melhor aproximacdo possivel)
formando um poligono circunscrito a circunferéncia com pelo menos quatro
lados. Use dobraduras para construir as bissetrizes internas (basta sobrepor os

lados adjacentes dois a dois).
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b) O que vocé pode afirmar sobre a intersecdo das bissetrizes do
poligono no item anterior? Com base na sua resposta, apresente uma condi¢cao
necessaria para que um poligono seja circunscritivel, isto €, uma propriedade

dos poligonos circunscritiveis.

c) Justifique o item anterior utilizando a Propriedade Fundamental da
Bissetriz (ver Atividade 2.3).

d) Observe o pentagono dado abaixo, onde estéo tracadas as bissetrizes
internas de cada angulo do mesmo. Esse pentagono € circunscritivel, construa
(utilizando de preferéncia régua e compasso) a circunferéncia inscrita nesse

pentagono.

Figura 2.24

Observacéo ao professor: O objetivo central desta atividade € fazer com que

os alunos compreendam que uma condi¢cdo necessaria para que um poligono
seja circunscritivel, € que as bissetrizes internas se intersectem num mesmo
ponto, isto €, em todo poligono circunscritivel, as bissetrizes se intersectam
num soO ponto. Na verdade, também vale a reciproca, ou seja, se todas as
bissetrizes de um poligono se intersectam em um sé ponto, entdo este
poligono é circunscritivel, mas a atividade acima néo trata dessa condicao.

No item b) a ideia central € mostrar que se um ponto pertence a todas as

bissetrizes internas de um poligono, entédo ele equidista de todos os lados do
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poligono. Por exemplo, no caso do pentagono ABCDE, vamos chamar de | o
ponto de intersecdo das bissetrizes internas. Como o ponto | pertence a
bissetriz do angulo DEA, ele equidista dos lados DE e EA. E como o ponto |
também pertence a bissetriz EAB, ele equidista dos lados EA e AB. Logo, por
transitividade, ja sabemos que a distancia do ponto | para os lados DE, EA e
AB sao iguais. Seguindo esse procedimento para os demais angulos do
pentagono, concluiremos que o ponto | equidista de todos os lados do
pentagono e € chamado de incentro do poligono.

O item d) requer que o aluno saiba construir uma perpendicular a um
segmento dado, passando por um ponto também dado. Tal construcdo pode
ser vista no Anexo 3. Mas a utilizacdo de dobraduras pode bastar para os

objetivos do exercicio e economizar um pouco de tempo.
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SECAO 3 — CEVIANAS E PONTOS NOTAVEIS DE UM TRIANGULO

Esta terceira e Ultima se¢do tem como objetivo completar o trabalho até
aqui desenvolvido, visto que nosso foco inicial foi estudar a mediatriz e a
bissetriz de uma maneira geral e ndo s6 com relacdo as suas aplicacdes nos
triangulos. No entanto, um dos principais assuntos de geometria estudado no

8° ano de escolaridade séo as linhas e pontos notéaveis dos triangulos.

Ja vimos nas secOes anteriores dois, dos quatro pontos notaveis mais
famosos dos triangulos: o circuncentro, que € o ponto de intersecdo das
mediatrizes dos lados e o incentro, que é o ponto de intersecdo das bissetrizes

internas. Dessa forma, falta estudar o ortocentro e o baricentro de um triangulo.

e Atividade 3.1: Ortocentro de um tridngulo.

Materiais necessarios: papel, tesoura, par de esquadros, lapis, e
borracha.

Inicialmente construa no papel um triangulo acutangulo (triangulo com
todos os angulos internos agudos, ou seja, menores do que um angulo reto) e
recorte-o. Através de dobraduras, vamos obter as alturas relativas a cada um
dos lados desse triangulo. Lembrando que cada altura é uma ceviana.
Cevianas, sdo segmentos de reta com um extremo num vértice de um triangulo
e outro no lado oposto ao vértice. As bissetrizes internas e as medianas (que
veremos a seguir), juntamente com as alturas, sdo as cevianas mais
importantes de um triangulo. A altura é a ceviana que é perpendicular ao lado
do triangulo, isto é, cada altura de um triangulo corresponde a menor distancia

entre o vértice e o lado oposto a ele.
Para marcar uma das alturas do triangulo recortado, deve-se ter o

cuidado de dobrar o papel fazendo com que o lado oposto ao vértice que

delimita a altura seja dobrado sobre ele mesmo. Assim:
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Eszta linha representa uma
das 3 alturas do tridngulo

Figura 3.1 — Dobradura para obter uma das alturas de um triangulo.

Repita este procedimento para os outros dois lados do triangulo e

observe o que acontece.

Figura 3.2 — Intersec¢ao das alturas do triangulo.
Adaptado de BIGODE, Antonio José Lopes [4] (2012, 8° ano, p. 126).

Note que as trés alturas do triangulo se intersectam num mesmo ponto
(na figura acima, representado como ponto H). O ponto H é chamado de
ortocentro do tridngulo, ou seja, 0 ortocentro € o ponto de intersecdo das

alturas de um triangulo.
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Exercicios:

a) Construa um triangulo retangulo, com o auxilio de um dos esquadros
(para fazer o angulo reto), recorte-o e através de dobraduras determine o
ortocentro desse triangulo. O que vocé observou? Discuta o resultado obtido

em grupo com seus colegas.

b) Construa um triangulo obtuséangulo (triangulo com um dos angulos
maiores do que 90°) e, sem recorta-lo do papel, faca as dobraduras a fim de
obter novamente o ortocentro do triangulo. O que vocé observou dessa vez?

Discuta o resultado obtido com seus colegas.

Observacédo ao professor: apesar da atividade com dobraduras nos fazer

intuir o fato verdadeiro de que as trés alturas de um triangulo se intersectam
num Unico ponto, optamos por ndo justificar tal fato neste texto.

Depois que os alunos realizarem as atividades e discutirem os resultados
obtidos em grupo, é importante sistematizar o que foi observado por eles.

Por exemplo, no item a) esperamos que 0s alunos observem que o0
ortocentro coincide com o vértice do angulo reto, pois dois lados do triangulo
retangulo (seus catetos) sdo também alturas e por isso a unica dobradura a ser
feita nesse caso € da altura relativa ao maior lado (hipotenusa).

Ja no item b) esperamos uma maior dificuldade por parte dos alunos para
determinar o ortocentro, dado que num triangulo obtusédngulo o mesmo se
encontra fora do triangulo, por isso talvez seja importante alertar os alunos
sobre o prolongamento de um dos lados do triangulo.

Exercicios adaptados de BIANCHINI, Edwaldo [3] (2011, 8° ano, p. 147).
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e Atividade 3.2: Baricentro de um tridngulo.

Materiais necessarios: papel, tesoura, régua, lapis, borracha e cartolina,

ou papelao.

Nesta atividade, vamos determinar a posicdo do baricentro (centro de
gravidade) de um triangulo.

Construa um triangulo qualquer e recorte-o do papel. Vamos utilizar
dobraduras para marcar as medianas do triangulo. A mediana é a ceviana que
liga o vértice ao ponto médio do lado oposto. Dessa forma, devemos
inicialmente marcar os pontos meédios de cada lado do triangulo. Para isso
basta sobrepor os vértices do triangulo dois a dois, tomando o cuidado de

dobrar apenas no ponto médio de cada lado.

Dobre Desdobre

A A 4

Ponto Médio

Figura 3.3 — Dobradura para obter o ponto médio do lado de um triangulo.

Sabendo a posicdo do ponto médio basta fazer uma dobra que ligue-o

E /\
Abra
K

O segmento marcado pela
dobradura é uma das
medianas do triingulo.

ao vértice oposto.

Figura 3.4 — Dobradura para obter uma mediana de um triangulo.
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Repetindo esse procedimento nos outros dois lados do tridngulo,
veremos que as trés medianas do triangulo se intersectam num mesmo
ponto. Esse ponto € chamado de baricentro do triangulo. Na figura abaixo, o
baricentro do triangulo esta representado pelo ponto G.

Ponto
Meédio

Figura 3.5 — Encontro das medianas de um triangulo.

Para entender por que o ponto de intersecdo das medianas de um
triangulo € o centro de gravidade de sua superficie, recorremos a LIMA, E.
L. [8] (2006, p. 286 - 287):

"Imagine um triangulo ABC recortado de uma chapa de madeira
homogénea e pendurado pelo vértice A. Por que a reta vertical que passa
por A, passa também no ponto médio de BC?

Para responder, imagine o triangulo ABC cortado por fatias muito finas.
Cada fatia é “quase” um segmento e, portanto sO fica equilibrada se
pendurada pelo seu ponto médio. Logo, a reta vertical que contém A passa
pelos pontos médios de todas as fatias e, em particular, pelo ponto meédio
de BC.
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Figura 3.6

Ora, se o centro de gravidade da superficie de um tridngulo pertence a
uma mediana, entdo (repetindo-se a experiéncia) ele é o ponto de
intersecao das trés medianas. Concluimos entdo que o ponto de intersecao

das medianas de um triangulo € o centro de gravidade de sua superficie.”

Exercicios:

a) Na atividade anterior, vimos que dependendo do tipo de triangulo
(acutangulo, retangulo, ou obtusangulo) o ortocentro pode estar no
interior, sobre um vértice, ou exterior ao triangulo. Isso também ocorre

com o baricentro? Discuta em grupo as respostas dadas.

b) Em cada uma das medianas, meca a parte que fica entre o vértice e 0
baricentro e compare com a parte que fica entre o baricentro e o ponto
médio do lado oposto ao vértice considerado. O que vocé observou?

Discuta em grupo os resultados obtidos pelos seus colegas de classe.

c) Recorte um triangulo de uma cartolina, ou qualquer outro material rigido
(como papeléo, por exemplo) e trace as medianas desse triangulo a fim
de obter o seu baricentro. Depois faca um pequeno furo sobre o
baricentro do triangulo, passe um barbante pelo furo e dé um né na

ponta do barbante para que o barbante ndo mais passe pelo furo por
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aguele lado. Finalmente, segure o barbante pela ponta oposta a que foi
dado o né. O que vocé observou?

Exercicio adaptado de ANDRINI, Alvaro [1] (2012, 8° ano, p.199) e
DANTE, Luiz Roberto [6] (2012, 8° ano, p. 99).

e Atividade 3.3: Pontos notaveis no tridnqulo equilatero

Para essa atividade ser4 necessario que a escola disponha de
laboratdrio de informatica ou de projetor de multimidia.

O objetivo desta ultima atividade € aplicar o conhecimento adquirido até
agui sobre os pontos notaveis de um triangulo no caso especial do triangulo
equilatero. Para isso, vamos utilizar o GeoGebra e suas funcionalidades
para construir um triangulo equilatero e os seus quatro pontos notaveis, a
saber: o incentro, o circuncentro, o ortocentro e o baricentro.

Vamos comecar construindo um triangulo equilatero.

Observacdo ao professor: embora o GeoGebra tenha uma ferramenta

gue permita a construcdo de poligonos regulares de forma imediata,
acreditamos que seja mais interessante para o aluno, sobretudo do Ensino
Fundamental, que ele mesmo faga a construcao do triangulo equilatero
passo a passo. Caso o estudante apresente dificuldade, segue abaixo a

construcao.

Na Janela de Visualizacdo do GeoGebra, selecione a ferramenta
PONTO e marque dois pontos A e B. Em seguida, selecione a ferramenta
SEGMENTO e clique sobre os pontos A e B, a fim de criar o segmento AB,
que serd um dos lados do tridngulo equilatero. Para determinar o terceiro
vértice do triangulo equilatero, selecione a ferramenta CIRCULO DADOS
CENTRO E UM DE SEUS PONTOS, cliqgue no ponto A e em seguida no
ponto B, depois faga o procedimento contrario, clicando em B e logo depois
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em A. Teremos, entdo, duas circunferéncias que se intersectam em dois
pontos. Logo, qualquer desses dois pontos de intersecdo pode ser
considerado como o vértice C do triangulo equilatero. como ponto C, o
ponto de intersecdo acima do lado AB. Mais uma vez, selecione a
ferramenta SEGMENTO e construa os segmentos AC e BC fechando,

assim, o triangulo equilatero.

& ot o W o
Arquivo Editar Exibir Opcées Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

Entrada: 1]

v anv |

Figura 3.7 — Construcdo de um triangulo equilatero no GeoGebra.

Para valorizar a figura do triangulo equilatero, vamos esconder as
construgdes auxiliares, clicando com o botdo direito do mouse sobre cada

uma das circunferéncias e desmarcando a op¢ao Exibir Objeto.

Exercicios preliminares:

a) Selecione a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU
PERIMETRO e clique sobre os trés lados do triangulo. Em seguida,
selecione a ferramenta MOVER e clique e arraste livremente os
vértices A e B. Descreva 0 que vocé observou com relacdo as

medidas dos lados do triangulo.
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b) De acordo com a construcdo geométrica feita para obter o vértice C,

explique por que o triangulo ABC é equilatero.

Agora vamos determinar os pontos notaveis do triangulo equilatero,
comecando pelo incentro. Como ja vimos anteriormente, o incentro € o
ponto de intersecdo das bissetrizes internas de um triangulo. Entéo,
selecione a ferramenta BISSETRIZ e clique nos vértices A, B e C (nesta
sequéncia), assim teremos a bissetriz que passa pelo vértice B. Para obter
as outras duas bissetrizes, basta clicar sequencialmente nos vértices B, A e
C e finalmente A, C e B. Como ja sabiamos, as trés bissetrizes internas
concorrem num mesmo ponto. Selecione a ferramenta PONTO e clique
sobre o incentro do triangulo. Vamos chamar esse ponto de ponto P. Para
isso, cligue sobre ele com o botdo direito do mouse e selecione a opg¢ao

Renomear.

Na sequéncia, vamos determinar o circuncentro do tridangulo equilatero,
no entanto, para facilitar a visualizagéo da propriedade que desejamos que
seja observada, vamos esconder as trés bissetrizes internas do triangulo
deixando a mostra apenas o ponto P. Para isto, basta clicar com o botdo
direito do mouse sobre cada uma das bissetrizes e desmarcar a opcao
Exibir Objeto.

Para determinar o circuncentro, que como ja vimos, € a intersecao das
mediatrizes dos lados do triangulo, selecione a ferramenta MEDIATRIZ. H&
duas maneiras de tracar a mediatriz. ou clica-se diretamente sobre o
segmento (lado do triangulo), ou clica-se em sequéncia nos pontos
extremos do segmento (vértices do triangulo). Escolha um desses métodos
e trace as trés mediatrizes dos lados do triangulo. Note que as trés
mediatrizes também se intersectam no ponto P (dica: selecione a
ferramenta MOVER e arraste os vértices A e B, a fim de observar melhor
esse fato). Ou seja, num triangulo equilatero, as bissetrizes internas e as
mediatrizes dos lados coincidem. Isto equivale a dizer que, num triangulo

equilatero, o incentro e o circuncentro S&o 0 mesmo ponto.
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Figura 3.8 — Triangulo Equilatero.

Mas, o que ocorre com relagcdo ao ortocentro e ao baricentro? Sera que
eles também coincidem no ponto P? Nos exercicios a seguir, vocé podera

responder essas perguntas.
Exercicios (continuacéo):
c) Tendo como base a figura anterior, marque os “pés das mediatrizes”
dos lados (pontos de intersecdo das mediatrizes com seus
respectivos lados). De tal forma que os pontos D, E e F, sejam o0s

pés das mediatrizes dos lados AB, BC e CA, respectivamente.

d) Utilizando a definicdo de mediatriz (estudada na secao 1), explique

por que os segmentos AE, BF e CD séao as alturas do triangulo ABC.

e) Utlizando a mesma definicho de mediatriz, expligue por que o0s
segmentos AE, BF e CD sdo também medianas do triangulo ABC.
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f) De acordo com o que foi desenvolvido nessa atividade e no que vocé
fez nos itens d) e e) anteriores, que conclusdo podemos tirar a

respeito dos pontos notaveis de um triangulo equilatero?

Atividade adaptada de ARAUJO, Luis Claudio Lopes de [2] (2010,
p.116).
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ANEXOS:

ANEXO 1

icones das ferramentas utilizadas no GeoGebra:

ESCONDER EIXOS

[
PONTO
[Z! RETA

=i RETA PERPENDICULAR

Y
| ./\- MEDIATRIZ
MOVER

ANGULO

Cm
/1 DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO

|@ CIRCULO DADOS CENTRO E UM DOS SEUS PONTOS

82



BISSETRIZ

I)l 4 POLIGONO

fcones das opcdes de formatacgéo utilizadas no GeoGebra:

Exibir Objeto

Exibir Rétulo

Renomear
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ANEXO 2

Atividade para intuir a soma dos anqulos internos de um trianqulo.

Recorte um triangulo qualquer e numere seus angulos.

Yire-o

Depois, dobrando-o, marque os pontos médios dos dois lados menores.

i
22 dobra

Em seguida, dobre na linha que une os pontos médios dos lados

menores do triangulo.
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Ponto
3% dobra -

E, fazendo os dois outros vértices do triangulo coincidirem

com o 1°, teremos 0 seguinte:

Os 3 angulos do triangulo ficaram reunidos ao redor de um mesmo
ponto. Ou seja, a soma dos angulos internos de um tridngulo equivale a uma

meia volta (180°).

Claro que isto ndo consiste em uma prova de que a soma dos angulos
internos de um tridngulo é 180°, por se tratar de um argumento visual. Contudo
ela reflete bem a demonstracdo classica usando a igualdade dos alternos

internos em retas paralelas cortadas por transversais.

A
-~ ~ .l"ll_:"'.lII r
. P ¥
A
B C _,.-"I'II =
B c’
B=Y
rlls =
C=X

A+Y+X =180° = A+B+C=180°
Adaptado de MORGADO, Augusto César [9] (1989, p. 42).
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ANEXO 3

Atividade para tracar a reta perpendicular a uma reta dada, passando

por um determinado ponto.

Sejam P um ponto qualquer e r uma reta que ndo contém P. Para tracar
uma reta perpendicular a r, passando por P, basta fazer o seguinte:

P
L]

T

-

1°. Fazer uma abertura no compasso que seja maior do que a distancia
entre P e r. Com a ponta seca do compasso em P, tragcamos um arco de

circunferéncia que intersecte a reta dada em dois pontos (digamos A e B);

2°. Tracar a mediatriz de AB, ou seja, com a ponta seca do compasso
sobre o ponto A, tragcamos um arco de circunferéncia com medida de raio igual
a AB (somente na direcdo oposta a P, pois a mediatriz passarda por P).
Depois, com centro em B e mesmo raio, tragamos outro arco de circunferéncia

de modo que este intersecte o primeiro arco;

3°. No ponto de intersecdo dos arcos de circunferéncia temos o ponto

que ligado ao ponto P, nos da a perpendicular desejada.
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CONSIDERACOES FINAIS:

Este trabalho foi elaborado como uma proposta de atividades
educacionais voltadas principalmente para o oitavo ano de escolaridade
basica. No entanto, ndo verificamos a aplicacdo dessa sequéncia didatica
em sala de aula, mas esperamos que num futuro préximo possamos avaliar
os resultados efetivos da aplicagdo das atividades aqui propostas, em

turmas regulares.

Esperamos que essa modesta proposta possa de alguma maneira
contribuir para o desenvolvimento do ensino de geometria na escola
basica, fazendo com que deixe de ser apenas coadjuvante e passe a
desempenhar um papel a altura de sua importancia nos curriculos de

matematica.
Para isso, contamos com o0 apoio dos colegas, professores de

matematica, no sentido de se apropriar desse trabalho, aplicando-o e

aprimorando-o, a fim de torna-lo mais eficaz na busca de seus objetivos.
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