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Resumo

Este trabalho é um breve estudo sobre as derivagoes em anéis polinomiais e os polinomios de
Darboux. Os dois resultados mais relevantes sao a caracterizagao dos polindmios de Darboux
lineares de qualquer derivacao linear em n varidveis e o resultado de que toda derivagao
homogénea em duas variaveis tem polinomio de Darboux.

Palavras-chave: Derivagoes, Derivacoes Homogeéneas, Polindmio de Darboux.

1 Introducao

Ao ouvir a palavra derivacao somos imediatamente remetidos as ideias de Newton e Leib-
niz relativas ao estudo de tangentes e taxas de variacao instantanea de funcoes. Porém, o
conceito de derivacao abordado neste texto é mais amplo, uma extensao do operador de-
rivagao para qualquer estrutura de anel. Contudo, coincide com a derivada ordinaria sobre
o anel de polinomios em uma variavel.

Em um trabalho sobre Equacgoes Diferenciais, em 1878, no artigo “Mémoire sur les
équations différentielles algébriques du premier ordre et du premier degré”, o matematico
Jean Gaston Darboux introduziu uma nova abordagem algoritmica para solugao de algumas
dessas ED’s, na qual surgem os polinomios de Darboux. Esses polinomios apareceram como
“pedacos” ou partes dos fatores integrantes para a solucao de algumas ED’s, como mostrado
em [4]:

“Paralelamente, Darbouz, em 1878, deu os primeiros passos para determinar
algoritmicamente integrais primeiras, baseando o seu método em uma ligagao en-
tre a geometria algébrica e a busca dessas integrais. Ele mostrou como construir as
integrais primeiras de um campo vetorial polinomial que possui um niumero sufici-
ente de curvas algébricas invariantes. Essas curvas sao definidas por polinomios:
0s assim chamados polinomios de Darboux. Em geral, a tarefa mais complexa
envolvendo os métodos darbouxianos € a determinacao dos proprios polinomios
de Darbouz.”

O principal objetivo desse trabalho é estudar as derivacoes polinomiais e os polinomios
de Darboux, em especial as derivagoes homogéneas em duas variavéis e as lineares em varias
variaveis. Além disso, servir como texto suplementar para estudantes que desejam dar os
primeiros passos no estudo das derivagoes de um anel. As derivacoes de um anel estao rela-
cionadas a varios problemas, como a Conjectura do Jacobiano e o Decimo Quarto Problema
de Hilbert, em diversas areas da Matemaética, como Geométria Algebrica e Equagoes Dife-
renciais (veja [3], [4], [7], [8] e [9]), o que justifica o nosso interesse pelo tema.

A referéncia principal deste texto é o livro de Andrzej Nowicki, Polynomial derivations
and their rings of constants, [9], onde encontra-se a maioria dos resultados aqui enunciados.



Neste texto procuramos utilizar conceitos algebricos elementares, e apresentar diversos exem-
plos com o propdsito de facilitar a assimilacao do contetdo pelo leitor.

Na secao 2 listamos alguns dos resultados bésicos sobre o anel polinomial em varias
variaveis. Na secao 3, definimos a aplicagao derivacao sobre um anel comutativo com uni-
dade e listamos os resultados basicos que sao utilizados direta ou indiretamente ao longo do
texto. Em especial, caracterizamos as derivacoes sobre um anel polinomial com coeficientes
complexos, Teorema 3.1. Na subsecao 3.1 explicitamos a relagao entre derivagoes lineares
e matrizes quadradas. Além disso, exibimos uma caracterizagao das derivacoes localmente
nilpotentes e lineares, Teorema 3.4.

Na secao 4, é definido o polinémio de Darboux de uma derivagao polinomial, os resultados
bésicos sobre polindmios de Darboux e alguns exemplos. Logo a seguir, iniciamos a procura
por polinomios de Darboux em certas derivacoes. Na se¢ao 5 estudamos os polindmios de
Darboux lineares de uma derivacao linear e um interessante resultado (Teorema 5.1) que
relaciona derivagoes polinomiais e polinomios de Darboux aos autovetores de certa matriz.
A discussao se encerra na secao 6, onde verificamos que toda derivagao homogénea do anel
polinomial com duas variaveis tem polinomio de Darboux, Teorema 6.1 .

2 Anéis Polinomiais

As derivagoes sobre anéis polinomiais sao o objeto central desse trabalho. Entao, nada
mais conveniente iniciarmos com a formalizacao dos anéis polinomiais em varias variaveis e
suas operagoes. Nessa secao, serao apresentadas as notacoes relativas ao estudo de monomios
e polinomios, propriedades operatérias e algumas definicoes importantes no contexto geral
do trabalho, como os conceitos de grau e fatoragao nesses anéis.

Um mondémio em n variaveis zy, ..., x, ¢ uma expressao algébrica

Qn

a1 00
ar{txy® .oapr,

onde a é um nimero complexo, chamado de coeficiente, e os inteiros nao-negativos aq, . .. o,
sao chamados de expoentes da respectiva variavel.

Para facilitar a leitura, usamos a notacao m = ax® para denotar um monomio, onde
a = (ag,a,...,a,). O grau total de um monémio (denotado por gr(m)) é a soma de todos
0s expoentes, ou seja,
gr(z®) =1 + ag + -+ + .

Quando o = (0,0,...,0) temos o monémio constante ax® = a. Logo, todo nimero
complexo é um monomio. E tem grau zero se for nao nulo e grau —oo se for zero, o monoémio
nulo.

Exemplo 2.1. Considere o monémio m = 5x3xoxizs. Veja que m tem coeficiente igual a

cinco e grai
gr(m) =2+1+4+3=10.



A soma entre dois monémios m = ar® = ax{'zy?... 2% en = b’ = a:fflx? coaPsé
é possivel se a = 3, ou seja, ay = by, ag = Bo, ..., a, = Bp. A soma é o monoémio com o

mesmos expoentes cujo coeficente é a soma dos outros dois coeficientes

m+n=(a+0b)x]"xy? - axon

Exemplo 2.2. A soma entre m = (=2 + 5i)zizexl e n = (3 — 2i)x3x9x} € 0 mondomio

m+n=((-2+3)+ (5 —2)i)aiwezy = (1 + 3i)zize7}

O produto entre dois monoémios m = az® = ar{'zd?...xp* e n = baf = bl a2 .xg"
com p > k é um monomio, cujo coeficiente é o produto de a por b com varidveis z1, ..., z,
e respectivos expoentes obtidos como soma dos expoentes das variaveis correspondentes

m-n = abai TPyt :)sg‘ﬁﬁp

onde os expoentes das varidaveis de m para valores maiores que k sao considerados nulos.

Exemplo 2.3. O produto entre m = (1 + 2i)x3x323 e n = (—4 — i)xxox373 € 0 monomio

my-my = (14 2i) - (—4 — ¥ 223 ai ™20 = (=2 — 90)aSwdada?

Um polinémio em n varidveis com coeficientes complexos, p, ¢ uma combinacao
linear de monomios denotado por
p= E Ao T

onde a, (a = (aj,as,...,a,)) é o coeficiente do monémio x*z5%. .. x

Qn
n -

Neste texto utilizamos a notacao C[zy, . . ., x,] para representar o conjuntos dos polindémios
em n variaveis com coeficientes complexos. Quando o nimero de variaveis é pequeno, é co-
mum denotar as varidveis por x, y, z, t e s. Por exemplo, C|z, y] é o anel polinomial em duas
variavéis, C[z, y, z] é o anel polinomial em trés variavéis e Clz, y, z, t| é o anel polinomial
em 4 variaveis.

Exemplo 2.4. O polinomio

p= (=142 2% + (1 — V20) 2?25t + (7 + 20z

¢ um polinomio em 4 varidveis cujos coeficientes sao agaz1) = (—1+1), a@szey = (1— V/2i)
e ap23) = (m+2i). Enquanto o polinémio

q = (2 +3i)z’y + 5xy® — ixy

¢ um polinomio em duas varidveis (q € Clx,y]) com coeficientes oz 1) = 2+ 3i, apo =5 e
06(1’1) = —1.



O grau de um polinémio p, (gr(p)), é o maior grau de seus mondmios. Ou seja,
gr(p) = maz{a} = max{ag + ag - + a,}.

No exemplo anterior, temos gr(p) = 14 e gr(q) = 4. Um resultado importante envolve o grau
do produto de dois polinomios, e serd utilizado no texto:

Teorema 2.1. Sejam f, g € Clzy,...,x,]. Entao

1. gr(fg) = gr(f) +gr(g);
2. gr(f +g) <max{gr(f), gr(g)}-

Demonstracao. Uma demonstragao desse resultado pode ser vista em [2]. U

No anel polinomial temos as seguintes operacgoes:

e Adicao: Dados dois polinomios p = Zaaxo‘ e q= Zngﬁ em Clzy,...,z,] temos

a 5
ptq= Z(aa +bg)x® + Zaaxa + Zbﬁxﬁ
a=p o a#B

o polinémio p + ¢ obtido ao somar os monomios que tém os expoentes iguais para as
respectivas variaveis, a = 3.

e Multiplicagao: Dados dois polindémios p = Zaa:ﬂa e q= Zbgmﬁ em Clzy,...,x,]

B
obtemos o polindémio

prqg=Y (aabg)z*"’
o
onde o + 8 = (a1 + P, 0 + B2 ...y + (B,). Ou seja, multiplicamos cada monémio de p
por cada monomio de ¢q. Assim p-q é a soma destes produtos de monoémios. E usual suprimir
o simbolo da multiplicacao ”-”, ou seja, geralmente usamos pg em vez de p-q .

Exemplo 2.5. Dado os polinomios
p=1ir" + (2 +0)2°y?* + 22%y + (1 — i)zy® — 2¢° e ¢ = 22°y* + (=3 +i)z’y + 5y°

temos

p+q =iz’ + A+ )2y’ + (=1 +i)a’y + (1 —i)ay* + 3y’

pqg = 2iz®y? + (=1 = 3i)xTy + (4 + 20)2%" + (=3 + 4i)2"y® + (2 — 20)x'y" + (=6 + 2i)z'y® +
(6 4 59)2®y® + (=2 + 4i)x3y® + (6 — 20)2%y° + 102%y* + (5 — 5i)ay® + —10y°



As propriedades da adicao e multiplicacao de polinomios sao listadas na Proposicao 2.1,
cuja verificagao é bem imediata e por isso omitimos deste texto. Qualquer conjunto munido de
uma “soma’e uma “multiplicacao” que satisfacam estas propriedades é conhecido como anel
comutativo com unidade. Ao longo deste texto a palavra anel significa anel comutativo
com unidade.

Proposicao 2.1. A soma e multiplicagio no anel polinomial A = Clxq,xs, ..., 2, tém as
sequintes propriedades

L (f+g)+h=[f+(g+h)e(fgh=f(gh);

2. frg=g+fefg=ygf;

3. Para todo f € A existe 0 € A tal que f+0=f ;

4. Para todo [ € A existe —f € A tal que [+ (—f) =0;
5

. para todo f € A existel € A tal que 1-f=f-1=f.
O

Um polindmio f é dito tnwvertivel se existe um polinomio ¢ tal que fg = 1. Caso
contrario, dizemos que f é nao invertivel.

1

Exemplo 2.6. O polinomio f =2 — 4i € invertivel. De fato, sendo g = % + =

1, temos

1 1
=2-4)|—=+=1]=1
Jd o polinomio p = (2 + 1)x%y* + 3xy? € nao invertivel, pois se existisse q tal que pg = 1,
teriamos

gr(pq) = gr(p) + gr(q) = gr(1) = 4+ gr(q) = 0= gr(q) = —4,

absurdo.

E facil ver que no anel polinomial C[zy,...,x,] o conjunto dos elementos invertiveis é
igual ao corpo dos nimeros complexos exceto o zero, ou seja, C*.

No conjunto dos inteiros Z, um elemento p nao nulo é chamado de primo se é nao invertivel
(p # 1 ep# —1) e para quaisquer a, b em Z tais que p = ab temos que a ou b é invertivel
em Z (a =1eb= —1). De forma analoga ao conceito de nimero primo, dizemos que um
polinémio nao nulo p em Clzy,...,z,] é um polinémio irredutivel se p nao é invertivel
e nao tem fatoragao trivial, ou seja, para quaisquer ¢, r € Clxy,...,x,] tais que p = ¢ - r
temos ¢ ou r invertivel (¢ € C* ou r € C*). Caso contrario dizemos que p é composto ou
redutivel.



Exemplo 2.7. Todo polinomio linear p = ax +b em Clz] e a # 0 € irredutivel. De fato,
sejam [ e g € Clz| tais que
p=17r-g
Neste caso temos
L=gr(p) = gr(f-g) = gr(f) +gr(9).

Entao gr(f) =0 egr(g) =1 ougr(f) =1 egr(g) =0. No primeiro caso f € constante e no
sequndo caso g € constante. Logo, p € irredutivel.

Exemplo 2.8. O polinomio p = (=1 + 2i)z*y* + (1 + 20)zy* + (2 + i)zy + (2 — 1)y € um
polinémio composto em Clz,y|, pois

p = (izy + D[(2 +i)zy + (2 — i)y].

A irredutibilidade depende do corpo dos coeficientes. Um polinomio pode ser redutivel
em um dado corpo e ser irredutivel em outro. Como vemos no exemplo a seguir.

Exemplo 2.9. O polinomio p(z) = x*> + 4 € um polinémio irredutivel em R[z], mas é com-
posto, em Clx], visto que p(x) = (z + 2i)(x — 21).

Dois polinémios f e g em Clzy,...,z,] sGo co-primos quando f e g ndo possuem fator
comum em suas decomposicoes. E usual indicar que f e g sao co-primos com a notagao
mdc(f, g) = 1.

Exemplo 2.10. Os polinémios f,g € Clz], com f =52 +20 e g = 223 — 62° + 22 — 6 sdo
co-primos, visto que suas fatoragoes resultam em

f=5(x—2i)(x+2i) eg=2(x—3)(z+1i)(r—1).
Como nao possuem fator comum, mde(f,g) = 1.

Exemplo 2.11. Os polinomios f, g € Clx,y], com f = 323 + 2z%y — dzy® + 2xy — 2y* ¢
g = 4aty — 4a3y? — 5ay? + Say® ndo sao co-primos. De fato, temos

f= B2 +5xy+2y)(z —y) e g = (42’y — bxy®)(z — y).

Como os dois polindmios tém pelo menos o fator x —y em comum (x—vy divide f e g), temos

mdc(f,g) # 1.

Proposicao 2.2. Sejam f, g e h € Clxy,...,x,]. Se f divide gh e mde(f, g) = 1, entao f
divide h.

Demonstracao. A demonstragdo pode ser vista em [2] para anéis polinomiais em duas
variaveis. O resultado pode ser estendido, visto que C|xy, ..., z,] é um dominio de fatoragao
Unica. 0



3 Derivacoes

Nesta secao introduzimos o conceito de derivagao sobre anéis, contudo o foco principal sao
as derivagoes em um anel polinomial de n-variavéis com coeficientes nos niimeros complexos,
C. Em seguida, apresentamos alguns resultados sobre as derivacoes localmente nilpotentes
(LND’s) e sobre as derivagoes lineares. Dois teoremas finalizam a segdo, relativos as de-
rivagoes triangulares e as lineares.

Uma aplicacao D sobre um anel A, D : A — A, é dita uma deriva¢ao em A se
e D(a+b) = D(a)+ D(b)

e D(ab) = aD(b) + bD(a),

para todos a e b € A.

A regra referente ao produto de dois elementos do anel é conhecida como a Regra de
Leibniz. Portanto o operador derivacao D respeita a soma e satisfaz a Regra de Leibniz.
Chamaremos Der(A) o conjunto de todas as derivagoes no anel A. Denotamos por D™ a
n-ésima composicao da derivagao D, sendo D°(a) = a a aplicacao identidade do anel.

Exemplo 3.1. No anel das matrizes quadradas de ordem n, M, (C), firada uma matriz
M € M, (C), definimos a aplicagao em M., (C) por

D(A)=MA — AM.
Vejamos que D € uma derivagao. De fato, para quaisquer matrizes quadradas A e B, temos
DA+B) = M(A+B)—(A+B)M
= MA+MB—-AM — BM
= (MA—AM)+ (MB — BM)
= D(A)+ D(B)

E vale a regra de Leibniz

D(AB) = M(AB)— (AB)M
— MAB— AMB + AMB — ABM
— (MA— AM)B+ A(MB — BM)
— D(A)B+ AD(B).

Vejamos alguns resultados bésicos para o operador D.
Lema 3.1. Seja A um anel e D € Der(A). Se D(a) =0, entdo teremos D(ab) = aD(b).

Demonstragao. De fato, pela regra de Leibniz temos
D(ab) = aD(b) + bD(a) = aD(b) + b(0) = aD(b).

7
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Seja D € Der(A). Se D(B) = 0 para um subanel B do anel A dizemos que D é uma
B-derivagao do anel A. O conjunto das B-derivagoes do anel A é denotado por Derg(A).
Neste texto, toda derivagao sobre o anel polinomial Cxy, ..., z,] é uma C-derivagao.

Lema 3.2. Seja Dy uma derivagdo sobre o anel A. Dados a e b € A temos que

D¥(ab) = io (f) D*(a) D' (b).

Demonstragao. Vamos provar a afirmativa acima por indugao em k. Para k = 1 temos

DY(ab) = i(?)D“(a)Di(b)

- 1
=0

- ((1)) D'%(a)D°(b) + G) D'~ (a)D'(b)
= bD(a) + aD(b).

Agora suponha a afirmacao valida para todo n < k. Entao

DF(ab) = D(D*'(ab))
~ D (Z (k A 1) Dk‘l‘i(a)Di(b)>

D (D*'"*(a)D'(b))



1

D¥(ab) = D"a)b+ %_1 ((f - 11) + (k B 1)) (D**(a)D'(b)) 4 aD*(b)

Na segunda igualdade utilizamos a hipétese de inducao e na peniltima a Relacao de Stiffel

() + () =0

U
Lema 3.3. Seja A um anel comutativo. Se D e E € Der(A), entio

1. aD € Der(A) para todo a € A;

2. D+ E € Der(A).
Demonstragao. Sejam b,c € A. Observe que

aD(b+c) =alD(b+ c)] =alD(b) + D(c)] = aD(b) + aD(c).

(aD)(bc) = a[D(bc)] = a[bD(c) + ¢D(b)] = baD(c) + caD(b) = b(aD)(c) + c(aD)(b).

Assim aD preserva a soma e a regra de Leibniz. Portanto aD é uma derivacao em A. O item

(2) ¢ verificado de forma andloga.
O

O Lema 3.3 mostra que a soma de duas derivacoes e o multiplo de uma derivagao por um
elemento do anel também sao derivacoes.

Lema 3.4. Seja D uma derivacdo do anel A. Entao para todo a € A e todo n € N temos a

tqualdade
D(a™) = na"'D(a).

Demonstragao. Vamos verificar a igualdade por inducao em n. Para n = 1 note que
D(a') = D(a) = 1D(a) = 1.1D(a) = 1a' ' D(a).

Agora suponha a igualdade védlida para n = k > 1, ou seja, D(a*) = ka*"1D(a). Assim



D(a*™) = D(ad")
= aD(a") +d*D(a)
= aka"'D(a) + a*D(a)
= ka"D(a) + a*D(a)
= (k+1)a"D(a).

Portanto D(a*™!) = (k + 1)a*D(a) e a afirmacao é vélida para todo n € N.

O
Com os resultados anteriores, temos todos elementos necessarios para enunciar o teorema
que caracteriza as derivagoes do anel Clzy, ..., z,).
Teorema 3.1. Se D é uma C-derivagao em Clzy, ..., x,], entao D é da forma
0 0
D=D(x)=— 4+ D(x,)=—
8271 8%
onde 3 € a deriwada parcial em relacao a varidvel x;.
T

Demonstragao. Vamos verificar o resultado em duas varidveis. O caso com n > 3 variaveis
é andlogo. Seja p € Clx,yl, entdo p = E a;jx'y’, onde a;; € C. Assim
i7j

mm:=D<2)wW>
S
zzﬁidmﬂw+wan
_ Z]a] [ix' " D(z)y’ + 2’y " D(y)]

= D(x)zmijxi*lyj + D(y)Zjaz‘jﬂUiyjfl

— D))+ D)5 (o)

Na segunda igualdade usamos que D é uma C-derivacao, na terceira a regra de Leibniz, e na
quarta o Lema 3.4.
O

10



Corolario 3.1. Dados fi,..., fn polinomios em Clxy, ..., x,] existe uma unica derivagao tal
que D(x;) = f;.

- 0 0
Demonstragao. Considere D = fj— + -+ + f,=—— e note que D(z;) = f;.
01, oz,
O
E facil notar que a definicdo de uma derivagdo em Clxy, ..., z,]| envolve simplesmente a

escolha de cada D(x;).

Exemplo 3.2. Considere uma derivagio D € Clz,y,z]. Tome D(x) = 2x3yz* + ix*y®,
D(y) = xty323 — 22y?2% e D(z) = 22%yz + (3 + 2i)2?2% + 5y®z*. Teremos:

0 0 0
D = (22°yz* + ix2y5)a—x + (2tyP2 — 2xy222)a—y + [22%yz + (3 4 20)2%2% + 5y324]$

3.1 Derivagoes Lineares

Uma deriva¢ado D no anel polinomial C[zy,...,z,] é dita linear se

D (l’z) = Z CLZ']'IJ'

Jj=1

para todo i = 1,...,n, onde a;; sdo nimeros complexos. A matriz [D] = [a;] é dita matriz
associada a derivagao D.

Assim para obter uma derivacao linear basta escolher para cada D(x;) uma combinacao
linear das variaveis x1,...,x,.
Exemplo 3.3. A derivacdo D do anel polinomial Cx, y, z] definida por
D(z)=x+4+y+ 2 D(y) =2z —iz e D(z) = 3iy.

€ linear. Utilizando a notag¢ao matricial temos

D(x) 11 1 x
Dy (=12 0 —i Yy
D(z) 0 3 0 z

Observe que

w
<
o

€ a matriz associada a derivacao linear D.

11



Lema 3.5. Seja D uma derivagdo linear do anel polinomial Clzy, -+ ,x,]. A k-ésima com-
posicdo D¥(x;) pode ser dada, na forma matricial, por

k

Dk(l’l) a1x Q12 Qip T
Dk(IQ) B a21 Q22 - A2y T2

= ] ,
Dk (:En) Ap1 Ap2 - Qpp Ty,

em que |a;;] € a matriz da derivagio D.

Demonstragdo. Provaremos a afirmativa por indu¢ao em k no anel Clz,y]. O caso
Clzy, ..., z,) é idéntico. Seja

0 0
D = (ax + by)% + (cx + dy)8_y

onde a,b,c,d € C. Para k = 1, o resultado é trivial, ja que D(z) = ax + by e D(y) = cx + dy,
que na forma matricial produz:

o] T3]

| - N - _ D*(x) - a b 15T 2
Suponha a igualdade matricial vélida n = £ > 1. Ou seja, [ DF(y) ] - [ c d ] y |

b .
“ ] . Vejamos o que ocorre paran = k+1.

Para facilitar a notagao considere [ P4 } = {
r S c d

D" (z) = D(DMx))
= D(pz + qy)

) 0
= (ar+ by)a—x(m + qy) + (cx + dy)a—y(px + qy)

= pax + pby + qcx + qdy
= (pa+qc)x + (pb+ qd)y

D) = D(DYy)
= D(rz+ sy)
= (ax+ by)2

Ox
= rax + rby + scx + sdy
= (ra+sc)x+ (rb+ sd)y

9]
(re + sy) + (cx + dy)a—y(m + sy)

e assim
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Como

temos
(o)== T

3.2 Derivacgoes Localmente Nilpotentes

Seja A um anel. Uma derivagao D sobre A é uma derivagcao localmente nilpotente
(LN D) se, para cada elemento a do anel A, existe um nimero natural n tal que D™(a) = 0.
O menor nimero natural n tal que D"(a) =0 e D" "!(a) # 0 é o indice de nilpoténcia de
a com relacao a derivacao D.

0

o
Exemplo 3.4. Seja D € Clz,y| a derivagdo definida por D = 18_ + Oa—. E fdcil ver
Y

que D é LND, pois D(p) = 0 para todo p € Cly|] e D™(q) = 0 para todo q = Zaijxiyj e
12
n =max{i} + 1. Veja que para p = ix*y + (2 — i)zy + 5y* temos

)
D'(p) = D(p) = %(mgy + (2 —d)ay + 5y°) = 2izy + (2 — 9y +0,
DQ()—Q(m + (2 —i)y) = 2iy + 0 e D*( )—3(22‘ )=0
p) = 72wy y) = 2iy p) = 5-(2iy) = 0.

Como D3(p) =0 e D*(p) # 0 o indice de nilpoténcia de p é 3, em relagao a derivagdio D.

0 9,
Exemplo 3.5. Seja D € Clz,y|. A derivagio D = :c?’a— + (z + y)ﬁ— ndo € LND. Observe
Zz Y

que para x temos

D(a) =5 @) + ()5

D*(x) = D(D(x)) = D(2”) = 32 D(x) = 32%(2") = 32°, ¢
D*(z) = D(D*(z)) = D(32°) = 152> D(x) = 152°2® = 152",

(z) =2+ 0 =23,

Efdcz'l notar que o expoente de x € crescente, que implica D™(x) # 0, Vn € N.

Lema 3.6. Seja D uma derivacio do anel A tal que D*(a) =0 e D'(b) =0, onde a, b € A
e k,l € N. Entao

13



1. existe r tal que D" (a + b) = 0.

2. eziste r tal que D" (ab) = 0.

3. para todo n existe r tal que D"(a™) = 0.

4. para todos n e m eziste r tal que D"(a"b™) = 0.

Demonstracao.

1. Segue por linearidade que D" (a+b) = D"(a)+ D" (b) para todo r. Entao para r = k+1
temos D"(a +b) = D"(a) + D"(b) = 0 + 0.

2. Segue do Lema 3.2 que

1

r r . .
D" (ab) = ( ) D" (a)D*(b).
=0

para qualquer inteiro positivo r. Tome r» = k4. Vamos provar que r tem a propriedade
desejada. De fato, se i <[ temos k < r — i, pois

k=k+l—1<k+l—i=r—1

e consequentemente D" ~*(a) = 0. Caso r — i < k, teremos i > [ pois

l=r—k=r—k+i—i=@r—i)—k+i<k—k+i=i
e, entdo, D'(b) = 0, verificando a afirmacao.

3. Vamos provar por indugao em n. Para n = 1, temos por hipdtese que
D¥(a') = D¥(a) = 0 logo existe r = k como desejado. Agora vamos supor que existe
r1 tal que D™ (a") = 0, para n > 1. Lembre que a"** = a(a™). Como D¥(a) = 0, por
hipétese, e D™ (a™) = 0 por hipdtese de inducao, segue do item (2) que existe r tal que
D (a"*1) = D"(aa™) = 0, verificando a afirmagao.

4. Segue do item (3) que existem 7, e ry tais que D™ (a™) = 0 e D™ (b™) = 0. Portanto,
pelo item (2), existe r tal que D"(a™b™) = D"((a™)(b™)) = 0.

4

Lema 3.7. Seja D uma derivacio do anel A. Sejam aq,...,a, elementos de A tais que
D™ (ay) = D™(a,) = 0. Entdo existe r tal que D" (a" ---a') = 0 para quaisquer nimeros
naturats my, ..., My.

Demonstragao. Prova por inducao em n. Para n = 1 o resultado segue do terceiro item
do Lema 3.6. Para n = k suponha que exista ¢ tal que D'(ai" ---a"*) = 0. Paran =k + 1

m m . s . ~
temos que ay" ---a;*a, T = (ai" - -a;*)a, 7. Logo temos, por hipétese de indugao,

Di(a}™ ---a;™) = 0 e pelo terceiro item do Lema 3.6 existe s tal que D*(a,;1') = 0. Segue
entdao do segundo item do Lema 3.6 que existe r tal que D"(a]" ---a}™a; 1") = 0.

O
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Teorema 3.2. Seja D uma derivagdo sobre Clzy, ..., x,|. Entdo D é LND se, e somente
se, existe k tal que D*(x;) = 0 para todo i =1,...,n.

Demonstracao. Provaremos para C[z, y]. A demonstracao para Clzy,...,z,] é andloga.
Suponha que D é LND. Logo existem ki, kp tais que DM (z) = 0, D*(y) = 0. Seja
k = max{k, ko}. E imediato que D*(x) = 0 e D*(y) = 0.

Agora suponha que exista k tal que D*(z) = 0 e D*(y) = 0. Seja f € Clx, y|. Entao
f= Zaijxiyj onde 0 <i<le0<j<m. Segue do item (4) do Lema 3.6 que existem 7;
1,
tais que D" (x'y’) = 0 para todos 0 <i<le0<j<m.

Seja r = max{r;; | 0 <i <1, 0<j<m}, entdo

D(f) = ayD"(a'y') = ai;(0) = 0.

] 1]

Logo para todo f € Clz, y] existe r € N tal que D"(f) = 0. Portanto D é LND.

Uma derivacao, D, do anel polinomial C[zy, xs, ..., z,] é dita triangular se
D<x1) =aQc C, e D(l’z) € C[xl,xg, c. ,xi,l].
parai=2,3,...,n.

Exemplo 3.6. A derivagao D do anel Clx,y, z] dada por

.0 , 0 5 0
D = 5. T (2i + 3x)8—y + (22 y)é

€ triangular, pois
D(x) =i € C, D(y) = 2i + 3z € C[z], D(2) = (22%y) € C[z, y].

Agora observe que no exemplo anterior D%(x) = D%y) = DS(z) = 0. Assim, pelo
Teorema 3.2, a derivacao triangular D é LND. Na verdade, toda derivacao triangular é
LN D, como podemos verificar no resultado abaixo.

Teorema 3.3. Seja D uma derivagao triangular do anel polinomial Clzy, ..., x,]. Entao D
¢ LND.
Demonstracao. Sendo D uma derivagao triangular em Clzy, ..., x,] temos que

D(z1) =a€C, e D(z;) € Clxy,...,x51].

Vamos verificar por indugdo que existe r tal que D"(z;) = 0 para todo i = 1,2,...,n. Para
n = 1 temos que
D?*(x1) = D(D(z;)) = D(a) = 0.
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Suponha que exista ¢ tal que D'(x;) = 0 para i = 1,2,...,k e 1 < k < n. Temos entao
pela linearidade de D, pelo Lema 3.7 e pela hipétese de inducao que para cada polinomio
f € Clxy,. .., x,_1] existe um inteiro nao negativo s = s(f) tal que D*(f) = 0. Em particular,
para o polinémio D(zx,). Lembre que D(z,) € Clzy,...,x, 1], pois D é triangular. Logo
existe s tal que D*(D(z,)) = 0. E claro que Dt (x,) = 0. Assim para r = t + s + 1
temos que D"(z;) = 0 para todo ¢ = 1,2,--- ,n. Portanto, pelo Teorema 3.2, toda derivagao
triangular ¢ LN D.

O

Teorema 3.4. Seja D uma derivagdao linear do anel polinomial Clxy, ..., x,]. Entio D €
LND se, e somente se, a matriz associada [D] € nilpotente.

Demonstragao. Suponha que D é LN D. Segue do Lema 3.5 que a k-ésima composicao de
D na forma matricial é dada por

k

Dk(xl) aix Q12 Aaip x1
Dk(ﬂfz) _ G21 G22 - Q2p X2
Dk (mn) Ap1 Ap2 - Qpp L,

Visto que D é LN D, segue do Teorema 3.2 que existe k tal que D*(z;) = 0 para cada
ie€{l,...,n}. Logo

k
k
0 D (IE1) aix a2 0Adip X1
k
0 D*(x4) a1 Qgy -+ Aoy T
k
O D (xn) Ap1  An2 Ann T
Seja
k
b1 big-- by, 11 Q12 Qip
bar  bag - - by, Q21 Q22 U2p k
_— ) = [D]
bnl bn2 e bnn anp1 Ap2 - App

Assim temos a igualdade matricial

bir bia---

b21 b22 T -

bnl bn2 : 0
(1,0,.
0

o O

para todo (zy,...,z,) € C". Substituindo
igualdade matricial ¢ facil verificar que b;; =
[D] é nilpotente.

,0),(0,1,0.. 0) .., (0,...

,0,1) nesta
ara todo i, 7 €{l,...,n}. Logo [D]f =

[0 e

16



Agora suponha que [D] é uma matriz nilpotente. Entao existe k € N tal que [D]* = [0].
Logo

k

Dk(xl) ailz Q12 Adip 1 X1 X1 0

D¥(x5) a1 Qg+ A2y T T T 0
- . = [DI* —0| | =

Dk (mn) Ap1 Ap2 - Qpp Ly, Tn T 0

o que implica D*(x;) = 0 para todo i = 1,2,...,n. Segue do Teorema 3.2 que D é LND.
O

Exemplo 3.7. A derivagao D do anel polinomial Clx, y, z] definida por
D(z)=x+y+32,D(y) =5z +2y+62,D(2) = -2z —y — 3z.

€ linear. Utilizando a notagao matricial, temos

D(x) 1 1 3 x
Dy) | =] 5 2 6 ||y
D(z) -2 -1 -3 z
A matriz
1 1 3
[D] = 5 2 6
-2 -1 -3

¢ a matriz associada d derivacao linear D. Observe que a matriz [D] € nilpotente ([D]* = 0).
Portanto, o Teorema 3.4 garante que D ¢ uma LN D.

4 Polinomios de Darboux

Nesta secao estudamos polindmios de Darboux de derivagoes em anéis polinomais. Lis-
tamos alguns resultados classicos e mostramos a existéncia desses polindmios em alguns
exemplos e no anel polinomial C[z].

Seja D uma derivagao do anel polinomial Clzy,...,z,]. Dizemos que um polindémio f,
nao constante, é um polinémio de Darboux da derivagdo D se D(f) = hf, para algum
h € Clzy, ...,z E facil ver que se o polinomio h existe ele é iinico. Neste caso o polindmio
h é dito um autovalor polinomial de f.

Exemplo 4.1. Considere a deriva¢ao D em Clz, y] dada por

D= me% + Sanﬁy

Seja f = 323 — 2xy®. Teremos
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D(f) = D@z —2u?)
= 3D(2*) — 2D(xy?)
= 92°D(x) — 2(D(x)y* +2D(y*))
= 92%(2xy) — 2(2zy)y* + day(32?)
= 182%y — dxy® — 1223y
= 2y(32° — 229?)
— hf

Assim f € um polinémio de Darboux de D e h = 2y € um autovalor polinomial de f.
Vejamos duas proposigoes basicas sobre os polindmios de Darboux.

Proposicao 4.1. Seja D uma derivagdo do anel polinomial Clzy,...,x,]. Se f é um po-
linémio de Darboux de D tal que f = gh, com g,h € Clzy,...,x,] e mdc(g, h) =1, entao g
e h também sao polinomios de Darbouz para D.

Demonstragao. Seja p € C[zy,...,z,] tal que que D(f) = pf. Entao

D(g)h+ gD(h) = D(gh) = D(f) = pf = pgh,
pela regra de Leibniz. Assim D(g)h + gD(h) = pgh e temos

D(g)h = pgh — gD(h) = g(ph — D(h)).

Logo g divide D(g)h. Como g e h sdo co-primos, pela Proposigao 2.2, ¢ divide D(g), ou
seja, D(g) = pg, com p € C[xy,...,x,] e g é um polinomio de Darboux de D. Analogamente
prova-se que h é um polinomio de Darboux de D.

O

Proposicao 4.2. Seja f um polinomio de Darbour da derivacio D do anel polinomial
Clxy, ...,z Se f=pi'py?---pr, com a; € N* e p; € irredutivel para todo i =1,2,...,m,
entao cada pi* e cada p; também sdo polinomios de Darboux para D.

Demonstragao. Como vimos na proposicao 4.1, se f = gh com mdc(g,h) =1, entdo g e h
sao polinémios de Darboux de D. Entdo, para a primeira prova, basta considerarmos g = p;"

— Qi—1, Qit1 o R ; ; ;
eh=p"--p 'pt oy Como cada um dos p;’s sao coprimos, segue imediatamente.

(2]

Vejamos agora que cada p; também é um polinomio de Darboux. Como p;* ¢ polinomio

de Darboux de D, entao existe ¢ € Clx,y| tal que D(pj’) = gp;". Segue do Lema 3.4 que

qpi = D(p}"") = aip ' D(p;).
Logo gp; = a;D(p;) e portanto D(p;) = [(a;) *q]ps.
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0
Teorema 4.1. Seja D = fa— uma derivag¢ao do anel polinomial Clzx] e m = gr(f). Entdo
x

D tem um polinémio de Darbouz se, e somente se, gr(f) > 1.

Demonstragao. Suponha que m = gr(f) > 1. Segue do Teorema Fundamental da Algebra,
que

f=blx—r)(x—13) - (x—7Tp)
onde 0 # b, é o coeficiente do termo lider de f (coeficiente do termo de maior grau) e
T1,72,..., 'm € C sdo as raizes de f. Seja p = (v —ry)(x — 1r3) -+ (v —13,) tal que ry; €

{ri,...,rm}pyonde 1 <j<meq= i Entao:
p

D(p) = f %(p)
= (pq 8%(p)
= hp,
e assim p ¢ um polinomio de Darboux de D com autovalor i = q%(p).
Agora suponha que gr(f) = 0 e que a derivacdo D tem um polinémio de Darboux

p=apz"+a, 12"+ +a1x+ag, coma, #0en > 1. Assim gr(p) > 1 e D(p) = hp para
0

algum h € C[z]. Observe que D(p) = fa—(p) = f(na,z" '+ (n — Da,_12" 2+ -+ a1), 0
x

que implica gr(D(p)) =n — 1, pois f é constante. De outro modo

gr(D(p)) = gr(hp) = gr(h) + gr(p) > n.

Ouseja, n—1 = gr(D(p)) > n, que é um absurdo. Portanto a derivagdo D nao tem polinémio
de Darboux.

O

0
Exemplo 4.2. Seja D = (223 + 42% + 2x + 4)8_ uma derivagao do anel polinomial Clz].
x

Considere g = 2% + 1. Teremos

D(g) = (22° +42° + 2z + 4)32(902 +1)

= 2(z+i)(z—1i)(r+2)(2x)
(42% + 8x)(2* + 1)
(42% + 8z)g

Logo, g € polinémio de Darbouz de D. Observe que g € o produto dos fatores (x +1i) e
(x — 1) da decomposicao de (2x3 + 4x* + 2z + 4).
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Uma derivagdo D no anel polinomial Clzy,...,z,] é dita monomial se D(z;) é um

9]
monomio para todo ¢ = 1,...,n. Sendo assim D = fl% + o+ fn
1

¢ uma derivacao

ox,,

monomial se todo f; ¢ um monémio em Clxy,. .., x,)].

Exemplo 4.3. Seja D uma deriva¢ao no anel Clx,y, z,t| da forma

0 0 0 0
942 2 _ 3
D =2zt pe + iz yzay 32t82 + (2 — 9yt 5%

D € uma deriwacao monomial, pois

D(x) = 2zt*, D(y) = ix’yz, D(z) = —3zt, D(t) = (2 — i)yt*

sao todos monomios em Clx,y, z,t].

-0 0 -0 0 .0 0
Exemplo 4.4. Sejam D = az’y) =— +ba*y' =—, F = ax’ =— 4+ ba¥y' =, F = az’y’ =— + by! —
P / wr yay Ox yay v y@y
0 0
e G = azx'— +by' = derivagoes monomiais em Clx, y|, onde i, j, k el sdo inteiros positivos

ox y
ea,beC. Efdcil verificar que xy € um polinomio de Darboux para D, E, F' e G. Vejamos
a derivacao D:
De fato,

D(zy) = ax"yj%(wab:v’“y’%(my)
= ax'y’(y) + by (2)
= (az'y + bty ) (zy)
= h(zy)

Logo D(xy) = h(zy), onde h = ax''y/ + ba*y!~!, e assim xy € um polinémio de Darbouz
para D. A werificacao para as derivacoes E, F' e G sao imediatas.

5 Darboux e Derivacoes Lineares

Nessa secao estudamos os polindmios de Darboux das derivacoes lineares. Verificamos
quando uma derivacao D linear no anel C[xq, xg, - - , 2] possui polinémio de Darboux linear
utilizando os autoespagos da transposta da matriz [D].

Exemplo 5.1. Seja D uma derivacao linear em um anel polinomial Clz,y| dada por

0 9,
D = (2x+iy)a—x +1(3 —z‘)x+2y}a—y

e seja f = (3—1i)x* —iy?. Vamos mostrar que f é um polinémio de Darbouz da derivacao

D.
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20 4 i) (8 — i) — i) + (3 — i) + 2@/]9%((3 e — i)

2z +iy)[(6 — 20)z] + [(3 — i)z + 2y](—21y)

(
(

= (12 — 4d)x* — 4iy
= 43 —i)a” — iy
= 4f.

Nesse caso, o autovalor polinomial de D linear é o polinomio constante h = 4. Vejamos
uma situagao especifica na qual isso sempre acontece.

Lema 5.1. Seja f um polinomio de Darboux linear da derivacdo linear D. Entdo o autovalor
polinomial de f € um polinomio constante.

Demonstracgao.
Seja f = ajx1 + - - + a,x, um polindomio de Darboux da derivagao
0 0
D=fi—+-+ f,—
fl@:vl + -4 f oz,
onde fi,..., fn € Clxy,29,...,2,] € h 0 seu autovalor polinomial. Ou seja, D(f) = hf.
Assim
hf = D(f)
0 0
= fla—mf+"'+fna—%f
—fi(a:v%— + anty,) + +fi(ax+ + anty,)
— 18951 141 n+n naxn 141 n4n
= afitafat-tanfs
Logo

hf=arfi+--+apfn

Visto que gr(aifi + -+ + anfn) = 1 temos gr(hf) = 1. Como 1 = gr(hf) = gr(h)+ gr(f) e
gr(f) =1, temos gr(h) = 0. Portanto h é um polinémio constante.

O

9] 9]
Exemplo 5.2. Considere a derivagao linear D = (—7x—3y)£+(6x+4y)a—y e f=2x+3y.

Vamos verificar que f € um polinomio de Darboux de D com h = 2. De fato:

D(f)=D2z+3y) = (- 7x—3y)aa (2x+3y)+(6x+4y)6%(2x+3y)

= 2(—Tz —3y) + 3(6x + 4y)
= 4z + 6y
= 2(2z+ 3y)
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No exemplo acima, se representarmos a transposta da matriz da transformagao D, teremos

-7 6
D" = :
o= 25 ]
Vamos determinar os autovalores da matriz acima. Sendo h € C e [I] a matriz identidade
de ordem 2, basta determinarmos as raizes do polinomio caracteristico.

aeol iy = aee ([ 77 8] [10))

—7—h 6
= det{ _3 4—h]
= (=7—h)(4—h)+18
= h24+3h—-10

cujas raizes sao -5 e 2. Observe que o valor de h encontrado no exemplo coincide com um
dos autovalores da matriz transposta do operador D, e representando f = 2x + 3y como a
matriz de seus coeficientes, [f] = [2, 3]T é autovetor da matriz [D]”. De fato, isso é sempre
verdadeiro para as derivagoes lineares, como sera demonstrado a seguir.

Antes, vamos introduzir a seguinte notacao: dado f = ayx; + - -+ + a,x, um polindmio
linear do anel polinomial C|xy, ..., z,], denote por [f]| a matriz coluna formada pelos coefici-
ente de f. Ou seja,

Desse modo, é possivel construir uma representagao matricial para D(f) linear. De fato,
sendo

D = (a1 + a0 + - - + amﬂﬂn)i + o (@ + T+ A T) 5,
0, oz,
teremos
11 Q21 Gp ai
[an o ooy ]| 0T = XD = D)
G GG | | an
em que [X| é a matriz linha das varidveis [z1, ..., x,].

Vamos mostrar o caso 2 x 2 e depois estendé-lo ao caso geral.

22



Proposicao 5.1. Seja D a derivagdo linear em Clz,y] definida por

0
+ (azll’ + aggy)—

0
D = (anx + alzy)— ay

ox

e f =rx+ sy um polinomio linear em Clz, y|. Entdo f é um polindmio de Darboux de D
se, e somente se, [f] € um autovetor da matriz [D])T associado ao autovalor h.

Demonstragao. Seja f é um polinomio de Darboux de D. Entao D(f) = hf e h € C, pelo
Lema 5.1. Agora observe que

D(f)=hf < r(anr+ apy)+ s(anr + any) = h(re + sy)
< (rap + sag)x + (rais + sags)y = rhx + shy

rai; + sas; = rh
=
TQ19 + SG29 = sh

o Lo ] le]=#[s 0][]
o ([ ][] [1]=[0]

& ([D]" = hl1)) [f] = [0],

onde [0] é a matriz coluna nula de ordem 2 e [I] a matriz identidade de ordem 2. Portanto
f é um polinémio de Darboux de D se, e somente se, [f] é um autovetor da matriz [D]T
associado ao autovalor h. 0

Agora, o caso geral.

Teorema 5.1. Seja D uma derivagdo linear no anel polinomial Clxy,...,xz,]| e f um po-
linémio linear do anel Clxy, ..., x,|. Entdio f é um polindmio de Darboux da derivagao D
se, e somente se, [f] € um autovetor da matriz [D]T.

Demonstragao. Seja f é um polinomio de Darboux de D. Entao D(f) = hf e h € C pelo
Lema 5.1. Utilizando a representacao matricial, observe que

D(f)=nf < [X]|[D]"[f] = [X]n[I][f]
< [DI"[f] = hl1][f]
< ([D]" = a1) [f] = [0],
onde [X] é a matriz linha [z1,...,x,]. Portanto f é um polinomio de Darboux de D se, e

somente se, [f] ¢ um autovetor de [D]T associado ao autovalor h.
U

Exemplo 5.3. Seja a derivagio D = (x — 2y — 22)% - y% + (2y + 32)% em Clz,y].

Entao a transposta da matriz associada a derivacao D € a matriz
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1 00
Df=1] -2 1 2
-2 0 3

Determinamos os seus autovalores e autovetores através equacao matricial

1—-h 0 0 T 0
2 1-h 2 |-|yl=]o0
-2 0 3—h z 0

O polinémio caracteristico da matriz [D]T € o polinémio p(h) = (1 — h)*(3 — h). Assim
os autovalores da matriz [D]T sio h =1 e h = 3. Os autovetores associados ao autovalor
h =1 ¢ o conjunto {(z,y,2) | y,z € C eyz # 0} e ao autovetor h = 3 é o conjunto
{(0,2,2)T | z€ C e 2 #0}.

Considere o autovetor [f] = [2, 3, 2|7, associado ao autovalor h = 1. Logo o polinémio
f =2z + 3y + 2z associdado ao vetor [f] é um polindmio de Darboux para D. De fato,

0 0 0
D(f) = (x—2y— 2z)8—x(2x + 3y +22) + ya—y(2x + 3y +22) + (2y + 3z)£(2x + 3y + 2z)
= 2(x—2y—22)+ 3y +2(2y + 32)
= 2v—4dy—4z+3y+4y+ 4z
= 2o +3y+2z
— 1/
Agora associado ao autovalor h = 3 considere o autovetor [f] = [0,1+414,1+4]T. Assim temos

o polinomio f = (1+1i)y+ (1+1i)z. Veja que

D) = (o= 2= 2) 3 +ug [+ (u+32) 5]
= y(14+14)+ 2y +32)(1 +1)

Yy 41y + 2y + 29y + 32 + iz

3y + 3y + 3z + iz

3(L+9)y+ (1+14)z2)

= 3f.

Portanto f = (1+1i)y + (1 4+ i)z também € um polinémio de Darbouz para D.

6 Darboux e Derivacoes Homogéneas

Nesta segao verificamos que toda deriva¢do homogénea em Clz, y] possui polindémio de
Darboux. A prova desta afirmacao (Teorema 6.1) consiste em exibir um algoritmo para
obtengao de um polinémio de Darboux cada derivagao homogénea.
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Uma derivacdo D no anel polinomial Clzy,...,z,]| é dita homogénea de grau m se
D(zy),...,D(x,) sao polindmios homogéneos de mesmo grau m.

Exemplo 6.1. A derivagcdo D no anel Clz, y| da forma

0
+ (2'11:23/2 + 3xy3)—

D = (22%y — 7x2y2)£ 3y

ox

€ uma derivagcao homogénea de grau 4, pois:

D(x) = 22%y — T2%y* e D(y) = iz*y* + 3x3°
sao ambos polinomios homogéneos em Clz, y| de grau 4.

A igualdade do préximo lema é conhecida como tgualdade de FEuler. A derivacao

E AP
=r— +To—+ -+ T,
! 8:701 2 8ZE2 6%
do anel polinomial em n-variavéis, é conhecida como deriva¢cao de FEuler . Observe que
f=z1+---+ x, é um polinomio de Darboux para F, ji que E(f) = f.

Lema 6.1. Seja f um polinomio homogéneo de grau m no anel polinomial em duas varidveis

Clz, y]. Entao
0 0
zo-(f) +y0_y(f> =mf.

Demonstracgao. Considere a derivacao D = z— + ya— Seja f um polinomio homogéneo
Y

ox

de grau m, ou seja,

f = amx™ + a1 ™Y + amo™ YR 4 -+ arzy™ 4 agy™.
COM Uy, Apy—1, - -+ , a1, ag € C, alguns possivelmente nulos. Dessa forma temos
0 0
r—(f) +y=— = D
o+ ug(f) = D)

= z(man2™ -+ ay™ ) Fy(am ™+ magy™ )
= M 4+ aay™ T F a2y (= Dagey™ 4 magy™

= Mapx™ + Map_12™ Y + - - + marzy™ "t + magy™

= mf
O
Observe que o lema anterior mostra que a derivacao de Euler
0 0
E=x—+y—
Ox y@y



possui polinomio de Darboux.

O proximo lema faz parte da demostracao do Teorema 6.1, a respeito dos polinomios de
Darboux das derivacoes homogéneas de grau m.

Lema 6.2. Sejam p e q € Clx, y] polinomios homogéneos de grau m. Se xq — yp = 0, entdo
x —y diwide p — q.

Demonstragao. Visto que p e ¢ sao polindbmios homogéneos de grau m temos que

q= ant™ + a2y + -+ axy™ ! + agy™

P =™ + by 1™y 4 - 4 bray™ + byy™,
onde os a;’s e b;’s sao numeros complexos. Logo

¢ = amx™ ™ + ap1™y + -+ ariy™ 4+ agay™,

Yp = by ™Y + by 1 @™y + -+ biy™ + boy™

e portanto
G —Yp = Amx™ "+ (Apy — b)Yy 4 - -+ + (ag — b1)zy™ — boy™ .
Segue desta ultima igualdade e da hipdtese, xq — yp = 0, que
am =by =0, a1 = by, Ao = bp_1,..., ag = by.

Logo temos

q= bmxm_ly + bm_lxm_2y2 + -+ beym_l + byy™

P = byt + by 2™y e+ by T 4 by ™

Agora observe que

P—q = bpx™ + (b1 — bp)2™ 'y 4 (b — brn_1)2™ 2% -+ (by — b)zy™ "t — biy™
= D™ + b2y 4 box®y™ A+ by !
b ™Y = by TR — = by = byy™
= (@™ + b1 2™ Py + o+ by by ) () +
(bna™ ™"+ b1 2™ 2y 4 - 4 baxy™ 2 4 by ) (—y)
= (bp™ F b1 2™ 2y A bowy™ by ) (2 — )

= hlr—y)
onde h = by @™ 1 + by 1™ 2y + - + bozy™ 2 + biy™ L. Assim p — g = h(z — y) o que

implica que x — y divide p — q.
O
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Teorema 6.1. Seja D uma derivacdo homogénea de grau m do anel polinomial em duas
varidaveis Clx, y|. Entao D tem um polinomio de Darbout.

Demonstragao. Seja D = pa— + qa—, com p e ¢ homogéneos de grau m. Considere
Z g

f=zq—yp. Se f # 0 vejamos que D(f) = hf.

D) = pgelf)+az ()
0 0
= Py (e —up)+ a5 (xa = yp)
— v+ ag@) ~ v + dlog (@)~ = s (2)
— by 0) ~ Py (0) g (@)~ v ()

Somando e subtraindo pyaﬁ(q) e qmg(p), obtemos
Y

Ox
o) = p(oge@ + g @) =0 (250 + g ) + o -w) (50 + 5o 0)
= plma) = atm) + 1 (-0 + 5 0))

Na terceira igualdade temos h = (ag(q) + g@)) . A segunda igualdade segue do Lema
Yy x

6.1 (lembre que p e ¢ sdo homogéneos de grau m). Portanto f é um polinémio de Darboux
de D, pois D(f) = hf.

Considere agora f = 0. Ou seja, ¢ — yp = 0. Segue do Lema 6.2 que p — ¢ = h(z — y)
para algum h € C[z, y]. Agora observe que

0 0
D(x—y) = p%(fc—qua—y(w—y)
= p—q

= h(z—y)

E neste caso x — y é um polinémio de Darboux da derivacao D.

O

0 0
Exemplo 6.2. Considere a derivagao homogénea D = (x* + ny)% + (2zy + yQ)a—y e seja

f = 2%y — xy®. Teremos:
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ox
(2% + 22y) 22y — y*) + (20y + y*) (2° — 22y)
4oy — day?

D(f) = («*+ wa)ﬁ(:vzy —ay’) + (2xy + yQ)a%(:UQy — zy?)

= day(a® —y?)
= dazy(z —y)(z +y)
= (4o +4y)(z%y — 2y?).

Ou seja, D(f) = (4o + 4y)f e assim 2%y — xy? € um polinémio de Darbouz da derivagdo
homogénea D. Seque da Proposi¢cao 4.1 que xy e x —y também serao polinomios de Darbouz

de D.

0 0
Exemplo 6.3. Considere a derivacao homogénea D = (:E2y+xy2)£+(xy2+y3)a—y. Observe

que
f=zq—yp=2"y +zy’ —xy®* — 2y’ =0

Logo, pelo Teorema 6.1, x — y € um polinomio de Darboux de D. De fato,

D(x—y) = (®y+ xy?)a%(x —y) + (zy” + ys)a%(x —y)

= 2y+ay’ —ay’ -y
ny o y3
= (zy—1)) (@ —y).

Observe que a deriva¢ao de Euler é uma derivagdo homogénea de grau 1 (linear) e tem
polinémio de Darboux em Clz, ..., x,]. Segue do Teorema 6.1 que toda derivagao homogénea
em C[z, y] tem polinomio de Darboux. Entao é natural perguntar: toda derivacao homogénea
de grau n > 2 tem polindémio de Darboux em Clzy,...,z,]? A resposta é negativa.

0 0
Teorema 6.2. A derivacao y°—+z2°—+x°—, onde s > 2, nao tem polinomio de Darbouz.

ox oy 0z

Uma prova deste teorema pode ser vista em [9]. A derivacao deste teorema é conhecida
como derivacao de Jouanolou.

Comentarios Finais

As derivacoes em anéis polinomiais surgem em varios problemas interessantes e em diversas
areas da Matematica (ver [9], [6], [7],[3]). Contudo o assunto é praticamente desconhecido
por qualquer aluno de graduacao, visto que nao ¢ abordado na graduacao, mesmo sendo um
tema que abre portas a novas teorias e problemas na Matematica.
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Com este trabalho, esperamos contribuir com a literatura na &area de derivagoes, em
especial, derivagoes sobre anéis polinomiais, destacando alguns de seus resultados béasicos.
As poucas referéncias bibliograficas disponiveis hoje dificultam o acesso a este assunto. E as
disponiveis sao textos mais elaborados que exigem um grau maior de maturidade do estudante
e uma boa formagao em &lgebra (os principais resultados referentes ao assunto foram obtidos
em [9]).

Justamente pela quase inexisténcia de textos basicos, optamos em restringir o assunto aos
anéis polinomiais e por demonstrar de forma bem didatica e detalhada os teoremas descritos
no trabalho, mas com o devido rigor matemaético, para que um estudante que queira algar
vOos maiores no assunto tenha uma escada de degraus mais ”curtos” para galgar.

Da mesma forma, acreditamos que o texto sera de grande valia aos professores do Ensino
Fundamental e Médio que queiram ampliar seus conhecimentos em Matematica.
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