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RESUMO

Esse trabalho tem como tema: Célculo Diferencial e Integral: Uma proposta para o En-
sino Médio. Sua elaboracao teve como objetivo analisar o contexto formativo dos alunos do
Ensino Médio incluindo o Célculo Diferencial e Integral. Pautado neste objetivo, foi levantado
um questionamento investigativo, é ele: A formacao dos alunos na disciplina de Matematica no
Ensino Médio afeta também o ensino de Matematica nos cursos de nivel Superior, desencadeando
dificuldade no aprendizado principalmente o conceito de limite e continuidade, o problema da reta
tangente a uma curva, o calculo de 4reas delimitadas pelo grafico de uma fungdo? Para responder
a esses questionamentos optamos por realizar uma pesquisa bibliografica, a qual fundamentou-se
em autores como: Geraldo Avila, Hamilton Luiz Guidorizzi e James Stewart. O debate foi acen-
tuado na medida que as leituras e os fichamentos foram sendo alinhados no campo da pesquisa
tedrica. Tendo transitado no campo da investigacao, concluir que as dificuldades de aprendiza-
gem na disciplina de Céalculo I, no ciclo basico dos cursos de Ensino Superior, e ciente do elevado
nimero de reprovacoes, nesta disciplina, ocorreu-me uma motivacao natural para trabalhar com
os alunos do Ensino Médio noc¢oes de Célculo, dando oportunidades a eles de “amadurecimento”
do conhecimento matematico, contribuindo assim para a melhoria do Ensino Bésico e como con-

sequéncia, a melhoria do Ensino Superior.

PALAVRAS - CHAVE: Calculo - Matematica — Ensino Médio



ABSTRACT

This work has as its theme: Differential and Integral Calculus: A proposal for the high
school. Their preparation was to analyze the educational context of high school students inclu-
ding Differential and Integral Calculus. Guided by this purpose, an investigative question was
raised, is it: The training of students in Mathematics in high school also affects the teaching
of mathematics in higher level courses, triggering learning disabilities especially the concept of
limit and continuity, the problem the tangent line to a curve, calculating areas bounded by the
graph of a function? To answer these questions we decided to conduct a literature search, which
was based on authors such as Geraldo Avila, Hamilton Luiz Guidorizzi and James Stewart. The
debate was marked as the readings and summaries were being lined up in the field of theoretical
research. Having carried in the field of research, conclude that learning difficulties in Calculus 1
course, the basic cycle of higher education courses, and aware of the high number of failures in
this discipline, it occurred to me a natural motivation to work with students high school calculus
notions, giving opportunities to them "ripening"of mathematical knowledge, thus contributing

to the improvement of basic education and as a result, the improvement of higher education.

KEY - WORDS: Calculus - Mathematics - High School
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Introducao

Historicamente a disciplina Matematica tem suas mintdcias pautadas nas dificuldades de
aprendizagem. Sobre ela emergem como principio de que nem todo ser humano possui habilida-
des voltadas ao dominio dos conhecimentos matemaéaticos. Entretanto, o espago escolar, possui
proporcoes que ampliam as possibilidades de aumentar o nivel de conhecimentos cientificos dos
sujeitos. Porém, o baixo indice de rendimento na graduacao de Matemaética tem se tornado uma
rotina, gerando uma cultura no meio académico e provocando o insucesso da maioria dos alunos
ingressantes nos cursos de ciéncias exatas e naturais, principalmente na disciplina de calculo
diferencial e integral. Essa fragilidade, por sua vez acaba desencadeando o insucesso do ensino
na sala de aula.

Segundo as Diretrizes Curriculares para o Ensino de Matematica; proposta pela Sociedade
Brasileira de Matemética (2015) é necessario ratificar que é de extrema importancia a cria¢ao
de um curriculo de base comum. Assim, a demanda do ensinar e do aprender os conhecimentos
matematicos ganharao suporte quanto ao alinhamento dos conteddos escolares. Conforme dados
do MEC (2015) no dia 16/09/2015 foram abertos os debates acerca da Base Nacional Comum
Curricular, tratam de uma adentro relevante para que realmente a disciplina Matemética ganhe
substancia no meio académico, ou seja, que os cursos de graduacao que formam professores de
Matemaética fortalecam suas bases, bem como, a pratica docente nas escolas de forma atender as
necessidades do aluno e consequentemente do proprio professor.

Nao é novidade para ninguém que, no espaco escolar, vem fluindo uma insatisfacdo com
relacao ao nivel de aproveitamento dos alunos com relacao a aprendizagem de seus contetidos.
Esse aspecto vem se tornando um fato natural, na medida em que os préprios componentes do
sistema, de ensino: coordenadores, professores e alunos, acabam por minimizar os fatores que
acarretam este problema, o que gera uma banalizagdo do processo de ensino e aprendizagem,
gerando evasdes, retencoes e criando uma cultura hostil em que os tinicos punidos sao os alunos.

Essa cultura estabelecida deixaram sequelas em geracgoes de jovens, haja vista que os
alunos sao impedidos de agregar aos seus conhecimentos o valor da Matemética enquanto area
fundamental que tem influéncia direta no seu ser e fazer social. Mais grave ainda, o insucesso
nessa disciplina, ao longo de centenas de anos, faz parecer que as reprovagdes sao normais.
Notadamente, os professores de Matemética, deixam em evidéncia que a formacdo adquirida
no meio académico nao os preparou no grau de exceléncia pedagobgica, pois nao assegurou-lhe
metodologias que envolvam os alunos no processo de entender, gostar e pesquisar sobre a validade
dos conhecimentos matematicos.

Os problemas enfrentados na disciplina pelos alunos tém como referéncia as lacunas
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deixadas também na formacdo do professor quando este se vé também com dificuldades em
assimilar com seguranca os conhecimentos sobre Calculo. Particularmente essa especificidade da
Matematica, vem criando um ndé muito grande nos indices de reprovagio escolar dessa referida
disciplina, pois a fragilidade de um aprendizado no ensino fundamental e médio acaba refletindo
no insucesso escolar que por sua vez, influencia na formacao do professor da disciplina, ja que
também ele ndo possui uma formagao inicial sélida. Segundo estudos desenvolvidos pelo Instituto
Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais (INEP), o aluno ao ingressar no Ensino Superior,
defronta-se com a disciplina de Calculo Diferencial e Integral, disciplina esta que faz parte do
curriculo do curso. Ao se depararem com ela passam a verificar o grau de dificuldade para
entendé-la. O impacto é tdo grande que muitos desistem do curso, reflexo de um aprendizado
fragilizado desses estudantes no Ensino Fundamental e Médio.

No ambito dos debates alguns pesquisadores em ensino da Matematica tem ampliado o
teor das discussoes acerca do ensino do Célculo no Ensino Médio, deixando em evidéncia que é
de suma importancia ratificar a relevincia da referida disciplina enquanto uma ciéncia. Sobre

esse aspecto, Rezende (2003), faz uma importante colocacao a esse respeito, afirmando que:

Engana-se quem pensa que tal problema € cultural
e que se justifica pela condicao sécio- econdmica da so-
ciedade brasileira. A situacao do ensino de Cdlculo nos
paises “desenvolvidos” nao é muito diferente, visto que
trabalhos sobre esse tema tem sido publicado e recebido
merecido destaque por parte da literatura especializada
internacional.

A amplitude de que o curriculo é um instrumento valioso no 4mbito escolar, coloca em
pauta que o ensino e o aprendizado do célculo devem ser um ponto de anélise do curriculo do
Ensino Médio e deve ser estruturado de modo a assegurar ao aluno a possibilidade de ampliar
e aprofundar os conhecimentos mateméticos adquiridos no Ensino Fundamental. Quanto a esse
foco os Parametros Curriculares Nacionais (2002), também enfatiza a necessidade de tornar a
Matemética como uma ciéncia que faz parte da histéria da humanidade e que sua importancia
produz na sociedade perspectivas de formacao cidada.

Dados das avaliagoes institucionais como o SAEB (Sistema Nacional de Avaliagao Escolar
da Educagao Bésica) e o ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio), promovidos pelo Governo
Federal, apontam que a fragilidade quanto rendimento dos alunos ao concluirem o Ensino Médio
estao relacionados a dificuldades em conceitos e procedimentos fundamentais, tais como operar
com numeros reais, interpretar graficos e tabelas, dentre outras coisas.

Com intuito de ampliar o nivel de debate acerca do foco de investigacdo deste trabalho,
obtive como objetivo: analisar o contexto formativo dos professores que atuam no campo da Ma-
temética incluindo o Célculo Diferencial e Integral, no Ensino Médio. Considerando a relevéancia
de fundamentar as discussoes, foi levantada uma questdo norteadora, é ela: a formacado dos
professores de Matematica nos cursos de nivel superior afeta também o ensino de Matematica,

desencadeando dificuldade no aprendizado principalmente os conceitos de limite e continuidade,
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o problema da reta tangente a uma curva, o calculo de areas delimitadas pelo grafico de uma
funcao?

Como acao metodoldgica, optei por realizar uma pesquisa bibliografica, a qual nos possi-
bilitou intensificar as argumentagdes acerca do interesse académico. Para tanto, a analise tedrica
se deu com leituras continuas e atreladas as observacoes empiricas no campo da experiéncia da
qual ja estou inserido, como professor de Matemética. Segundo Ludk e Andre (1999) o estudo bi-
bliografico possui uma riqueza no campo da pesquisa, pois possibilita ao pesquisador aprofundar
seus conhecimentos e ainda avaliar sua postura investigativa na area académica.

O trabalho estd organizado em 7 capitulos e conclusdo, além das consideragoes finais.
No primeiro capitulo é tratado o conceito de Numeros reais, no segundo sao enfatizadas a ideia
intuitiva de limite e continuidade de uma func¢do, no terceiro capitulo é feito o estudo da derivada,
o quarto capitulo é apresentado o Método de Newton para estimar a raiz quadrada de um ntmero
natural que ndo é quadrado perfeito, no quinto capitulo é tratado o calculo de area com o uso da
integral, o sexto capitulo é dedicado & utilizagdo do software GeoGebra no Ensino do Célculo,
no sétimo capitulo é apresentado um esbogo de um projeto de extensao dedicado ao ensino do
Calculo para alunos que tenham o interesse em fazer um curso superior na area de exatas e
naturais. E na conclusdao meus argumentos surgem como foco de andlise, na medida em que
trato da fragilidade do Ensino de Matemética tendo como referéncia a formacao docente na érea.

E extremamente importante contextualizar o Calculo Diferencial e Integral tendo como
base experiéncias escolares envolvendo alunos e professores no exercicio da cidadania na medida,
em que precisam usar os conhecimentos matematicos como parte integrante da vida em sociedade.
Desse modo, o referido trabalho ganha substéncia tedrica ao se tornar um instrumento de analise

e reflexdo no meio académico.
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Capitulo 1

Numeros Reais

Neste capitulo, serdo apresentados aspectos relacionados ao ensino dos niimeros reais na
educacao basica. Tema importante, mas que normalmente é tratado sem énfase em sala de aula.

Tendo em vista que a evolucao historica dos ntimeros reais se deu desde a “descoberta”
dos segmentos incomensuraveis até a construcao axiomética realizada por Dedekind no século
XIX, a participacao e o desenvolvimento das ideias do Céalculo e da Analise foram fundamentais
para que a construcao definitiva dos nimeros reais se efetivasse (LIMA, 2013). Diante disso
surge a pergunta: como ensinar nimeros reais na educacdo bésica, uma vez que nao dispomos
das ferramentas do Célculo e da Anélise?

Os PCN’s (2002) ja apontam essas dificuldades. No documento ha o reconhecimento que
o estudo dos niimeros irracionais na educacao béasica tem se limitado quase que exclusivamente
ao ensino do céalculo com radicais e que o trabalho com estes nimeros pouco tem contribuido para
que os alunos tenham um entendimento correto de seu conceito. Os PCN’S sugerem algumas
agoes relacionadas ao estudo dos conjuntos numeéricos a serem desenvolvidas no 8° ano do Ensino

Fundamental e no 1° ano do Ensino Médio. Sdo elas:

e Mostrar que a historia dos ntimeros esta ligada a das necessidades e preocupagoes de povos
que, ao buscar recensear seus membros, seus bens, suas perdas, ao procurar datar a funcdo
de suas cidades e suas vitérias, usando os meios disponiveis, construiram interessantes

sistemas de numeracao.

e Ao buscar as orientagoes para trabalhar com os niimeros inteiros, deve-se ter presente que as
atividades propostas nao podem se limitar as que se apoiam apenas em situacoes concretas,
pois nem sempre essas concretizacoes explicam os significados das nocdes envolvidas. E
preciso ir um pouco além e possibilitar, pela extensdao dos conhecimentos ja construidos

para os naturais, compreender e justificar algumas das propriedades dos nameros inteiros.

e Para abordar o estudo dos racionais, devemos levar o aluno a perceber que os ntimeros
naturais e inteiros sao insuficientes para resolver determinadas situagoes-problema como

as que envolvemn a medida de uma grandeza e o resultado de uma divisao.

e O estudo dos ntumeros irracionais pode ser introduzido por meio de situagoes-problema

que evidenciem a necessidade de outros ntameros além dos racionais. Uma situagdo é o
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problema classico de encontrar o comprimento da diagonal de um quadrado, tomando o
lado como unidade, que conduz ao ntimero v/2. Nesse caso, pode-se informar (ou indicar a
prova) da irracionalidade de /2, por ndo ser uma razio de inteiros, o problema das raizes
quadradas de inteiros positivos que nao sdo quadrados perfeitos, v/3, /5, etc., poderia

seguir-se ao caso particular de v/2.

Entao, cabe a “nos professores” mudarmos essa realidade, investindo de modo significativo

no ensino do contetdo: nimeros reais.

1.1 Numeros Racionais

Nesta secao ¢ feito um estudo baseado nos livros de Avila, Guidorizzi e Lima, sobre os
nimeros racionais, irracionais e nimeros reais, dando énfase nas propriedades desses ntmeros,
as quais recebem pouca atencao no ensino médio. Deve-se trabalhar principalmente o conceito
de “valor absoluto” e a relacao de “desigualdade”, e suas propriedades, assuntos estes que sao
imprescindiveis para o estudo do Calculo. Antes de falarmos diretamente nos niimeros racionais,
vamos primeiramente recorda o conjunto dos ntimeros naturais e inteiros. O surgimento dos
niimeros naturais deveu-se a necessidade de se contar objetos. Os conjuntos numeéricos, em geral,
surgiram também por necessidade, como extensoes daqueles até entdao conhecidos. Chamamos
de conjunto dos ntimeros naturais, ao grupo de nimeros: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12,- - -;
sendo esse conjunto representado por N. Os niimeros inteiros, sdo os numeros:---; -4, -3, -2,
-1, 0, 1, 2, 3, 4,---, e sdo representados pelo simbolo Z. Se ao conjunto dos nimeros inteiros
acrescentarmos as fracoes, obtemos o chamado conjunto dos ntmeros racionais. Assim, nimero
racional é todo ntumero que pode ser representado na forma g, em que p e g sao inteiros e q é

diferente de zero (§ ¢ uma indeterminacao).

Q= {§|p7q€Z,q#0}-

Convém destacar que N é subconjunto de Z, que, por sua vez, é subconjunto de Q; isto

é, todo niimero natural é ntimero inteiro, e todo ntimero inteiro é ntimero racional.

0=0,1=+1,2=+42,3=+43,4=+4,5=45,6=+6,7=+7,8=48,9=+0, ---.

. a & . . . . . .. .
Sejam 3 e p dois racionais quaisquer. A soma e o produto destes racionais sao definidos

da seguinte forma:

E+E_ad+bc
b d  bd
a ¢ _ac
b d  bd
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A operagao que a cada par de nimeros racionais associa a sua soma denomina-se adi¢do,
e a que associa o produto denomina-se multiplicacao.

O namero racional % se diz positivo se a-b € N/{0}; a-b ¢ N/{0}, — se diz negativo.

SalliS!

Exemplo 1.1

-2 12 P
— = — = — & positivo.
-3 +3 3

-2 2

2
s — 3~ 3 ¢é negativo.

Sejam r e s dois racionais; dizemos que r é menor que s (ou que s é maior que r) e
escrevemos r < s (respectivamente s > r) se existe um racional ¢ positivo tal que s = r+¢. A
notagao r < s (leia: r menor ou igual a s) é usada para indicar a afirmacao “r < sour =s". A
notagao r > s (leia: r maior ou igual a s) é equivalente a s < r. Observe que r positivo, equivale
ar>0. Ser <0, dizemos que r é negativo.

Antes de avancarmos no estudo dos nimeros racionais, ¢ necessario nos familiarizarmos
com os seguintes simbolos “=" e “<” (implica e se e somente se) para que possamos ter um
melhor entendimento das propriedades que serdo apresentadas posteriormente. Os enunciados e

as demonstragoes sdo feitos usando-se a linguagem matematica. Por isso, torna-se importante

conhecer os significados e como usar os varios simbolos matematicos.

Implicacao e Equivaléncia

Definicao 1.1
Chama-se “proposi¢do” ou “sentenca” toda oragdo declarativa que pode ser classificada
em verdadeira ou em falsa.

Observa-se que toda proposicao apresenta trés caracteristicas obrigatérias:
1#) sendo oragdo, tem sujeito e predicado;
2%) ¢é declarativa (ndo é exclamativa e nem interrogativa);

3?%) tem um, e somente um, dos valores légicos: ou é verdadeira (V) ou é falsa (F).

Exemplo 1.2
a) 15 é divisivel por 3.
b) a soma dos angulos internos de qualquer triangulo é sempre 180°.
c) sete & maior que trés.

As trés proposicoes acima sao verdadeiras.
Quando escrevemos “A = B” (relagdo de implica¢do), queremos dizer que a proposicao
A implica (ou acarreta) a proposi¢cao B. Por exemplo, A pode significar “N é divisivel por 97 e

B pode significar “N é divisivel por 3 7. Neste caso, podemos escrever, concretamente:
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N é divisivel por 9 = N é divisivel por 3.
Mas a reciproca nao é verdadeira; ndo podemos escrever
N é divisivel por 3 = N é divisivel por 9.

De fato, sempre que um nimero for divisivel por 9 — como 9, 18, 27, etc. —, ele serd
necessariamente divisivel por 3; mas um niimero pode muito bem ser divisivel por 3 — como 6,
12, 15, 21, etc. —, sem ser divisivel por 9.

Veja: dissemos que N serd necessariamente divisivel por 3 se for divisivel por 9. Dito
de outra maneira, — ser divisivel por 3 — é condicdo necessaria de — ser divisivel por 9 —. Mais
formalmente, quando A = B, dizemos que B é condig¢do necesséria de A; vale dizer, acontecendo
A, necessariamente acontecera B. Mas B pode acontecer sem que A aconteca. Por outro lado, A
é condicao suficiente de B, pois A sendo verdadeira, B também o sera.

Quando temos, ao mesmo tempo,
A= B e B = A,

costuma-se escrever A < B. Neste caso, qualquer uma das duas proposicoes (A e B) é ao mesmo
tempo condigdo necesséaria e suficiente para outra. Costuma-se também dizer que elas sdo equi-

valentes.

Exemplo 1.3

r+3=5 & x=2
ou seja,

(x+3=5 = 2=2) e (r=2 = z+3=05).

Propriedades dos Racionais

Agora veremos as propriedades dos ntimeros racionais em termos das operacoes de adi¢io
(4), multiplicagao (-) e da relagdo de desigualdade ().

Sejam os nimeros racionais a, b e ¢, temos as seguintes propriedades:

Comutativa

(Al) a+b=b+a (M1) a-b=b-a
Assoctativa

(A2) (a+bd)+c=a+(b+c) (M2) (a-b)-c=a-(b-c)

Ezxisténcia de Elemento Neutro
(A3) a+0=a (M3) a-1=a
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Ezxisténcia de Oposto
(A4) a+ (—a)=0

Emisténcia de Inverso
(M4) a-~=1 ou a-alt=1 (a #0)
a

Distribuitiva da Multiplicacao em relagao a Adigcao
D) a-(b+¢c)=a-b+a-c

Reflexiva

(Ol) a=a ou a<a

Anti-simétrica
(02) a<b e b<a = a=b

Transitiva
(03) a<b e b<c = a<c

Tricotomia
(O4) a=b, a<b ou b<a

Compatibilidade da Ordem com a Adicao
(OA) a<b = a+c<b+c

Compatibilidade da Ordem com a Multiplicagao
(OM) a<b e 0<c = a-c<b-c

Observagao 1.1. Seja K um conjunto qualquer nao-vazio e suponhamos que em K este-
jam definidas as operac¢oes indicadas por (+) e (+); se a terna (K, 4+, -) satisfazer as propriedades
(Al) a (A4), (M1) a (M4) e (D), diremos que (K,+,-) é um corpo. Se, além disso, em K estiver
definida uma relagdo (<) de modo que a quadrupla (K, +, -, <) satisfaca todas as 15 proprie-
dades anteriormente listadas, entao diremos que (K, +,:,<) é um corpo ordenado. Segue que
(Q,+,-,<) é um corpo ordenado; entretanto (Z,+,-, <) nao é corpo ordenado, pois (M4) nao

se verifica (os elementos do conjunto dos inteiros ndo possuem inverso).

1.1.1 Representacao Geométrica dos Racionais

Os nameros racionais podem ser representados geometricamente por pontos de uma reta.
Para isto, escolhem-se dois pontos distintos da mesma, um representando o 0 e o outro o 1.
Tomando-se o segmento de extremidades 0 e 1 como unidade de medida, marcam-se os represen-

tantes dos demais nimeros racionais.
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Figura 1.1: representacao geométrica dos racionais

Se o ponto P for o representante do niimero racional r, diremos que r é a abscissa de P.
Na figura 1.1, —% ¢é a abscissa de A; 4 é a abscissa de B. Todo namero racional r é a abscissa
de um ponto da reta; entretanto, nem todo ponto da reta tem abscissa racional. Veremos na
préxima secdo, que os pontos da reta que ndo possuem abscissa racional, possuem na verdade

como abscissa um tipo de numero chamado irracional.

1.2 Numeros Irracionais

Na sec¢ao anterior, foram introduzidos os nimeros racionais. Veremos agora de que modo
o processo de medigao das grandezas ditas continuas conduz & nogao de ntmero real. Usaremos
a determinagdo do comprimento de um segmento de reta como motivacido. Este exemplo é tao

significativo que o conjunto dos nimeros reais é também conhecido como a reta real.

1.2.1 Segmentos Comensuraveis e Incomensuraveis

Seja AB um segmento de reta. Para medi-lo, é necessario adotar uma unidade de medida
u, o segmento que mede lu é chamado segmento unitdrio. Estipula-se ainda que segmentos
congruentes tenham a mesma medida e que se n — 1 pontos interiores decompuserem AB em n
segmentos e se estes segmentos parciais forem todos congruentes a u, diremos que « cabe n vezes

em AB e a medida de AB (que representa-se por AB) sera igual a n.

Figura 1.2: segmento de reta

Pode ocorrer que o segmento unitario 4 nao caiba um namero exato de vezes em AB.
Entao a medida de AB n&o serd um ndamero natural. Esta situacdo conduz a ideia de fracao,
conforme mostra-se agora.

Procuramos um pequeno segmento de reta w, que caiba n vezes no segmento unitério

u e m vezes em AB(Figura 1.3). Este segmento w serd entao uma medida comum de u e AB.
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Encontrado w, diremos que AB e u sdo comensuraveis. A medida de w serd a fracio % ea
1

medida de AB, por conseguinte, serd m vezes ;-, ou seja, igual a 7.

(O A 5
— —
w "

Figura 1.3: w cabe n vezes em u e m vezes em AB

Observe que:

TB—m-w — AB:m-(1> _m

Por muito tempo pensava-se que dois segmentos quaisquer eram sempre comensuraveis:
sejam quais fossem AB e CD, aceitava-se tacitamente que haveria sempre um segmento EF que
caberia um ntimero exato n de vezes em AB e um numero exato m de vezes em CD. Esta crenca
talvez adviesse da Aritmeética, onde dois nimeros naturais quaisquer tém sempre um divisor
comum (na pior hipotese, igual a 1).

A ilusdo da comensurabilidade durou até o quarto século antes de Cristo. Naquela época,
em Crotona, sul da [tilia, havia uma seita filoséfico-religiosa, liderada por Pitagoras. Um dos
pontos fundamentais de sua doutrina era o lema “Os nameros governam o mundo”. (Lembremos
que numero para eles eram numeros naturais, admitindo-se tomar razoes entre esses numeros,
formando as fracoes). Uma enorme crise, que abalou os alicerces do pitagorismo e, por algum
tempo, toda a estrutura da Matemética grega, surgiu quando, entre os préprios discipulos de
Pitagoras, alguém observou que o lado e a diagonal de um quadrado sdo segmentos de reta
incomensuraveis, Lima (2013, p. 55).

Se houvesse um segmento de reta u que coubesse n vezes no lado AB e m vezes na
diagonal AC do quadrado ABCD entao, tomando AB como unidade de comprimento, a medida

de AC seria igual a m/n enquanto, naturalmente, a medida de AB seria 1. Observe:

AB=n-uv = u=

n n

AC—m-u = AC—m-<1> _m

Pelo Teorema de Pitagoras, teriamos (m/n)? = 12 + 12 onde m?/n? = 2 e m? = 2n?.
Mas esta tltima igualdade é absurda, pois na decomposicio de m? em fatores primos o expoente

do fator 2 & par enquanto em 2n? é impar.
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m/n

Figura 1.4: quadrado de lado unitario

A existéncia de segmentos incomensuréveis significa que os nimeros naturais mais as
fragbes sao insuficientes para medir todos os segmentos de reta.

A solucdo que se impunha, e que foi finalmente adotada, era a de ampliar o conceito de
nimero, introduzindo os chamados ndmeros irracionais, de tal modo que, fixado uma unidade
de comprimento arbitraria, qualquer segmento de reta pode ter uma medida numérica. Quando
o segmento considerado é comensurdvel com a unidade escolhida, sua medida é um nimero
racional (inteiro ou fracionario). Os ntuneros irracionais representam medidas de segmentos que
sao incomensuraveis com a unidade. Na descricao acima, quando o lado do quadrado mede 1, a

medida da diagonal é o ntmero irracional v/2.

S

Figura 1.5: quadrado de lado unitério

1.3 A Reta Real

Da unidao do conjunto dos nimeros racionais com o conjunto dos ntmeros irracionais
obtemos o conjunto dos niimeros reais, simbolicamente representado por R. Com a descoberta

dos nimeros irracionais, é possivel se determinar a abscissa de qualquer ponto da reta numeérica.
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Observe a reta abaixo com a localizacdo de alguns niimeros reais:

Figura 1.6: representacao geométrica dos niimeros reais

Por isso, dizemos que existe uma correspondéncia biunivoca entre os ndameros reais e os
pontos da reta, ou seja, a cada ponto da reta corresponde um tinico niimero real e, reciprocamente,
a cada numero real corresponde um tnico ponto da reta. O conjunto R pode ser visto como
modelo aritmético de uma reta, enquanto esta, por sua vez, é o modelo geométrico de R.

Em R estao definidas duas operagoes, adi¢ao (+) e multiplicagao (-) e uma relagao (<).
A adigdo associa a cada par (x, y) de nimeros reais um tnico nimero real indicado por = 4y, a
multiplicacdo, um tnico real indicado por z-y. As operacdes de adicao e multiplicagio definidas
em R, quando restritas a Q, coincidem com as operagoes de adicao e de multiplicacdo de Q; o

mesmo acontece com a relagao (<).

1.3.1 Numeros Reais na Forma Decimal

Uma expressao dectmal ¢ um simbolo da forma

Q= ap,a1a2- - Ap """,

em que ag é um numero inteiro maior ou igual a zero e aj,as,...,ay, ... sdo digitos, isto
é, ntmeros inteiros tais que 0 < a, < 9. Para cada n € N, tem-se um digito a,, chamado o
n-ésimo digito da expressao decimal. O niimero inteiro agp chama-se a parte inteira de ce. Vamos
considerar os nuimeros reais positivos, para tratar de nimeros reais negativos, simplesmente se

acrescenta o sinal menos.

Exemplos 1.4

a=3,12; [ =15121212...; = = 3,14159265...
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sao expressoes decimais. Nos casos de a e 8, temos ntimeros racionais e esta claro no caso de 8
como se obtém os digitos que nao estao explicitados. No caso de 7 (medida do comprimento da
circunferéncia de diametro unitario), o que esta escrito aqui ndo permite saber qual a regra para
achar os digitos a partir do nono, esse nimero com esse tipo de representagao decimal (infinita e
nao-periddica) é um ntamero irracional. Mas de que forma uma sequéncia de digitos, precedida

de um numero natural, representa um numero real? A reposta é:

+ 2y
Q=0a9,0102...0p...=a0+ —+—>5+... 4+ — +...
0, 4142 n 0 10 102 10"

Na prética, pouco se usa a forma do lado direito da igualdade acima.

E importante explicar o significado daquelas reticéncias no final da igualdade. O signifi-
cado da igualdade acima é o seguinte: o nimero real o tem por valores aproximados os nimeros

racionals

aq aj (7%
A8y, I —0.1.2.---).
o et T =002

Quando se substitui « por «,, 0 erro cometido nao é superior a

ap = ag +

1
— =107".

Assim, ag é o maior numero natural “contido” em «, a; é o maior digito tal que

a1
aO+TO<aa

as € o maior digito tal que
aj 4 a
10 102

Desde modo, tem-se uma sequéncia nao-decrescente de nlimeros racionais

ag + < «, ete.

oL <a<...<a, <.

que sdo valores (cada vez mais) aproximados do ndmero real . Mais precisamente, tem-se
0<a—a, <107 paracada n=0,1,2,3,4, ....

Vejamos agora um exemplo de como determinar uma sequéncia de ntimeros racionais que
sao aproximacdes do nimero irracional v/2.

Observe que:
12<2 e 2<22 = 1<vV2<2.

Temos assim a primeira estimativa para v/2. Entdo os nameros racionais que serdo as
raizes aproximadas de 2 estdao entre os inteiros 1 e 2. Agora devemos fazer as estimativas para
08 nlimeros racionais que possuem parte nao-inteira até décimos.

Vejamos:
(17 1)2 = (17 1) ’ (17 1) = 1721
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(1,2)2 =(1,2) - (1,2) = 1,44
(1,3)2 =(1,3) - (1,3) = 1,69
(1,4)% = (1,4) - (1,4) = 1,96
(1,5)% = (1,5) - (1,5) = 2,25
(1,6)% = (1,6) - (1,6) = 2,56
(1,7)?% = (1,7) - (1,7) = 2,89
(1,8)2 = (1,8) - (1,8) = 3,24
(1,9)2 = (1,9) - (1,9) = 3,61

Observa-se pelos célculos acima que /2 estd entre 1,4 e 1,5, pois (1,4)? = 1,96 < 2 <
2,25 = (1,5)?, continuando com este raciocinio com aproximacdes até centésimos, milésimos,

décimos de milésimos, etc., verifica-se que:

(1,4)? <2 < (1,5)?

(1,41)% < 2 < (1,42)?
(1,414)% < 2 < (1,415)*
(1,4142)? < 2 < (1,4143)?

(1,41421)% < 2 < (1,41422)?

Observe que a sequéncia de nimeros racionais 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421;--- “ca-
minha” em direcdo ao nimero irracional v/2, neste caso dizemos que esta sequéncia converge para
V2.

1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; ---  — /2.

Diz-se entdo que o namero real /2 é o limite desta sequéncia de nameros racionais. O
fato de que sempre um numero real ser o limite de uma sequéncia (isto é, que tem os «;, como
seus valores aproximados) é a forma que adota-se para dizer que o corpo ordenado dos niimeros
reais € completo.

Vamos destacar algumas regras que ajundam a transfomar ntimeros racionais da forma
decimal para a forma fracionaria, lembremos que isto nao é possivel com os ntimeros irracionais
devido nao se conhecer nenhuma regra que defina com exatiddo como se comporta a sequéncia de

L . . ) . 2
digitos de sua parte decimal, ou seja, nunca encontraremos um ntmero racional tal que (%) =2,

: 2
podemos sim encontar (%) < 2.
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A regra mais simples de se transfomar um nimero decimal na forma fracionaria é no caso
dos decimais que apresentam uma quantidade finita de casas decimais, estes decimais podem ser
interpretados como sendo decimais com infinitas casas decimais, mas que a partir de um certo

ponto, todos os digitos a, se tornam iguais a zero:
a = ap,aiasas - - - a,000- - -

entao
_ a G2 a4 o 4n
a=at ittt T

Por exemplo,

4 2 3 17000 400 20 3 17423
17,42 e =17,423 =1 — 4+ — = = .
7,423000 7,423 [ 10 * 100 * 1000 1000 + 1000 * 1000 + 1000 1000

Mais geralmente, mesmo que ndo termine em zeros, a  expressdao decimal de a =
ag, a1a2 . . . Gy, . . ., pode representar um numero racional, desde que seja peridédica. Comecemos
com o0 caso mais simples, que é também o mais intrigante. Trata-se da expressao decimal, ou
seja, do nimero real

9 9 9
a:0,999...:1—0+m+m+...

Afirma-se que a = 1. De fato, os valores aproximados de a sdo a3 = 0,9; ag = 0,99;
az = 0,999; etc.. Ora 1 —a; =0,1; 1 —as = 0,01; 1 — a3 = 0,001. Vemos portanto que,
tomando-se n suficientemente grande, a diferenga 1 — a,, pode tornar-se tdo pequena quanto se
deseje. Em outras palavras, os nimeros racionais a, = 0,999...99 sio valores cada vez mais
aproximados de 1, ou seja, tem 1 como limite.

A igualdade 1 = 0,999... costuma causar perplexidade. Uma maneira de dirimir o
aparente paradoxo é esclarecer que o simbolo 0,999... na realidade significa que o niimero cujos
valores aproximados sao 0,9; 0,99; 0,999; etc., como vimos acima, é o nimero 1.

Uma vez estabelecido que

resulta imediatamente (dividindo por 9) que

1 1 1
0,111...=—4+—+ ...+ —+... = —.
' 10+100+ +10"+ 9

Consequentemente, para todo digito a diferente de zero, multiplicando por a aigualdade

acima, resulta

0 S
aaa ... = — — — ces = =
’ 10 " 100 10 9
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Por exemplo, .
0,555... = —.
’ 9

Este resultado, nos oferece a possibildade de determinar a forma fracionaria de qualquer

numero racional que contenha seus ultimos digitos da parte decimal, uma sequéncia periddica.

Observe que

9 9 99 9 9 99

10 7100~ 100° 1000 T 10000 _ 10000° °°

Entao,

10 102 103 104

w90
100 11002 1"'
=9 —+-—+...
<100 + 1002 + )’
logo
EEN S U
100~ 1002 1003 7T 99
Dali resulta, por exemplo, que
13 13 13
0,1313...=—+—+ — +...
’ 100 + 1002 4_11003 +1
=B8|—=+-—-——+—...
100 + 1002 + 1003 )
13
S99
Uma expressdo decimal a = ag,aia2as--- chama-se uma dizima periddica simples, de

periodo ajasas...ap, quando os primeiros p digitos apos a virgula se repetem indefinidamente
na mesma ordem. Assim, 0,555... e 0,1313... sdo dizimas peri6édicas simples com periodos 5
e 13 respectivamente.

O raciocinio acima se aplica em geral e nos permite concluir que toda dizima periodica
simples representa um numero racional, que se chama sua fra¢do geratriz. Mais precisamente,

podemos dizer, como nos antigos compéndios® de Aritmética:

A geratriz de uma dizima periddica simples é uma fracao cujo numerador é o periodo e

cujo denominador é um niumero formado por tantos noves quantos sao os algarismos do periodo.

Por exemplo,

473

473473473 ... = —.
0,473473473 999

!Sintese de uma teoria, de ideias fundamentadas.
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Existem ainda as dizimas peridédicas ditas compostas. Sao aquelas que depois da virgula
tém uma parte que nado se repete, seguida por uma parte periédica. Para obter a geratriz de

uma dizima periédica composta, procede-se como no exemplo a seguir:

a = 0,13121121121. .. x (100)
1000 = 13,121121121...
1000 = 134 21

@ = 999

13x999 + 121
1 o XU el
00« 999
13(1000 — 1) + 121
1000 =
00a 999
13000 + 121 — 13
1000 =
« 999
13121 — 13
1000 = -2 =2
00 999
Portanto
13121 — 13
a=—"—
99900
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Capitulo 2
Ideila Intuitiva de Limite

Iniciamos este capitulo com o estudo de limite. Baseado nos livros de Avila, Guidorrizi
e lezzi, isto pode ser feito de duas maneiras: pela reta tangente a uma curva e pelo conceito
de taxa de variacao. A visualizacao geométrica deve ser enfatizada, pois € um recurso poderoso
no entendimento de seu conceito. As nocoes de limite e continuidade sdo apresentadas de modo
intuitivo. Primeiro é preciso que o aluno se familiarize com alguns exemplos de limites. S6
assim ele vai adquirindo maturidade, até encontrar-se em condicoes de bem entender o porqué da
definicao de limite em termos de épsilons e deltas, um tratamento rigoroso que é convenientemente

tratado na disciplina de Calculo a nivel superior.

2.1 Reta tangente

Vamos considerar o problema que consiste em tracar a reta tangente a uma curva dada
num determinado ponto da curva. No caso de uma circunferéncia, o problema é resolvido, em

geometria elementar, de duas maneiras simples e equivalentes, ilustrada na Figura 2.1.

1. a tangente a circunferéncia num ponto P é a reta que passa por P, perpendicularmente ao

raio por esse mesmo ponto;

2. a tangente a circunferéncia num ponto P é a reta que s6 toca a circunferéncia nesse ponto.

tangente

Figura 2.1: reta tangente a circunferéncia
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No caso de uma curva qualquer, a situacao é mais complicada. A primeira solugdo s6 se
aplicara se soubermos o que é raio de uma curva num ponto, mas isto é uma questao pelo menos
tao delicada quanto a questao inicial de caracterizar a tangente (Figura 2.2a). A segunda solugao
também nao é adequada a uma curva qualquer, como podemos ver facilmente: uma reta que
toca uma curva num s6 ponto nem sempre merece o nome de tangente (Figura 2.2b), enquanto

uma verdadeira tangente pode tocar a curva em mais de um ponto, como ilustra a (Figura 2.2c).

raio?

(a) (b) (c)

tangente? tangente

Figura 2.2: dificuldade de definir reta tangente a uma curva

Para resolver o problema, supomos que a curva seja o grifico de uma certa fungao f.
Sejam a e f(a) as coordenadas do ponto P, onde desejamos tragar a tangente. Consideremos um
outro ponto ¢ do grafico de f, cuja abscissa representamos por a + h; entdo, a ordenada de () é

f(a+ h). O declive da reta secante PQ ¢ dado pelo quociente

fla+h) = f(a)
W :

chamado razdo incremental. Essa designacao se justifica, ja que h é realmente um incremento
que damos & abscissa de P para obter a abscissa de J; em consequéncia, a ordenada f(a + h) é
obtida de f(a) mediante o incremento f(a+h)— f(a), isto é, f(a+h) = f(a)+[f(a+h)— f(a)].

Figura 2.3: reta secante tendendo a reta tangente

Vamos imaginar agora que, enquanto o ponto P permanece fixo, o ponto ¢} se aproxima de
P, passando por sucessivas posi¢es Q1, @2, @s,, etc. Logo, a secante P(Q) assumird as posicoes
PQy, PQa, PQs, etc., (Figura 2.3). Suponha que a razdo incremental supracitada, que é o
declive de cada uma das infinitas secantes, se aproxime de forma regular de um determinado

valor m, a medida que o ponto () se aproxime do ponto P.
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O modo de fazer () se aproximar de P consiste em fazer o nimero h cada vez mais proximo
de zero na razao incremental. Dizemos que A estd tendendo a zero e escrevemos h — 0. Observe
que h pode assumir valores positivos e negativos. E claro que, se imaginarmos h assumindo
valores exclusivamente positivos, entao o ponto () estard se aproximando de P pela direita. Mas
podemos também imaginar que h esteja assumindo valores exclusivamente negativos e, neste

caso, o ponto ) estard se aproximando de P pela esquerda, como se vé na Figura 2.4.

fla+h)

0 a+h a

Figura 2.4: reta secante tendendo a reta tangente

2.1.1 Equagao da reta tangente: o declive como limite

Quando consideramos h tendendo a zero (h — 0) na razao incremental e esta se aproxima
de um valor m, dizemos que m caso exista, € o limite da razao incremental com h tendendo a
zero. Observe que o grafico da funcdo é a parabola (Figura 2.6), na qual possui reta tangente
em qualquer ponto (veja Exemplo 1), assim faz sentido mostrar que o limite acima existe, entao

obteremos a expressao equivalente ao quociente de diferencas:

fla+h) - f(a)
- :

m = lim
h—0

E importante destacar que h é sempre diferente de zero na razao incremental, pois esta

razao nao tem sentido em h = 0(ja que ficaria sendo 0/0).

2

Exemplo 2.1. Tracar a reta tangente a parabola f(z) = 22 no ponto P = (a, a?):

consideremos primeiro o caso em que a = 1, de sorte que f(1) =12 =1e
f(L4+h)=(1+h)>=1+2h+ h?

logo,
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f(L4+h)— f(1)  2h+h?
h h

Esta expressdao 2 4+ h aproxima-se do valor 2 quando “h — 07, de forma que podemos

=2+ h.

escrever:
i FOE ) = 1)

= 2.
h—0 h

A reta que nos interessa passa pelo ponto P = (11) e tem, por equacao
y—1=m(xz—1).

em que m = 2, ji calculado anteriormente,
y—1=2(x—1).

Finalmente, obtemos a equagao da reta tangente procurada (Figura 2.5):

Y

y=2x—-1

Figura 2.5: reta tangente ao grafico de f(z) = 22, em P = (1, 1)

Esta reta, com inclinacao m = 2, corta o eixo Oz no ponto de abscissa x = 1/2, e o eixo
Oy no ponto da ordenada y = —1.
x = a é anélogo & anterior.

De modo geral, dado um ponto genérico P = (a, a?)
f(a) =a% fla+h)=(a+h)*=da%+2ah+ h?

logo
fla+h)— fla)  2ah+ h?
h N h
O limite desta expressao com h — 0 é 2a; portanto, a reta tangente a f no ponto

P = (a,a?) ¢ dada por

= 2a + h.

ou seja,

y:2aaz—a2.

A Figura 2.6 ilustra uma situagdo em que a < 0.
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Figura 2.6: reta tangente ao grafico de f(x) = 2% em P = (a, a?)

Existem situacOes nas quais a razdo incremental ndo se aproxima de valor algum, ficando
cada vez maior ou cada vez menor quando h tende a zero. Neste caso, definimos a reta tangente
a curva y = f(x) no ponto P = (a, f(a)) como sendo a reta x = a (que passa pelo ponto P e é

paralela ao eixo Oy). O exemplo seguinte ilustra essa situacao.

Exemplo 2.2 A funcao

y=flz)=1+x -2

estd definida para todo z real, sendo positiva para x > 1, negativa para z < 1 e zero em x = 1.
Seu grafico esta representado na Figura 2.7. Para calcular a razao incremental em © = a = 2,

observamos que

f@2)=1¢e f2+h) =1+V2+h—-2=1+Vh,

de sorte que

fe+n—f2 _(+Vh-1_ Vr_ 1

h h h 2

Assim a razao incremental fica cada vez maior & medida que h — 0, e ndo se aproxima de
valor algum. Portanto, a reta tangente no ponto P = (2, f(2)) = (2,1) é a reta x = 2, também

ilustrada na Figura 2.7.

y
| [ T
0 1 2 »L

Figura 2.7: reta tangente
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Observacgao 2.1 Podemos fazer também a seguinte interpretacao sobre o exemplo ante-
rior. Nesse caso, sabemos da geometria analitica que o coeficiente angular de uma reta é igual a

tangente do dngulo que a reta faz com o semieixo positivo OX. Entao,
m=1tg6.
Pelo exemplo anterior, note que, ao fazermos a razdo incremental
flat+h)—fla) 1

m:llz% h :3h2:+oo’

temos

tgf =m — +oo, 60— 90°.

O que torna valido o conceito do declive da reta tengente ser definido como sendo o limite

da razao incremental, mesmo quando o limite da razdo incremental tende para 4oo.

Reta Normal

Definicao 2.1

Definimos a reta normal a uma curva, num de seus pontos, como sendo a reta que passa
por esse ponto e é perpendicular & reta tangente a curva no mesmo ponto. Observe que esta é
uma definicdo genérica, valida para qualquer curva, desde que essa curva tenha reta tangente,

como acontece na maioria dos casos com que lidamos na prética.

Exemplo 2.3 Vamos encontrar a equagao da reta normal a parabola f(x) = %2 no ponto

2
de abscissa xg = —2 (Figura 2.8). A ordenada correspondente é yo = f(x9) = (f) =1, de
sorte que a reta normal procurada deve passar pelo ponto Py = (29, 40) = (—2,1). O declive da

reta tangente neste ponto é dado por

f(=2+h) - f(=2)

= I
" 70 h
-9 2 —9 2
o (2R = (2)
h—0 4h
4—4h+h?—4 h
= i = li ——1]=-1
B0 4h h0 (4 >
O declive da reta normal associada ¢ m' = —% = 1. A equacgio desta reta é obtida da
equacao genérica
y —yo = m'(z — xp),
com as substitui¢goes: m' =1, 19 = —2 e yg = 1, donde resulta y — 1 = x4+ 2, ou seja, y = x + 3.

Esta é a equacao procurada da reta normal, também ilustrada na Figura 2.8.
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/x+3

Figura 2.8: Reta normal

2.2 Limite e Continuidade
Vimos na secao anterior que, quando o declive m existe, ele é representado por:

fla+h) = f(a)
- :

m = lim
h—0

Ja dissemos que h ndo pode assumir o valor zero na razao incremental. No caso da

parébola f(x) = 22, por exemplo a razdo incremental ¢ dada por

2ah + h?

- =2a+ h. (2.1)

Embora esta dltima expressao faca sentido para h = 0, ela foi obtida da pentltima, que
nada significa quando A = 0. Em outras palavras, as duas expressoes sdao iguais somente para
h # 0, embora a ultima tenha significado proprio também para h = 0. Portanto, embora 2a seja
o valor de 2a + h para h = 0, ndo podemos dizer que 2a seja o valor da razado incremental para
h = 0. Podemos, isto sim, dizer que 2a é o limite da razao incremental com h tendendo a zero.

A situacdo que acabamos de descrever é tipica: sempre que a razdo incremental tiver limite
finito com h tendendo a zero, seu numerador e denominador tendem a zero, separadamente, com
h — 0. Mas, para calcular o limite da razdo, ndo podemos fazer h = 0, ja que isto nos levara a
forma 0/0, que nao tem significado. O que fazemos é transformar a razao incremental, de sorte
a encontrar um fator A comum ao numerador e ao denominador; como h é sempre diferente de
zero, ele pode ser cancelado, deixando-nos com uma expressao que faz sentido mesmo para h = 0
e cujo valor, assim calculado, é o limite da razao incremental com h — 0. Agsim, é facil ver na
equacao, (2.1), que 2a + h tende a 2a com h — 0, embora h seja sempre diferente de zero.

Podemos, sempre que o declive m existir, denoté-lo pelo limite do quociente de diferencas:

o Sl ) = f@) | f@) — fla)

h—0 h T—a T —a
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Exemplo 2.4 Vamos calcular o declive da parabola f(x) = 2° no ponto x = 4, usando

a nova notacao. Logo temos:
flx)— f(4) . ox?—42 . 2216

m = lim = lim = lim .
r—4 xr — z—4 x —4 z—4 x—4

E claro que ndo podemos fazer x = 4 na funcio

2
x* —16
r= ——-
9(z) = ——
pois isto nos conduziria a forma 0/0, que nada significa. No entanto sendo = # 4, esta ultima
funcdo pode ser escrita assim:
z+4)(x—4
o) = A oy
r—4

de sorte que

Figura 2.9: funcao g descontinua em z = 4

m = lim g(x) = lim (x +4) = 8.
z—4 T—4

22—16
r—4

definida inclusive em x = 4, seu limite com x — 4 coincide com seu valor nesse ponto:

As fungoes g(x) = e h(z) = v + 4 sdo iguais para x # 4. A segunda delas esta

lim h(z) = h(4).

z—4

Quando isto acontece, ou seja, quando o limite de uma fung¢io coincide com seu valor no
ponto para onde tende a variavel z, dizemos que a funcdo é continua nesse ponto. Este conceito

é muito importante, sendo, pois, conveniente destaca-lo.

Definicao 2.2 Diz-se que uma funcao f é continua num ponto xy quando as seguintes

condicbes estao satisfeitas:

a) f estd definida em xp;
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Figura 2.10: funcao h continua em z =4

b) f(z) tem limite com x — ¢ e esse limite é igual a f(z), isto &, ILm f(x) = f(zo).
T—T0

Dizemos que f é continua num dominio D se ela for continua em cada ponto desse

dominio.

2.2.1 Limites laterais

As vezes uma funcio possui limites diferentes, conforme z aproxime xy por valores es-
tritamente maiores ou estritamente menores que xg. Nesses casos, dizemos que se = aproxima
de xg pela direita ou que se z aproxima de xg pela esquerda, o que se indica com os simbolos
x — xd e x — xy, respectivamente (Figura 2.11). Esses limites sdo chamados limites laterais;
mais especificamente limite & direita e limite & esquerda, conforme o caso. Pode acontecer que a

funcdo s6 tenha um ou nenhum limite lateral.

- - ———
- +
r — I T — T

Figura 2.11: Interpretacao geométrica de limites laterais
Exemplo 2.5 Seja a fungao

_|x\_{ 1, se >0,

-1, se z<0.

36



que estd definida para todo x, exceto x = 0. Como ela é sempre igual a 1 para x > 0, é claro

que seu limite & direita, com x — 0, tem esse mesmo valor:

li =1.
E, de modo anélogo, lim f(x) = —1.
z—0~

Este € um exemplo de uma fun¢do que nao é continua em x = 0, qualquer que seja o valor
que lhe se atribua nesse ponto. No entanto, se pusermos f(0) = 1, ela serd continua & direita em
z =0 (Figura 2.12):

Figura 2.12: Grafico da fungao f do exemplo 1

lim f(z) =1= f(0).

z—0t

Analogamente, ela serd continua & esquerda no mesmo ponto se pusermos f(0) = —1,

visto termos, entao,

lim f(z)=—-1= f(0).

z—0~

2.3 Propriedades dos Limites

Para calcularmos certos limites, com maior grau de dificuldades , as propriedades de

limite sdo muito utéis, desde que aplicadas de maneira responséveis.

Propriedades dos Limites

Supondo que ¢ seja uma constante e os limites
li li
lim f(z) e lim g(x)

existam, entao
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1. O limite da soma de duas fungoes é a soma dos limites, isto é:

lim [£(2) + g(x)] = lim f(z) + lim g(x)

T—a Tr—a

2. O limite da diferenca de duas funcoes é a diferenca dos limites, isto é:

lim [f(z) = g(2)] = lim f(z) — lim g(z)
3. O limite de uma constante multiplicando uma funcdo é a constante multiplicando o limite
desta funcao, isto é:
limc- f(z) =c¢- lim f(x)

T—a r—ra

4. O limite do produto de duas funcées é o produto dos limites, isto é:

lim [f(2) - g(2)] = lim f() - lim g(a)

r—a r—a r—a

5. O limite do quociente de duas fungoes ¢ o quociente dos limites (desde que o limite do

denominador nao seja zero), isto é:

lim
r—a

ng)]_iigif(w) se  lim g(z) £ 0

z)|  lim g(x) —a
T—a

E facil acreditar que essas propriedades sdo verdadeiras. Por exemplo, se f (x) estiver
proximo de L e g(z) estiver proximo a M, é razoavel concluir que f(x) 4 g(z) esta proximo a
L+ M. Tsso nos da uma base intuitiva para acreditar que a Propriedade 1 é verdadeira.

A seguir um exemplo para ilustrar as propriedades acima.

Exemplo 2.6 Calcule o limite a seguir justificando cada passagem.

lim (222 — 3z + 4)

T—5
Temos que:
lim (22% — 3z +4) = lim22® — lim 3z + lim4 (pelas Propriedades 2 e 1)
T—5 T—5 T—5 T—5

= 2lim2? —3limz + lin}r)ll (pela Propriedade 3)
T—r

r—5 T—5

= 2.5°-3.5+4
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O Exemplo 2.7 mostra o cédlculo de limite em que nao se utilizam as propriedades.

2

4 —1
Exemplo 2.7 Encontre o limite de f(x) = lim1 . quando z tende a 1.
x—1 T —
Nao podemos encontrar o limite substituindo = 1 porque f(1) nao esta definido. Nem
podemos aplicar a Propriedade do Quociente porque o limite do denominador é 0. De fato,
precisamos fazer inicialmente algumas operagoes algébricas. Fatorando o numerador como uma

diferenca de quadrados:
z?2 -1 r—1)(x+1
f(x) = = ( I )

r—1 r—1

O numerador ¢ o denominador tém um fator comum, que é z — 1. Ao tomarmos o limite
quando x tende a 1, temos x — 1 # 0. Portanto, podemos cancelar o fator comum e calcular o

limite, como segue:

21 -1 1
hmx — hmw
z—1 x —1 r—1 x—1
= lim (z+1)
r—1
= 1+1=2.

Observacao 2.2 No Exemplo 2.7 conseguimos calcular o limite substituindo a funcao
2
-1
dada f(z) = ?

porque f(z) = g(x), exceto quando x = 1 e, no computo de um limite, quando x tende a 1, nao

por outra mais simples, g(z) = x + 1, que tem o mesmo limite. Isso é valido
consideramos o que acontece quando x é exatamente igual a 1. Em geral, temos o seguinte fato

atil.

Se f(z) = g(z) quando x # a, entdao lim f(z) = lim g(x), desde que o limite exista.
T—a r—a
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Capitulo 3

A Derivada

Baseado nos livros de Avila, Guidorrizzi, Stewart e Iezzi, no presente capitulo apresen-
tamos a definicdo de derivada, ja iniciada de forma implicita no capitulo II, ao calcularmos o
coeficiente angular da reta tangente a uma curva. A intencao é esclarecer bem o conceito de

derivada e sua importanicia dentro do estudo do Célculo, para futuras aplicacoes.

3.1 Conceito de Derivada

No capitulo anterior, definimos o declive de uma curva y = f(x), num ponto (a, f(a)),
quando ele existir, o limite da razdo incremental com h — 0:
fla+h)— f(a)

Y )

m = lim
h—0

Como ja tivemos oportunidade de ver, através de exemplos, essa quantidade m depende
do valor x = a considerado, isto é, m é funcao de a. O declive m em x = a é chamada derivada

da fungao f em a e é denotada por f’(a). Escrevemos, entdo, a expressao anterior na forma

/ _fla+h)—f(a)
a) = lim .
f( ) h—0 h
O aluno deve notar que nada ha de especial no simbolo x = a que ja haviamos usado.
Trata-se de um valor genérico de x, por isso mesmo pode muito bem ser substituido por qualquer

outro simbolo, em particular pelo préprio x:

Fa) — tim L) = @),

h—0 h

Podemos também escrever p em lugar de x + h, assim, p =x + h, isto é, h =p — .

Entao, fazer h tender a zero é equivalente a fazer p tender a x:

o) — tim 1@ = F0)

p=r T —p

Exemplo 3.1 Vamos calcular a derivada da fun¢do f(z) = y/x num ponto qualquer
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x> 0:
o) = tim L S0 gy V=P

p—=xr T —D p—z T —DP
Para lidarmos com esse tipo de limite, multiplicamos o numerador e denominador por

um fator conveniente. No presente caso,

o) - tm WEVD) (D
P @) (et )

(V)2 - (vp)° 1

f) = = et vh)
/ — lim (ac—p)' 1
f) = ey e vp)

1 1 1

o) = Jim e = = e

Observe que essa derivada é sempre positiva e torna-se tanto maior quanto menor for
x. Isto estd de acordo com fato de que as retas tangentes a curva vao ficando cada vez mais
proximas da vertical & medida que x tende a zero (Figura 3.1). A derivada nao esta definida em
x = 0; o seu valor torna-se arbitrariamente grande com x — 0, o que é coerente com o fato de

que, na origem, a reta tangente & curva ¢ o proprio eixo dos y’s:

Figura 3.1: Grafico de y = \/z, derivada ndo definida em z = 0

Na defini¢do de derivada,

o)t LEEN = FE) @)~ )

h—0 h p=r X —D

estamos admitindo, que a razdo incremental se aproxima de um determinado valor f’(x), com h
tendendo a zero, h podendo assumir valores positivos e negativos; vale dizer, com p tendendo a

x, p assumindo valores maiores ou menores que .
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Exemplo 3.2 Consideremos a funcao

z, se x =0,

f@%ﬂﬂZ{

-z, se x<U0.

ilustrada na Figura 3.2. Sua razao incremental no ponto x = 0 é dada por

y=|x

Figura 3.2: Funcao modular

f<o>—f<p>_rm:{ 1, se p>0,

0O—-p  p —1, se p<O.

Vemos assim, que o limite desta razao incremental é 1 se p — 0 por valores estritamente
positivos e —1 se p — 0 por valores estritamente negativos. O limite ndo existe para p — 0 por
valores positivos e negativos ao mesmo tempo. Assim, a func¢io nao é derivavel no ponto x = 0.

Todavia, ela é derivavel para todo x # 0:

f’(:n):{ _1, se x>0,

1, se x<0.

Quando a razdo incremental

flz+h) - f(x)
h

tem limite com h — 0 por valores estritamente positivos, esse limite é chamado derivada & direita

no ponto x. Escrevemos

) =t FEEN I @) = )

h—0+ p—xt Tr—0p
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Analogamente, a derivada & esquerda é definida pela expressao

) =t TEED @) @) 1),

h—0— p—ax— Tr—Dp

As derivadas a direita e & esquerda sdo chamadas de derivadas laterais da funcdo no
ponto considerado. E facil ver que a funcdo é derivavel quando as derivadas laterais existem e
sdo igualis.

Como acabamos de ver, a funcao f(z) = |z| nfo é derivavél em = = 0, embora nesse

ponto ela tenha derivadas, & direita e a esquerda, iguais a +1 e —1, respectivamente.

As Notacoes da Derivada

Costumamos indicar a derivada de uma fungdo y = f(z) por f/'(z) e por varios outros
simbolos, como ¢y’ e Df ou Df(xz). Em Mecénica, é comum o uso do simbolo (y) para indicar
a derivada de uma fungdo y da varidvel tempo ¢, notagao esta que é devida a Newton. Outra
notacdo freqiiente, devida a Leibniz, é dy/dx ou df /dz; sua origem se explica em face das seguintes
consideracdes: o ntmero h = p — = é o incremento dado por = para obter p = = + h. E costume

indicar esse incremento pelo simbolo Az (acréscimo, incremento ou variagao de x):
Ar=p—x ou p=uzx+Ax.

Se variarmos x de uma quantidade Ax, a varidvel dependente y também sofrerd uma

variagao (Figura 3.3)

X

Figura 3.3: Diferencial de uma fungao

Ay = Af(x) = flx+ Ax) — f(z),
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de sorte que a razao incremental sera dada por

flz+Az) - fx) _ Af(z) _ Ay

Ax Ar Az

Quando fazemos Az — 0, a variacdo Af(xz) = Ay também tende a zero, de maneira que
a razao incremental se aproxima da derivada. No entender de Leibiniz, a derivada devia ser vista
como o quociente de quantidades in finitesimais ou infinitamente pequenas dy e dx.
Para melhor esclarecer essa questao, vamos definir a diferencial dy de uma funcao y =
f(x), no ponto z, pela expressao
dy = f'(z)Az.

Entao, quando a fungao é f(x) = x, sua diferencial dz é simplismente Az, pois a derivada
é1:
der =1-Ax.

Portanto,

dy

dy = f'(z)dz ou f'(z)= T
Observe que o dx(= Ax) que aparece na defini¢ao de diferencial, dy = f/(z)dz é uma nova
variavel independente, que pode assumir qualquer valor diferente de zero. Costuma-se dizer, ou
mesmo pensar, que ela seja infinitamente pequena. Em geral isso é conveniente em certas aplica-

¢oes fisicas, mas nao devemos perder de vista que essa varidvel dx ndo é necessariamente pequena.

Exemplo 3.3 Utilizando o conceito de diferencial, vamos calcular um valor aproximado

para /1, 01.

Yy
,,,,,,,,,,,,,,,,, Ard
Ay—~|  _~ FLZJ
0 1 1+ dx x

Figura 3.4: grafico de y = \/x

Consideremos a fung¢éo f(x) = y/z. Primeiro vamos calcular dy para z =1 e dz = 0,01.

Temos: .
dy = dx.
Y=o
Em x =1,
1
dyzidac.
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0,01
’2 = 0,005 para dxr = 0,01. Assim, 1+ dy = 1,005 & um valor

aproximado (por excesso) de /T,01. Como 1,004 é um valor aproximado por falta ((1,004)% =
1,008016... < 1,01) segue que

Portanto, dy =

v/1,01 = 1,005.

O

Como & facil ver, a derivada f'(z) de y = f(x) é também uma fun¢ao de z. Podemos,
entdo considerar sua derivada, que é chamada derivada sequnda de f. Ela é indicada pelos

simbolos

d? .
f//a D(g)fa dixj;.v y//a Y.

Do mesmo modo, consideram-se derivadas terceiras, quarta, etc. De um modo geral, a

derivada n-ésima é indicada com os simbolos

af w

da™’

f(n)7 D(n)ﬂ

3.2 Regras de Derivacao

O objetivo desta secao, é dar aos alunos a possibilidade de usarem as regras de derivagao,

e assim terem a possibilidade de continuar a acompanhar o estudo do calculo com mais fluidez.

3.2.1 Em que consistem as Regras de Derivacao

Aplicar as regras de derivagdo consiste em usar estes conhecimentos para, a partir de
derivadas de fungoes mais simples, determinar as derivadas de fungoes que delas se obtém por
meio de operagoes.

Vamos apresentar as regras de derivacao como se estivéssemos num jogo, em que temos

as pecas e as regras do jogo:

e as pecas s80 as derivadas de algumas funcGes, por exemplo:
constantes, x", \/x, senx, cosx, etc.

(ou seja, as derivadas das fungdes mais elementares, a custa das quais obtemos as outras

funcoes por meio das operacoes);

e as regras do jogo vao nos indicar o comportamento da derivada quando fazemos operacoes

com funcoes, por exemplo: conhecendo a derivada de duas funcoes, f e g, podemos obter

as derivadas de 2 f, —f, f+9g9, f— g, - g, g, etc.

1. Derivada da funcao constante

A derivada de uma fungao constante € nula, isto é, se C' ¢ um nimero real, entdo
/
(C) =0
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2. Derivada da funcao poténcia

Se n € Z*, entao

(xn)/ —-n- xn—l

3. Derivada da soma de funcoes

Se f e g sdao fungoes derivaveis, entdo, f + g, é derivavel e é valido o resultado
(f(2) +9(x)) = f'(z) + 4 (z)

4. Derivada da diferenca de funcoes

Se f e g sdo fungbes derivaveis, entdo, f — g, é derivavel e é valido o resultado

5. Derivada do produto de uma constante por uma funcao

Se f é uma funcao derivivel e C' um ntmero real, entdao C.f, é derivavel, e é valido o

resultado

(C-f(2) =C-f(x)

6. Derivada do produto de duas funcoes

Se f e g sdo funcoes derivaveis, entdo, (f - g), € derivavel e é valido o resultado
(f(x)-9(x)) = f'(x) g(x) + f(z) - ¢ (2)

7. Derivada do quociente de duas fungoes

Se f e g sao fungoes derivaveis, e g(z) # 0, entao, <f>, é derivéavel e é valido o resultado
g

(f(l’))' _f@) - g(x) = f(2) - ¢ ()
9() lg(x)]?

As regras de derivacgao junto com as derivadas imediatas das principais fun¢des elementa-
res, nos dao o suporte para derivarmos funcoes menos elementares. Vejamos abaixo as derivadas
de algumas funcgoes elementares, que sdo determinadas a partir da defini¢do de derivada utili-

zando o conceito de limite:

1
2T

2. (senx) = cosx

1. (Vx) = 4. (tgz) = sec’x
5. (e:r)/ = %

3. (cosx) = —senx 6. (Inz) =—

8
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3.3 Valores Extremos de uma Funcao

Esta secao serd dedicada a uma teoria muito util no estudo do Calculo, trata-se dos
valores extremos (valor méximo ou minimo) que uma fungao pode assumir em um determinado

intervalo de seu dominio.

Maximos e minimos

Alguns problemas apresentam-se de forma que para serem resolvidos, devemos determinar
o valor maximo ou minimo da func¢@o associada ao problema em questao.

Dizemos que um valor g é ponto de mdzimo de uma funcao f, se f(z) < f(xo) para todo
x € I, onde I C Dy. Ao contrario, se tivermos f(x) > f(x¢), entdo g é chamado ponto de
minimo da funcao. A Figura 3.5, ilustra o grafico de uma fungdo que apresenta um ponto xg, de

méaximo, no intervalo [a, b] C Dy.

Figura 3.5: Gréfico de f que apresenta ponto de méximo xg

Temos agora na Figura 3.6, o grafico de uma fungdo que apresenta um ponto zg, de

minimo, no intervalo [c, d| C Dy.

Figura 3.6: Grafico de f que apresenta ponto de minimo xg
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Extremos de Fung¢oes Continuas

Sempre que uma funcao for continua, e dado um intervalo fechado [a, b] C Dy, ela tera
ponto de maximo e minimo. Este é um teorema cuja demonstracdo é feita em cursos mais
avacados de Célculo. Entretanto, dada a importancia desse teorema, e tendo em vista a sua
aplicagao em problemas futuros, vamos enuncii-lo sem demonstra-lo.

Teorema 3.1 Seja f uma fun¢do continua num intervalo fechado [a, b]. Entao f possui

ponto de maximo e ponto de minimo, nesse intervalo.

Y

g a x1 o b x

Figura 3.7: Ponto de méaximo z; e ponto de minimo xo, no intervalo [a, b]

Caracterizacao de maximos e minimos

Dado um valor zg € [a, b] contido no dominio da fungao, assumindo que xy é um ponto
de méximo ou de minimo, e sendo xg # a e xg # b, se a funcao considerada for derivavel no
ponto xg, entao f’'(xg) = 0. Antes de provarmos essa propriedade, vejamos como a interpretagao
geométrica nos ajuda a compreendé-la: no caso de xg ser ponto de maximo, é de se esperar que
o declive da reta tangente ao grafico da fungao, nas proximidades de xg, seja positivo a esquerda
de xg e negativo a direita, observe a Figura 3.8. Esse declive deve ser zero no ponto xg, isto €,

f'(x0) = 0. O raciocinio é andlogo no caso de g ser ponto de minimo.

0 i T

Figura 3.8: Retas tangentes a esquerda e a direita do ponto de maximo x
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Vamos agora enunciar essa propriedade em forma de teorema e demonstra-lo.

Teorema 3.2 Seja f uma fungdo com méaximo (ou minimo) num ponto xg, onde ela é
derivavel. Entao f’(x¢) = 0.

Demonstracao.

Primeiramente vamos considerar o caso em que zg ¢ ponto de maximo (figuras 3.9 e 3.10).

)
faoth) |

zo+ h %o T

Figura 3.9: f(xo + h) & esquerda de f(zo), sendo h <0

Entao,
f(xo) = flwo+h) = f(xo+h)— flzo) <O

desde que h seja suficientemente pequeno e menor que zero. Dai segue que

f(zo+h) — f(z0)

Y >0 se h<O

Agora considerando h > 0.

/ flzo+ h)
f(wo)é e

Zo o+ h x

Figura 3.10: f(xo + h) a direita de f(z), sendo h > 0

Temos:
f(zo) = f(xo+h) = f(xo+h)— f(xo) <O

Dai segue que
fzo +h) = f(zo)

N <0 se h>0
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Como a funcao é derivavel no ponto xg, vamos tomar o limite com h — 0 por valores

estritamente negativos e por valores estritamente positivos, isto é,

f(xo+h) — f(z0)

"(2o) = lim >0
f( O) h—0~ h
) J(wo + 1) = f(z0)
. +h)— f(zo
"(zo) = lim 0 <0
f o) h—0+ h
Dessas duas inequagoes, concluimos que f’(zg) = 0. O caso em que z( € ponto de minimo
é analogo.

Observacgao 3.1 E importante salientar, que nem sempre a equacao f’'(z) = 0 nos for-
nerd os pontos de méximo e minimo da funcgdo, isso dependera dos extremos do intervalo a ser
considerado. Como nos extremos de um intervalo fechado a derivada da fungdo nao existe, temos

a seguinte defini¢ao.

Definig¢ao 3.1 Um ponto critico de uma func¢do f é um nimero ¢ no dominio de f tal

que ou f’(¢) =0 ou f’(¢) nao existe. Vejamos um exemplo a seguir para esclarer tal situagao.

Exemplo 3.4 Encontre os pontos de maximo e de minimo da funcio f(x) = 23— 322 +1

no intervalo fechado [—3, 3].

Uma vez que f é uma funcio polinomial, entao ela é continua e derivavel no interior do
intervalo considerado (nos extremos do intervalo a derivada nao estd bem definida). Sabendo

que f'(z) existe para todo x € (—3, 3), temos:
flx)=2=3224+1 = f'(z)=32>—6z

Agora determinando os valores de z para f’(x) = 0, resulta:

fil@) =0
32> — 6z = 0
3z(zr—2) = 0 = zxz=0 ou xz=2

Observe que cada um desses pontos criticos estd no intervalo (—%, 3). Os valores de f

nestes pontos criticos sao
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Comparando esses quatro valores, vemos que nesse intervalo a funcao tem dois pontos de
maximo, x = 0 (pertencente ao interior do intervalo) e x = 3 (extremo do intervalo) e possui um

ponto de minimo em x = 2. Graficamente, temos:

Y
R x
-3
Figura 3.11: Gréfico de f no intervalo (—3, 3)
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3.4 Algumas Aplicacoes da Derivada

3.4.1 Fisica - Cinemaética

As ideias que levaram a introducdo do conceito de derivada aparecem nos trabalhos
de vérios autores, num longo periodo de tempo. Mas foi com Newton e Leibiniz, trabalhando
independentemente um do outro, que esse conceito se consolidou. Na obra de Leibiniz, a derivada
estd associada ao problema da tangente a uma curva, como vimos nos capitulos anteriores. J&
Newton, preocupado com seus estudos de Mecénica, foi levado a introduzir a derivada para
caracterizar a velocidade instantinea de um movel.

Vamos entender, o que é velocidade média, para depois sim entedermos o que € velocidade
instantanea.

Consideremos uma particula que se move numa trajetoria qualquer (Figura 3.12 ).

%—AS\

Figura 3.12: trajetoria do movimento de uma particula

Seja S = S(t) o espago percorrido pelo mével até o instante t. Entao
AS = S(t+ At) — S(t)

é 0 espaco percorrido desde o instante ¢ até o instante t+At. A wvelocidade média V,,, no intervalo
de tempo que vai de t a t + At, & definida como sendo igual ao quociente do espago percorrido
pelo tempo gasto em percorré-lo, isto €, o quociente de diferencas.

S(t+ At)—S(t) S(t+ At) —S(t)

Vin = t+At) —t At

Dizemos que o movimento é uni forme quando a velocidade média tem o mesmo valor v,

qualquer que seja o intervalo de tempo considerado. Neste caso,
=wv, onde S(t)=Sy+ vt,

sendo Sy o espaco inicial, que é o valor de S(t) para ¢t = 0. A funcao S(t) = So+ vt é chamada de
funcao horéaria do movimento, Seu grafico € uma reta com declive v, cortando o eixo dos espagos

no ponto de ordenada Sy (Figura 3.13).
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S = Sy+ vt

Figura 3.13: grafico da funcao horaria

Velocidade Instantanea

Quando o movimento nao é uniforme, a velocidade média nada nos diz sobre o
estado do movimento no instante ¢(ou em qualquer outro instante entre t e ¢t + At. De
fato, podemos imaginar um nimero de movimentos diferentes, entre os instantes t e t+ At,
todos com mesma velocidade média: o moével pode mover-se muito rapidamente em certos
trechos, mais devagar em outros trechos e até parar uma ou varias vezes antes de completar
0 percurso; e isto, como dissemos, de muitas maneiras distintas. Como entao caracterizar
o estado do movimento num dado instante t? Nossa experiéncia com a realidade fisica
nos faz sentir que é preciso deixar fluir o tempo At para podermos avaliar a rapidez
ou vagarosidade do movimento. O que podemos fazer é imaginar intervalos de tempo
At cada vez menores, para que as velocidades médias correspondentes possam dar-nos
informacoes cada vez mais precisas do que se passa no instante . Somos, assim, levados
ao conceito de velocidade instantdnea, v = v(t), no instante ¢, como sendo o limite, com
At — 0, da razao incremental que da a velocidade média, isto ¢,

S(t+ At) — S(t) . AS  ds

v(t) = lim At =i T @

A velocidade instantanea é, entao, a derivada do espaco em relagao ao tempo. A
posicao e a velocidade do moével a cada instante constituem o que chamamos de estado de
mouvimento.

Aceleracao

A aceleragao pode ser introduzida de maneira analoga ao de velocidade, ela mede
a variacao da velocidade em relacao ao tempo. Podemos definir aceleracao média e ace-

leracao instantanea, sendo esta dada por

o(t+At) —ov(t)  dv
Al50 At Cdt’
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Dizemos que um movimento é uniformemente variado quando sua aceleragao for
constante e diferente de zero. O caso mais notavel desse tipo de movimento é o de um
corpo em queda livre, que foi estudado por Galileu com mais cuidado e atencao que por
qualquer de seus predecessores.

Vamos considerar um movimento uniformemente variado com aceleracao a. Sejam
v = v(t), sua velocidade num instante ¢ e v9 = v(0) a velocidade inicial. Como a ¢é

constante, podemos escrever
vV — Vg

t 9

obtém-se
v =y + at, (3.1)

que ¢ a aceleracao da velocidade, seu grafico é uma reta, ilustrada na Figura 3.14 , quando

Uy € a sao positivos.

v =19+ at

Vo

Figura 3.14: grafico da velocidade em relagao ao tempo

Para obtermos a equacdo S(t) do movimento uniformemente variado, vamos pri-
meiramente observar que fungoes que tém a mesma derivada diferem por uma constante.
Posto isso, sejam S = S(t) o espago percorrido pelo movel até o instante t e Sy = S(0) o

espago inicial, ou espaco no instante t = 0. A derivada de S(t) é a velocidade dada em
2

at
(3.1). Ora, a funcdo vyt + — também tem a mesma derivada vy + at. Entdo, pelo que

acabamos de ver, as fungoes S(t) e vot + at?/2 diferem por uma constante C, isto ¢,

2
S(t) — (w + %) el

em que
2

S(t) :Uot+%+c.
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O significado de C torna-se claro quando fazemos ¢t = 0:

Em consequéncia,
2

at
S = SO + ’Ugt + —.

2
Esta é a funcao hordria do movimento uniformemente variado. como S é um
trindmio do segundo grau em ¢, seu grafico é uma parabdla, como ilustra a Figura 3.15 |

na hipotese de Sop = 0, e vy e a serem todos positivos.

S

Figura 3.15: grafico da funcao horaria

Exemplo 3.5 Um objeto é lancado do solo, verticalmente para cima, com velo-
cidade de vy. Desprezando a resisténcia do ar, vamos calcular sua altura maxima e o
tempo gasto para atingi-la. Com o eixo orientado para cima (Figura 3.16), a equagao do

movimento é

gt?
S = Uot — 7
SA
0
77T
solo

Figura 3.16: Orientacao da posicao

A altura méaxima vai ocorrer quando a velocida final v for igual a zero, como
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ds

sabemos que v = e assim, temos
S =
% (Ugt — %52> =0
vp—gt = 0
t = %
g

que é o tempo gasto para atingir a referida altura. Substituindo esse valor de ¢ na primeira
equacgao, obtemos h = wvg/2g. Os calculos, com g = 9,8m/s* e vy = 100m/s, nos dao
t = 10,2s e h = 510, 2m.

3.4.2 Matematica Financeira

Em Economia, a taxa de variacao de uma grandeza GG chama-se marginal G. Um
exemplo tipico ¢ proporcionado pela grandeza “custo de producao” de x unidades de
um certo artigo num certo tempo, digamos, um més: se esse custo for designado por
C = C(x), entao C'(x) é chamado custo marginal. Ha que distinguir duas partes no custo
de producao: uma parte fixa, representada pelas instalacoes da fabrica, maquinaria, etc.,
com vistas & producao de uma quantidade minima do produto em questao; e uma outra
parte, representada pela matéria-prima, mao-de-obra, etc., mais diretamente ligada a
producao efetiva da fabrica. O custo adicional para produzir um artigo a mais, quando a
fabrica ja produz x artigos por més, é dado por C'(z+1)—C(x), que é a razao incremental

correspondente ao incremento h = 1 da variavel z:

Cla+1)— Or) = LEHD =C@)

Em geral, como x é muito grande e essa diferenca varia muito pouco para um
razoavel intervalo de valores de x, os economistas interpretam a diferenca C'(z+1) — C(x)
como praticamente igual a C’(z). Dai considerarem o custo marginal C’(z) como o custo
de produzir um artigo a mais no momento em que a fabrica ja produz z artigos.

O modelo mais simples de custo de producao é aquele em que C' é uma funcao
linear de z, digamos,

C:C'o+mx.
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Entao, Cj representa o custo inicial de funcionamente da fabrica e m é o custo

marginal, que, neste caso, é constante (Figura 3.17).

C(x)

o

Figura 3.17: Grafico do custo marginal constante

Esse modelo s6 é adequado para intervalos restritos da variavel z. Para aumentar a
producao, a partir de certo valor g, pode ser necessario instalar novas maquinas, aumentar
a mao-de-obra, pagar horas extras, etc. Isto significa um custo marginal maior. O que
acontece, na realidade, é que o custo marginal tende, primeiro, a cair com o aumento da
producao, até um valor zy; dai por diante ele passa a aumentar. Em outras palavras, o
custo marginal m(x) = C’(z), que é o declive da reta tangente ao gréfico da fungao custo,
decresce até um valor minimo my = m(xg), quando z varia de 0 a zy, para em seguida

passar a crescer (Figura 3.18).

CY

my

Figura 3.18: Grafico de uma fun¢ao marginal variavel

Esse tipo de comportamento é exibido, por exemplo, por uma fungao marginal cujo
grafico seja uma parabola de equacao.
(x — x0)?

2 2 2
m(x):T+m0:%—%x+<mo+@).



Essa funcao é, de fato, o custo marginal de uma funcao do tipo

3
r—
Cx) = %—l—mox%—(h
3 x o, x3 3

Para verificar essa afirmacao, basta derivar C'(x) para obter m(z). Observemos que

Co — x3/3k ¢ o custo inicial e mg ¢ o custo marginal minimo obtido quando a produgao

atinge o valor r = x.

Exemplo 3.6 Consideremos a fungao custo

3 2

T L3402 + 500.

Cl#) = 5000 ~ 3

Entao o custo marginal é dado por

2
2
4340,

M) = 3000 3

cujo valor inicial é 340. Para obter seu valor minimo, usamos a técnica de completar o

quadrado:

1 1000
= — (2 —1000)% 4+ 340 — ——.
m(r) = 5500 S 3

Vé-se, claramente, que m assume o valor minimo mg quando x = 1000:

1000
mo = 340 — —= = 6,67.

Para esse mesmo valor de z, o custo médio unitario

C(x) o 500
= —+ 340+ —
T 9000 3 + +

assume o valor C(1000) 1000 1000 1
= — 340 + - = 118, 28.
1000 9 3 * * 2 ’

Isto mostra que é realmente compensador aumentar a producgao acima de x = 1000,

j& que o custo marginal ou custo por artigo adicional é de apenas 6,67, quando a fabrica
estd gastando, em média, 118,28 por um dos 1000 que ja vem produzindo.

A situacao é bem diferente quando x = 2000, pois agora o custo médio unitario

C(2000)

= 118,03
2000 ’
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é praticamente o mesmo anterior, enquanto o custo marginal
m(2000) = 340

¢ muito maior.

Exemplo 3.7 Um agricultor emprega uma quantidade z de fertilizante numa
cultura, obtendo uma producao
72
P(z) =100 + 4z — =0
A produgao marginal P’(x) representa o aumento da produgao por unidade adici-

onal de fertilizante, quando ele ja emprega x unidades:

x
Plz)=4- =
(z) %

As duas fungdes, P(z) e P'(x), estdo ilustradas na Figura 3.19. Notemos que a

producao diminui até atingir o valor zero em x = 100.

300

100

Figura 3.19: Grafico da producao

3.4.3 Problemas de Otimizacao

Outro tipo de problema que mostra a utilidade pratica da derivada sao os chama-
dos problemas de otimizagao que consistem, a grosso modo, em determinar maximos e
minimos de fungoes. Os exemplos a seguir dardo ao estudante uma excelente ideia dos

tipos de questoes que podem ser abordadas usando técnicas de derivacao.
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Exemplo 3.8 Dentre todos os retangulos de mesmo perimetro, determinemos o
de maior area.
Sejam x e y as dimensoes de um retangulo cujo perimetro P seja fixado.

Assim, 2x + 2y = P e sua area A é dada por A = xy. Explicitando y em funcao
P -2z

de z, obtemos y = (equagao 1) e dai

P -2z 1

A=z = —z(P — 2z),
2 2

P 1
ou seja, A é uma funcao da variavel = que satisfaz 0 < x < 7 De A(z) = E(Px — 22%)

1
obtém-se A'(z) = §(P — 4x) desse modo fazendo A'(z) = 0, temos

P
r=—.
4
Esse valor nada mais é do que o valor maximo da funcao, que substituido na

equagao (1), resulta em

Z/Zz-

Mostrando assim que entre os retangulos de mesmo perimetro o de drea maxima é

o quadrado.

3.4.4 Equacoes Diferenciais

Nesta aplicacao faremos introducao das Equacoes Diferenciais exibindo um estudo
preliminar das chamadas Pontes Suspensas.

Para construir uma ponte suspensa, constroem-se duas torres e pendura-se um
cabo entre elas. Desse cabo prende-se um grande ntmero de cabos verticais que sao
usados para segurar a ponte propriamente dita. A ponte é praticamente horizontal e seu
peso é muito grande comparado com o peso total dos varios cabos que a sustentam. Em
virtude disso, desprezaremos o peso desses cabos no modelo que iremos estudar.

Nosso objetivo é determinar a forma do cabo principal da ponte suspensa. Desde
que a forma geométrica do cabo principal é simétrica com relagao ao seu ponto mais baixo,
consideraremos o eixo vertical OY passando por este ponto, e em virtude da simetria
consideraremos somente a parte direita do cabo correspondente ao intervalo [0, z]. Veja
Figura 3.20 .

Considerando que a ponte esteja em equilibrio, ou seja, nao haja oscilacao, a
resultante das forgas que agem sobre ela é nula. Seja T'(0) a tensao atuando sobre o cabo

no ponto 0, conforme a figura. Desde que esse seja o ponto mais baixo do cabo principal,
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T (x)sen«

Figura 3.20: ponte suspensa

T'(0) deve ser horizontal. Seja T'(x) a tensdo atuando no ponto do cabo correspondente
ao ponto de abscissa x. Esta tensao puxa o cabo para cima e para a direita ao longo da
tangente ao cabo, fazendo um angulo a com a horizontal, de acordo com a figura. As

componentes horizontais e verticais da tensao T'(z) sao dadas, respectivamente, por
T(x)cosa e T(x)sena

Admitamos que o peso da ponte esteja uniformemente distribuido de modo que,
se p for a densidade de massa da ponte, tem-se que o trecho correspondente ao intervalo
[0, 2] terd peso px. Consequentemente, em virtude de termos equilibrio da ponte, chega-se

as equacoes
T(0) =T(x)cosa e pxr="T(x)senw

Relembrando o fato bésico e essencial de que a derivada ¢ representada geometri-

camente pela inclinacao da reta tangente ao grafico da funcao, tem-se

dy ;
_ = [0}
dx g

Fazendo as devidas substituicoes, obtemos:

I
@—t o, = Sene T(x) p .
dr 9T Cosa T0) T(0)
T(x)
Temos, entao, uma equacao diferencial
dy _ p
—~ =_——x
drx  T(0)
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que é uma equacao cuja incognita é uma funcdo, no caso a fungdo y = y(x), que nos
fornece o perfil do cabo principal. Ora, usando as regras de derivagao ja vistas, tem-se

que uma funcao que satisfaz tal equacao diferencial é

P 2
=P 224
Y= or)t T

em que hy € uma constante arbitréria.

O

Exemplo 3.9 O problema da reflexio da luz (Descartes). Consideremos um espe-
lho plano, uma fonte luminosa S e um observador postado em um ponto O conforme a
Figura 3.21 .

Figura 3.21: Luz sofrendo reflexao

Vamos determinar a posicao do ponto M em que o raio luminoso, emitido de S,
devera atingir o espelho para entao seguir até o observador O, admitindo que a luz siga a
trajetoria mais curta.

Devemos observar que a; b e [ sao dados do problema, conforme figura 3.21, e
procuraremos determinar a posicao do ponto M a partir do valor de z. Inicialmente

observemos que a distancia total percorrida pela luz, de S até O, é dada por

d(z) = SM 4+ MO = Va2 + 22 + /0> + (I — )2

Dai,
d(z) = T _ [—x
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e os valores minimos de d sao obtidos fazendo-se d’'(z) = 0, o que nos fornece a igualdade

x l—x
Va2 i+ (—x)?

Calculemos o valor de z. Da igualdade anterior

(3.2)

x? (1 —x)?

a2+x2:bz+(l—x)2

o que nos fornece
22 (I —x)?

a? b2
ou
l—x
a b’
em que
_al
a+b
Observe que a Equacao (3.2) possui um significado geométrico:
x
e ———— ¢ o0 cosseno do angulo de incidéncia ;

Va2 + z2

l—x
b2+ (Il —x)?

é o cosseno do angulo de reflexao r.

. . . ~ . . ™
Assim, cosi = cosr e, como os valores de i e de r estao restritos ao intervalo (0, §>,
teremos ¢ = r. Dai segue-se a lei da reflexdo da luz, descoberta por Descartes:

O dngulo de incidéncia € igual ao dngulo de reflexao.
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Capitulo 4

Método de Newton

Um dado relevante para tragar o grafico de uma funcao é a localizagao de suas raizes
(quando existem). E claro que, por motivo de continuidade, se f(x1) > 0 e f(x3) < 0
entdo f deve possuir uma raiz entre x; e xo. (Esta observagao ja nos assegura que toda

fungao polinomial de grau impar possui ao menos uma raiz real.)

f(z1)

f(za)

Figura 4.1: Grafico da fungao

Mas como se localizar essas raizes?

Um método bastante interessante que se pode usar para determinar uma raiz de
uma funcao f (LIMA, 2013), localizada no intervalo [a, b], quando se sabe que f(a) e
f(b) tém sinais opostos, é o método de Newton. Segundo este método, se x; é um valor
proximo de uma raiz, a sequéncia xzq,xs, -+ ,x, de nimeros reais obtidos pela formula

ST
n

interativa

tem como limite uma raiz de f. Os termos z,, desta sequéncia se aproximam rapidamente
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do limite.
Vamos fazer agora a deducao do método de Newton.

Observemos o grafico da funcao abaixo.

Figura 4.2: Grafico da fungao

Queremos calcular x; em funcao de xg sabendo que z; serd o ponto no eixo das

abcissas interceptado pela reta tangente a curva, originada por z.

A equacdo da reta que passa por (zg, f(zo)) e é tangente a curva em (zo, f(zo))

tem inclinagdo m = f’(x¢), é dada por:
y — f(wo) = f'(z0) (21 — m0)
Sabendo que essa reta passa por (1, 0), temos que:

0 — fwo) = f'(0)(21 — o)

Portanto,
Tr1 = Ty — f<x0)
f'(@o)
De modo analogo
o f(x1)
To = T1 f’(gjl)
. f(x2)
BT )

De modo geral, teremos:
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O método de Newton é considerado por muitos autores o melhor método para en-

contrar sucessivas melhores aproximagoes de raizes (ou zeros) de uma determinada fungao
real e, portanto, tem sido estudado e utilizado em diversos ramos da ciéncia (Matematica,
Fisica, Engenharia).

Um ponto importante a ser observado diz respeito a praticidade do método de
Newton. Caso a funcao f seja complicada, encontrar sua derivada pode ser muito traba-
lhoso e o método torna-se improdutivo. Por esse motivo, utilizar o método nas funcoes
polinomiais é bastante sugestivo, uma vez que a derivada de uma fun¢ao polinomial tem
grau menor do que a funcao polinomial inicial.

Um exemplo de como aplicar o Método de Newton, para encontar as raizes reais
de uma funcao.

Exemplo 4.1 Consideremos a fun¢ao f(z) = 2°—5x?+1. Entao f'(z) = 5z —10z.
Comecamos observando que f(0) =1 > 0 enquanto que f(1) = —3 < 0 logo deve haver
uma raiz real de f entre 0 e 1.

A

Figura 4.3: Grafico da funcao

Para determinar essa raiz, tomamos zy = 1 como ponto de partida. Obtemos su-

cessivamente
[ (o) —3 2
=z — — (=) ==2=04
F(zy) 0,21024
- 0,4 — [ —=—2") =0,45429752
TR ) T —3,872 !
() —0, 012580254
= 1o — = 0,45429752 — = 0,451392149.
BT T ) T —4, 329998807 ’
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Uma excelente aproximacao para a raiz procurada, seria 0, 45140, pois f(0,45140) =
—0,000068153 (] —0,000068153 |< 10, menor que 1 décimo de milésimo). De um modo
geral, no método de Newton, cada aproximacao obtida tem o dobro de digitos exatos da
aproximacao anterior.

Ainda em relacao ao método de Newton, um caso particular desse método ja era
conhecido pelos babilénios, que calculavam a raiz quadrada de um ntimero positivo a
(ou seja, uma raiz da equagdo r? — a = 0) tomando um valor inicial zy e, a partir dele,

construir as aproximagoes 1, Ts, . .., I, de \/a pela formula iterativa
1 a
Tpy1==|\xp+— .
2 Ty

Vamos aplicar o método de Newton na determinacao de v/3.
Como /3 é uma solucio de 22 — 3 = 0. Temos f(z) = 2% — 3 e f'(z) = 2.

Exemplo 4.2

Figura 4.4: Gréfico de f(z) = 2% — 3

Substituindo, f(x,) e f'(x,), na formula de Newton resulta:

f(xn) "E% -3

Tp+1 = Tp — f’(CL’ ) = Tpt1 = Ty — 27
n n

Observacao 4.1 Veja que se trata da mesma férmula utilizada pelos babilonios
(LIMA, 2013).

Escolhendo xy = 2, vem

2 2

x5 —3 2 —3 17
T Ty 2.2 41




7 7
~N7 - _ 16 T _ = — = 1.732142857 ...
(7) 4 7 4 56 56 73
2-( - >
4 2
9

ITN"_ 4 1
. o x%——S __?z __ 5) B gz__ 3136 gz__ o 18817 B
ST 2, 56 5. (97 56 97 56 10864 10864
“\ 56 28
1,73205081 . ..
Assim, a sucessao
7 97 18817
156 s V3

converge para V3.

Como /3 = 1, 732050808 . . ., apos a 3?* interacio, temos uma aproximacio bastante

18817
tisfatori i 3 —
satisfatoria, pois, | v/3 10864

|< 1078, mostrando assim a eficiéencia do método.
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Capitulo 5
A Integral

Com base nos livros de Avila, Guidorizzi e Stewart neste capitulo introduziremos
o conceito de integral através da intuicao geométrica.

J& na antiguidade os gregos lidaram com as &reas mais gerais que poligonos, cal-
culando areas de varias figuras de contornos curvos. Mas métodos gerais de calculo so6 se
desenvolveram apartir do século XVII, quando surgiram os recursos da Geometria Anali-

tica.

5.1 Primitivas

Definicao 5.1 Dizemos que uma funcao F' é primitiva de uma outra funcao f se
esta é a derivada daquela, isto é, F' = f.

Exemplo 5.1
e 13 ¢ primitiva de 32?;
e senx é primitiva de cosx.

Como a derivada de uma constante C' é sempre zero, se I’ é primitiva de f, entao
F + C também é. De fato,

(F(x) +C) = F'(z) = f().

Vemos, assim, que uma funcao f, com primitiva F, tem uma infinidade de primiti-
vas, do tipo F'(z)+C, onde C' é uma constante arbitraria. E essas sdo todas as primitivas
de f, pois se F' e GG forem duas primitivas quaisquer da mesma funcao, elas terao derivadas
iguais, donde [F(z) — G(z)] = 0. F(x) — G(x) é uma constante C, ou, 0 que é 0 mesmo,
F(xz) = G(z) + C. Portanto, para achar a primitiva genérica de uma fun¢ao f, basta
achar uma primitiva particular F. A primitiva mais geral é da forma G(z) = F(z) + C,

onde C' é uma constante.
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3 2

1
Exemplo 5.2 Vamos mostrar que F(x) = 37 ¢ uma primitiva de f(x) = x*.

Para isso, vamos calcular a derivada de F(z) = %x‘g:

U

O leitor deve notar que ¢ importante conhecer bem as regras de derivacao e as
derivadas de vérias funcoes para determinar primitivas. O célculo de primitivas nada

mais é do que o inverso do calculo de derivadas.

5.2 Conceito de Integral

A derivada e a integral sdo dois conceitos basicos em torno dos quais se desenvolve
todo o Calculo. Vimos, que a derivada tem origem geométrica: esta ligada ao problema
de tragar a tangente a uma curva. A integral também tem uma origem geométrica: esta
ligada ao problema de determinar a area de uma figura plana e delimitada por uma curva
qualquer.

Consideremos uma fungdo f, cujo dominio inclui o intervalo [a,b]. Inicialmente
supomos que f seja sempre positiva. Vamos considerar o problema de calcular a area
da figura delimitada pela curva y = f(z), as laterais * = a e x = b, pelo eixo dos x
(Figura 5.1). Os matemaéticos do século XVII interpretaram essa area como soma de uma
infinidade de retangulos verticais, que podemos descrever assim: em cada ponto z hé
um retangulo de altura f(x) e base infinitamente pequena, indicada por dz (Figura 5.2),
de sorte que a area desse retangulo é dada pelo produto f(z) - dx, que é também uma

quantidade infinitamente pequena.

Figura 5.1: Grafico de f
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Essas quantidades “infinitamente pequenas”, tanto o dx como o produto f(z)dz,
receberam o nome de infinitésimos. Supostamente, seriam quantidades (positivas) inferi-
ores a qualquer nimero positivo, porém nio é zero. E claro que essa afirmacao é, em si,
contraditoria, mas acabou revelando-se uma ideia que frutificou muito, como veremos em

todo este capitulo.

dx

Figura 5.2: Retangulos com bases infinitesimais

A nocao de retangulos infinitesimais permite visualizar a area da figura como a
soma infinita de todos os retangulos. E como se a figura fosse “fatiada”, “dissecada”, e
pudesse assim ser vista como a “soma” de todos os seus retangulos infinitesimais, como
ilustra a Figura 5.2. Seguindo essa linha de pensamento, e designando por A a area da

referida figura, escrevemos:

A:/ f(z)dz, (5.1)

onde o simbolo [ & uma letra “s”, que hoje diriamos “aloganada”, mas que, no século XVII,
era grafada assim mesmo, como se pode ver em livros compostos naquela época. FEsse
simbolo é utilizado para significar que estamos obtendo a area A como a soma das areas
f(x)dx de todos os retangulos infinitesimais. Essas areas estao sendo integradas na area
A, dai o nome de integral que se dé a essa expressao. Mas precisamente a expressao (5.1)
é a integral da fungdo f de a até b, ou integral no intervalo [a,b]. os nimeros a e b sdo
chamados os limites de integragao( inferior e superior, respectivamente ); a fungao f é
chamada integrando.

Na expressao (5.1) que define a integral, estamos supondo que a < b. A integral
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de b até a é definida como oposto da integral de a até b, isto é,

[ swyie=- [ s

e a integral num intervalo de extremos iguais ¢ tomada como sendo zero:

/a " f@)dz =0,

Como ja dissemos, a definicao de integral que estudamos aqui necessita de uma
solida fundamentagao logica; fundamentacdo essa que s6 seria desenvolvida depois de
1850. Para nossos propositos basta a nogao intuitiva de integral que, como veremos, nos

levara bastante longe na obtencao de propriedades e aplicacgoes.

Funcoes Integraveis

Quando o conceito de integral foi introduzido no século XVII, os matematicos
sO lidavam com funcoes relativamente simples, e nem suspeitavam que pudessem existir
funcgoes para as quais o conceito nao se aplicasse. Mas, como se pode demonstrar em cursos
mais rigorosos de Céalculo, toda funcao continua num intervalo fechado € integrdvel, isto é,
para tais funcoes o conceito de integral é aplicdvel. H&4 também funcoes descontinuas que
sao integraveis. Mas no século XIX foram descobertas fungoes que nao sao integraveis.
Isso aconteceu no contexto de estudos aprofundados de Teoria das Fungoes. E, é bom
que se diga, funcoes que nao sao integraveis tém de ser construidas propositadamente, e
nao sao encontradas entre as fungoes que ocorrem naturalmente no Calculo e nas ciéncias

aplicadas. Portanto, o leitor nao tem por que se preocupar com isso no momento.

Integrando Negativo

Falamos da integral de funcoes estritamente positivas. Nos trechos em que a fun¢ao
for identicamente nula, sua integral deve ser tomada como sendo zero, evidentimente. Se
a funcao for positiva num trecho do intervalo e negativo em outro, a area entre o grafico
e o eixo dos x estard ora acima desse eixo, ora abaixo. Nesse caso a integral ¢ entendida
como a area total, porém contada positivamente a parte acima do eixo, e negativamente a
parte que fica abaixo desse eixo. Por exemplo, no caso da Fig.5.3, a integral no intervalo
[a, b] é igual & integral no subintervalo [a, c], que é positiva, mais a integral no subintervalo
[c, b], que é negativa, pois neste tltimo intervalo f(z) < 0, de sorte que todos os produtos

f(x)dx também serdo negativos. Assim,
b c b
[ taa= [ s+ [ sy
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Figura 5.3: Integrando negativo

5.3 Propriedades da Integral

Vamos estabelecer algumas propiriedades da integral, que, embora simples, sao

muito importantes:

1. Aditividade

Sendo f e g fungdes integraveis no intervalo [a, b], entao o mesmo é verdade de f +
ge

/ab[f(x) + g(z)]dz = /abf(x)dx + /abg(:v)dx.

2. Multiplicagao por escalar

Sendo f uma fun¢do integravel no intervalo [a, b] e C' uma constante, entdo o mesmo

é verdade de C'f e
b b
/ Cf(zx)dx = C’/ f(z)dx.

3. Aditividade por intervalos

Sendo f uma func¢ao integravel nos intervalos [a, c] e [c, b], entdo ela é integravel em

[a,b] e

/abf(x)dx _ /acf(x)dx+/cbf(x)dx (5.2)

73



Todas essas propridades sao de facil compreencao, mas suas demonstracoes rigo-
rosas estao fora do nosso alcance, pois s6 podem ser feitas com uma definicao igualmente
rigorosa do conceito de integral.

Observamos que a identidade (5.2) é valida em todos os casos possiveis de combi-
nacoes: a <b<c,a<c<bb<c<a b<a<c,c<a<bec<b<a Eelase

estende ao caso de um numero qualquer de pontos; por exemplo,

/:f(l")dl”:/abf(x)da:+/bcf(ff)dff/cdf(x)dx+/def(a:)da:

5.4 Teorema Fundamental do Calculo

Até agora temos usado a mesma letra x no simbolo da integral. Ela é chamada de
varidvel da integracao. Mas nao ha nada de especial nesse simbolo, que tanto pode ser x

como uma outra letra qualquer. Assim, podemos escrever:

/baf(x)d:c:/baf(t)dt:/baf(u)du

No teorema seguinte, usaremos a letra ¢t porque precisamos reservar o x para ser
o limite superior de integracao. Assim a integral passa a ser uma nova funcao de z, que

denotaremos por F(z):
Flz) = / £Vt

Vamos provar que essa funcao é uma primitiva de f.

Teorema 5.1 Se f € uma funcdo continua num intervalo [a,b], entdo a fun¢ao F,

que acabamos de definir, € derivdvel em todos os pontos x internos a esse intervalo, e

dF(z)
dx

= f(@).

Seja Ax um incremento da variavel x. Pela aditividade da integral, podemos

/ " i = [ s [ T pwar,

escrever:

ou ainda,

F(zx 4+ Az) = F(x) + /HM f(t)dt.

Esta dltima integral representa a area de uma regiao parecida com um trapézio
(Figura 5.4). Ela ¢é igual a area de um retangulo de base Ax e altura igual ao valor da

fungdo f num certo ponto conveniente ao intervalo [z, + Ax], que chamaremos de ¢
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r + Ax x

Figura 5.4: area sob o grafico de f

(letra grega, que se 1é “dzeta”). Assim,

r+Ax
/’ F(ydt = F(Q)Aa.

Portanto,
AF = F(x + Az) — F(x) = f({)Ax,
onde AF  F(z+ Az) — F(z)
T+ Ar) —r(x
Quando Az tende a zero, ¢ tende a z; logo, f(¢) tende a f(x), visto que f é

continua. Isso prova que o limite, nesta ultima igualdade, com Ax — 0, existe e é igual

a f(x), isto é,

o que completa a demonstracgao.

5.5 Integral definida e Integral indefinida

O Teorema Fundamental nos diz que

Flz) = / F(t)dt
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¢ uma primitiva de f precisamente aquela que se anula para x = a : F'(a) = 0. A primitiva

mais geral de f é, entao dada por

Ga) = / rndt + C, (5.3)

onde C' é uma constante arbitraria. Ela é também chamada integral indefinida, justamente

porque a constante C' é indeterminada. Em contraposi¢ao, a integral num intervalo [a, b]

/abf(t)dt ou / Ft)t,

é chamada integral definida. E costume escreve

ou [a, z,

G(z) = / Cfdt+ 0 Gla) = / o

ou simplismente
G(:E):/f(x)dx

para indicar a integral indefinida ou primitiva geral de f.

5.5.1 Usando primitivas para calcular integrais

Quando definimos a integral num intervalo [a, b], o leitor bem que poderia pergun-
tar: mas como vamos calcular essa area que define a integral? A resposta serda dada agora

pelo Teorema Fundamental. Com efeito, de (5.3) obtemos:

G(b) — Ga) = Uabf(t)dt + c] —C = /abf(t)dt,

vale dizer, a integral de f, de a até b, é igual o diferenca G(b) - G(a) entre os valores
de uma primitiva qualquer de f, nos pontos a e b, respectivamente. A seguir veremos

exemplos de aplicagoes dessa regra.

Observagao 5.1 A diferenca G(b) — G(a) costuma ser escrita nas formas

o [G(z)]a,
o G(x) b.

a

Observe também que
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Exemplo 5.2 Vamos calcular a area da figura compreendida entre a parabdla

y = 2% e a reta y = 3 — 2z, ilustrada na Figura 5.5.

Figura 5.5: Area entre as funcoes f e g

Este é o problema cléssico de calcular a area de um segmento de pardbola, tratado
por Arquimedes na antigiiidade. Primeiro observamos que a curva e a reta se cortam
quando z? = 3 — 2z, isto é, quando x = —3 e & = 1. Portanto, a area procurada é dada

por

1 2711
/ (320 —2Hdr = {3$ -z’ - —]
-3 31 3

O

Exemplo 5.3 Vamos calcular a area da figura determinada pelas retas y = —2x/3,
y=x —5 e o eixo Oy (Figura 5.6). Estas retas se cortam quando x = 3, de forma que a

area procurada é dada por:

3 2 2 2 3 9 9
/ [__x_(x_5)]dx:[_$__$_+5x] =———=—4+15=7,5 u.a
0 0 3 2



0 X
9
2
=—-z
=73
5

Figura 5.6: Area entre graficos
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Capitulo 6

Utilizacao do software Geo(Gebra no

Ensino do CAlculo

Nos dias atuais, com o avango da tecnologia, disponibilizada e utilizada em todas

as areas do conhecimento humano. Nao faz sentido, o ensino, atividade mais nobre do ser

humano, ficar sem fazer uso desses recursos, principalmente por existir diversos software

disponiveis de forma gratuita. No presente capitulo abordaremos o ensino do Calculo,

utilizando o software GeoGebra.

6.1 Desenvolvimento das Atividades

As atividades seguirao o roteiro descrito abaixo:

Aula 1

- Apresentacao do software GeoGebra: nesta aula faremos
uma introducao sucinta do software GeoGebra, apresentaremos al-

guns comandos importantes para uma boa aprendizagem.

Aula 11

- Célculo do limite de fungoes com o uso do Geogebra: serao

trabalhados a nocao intuitiva de limite e continuidade.

Aula 111

- Derivagao: iremos explorar o conceito geométrico de derivada

fazendo a construcao da reta tangente ao grafico de uma funcao.

Aula IV

- Integracao: neste momento iremos trabalhar o conceito de in-

tegral definida e fazer o calculo da area delimitada pelo grafico de

uma funcao.

6.1.1 Aula I - Apresentagao do software GeoGebra

O que é o Geogebra?

O Geogebra é um sofware de matematica dinamica gratuito para todos os niveis

de ensino, que combina Geometria, Algebra e Calculo. O GeoGebra foi criado em 2001
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como tese de Markus Hohenwarter, ja recebeu diversos prémios de sofware educacional
na Europa e nos EUA, e foi instalado em milhoes de laptops em varios paises ao redor do
mundo (Instituto GeoGebra no Rio de Janeiro, www.geogebra.im-uff.mat.br).

Algumas caracteristicas importantes:

Gréficos, algebra e tabelas estao interligadas e possuem caracteristicas

dinAmicas;

Interface amigavél, com varios recursos sofisticados;

e Disponivel em varios idiomas para milhoes de usuarios em torno do

mundo;

Software gratuito e de c6digo aberto.

Por ser livre, o software GeoGebra vem ao encontro de novas estratégias de ensino
e aprendizagem de contelidos de geometria, adlgebra, calculo e estatistica, permitindo a
professores e alunos a possibilidade de explorar , conjecturar, investigar tais conteidos
na construcao do conhecimento matemaético. Por exemplo, ao se representar o grafico de
uma funcao na janela de visualizagdo, teremos sua representacao algébrica na janela de
algebra e uma planilha contendo as coordenadas de alguns pontos em destaque perten-
centes ao grafico. As alteracoes no grafico imediatamente sao visiveis na janela de algébra
e na planilha de pontos. E a apresentacido do dinamismo de situacoes que permitem ao
professor e aluno levantar conjecturas e testar hipoteses. Estas sao as possibilidades que

se apresentam no software GeoGebra disponivel em http://www.geogebra.org.

Barra de Ferramentas

Janela de¢ Visualizacdo
Janela de Algebra

[ampn de Entrada I
Entraca. (0d-114] @: @

Figura 6.1: Interface do GeoGebra
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ENTRADA DE COMANDOS

O Campo de Entrada fica no redapé da Zona Grafica do GeoGebra. Através deste
campo, é possivel operar com o GeoGebra, usando comandos escritos. Praticamente todas

as ferramentes da Barra de Ferramentas podem ser usadas através dos comandos escritos.

Entrada @

Figura 6.2: Entrada de Comandos

Vale ressaltar que existem comandos acessiveis no CAMPO DE ENTRADA e que
nao estao na Barra de Ferramentas. Como exemplo, sugerimos que digite no CAMPO
DE ENTRADA e pressione ENTER.

e A=(1,3)
e Elipse [A, B, 2]
Observermos que o primeiro comando gera ponto, assim como a ferramenta

A
L

Figura 6.3: Ponto (Janela 1)

A diferenca é que pela referida ferramenta o ponto é obtido através de um clique
com o mouse e perde em precisdo ( nas coordenadas cartesianas). No Campo de En-
trada, podemos dizer EXATAMENTE onde o ponto aparecera. O segundo comando esta

disponivel também através da Barra de Ferramentas,
¥ e
e JT
Figura 6.4: Elipse (Janela 7)

Basta clicar sobre este botao e depois sobre os pontos A e B e em um terceiro
ponto por onde a elipse passara.

Nao iremos mostrar todas as ferrementas disponiveis nesta janela, mas h& uma
maneira de ir descobrindo - as. Comece a digitar o comando na Entrada de Comandos
e vocé poderd perceber que o GeoGebra completa o seu comando. Se é o comando
desejado, clique em ENTER e abrird uma janela de didlogo mostrando o que é preciso

para concluir o comando.
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Ponto[ =0bjeto=] ™
Ponto[ =0bjeto=, <Pardmetro=]

Ponto] =Ponto=, =\etor=]

PontoDelnflexdo] =Polindmio=]

PontoEm[ <Regido=]

_ |PontoMaisPréximo] =<Caminho=, =Ponto=] +
Entrada: Pon|

Figura 6.5: sugestoes de comandos
OPERADORES

No Geogebra, assim como em qualquer software que trabalhe com matemaética,

os operadores sao ativados de forma bem simples. A tabela 6.1 apresenta os principais
operadores e suas funcoes.
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Tabela 6.1 Operadores do GeoGebra.

OPERADOR

FUNCAO

+

Operador adicao: adiciona o que esta a esquerda com que esta a

direita .

Operador subtracgao: subtrai o que esti a esquerda do que esta

A direita.

Operador multiplicacao: multiplica o que estid a esquerda do
que esta a direita. (Obs.: o espaco também ¢ entendido como mul-

tiplicacao. Assim, escrever 2xX e 2 X, obtém-se o mesmo resultado.

Operador divisao: divide o que esta a esquerda com o que esti

a direita.
A Operador poténcia: o que esta a esquerda é considerado base e
o que estéd a direita o expoente. Por exemplo: XA2 é o mesmo que
X2,
sqrt(...) Operador raiz quadrada: extrai a raiz quadrada de “...".
cbri(...) Operador raiz cubica: extrai a raiz cubica de ...

Operador logaritmo natural: calcula o logaritmo natural “...”.

(...

Operador logaritmo binario: calcula o logaritmo binario de

“...7 ou seja, calcula o logaritmo de “...”, na base 2.

lg(...)

Operador de logaritmo decimal: calcula o logaritmo decimal

de “...”, ou seja, calcula o logaritmo de “...”, mas na base 10.

sin...) Operador seno: calcula seno de “...”. (Obs.: medida em radia-
nos).

cos(. . .) Operador cosseno: calcula o cosseno de “...”. (Obs.: medida em
radianos).

tan(...) Operador tangente: calcula a tangente de “...”. (Obs.: medida

em radianos).

abs(...)

?

Operador valor absoluto: calcula o valor absoluto de “...” .

FOLHA DE CALCULO

Na Folha de Cdlculo, cada célula tem um nome especifico que permite identifica-

la diretamente. Por exemplo, a célula na coluna A e linha 1 é nomeada de Al.

Nota: O nome de uma célula pode ser usado em expressoes e em comandos para

identificar o conteiido da célula correspondente.

Exemplo 6.1 Usando numa expressdo que represente uma fungao afim f(z)

a*x+0b.

Nas células da folha de calculo pode-se inserir nao s6 nimeros, mas também

todo tipo de objetos matematicos suportados pelo GeoGebra (coordenadas de pontos,
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Figura 6.6: Grafico da funcao

fungoes, comandos). Se possivel, o GeoGebra mostra imediatamente na Zona Grdfica a
representacao grafica do objeto inserido numa célula. O objeto assume o nome(rétulo) da
célula usada para o criar(por exemplo, A5, C1).

Nota: Os objetos na folha de calculo sao classificados como Objetos Auxiliares na

Zona Algébrica. As funcoes desta folha sao semelhantes ao da Planilha do Excel.

6.2 Aula II - Calculo do limite de funcoes com o uso do

Geogebra

Nesta aula, vamos desenvolver as seguintes atividades:

- Interpretar graficamente o limite de uma funcao, bem como os limites laterias
utilizando a ferramenta “mover”;

- Analisar a existéncia do limite no ponto;

- Contruir o grafico de uma funcao com mais de uma sentenca, utilizando o “Se”,

na caixa de entrada;

- Avaliar a continuadade da funcao através da ferrementa “Seletor” e da ferramenta
“mover”;

Atividade - Aula 11
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1. Seja a funcao dada por

Construa o seu grafico.

2. Observando o grafico obtido da funcao f. O que acontece com os valores de f(z),

quando:

a) Os valores de x tendem a 1 pela esquerda? Represente sua resposta utilizando

a simbologia de limite.

b) Os valores de x tendem a 1 pela direita?

3. De acordo com o item anterior o limite de f existe, quando x tende a 17 Justifique.

4. De acordo com os itens anteriores, que conclusao vocé faz sobre a continuidade dessa

funcao no ponto x = 17

5. Considere a familia das fungoes definidas por

fx) =

kx? | se <1
20 — 3, se x> 1.

Utilizando o GeoGebra, construa o grafico da funcao.

6. Movendo o “seletor” k, é possivel investigar para qual valor de k a funcao f acima
¢ continua? Em caso afirmativo, determine este(s) valor(es). Caso néo, justifique e

indique o(s) ponto(s) de descontinuidade.

7. De acordo com o grafico, para k = —1, o que acontece com a funcao nessa situagao?

Existe o limite de f quando x tende a —17 Justifique sua resposta.

8. De acordo com o grafico, para k = —1, o que acontece com a fun¢ao nessa situacao?

Existe o limite de f quando x tende a —17 Justifique sua resposta.

6.3 Aula III - Construir a reta tangente a partir do con-

ceito de derivada, utilizando o software GeoGebra

Nesta aula, vamos desenvolver as seguintes atividades:
- Construir a reta tangente a partir do conceito de derivada;
- Entender a ideia de funcao derivada e analizar o crescimento e decrescimento da

funcao principal.
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Atividade - Aula III

1. Trace a reta tangente a funcao f(z) = 0,12® — 3x + 8 no ponto cuja abscissa vale
4, utilizando o Geogebra. Calcule o coeficinte angular da reta tangente utilizando o
conceito de derivada da fungao em um certo ponto, faca uma anélise comparando

com a construcao feita no Geogebra.

2. Determine as fungoes derivadas, primeira e segunda da funcao f(r) = 3 + 222
utilizando o GeoGebra e esboce o grafico das trés funcoes no mesmo plano cartesiano.
Faca uma anélise sobre esses graficos em relacao ao crescimento e descrecimento da

funcao principal.

6.4 Aula IV - Conceito de Integral Definida, utilizando

o software GeoGebra

Nesta aula, vamos desenvolver a seguintes atividade:

- Apresentar a integral definida a partir da interpretacao intuitiva do calculo da
area de uma regiao S limitada pelo eixo X, uma func¢ao f continua, positiva e nao constante
e as retas * = a € x = b, por meio da soma inferior e soma superior de areas de retangulos
com base na defini¢ao:

Se y = f(z) for ndo negativa e integravel em um intervalo fechado [a, b], entdo a

area sob a curva y = f(z) desde a até b sera a integral de f de a até b,

max Ax;

b n
A:/a flz)dx = lim_}O;f(ci)Axi

Atividade - Aula IV

1. Calcule uma aproximagao da area S por excesso, delimitada pela fungao f(z) =

2?2 —3x+2o0eixo X e as retas £ = 2 e ¢ = 4. Utilizando o GeoGebra.

2. Calcule uma aproximacao da area S por falta, delimitada pela fungio f(x) = 2% —

3x +2o0eixo X e as retas x = 2 e x = 4. Utilizando o GeoGebra.

3. Calcule a area compreendida entre o eixo X, a funcao e as retas ¢ = 1 e z = 5.

Utilizando a defini¢ao de integral, faca uma anéalise em relacao aos itens anteriores.
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Capitulo 7
Projeto de Extensao

Baseado em experiéncia propria, vejo o quanto fez diferenca em minha vida acadé-
mica, ter tido aula de “nog¢oes” de Célculo em meu Ensino Médio. Diante da oportunidade
de fazer um trabalho de conclusao de curso voltado a melhoria da educagao béasica e diante
as preocupacgoes com as condicoes de aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral, eu
como docente da Faculdade de Matematica da Universidade Federal do Para, Campus da
cidade de Cameté, pretendo desenvolver um trabalho, que venha a atender as dificuldades
dos alunos nessa disciplina, o qual sera aplicado, como forma de Projeto de Extensao.

Este capitulo é dedicado a estruturacao do trabalho que sera feito em sala de
aula, através de um projeto de extensao de 120 horas, que sera aplicado nas cidades de
Abaetetuba-Pa e Cameta-Pa, em Abaetetuba por ser a cidade onde trabalho na educacao
béasica, na rede Estadual de Ensino; na cidade de Cameta por trabalhar no Ensino Supe-
rior. Tal projeto serda destinado a alunos concluintes do Ensino Médio; as turmas serao
formadas com no maximo 20 alunos, e a carga horéria serd distribuida em oito semanas,
sendo que as aulas acontecerao nos cinco dias da semana, com 3 horas de aula por dia,

totalizando as 120 horas do curso.
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Tabela 7.1 Cronograma de Execucao do Projeto de Extensao.

I- Divulgacao do Curso

Nos meses de Agosto, Setembro e Outu-
bro a divulgacao serad feita diretamente nas
escolas, junto as coordenagoes pedagogicas,
com apresentacao do projeto para a comuni-
dade escolar em geral: direcao, coordenacao,

professores, alunos e pais de alunos.

II- Periodo de Inscricoes para o curso

As inscri¢oes acontecerao nos meses de no-

vembro e dezembro e serao gratuitas.

I11- Periodo de realizacao do curso

O curso acontecerd no més de Janeiro de
cada ano, com turmas nos trés horéarios, para
que dessa forma seja atendida a necessidade

de horéario de cada aluno.

IV- Publico Alvo:

Alunos do Ensino Médio, e que desejam
ingressar no Ensino superior nos cursos de

Ciéncias Exatas e naturais.
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Plano de Aula do Curso

12 e 22 Semana

Tema: Pré-requisitos ao estudo do calculo

litica e Trigonometria.

linguagem matematica, exerci-
tando: a construcao de grafi-
cos, as argumentacoes logicas e
o uso de expressoes algébricas.

- Fornecer embasamento ci-
entifico para a tomada de de-
cisoes, por meio de anéalises de
dados.

ASSUNTOS OBJETIVOS RECURSOS
METODOLOGIA DIDATICOS
- Estabelecer ligacoes entre
o estagio de aprendizagem do
ensino do Céalculo e os conhe-
cimentos adquiridos no ensino
meédio.
Algebra Basica, Fun- - Ampliar as possibilidades | Aulas expositi- Projetor
coes, Geometria Ana- | de representacoes, por meio da | vas do conteido. | multimidia,

livros didati-
cos, material
impresso do

contetudo.

1* e 2* SEMANA:

Um bom aprendizado em um curso de Célculo depende em grande parte do co-

nhecimento da matematica que precede o Calculo: algebra, geometria analitica, fungoes

e trigonometria. A primeira semana de curso sera iniciada com o que chamamos “Testes

de Verificagao”. Os testes a seguir devem ser utilizados com a intencao de diagnosticar

falhas que o aluno possa ter nessas areas, dessa forma o professor devera direcionar o foco

de estudos, com o objetivo de corrigir essas falhas.

Teste de verificacio de Algebra

Teste de verificacao de Funcoes

Teste de verificagao de Geometria Analitica

Teste de verificagao de Trigonometria
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3% e 4* Semana

Tema: Introducao ao estudo do Célculo

mite

ASSUNTOS OBJETIVOS METODOLOGIA RECURSOS
DIDATICOS
- Fazer com que o aluno com- - Videos so- - Projetor

preenda, como surgem os limi- | bre a histéria | multimidia,

Ideia Intuitiva de Li-

tes quando tentamos encontrar
a tangente de uma curva ou a

velocidade de um corpo.

- Fazer com que o aluno com-
preenda o tipo especial de li-
mite que da origem a ideia cen-
tral do Calculo Diferencial: a
derivada, bem como suas pro-

priedades.

do Caélculo, au-
las expositivas,

mesa redonda.

livros didéati-
cos, material
impresso  do

contetudo.

3* e 44 SEMANA:

A segunda semana iniciard com exposicoes de videos sobre temas relacionados

ao Célculo: Origem do Célculo, primeiros estudiosos a desenvolverem o Calculo, etc.

Apos esse primeiro momento que acontecerd no primeiro dia da semana, sera iniciado os

trabalhos com a ideia intuitiva de limite, utilizando-se o problema de determinar a reta

tangente a uma curva, a partir desse momento os conceitos do célculo comecarao a serem

“plantados” na mente fértil dos alunos.

Durante toda a semana sera debatido todos os conceitos possiveis que englobam o

conceito limite, como por exemplo, existéncia ou nao do limite, limites laterais , aplicacao

do limite para definirmos funcao continua em um determinado ponto.
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5% e 6% Semana
Tema: A Derivada

ASSUNTOS OBJETIVOS RECURSOS
METODOLOGIA DIDATICOS
- Fazer com que o aluno, - Aulas expo- - Projetor

saiba interpretar as derivadas | sitivas, aplicacao | multimidia,
como inclinacgoes e taxas de va- | de trabalhos em | livros didati-
riacao. grupos, mesa re- | cos, material
donda. impresso do

conteudo.
Conceito de Derivada - Fazer com que o aluno

saiba utilizar a derivada como
ferramenta na resolucao nos
mais diversos tipos de proble-
mas onde é possivel sua utili-

ZaGao.

5% e 6* SEMANA:

O conceito de derivada sera trabalhado nessa semana do curso, de maneira menos
formal, de como é trabalho no Ensino Superior, propiciando ao aluno tempo para que ele
possa assimilar essa ferramenta tal importante.

Penso que o uso do contexto da Fisica é imprescindivel para um entendimento
inicial de derivada, como a definicao de velocidade instantanea através do uso de limite.
O significado da reta tangente bem como a determinacao de sua equacgao serd trabalhado
com bastante atencao. Dentro do universo do conceito de reta tangente sera trabalhado
também problemas sobre valores maximos e minimos de funcoes, os chamados problemas
de otimizacao.

O aluno nao podera encerrar essa parte do curso, sem no minimo entender a relagao
do conceito de derivada, com o problema geométrico de determinar a equacao da reta
tangente num certo ponto do grafico de uma funcao, no caso em que é possivel determinar
tal equacgao.

Apoés trabalharmos com o condeito de derivada, serd apresentado o método de

Newton.
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7% e 8 Semana
Tema: A Integral

Conceito de Integral

entre integracao e derivacao.

- Fazer com que o aluno
saiba usar a integral como
ferramenta para o calculo de

Areas.

de trabalhos em

grupos, mesa re-

donda.

ASSUNTOS OBJETIVOS METODOLOGIA RECURSOS
DIDATICOS
- Fazer com que o aluno com- - Aulas expo- - Projetor

preenda a conexao existente | sitivas, aplicacao | multimidia,

livros didéati-
cos, material
impresso  do

contetudo.

7 e 8 SEMANA:

Nestas ultimas semanas de curso, o tema serd o conceito de Integral. Apds o

conceito de primitiva de uma funcao ser definido e entendido, serd a vez do Teorema

Fundamental do Célculo, a prioridade sera fazer com que o aluno tenha um entendimento,

mesmo que intuitivo, da relacao entre derivacao e integracao, onde muitos autores definem

como processos inversos; o calculo de area sobre uma curva serd explorado através do

conceito da integral definida. Com exemplo de aplicagao, faremos um breve comentario

sobre o que venha a ser uma Equacao Diferencial, mostrando ao aluno que saber integrar

uma func¢ao é ferramenta bésica na resolucao de tais equacoes.

Os capitulos que compoem o corpo do presente trabalho, sao formados por ma-

teriais selecionados com que de melhor, em minha opiniao, estao disponiveis na nossa

literatura, mas nada impede que outras abordagem sejam incorporas ao contetdo, com

um intuito de aprimoramento do contetido, por esse motivo o subtitulo do trabalho ser:

“Uma proposta para o Ensino Médio”.
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Capitulo 8
Consideracoes Finais

A arte de ensinar, disse Mark Van Doren, é a arte de auxiliar a descoberta
(STEWART, 2014). Eu tentei elaborar um trabalho que auxilie os estudantes a des-
cobrirem o Calculo, tanto seu poder pratico quanto sua surpreendente beleza. Minha
intencao é transmitir ao estudante uma nocao da utilidade do Céalculo e desenvolver a
competéncia e a técnica.

O foco concentra-se na compreensao dos conceitos. Acredito que este deve ser o
principal objetivo do ensino do Célculo. A visualizacdao, a experimentacdo numérica e
grafica sao muito importantes ao ensinarmos o raciocinio conceitual, enfatizando também
o ponto de vista verbal ou descritivo. A maneira mais importante de promover a com-
preensao de conceitos é por meio de situacoes-problemas. Para esse fim, concebi alguns
tipos variados de problemas. Cada grupo de aplicacoes foi cuidadosamente classificada,
progredindo de exercicios conceituais basicos e problemas que visam ao desenvolvimento
de habilidades.

Uma maneira de despertar o interesse dos alunos e facilitar a aprendizem é fazer
com que trabalhem (as vezes em grupos) em projetos mais aprofundados, que transmitam
um verdadeiro sentimento de realizacao quando completados. Os estudantes normalmente
tém mais dificuldades naqueles problemas em que nao ha um tnico pocedimento para
se chegar a solugdo. Ao selecionar os diversos problemas nessas secoes, tentei seguir o
conselho dado por David Hilbert: “Um problema matematico deve ser dificil a ponto
de nos desafiar, mas nao inacessivel a ponto de zombar de nossos esforcos”. Ao propor
problemas dificeis em tarefas e provas, costumo corrigi-los de forma diferenciada. Neles,
procuro valorizar principalmente as ideias que levam a resposta e o reconhecimento dos
principios de resolucao mais relevantes para a solucao do problema.

O uso de ferramentas tecnologicas nao diminui, pelo contrario , aumenta a im-
portancia com clareza dos conceitos por tras das imagens na tela. Quando utilizados
apropriadamente, computadores e calculadoras graficas sao ferramentas tteis na desco-
berta e compreensao de tais conceitos. Este trabalho pode ser utilizado com ou sem o

emprego de ferramentas tecnologicas. Mas a tecnologia nao torna lapis e papel obsoletos.
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Frequentemente, sao preferiveis os célculos e esbocos feitos a mao, para ilustrar e refor-
car alguns conceitos. Tanto professores quanto estudantes precisam aprender a discernir

quando é mais adequado o uso das maquinas ou o calculo a mao.

Ao Aluno

A leitura de um conteido de Calculo difere da leitura de um jornal ou de um
romance. Nao desanime se precisar ler o mesmo trecho muitas vezes antes de entedé-los.
E, durante a leitura, vocé deve sempre ter lapis, papel e calculadora & mao, para fazer
contas e desenhar diagramas (STEWART, 2014).

Acredito que ler e compreender toda a secdo antes de lidar com os exercicios é
muito mais interessante. Vocé deve prestar especial atencao as definicoes e compreender
o significado exato dos termos. E, antes de ler cada exemplo, sugiro que vocé cubra a
solucao e tente resolvé-lo sozinho. Assim, serd muito mais proveitoso quando vocé observar
a resolucao.

Recomendo que use esse trabalho para fins de referéncia. Esse material servira
como lembrete 1til quando precisar usé-lo em cursos subsequentes.

O Calculo é uma matéria fascinante, e, com justica, é considerada uma das maiores
realizagoes da inteligéncia humana. Espero que vocé descubra nao apenas o quanto esta
disciplina é util, mas também o quao intrinsecamente bela ela é.

Espero que meu trabalho venha a contribuir com trabalhos futuros.
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Apéndice A
Testes de Verificacao

Com base em 7] Stewart e [8] lezzi, veremos que um bom aprendizado em um
curso de Calculo depende em grande parte do conhecimento da mateméatica que precede o
Calculo: 4algebra, geometria analitica, fungoes e trigonometria. Os testes a seguir devem

ser utilizados com a intencao de diagnosticar falhas que o aluno possa ter nessas areas.

Teste de Verificacao: Algebra

1. Avalie cada expressao sem usar uma calculadora.

a) (—3)* 5%
(a) (=3) (@) 2
(b) —3* 9\ ~2
@ (3)
(c) 374
(f) 163/

2. Simplifique cada expressao. Escreva sua resposta sem expoentes negativos.

(a) v/200 — /32

(b) (3a®b?) - (4ab*)?

3x3/2y3
o (Gs)

3. Desenvolva e simplifique.
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() (vVa+ Vb (va—Vb) (¢) (z+3)(4z - 5)

(b) (2z + 3)?

(d) (z+2)3
4. Fatore cada expressao.
(a) 42% — 25 (d) 22% + 5z — 12
(b) o3 — 322 — 4z + 12 A
(e) xz* +27x
(c) 3232 — 9x1/2 4 62~1/2
(f) 2’y —day
5. Simplifique as expressoes racionais.
(a) 22 + 37 + 2 © 23;2—3:—1.3:—1—3
2 —x—2 x?2—9 2r+1
y
(b) 2 x4l (d) T
?2—4 r+2 - ==
y
6. Racionalize as expressoes e simplifique:
(a) V10 (b) Vi+h -2
V5 -2 h
7. Reescreva, completando o quadrado.
(a) 22 +x+1 (b) 22? — 12z + 11

8. Resolva as equagbes. (Encontre apenas as solugoes reais.)

(a) z+5=14— 1z (d) 22(4 —2)"2-3/4—2=0
(b) 22 —2—-12=0 (@ 21 2r — 1
e —=
r+1 x

(¢) 2 =322 4+2=0
(f) 3|z — 4] =10

97



9. Resolva cada desigualdade. Escreva sua resposta usando a notagao de intervalos.

(a) z(z —1)(x+2) >0 (c) 22 <2x+8
20 — 3

o Z=3 <1
e (d) |z —4] <3

10. Diga se cada equacgao é verdadeira ou falsa.

(a) (p+a)? =p*+ ¢ (d) Vab = vavb

b) V2 + b2 =a+b (e) 1+CTC:1+T
1

(c) :E—y_;_g (f) 1/z 1
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A.1 Teste de Verificacao: Geometria Analitica
1. Encontre uma equagio para a reta que passa pelo ponto (2, —5) e

(a) tem inclinagao —3.
(b) & paralela ao eixo x.
(c) é paralela ao eixo y.

(d) é paralela a reta 2z — 4y = 3

2. Encontre uma equagdo para a circunferéncia que tem centro (—1,4) e passa pelo
ponto (3, —2).

3. Encontre o centro e raio da circunferéncia com equacio 2% +y? — 62 + 10y +9 = 0.

4. Sejam A = (—7,4) e B = (5, —12) pontos no plano:

(a) Encontre a inclina¢ao da reta que contém A e B .
(b) Encontre a equagao da reta que passa por A e B.
(¢) Encontre o ponto médio do segmento AB.

(d) Encontre o comprimento de segmento AB.

(e) Encontre uma equagio para a mediatriz de AB.

(f) Encontre uma equacao da circunferéncia para a qual AB é um diametro.

5. Esboce as regioes do plano zy definidas pelas equagoes ou inequagoes.

(a) —1<y<3 (c) 22 +y* < 4
(b) y<1-—1iz (d) x| <4dely <2
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A.2 Teste de Verificacao: Funcoes

1. O grafico de uma funcao f é dado abaixo.

—

VAR
(a) Diga o valor de f(—1).
(b) Para quais valores de = vale f(x) = 27.

(c) Estime os valores de z tais que f(z) = 0.

(d) Diga qual é o dominio e a imagem de f.

2. Se f(xr) = 3, calcule o quociente de diferecas e simplifique sua

f2+h) - f(2)
h

resposta.

3. Encontre o dominio da funcao.
2x + 1

124+ x—2
Jr

2+ 1

(a) f(x) =

(b) g(x) =

(¢) h(z)=V4—z+ V22 -1
4. Como os graficos das fungoes sao obtidos a partir do grafico de f?

(a) y=—f(x)
(b) y=2f(x) -1
(c) y=flz—3)+2
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5. Faga um esboco do gréfico.

(a) y = a?
(b) y=4—27
() y=vz
(d) y=2Va

1—22, se z<0,
x> 0.

(a) Calcule f(1) e f(—2)

() y=a°

(f) y=(z+1)°

(&) y=(z+1)>+2
(h) y=-27

(b) Esboce o gréfico de f.

7. Se f(x) = 2% +2x — 1 e g(x) = 22 — 3, encontre cada uma das seguintes fungoes.

(a) fog

101

(b) go f



A.3 Teste de Verificacao: Trigonometria
1. Converta de graus para radianos.

(a) 300° (b) —18°

2. Converta de radianos para graus.

(a) 5m/6 (b) 2

3. Encontre o comprimento de um arco de um circulo de raio 12 cm, cujo angulo cen-
tral é 30°.

4. Encontre os valores exatos.
(a) tg(m/3) (b) sen (7m/6) (¢) sec(5m/3)

5. Expresse os comprimentos a e b na figura em termos de 6.

1 5
6. Se senx = 3 e secy =, onde z e y estdo entre 0 e m/2, avalie sen (z + y).

7. Demonstre as identidades.

(a) tglsen® + cost = sect

2tgx

—— —sen2zx
1+ tg?x

(b)

8. Encontre todos os valores de x tais que sen2x = senx e 0 < x < 27.

9. Esboce o grafico da funcao y = 1 + sen 2x.
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Apéndice B

Desenvolvimento e Conclusoes das
Atividades do Capitulo 7

Atividade - Aula II

1. Para Construir o grafico de uma fungao como essa, devemos inserir na caixa de

entrada o seguinte comando: se[x<1,3*x,2] e teclar Enter no final.

¥ Janela de Algebra #| | ¥ Janela de Visualizacio
= Funcio 4
o fxy = 3% x<l
l_ 2 : caso contraro
3_
2_
1_
0
T T T T T
2 1 ] 1 2 3
_1_

Figura B.1: Construcao do grafico de f.

2. a) Podemos inserir um ponto no eixo X a esquerda de 1, encontrando sua ima-
gem e arrastando com a ferramenta mover, podemos ver facilmente o compor-

tamento do valor de y = f(z), veja as Figuras B.2 e B.3 abaixo.

Observe que no grafico de cima, quando x assumi o valor 0,8; y = f(z)
assumi o valor 2, 4;
ja no grafico de baixo, quando x assumi o valor 0,99; y = f(x) assumi o valor
2,97; dessa forma podemos conjecturar que f(x) tende a 3, usando a simbolo-

gia de limite, temos:
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» Janela de Algebra x| | ¥ Janela de Visualizagdo
= Funcao
. Jf(x)—fh ix <1

'L 2 : caso contrario

\r‘ = ===

; 70
W Y=(0,2.4)
= Segmento
----- 4 a=08

e T T L LT

-
8]
[43]

Figura B.2: limite de f quando x tende a 1 pela esquerda.

lim f(z) = lim 3z =3

r—1— r—1—

b) De forma analoga, vamos fazer a mesma construgao agora com valores de z se

aproximando de 1 pela direira, veja as Figuras B.4 e B.5. Assim, temos:

Observe que no grafico de cima, quando x assumi o valor 1,1; y = f(x)

assumi o valor 2 ;

ja no grafico de baixo, quando z assumi o valor 1,01; y = f(x) continua assu-
mindo o valor 2(fun¢io constante); dessa forma podemos conjecturar que f(x)

tende a 2, usando a simbologia de limite, temos:

lim f(z)= lim 2=2

z—1t z—1-

3. Como os limites da funcao, quando z tende a 1 pela esquerda, e quando = tende a 1
pela direita sao diferentes, podemos concluir que o limite da funcao quando z tende

a 1, nao existe.

4. Observe que o limite da funcao quando x tende a 1 pela esquerda é 3 e quando
tende a 1 pela direita é 2, a funcao apresentou um “salto” no ponto x = 1, portanto

a funcao nesse ponto ¢ descontinua.

5. Para construir o grafico dessa funcao, facamos como no item 1, porém antes devemos

inserir o “seletor” k, para isso, devemos utilizar a ferramenta controle deslizante
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~ Janela de Algebra % | » Janela de Visualizagio
)| E)-
=l Funcio
o Jf(x}:{Sx ix<1

2 : caso contrario
= Ponto
@ [A=10.99,297)]
b X =1(0.899,0)
L@ ¥ =1{0,2.97)
- Reta
b arx=0,99
O by=297
= Segmento
@ e=297

Figura B.3: limite de f, quando x tende a 1 pela esquerda.

Atividade - Aula III

1. Para construir o grafico da funcdo, devemos inserir na caixa de entrada: f(x) =
x"3 - 3*x 4+ 8 . Na ferramenta controle deslizante, crie o paramétro a variando de
-10(min) a +10(max), em seguida insira o ponto A no grafico colocando na caixa
de entrada a expressio A = (a, f(a)). Agora utilizando a op¢do reta tangente,
tecle no grafico da funcio e no ponto A, assim obtera a reta tangente (r) ao grafico

neste ponto.

Agora, utilizando o conceito de derivada vamos determinar a equagao da reta tan-

gente ao grafico da fungao, no ponto x = 4. Sabendo que:

) - )
h—0 h

onde m é o coeficiente angular da reta tangente que passa em um ponto arbitrario
z(funcao derivada). Dessa forma, resulta:

e @)~ f(@)
h—0 h

. 0,1(z+h)?*=3(x+h)+8—0,12%+ 3z — 8
m = lim
h—0 h

0,12 +0,32°h +0,32h? + h3 — 32 —3h +8 — 0,12 + 3x — 8
m = lig h

. h(0, 322 4+ 0,3zh + h? — 3)
m = lim
h—0 h
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~ Janela de Algebra % | » Janela de Visualizagio
El| El~ |
=l Funcio

e _,f(x):{:ix ix<1

2 : caso contrario
= Ponto
@ A=(11,2)
@ X={1.1,0)
L@ Y=10,2)
- Reta
e k=14
D biy=2
= Segmento
----- 4 c=2

Figura B.4: limite de f, quando x tende a 1 pela direita.

h(0,322 + 0, 3zh + h? — 3)

; , equivale a 0, 32240, 3zh-+h?—3.

Para h # 0 a expressao

Entao.

mz%ir%(0,3x2+0,3xh+h2—3):0,3-42—3:4,8—3:1,8
_)

Agora aplicando a féormula da equacao da reta, temos:
y =m(z — o) + Yo

onde m é o coeficiente angular da reta e (o, yo) € um ponto pertencente a reta, logo:

y=1,8z—4)+2,4
y=1,8r—-7,2+24
y=1,8x—4,8

Conclusao

A equacao obtida acima é a mesma fornecida na construcao do GeoGebra.

Algumas vezes nos referimos a inclinacdo da reta tangente como a inclinacao da
curva no ponto. A ideia por tras disso é que, se dermos zoom(suficiente) em dire¢ao
ao ponto, a curva parecerd quase uma reta. A figura B.7 ilustra esse procedimento
para a curva f(z) = 2 — 3z + 8. Quanto maior for o zoom, mais indistinguivel da

reta tangente seréd o grafico de f préximo aquele ponto.
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~ Janela de Algebra & x| [ » Janela de Visualizagdo

=| Bl "

=l Fungao

L _,f(x):{3x ix< 1 N 3

2 : caso contrarw

= Ponto

@ A=1.01, 2)

[ F] W = ' . .Y.=2_' -

...... ] Y=:U|2} :

= Reta 1

= ax=1 :

e biy=2 1 :

= Segmento i

3 =2 :

------ ) d=1.01 ;
o 1

A ] b 2

Figura B.5: limite de f, quando x tende a 1 pela direita.

-

Janela de Algebra ®| | ¥ Janela de Visualizagao

= Funcdo r
@ f(x) = 01x*—3x+8
= Mimero

@ a=4

= Ponto

L@ A=(4,24)

= Retg
@ Iny=1.8x-4.8

Figura B.6: construcao da reta tangente ao grafico de f no ponto x = 4.

2. Para determinar a derivada de uma fun¢ao no GeoGebra, por exemplo f(z) =
23 + 222, primeiramente devemos inserir a func¢do na caixa de entrada. Em seguida,
calculamos a derivada solicitando o seguinte comando: Derivada|<Funcgao>|, de

onde obteremos f’(z) = 3z% + 4x.

Observe que dado qualquer nimero x para qual o limite

o) — i L0 = 1)

h—0 h

exista, atribuimos a = o namero f’(z). Assim, podemos considerar f’ uma nova
funcao, chamada fungao derivada de f .
Sabemos que o valor de " em x, f'(x), pode ser interpretado geometricamente

como a inclinagao da reta tangente ao grafico de f no ponto (x, f(x)). Para ver como
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b Janela de Visualizacio

» Janela de Algebra
=l Fungdo (3.7.2.62)
b f(x) = 01x* —3x 48

= Nimero

...... & a =4

=/ Ponto

------ I A=(4,24)

=/ Reta

¥ rny=18x-48

Figura B.7: reta tangente ao grafico de f no ponto x = 4, com zoom.

a derivada de f pode nos dizer onde uma fungao é crescente ou decrescente, observe a

F Janela de Visualizagao
T
C

figura B.8.
» Janela de Algenra
=l Funcao 81 [ a
H I
|

7 f(x) = x*—2x*
G4 |

= Ponto
)
)

c:y=572x-11.62
)
T p

Figura B.8: crescimento e decrescimento da funcao.

Veja que a reta tangente a:y = 7x + 4, tem inclinagao positiva (f'(z) > 0) ,
a reta tangente b:y = —z, tem inclinacdo negativa (f'(x) < 0) e a reta tangente c:
= 5,72x — 11,62 novamente tem inclinagdo positiva (f’(x) > 0). Assim, observamos

que f cresce quando f'(x) é positiva e decresce quando f’(x) é negativa.
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Atividade - Aula IV

1. Para calcularmos uma aproximacao por excesso da area sob uma curva, devemos
utilizar o comando: SomaDeRiemannInferior] <Fungao>, <Valor de x Ini-
cial>, <Valor de x Final>, <Numero de Retangulos> |. Veja figura B.9.

» Janela de Algebra % | v Janela de Visualizagao
= Fungdo

T T
-1 o ?\\___/2 3 4 5

Figura B.9: aproximacao por excesso da area sob o grafico da fungao.

2. Para calcularmos uma aproximagao por falta da area sob uma curva, devemos uti-
lizar o comando: SomaDeRiemannSuperior| <Func¢ao>, <Valor de x Ini-
cial>, <Valor de x Final>, <Numero de Retangulos> ]. Veja figura B.10.

3. Vamos agora determinar a &rea sob o grafico da funcao, utilizando a definicao de

integral definida. Assim, temos:

A= [ f(z)dx

A= f24(x2 — 3z + 2)dx

1 3
A= (—x3 — -2+ 2x> E

3 2
1 3 1 3

A= (43— 42424 — (223 —-2-22+2-2
(300 - 30 +2e) - (7 - g2+ 2:2)
1 3 1 3

A= (43— 42424 — 223 —--22+2-2
(300 - g0 +aa) - (57 - g2+ 2:2)
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» Janela de Algebra [x] | » Janela de Visualizagio
=l Func3o f

D f(x) = x2—3x+2 59 ]
= Ndmero Z

@ §=4.08

S=408

. .
-1 0 ™~ 3 4 5

Figura B.10: aproximacao por falta da area sob o grafico da funcao.

64 8
A=(=—24 —(Z2-6+4
<3 +8> (3 6+)

56 14

Agora vamos comparar o resultado, com o valor determinado pelo GeoGebra.

Para calcular o valor da integral definida no intervalo [a, b], inserimos na caixa de
entrada o seguinte comando: Integral] <Fungao>, <Valor de x Inicial>, <Valor
de x Final> ], veja figura B.11.

¥ Janela de Algebra ®| | b Janela de Visualizagdo
=l Func3o
@ f(x) = x*—3x+2

= M|
e (g 5=4.5T|

T T 1 T T
-2 -1 o T2 3 4 §

Figura B.11: valor da integral definida.
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Observe que o GeoGebra forneu o mesmo valor para a Area sob o grafico da fungao

no intervalo considerado.
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