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Resumo

O Presente trabalho ilustra as potencialidades do aplicativo Maxima on Android. Mostra
que ele pode ser uma ferramenta de apoio para alunos e professores desde o ensino basico,
calculando poténcias, valores numéricos de fun¢des num ponto, trancando gréfico de fungdes
simples, até mesmo para um aluno de inicio de graduagdo, pois calcula limites, derivadas,
integrais entre outros. Foi dada uma aten¢do maior a construcdo de gréficos de fungdes reais,
especialmente de fun¢des polinomiais e fung¢des racionais, assim, calculamos seus limites, suas
derivadas e estudando detalhadamente seu comportamento grafico.

Palavras-chave: Func¢ao Real, Grifico, Polinomial, Racional, Maxima, Macsyma, Aplica-
tivo, Android, Smartphone.



Abstract

The present work illustrates the potential of the Maxima on Android application. It shows
that it can be a support tool for students and teachers from basic education calculating powers,
numerical values of functions at a point, plotting simple functions, even for an undergraduate
beginning student because it calculates limits, derivatives, integrals, etc. Greater attention was
given to the construction of graphs of real functions, especially of polynomial functions and
rational functions, thus, we calculate its limits, its derivatives and study in detail their behavior
graphic.

Keywords: Real Function, Graphic, Polynomial, Rational, Maxima, Macsyma, Applica-
tion, Android, Smartphone.
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Introducao

Figura 1: Logo do Maxima e do Maxima on Android.

S celulares "inteligentes" (Smartphones) sdo utilizados por uma parcela significativa da
O populacdo brasileira e mundial, princialmente entre jovens.

Nao hd como negar que o celular, definitivamente, esta presente em nossas vidas, mudando
até mesmo o modo de nos comunicarmos. Usados de maneira adequada, estes celulares podem
ser um instrumento de grande apoio a aprendizagem, até mesmo em salas de aula. Tendo
em maos um celular, e nele instalados aplicativos matematicos adequados, as aulas tornam-se
mais dindmicas e os alunos aprendem intuitivamente e mais rdpido, pois sentem-se motivados
e instigados pela tecnologia que, geralmente, dominam bem.

Uma grande parte dos estudantes do ensino béasico e da graduagdo tem dificuldade na
aprendizagem dos contetidos de matematica. Utilizando os aplicativos matemaéticos adequa-
dos e de maneira correta, essas dificuldades sdo reduzidas, pois os estudantes podem conferir
se as solugdes de seus exercicios estdo corretas, ou entdo conferir a solugdo passo a passo, caso
ndo a tenha feito, fazendo depois um exercicio analogo.

Pensando nisso, este trabalho apresenta-se como um material complementar a alunos do
ensino bésico e da graduagdo

No presente trabalho utilizamos o Maxima, um aplicativo livre, disponivel para vérios sis-
temas operacionais. Mais especificamente utilizaremos o Maxima on Android, disponivel para

smartphones com sistema operacional Android a partir da versdo 4.2.2, cujo download e insta-
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lagdo estdo disponiveis na loja virtual Google Play no link

https:/ /play.google.com/store/apps/details?id=jp.yhonda.

O aplicativo também estd disponivel para os sistemas operacionais mais conhecidos Win-
dows, Linux e Macintosh. Os arquivos para download e instalagdo nesses sistemas estdo dis-

poniveis no link http:/ /sourceforge.net/projects/maxima/files/.

No Android, a instala¢do do aplicativo requer 130 MB de memoria do celular, 45 MB na
memoria interna e os outros 85 MB, o usudrio escolhe onde quer alocar na primeira vez que

utilizar o aplicativo, na memoria interna ou no cartdao de memoria.

.ﬁ. MaximaOnAndroid

Maxima on Android installs additional
85MB ofF data. Please choose the install
location and press Install

Internal Storage (1123MB)

® External Storage (SD Card) (11@3MB)

Figura 2: Utilizando o aplicativo pela primeira vez.

E recomendavel que o leitor esteja sempre com um smartphone android com o aplicativo
instalado ao lado para que, ao ler o texto, vd comprovando os comandos e aprendendo a usa-
los de maneira completamente pratica.

Maxima é uma linguagem de programacao baseada em Lisp para a manipulagdo de expres-
sOes simbolicas e numéricas. Manipula expressdes, equagdes, gréficos, calculos de integracdo e
diferenciacdo, matrizes, limites, vetores, etc. Pode obter resultados de forma simbélica, sendo
um de seus pontos mais interessantes. Para se resolver, por exemplo, a equagdo x> —2 = 0 um
outro programa pode retornar como resultado x = 1,4142 ou x = —1,4142. Por mais que
se aumente a precisdo do resultado, sempre sdo perdidas infinitas casas decimais no processo.
Utilizando a forma simbdlica do Maxima, para a mesma equagdo, as raizes seriam x = V2
ou x = —v/2. Neste caso, ndo hd nenhuma perda por arredondamento ou truncamento de
resultados.

13



As origens do Maxima estdo no MIT (Instituto Tecnolégico de Massachussets) a partir do
ano de 1967 como uma parte do projeto MAC (Machine Aided Cognition - Cognicdo Auxiliada
por Mdquina). O software receberia o nome de Macsyma (MAC’s SYmbolic MAnipulator -
Manipulador Simbélico do MAC). Em 1982 uma copia foi entregue ao DOE (Department Of
Energy - Departamento de Energia), e outra ao professor William E. Schelter, da Universidade
do Texas. Esta primeira versdo é conhecida como DOE-Macsyma, e posteriormente, o DOE
concede a licenca de exploragdo a empresa Symbolics, que segue desenvolvendo o projeto du-
rante alguns anos. Em 1992 o software é adquirido pela empresa Macsyma Inc, e o programa
iria perdendo folego progressivamente diante a presenca no mercado de outros programas
similares.

Em 1998, trés anos antes de sua morte, o professor Schelter conseguiu do DOE permissao
para distribuir a versdo que estava a seu poder (conhecida como Maxima para diferencia-la

da versdo comercial) sob a licenca GNU-GPL (www.gnu.org). Com essa a¢do, mais pessoas

comecgaram a observar o desenvolvimento do Maxima, justo no momento em que a versao
comercial estava praticamente morta.

Atualmente, o projeto estd sendo liderado por um grupo de desenvolvedores provenientes
de varios paises, tanto do meio académico como do meio privado, assistidos e orientados por
pessoas interessadas no Maxima e que mantém um canal de comunicacdo através de uma lista

de e-mails (maxima.sourceforge.net/maximalist.html). Como o Maxima ¢é distribuido sob a

licenca GNU-GPL, tanto o c6digo fonte como os manuais sdo de livre acesso através da pagina

web do projeto maxima.sourceforge.net.

Figura 3: William Frederick Schelter, 1947-2001.
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O presente trabalho segue assim apresentado: O capitulo 1 trata dos conceitos matematicos
bésicos como func¢do, limite, continuidade e derivada. O capitulo 2, trata de regras e comandos
bésicos para defini¢do de varidveis, listas, equag¢des, inequagdes, fungdes, limites e derivadas
no aplicativo Maxima on Android. No capitulo 3 é feito o estudo do gréfico de fungdes de
varidvel Real utilizando o aplicativo Maxima on Android. No capitulo 4, como atividade, é
feito o tratamento da Fungdo Polinomial e da Fun¢do Racional. No ultimo capitulo, sdo feitas

algumas conclusdes e sugestdes a respeito do aplicativo destacando suas potencialidades.
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Capitulo 1

Conceitos Matematicos Basicos

NESTE capitulo sdo expostos os conceitos bésicos de funcdo, limite, continuidade e deri-
vada. As demonstrag¢des de alguns dos teoremas encontram-se no Anexo deste trabalho.

1.1 Funcao Real de Variavel Real

O conceito de fungdo é um dos mais importantes de toda a matematica, e surge, intuitiva-
mente, toda vez que associamos a variacdo de uma grandeza em relagdo a variagdo de outra
grandeza. Assim, quando associamos a medida r do raio da circunferéncia com o seu compri-
mento C, temos a bem conhecida equagdo C = 277, ou seja, o comprimento da circunferéncia
depende da medida do seu raio, ou ainda, o comprimento da circunferéncia estd em fungao da
medida do seu raio. Observemos que para cada valor assumido por r, temos um tnico valor

para C.

Definicao 1.1. Sejam os conjuntos A, B C IR. Uma relagdo f de A em B recebe o nome de aplicagio de
A em B ou fungdo definida em A com valores em B se, e somente se, para todo x € A existe um inico

y € Btal que (x,y) € f.

Geralmente existe uma sentenga aberta y = f(x) que expressa a lei mediante a qual, dado
x € A, determina-se y € B tal que (x,y) € f,entdo f = {(x,y)[x € A, y € B e y= f(x)}.
Isto significa que, dados A e B, a fungédo f tem lei de correspondéncia y = f(x). Para indicar
a funcdo f, definida em A com valores em B , segundo a lei de correspondéncia y = f(x),

utiliza-se uma das notacdes:

16



f:A—Btalquey = f(x)
f:A—B
x = f(x)

O Dominio de f, denotado Dy, € o conjunto dos elementos x € A para os quais existe y € B
tal que (x,y) € f. Como, pela defini¢do de fung¢do todo elemento de A tem essa propriedade,
temos que

Df=A

O conjunto B é chamado de Contradominio de f.

A Imagem de f, denotada Imy, € o conjunto dos elementos y € B para os quais existe x € A
tal que (x,y) € f. Portanto

Im f CB

Dizemos que x é a varidvel independente enquanto que y é a varidvel dependente, assim no
nosso exemplo da circunferencia, r é a varidvel independente enquanto que C é a variavel
dependente.

As fungdes mais simples sdo as Fung¢oes Poténcias de x com expoentes inteiros ndo-negativos

fx) =1, f(x) =%, f(x) =22 fx) = flx) =¥ oy F(x) = 5",

Se uma quantidade finita delas sdo multiplicada por constantes e os resultados sdo soma-

dos, obtemos a Fun¢do Polinomial

p(x) = ag + a1x + apx? 4+ azx® + agxt + .+ apx"
Definicao 1.2. A fungio p : R — R definida por

p(x) = ag + a1x + apx? 4+ a3x® + agxt + .+ apx"

onde ag, a1, ...,a, € R sdo os coeficientes e n inteiro nido-negativo, é chamada de Fungdo Polinomial. Se
a, #0 ograude p(x) én.

Observemos que a partir do Algoritmo da Divisdo para Polindmios é possivel considerar
a existéncia de uma func¢do que seja o quociente entre duas fungdes polinomiais p e g, isto

motiva a seguinte definigao:
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Definicdo 1.3. Sejam as fungdes polinomiais p(x) = ag + 41X + x> + a3x> + ... + a,x" e
q(x) = bg + byx + bpx? + b3x® + ... + by x™, com ag,ay, ..., ay, by, b1, ...,by € R e n,m inteiros
ndo-negativos. A fungdo

¢ chamada de Fungdo Racional.

A partir da Defini¢do 1.3 podemos observar que o Dominio de uma Fungao Racional é o
conjunto dos Numeros Reais excluindo aqueles x tais que g(x) = 0.

Exemplo 1.1. A fungio
x

f(x):1+x2

é racional e seu grdfico estd representado na Figura 1.1

V. T T I |:\ I ! T

x/(x*2+1)
-]

-_— :f-} l| — -_\_"-—-. —

=03 —
-0.4 |- \ -
e | | | \ I | | |

TT=20 -15 -10 -5 0 g 10 15 20

Figura 1.1: Grafico de uma Func¢ado Racional

No Capitulo 3 detalharemos como fazer o grdfico de uma fungdo.
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1.2 Limite de Fungdes

O conceito de limite é fundamental em todo o Célculo diferencial, um campo da matema-
tica que iniciou-se no século XVII com os trabalhos de Newton e Leibnitz que visava resolver
problemas da Mecénica e da Geometria.

O conceito de limite é usado para descrever o comportamento de uma fungdo a medida que
o seu argumento se aproxima de um determinado valor, assim como o comportamento de uma
sequéncia de nimeros reais, a medida que o indice (da sequéncia) vai crescendo (tende para
infinito). Os limites sdo usados no calculo diferencial e em outros ramos da analise matematica

para definir derivadas e a continuidade de fungdes.

Definic¢ao 1.4. [Limite de Fungoes]
Sejam a fungio f : R — R e a € R. Dizemos que limite de f(x) quando x tende a a serd L, se, e
somente se dado € > 0 qualquer, existe um 6 > 0, tal que se 0 < |x —a| < d entdo |f(x) — L| < €.
Simbolicamente:

limf(x) =L<Ve>0,30>0 | 0<|x—a|<d=|f(x)—L|<e

X—a

Se o limite de uma funcdo existe (¢ igual ao ntimero real L), ele é tinico. Vejamos isso no

Teorema a seguir, cuja demonstracdo estd no Anexo.

Teorema 1.1. [Unicidade do Limite]
Sejam a fungio f : R — Rea € R. Selim f(x) =Ly e lim f(x) = Lyentdo Ly = L,

X—a X—a

Demonstracgdo.
Ver Anexo

Apresentaremos agora algumas propriedades bésicas dos limites que serdo tteis no desen-

volvimento deste trabalho.

Teorema 1.2. Sea, m,n € R, entdo:

lim(mx+n) =ma+n
xX—a
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Demonstragdo. Caso 1: m # 0
Pela Defini¢do 1.4, dado € > 0, devemos mostrar que existe § > 0, tal que

O<|x—a|<déd=|(mx+n)—(ma+n)| <e

assim,

|(mx +n) — (ma+n)| = |mx —ma| = |m|-|x—a| <e=|x—a <=

|m|

€
Tomando § = —, temos

|m|
O<|x—a|<déd=|(mx+n)— (ma+n)| =|m|x—a|l < |m]ﬁ

portanto lim (mx + n) = ma +n
X—a

Caso2:m =0

Se m = 0 entdo |(mx+n) — (ma+n)| =0 Vx.

Logo, tomando qualquer § > 0, a definicdo de limite é satisfeita. Portanto
lim(mx +n) =ma+n, Vx €R O

X—a

As propriedades a seguir simplificam o cdlculo dos limites, pois, conhecendo-as, ndo é ne-

cessdrio recorrer sempre a defini¢do de limite. Suas demonstra¢des encontram-se no Anexo.

Teorema 1.3. [Propriedades Operatérias dos Limites]
Sejam f e g fungdes reais e a € R. Se lign f(x)e liin g (x) existem, entdo para todo k € R e para
X—a X—a
todo n € IN temos:

(1) chlgr}zk =k

(2) lim[f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)

(3) limlk - £(x)] = k- lim f(x)

(4) lim[f(x) - g(x)] = lim f(x) - lim g(x)
C[f(o]  Mmfl)

20



(6) lim [£(x)]" = [tim f(x)]"

7t {70 - T

Algumas fungdes s6 apresentam limite num determinado ponto se limitarmos a direita ou
a esquerda desse ponto. Assim, consideremos a fungdo f(x) = v/x —2. Podemos notar que
todos os valores de x menores que 2 induzem um valor indefinido na funcao, esta indefinigdo
também se refletird nos limites dos valores da funcdo neste intervalo de indefini¢do. Portanto
ndo faz sentido falar de limites absolutos quando os valores da funcdo estdo indefinidos para
certa faixa do dominio. Para analisar os valores vélidos da funcdo limitamos o seu dominio e
consequentemente limitamos os seus limites; quando temos um meio de definir o intervalo de
exclusdo dos nimeros, podemos também, excluir certa faixa dos limites. No exemplo acima

analisamos o que acontece com f(x) quando x se aproxima de 2 pela direita e pela esquerda.

Definicao 1.5. [Limites Laterais]

(i) Seja f uma fungdo definida para todo niimero em algum intervalo aberto (a, c). Entio o limite de
f(x) quando x tende a a pela direita serd L, se, e somente se dado € > 0 qualquer, existe um
0 >0, tal quese0 < x—a < dentdo |f(x) —L| <e.
Simbolicamente:
lim+f(x) =L&Ve>0,30>0| O0<x—a<d=|f(x)—L|<e
X—a
(ii) Seja f uma fungdo definida para todo niimero em algum intervalo aberto (d, a). Entdo o limite de
f(x) quando x tende a a pela esquerda serd L, se, e somente se dado € > 0 qualquer, existe um
0 >0, tal quese —6 < x —a < Oentdo |f(x) — L| <e.
Simbolicamente:

lim f(x) =L&Ve>0,30>0| —-d<x—a<0=|f(x)—L|<e

X—a—
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Para que exista um valor de limite, é necessario que ele seja independente do caminho
tomado para que o valor da varidvel independente seja alcancado. Isso é verdade quando os
dois limites laterais coincidem. Caso contrario, o limite ndo existe.

Teorema 1.4. [Limite Lateral]
Seja f uma fungdo definida em um intervalo aberto contendo a, exceto, possivelmente o proprio a.

Entdo lim f(x) = L se, e somentese lim f(x) = Le lim f(x) =L
x—a x—at x—a~

Demonstragdo.
Ver Anexo

Veremos nesta secdo os Limites no Infinito

Definicado 1.6. [Limites no Infinito]

(i) Seja f uma fungdo definida em um intervalo aberto (a, +o0), O limite de f(x) quando x cresce
indefinidamente, é L quando é satisfeita a sequinte condigdo:

lim f(x)=L&Ve>0,IN>0|x>N=|f(x)—L|<e

xX—+o0

(ii) Seja f uma fungio definida em um intervalo aberto (—oco,a), O limite de f(x) quando x decresce
indefinidamente, é L quando é satisfeita a sequinte condigdo:

lim f(x) =L<Ve>0,AN<0|x<N=|f(x)—L|<e

x——00

Teorema 1.5. Se n é um inteiro positivo entio:

1

(i) lim — =0
x——+oo x
1

(i) lim — =0
x——oo xM

Demonstragdo. Provemos a parte (i), o item (ii) é feito de modo andlogo.

Devemos provar, pela Defini¢ao 1.6(i) que para todo € > 0 existe um namero N, tal que:
1
x> N = '— — O‘ <e€
xn
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1

Para que isso seja valido tomamos N = <%> "

1
Assim, se N = <1> "ex > N, entio

€

3=

1
€

e n >0, entdo |x| > (%) ,

1
— —O‘ < € ,assim, |x|" >
xl/l

o que prova (i) O

Veremos nesta se¢ao os Limites Infinitos

Definicao 1.7. [Limites Infinitos]

(i) Seja f uma fungdo definida em um intervalo aberto que contenha a, exceto, possivelmente o préprio

a. Quando x tende a a, f(x) cresce indefinidamente , se é satisfeita a sequinte condigdo:

lim f(x) =40 & VM >0,36>0|0< |[x—a|<d= f(x) >M

X—a

(ii) Seja f uma funcio definida em um intervalo aberto que contenha a, exceto, possivelmente o préprio
a. Quando x tende a a, f(x) decresce indefinidamente , se é satisfeita a sequinte condigio:

lim f(x) = —c0o & VM < 0,36 >0|0< |[x—a| <d= f(x) <M

xX—a

Teorema 1.6. Se n é um inteiro positivo entio:

(i) lim 1 = +o0

x—0+ X"
(i) lim 1 [ —oo, se n impar
10— X7 +oo, se n  par

Demonstragio. Provemos a parte (i), o item (ii) é feito de modo andlogo.
Devemos provar, pela Defini¢do 1.7(i) que para todo M > 0 existe um nimero § > 0, tal
que:
O0<x<dé= :,3_71 > M
1
Para que isso seja valido tomemos § = <ﬁ) ", assim, se 0 < x < § = xl—n > M [
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Teorema 1.7. [Limite da Funcio Polinomial]
Seja p : R — R a fungdo definida por

p(x) = ag+ar1x + aox> + a3x> + agx* + .. + a,x"

(i) lim p(x) = p(a)

X—a

@0 i )= lim o

Demonstragio. (i) Segue diretamente pela generalizacdo do Teorema 1.2

ii) lim p(x)= Lm (ag+ax+ apx® +a3x® + agx* + ...+ a,x") =
p

x—rdoo x—r+o0

1 1
lim [anx”-(a—o-—+u_1.x1 _|_..._|_1)}

x—=+oo a, x" an n

Aplicando as Propriedades Operatérias (Teorema 1.3) e o Teorema 1.5, segue o
resultado.

Corolario 1.1. [Limite da Fungio Racional]
Sejam as fungoes p,q: R — R, tais que

p(x) = ag + a1x +axx® + ... +ayx" e q(x) = by + byx + byx* + ... + by x™

e R a fungio R(x) = p(x)/ com q(x) # 0:

~—

(i) im R(x) = pla)

x—a q(a)
(i) lim R(x)= li apx"
i x—1>I:Itloo X)= x—1>r:£100 b xm

A demonstragdo Segue diretamente do Teorema 1.7
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1.3 Continuidade das Func¢des

A definicdo matemdtica de continuidade corresponde estreitamente ao significado da pala-
vra continuidade na linguagem do dia-a-dia. Um processo continuo é aquele que ocorre gradu-
almente, sem interrupg¢des ou mudangas abruptas (STEWART).

O conceito basico de continuidade representa a expressao da isen¢do de quebras na regu-
laridade da forma da funcdo, quando a apresentamos sob a forma grafica. Devemos ter em
mente que a fun¢do continua em um intervalo do seu dominio é suavemente descritivel, cada

valor é precedido de outro menor ou maior, mas com uma discreta variacao (JERONIMO).
Defini¢ao 1.8. Uma fungio f : R — R é continuaem a € R se as sequintes condiges forem satisfeitas:
(i) f(a) estd definida, isto é, a estd no Dy;
(ii) }lg}lf(x) existe;

(iii) lim f(x) = f(a)

X—a

Se ao menos uma dessas condigdes nio forem verificadas em a, a fungdo f serd descontinua em a.

Teorema 1.8. [Propriedades Operatdrias das Fungoes Continuas]
Sejam f e g fungoes reais e a € R. Se f e g sdo fungdes continuas em a entdo sdo continuas em a as

fungoes:
(1) f+g
2) f—g
3) f-g

(4) i—:, seg(a) #0

Demonstragoes.

Ver Anexo
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Teorema 1.9. Seja p : R — R uma Fungdo Polinomial, entdo p é continua em todo seu Dominio

Demonstracdo. :
Pelo Teorema 1.7 (i) liin p(x) = p(a), logo p é continua, para todos os valores
X—a
dea € R. O

Corolario 1.2. Sejam p e q duas Fungdes Polinomiais, a Fungdo Racional R, definida por

R(x) = p(x)

q(x)
é continua em todo a € R, tal que q(a) # 0.

A Demonstragdo seque diretamente do Teorema 1.9

1.4 Derivada

Na Fisica a taxa de variacdo da posi¢cdo de um objeto com relagdo ao tempo, isto é, sua
velocidade, é estudada a partir do conceito de derivada de uma func¢do. Na Biologia a taxa de
crescimento de uma coldnia de bactérias é uma aplicagdo da derivada. Também, na Economia,
a taxa de variacdo do lucro em funcdo da quantidade de méo de obra,usa-se o conceito de
derivada .

Do que foi visto anteriormente podemos afirmar que o conceito derivada de uma fungao
tem um papel importante em diversos dreas do conhecimento motivando assim sua abordagem
formal neste trabalho.

Defini¢do 1.9. [Derivada de uma Fungido num Ponto]

Seja f uma fungio real e x, € Dy. O limite

o £ = fx0)

X—X, X — Xo

se existir e for finito denomina-se derivada de f no ponto x, e é indicado por f'(x,). Assim

f/(xo) — lim f(X) _f(XO)

X—Xo X — X,
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Fazendo Ax = x — x,, podemos reescrever a derivada no ponto como

F'(x,) = lim fxo +Ax) — f(x)

Ax—0 Ax

Se f admite derivada em x, dizemos que f é derivavel (ou diferencidvel) em x,. Dizemos
que f € derivavel no intervalo A C Dy se f for derivével em todo x, € A.

Dizemos que f é uma funcdo derivavel se f for derivdavel em todos os pontos do seu domi-
nio.

Definic¢ao 1.10. [Fungdo Derivada]
Seja f : R — R uma fungdo derivdvel em D . Definimos a Fungdo Derivada de f, e a denotaremos
por f' : R — R, a fungdo definida como

) — i LAY ()

Ax—0 Ax

para todo x € Dy.

Ao usarmos a notagdo tradicional y = f(x) para indicar que a variavel independente é x

enquanto y € a varidvel dependente, podemos usar outras notagdes para a derivada:

fo =y =2 =L = 2ip

A notagdo % foi introduzida por Leibnitz, nela, caso se queira calcular a derivada num
- dy
ponto, utilizamos —=
dx X=X,

Se f é uma fungado derivavel e f’ também for derivavel, entdo a sua derivada é chamada
derivada segunda de f e é representada por f”(x) (lé-se f-duas linhas de x). Se f” é uma
fungdo derivavel, sua derivada, representada por f”’(x), é chamada derivada terceira de f. A
derivada de ordem 7 ou n-ésima derivada de f, representada por f(")(x), é obtida derivando-
se a derivada de ordem n — 1 de f.

Como o célculo da Derivada a partir de sua definigdo exige um alto nivel de formalidade
matemadtica, enunciaremos a seguir, um teorema que apresenta as propriedades que permitem

o calculo da Derivada de algumas fun¢des elementares:
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Teorema 1.10. [Regras de Derivagio]
Sejam f, g e h fungoes reais, derivdveis, entdo:

(1) f(x) =k, keR= f'(x)=0 (Derivada da Constante)
(2) h(x) = f(x)+g(x) = H(x) = f(x)+ ¢ (x) (Derivada da Soma)
3) f(x) =x", n€R = f'(x) = nx"! (Derivada da Poténcia)

(4) h(x) = f(x)-g(x) = Hh(x) = f(x) g(x)+ f(x)-¢'(x) (Derivada da Produto)
Caso Particular: h(x) =k- f(x), ke R=h'(x) =k- f'(x)

(5) h(x) = ;% 2(x) £ 0= I (x) = f'(x) -g(’fg)(;)j]fz(x) . ¢'(x)

Demonstracdo.

(Derivada do Quociente)

Ver Anexo

Usando o Teorema 1.10 podemos calcular a Derivada da Fungdo Polinomial e da Funcao

Racional.
Corolario 1.3. [Derivada da Fungio Polinomial]
Seja p : R — R a fungdo definida por
p(x) = ag + a1x + apx? 4+ azx® + agxt + .+ apx"

Entdo:
p(x)=a1+2-ay-x+3-a3-x>+4-a3- >+ .. +n-a, x"1

A Demonstragio seque diretamente do Teorema 1.10 itens (1), (2), (3) e (4).

Corolario 1.4. [Derivada da Fungio Racional]

p(x)
q(x)
)

Sejam as Fungdes Polinomias p,q: R — R, e a fungio R(x) = , com q(x) # 0, entdo:

A demonstragdo Seque diretamente do Teorema 1.10 item (5)
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Capitulo 2

Regras Basicas no Maxima on Android

NESTE capitulo é exposto um breve tutorial sobre o aplicativo Maxima on Android, suas
principais regras e seus comandos basicos como defini¢do de varidveis, listas, equagdes

e fungoes.

A figura 2.1 mostra a tela inicial do aplicativo informando sua versdo, compatibilidade, au-
tor, pdgina web do projeto, sua licenga livre e uma dedicatéria a Willian Schelter, mantenedor
do projeto durante muito tempo. E possivel, aumentar ou diminuir o tamanho do texto exi-
bido, com 0 movimento padrdo de "pinga" com dois dedos pra fora ou pra dentro (isso afetara

também as entradas e resultados).

.ﬁ. MaximaOnAndroid

Maxima on Android 2.8 June 13th, 2015 (JB MR1 or after)
written by Yasuaki Honda,

powered by MathJax 2.1 for math rendering

powered by Gnuplot 4.6 for graph drawing

Use menu for about MoA/quit/man/redraw graph
You can touch previous commands for reuse, like input history.
You can touch manual examples to execute them in Maxima.

Maxima 5.36.1 http://maxima.sourceforge.net

using Lisp ECL 12.712.1

Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of William Schelter.

The function bug_report() provides bug reporting information.
(%i1)

Enter

Figura 2.1: Tela Inicial do Maxima on Android.
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2.1 Variaveis, Simbolos e Operacdes

O Maxima on Android recebe comando ou valores que devem ser digitados na linha (%in),
que é o campo de entrada, na parte de baixo do aplicativo. Em (%in), "i" significa input (do
inglés: entrada), e 'n" é um namero natural equivalente a ordem da linha. Ao tocar em enter
este comando é executado, aparecendo a esquerda da tela os comando digitados na linha (%in)
e logo abaixo, o resultado da operagdo. Caso ndo queira que um resultado seja exibido, basta
por o simbolo "$" no final do comando.

Pode-se atribuir valor a uma varidvel no aplicativo, através do comando "dois pontos" (:).
Logo x:3, significa que x vale 3 ou x = 3. Quando se quer inserir vdrios comandos ao mesmo
tempo, utiliza-se o comando "pontos e virgula" (;). Por exemplo, x:3 ; y:-1; z:1/2 , informa ao
programa que as variadveis X, y e z valem, respectivamente 3, -1 e % Parénteses tem a mesma
funcdo classica. Assim podemos fazer operagdes usando os simbolos da Tabela 2.1 com as
variaveis x, y e z atribuidas acima (Figura 2.2).

O comando kill (all) é utilizado para limpar todas as varidveis ja atribuidas anteriormente,
assim é conveniente utiliza-lo ap6s atribuir valor a vérias varidveis, evitando assim futuros
erros na declaracdo de variaveis. O mesmo vale para listas, equacdes e fungdes. E utilizado

também para voltar o aplicativo ao seu estdgio inicial, (ou seja, para linha 1 - %il).

Simbolo/Comando Operagdo/Significado

+ Adigao
Subtragao
Multiplicagao
/ Divisao
*ou” Potenciagao

Y%opi Numero 7
Y%oe Numero de Euller
Yol Unidade Imaginéria

Tabela 2.1: Operagdes basicas no Maxima.
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(%i1) x:3;y:-1; z:1/2;
3
-1
1
2
(%i4) x+y+z;
3
2
(%i5) z**3;
1
8
(%i6) yr2+12/x;
5
(i 7) (2*x)**y;
1
6

Figura 2.2: Atribuindo valores as varidveis e realizando alguns cédlculos.

A raiz quadrada é calculada com a sintaxe "sqrt(<niimero>)". Para calcular raizes com

demais indices, utilizamos a propriedade da potenciacdo:
Vam = an

Assim para calcular v/8, digitamos no aplicativo com o comando 8**(1/3).

Tudo que for escrito entre /* e */ é considerado comentario. Os comentarios sdo ignora-
dos na execugdo do aplicativo e servem para orientar o leitor /usudrio durante a utilizacdo do
aplicativo.

Na Figura 2.3 temos os cdlculos de: V49 , V8 e /=243
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(%i1) sqrt(49) /* raiz quadrada de 49 */;
7
(%i2) 8**(1/3) /* raiz cUbica de 8 */,
2
(%i3) (-243)**(1/5) /* raiz quinta de -243 */,
-3

Figura 2.3: Calculando raizes exatas.

Um dos destaques do aplicativo é o calculo simbdlico, mas, caso o usudrio queira uma
resposta numérica basta usar uma das sintaxes:

I. <expressdo>, numer

II. float (<expresio>)

O simbolo "%" sozinho é usado sempre que o usudrio queira retomar a ultima saida, por
exemplo, o comando "%, numer", transforma em numérica a tltima entrada simbdlica. Caso
0 usudrio queira retomar uma saida anterior qualquer basta usar o comando "%in"onde n é o
nimero da linha a qual queira retomar (Figura 2.4).

Uma outra maneira de retomar uma entrada anterior qualquer é, simplesmente, tocando
sobre ela. Assim na Figura 2.4 caso se queira retomar a entrada v/20 (linha 1) basta tocar na
tela sobre esta linha, que aparecerd novamente do campo de entrada de comandos. Este é um
mecanismo muito til de histérico de comandos.

Na Figura 2.4 temos os cdlculos de: V20 e v/64 simbolicamente e numericamente pelos

comandos numer e float .

(%i1) sgrt(20) /* raiz quadrada de 20 */;

2+/5
(%i2) %, numer /* raiz quadrada de 20 numericamente (aproximada) */;
4.47213595499958
(%I3) 64**(1/5) /* raiz quinta de 64 %/,
2%
(%i4) float (64*+(1/5)) /* raiz quinta de 64 numericamente */,

2.29739670999407

(%i5) float (%i1) /* raiz quadrada de 20 numericamente */;
4.47213595499958

Figura 2.4: Calculando Raizes ndo exatas com resultado simbélico e numérico
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Em cédlculo numérico, por vezes, os resultados e os cdlculos efetuados necessitam ser ex-
pressos com um determinado niimero de casas decimais e/ou algarismos significativos. Pode-
mos estabelecer essa precisdo atribuindo um valor a varidvel interna global fpprec (float point
precision), que por padrdo, no Maxima é 16.

Por exemplo, se quisermos obter o valor das constantes 77 e e com 30 casas decimais
tazemos: (Figura 2.5)

(%i1) fpprec:30$

(%i2) bfloat (%pi);
3.14159265358979323846264338328 x 10°
(%i3) bfloat (%e);
2.718281828459045235360287471355 x 10°

Figura 2.5: Escolhendo o ntimero de casas decimais

2.2 Listas

Uma lista no Maxima on Android é uma colegdo finita de tipos de dados, escritos entre
colchetes e com seus elementos separados por virgula.

Na Figura 2.6(a) ha um exemplo de lista, a qual atribuimos o nome ListEx, e algumas ope-
racdes que podem ser feitas sobre a mesma. Os elementos sdo indexados a partir do ntmero
1. Para manipular um elemento de uma lista usa-se "nomedalista[n]", onde n representa o

numero do elemento na lista a ser processado (Figura 2.6(b)).

(%i1) ListEx: [5, 3/2, sqrt(3) , sin(%pi/5)] /*lista*/;

o 3vsn(5)

(%i2) 2*ListEx /*o dobro dos elementos?*/; (I5) ListEx[1] /*primeiro elemento da lista*/;
] Tr ’ 5
|:10, 3,2 \/3, 2 sin (5):| (%i6) ListEx[1] + ListEx[2] /*somalgo primeiro e do segundo elemento*/;
(%i3) ListEx**2 /*o quadrado dos elementos*/; 9

9 z
[25, 2,3, sin? (g):| (b)

(%i4) %, numer /*lista anterior na forma numérica*/;

[25,2.25,3,0.3454915028125263]
(a)

Figura 2.6: Trabalhando com listas
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2.3 Equacgoes

No Maxima on Android uma equacao é definida usando o operador

os membros da equagéo.

Podemos somar ou multiplicar expressdes a ambos os membros de uma equacdo. Para
agilizar a digitagdo podemos atribuir um nome a equagao, desta forma nédo é necessério digitar

a equacdo varias vezes. O comando "expand" apresenta uma simplificacdo da equagdo (Figura

2.7).
(%i1) eq1: (x**2+4)/3=2*x**3-4;
244
d ; =22% 4

2’ +4  3(22°—4)
2 2
(%i3) expand (%) /*simplificando a equag&o anterior*/;

%+2:3m3—6

(%i2) (3/2)*eq1 /*multiplicando ambos os membros da equagéo*/;

Figura 2.7: Simplificando equagdes

Para resolver uma equacgao utiliza-se o comando "solve" com uma das sintaxe:

* "solve(<equagdo>)" para equagdes de uma incégnita;

n_mn

=" (igual) que separa

* "solve(<equagdo>, <varidvel>)" para equagdes de mais de uma incégnita.

No campo <equagdo> digitamos a equagdo desejada e no campo <variavel> digitamos a

varidvel a ser isolada.

Na Figura 2.8 resolvemos algumas equagdes do 1° e 2° graus e equacgdes literais.

(%i1) eq2:(5*x+4)/2=7*x/3; (%i5) eq4: x**2+x-2=0; (%i9) eq6: (p+1)/2=3-q;
5z+4 Tz @tz -2=0 P+1_3
2 3 (%i6) solve (eq4); g 1
(%i2) solve (eq2); [z=12=-2] (%i10) solve (eq6, p);
[z = —12] (%i7) eq5: x**2-2*x+5=0; [p=5—24]
(%i3) eq3: X*2-6*x+9=0; 2’ —22+5=0 (%i11) solve (eqs6, q);
22— 6z+9=0 (%i8) solve (eq5); {q — _E}
(%i4) solve (eq3); [x=1-24,2=2i+1] 2
[z = 3]

Figura 2.8: Resolvendo equagdes
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2.4 Inequacoes

O Maxima on Android possui um algoritmo que permite o tratamento para a resolucao
simbolica de inequagdes. O mesmo pode ser ativado digitando load(fourier_elim) El, para depois

utilizarmos a sintaxe
fourier_elim ([<lista de inequagdes>],[<varidvel>])

Onde devemos preencher o campo <lista de inequagdes> com uma ou mais inequacgdes
separadas por virgulas e no campo <varidvel> a variavel a ser isolada.
Na Figura 2.9 é apresentado o fourier_elim para resolver a inequagéo 3x> — 6x > 0, encon-

trando assim a solucdo x < 0 ou x > 2.

(%i1) load (Fourier_elim);

/storage/emulated/0/Android/data/jp.yhonda/files/maxima-5.36.1/share/fourier_elim /Fourier_elim.lisp

(%i2) fourier_elim ([3*x**2-6*x>0], [x] );

2<z]V[z <0

Figura 2.9: Resolvendo inequagdes

2.5 Funcodes

No Maxima on Android uma funcdo de uma ou mais variavel é definida utilizando o opera-
dor ":=". Assim escrevendo f(x) := 2*x+3 define-se a fungdo f(x) = 2x + 3. Definida a fungéo,
para calcular as imagens digitamos (1), £(2), £(-10), £(3/5), etc

10 Médulo para resolver inequagdes recebe o nome de fourier_elim, porque usa o Método de Eliminacéo de
Fourier-Motzkin para resolucdo sistemas de inequagdes lineares. Para saber mais sobre o Método podemos con-
sultar a dissertagdo de mestrado de Monticeli, intitulada Um estudo sobre sistemas de inequagdes lineares, disponivel
em <http://www.bibliotecadigital.unicamp.br/document/?view=000479616>.
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Determinamos a(s) raiz(es) de uma funcdo de maneira analoga a resolu¢do de uma equagéo,
utilizando-se o comando "solve" com a sintaxe:

* "solve(<func¢do> = 0)" para fungdo de uma varidvel;

* "solve(<fungdo> = 0, <varidvel>)" para fun¢des de mais de uma varidvel.

No campo <fung¢do> digitamos a funcdo desejada e no campo <varidvel> digitamos a va-
ridvel a ser isolada.

Nas Figuras 2.10 e 2.11 calculamos algumas imagens e as raizes das fung¢des f(x) = 2x + 3

e g(x) = x? — 4y, respectivamente.

(%i1) f(x) := 2*x+3 $

(%i2) imagens:[f(0), (2), f(-1), f(5/2), f(%pi) ];
[3,7,1,8,27 + 3]

(%i3) solve (f(x)=0);

-

Figura 2.10: Imagens e raiz de fun¢do de uma varidvel

(%i1) g(xy) = x**2-4*y;
gz, y) :=2" — 4y
(%i2) g(2,1);
0
(%i3) g(1,-1);
5

(%i4) solve (g(x.y), X);

{m=—2\/y,:c=2\/y]

(%15) solve (g(xy), y);
-]
V=T

Figura 2.11: Imagens e raiz de funcdo de duas varidveis
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2.6 Limite de Funcdes

No Maxima on Android calculamos o limite de fun¢des com o comando "limit". Sejam f a
fungdo a qual desejamos calcular o limte, e a o valor para o qual a varidvel x tende. A seguir
apresentamos as sintaxes dos diferentes tipos de limites

i) )lclg}l f(x) limit (f(x),x,a)
(i) lm f(x) limit (f(x),x,a, minus)
X—a—
(iii)) lim f(x) limit (f(x),x,a, plus)
x—at
(iv) x1_1>1}rloof(x) limit (f(x),x,inf)
(v) 1_i>m f(x) limit (f(x),x, minf)
X——00
Vejamos agora como usar o Maxima on Android para calcular os seguintes limites:
: x> —3x+2 : 1
dm f¥) = —F—3— ¢ Imfl¥) =177

observe que o segundo limite ndo existe.

(%i1) f(x) := (x**3-3%x+2)/(x**2-4); | [(%i1) f(x) := 1/(x-1);

— 1
f(z) = x’ $23j:4+ 2 fl@) = ——

(%i2) limit (f(x), x, - 2, minus);
9

(%i2) limit (f(x), x, 1, minus );
-1 oo

(%i3) limit (f(x), x, - 2, pléjs); (%i3) limit (f(x), x, 1, plus);

oo

(%i4) limit (f(x), x, - 2); (%i4) limit (f(x), x, 1);

infinity

4
9
4

Figura 2.12: Célculo de Limites
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Como podemos observar na Figura 2.12 o Maxima on Android nos permite calcular limites
finitos, limites que tendem ao infinito (—co e o0) e ainda, limites que ndo existe, este tltimo

representado por "infinity"

2.7 Derivadas

No Maxima on Android a derivada de uma fungao é calculada simbolicamente com o co-
mando "diff". Sejam, f a funcdo a qual desejamos calcular a derivada, x sua varidvel indepen-

dente e n a ordem da derivada a qual se deseja calcular. Usaremos entdo a seguinte sintaxe:

diff (f(x),x,n)

No caso em que se deseje calcular a derivada de primeira ordem o parametro n pode ser
suprimido.

Na Figura 2.13 apresentamos as expressdes matemaéticas que definem as funcdes derivadas
até terceira ordem da funcio f(x) = 2x° + x3, usando o Maxima on Android.

(%i1) f(x) := 2%x**5+x**3;
f(z) :=22° +2°
(%i2) diff (f(x), x);
10z* + 32°
(%i3) diff (f(x), x, 1);
10 z* + 322
(%i4) diff (f(x), x, 2);
40z° + 6w
(%i5) diff (f(x), x, 3);
120z° + 6

Figura 2.13: Célculo de Derivadas
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Capitulo 3

Grafico de Func¢oes Reais no Maxima on
Android

NESTE capitulo iremos estudar o comportamento do gréfico de Fungdes Reais. Teremos
como ferramenta de apoio o aplicativo Maxima on Android.

No Maxima on Android plotamos graficos com o comando "plot2d", utilizando a seguinte

sintaxe:
plot2d([<func¢des f(x), g(x), ... >],[x,<xmin>,<xmax>],[y,<ymin>,<ymax>])

No campo <fungdes f(x), g(x), ... > devemos digitar uma fun¢do ou uma lista de fungdes
(separadas por virgulas), a qual desejamos plotar.

Nos campos <xmin>, <xmax>, <ymin>, <ymax>, devemos digitar o intervalo que serd
mostrado nos eixos x e y, ou seja, as dimensdes da janela de visualiza¢do do grafico. O usudrio
pode decidir nado digitar o intervalo de exibigdo do eixo y, nesse caso o préprio aplicativo
decide qual é esse intervalo. Ao tocar em "enter"o aplicativo abre a janela de visualiza¢do do
grafico.

Na Figura 3.1 foram plotados os graficos das fungdes f(x) =2 —x e g(x) = x> —2x — 8§,
numa mesma janela, note que foi escolhido o intervalo [-5, 5] para ser exibido no eixo x e o
proprio aplicativo escolheu o intervalo [-10, 30] para mostrar o eixo y. Caso o usudrio queira
um intervalo personalizado basta digitd-lo. O usudrio pode aumentar ou diminuir a janela de
visualizacdo do grafico tocando em + ou — ou ainda com o movimento padrdo de "pinga"

com dois dedos pra fora ou pra dentro.
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(%i1) f(x) :=2-x $
(%i2) g(x) := x**2-2*x-8 $

(%i3) plot2d ([f(x), g(x)]. [x-5.5]);

MaximaOnAndroid

Figura 3.1: Grafico de fung¢des usando o plot2d

Inicialmente, antes de fazermos graficos de fun¢des mais complexas, vamos conhecer as de-

fini¢des abaixo e os teoremas a elas relacionados. Suas demonstragdes encontram-se no Anexo.

e Intervalos de crescimento e decrescimento

Pontos critico

o MAaximos e minimos relativos

Concavidade

Pontos de inflexao

Assintotas
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Definigdo 3.1. [Fungido Crescente e Fungio Decrescente]
Sejam f uma fungdo definida num intervalo aberto I e x1 < xp. Entdo:

(i) fécrescenteem I, se f(x1) < f(xz), Vx1,x2 € I
(ii) f édecrescenteem I, se f(x1) > f(x2), Vxy,xp € I
Se f é crescente ou decrescente em I dizemos que f é mondtona neste intervalo.

Pela anélise do sinal da primeira derivada, podemos determinar os intervalos onde uma

funcdo derivavel é crescente ou decrescente, pelo seguinte teorema:

Teorema 3.1. [Crescimento e Decrescimento das Funcoes]
Seja f uma fungdo continua e derivdvel no intervalo aberto I entdo:

(i) Se f'(x) >0 Vx €1 entdo f écrescente em I.

(ii) Se f'(x) <0 Vx €I entdo f édecrescente em I.

Demonstracdo.

Ver Anexo

Exemplo 3.1. Para que valores de x a fungio f(x) = x> — 3x? é crescente?
Solucdo:
Pelo Teorema 3.1 devemos ter f'(x) > 0.

(%i1) load (fourier_elim);
/storage/emulated,/0/Android/data/jp.yhonda/files/maxima-5.36.1/share/fourier_elim/fourier_elim.lisp
(%i2) f(x) := x**+3-3*x**2;
f(z) :=a® — 322
(%i3) diff (F(x), x, 1) /*F(x)*/;
3z° — 6z

(%i4) fourier_elim ([%>0], [x]) /*f'(x)>0*/;

2<z]V[z<0]

Figura 3.2: Crescimento e Decrescimento das Fungdes

Portanto f(x) é crescente para x < 0 ou x > 2.
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Definicdo 3.2. [Pontos Criticos]
Seja a fungio f : R — IR, os valores de x para os quais f'(x) = 0 ou f'(x) nio existe sdo chamados
de pontos criticos.

Definic¢ao 3.3. [Mdximo e Minimo Relativo]
Sejam f uma fungdo definida num intervalo aberto I e x, € I. Entdo:

(i) f tem um mdximo relativo em x,, se f(x) < f(xo0), Vx € I

(ii) f tem um minimo relativo em x,, se f(x) > f(xo0), Vx € I

Teorema 3.2. [Criterio da Derivada Primeira para determinagdo de extremos]
Seja f uma fungdo continua e derivdvel no intervalo I = (a,b) que contém o ponto critico x, entdo:

(i) Se f'(x) >0 Vx <x, e f'(x) <0 Vx> x,, entdo f tem um mdximo relativo em x,
(ii) Se f'(x) <0 Vx> x, e f'(x) >0 Vx < x,, entdo f tem um minimo relativo em x,

Isso significa que se f’ troca o sinal de + para — quando passa por x, entdo f tem um

maximo relativo, caso contrario tem um minimo relativo.

Demonstracdo.
Ver Anexo

Exemplo 3.2. Obter os extremos da fungio f(x) = x* — 4x3:

Solucdo:
Pelo Teorema 3.2 devemos devemos estudar o final de f', ou seja, verificar para quais valores de x temos
f'(x) >0 ou f'(x) <O.

Entdo, no Maxima on Android, calculamos f' e depois resolvemos as inequacdes f'(x) > 0 e
f'(x) < 0eanalisamos o comportamento do sinal de f' (Figura 3.3):
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(%i1) load (fourier_elim) $
(%i2) f(x) := x 4-4*x"3; _
f(z) =2 —44°
(%i3) g: diff (f(x),x, 1) /*g=f"*/,
423 — 1222
(%i4) fourier_elim ([g>0], [x]);
3 < z]
(%i5) fourier_elim ([g<0], [x]);

[z <0]VI[0<zz<3

Figura 3.3: Extremos de uma Funcédo

Como em x = 3 o sinal de f' muda de — para + temos que f(x) tem um minimo relativo em x = 3.
Note que na linha 3 (%i3) atribuimos g, a primeira derivada de f, afim de simplificar o

célculo das inequacgdes posteriores, logo g(x) = f'(x).

Teorema 3.3. [Criterio da Derivada Segunda para determinagdo de extremos]
Seja f uma fungdo continua e derivdvel até sequnda ordem no intervalo aberto I que contém o ponto
critico x, entdo:

(i) Se f"(x,) > 0 entdo f tem um minimo relativo em x,
(ii) Se f"(x,) < O entdo f tem um mdximo relativo em x,

Se f"(x,) = 0 nada se conclui, entdo devemos reportar ao critério da derivada primeira

Demonstracgdo.

Ver Anexo

Definicao 3.4. [Concavidade]

(i) Uma fungdo f é concava para cima no intervalo I, se f'(x) for crescente neste intervalo.

(it) Uma fungdo f é concava para baixo no intervalo I, se f'(x) for decrescente neste intervalo.
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Teorema 3.4. Sejam f uma funcgio continua e derivdvel até seqgunda ordem no intervalo aberto I e
X, € I, entdo

(i) Se f”(x,) > 0 entdo f é concava para cima em I

(i) Se f”(x) < 0 entdo f éconcava para baixo em I

Demonstracgdo.

Ver Anexo

Exemplo 3.3. Estudar a concavidade da fungio f(x) = x* — 4x>.

Solucdo:
Pelo Teorema 3.4 devemos devemos estudar o final de f", ou seja, verificar para quais valores de x temos
f"(x) >0 ou f"(x) <0.

(%i1) load (fourier_elim) $
(%i2) f(x) := xA4-4*x"3;
f(z) := z* —42°
(%i3) h: diff (f(x),x,2) /*h=f"*/;
122° — 24
(%i4) fourier_elim([h>0],[x]);
2 <z]V[zx <0
(%i5) fourier_elim([h<0],[x]);
0<z,z <2

Figura 3.4: Concavidade de uma Funcédo

Em0 < x <2, f"(x) <0 logo tem concavidade pra baixo.
Emx <Ooux>2, f"(x)>0 logotem concavidade pra cima.

Definicao 3.5. [Ponto de Inflexio]
Seja f uma fungdo continua num intervalo aberto 1. P, (xo, f(x,)) é um ponto de inflexdo de f se

em P, a concavidade da curva muda de sentido.

No Exemplo 3.3, a funcdo f(x) = x* — 4x> apresenta pontos de inflexdo em P;(0,0) e

P>(2,—16), pois a concavidade muda de sentido nesses pontos.
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Encontramos com muita frequéncia gréficos de fun¢des que se aproximam de uma reta a
medida que x tende a +00 ou —co. Essas retas sdo chamadas de Assintotas , vamos analisar
agora as assintotas horizontais e as verticais.

Definicdo 3.6. A reta x = a é uma assintota vertical do grdfico de f, se pelo menos uma das condigdes
abaixo for verdadeira:

(i) lim f(x) = +oo

x—at

(i) lim f(x) = —oo

x—at

(iii) lim f(x) = 4oo

X—a—

(iv) lim f(x) = —co

X—a—

Definicdo 3.7. A retay = b é uma assintota horizontal do grdfico de f, se pelo menos uma das condigoes
abaixo for verdadeira:

(i) Lm f(x)=b

X—r—+00

(ii) xl_i)r{loof(x) =D

3x

Exemplo 3.4. Encontre as assintotas ao grdfico da fungio f(x) = po—

Solugdo:
Como f mndo estd definida para x = 1, este é um candidato a assintota vertical. Aplicando as

Definicoes 3.6 e 3.7 (Figura 3.5) concluimos que as reta x = 1 e y = 3 sdo assintota verticais e
horizontais, respectivamente.
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Na Figura 3.5 temos um passo a passo de como resolver este exemplo, no Maxima on Android,
encontrando as assintotas do grdfico de f e a sua representagio grdfica.

(5%11) (x) = 3%/ (x-1)$
%i2) limit (f(x), x, 1, minus);
—00

%i3) limit (f(x), x, 1, plus);
')
%i4) limit (f(x), x, minf);
3
%i5) limit (f(x), x, inf);

3

(%i1) (%) :=(3*x)/(x-1)$

(%i2) g(x) :=3%

(%i3) plot2d ([f(x), g(x)].[x,-10,10], [y, -10,10]);

plot2d: some values were clipped.

[/data/data/jp.yhonda/files/maxout.gnuplot, /data/data/jp.yhonda/files /maxout.html]

0
10 T | |
(3*x)/(x=1) ——

Figura 3.5: Assintotas
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Capitulo 4

Um caso particular: Maxima on Android
aplicado as Func¢des Polinomiais e
Racionais

ESTE capitulo veremos, como exemplo de tudo que foi visto anteriormente, 0 comporta-

mento detalhado da Funcdo Polinomial e da Fungao Racional, ou seja, determinaremos:

1. Seu dominio;

2. Os pontos de intersegdo com o0s eixos x e y;
3. Os intervalos de crescimento e decrescimento;
4. Os pontos criticos;

5. Os maximos e minimos relativos;

6. A concavidade;

7. Os pontos de inflexao;

8. As assintotas.

9. Seu grafico
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Aplicagao 1

Estudar o comportamento e tracar o gréfico da Fun¢do Polinomial

fx) = x>+ x* — 5x

Como f € uma fungédo polinomial, Dy = R

(%i1) f(x) := x**3+x**2-5*x$
(%i2) 0
(%i3) solve ([f(x)]);

V241 \/21—1330}
R

(%i4) %, numer,
[m = —2.79128784747792,
T = 1.79128784747792,x = 0]

(%i5) load (fourier_elim) $

(%i6) g: diff (f(x),x, 1) /*g="f'*/;
3z2+2zx -5

(%i7) fourier_elim([g>0],[x]);

1<zx|V [m<—§]

(%i8) fourier_elim([g<0],[x]);

[—g <z, < 1]

(%i9) h: diff (f(x),x,2) /*h=f"*/;
6z + 2

(%i10) fourier_elim([h>0],[x]);

i

(%i11) fourier_elim([h<0],[x]);

-

Figura 4.1: Estudo grafico da Fungdo Polinomial no Maxima on Android

A intersecdo comoeixoy éem y =0 ecomoeixox é x = —-2,79,x =0 e x =1,79

(Figura 4.1-Esquerda).

. 5 5
f écrescenteem x < —= ou x >1 e decrescenteem —- < x <1

3 3
. : 5

Como o sinal de f’ varia de + pra — em x = —3 e de — pra + em x = 1, entdo f tem um

maximo relativo em x = — 3 eum minimo relativo em x = 1. (Figura 4.1-Centro)
. . 1 . . 1 .

f tem concavidade para cima se x < —3 tem concavidade para baixo se x > —3 (Fi-
gura 4.1-Direita)

f tem um ponto de inflexdo em x = 3 pois a concavidade muda de sentido. (Figura

4.1-Direita)

Por f ser polinomial, é continua em todo Dy ou seja lim f(x) = f(a), assim f ndo possui

assintota vertical e também ndo possui assintota horizontal (

xX—a

48

x—r+oo

lim f(x) = ioo)




O Gréfico da fungio polinomial f(x) = x> + x? — 5x esta representado na Figura 4.2.
(%i1) plot2d ([x**3+x2-5+],[x-5,5], [y-10,10] );
plotZd: some values were clipped.

[/data/data/jp.yhonda/files /maxout.gnuplot, /data/data/jp.yhonda/files/maxout.htm

10

1 | | | |

=10

Figura 4.2: Grafico da Fungéo f(x) = x® 4+ x? — 5x
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Aplicacgao 2

Estudar o comportamento e tragar o gréfico da Fungdo Racional

Note queo Dy € R.
f(0) = 0 = O grafico passa

X
1+ x2

=0=x=0

na origem.

Logo (0,0) é a tinica interse¢do do gréfico de f com os eixos cartesianos.

(%i6) h: diff (f(x), x, 2) /*g=F"*/;
8 z? 6

(%i1) load (fourier_elim)$
(%i2) £(x) = x/(1+x**2)$
(%i3) g: diff (f(x), x, 1) /*g =f"*/;
1 2z°
22 +1 {:{:24-1]2
(%i4) fourier_elim ([g=0],[x]);

[l < z,z < 1]
(%i5) fourier_elim ([g=0],[x]);

(22 + 1)3 - (x? + 1)2
(%i7) fourier_elim ([h=0],[x]);

[O<r,m2—3}ﬂ}

Y, [m < 0,—(::2 —3) > 0}
(%i8) fourier_elim ([h<0][x]);

[I«‘:U,m?—:i}ﬂ}

1<z|V[z<-1]

\#[0 ﬁ::c,—(scz —3) }0}

(%19) limit{f(x), x, inf);

0

(%i10) limit(f(x), x, minf);
0

Figura 4.3: Estudo gréfico da Func¢do Racional no Maxima on Android

f é crescenteem —1 < x <1 e decrescenteem x < —loux > 1

(%id e %ib)

Como o sinal de f’ varia de — pra + em x = —1 ede + pra — em x = 1, entdo f tem um
minimo relativo em x = —1 e um méximo relativo em 1.

(%id e %i5)

f tem concavidade para baixo se x < —v/3 ou 0 < x < /3 e tem concavidade para cima

se—\/§<x<00ux>\/§
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Consequentemente f tem inflexdo nos pontos de abcissa x = —v/3, x =0 e

x=+/3

(%17 e %i8)

Nao possui assintota vertical pois f é continua ou seja lim f(x) = f(a). Possui assintota ho-

rizontalemy = 0

O Gréfico da funcdo racional f(x) =

(%i1) plot2d ([x/(1+x*2)],[x.-20,20]);

X
1+x

2

estd representado na Figura 4.4

X—a

(%19 e %il0)

[/data/data/jp.yhonda/files/maxout.gnuplot, /data/data/jp.yhonda/files/maxout.html]

.2 I

x/(x*2+1)

-0.1 |-

\

-20 -15 =10

Figura 4.4: Grafico da Fungéo f(x) =
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Capitulo 5

Conclusoes

Este trabalho foi elaborado com o intuito de trazer contribui¢des ao ensino de Matematica
na Educacdo Bésica e inicio da Educacdo Superior. Nele apresentamos a teoria e os teoremas
sobre funcdes, limites, continuidade e derivadas. Mas, fundamentalmente, apresentamos o
aplicativo para celulares inteligentes (os smartphones) Maxima on Android e algumas de sua
variedades de aplicagdes Matematicas, dando maior destaque a aquelas relacionadas a cons-
trugdo de gréficos de fungdes.

Como visto, o aplicativo possui iniimeras ferramentas que podem ser utilizadas na com-
plementacdo da teoria de diversos contetidos matematicos, muito dos quais ndo foi abordado
aqui, por se afastar do foco do trabalho

Vale ressaltar, que o objetivo ndo é substituir o tratamento formal baseado em demostragdes
e sim ser um complemento que auxilie na compreensao de fatos que devem também ser vistos
sobre o olhar da mais pura Matematica. O aplicativo é um diferencial tecnolégico que torna
o estudo da disciplina envolvida mais interessante para os alunos na hora dos estudos, pois
geralmente dominam a tecnologia, podendo comprovar resultados j& conhecidos ou conhecer
novos resultados e buscar mais informagdes. Os professores podem conferir resolugdes de
questdes que podem ser usados durante as aulas ou em uma avaliagao.

Além do aplicativo ter inimeras utiliza¢des, um outro ponto forte é sua licenca gratuita,
pois pode ser distribuido livremente e utilizado amplamente em institui¢des de ensino ou para
uso pessoal sem qualquer custo de instalacdo ou direitos autorais. O aplicativo vai ainda mais
além, ele esta disponivel nos sistemas operacionais mais conhecidos atualmente: Windows,

Android, Linux e Macintosh.
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O aplicativo mostrou-se muito estavel, capaz de realizar tudo ao qual foi destinado em

fragoes de segundos, ndo travando nem mesmo em operag¢des mais complexas.
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ANEXO

Neste Anexo estdo as demonstragdes dos Teoremas que foram omitidos do corpo do texto.

Teorema 1.1 [Unicidade do Limite]

Sejamafungdo f:R - R e a € R. Selim f(x) =L; e lim f(x) = Ly entdo L; = L,

xX—a X—a
Demonstragio. Suponhamos que exista L e L, e que L1 # Ly, entdo, para todo € > 0 arbitrdrio,
existem §; > 0 e J, > 0, tais que

O<|x—al<dé=|f(x)—Li| <e
O<|x—al<db=|f(x)— Ly <e
Escrevendo Ly — Ly como Ly — f(x) + f(x) — Ly, pela desigualdade triangular temos:
L1 = La| = [L1 = f(x) + f(x) = Lof < [Ly = f(x)[ + [f(x) = La| = [f(x) = La| + [ f(x) = Lo
Tomando 6 = min{dy,d,}
O<|x—a|<déd=|f(x)—Li| <e e |[f(x)—Lyl <€

0<|x—al <é=|f(x) = Li| + |f(x) — La] < 2¢
O0<|x—al|<éd=|L1—Lyp| <2

Ly — Ly|

Como € é arbitrario, fazendo € = , temos

0<|x—a|<(5:>|L1—L2|<|L1—L2|

Que é uma contradicdo, portanto L1 — L.
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Teorema 1.3 [Propriedades Operatérias dos Limites]

Sejam f e g fungdes reaisea € R. Se lign f(x)e ligl g(x) existem, entdo para todok € Re
X—a X—a

para todo n € IN temos:

(1) limk =k

(@) lim[f(x) % g(x)] = lim f(x) % lim g(x)
() lim[k- f(x)] = k- lim f(x)

@) lim[f(x) - g(x)] = lim f(x) - lim g(x)

se limg(x) #a

- . 7
xoa 91611;’(;11 g(x) xoa

(5) lim {f W)] - lim f(x)

(6) lim [f(x)]" = [lim f(x)|"

X—a

xX—a xX—a

@ tim | /70| = ¢/lim 7

Demonstracdo. Provaremos os itens (1), (2) e (3)

(1) Segue diretamente do Teorema 1.2, tomandom =0 e n =k
(2) Parte " +”

Selim f(x) =L e limg(x) =M

[f(x) +8(x) = (L+ M) < [f(x) — L[ +[g(x) — M|

Da hipoétese, dado € > 0, exste 6 > 0, tal que

O<|x—a|<5:>|f(x)—L|<§
0<|x—a|<(5:>|g(x)—M|<§

daf
O0<|x—a|<d=|f(x)+g(x)—(L+M)|<e
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(3)Sek =0, k- f(x) =0Vx € Dy, logo

lim[k- f(x)] = k- lim f(x)

xX—a xX—a

Se k # 0 dado e > 0, exste 6 > 0, tal que

€

O0<|x—a|<d=|f(x)—L| < 7

O<|x—al<dé=lk-f(x)—k-L| <€

Teorema 1.4 [Limite Lateral]

Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto contendo 4, exceto, possivelmente o

préprio a. Entdo lim f(x) = L se, e somente se lim f(x) =Le lim f(x) =1L
x—a x—at x—a-

Demonstragio. Provemos apenas a condigdo suficiente. A condi¢do necessdria é consequéncia
direta das defini¢des de limite.

Suponhamos que xlg?*' f(x)=Le xlir?_ f(x) = L. Entdo dado € > 0, existe § > 0 tal que
|f(x) — L| < € sempre que a — 6, < x < a. Tomemos é = min{dy,é,}. Entdoa — 9 <a—94 e
a+6<a+d,eportantosex Zaea— 35 < x < a-+J,temosque |f(x) —L| <e.

De forma equivalente, |f(x) — L| < € sempre que 0 < |x —a| < § e desta forma,

lim f(x) =L O

xX—a

Teorema 1.8 [Propriedades Operatdrias das Fun¢des Continuas]

Sejam f e g funcdes reais e 2 € R. Se f e g sdo fungdes continuas em a entdo sdo continuas

em a as fungdes:

1 f+g B f-g

f

@ f-s (4) g % g(a) #0
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Demonstracdo. :
(1) Como f e g sdo continuas em 4, pelo Definicdo 1.8:

lim f(x) = f(a) ¢ limg(x) = g(a)

X—a X—a

Além disso, pelas propriedades operatérias dos Limites:

lim [£(x) + g(x)] = lim £(x) + lim g(x) = f(a) + g(a)

X—a X—a

Portanto f + ¢ é continua em a

Os demais itens sdo feito de maneira andloga

Teorema 1.10 [Regras de Derivacao]

Sejam f, g e h fungdes reais, derivaveis, entdo:

M) f(x) =k ke R= f'(x) =0 (Derivada da Constante)

) h(x) = f(x) +g(x) = W (x) = f'(x) + ¢'(x) (Derivada da Soma)

(B) f(x)=x", n € R= f'(x) = nx""1 (Derivada da Poténcia)

@) h(x) = f(x)-g(x) = K (x) = f'(x)-g(x) + f(x) - ¢ (x) (Derivada da Produto)

Caso Particular: h(x) =k- f(x), ke R=H1

5) h(x) = %, g(x) #0=H(x) = f®) g(Tg(;)]]cz(x) g) (Derivada do Quociente)
Demonstracdo. :
(1) Se f(x) = k, entdo, pela Defini¢do 1.10
ey — i JEEDAX) = f() ~ im0 —
A L T
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(2) Por hipétese existem

Fll) = Jim JEEBVZID gy = iy 8620 2810

Assim temos,

RO+ ) —h(x) [+ Ax) + g+ A)] — [£(x) + g(v)]

/ o .
I(x) = Alylcr—r>10 Ax Ax—0 Ax
vy o flx+Ax)—f(x) L glx+Ax)—g(x) /
fi(x) = lim Ax + Jim Ax =fx)+8 )

Os demais itens sdo feito de maneira andloga

Teorema 3.1 [Crescimento e Decrescimento das Fun¢oes]

Seja f uma funcdo continua e derivavel no intervalo aberto I entdo:
(i) Se f'(x) >0 Vx € I entdo f é crescente em I.
(i) Se f'(x) <0 Vx € I entdo f é decrescente em I.

Demonstracdo. :

Assumiremos sem demonstrar o Teorema do Valor Médio

(i) Sejam xg, x1 € I, tal que xg < x1; como f é continua e derivavel em I, pelo Teorema do
Valor Médio, existe x € I tal que f(x1) — f(x0) = f/(x)(x1 — x0).

Como f/(x) > 0Vx € I, temos que f(xo) < f(x1).

A demonstracdo do item (ii) é andloga.

!Uma demonstragao precisa estd por exemplo em Flemming.
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Teorema 3.2
[Criterio da Derivada Primeira para determinacao de extremos]

Seja f uma fung¢do continua e derivével no intervalo I = (a,b) que contém o ponto critico

X, entao:

(i) Se f'(x) >0 Vx <x, e f'(x) <0 Vx> x,, entdo f tem um maximo relativo em x,

(i) Se f'(x) <0 Vx> x, e f'(x) >0 Vx < x,, entdo f tem um minimo relativo em x,

Demonstracdo. :
(i) Pelo Teorema 3.1 concluimos que f é crescente em (4, x,) e decrescente em (x,,b). Por-

tanto, f(x) < f(x,), Vx # x, em I. Assim f tem um méaximo relativo em x,

A demonstracdo do item (ii) é analoga.

Teorema 3.3
[Criterio da Derivada Segunda para determinacao de extremos]

Seja f uma fungado continua e derivdvel até segunda ordem no intervalo aberto I que contém

o ponto critico x, entdo:

(i) Se f"(x,) > 0 entdo f tem um minimo relativo em x,

(i) Se f"(xo) < 0 entdo f tem um maximo relativo em x,

Demonstracdo. :
(i) Como f possui um ponto critico em x,, f’'(x,) = 0. Temos, por hip6tese que

f”(xo) — lim f/(x) _f/(xo) — lim f/(x)

> 0. Assim, pelo Teorema do Valor Médio existe

X—X0 X — Xo X—=X0 X — Xp
/!
X .. .
o > 0 tal que fx) > 0, para todo x na vizinhanga de x,. Assim, f'(x) > 0,se x > x, e
X - xO

"(x) <0, se x, > x. Pelo Teorema 3.2, temos que f tem um minimo relativo em x,.
q

A demonstragdo do item (ii) é analoga.
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Teorema 3.4 [Concavidade]

Sejam f uma funcdo continua e derivédvel até segunda ordem no intervalo aberto I e x, € I,

entao
(i) Se f”(xo) > O entdo f é concava para cima em I
(i) Se f”(x) < O entdo f é cdncava para baixo em I

Demonstracdo. :
(i) Como f"(x) = [f'(x)]',se f"(x) > 0,Vx € I, pelo Teorema 3.1, " é crescente em I. Logo,

f é concava para cima em I.

A demonstragdo do item (ii) é andloga.
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