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RESUMO

Este trabalho busca entender como se desenvolveu o conceito de limite ao
longo de parte da Histéria da Matemaética, desde suas formas mais rudimenta-
res, passando por algumas contribuicoes da Matematica Grega, trazendo tam-
bém algumas contribuicoes da Matematica desenvolvida na Furopa Medieval
e, depois, algumas contribui¢oes de Bonaventura Cavalieri (1598-1647). Pro-
curamos também conhecer as dificuldades enfrentadas pelos matematicos deste
periodo para entender os conceitos relacionados com limite, tais como: “infi-
nitamente pequeno”, “infinitamente grande”, indivisiveis, soma de sequéncias
infinitas, etc. Em relacdo a alguns conceitos de limite presentes na Matemé-
tica Grega, destacamos alguns paradoxos de Zenao de Eleia (=~ 460 a.e.C.), a
ideia dos indivisiveis e algumas contribuicées do livro “Os Elementos”. Pos-
teriormente, ainda relacionado com a Matemética Grega, focamos em alguns
trabalhos de Arquimedes de Siracusa (= 287-212 a.e.C.) sobre a quadratura
do circulo, a quadratura da parabola e sobre as espirais. Em seguida, tra-
zemos alguns conceitos de limite presentes na FEuropa Medieval, destacando
algumas discussoes sobre o infinito. Finalizamos este trabalho com algumas
contribuicoes de Cavalieri para o Célculo Integral. Podemos perceber, mesmo
que implicitamente, um conceito primitivo de limite presente em varios dos
momentos apresentados, tais como: em aproximagoes para a area do circulo,
na utilizacao de somas infinitas, na discussao sobre os indivisiveis, na utiliza-
¢ao do limite das areas de figuras circunscritas e/ou inscritas para o calculo da

area de figuras curvas.

Palavras-chave: Historia da Matemaética; Historia do Calculo; Limite.



ABSTRACT

This work seeks to understand how it developed the concept of limit along part
of the history of mathematics, from its most rudimentary forms, going through
some contributions of Greek Mathematics, also bringing some contributions of
mathematics developed in Medieval Europe and then some contributions of
Bonaventura Cavalieri (1598-1647). We also seek to understand the difficulties
faced by mathematicians of this period to understand the concepts related to
limit, such as: “infinitely small”, “infinitely large”, indivisibles, sum of infinite
sequences, etc. In relation to some concepts of limit present in the Greek
Mathematics, we highlight some paradoxes of Zeno of Elea (= 460 b.C.e.), the
idea of the indivisibles and some contributions of the book “The Elements”.
Later, still related to the Greek Mathematics, we focus on some works of the
Archimedes of Syracuse (= 287-212 b.C.e.) about the quadrature of the circle,
the quadrature of the parabola and about the spirals. Then, we bring some
concepts of limit present in the Medieval Europe, highlighting some discussions
about infinity. We end this work with some contributions of Cavalieri to the
Integral Calculus. We can see, even if implicitly, a primitive concept of limit
in several of the presented moments, such as: in approximations to area of the
circle, in the use of infinite sums, in the discussion about the indivisibles, in
the use of the limit of the areas of figures circumscribed and/or enrolled for

the calculating of the area of curves figures.

Keywords: Mathematics History; Calculus History; Limit.
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INTRODUGAO 14

INTRODUCAO

No ensino superior, nas disciplinas de “Célculo”, geralmente é ensinado
primeiramente o conceito de limite, que norteia todos os outros conceitos fun-
damentais do Calculo Diferencial e Integral, tais como derivadas, integrais,
etc. Porém, na histoéria do Calculo, o conceito de limite s6 foi bem fundamen-
tado em meados do século XIX, muito tempo apos a “invencao” do Célculo

Diferencial e Integral.

As disciplinas de Céalculo tém tido altos indices de reprovacao nos cur-
sos (Engenharias, Matematica, Fisica, Quimica, etc.) onde sdo ministradas.
Barufi (1999) nos mostra os indices de reprovagao nos cursos de Célculo Dife-
rencial e Integral da Escola Politécnica da USP, entre 1990 e 1995, que variam
de 20% a 75%, nas disciplinas em geral e nao sdo inferiores a 40%, no Instituto
de Matemaética e Estatistica. Rezende (2003) verifica que os indices de repro-
vacao nestas disciplinas, na faculdade onde leciona (UFF), no periodo de 1996
a 2000, sao maiores ainda, variando de 45% a 95%, nas disciplinas em geral e

nao sao inferiores a 65%, no Curso de Matematica.

Nascimento (2003), em sua tese de doutorado, investigou o cendrio de
reprovacoes vivenciado por ele nas disciplinas de Calculo, primeiro como aluno
e depois como docente destas disciplinas, no estado da Bahia. O referido
autor considera que as reprovacoes nao estao associadas apenas a organizacao
e elaboracao dos contetidos, a um programa de disciplina sobrecarregado, a
estrutura das avaliacOes ou a falta de base dos estudantes e sim, ao processo

de ensino-aprendizagem destas disciplinas.

Diante disto, pensamos que, em qualquer disciplina matematica, uma

ferramenta que pode ser utilizada para trazer uma nova perspectiva para os

UFTM PROFMAT
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estudantes é a Historia da Matematica. Mas para que serve a Histéria da

Matematica?

D’Ambrosio (2000), em seu artigo “A interface entre Historia e Ma-
tematica: uma visao histérico-pedagogica”, elenca quatro finalidades para a

Historia da Mateméticas:

e para situar a Matematica como uma manifestagao cul-
tural de todos os povos em todos os tempos, como a
linguagem, os costumes, os valores, as crengas e os hé-
bitos, e como tal diversificada nas suas origens e na
sua evolucao;

e para mostrar que a Matemaética que se estuda nas es-
colas é uma das muitas formas de Matematica desen-
volvidas pela humanidade;

e para destacar que essa Matematica teve sua origem nas
culturas da antiguidade mediterranea e se desenvolveu
ao longo da Idade Média e somente a partir do século
XVII se organizou como um corpo de conhecimentos,
com um estilo proprio;

e para saber que desde entdo a Matematica foi incorpo-
rada aos sistemas escolares das nagoes colonizadas, se
tornou indispenséavel em todo o mundo em consequén-
cia do desenvolvimento cientifico, tecnolégico e econo-
mico, e avaliar as consequéncias sécio-culturais dessa

incorporagao (D’AMBROSIO, 2000).

O nosso trabalho buscou atender a todas estas finalidades descritas por
D’Ambrosio, no momento em que nos preocupamos com os conceitos de limite

ao longo da Historia da Matematica.

Pensamos também ser importante que os estudantes conhecam as difi-
culdades enfrentadas por varios matematicos ao longo da histoéria para que o
conceito de limite ficasse bem fundamentado. A partir disso, os estudantes po-
dem enxergar as suas dificuldades como algo natural, que podem ser superadas

com esforco e dedicagao.

Quando estudamos a Historia em geral, ou mais especificamente a His-

toria da Matemaética, devemos tomar muito cuidado ao nomear a “autoria” de

UFTM PROFMAT
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algumas descobertas mateméaticas. Uma descoberta mateméatica envolve con-
tribuicoes de outras pessoas além das contribuicoes do préprio “descobridor”.
Algumas descobertas mateméaticas nem deveriam ser atribuidas a certos ma-
tematicos, pois estas ja teriam sido descobertas anteriormente. Exemplo disso
é o Principio atribuido a Cavalieri, que ja tinha seus conceitos conhecidos pe-
los chineses por volta do século VI, mesmo nao utilizando as ideias relativas
aos indivisiveis. Outro exemplo é o Triangulo atribuido a Pascal, que ja era
utilizado pelos chineses com o nome de Triangulo de Yanghui. Alguns mate-
maéticos, como Tales de Mileto, Pitdgoras e Euclides, nao tem a sua existéncia
realmente comprovada. O que se sabe sobre estes matematicos e seus feitos é
obtido apenas a partir de textos escritos séculos ap6s as suas supostas existén-
cias. No caso de Pitagoras e de Euclides, o que pode ter acontecido é a uniao
de um grupo de matematicos (a escola pitagorica e a escola euclidiana) para
compilar as descobertas matematicas do grupo em nome de uma tnica pes-
soa (talvez imaginaria). Alguns matematicos podem ter se aproveitado de sua
condigao social e/ou status para se “apoderar” de determinadas descobertas
matematicas, anulando da Historia, os verdadeiros “descobridores” (NOBRE,
2004).

De acordo com D’Ambrosio (2012), ao estudar a historia em geral, “uma
das grandes dificuldades que encontramos é procurar ver o passado com os
olhos do presente e buscar fontes que satisfacam nossas habilidades de anélise
do presente”. Sendo assim, uma escolha adequada das fontes torna-se essencial

para entender a historia.

Entendemos ser importante utilizar, durante pesquisas em Histéria da
Matematica, fontes primarias (originais) ou caso nao seja possivel, fontes o mais
proximo possivel dos originais. Com isso, garantimos ao maximo a fidelidade
dos dados procurados. Uma nova traducao ou uma nova interpretacao pode
trazer um ponto de vista de outra pessoa que pode distorcer de alguma maneira

os dados originais. Mas, D’Ambrosio (2012) nos alerta que

Naturalmente, a identificacdo das fontes primérias reflete o
estado de conhecimento atual e é, obviamente, insuficiente
para se entender o passado. Ficam exclu{dos conhecimentos

UFTM PROFMAT
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cientificos e sistemas de explicagdes de culturas com pouca
énfase no registro escrito. Por exemplo, lendas e ditos popu-
lares, os cronistas e cultos e a simbologia, particularmente de
natureza religiosa, sdo importantes fontes primarias. Esses
modelos de registro ampliam consideravelmente nosso enten-
dimento do passado. O desenvolvimento de instrumentos de
anélise dessas fontes tem se mostrado de crescente importan-
cia no estabelecimento de uma historiografia mais adequada
aos pafses e as culturas periféricas (D’AMBROSIO, 2012).
Ao longo do nosso trabalho, utilizamos, na maior parte das vezes, fontes
terciarias de Baron e Bos (1985) e de Roque e Pitombeira (2012). Ao comen-
tarmos sobre o livro “Os Elementos”, utilizamos a fonte secundéria de Irineu
Bicudo, por se tratar de uma traducao do grego para o portugués. Quando
trazemos alguns trabalhos de Arquimedes, utilizamos a fonte secundaria de
Heath (1897) e a fonte terciaria de Roque e Pitombeira (2012), devido a di-
ficuldade que tivemos de encontrar os originais deste matematico. Ja quando
trazemos alguns trabalhos de Cavalieri, utilizamos as proposicoes originais e,

nas demonstragoes, buscamos auxilio na fonte secundaria de Struik (1969).

O objetivo deste trabalho é entender como se desenvolveu o conceito
de limite ao longo de parte da Histéria da Matematica, desde suas formas
mais rudimentares, passando por algumas contribuicoes da Matematica Grega
e trazendo também algumas contribuicoes da Matematica produzida na Eu-
ropa Medieval. Busca-se também conhecer as dificuldades enfrentadas pelos
matematicos deste periodo para entender os conceitos relacionados com limite,

—

tais como: “infinitamente pequeno”, “infinitamente grande”, indivisiveis, soma

de sequéncias infinitas, etc.

Dividimos este trabalho em quatro capitulos: Alguns conceitos primiti-
vos de limite em civilizagoes antes dos gregos (capitulo 1), Um relato sobre a
questao da soma infinita na Mateméatica Grega (capitulo 2), Alguns trabalhos
de Arquimedes e um pouco da Matematica Grega apos Euclides (capitulo 3) e
Alguns conceitos sobre limite na Europa Medieval e no século XVII (capitulo
4).

No capitulo 1, trazemos algumas contribuicoes de civilizacoes anterio-

res aos gregos para a Matematica em geral, mais especificamente com algumas

UFTM PROFMAT
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tentativas de calculo para o valor da area de um circulo, relacionadas indire-

tamente com aproximacoes para o valor de 7.

Em seguida, no capitulo 2, falamos sobre algumas contribui¢oes da Ma-
teméatica Grega para os conceitos relacionados com “limite”. Destacam-se: a
Escola Pitagoérica com os nimeros figurados; a ideia dos “indivisiveis” associada
com um dilema proposto por Democrito; os paradoxos de Zenao, que discutem
a possibilidade do espaco e do tempo serem ambos infinitamente divisiveis ou
nao; o problema dos incomensuraveis e a necessidade de um novo conjunto
numérico, o dos niimeros irracionais; algumas contribuicoes do livro “Os Ele-

mentos”’, de Euclides; algumas consideragoes de Aristoteles sobre o infinito.

Prosseguimos, no capitulo 3, com mais algumas contribuigcoes dos gre-
gos para os conceitos relacionados com “limite”, destacando alguns trabalhos de
Arquimedes, envolvendo a quadratura do circulo e da parabola e algumas ques-
toes referentes a espiral de Arquimedes. Trazemos também algumas definicoes
sobre reta tangente & um circulo e sobre reta tangente a uma curva em geral,
seguidas de um possivel método de construcao da reta tangente a espiral, feito
por Arquimedes, que pode ter utilizado o “método do paralelogramo”. Fala-
mos ainda, brevemente, sobre a importancia dos conceitos de movimento para
o estudo das curvas em geral, relacionando velocidade instantanea com o valor

da inclinagao da reta tangente, que pode ser calculado através da derivada.

No capitulo 4, focamos em algumas questoes que foram debatidas na
Europa Medieval, referentes a natureza de quantidades infinitas e sobre a exis-
téncia ou nao de um menor elemento indivisivel e se este elemento deveria
ter dimensao. A seguir, é a vez de comentarmos algumas das contribuicoes de
Cavalieri, no século XVII, para o Célculo Integral, através do “Principio de Ca-
valieri” e de algumas de suas proposicoes envolvendo o conceito das poténcias

dos elementos de reta.

UFTM PROFMAT
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CAPITULO 1: Alguns conceitos

primitivos de limite em

civilizacoes antes dos Gregos

Por mais antigos que sejam alguns objetos (tapetes, vasos, etc.) pode-
mos encontrar desenhados neles quadrados, retangulos, paralelogramos, trian-
gulos, circulos, etc. Além disso, podemos encontrar estas formas geométricas
desenhadas em rochas. O circulo teve também um papel importante, a partir
da descoberta da roda. Segundo Baron e Bos (1985, unidade 1, p. 11), apa-
rentemente, sélidos tridimensionais como o cubo, tetraedro, cilindro e a esfera

eram bem conhecidos dos antigos.

Desde os tempos mais remotos, regras parecem ter sido utilizadas para
o calculo de areas de regides limitadas por linhas retas. Estas regras parecem
ter sido estabelecidas por transformacgoes geométricas elementares, isto é, cor-
tando formas e reagrupando as partes para formar uma figura mais simples.
Por exemplo, se tivermos um paralelogramo ou um triangulo isésceles ou um
triangulo escaleno, podemos transforma-los, um a um, através de recortes e
de um reagrupamento correto das partes, em um retangulo. (Baron e Bos,
1985, unidade 1, p. 11). A partir do retangulo podemos construir com mais
facilidade um quadrado com a mesma area da figura original. A figura 1.1

ilustra estas transformacoes.

Segundo Baron e Bos (1985, unidade 1, p. 12), foram utilizados alguns
conhecimentos matematicos que acreditamos ser modernos, tais como o “Teo-

rema de Pitdgoras” e um método para calcular raizes quadradas para estimar
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Figura 1.1: Transformacgoes geométricas elementares

AN -

Fonte: Arquivo do autor

a area de terras e rochas. Ha varias evidéncias de que os babilonios (=~ 1600
a.e.C.!) dominavam as ternas ditas serem de Pitadgoras (ntimeros a, b e c tais
que a® + b? = %) e podiam calcular raizes quadradas com aproximagoes de

quaisquer ordens.

Para calcular as areas de regioes limitadas por curvas, a dificuldade era
maior. Encontrar a area do circulo foi um dos problemas que mais atraiu a
atencao dos estudiosos de varias épocas. Algumas aproximacgoes foram dadas
para a area do circulo. A primeira aproximacao, de acordo com Baron e Bos
(1985, unidade 1, p. 12-13), encontrada na maioria das civilizagoes antigas,
¢ dada por 3r? (sendo r o raio do circulo). Para encontrar esta aproximagao,
consideramos @)1 o quadrado inscrito em um circulo de raio r (figura 1.2). O
lado (1) de @4 é a hipotenusa de um triangulo retangulo com catetos medindo
r. Logo, pelo “Teorema de Pitagoras”, o lado deste quadrado vale /2. Entéo,
a drea de Qq é igual a 12 = (r/2)? = 2r2. Agora, consideramos @, o quadrado
circunscrito ao mesmo circulo (figura 1.2). O lado deste quadrado é igual ao
diametro do circulo, ou seja, 2r. Logo, sua area mede (2r)? = 4r2. Por fim,

vamos calcular a média aritmética simples (Med) entre as areas de ()1 e Q.

1 Usaremos ao longo do trabalho esta abreviacdo que significa “antes da era, Comum” e é
usada no lugar de “antes de Cristo”.
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A média sera dada por:

2r2 +4r? 612
Med:—r+r :L:3r2
2 2

Isto justifica a medida utilizada, embora uma melhor aproximagcao para

o valor da area do circulo pudesse ser encontrada.

Figura 1.2: Quadrados inscritos e circunscritos ao circulo de raio r

-

Fonte: Arquivo do autor

Ainda segundo Baron e Bos (1985, unidade 1, p. 13), no Egito antigo,

foi utilizado algo “equivalente” a férmula abaixo para calcular a &rea de um
circulo (A):

A= dx (§r>2 (1.1)

Utilizaremos uma notacao moderna para tentar explicar como esta ci-
vilizacao chegou a esta formula. Desenhamos um quadrante circular de raio r
e um quadrado de lado a (figura 1.3), de modo que a area do quadrante cir-
cular seja igual a area do quadrado (a?). Para o calculo da area do quadrante
circular, aplicamos a féormula, como conhecemos hoje em dia, da area de um

setor circular com angulo central de 90°:

5, 90  mr?

X — =
360 4

r

Consideramos agora m = 3, pois é a estimativa que encontramos ante-
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Figura 1.3: Quadrante circular

—

Fonte: Arquivo do autor

riormente:

Como a area do quadrante circular ¢ igual & area do quadrado (a?),

temos que

, 3’ rv3

7 16
Consideramos v/3 ~ 1, 777... = 15 =3 Logo,

ﬂ_rx%_ﬁr—§7”:>a—§7"
2 2 18 9 9

a =

Entao, a area do quadrado e, consequentemente, a area do quadrante

circular é igual a

Como a area do circulo (A) de raio r ¢ igual a quatro vezes a area do

quadrante circular, chegamos entao a féormula 1.1 procurada

2
A=4xa>=A=4x <§r>

UFTM PROFMAT



CAPITULO 1: Alguns conceitos primitivos de limite em civilizacdes antes dos Gregos 23

Podemos desenvolver esta formula e encontrar um boa aproximacao
para o valor de 7.

8 \? 64 256 13
A=4x|=r) =4x —r?="p?2=3"0p2=
9 81 81 81

13
A=7r? comm = 38—1 ~ 3,1605

Ressaltamos que na época nao eram utilizadas férmulas e sim regras de
calculo que constavam como sendo “uma receita” geométrica para resolver o
problema. Também destacamos que o simbolo 7 s6 passou a ser utilizado a
partir do século XVIII, aparecendo pela primeira vez no trabalho de William

Jones, de 1706, como podemos ver na figura 1.4.

Figura 1.4: Jones (1706), mostrando o simbolo 7.

Theré are various other ways of finding the Levgrhs,
or Areas of particular Cwrve Lines, or Flames, which
may very much facilitate the Pralltice 3 as for Inftance,
in the Circle, the Diameter is to Circumference as 1 o

———

!E—-—ﬂ:— _LE—-—L ‘I-_I_E—l- 4 [ e T
s 239 s} 2393 ! Vgt g3gr YU

3-14159, Ue. =, This Series (among others for the
fame purpofe, and drawn from the (ame Principle) I re-
ceiv’d from the Excellent Analyft, and my much E-
fteem’d Friend Mr. Fobn Machin 5 and by means there-
ofy, Van Cenlen’s Number, or that in Art. 64.38. may
be Examin'd with all defireable Eafe and Difpatch. “

LEFL .
Fonte: http://archive.org
Ao longo deste capitulo, vimos algumas aproximacoes utilizadas por

civilizacoes antes dos Gregos, para o calculo da area do circulo e, consequen-

temente, para o valor de w. Primeiro, uma aproximacao por falta, com © = 3.
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Depois, uma aproximacao por excesso, com 7 = 3,1605, que é uma 6tima

aproximacao, considerando que 7 ~ 3, 14159.

Aproximar um valor, seja por falta ou por excesso, ja traz embutida
a ideia de limite. Quanto melhor for a aproximacao para o valor de 7, mais

préximos estamos do seu valor correto, ou seja, do limite para o valor de .
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CAPITULO 2: Um relato sobre a

questao da soma infinita na

Matematica Grega

Neste capitulo, vamos falar sobre algumas contribui¢oes da Matematica
Grega para os conceitos relacionados com “limite”. Muitas destas contribuigoes

envolvem o limite de sequéncias.

2.1 A Escola Pitagoérica e os nameros figurados

Um matemaético que costuma ser destacado na Historia da Matematica é
Pitagoras de Samos (= 570-490 a.e.C.). De acordo com Baron e Bos (1985), ele
fundou uma escola mistica e filosofica em Crotona (colonia grega na peninsula

italica): a escola Pitagorica.

Segundo Baron e Bos (1985), o nosso conhecimento sobre esse matema-
tico e sobre os que o seguiram até os tempos de Platdo (~ 347 a.e.C.) baseia-se
especialmente em informagoes de terceiros (algumas vezes obtidas apos muitos
séculos). E, mesmo com informagoes por escrito, nunca se obtém as provas e

os métodos originais.

Assim, de acordo com Baron e Bos (1985), na Escola Pitagorica, o
nimero tinha um papel central. Eles chamavam um ponto de um, uma reta
de dois, uma superficie de trés, e um solido de quatro. A partir dai, com

um conjunto de pontos era possivel formar retas, com um conjunto de retas,
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superficies e com um conjunto de superficies, sélidos. E assim, somente com

esses nimeros, era possivel construir o universo.

De acordo com Speusipo (século IV a.e.C.) apud Baron e Bos (1985,
unidade 1, p. 16), os mais velhos seguidores de Pitagoras conheciam os niimeros

triangulares, quadrangulares, retangulares e outros ntimeros poligonais.

Figura 2.5: Representacao dos nimeros triangulares, quadrangulares, e retan-
gulares

Fonte: Arquivo do autor

Em notagao moderna, vamos nos referir a esses niimeros como T', () e
R, respectivamente. J4 as representacoes do somatoério dos nimeros T, () ¢ R,

definiremos como sendo T,,, Q,, e R,,. Logo:

1
Tn_1+2+3+...+n:>Tn_@
1)(2n +1
Qn:1+4+9+...+n2:>g)n:”(”+ )6( n+l)
1 2
Rn:2+6+12+...+n(n+1):>Rn:n(nJr §<n+ )

Para construgoes em trés dimensoes, utilizamos o somatorio de T, e ),
para obter, respectivamente, piramides triangulares (ST,) e piramides qua-
drangulares (S@,). Obtemos também cubos (C,). A figura 2.6 ajuda a en-

tender melhor estas construcoes.

Analisando os somatorios, temos que:
ST1:T1:]_ ST2:T1+T2:1+3:4
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Figura 2.6: Representacao das piramides triangulares, quadrangulares e dos
cubos

Fonte: Baron e Bos

SQ =5 =1 SQa=51+5%=14+4=5

SQs =S5 +Sy+Ss=1+4+9=14

C,=1=1 C,=22=38 Cy=3%=27

Segundo Baron e Bos (1985), o conceito de niumeros figurados, relaci-
onado a colecoes de unidades geometricamente arrumadas e disponiveis para
se formar outras colecoes, continha a semente da ideia dos “indivisiveis” que
viria a ser explorada no século XVII, especialmente por Cavalieri. Isto ocorre
pois, com a uniao de infinitos pontos podemos formar retas, com a uniao de
infinitas retas podemos formar superficies e com a uniao de infinitas superfi-
cies (que seriam os “indivisiveis”) podemos formar solidos. Através deste tipo
de construcao, podemos formar qualquer sé6lido e, o “limite” do somatoério de

todos os solidos existentes seréd igual a todo universo.

2.2 Os 1ndivisivels

Segundo Baron e Bos (1985), a ideia dos elementos indivisiveis finitos

encontrou na doutrina materialista do atomismo fisico, surgida, em Abdera,
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na Tracia (= 430 a.e.C.), uma grande ligagao com o conceito de nimeros dos

pitagoricos. Leucipo foi quem formulou inicialmente a “teoria atémica”.

A palavra atomo vem do grego e significa “indivisivel”. Na teoria ato-
mica, o &tomo era visto como a menor particula da matéria, nao podendo ser
dividido. Podemos entender isto da seguinte maneira: escolhemos um objeto
qualquer e o dividimos em partes cada vez menores, até que ele nao possa mais

ser dividido. Este seria o atomo.

De acordo com Baron e Bos (1985, unidade 1, p. 20), Demécrito (=~
400 a.e.C.), discipulo de Leucipo, ndo aceitava a ideia dos indivisiveis da ma-
tematica. Segundo Boyer (2010, p. 59), os problemas matematicos que mais
interessavam a Democrito eram aqueles que exigiam alguma forma de trata-
mento infinitesimal. Arquimedes de Siracusa (~ 287-212 a.e.C.) atribuiu a

Democrito proposicoes importantes, tais como:

1
i) o volume de uma piramide é igual a 3 do volume de um prisma de mesma

base e altura.

. . 1 -
ii) o volume de um cone é igual a 3 do volume de um cilindro de mesma

base e altura.

Plutarco (~ 46-120) apud Baron e Bos (1985, unidade 1, p. 20), histo-
riador e gedgrafo grego, cita um dilema proposto por Demécrito em relagao as

secoes paralelas de um cone.

Se cortamos um cone por um plano paralelo & base (plano
bem proximo a base), o que podemos dizer das superficies
que formam as se¢Oes? Elas sao iguais ou diferentes? Se
elas sao diferentes, elas tornardao o cone irregular, cheio de
dentes, como degraus, e imparidades; mas se elas sdo iguais,
as secoes serao iguais, e parece que 0 cone terd a proprie-
dade do cilindro de ser constituido por circulos iguais e nao
diferentes: o que é um grande absurdo.

O dilema utiliza 0 método da exaustao (absurdo duplo). Ao partirmos
um cone por planos bem finos paralelos & base, ou esses planos sao diferentes

entre si ou sao iguais (areas iguais).
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Figura 2.7: Heath (1921), citando o dilema de Democrito

‘If’, said Democritus, ‘a cone were cut by a plane parallel
to the base [by which is clearly meant a plane indefinitely
near to the base], what must we think of the surfaces forming
the sections? Are they equal or unequal ? For, if they are
unequal, they will make the cone irregular as having many
indentations, like steps, and unevennesses: but, if they are
equal, the sections will be equal, and the cone will appear to
have the property of the cylinder and to be made up of equal,
not unequal, cireles, which is very absurd’

Fonte: http://archive.org

i) Se os planos sao diferentes entre si, entdo o cone na verdade ¢ formado
por intmeras fatias finas com diametros diferentes. Isto d4 ao cone um
formato com degraus, nao um formato liso como imaginamos. Portanto,

nao se trata de um cone.

ii) Se os planos sao iguais entre si, entdo o cone, na verdade, tem a propri-

edade de um cilindro.

Nos dois casos temos um absurdo e, portanto, o cone nao pode nem

existir.

Ao analisarmos o dilema, devemos deixar de lado o conceito moderno de
limite e evitar qualquer nocao do “infinitamente pequeno” e do “infinitamente

grande”.

O conceito de solido constituido de (infinitas?) secoes planas paralelas
a base gerou frutos: solidos em que as se¢oes correspondentes tém areas iguais,
determinam so6lidos iguais, ou seja, com volumes iguais. Arquimedes usou tais
conceitos em seu tratado e Cavalieri, no século XVII, demonstrou um teorema,

usando consideracoes semelhantes.
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2.3 Alguns paradoxos de Zenao

Zenao de Eleia (~ 460 a.e.C.) utilizou-se do espaco e do tempo para
propor seus paradoxos. Em seu argumento, haveria duas possibilidades para

0 espaco e o tempo:

i) serem ambos infinitamente divisiveis;

ii) ndo serem infinitamente divisiveis (indivisiveis).

Nos dois primeiros paradoxos apresentados (Dicotomia e Aquiles), su-
pomos o espaco e o tempo infinitamente divisiveis. Ja nos dois ultimos para-
doxos apresentados (Flecha e Estadio), supomos que o espaco e o tempo nao

sao infinitamente divisiveis. Vejamos os paradoxos a seguir:

e Dicotomia - A suposicao é de que o espaco e o tempo sao infinitamente
divisiveis. Portanto, para que possamos ir de um ponto A até um ponto
B (sendo A e B quaisquer), devemos primeiro chegar até C, sendo C
a metade da distancia entre A e B. Mas para chegar até C, devemos
primeiro chegar até D, sendo D a metade da distancia entre A e C. Se-
guindo este argumento “infinitamente”, chegamos a conclusao de que o
movimento entre A e B seria impossivel. Podemos representar este para-
doxo como uma sequéncia de termos em uma Progressao Geométrica de

1
razao 5 ¢om primeiro termo igual a d (distancia entre A e B). Neste caso,

N . . d d d d . .
a sequéncia seria a seguinte: d,—,—, —,..., —. Se aplicarmos o conceito
2°4°8 n
moderno de limite com n tendendo a oo, ou seja, lim —, teremos como
n——+oo N
resultado o valor 0, confirmando que o movimento entre A e B “tende” a
nao existir. Mas, sabemos que o movimento entre A e B é possivel. En-
tao, a suposicao inicial é falsa e o espago e o tempo nao sao infinitamente

divisiveis.

e Aquiles - Novamente aqui a suposicao é de que o espaco e o tempo sao
infinitamente divisiveis. Imagine entao uma corrida entre um certo guer-

reiro chamado Aquiles e uma tartaruga. Suponha que a corrida seja de

UFTM PROFMAT



CAPITULO 2: Um relato sobre a questdo da soma infinita na Matematica Grega 31

Figura 2.8: Representacao do paradoxo da Dicotomia

A B C B
L o o ®

Fonte: Arquivo do autor

um ponto A até um ponto B (sendo A e B quaisquer). Como Aquiles
é, supostamente, mais veloz que a tartaruga, ele foi generoso e deixou
a tartaruga comecar a corrida a sua frente, num ponto C, entre A e B
(Instante 0). Comegada a corrida, quando Aquiles alcangar o ponto C, a
tartaruga ja terd caminhado um pouco e estard em um ponto D, & frente
de C (Instante 1). Quando Aquiles alcangar o ponto D, a tartaruga ja
estard em um ponto E, a frente de D (Instante 2). Repetindo estes argu-
mentos “infinitamente”, Aquiles nunca alcangara a tartaruga, pois sempre
que Aquiles chegar ao ponto onde a tartaruga estava no instante anterior,
a tartaruga ja nao estard mais la e sim em um ponto a frente do ponto
anterior. Isto é um absurdo, pois sabemos que se Aquiles é mais réapido
do que a tartaruga, em algum instante ele ird alcancar a tartaruga e,
em outro instante, ird ultrapassa-la. O absurdo vem de supormos que o
espaco e o tempo sao infinitamente divisiveis. Entao, a suposi¢ao inicial

é falsa e 0 espaco e o tempo nao sao infinitamente divisiveis.

Agora, a suposicdo é que o espaco e o tempo nao sao infinitamente
divisiveis. Sendo assim, existe uma menor unidade de espago (um ponto) e

uma menor unidade de tempo (um instante).

e Flecha - No lancamento de uma flecha, suponha que ela esteja em um
determinado ponto em determinado instante. Neste instante, a flecha
nao pode estar em movimento, pois ela nao pode estar em dois lugares
no mesmo instante. Logo, a flecha s6 pode estar em repouso. Mas se
ela estiver em repouso, como tomamos ponto e instante aleatoriamente,
entao ela estard sempre em repouso e o movimento de lancamento da

flecha nao pode existir.
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Figura 2.9: Representacao do paradoxo de Aquiles

A D | B
@ O o—0
Instante0 & -
Aquiles Tartaruga
A D | B
Instante1  © ® o

AguilesTartaruga

@ o0—0
Instante 2 ® o
Aquiles Tartaruga

Fonte: Arquivo do autor

e Estadio - Imagine um conjunto de blocos A, B e C', todos do mesmo
tamanho. Os blocos A movem-se um espaco para a direita em cada
instante, os blocos B permanecem imoveis e os blocos C' movem-se um
espaco para a esquerda em cada instante. No instante 0, A4 estd posi-
cionado logo acima de C2. Um instante apos (Instante 1), A4 passa a
estar posicionado acima de C4. Logo, em relacao ao bloco C', o bloco A

moveu dois espagos em um tunico instante, o que é um absurdo.

Figura 2.10: Representagao do paradoxo do Estadio de Zenao

Al | A2 | A3 | A4 Al | A2 | A3 | Ad
Bl | B2 B3 B4 B1 B2 B3 B4
C1 C2 c3 c4 C1 C2 c3 C4

Instante O Instante 1

Fonte: Arquivo do autor

Podemos entender a estrutura dos paradoxos de Zenao em termos de

simbolos de légica. Na logica classica, pelo “Principio do terceiro excluido”,
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dada uma proposicao p, ou ela é verdadeira, ou a sua negacao, que escrevemos
como ~ p (lé-se “ndo p”), é verdadeira, ou seja, p V. ~ p (lé-se “p ou nao p”).
Temos ainda, pelo “Principio da nao-contradi¢ao”, que uma proposi¢ao p nao
pode ser verdadeira e falsa a0 mesmo tempo, ou seja, p A ~ p (lé-se “p e nao

p”) é falso.

Seja p a proposicao “espaco e tempo sao infinitamente divisiveis” e ¢
a proposicao “ha movimento”. Sendo assim, temos duas possibilidades para o
espaco e o tempo: “espaco e tempo sao infinitamente divisiveis” ou “espaco e

tempo nao sdo infinitamente divisiveis” (p V.~ p).

1- De acordo com os dois primeiros paradoxos de Zenao (Dicotomia e Aqui-
les), quando supomos que espago e tempo sdo infinitamente divisiveis,
chegamos a conclusao de que nao ha movimento, ou seja, p = ~ ¢ (Se
espaco e tempo sao infinitamente divisiveis, entao nao ha movimento).
Mas sabemos que h& movimento (¢). Usamos agora a “contrapositiva”
que consiste em escrever a expressao logica inicial de uma maneira equi-
valente e funciona da seguinte maneira: se “p = ~ ¢” é verdadeira, entao
“q = ~ p’ também é verdadeira. Logo, se h4 movimento, entao espaco

e tempo nao sdo infinitamente divisiveis ( ~ p).

2- No paradoxo da Flecha, quando supomos que espago e tempo nao sao
infinitamente divisiveis, chegamos também a conclusao de que nao ha
movimento ( ~ p = ~ ¢). Mas sabemos que ha movimento (¢). Usamos
novamente a “contrapositiva” se “ ~ p = ~ ¢” é verdadeira, “q = p”
também é verdadeira. Logo, se ha movimento, entao espago e tempo sao

infinitamente divisiveis (p).

Neste caso, chegamos a um absurdo: do item 2, temos que “espaco e
tempo sao infinitamente divisiveis” e, do item 1, temos que “espaco e tempo nao
sao infinitamente divisiveis” (p A ~ p). Pelo “Principio da nao-contradigao”,
estas duas situagoes nao podem ocorrer simultaneamente. Logo, algo esta
errado e precisamos mudar ou até mesmo descartar: ou a suposicao inicial de
que o espaco e o tempo sao ou nao infinitamente divisiveis, ou a nossa ideia

de movimento ou a forma de deducao logica utilizada.
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Isto evidencia uma questao bem discutida nessa época: como algo pode

ser e nao ser a0 mesmo tempo? Como solucionar essa questao?

Essa discussao continuou por muito tempo. Somente com a definicao
do infinito, dada por Georg Cantor (1845 — 1918), no final do século XIX, é

que essa discussao foi parcialmente resolvida.

2.4 O problema dos incomensuraveis e os niime-

ros irracionais: outra questao do infinito

Ao medirmos dois segmentos quaisquer, procuramos uma unidade (u)
comum a ambos para sabermos quantas vezes u cabe em cada segmento e
estabelecemos a razao entre eles. Neste caso, dizemos que os segmentos sao

comensuraveis.

Figura 2.11: Representagao de segmentos comensuraveis

Fonte: Arquivo do autor

Como exemplo, tomamos dois segmentos A e B, tais que A = 9 cm e
B =4 cm. Se definirmos a unidade como uv = 4 cm, temos que u cabe 1 vez
inteira no segmento B e cabe 2 vezes inteiras no segmento A, mas restara um
“pedaco” (menor do que u) a ser medido. Para resolvermos isto, tomamos a
unidade como sendo um quarto do segmento B, ou seja, u = 1 cm. Neste novo
cendrio, a unidade u cabera 4 vezes inteiras no segmento B e 9 vezes inteiras
no segmento A. Encontramos entdo, uma unidade u para mensurar os dois
segmentos e podemos dizer que o segmento A esta para o segmento B na razao

de 9 para 4. A figura 2.11 ilustra este processo.
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De acordo com Roque e Pitombeira (2012, p. 73), é deste tipo de
comparagao que surgem os nimeros racionais, que trazem associados a ideia

de razao.

Porém, nem sempre dois segmentos sao comensuraveis. Neste caso,

dizemos que os segmentos sao incomensuraveis.

H4 muita lenda em torno da descoberta dos incomensuraveis. Segundo
Baron e Bos (1985, unidade 1, p. 25), nao se sabe exatamente quando a Escola
Pitagorica tomou conhecimento da existéncia de grandezas que nao poderiam
ser comparadas por meio de numeros inteiros. Comenta-se que um tal de
Hipasus de Metapontum (= 400 a.e.C.) foi expulso da vizinhanca e depois
afogado no mar como punicao por ter dito que descobriu tais grandezas. Para
Roque e Pitombeira (2012, p. 76), apesar de haver muita lenda em torno da
descoberta dos incomensuréaveis e, em particular, sobre a crise que isso teria
provocado, podemos afirmar que a descoberta da incomensurabilidade nao
provocou uma crise nos fundamentos da Matemaética, mas foi uma descoberta

interessante que motivou novos desenvolvimentos mateméticos.

Um exemplo classico da prova dos incomensuraveis, citado por Baron
e Bos (1985), ¢ uma demonstragao, atribuida a Aristoteles, de que a diagonal
e o lado de um quadrado sdao incomensuraveis. A demonstracao é feita “por

absurdo” e utilizamos uma notacao moderna para representéi-la.

Em um quadrado ABCD (figura 2.12), consideramos o lado AB e a

diagonal AC. Vamos supor que AB e AC sdo comensuraveis. Logo, podemos

. AC m - )
estabelecer uma razao entre eles: 1B Como a razao entre m e n é uma
n

fracao irredutivel, m e n nao podem ser simultaneamente pares.

Temos que AC? = AB? + BC?, mas como AB = BC, entio AC? =

2 m2

AB? + AB? = AC? = 2AB?. Portanto, % =2 = s logo m? = 2n2.
Com isso, vemos que m? é par, logo m é par. Se m é par, podemos escrevé-lo
como m = 2k. Assim, temos que m? = (2k)? = 4k* = 2n? = 2k? = n>
Entdo, n? é par e n também ¢ par, o que é um absurdo, pois m e n ndo podem
ser simultaneamente pares. O absurdo veio de supormos que AB e AC sao
comensuraveis. Logo, AB e AC sao incomensuraveis. Concluimos entao, que

a diagonal e o lado de um quadrado sao sempre incomensuraveis.
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Figura 2.12: Quadrado utilizado na demonstragao dos incomensuraveis

D c

m

Fonte: Arquivo do autor

Vemos entao, que nao é possivel representar todas as quantidades con-
tinuas (como segmentos de reta) utilizando apenas ntimeros inteiros ou razoes
entre nimeros inteiros (nimeros racionais). Certas quantidades, como a dia-
gonal de um quadrado, a razao entre a diagonal e o lado de um quadrado, o
nimero 7w, podem ser apenas estimadas, comparadas com niimeros racionais.
As estimativas usadas podem representar boas aproximacoes, seja por falta
ou por excesso, para o valor destas quantidades incomensuraveis. Porém, so6
poderiamos encontrar o valor exato destas quantidades se buscéssemos “infi-
nitamente”, aproximacoes cada vez mais precisas, ou seja, o “limite” destas

aproximacoes resultaria no valor exato.

Segundo Baron e Bos (1985, unidade 1, p. 26), com os incomensuréveis,
a matematica dos gregos distanciou-se da énfase em aritmética da Escola Pita-
gorica e tornou-se inteiramente geométrica, sendo sua preferéncia, em termos

de operagoes, centrada na “teoria da proporcao”.
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2.5 Algumas contribuicoes de “Os Elementos”

De acordo com os historiadores, é atribuido a Euclides (= 300 a.e.C.) a

autoria da obra “Os Elementos”, um livro de impacto para a Matematica, pois

Em certo sentido os Elementos de Euclides sdo a mais im-
portante obra na histéria da matematica. Tornaram-se quase
num simbolo do que significa o préprio raciocinio mateméa-
tico, pois, embora se recolham muitos resultados conhecidos,
a estruturacao e o rigor légico com que as matérias sdo apre-
sentadas é inovadora. A sua importancia transcendeu inclu-
sivamente a matemaética, a ponto de o desenvolvimento légico
de tipo euclidiano se ter tornado numa ambicao de muitas
outras disciplinas. O impacto desta obra foi tal que durante
cerca de 2000 anos os Elementos de FEuclides foram a obra
fundamental em todos os estudos de matematica (NUNES,
apud LEITAO, 2002, p. 163).

Tal livro conta com 13 capitulos chamados de “Livros”, que segundo

Nunes apud Leitao (2002), podem ser divididos em quatro blocos:

1. Geometria Plana Elementar - Livros [ ao VI;
2. Aritmética e Teoria dos Numeros - Livros VII ao IX;
3. Grandezas Irracionais (Incomensuréaveis) - Livro X;

4. Geometria dos Solidos (Espacial) - Livros XI ao XIII.

De acordo com Baron e Bos (1985), a estrutura axiomatica da matema-
tica grega estabeleceu-se com “Os Elementos” e uma grande parte dos livros
desta obra deve-se a antiga Escola Pitagorica, da qual Eudoxo (=~ 408-355
a.e.C.) contribuiu com a maior parte. Tal obra unificou uma cole¢ao completa
de teoremas isolados, colocando-os sob um sistema simples e dedutivo, base-
ado em postulados iniciais, defini¢oes e axiomas. Para Roque e Pitombeira
(2012, p. 82), “Os Elementos” nao podem ser vistos apenas como uma compi-
lacao, pois, além de conter resultados originais, o livro propoe um tratamento

sistematico e uniforme da Mateméatica grega bésica.
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Baron e Bos (1985) comenta que toda a “teoria de nimero” dos gregos
é incorporada na estrutura geométrica e que todos os conceitos impossiveis
de serem expressos nesses termos sao logo eliminados, sem nunca se invocar o
infinito. Aristoteles (=~ 387-322 a.e.C.) apud Baron e Bos (1985, unidade 1, p.
27) comenta sobre o infinito presente nesta época grega: “Na realidade, eles
nao precisam e nem usam o infinito. Eles apenas postulam que a linha reta

pode ser estendida como quiserem”.

Ainda sobre o infinito, Aristoteles apud Baron e Bos (1985, unidade 1,
p. 27) pensa ser desnecessaria a ideia do infinitamente grande ou infinitamente

pequeno, porque:

Se adicionarmos continuamente a uma quantidade finita, ex-
cederemos qualquer grandeza dada e, do mesmo modo, se
subtrairmos continuamente dela chegaremos a alguma coisa
menor do que ela.

Na fala de Aristoteles, o termo “continuamente” pode ser substituido,
sem prejuizo algum, por “infinitamente”, no sentido de adicionarmos ou retirar-

mos de determinada quantidade, o quanto quisermos ou o quanto for preciso.

Em outras palavras, se temos grandezas z, y, z, € t,, (com n,m € N),
representadas por segmentos de reta, com = > y (figura 2.13) e z,, e t,, tomados

de forma conveniente, podemos:

Figura 2.13: Segmentos x e y

X

}i‘

x>y

Fonte: Arquivo do autor
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e aumentar a grandeza y, “continuamente” outras grandezas z,, até um

valor n que faga com que y + 21 + 22 + ... + 2z, > x (figura 2.14);

Figura 2.14: Segmento y aumentado

X

Y+2Zy+2Zy+2Z3>=x,comzZ,=yen=3

Fonte: Arquivo do autor

e diminuir da grandeza x, “continuamente” outras grandezas t,,, até um

valor m que faga com que x —t; —ty — ... — t,,, <y (figura 2.15).

Figura 2.15: Segmento x diminuido

x— 3y }_r }_r }_r

x—t)—t; —t; <y,comt, =yem=23

Fonte: Arquivo do autor

No Livro V de Euclides (2009), as defini¢goes® 3 e 4 explicam o que era
entendido por razao (lembrando que nessa época o pensamento matematico

era baseado na geometria):

2Usaremos os mesmos numeros das defini¢cbes para ndo perdermos a originalidade.
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e Definicao 3 - Uma razao é a relacao de certo tipo concernente ao tamanho

de duas magnitudes de mesmo género.

e Definicao 4 - Magnitudes sao ditas ter uma razao entre si, aquelas que

multiplicadas podem exceder uma a outra.

As definigbes nos dizem que somente magnitudes (grandezas) de mesmo

género (natureza) poderiam ter uma relagao entre si. Sendo assim, s6 poderia-

mos relacionar segmentos de reta com segmentos de reta, figuras planas com

figuras planas e solidos com soélidos, ou seja, s6 poderiamos relacionar entre

si grandezas de mesma dimensdo. De acordo com Baron e Bos (1985), esta

restricao dimensional persistiu até o final do século XVII.

Ainda de acordo com Baron e Bos (1985), a definicdo 4 é extremamente

importante e foi muito utilizada por Arquimedes, tanto que é conhecida como

“axioma de Arquimedes” ou “axioma de Arquimedes-Eudoxo”.

Apresentamos a seguir uma proposi¢ao (e sua demonstragao) que utiliza

a definicao 4 (Proposigao I do Livro X de Euclides (2009)):

Sendo expostas duas magnitudes desiguais, caso da maior
seja subtraida uma maior do que a metade e, da que é dei-
xada, uma maior do que a metade, e isso aconteca sempre,
alguma magnitude serd deixada, a qual serd menor do que a
menor magnitude exposta.

Sejam as duas magnitudes AB, C desiguais, das quais a AB
é maior; digo que, caso da AB seja subtraida uma maior do
que a metade e, da que é deixada, uma maior do que a me-
tade, e isso aconteca sempre, serd deixada alguma magnitude
que serd menor do que a magnitude C.

Pois, a C, sendo multiplicada, sera, alguma vez, maior do
que a AB. Fique multiplicada, e seja a DE, por um lado, um
multiplo de C, e, por outro lado, maior do que a AB, e fique
dividida a DE nas DF, FG, GE iguais a C, e fique subtraida,
por um lado, da AB a BH, maior do que a metade, e, por
outro lado, da AH, a HI, maior do que a metade, e isso acon-
teca sempre, até que as divisdes no AB se tornem iguais em
quantidade as divisdes no DE.
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Sejam, de fato, as Al, ITH, HB divisdes que sdo iguais em
quantidade as DF, FG, GE; e, como a DE é maior que a
AB, e foi subtraida da DE a EG, menor do que a metade, ao
passo que da AB, a BH, maior do que a metade, portanto,
a GD restante é maior que a HA restante. E, como a GD &
maior do que a HA, e foi subtraida da GD a metade GF, ao
passo que da HA, a HI, maior do que a metade, portanto, a
DF restante é maior do que a Al restante. Mas a DF é igual
a C; portanto, também a C é maior do que a Al. Portanto,
a Al é menor do que a C.

Portanto, foi deixada da magnitude AB a magnitude Al que
é¢ menor do que a menor magnitude exposta C; o que era
preciso provar. E do mesmo modo, serd provado também,
caso as coisas subtraidas sejam a metade (EUCLIDES, 2009,
p. 354).

Figura 2.16: Segmentos utilizados para demonstrar a Proposicao I

Fonte: Euclides

Consideramos os segmentos representados na figura 2.16 e apresentamos

uma interpretacao, usando notacao usual, da demonstracao da Proposicao I
do Livro X.

Temos que AB > C. A definicao 4 nos garante que podemos multiplicar
o segmento C' até encontrar uma grandeza nC' > AB. Neste caso, n é igual a
3. Seja entdo DE = 3C > AB. O segmento DFE esta dividido em trés partes
(DF, FG e GE), todas com tamanho igual a C.

Particionamos o segmento AB, também em 3 partes. Primeiro, dividi-

mos AB pelo ponto H de modo que

AH < %AB
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Depois, dividimos o segmento AH pelo ponto I, de modo que

1 1 1
Al < AH < ~AB = —_AB
R 22

Como DE > AB, temos que

DngDE>§AB>%AB>AH:>DG>AH

e, consequentemente,

DF:%DG>%AH>A]:>DF>A[

Mas, como DF = C' = C > Al, ou seja, de AB conseguimos encontrar

um segmento Al que é menor do que C.

Partimos da desigualdade AB < nC' e subtraimos de AB, segmentos
ai, as, ..., a, (todos maiores do que a metade do que restou do segmento AB)

até obtermos um segmento menor do que C":

AB—a1<AB—ATB<(n—1)C

AB AB

AB—al—a2<AB—T—?<(n—2)C
AB AB AB
AB—CLl—CLQ—...—an,1 <AB—T—?——2H_1 < (n—(n—l))C:C

Podemos aumentar o valor de n “infinitamente”, até conseguirmos que

AB AB AB 1 1 1
.- — = AB 1—(=4+=+...
92 92 on—1 X ( (2 + 92 Tt 2n—1>)

e, consequentemente,

AB—al—ag—...—an_l

fique menor do que qualquer grandeza C' considerada.
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Isto acontece porque “tende” ao valor 1 a soma dos termos da progressao

geométrica finita
1 1 1

2 T T

Chegamos a esse valor calculando a soma dos termos (.5,,) de uma pro-
1

gressao geométrica finita, com primeiro termo a; = 3 e razao q = 5

1-G)" 1 1-6)" Lo (1Y
x?_éx—:m?n—l—<§)

N[ =

e depois aplicando o conceito de “limite”, com n — +o00. Como

entao

lim S, = lim 1—(1) =1

n—-+o0o n—-+oo

De acordo com Baron e Bos (1985), a maneira como ¢ demonstrada
originalmente a Proposicao I tenta evitar a ideia do “infinito”. No entanto,
mesmo usando uma linguagem nao familiar, ¢ um método efetivo para mani-

pular operacoes com limites sem nenhuma formalizacao atual.

Em “Os Elementos”, segundo Roque e Pitombeira (2012, p. 102),
acredita-se que os Livros VII a IX sejam os mais antigos e ha indicios de que

os Livros I ao IV tenham sido escritos apo6s a descoberta dos incomensuraveis.

Segundo Baron e Bos (1985), é atribuido a Eudoxo o papel de escrever

a teoria das proporgoes com rigor matematico da época.

No Livro VII de Euclides (2009), as proposigoes 19 e 20 nos falam sobre

a proporcionalidade entre niimeros. Vejamos primeiramente a Proposicao 19.

Caso quatro ntimeros estejam em proporgao, o nuMero pro-
duzido do primeiro e quarto serd igual ao ntimero produzido
do segundo e terceiro; e caso o numero produzido do pri-
meiro e quarto seja igual ao do segundo e terceiro, os quatro
ndmeros estardo em propor¢ao (EUCLIDES, 2009, p. 283).
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Esta proposi¢ao nos diz que, dados quatro niimeros a, b, ¢ e d, nesta or-
dem, para que estes estejam em proporcao é preciso que seja valida a igualdade

a.d = b.c (Relagdo de proporcionalidade).

Ja a Proposicao 20 nos diz que “os menores nimeros dos que tém a
mesma razao com eles medem os que tém a mesma razao, o0 mesmo nimero de
vezes, tanto o maior, o maior quanto o menor, o menor” (EUCLIDES, 2009,
p. 284).

Para entendermos esta proposi¢ao, tomemos quatro ntmeros a, b, c e
d, nesta ordem, em proporcao. Entao, pela Proposicao 19, a.d = b.c. Sejam
a < deb < c Logo, o nimero de vezes que a mede ¢ é o mesmo nimero
de vezes que b mede d, ou seja, a estd para ¢ assim como b estid para d. Em
notacao moderna temos )

a
=
No Livro VI de Euclides (2009), a proposi¢ao 16 fala sobre a proporci-

onalidade entre segmentos de reta.

Caso quatro retas estejam em proporcao, o retangulo contido
pelos extremos é igual ao retangulo contido pelos meios, €
caso o retangulo contido pelos extremos seja igual ao retan-
gulo contido pelos meios, as quatro retas estardo em propor-
¢ao (EUCLIDES, 2009, p. 246).

Esta proposicao utiliza a relacao de proporcionalidade da Proposicao
19, Livro VII.

Dadas quatro retas, em proporcao, AB, CD, E e F, temos que

AB.F =CD.E

Entao, se construirmos dois retangulos, um com lados AB e F e outro

com lados C'D e E, suas areas serao iguais, pois as retas estao em proporcao.

A Proposigao 5 do Livro X de Euclides (2009) nos diz que “as magnitu-

des comensuraveis tém entre si uma razao que um ndmero, para uim nimero”’

(EUCLIDES, 2009, p. 358).
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De acordo com Roque e Pitombeira (2012, p. 102-103), as diferen-
tes defini¢oes de proporcao, para grandezas e nimeros, sao reconciliadas pela
Proposicao 5. Porém, no caso incomensurével, as defini¢oes de proporc¢ao pela
igualdade de razoes nao sao mais aceitas como definicoes e passam a ser validas

apenas para o caso particular de grandezas comensuraveis.

Entao, como a razao entre duas grandezas incomensuraveis nao pode
ser associada & razao de suas medidas, segundo Roque e Pitombeira (2012, p.
104), Eudoxo introduziu a nogao de razao de grandezas, onde o conceito de
razao tem uma natureza puramente geométrica. Isto porque uma razao entre
grandezas nao ¢ igual a uma razao entre nimeros, mesmo que a segunda seja

um caso particular da primeira (quando as grandezas sdo comensuraveis).

Esse conceito de razoes entre grandezas (comensuraveis ou nao) foi im-
portante nas tentativas de “quadrar” algumas curvas, entre elas o circulo e a
parabola e, principalmente, nas tentativas feitas por Hipocrates para “quadrar”

algumas linulas.
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CAPITULO 3: Alguns trabalhos

de Arquimedes e um pouco da

Matematica Grega ap6s Euclides

As figuras geométricas contidas em “Os Elementos” podem ser construi-
das utilizando-se apenas régua e compasso. Mas, segundo Roque e Pitombeira
(2012, p. 132), estas construgdes nao permitem resolver todos os problemas
tratados pelos matematicos gregos. Para isso, foram utilizados também ou-
tros métodos de construgao, ou empregadas outras curvas. Curvas estas, que
ajudaram a resolver os chamados problemas cléssicos da matemética grega: a

trisseccao do angulo, a quadratura do circulo e a duplicagao do cubo.

Ainda, segundo Roque e Pitombeira (2012, p. 133-134), a partir de Ar-
quimedes (= 287 — 212 a.e.C.), podemos estudar outros métodos da geometria
grega que se diferenciam dos métodos euclidianos. Como exemplo disso, Ar-
quimedes demonstrou alguns resultados de modo puramente mecanico e outros

resultados utilizando mecanica e geometria.

3.1 O Problema da quadratura

De acordo com Baron e Bos (1985), é possivel através de uma sequéncia
de transformacoes geométricas, reduzir qualquer figura poligonal plana a um
triangulo com &rea igual. A partir dai, podemos transformar o tridngulo em

um paralelogramo, o paralelogramo em um retangulo e, finalmente, o retangulo
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em um quadrado, todos com area igual a do tridngulo. Entao, qualquer figura

poligonal plana pode ser reduzida a um quadrado com area igual.

Ja, ainda segundo Baron e Bos (1985), o problema da quadratura para
figuras curvas foi muito dificil e regides com formatos lunares (linulas) deram
origem as primeiras tentativas de determinacdo de areas de figuras curvas.
Vejamos uma proposicao que nos ajuda a verificar se determinada linula é

“quadravel” ou nao.

A Proposicao 2 do Livro XII de Euclides (2009), nos diz que “os circulos
estdo entre si como os quadrados sobre os diametros” (EUCLIDES, 2009, p.
528). Esta proposicao é devida 4 Hipocrates de Quios (= 430 a.e.C.) apud

Baron e Bos (1985) e é importante também para a “quadratura” de circulos.

Em outras palavras, a proposi¢ao 2 nos diz que dados dois circulos C}
e (5, com diametros d; e dy, respectivamente, temos que a area do circulo 1
estd para a area do circulo 2, assim como o quadrado do didmetro do circulo

1 esta para o quadrado do diametro do circulo 2, ou seja,

G _di
Cy 3

Em notacao usual podemos verificar esta relacao de proporcionalidade.
Sejam ry e ro, respectivamente, os raios de C e Cy. Utilizando a formula para
o céalculo da area de um circulo e o fato do diametro ser igual a duas vezes o
valor do raio temos que
2 2 2 2 2 2 2
Cy  mry r di  (2r)®  4r{ 1y Cy  dj

G w3t B P w3 G4

Apresentamos um exemplo simples e vamos descobrir se uma determi-

nada lanula é “quadravel” ou nao.

Consideramos um triangulo retangulo isésceles ABC, com angulo reto
em B, inscrito em um semicirculo de diametro AC. Tracamos outros dois se-

micirculos com diametros AB e BC. Veja a construcao na figura 3.17.

Como o triangulo ABC é retangulo e AB = BC', usando o “Teorema de
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Figura 3.17: Lanulas

B

Fonte: Arquivo do autor

Pitagoras”, temos que

AC? = AB* 4+ BC? = AB* + AB* =2AB* = AB? = E
AC? 2

Utilizando a Proposicao 2 que acabamos de ver, o semicirculo com dia-
metro AB (S4p) esta para o semicirculo com diametro AC (S4¢), assim como

AB? est4 para AC?, ou seja,

Sap AB?

S  AC?

logo
Sap 1

SAC 2
Mas, de acordo com a figura 3.17, vemos que Syp = L+ S e Sac =
25 + 2T, portanto,
Sip L+ S 1

= =—=2L+25=25+42T=2L=2T=L=T
Sac 25 +2T 2 + *

Entao, a area da lunula (L) é igual a area do triangulo (T). A area do

triangulo é mais facil de calcular do que a area da linula. Como o triangulo
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ABC é retangulo isosceles, a altura relativa a hipotenusa AC, que também ¢ a
altura do triAngulo com area T, é igual & metade do segmento AC. Portanto,
o triangulo com area T ¢ isésceles, com base e altura iguais a %. Logo, temos

que
A A
base % altura —20 —20

X AC?
T —
5 2 g

Para “quadrarmos” esta lanula, basta entao considerarmos um quadrado
com area igual a T. Portanto, a linula é “quadravel” e sua area é igual a de

um quadrado com lados iguais a
JAC? A ACV?2
VT — C _ C _ Cv2
8 22 4

E importante observar que os célculos aqui apresentados sao atuais.

Para “quadrar” da forma como os gregos faziam, deverfamos construir, de pre-

feréncia com régua e compasso, o quadrado com a medida do lado encontrada.

Mas nem toda lanula é “quadravel”. Segundo Baron e Bos (1985),
mesmo sem podermos inferir detalhes precisos sobre os trabalhos de Hipocra-
tes, parece que ele estava no caminho certo para mostrar que algumas lanulas
eram “quadraveis”’ e outras nao. Porém, ele “nao conseguiu dar nenhuma con-
tribuicdo a mais para resolver o problema da quadratura do circulo” (BARON
E BOS, 1985, unidade 1, p. 34).

3.2 A Quadratura do Circulo

Arquimedes, na Proposicao I de seu trabalho “Medi¢ao do Circulo”, nos

fala que

A area de um circulo é igual a do tridngulo retangulo no qual
um dos lados que formam o angulo reto é igual ao raio e o
outro lado que forma o &ngulo reto é a circunferéncia deste
circulo (ARQUIMEDES apud ROQUE E PITOMBEIRA,
2012, p. 115).
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Figura 3.18: Triangulo com area igual a do circulo

27r

Fonte: Arquivo do autor

Em outras palavras, como vemos na figura 3.18, dado um circulo C, sua
area é igual a de um triangulo retangulo 7' com base igual ao comprimento do

circulo (27r) e altura igual ao raio do circulo (r), ou seja,

comprimento X raio 2mrr X r
C=T-= P 5 = 5 = C =nr?

Para demonstrar a proposicao I, Arquimedes utilizou o método da
exaustao ou “absurdo duplo”. Neste método, se queremos mostrar que uma
grandeza A é igual a uma grandeza B, supomos inicialmente que A > B e
chegamos a uma contradicao. Depois, supomos que A < B e chegamos nova-
mente a uma contradi¢do. Logo, se A nao é maior e nem menor do que B, s

é possivel que A = B.

De acordo com Baron e Bos (1985), o termo “exaustao” foi introduzido
pela primeira vez por Grégoire de Saint-Vicent em 1647 para dar nome a este
método de demonstracao e este método foi visto como essencial até o final do
século XVII. A partir dai, ainda segundo Baron e Bos (1985), os matematicos se
cansaram da repeticao constante do método e adotaram a pratica da passagem

direta ao “limite”.
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Figura 3.19: Poligonos inscritos ao circulo

H

apdtema (a) o

Fonte: Arquivo do autor

Vamos agora entender, usando notacao atual, como Arquimedes de-
monstrou a Proposicao I. A ideia central da demonstracao é aproximar a area

do circulo através das areas de poligonos inscritos e circunscritos a ele.

Inicialmente, inscrevemos no circulo um quadrado. Em seguida, dupli-
camos a quantidade de lados do quadrado, inscrevendo um octogono regular
no circulo. Repetimos esse processo continuamente, passando de um poligono

de 2" lados, com n € N e n > 2, para um poligono de 2"™! lados (figura 3.19).

Agora, circunscrevemos no circulo um quadrado. A seguir, duplicamos
a quantidade de lados do quadrado, circunscrevendo um octégono regular no
circulo. Repetimos esse processo continuamente, passando de um poligono de

2" lados, com n > 2, para um poligono de 2" lados (figura 3.20).

Sejam I, e C),, respectivamente, as areas dos poligonos de 2" lados
inscritos e circunscritos ao circulo, com n > 2. Devemos mostrar que a area

do circulo C é igual a area do triangulo T (figura 3.18).

Supomos inicialmente que C' > T'. Considere d uma quantidade tal que
d=C-T>0.
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Para calcularmos a area de cada um dos poligonos regulares inscritos
(I,) da figura 3.19, multiplicamos o apétema (medida do centro ao ponto médio
de um lado do poligono - OM no exemplo da figura) pelo semiperimetro do
poligono (£). Podemos dizer entdo que esta drea é igual  drea de um tridngulo
retangulo, onde os catetos sao o apotema (a) e o perimetro do poligono (P),

ou seja,

Comparando os catetos de I, com os catetos de T' (figura 3.18), temos
que o apdtema é menor do que o raio do circulo (pois neste caso o apotema é um
dos catetos de um triangulo retangulo onde o raio é a hipotenusa) e o perimetro
de cada um dos poligonos regulares inscritos é menor do que o comprimento

do circulo. Dai, concluimos que I, < T,V n € N. Entao, I, <T < C.

Se I, < C, seja f uma quantidade tal que f = C' — I, > 0. Para um
nimero de lados suficientemente grande, podemos ter I, tao proximo de C
quanto quisermos, ou seja, f pode ser tao pequeno quanto quisermos. Entao,

o limite de f “tende” a 0:

lim f= lim C—-1,=0=f<d

n—-+4o0o n—-4o0o

Mas, sabemos que

d=C-T<C—-1,=f=f>d

Logo, para C > T = (f < d) A (f > d). Temos entdo uma contradi¢ao,

que veio de supormos C' > T.

Supomos agora que C' < T. Considere g uma quantidade tal que g =
T—-C>0.

Para calcularmos a &rea de cada um dos poligonos regulares circuns-
critos (C,) da figura 3.20, procedemos de modo igual ao que fizemos para os

poligonos regulares inscritos e, portanto,
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Figura 3.20: Poligonos circunscritos ao circulo

A J H kK D
| L
apdtemna (a) o
E 0
r

0 [T}
C

B : F N

Fonte: Arquivo do autor

Comparando os catetos de C,, com os catetos de T' (figura 3.18), temos
que agora o apotema (OFE no caso da figura 3.20) é igual ao raio do circulo e
o perimetro de cada um dos poligonos regulares circunscritos ¢ maior do que

o comprimento do circulo. Dai, concluimos que C,, > T, V n € N. Entao,
Cp,>T>C.

Se C,, > C, seja h uma quantidade tal que h = C,, — C > 0. Para um
ntimero de lados suficientemente grande, podemos ter C' tao proximo de C),
quanto quisermos, ou seja, h pode ser tao pequeno quanto quisermos. Entao,
o limite de h “tende” a 0:

lim h= lim C,—-C=0=h<yg

n—-+o0o n—-+0o0o

Mas, sabemos que

g=T-C<C,—C=h=h>g

Logo, para C < T = (h < g) A (h > g). Temos novamente uma

contradicao, que veio de supormos C' < T'. Portanto, se C' nao pode ser maior
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e nem menor do que 7', s6 nos resta que
C=T

Fica provado que a area de um circulo C' é igual & area de um triangulo
retangulo 7' com catetos iguais ao raio e ao comprimento da circunferéncia.
Entao, C = 7r?. Para terminarmos de “quadrar” o circulo, ou seja, encontrar
um quadrado com area igual a C, basta tomarmos um quadrado com lados
iguais a r/m. O que podemos inferir é que ndo é facil (ou possivel, usando

apenas régua e compasso) construir um quadrado cujo lado tenha medida r+/7.

3.3 A Quadratura da Parabola

Sabemos que um cone circular reto é obtido girando-se um triangulo
retangulo em torno de um de seus catetos. Para Arquimedes, de acordo com
Roque e Pitombeira (2012, p. 138), uma parabola é obtida pela se¢do de um
cone circular reto. Secao esta, feita por um plano perpendicular & hipotenusa

do triangulo girado.

De acordo com Roque e Pitombeira (2012, p. 138), Arquimedes, em seu
trabalho “Quadratura da Parabola’®, apresenta inicialmente trés proposicoes,
sem as demonstracoes. Comentam também que Arquimedes apenas se refere

a uma obra sobre conicas, de FEuclides, que se perdeu.

Vamos entao conhecer estas trés proposicoes, necessarias para o bom
entendimento de outras quatro proposicoes essenciais para a quadratura da
parabola. Estas tultimas revelam a ideia de limite utilizada por Arquimedes,
embora ele nao defina assim. Apresentaremos uma maneira de demonstrar as
duas primeiras proposi¢oes, usando a Matematica atual (Geometria e Célculo).

Porém, ha outras formas de as demonstrar.

A proposicao 1, traduzida de Heath (1897, p. 234), figura 3.21, nos diz

que

3Nao encontramos a obra, original disponibilizada. Usamos aqui fontes terciarias.
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Se de um ponto sobre uma pardbola uma linha reta for de-
senhada, que é ela propria o eixo ou paralela ao eixo, como
PV, e se QQ’ for uma corda paralela 2 tangente a parabola
em P e encontra PV em V., entdo QV = VQ'. Por outro
lado, se QV = VQ', a corda QQ’ sera paralela a tangente
em P.

Figura 3.21: Proposicao 1 da Quadratura da Parabola

Proposition 1.

If from a point on a para-
bola a straight line be drawn
which is either itself the axis or
parallel to the axis, as PV, and
of QQ' be a chord parallel to
the tangent to the parabola at P P
and meeting PV in V, then

RV ="7qQ'.
Conversely, if QV = VQ’, the

chord QQ' unll be parallel to the
tangent at P,

Fonte: Heath

Utilizando o software livre Geogebra, tracamos os segmentos PQ, PQ’
e PH e verificamos que os tridngulos formados PQV e PQ'V tém a mesma
area (figura 3.22). Isto acontece independentemente da posigao do ponto P na
parabola. Como os dois tridangulos tem a mesma area e a mesma altura PH,

. / ~ . ’
necessariamente as bases QV e V() sao congruentes, ou seja, QV =V Q.

Para demonstrar a proposicao 1, vamos utilizar alguns conhecimentos
matematicos de hoje, principalmente da geometria analitica e do calculo. Ini-
cialmente, vamos mostrar que Q e Q" estio a uma mesma distancia de 3 (reta
paralela ao eixo da parabola, passando por P). Vamos nos basear na figura
3.23.
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Figura 3.22: Figura ilustrativa da proposicao 1 da Quadratura da Parabola

Area ARV = 16,52
Area AFQV = 16,52

H

Area ARY' V= 16,52 "
W
Area A FQV = 16,52

Fonte: Arquivo do autor

Figura 3.23: Demonstracao da proposicao 1 da Quadratura da Parabola

/-

I'_';

Fonte: Arquivo do autor

Considere uma parébola com equagiao r = y* = y = /z, P = (y2,%0)
um ponto da parabola e r; a reta tangente a parabola no ponto P. O coeficiente
angular m de r; pode ser encontrado derivando-se a fungdo que descreve a

parabola (y = y/z) no ponto P. A derivada da fungio em relagao a x, no ponto
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P, é dada por:

/ 1 1
=m

/ 1
2
Yy = =y Y) = =
2\/5 ( 0) 24 /y(2) 2y0 23/0

A equacdo da reta r; pode ser encontrada utilizando-se a férmula

—@+y0:>

1
yzm(ﬂf—l“P)erP:—(ﬂf—yg)ero:Q—yo 5

2yo

T Yo

Tliy:2—y0 5

Seja Q um ponto da parabola, diferente de P, definido por Q = ((yo +
k)2, yo+k), com k > 0. A reta ry (paralela a ry, passando por Q) tem o mesmo

coeficiente angular m e sua equacao pode ser calculada por

1
y:m(x—xQ)—l-yQ:—(x—(yo+k)2)+yo+k:>

2yo
x +k)? x 202 + 2yok — y2 — 2yok — k?
y:__M_i_yo_’_k:__i_ Yo Yo Yo Yo —
240 2yo 240 20
2 2 2 2
r  ys—k r+y;—k
= — + > rolyYy=—
Y 23/0 2y0 2y 2y0

/ 2
Para encontrarmos as coordenadas do ponto (), que é o outro ponto
de intersecao de r, com a parabola, substituimos o valor de y encontrado na

equacao de 79, na equacao da parabola:

2 _ k2 2
Yo

2?4+ (=22 — 2kH)x +yg — 205K + K1 =0

Para encontrar as solugoes desta equacao do 2° grau, calculamos pri-

meiro o valor do discriminante da férmula geral de uma equacgao do 2° grau:

A = —dac = (=23 — 2k*)? — 4(1) (v — 2y5k* + k') =
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A = Ayt + 812K + 4kt — ayd + 82k — 4kt = A = 16y2k* = VA = 4yok

As solucoes da equacao sao dadas por

;o —=b+ VA 202 + 2% + dyk 2012 + 2ok + k2 /
- ‘2"@\/_: Yo + 2+ Yok _ (y5 + ?2JO + ):>$:(yo+k)2

v —=b— VA 22 2k — ok 2012 — 20k + k2 p
- _ %% . Yol (Yo go ):>x Z(yo—k’)2

A solucdo 2’ refere-se ao ponto Q. Logo, a solucdo =" refere-se ao ponto
Q' e, portanto, Q" = ((yo — k), yo — k).

O eixo da parabola x = 3% é a reta y = 0. Como a reta 73 é paralela ao

eixo e passa por P = (y2,1), temos que
T3y =Yo=>713:Y—Y =0

Falta agora calcularmos as distancias dos pontos Q e Q" & reta 3. Para
calcular a distancia de um ponto A = (x1,%;) a uma reta r : ax + by — ¢ = 0,

utilizamos a formula

) — lazy + by, — |

’ va? + b?
Logo, as distancias de Q e Q" a reta r3 sdo dadas por

ly=wl |y +k—yol

d ry — - — k' :>d r :l{i
Q.3 m 1 | | Q,r3
~ly=wl lyo—k—wl _ _
v s e L
Portanto,
de"'BZdQI,Tg

Podemos agora demonstrar a primeira parte (“ida”) da proposigao 1:
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“Se de um ponto sobre uma parabola uma linha reta for desenhada, que é ela
propria o eixo ou paralela ao eixo, como PV, e se QQ' for uma corda paralela a
tangente a parabola em P e encontra PV em V, entdo QV = V Q. Para isto,
tracamos retas perpendiculares a 73, passando por Q e ', cortando 75 em R e
R, respectivamente (figura 3.23). Temos que QR e Q' R’ sdo, respectivamente,
as distancias de Q e de @' a reta rs e, portanto, sdo iguais, como acabamos
de mostrar. Os dois triangulos formados (AQRV e AQ'R'V) sdo congruentes
pelo caso LAA, (lado-angulo-angulo oposto). Isto acontece, pois QR = QR
QRV = Q’]%’V (angulos de 90°) e QVR =~ QVR (opostos pelo veértice).
Logo, por serem lados correspondentes nos dois triangulos congruentes,

QV =VQ

Vamos agora demonstrar a segunda parte (“volta”) da proposigao 1.

’ ~ ! » N
Devemos mostrar que se QV = V(@Q ', entao a corda Q) sera paralela a reta
ry. Para isto, vamos usar o método de demonstracao chamado “contrapositiva”.

Portanto, vamos mostrar que se a corda Q@' néo for paralela a reta ry, entdo
QV £VQ .

Se a corda QQ néo for paralela a 7, entdo r4 (reta que passa por Q
e Q/) deve ter um coeficiente angular m’ diferente de m, que é o coeficiente
angular de r;. Para conseguir isto, vamos manter as coordenadas do ponto
Q e modificar as coordenadas do ponto Q". Sejam Q = ((yo + k)%, yo + k) e

/

Q" = ((yo — 2k)?,yo — 2k). Calculando o valor de m’, temos que

o Yo Vo Yo+ k —yo + 2k
v — v (Yo + k)2 — (yo — 2k)?
/ 3k 3k 3k
m = — — =
Y2 + 2yok + k2 — y3 + dyok — 4k?  6yok — 3k2  3k(2yo — k)
/ 1
m#£m = -
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Utilizando as coordenadas de Q, a reta r4 tem equacao igual a

(z—(yo+k))+yo+k=

y=m(z—2q)+yg =

2y0—]€
— 2 — 2yok — k2
e e +yo+ k=
2y0—k'

— Y2 — 2yok — k% + 2y2 + 2yok — yok — k?
y:x Yo Yo Yo Yo Yo -
2y0—k

T+ Y2 — yok — 2k*
T4y =
4°Y 2o — k

Vamos agora encontrar a nova coordenada x do ponto V, que é a inter-

secao de ry com r3 : y = 1o. Para isto, igualamos as duas equacoes:

:x+y§—ygk,‘—2kz2

= 2y5 — yok = x4+ ¥ — yok — 2k° = x = i + 2k
2y0 — k

Yo

Como V pertence a reta r3, sua coordenada y é igual a yq. Logo,

V= (yg + 2k27y0)

Falta agora calcularmos as distancias de Q até Ve de V até Q. A

distancia de Q até V é calculada por

do,v = \/(fﬂv —2)* + (yv —y@)* =

dow = /(W3 + 2k2 — (yo + k)22 + (o — o — k)2 =

dov = \/<y§ + 22 — g3 — 2yok — k)2 + k2 = \/(—2yok + k) + k> =

dau = \JABK? — dyok? + ¥+ k2 = \[R2(40f — dyok + K7 +1) =

do = [K|\/458 — dyok + K2 + 1
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E a distancia de V até Q' é calculada por

dyg = \/(9”@’ —av)?+ (g —w)? =

Ay = /(0 — 2K)2 — 4 — 2K2)2 + (yo — 2k — )2 =

dV,Q/ = \/(y?) - 4y0k + 4k2 - y(Q] — 2]{}2)2 -+ 4]{}2 = \/(—4y0k + 2k2)2 + 4k2 =

Qg = \/16U3K2 — 1690k + 44 + 4k2 = \[4R2 (443 — dyok + k2 + 1) =

Ay = 2[kI\/453 — dyok + k2 +1
Portanto, como k # 0, temos que

dov # dy g = QV # VQI

Logo, também é verdadeira a afirmacio: Se QV = VQ', entdo a corda

QQ’ é paralela a tangente no ponto P. [ |

A proposigao 2, traduzida de Heath (1897, p. 235), figura 3.24, nos diz

que

Se em uma pardbola QQ’ for uma corda paralela a tangente
no ponto P, e se uma linha reta for puxada através de P, que
é ela proépria o eixo ou paralela ao eixo, e que encontra QQI
em V e a tangente no ponto (Q da parabola em T, entdo PV
= PT.

Para demonstrar a proposicao 2, consideramos inicialmente a figura
3.24. Tracamos as paralelas ao eixo da parabola, passando por Q e @', res-
pectivamente, e a paralela a QQ', passando por T. Como, pela proposicio 1,
QV =VQ', os paralelogramos formados DQVT e CQ'VT sao congruentes e
QT é uma diagonal do paralelogramo DQVT. Tracamos agora, os segmen-
tos QP e CP e obtemos a figura 3.25. Os dois triangulos formados, AV P(Q)
e ATPC sao congruentes pelo caso LAA, (lado-angulo-angulo oposto). Isto
ocorre, pois os lados QV e TC sdo congruentes (ja que QV = VQ = TC),
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Figura 3.24: Proposicao 2 da Quadratura da Parabola

Proposition 2.

If in a parabola QQ’ be u chord parallel to the tangent at P,
and if a straight line be drawn through P which is either itself
the axis or parallel to the axis, and which meets QQ’ in V and
the tangent at Q to the parabola 1n T, then

PV = PT.

Fonte: Heath

PCT = PQV (alternos internos) e CPT = QPV (opostos pelo vértice). Sendo

assim, por serem lados correspondentes nos dois tridngulos congruentes,
PV = PT

A proposicao 3, traduzida de Heath (1897, p. 235), figura 3.26, nos diz

que

Se de um ponto em uma pardbola uma linha reta for de-
senhada que é ela prépria o eixo ou paralela ao eixo, como
PV, e se a partir de dois outros pontos Q, Q/ sobre as li-
nhas retas da parabola for tragada paralelamente & tangente
em P, encontrando PV em V, V/, respectivamente, entao
PV :PV =(QV)?: (Q'V')?
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Figura 3.25: Demonstracao da proposicao 2 da Quadratura da Parabola

o/ :

Fonte: Arquivo do autor

Figura 3.26: Proposicao 3 da Quadratura da Parabola

Proposition 3.

If from a point on a parabola a straight line be draum
which s esther itself the axis or parallel to the axis, as PV,
and if from two other points Q, Q' on the parabola straight
lines be drawn parallel to the tangent at P and meeting PV in
V, V' respectively, then

PV :PV' =QV*: Q' V"

Fonte: Heath

Como Q'V' = OV (figura 3.27), por serem lados opostos de um parale-

logramo, podemos reescrever a igualdade da proposicao 3 da seguinte maneira:

PV (QV)?

PV " (OV)

Utilizando o software livre Geogebra, percebemos que QV estd para
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Figura 3.27: Figura ilustrativa da proposicao 3 da Quadratura da Parabola

QV 6148

= =1, 383
‘N 4,445
P i
Qv 4,445
W = = ==
M KV 3,214 1,383
QV+QV' _ QV+OV Q0 10502 383
F OV + KV QV +KV QK T.658 ’
o 0
R
(‘Jh_ 6,148 1 s
OV 3,883
P i
v 3,883
v v Q _ = = 1,583
Ky 2,453
T OV £ J ) )0
; QV+ OV + 01 0 10,031 oo

OV+ KV 'V + KV Q'K 6,336

Fonte: Arquivo do autor

OV assim como Q'V’ esta para KV'. Esta relacdo se mantém, mesmo quando

alteramos a posicao do ponto Q" na parabola (figura 3.27). Temos entdo que

Qv _QV
oV KV’

Podemos utilizar uma propriedade das propor¢oes que diz que se A esta
para B assim como C esta para D, entdao também vale que A esta para B assim

como A + C esta para B + D, ou seja,

A+C
B+ D

A C
B D
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Aplicando esta propriedade, lembrando que OV = Q'V’, por serem

lados opostos de um paralelogramo, temos que

QV _QV' QV+QV  QV+0OV QO N
OV KV'  OV+KV —QV' +KV' QK

@V _(Q@V)* _ (Q0)

oV (KV)? (Q'K)?

Logo,

PV _(QV) _(QV)* _ (QO)

PV’ (OV)?2  (KV')? (QK)?

A equagao da parabola, em notagao atual (x = Z—, pelo seu formato na
P

figura 3.27), pode ser deduzida da proposigao 3. Consideramos P como sendo
o vértice da parabola. Neste caso, o eixo da parabola faz angulo reto com a
tangente no ponto P. Sejam PV =z, PV =2, QV =y e QV =1y Pela

proposicao 3, temos que

PV (QVP? &y 7
7 = Y7/ :>_/: 7 jx:fy:
PV (QV)?2 2 (Y)? (y')?
2 2 N2
T = y,2:>a::y—, Com4p:(y,)
() 4p r
:L‘/

Vamos agora enunciar e demonstrar quatro proposicoes essenciais para

a quadratura da parabola.

A proposicao 19 nos diz que

Sejam P o vértice e Q um ponto qualquer sobre a parabola
e R o ponto no segmento paraboélico no qual a tangente é
paralela a PQ. Seja M o ponto em que a paralela ao eixo da
parabola por R corta Qq, um segmento paralelo a tangente
por P. Entao, PV = gRM (ARQUIMEDES apud ROQUE

E PITOMBEIRA, 2012, p. 141).

Para demonstrarmos a proposicao 19, observamos a figura 3.29. A reta
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Figura 3.28: Proposicao 19 da Quadratura da Parabola

Proposition 19.

If Qq be a chord of & parabola bisected in V by the diameter
PV, and if RM be a diameter bisecting QV in M, and RW
be the ordinate from R to PV, then

PV =4RM.
Q

Fonte: Heath

paralela a Qq passando por R, corta PV em W. Utilizando a proposicao 3,

temos a seguinte relagao:

PV QV?
PW — RW?
Mas, por construcao, RW = MYV, por serem lados opostos de um
paralelogramo, logo
PV QV?
PW — MV?

Temos também que QV = 2MV pois, usando a proposicao 1, RM que
¢ paralela a PV, corta PQ (paralela a tangente em R) no ponto médio Y . O
APQV é semelhante a AYQM e, como RM corta PQ em seu ponto médio,

entao RM corta QV também em seu ponto médio M. Logo,

PV QV2  (2MV)?2  4MV?
PW ~— MV2 MV? — MV

4:>PW—%1PV
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Figura 3.29: Figura ilustrativa da proposicao 19 da Quadratura da Parabola

Fonte: Roque e Pitombeira

1
Sabemos que PV = PW + WV, mas PW = ZPV e WV = RM (por

construgao). Portanto,

4
PV:PW+WV:EPV+RM:>§1PV:RM:>PV:§RM

Figura 3.30: Proposicao 21 da Quadratura da Parabola

Proposition 21.

If Qg be the base, and P the vertex, of any parabolic
segment, and if R be the vertez of the segment cut off by PQ,

then
APQq=8APRQ.

Fonte: Heath

A proposicao 21, enunciada por Arquimedes apud Roque e Pitombeira
2012, p. 142), nos diz que “Sejam (Qq a base e P o vértice de um segmento
)

parabdlico PQq. Seja R o ponto no segmento parabdlico no qual a tangente é
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Figura 3.31: Figura ilustrativa da proposicao 21 da Quadratura da Parabola

Fonte: Roque e Pitombeira

paralela a PQ. Entao: APQq =8APRQ".

Vamos demonstrar a proposi¢ao 21, tomando como base a figura 3.31.
Seja PV a paralela ao eixo que corta Qq em seu ponto médio V (proposigao 1,
pois Qq é paralela a tangente em P). A reta paralela ao eixo por R corta PQ
em seu ponto médio Y (proposi¢ao 1), logo esta mesma reta corta QV em seu
ponto médio M (como na proposi¢do 19). Em seguida, tracamos o segmento
PM. Pela proposicao 19, PV = %RM. Temos também que PV = 2Y M, pois
os triangulos PQV e YQM sao semelhantes e QV = 2QM. Logo,

4 4

6Y M =4RY +4Y M = 2YM =4RY = YM = 2RY

Sabemos que APQM = AYQM + APYM e APRQ = ARQY +
APRY. Temos que o AYQM tem a mesma altura do ARQY e a base duas
vezes maior (YM = 2RY), logo AYQM = 2ARQY. Do mesmo modo,
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APY M tem a mesma altura do APRY e a base duas vezes maior, logo
APY M = 2APRY. Sendo assim, temos que

APQM = AYQM + APY M = 2ARQY + 2APRY =
APQM =2 x (ARQY + APRY) = APQM = 2APRQ

Observe que APQM = APMYV , pois os dois tridngulos tém a mesma
altura e bases (QM e MV) iguais. Entao,

APQV = APQM + APMV = APQM + APQM = 2APQM =
APQV =2 x (2APRQ) = APQV = 4APRQ

Mas, como V divide Qq em dois segmentos iguais (QV = Vgq), temos
que APQV = APqV, pois os tridngulos tem altura e bases (QV e Vq) iguais.

Concluimos entao que
APQq = APQV + APqV = APQV + APQV = 2APQV =

APQq =2 x (4APRQ) = APQq = 8APRQ
]

Por outro lado, se prolongarmos o segmento RW até encontrar o outro
lado da parabola em r, temos que RW = rW, pois RW = MV =Vm =rW.

De modo analogo ao que acabamos de demonstrar, concluimos também que

APQq =8APrq

Considerando T'= APQq, como T' = 8APR() = 8APrq, entao

T T T
APRQ + APrqg=—+ — = —
@ 18781
Continuando este processo, podemos construir mais triangulos na di-

ferenca entre o segmento parabolico PQq e o poligono obtido pela uniao dos
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triangulos APQq, APRQ e APrq. Serao adicionados assim, tridngulos com
T T

areas iguais a e assim por diante. A area do segmento parabélico PQq

420 43
é a soma das areas de todos estes “infinitos” triangulos.
Utilizando uma notacao moderna, podemos calcular diretamente a area
do segmento parabolico PQq. Esta area é igual a soma dos termos de uma
1
série infinita (.S,) com primeiro termo (a;) igual a T' e razdo (q) igual a 7 due

é calculada da seguinte maneira:

Desta forma, ji encontrarfamos a area do segmento parabdlico. Porém,
segundo Roque e Pitombeira (2012, p. 144), Arquimedes evitou utilizar a soma
de uma série infinita. Isto foi feito através da proposicao 23, essencial para a

quadratura da paréabola.

Vejamos a proposicao 23, enunciada por Arquimedes apud Roque e
Pitombeira (2012, p. 144): “Dada uma sucessao finita de areas, A, B, C, D,
..., Y, 7Z das quais A é a maior, e cada uma é quatro vezes sua sucessora,

1 4
entéo,A+B+C+D+...+Y+Z+§Z:§A”.

Figura 3.32: Proposicao 23 da Quadratura da Parabola
Proposition 23.
Ghven a series of areas A, B, C, D, ... Z, of which A s the
greatest, and each 18 equal to four times the next in order, then
A+B+C+...+Z+}2=%A.

Fonte: Heath

Para demonstrar o resultado, consideramos areas b, c, ..., z tais que

1 1 1 1
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1 1 1
=-C=-x-B =—B
c C 3><4 =c 12
1 1 1
— 7 —x-Y — Y
z 3><4 =z 17

Sendo assim, temos que

1. 1 4 1
B+b=-A+—A=—A=B+b=-A
th= A+ A= SAS Bb=g

e, consequentemente,

1
C =-B
+c 5

1
A =-Y
+z 3

Logo,
1
B+O+W+Z+Mw+m+y+z:§A+B+C+W+Yﬁ¢

1
B+C+W+Z+z:§A+B+C+m+m—w+c+m+w

Mas,
1
b+c—|—...—|—y:§(B—|—C’+...+Y)

entao

1 1
B+Ct. . +Z+z2=2(A+B+C+ .. +Y)=3(B+C+..+Y)=

1
B+C+...+Z+Z:§A$

1 1

1 4
A+B+C—|—...+Z+§Z:§A
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1 1
Substituindo A, B,C, ..., Z pelas areas dos triangulos T, ZT’ 4—2T, e

1
FT’ obtidos a partir do APQq, ficamos com a expressao

11 11 4
T+ T+ T+ .. TH-x —T=2T 3.9
TR Tt et Ty it T3 (3:2)

A soma infinita S, calculada anteriormente, teve também como resul-

4
tado o valor =T, utilizando a expressao

1 1 4
T+ =T+ =T+ .. T=-=-T 3.3
+4 +42 + +4n_1 3 (3.3)

1 1
A tnica diferenca entre as expressoes 3.2 e 3.3 estd no termo 3% oo

T pode representar um valor tao pequeno quanto quisermos.

O termo

1
Como 3 X
se tornar “infinitamente pequeno”, “tender” a zero, a medida que aumentamos

4n71

T é um termo menor ainda, podemos dizer que o seu valor pode

o valor de n, ou seja, em linguagem atual,

) 1 1
n1—1>r-ir-loo (5 % 4”_1T) =0

Por isso, a adicao deste termo nao alterou o resultado da expressao 3.2.

E como se estivéssemos somando um valor muito préximo de “zero” do lado

4

esquerdo da expressao®. Esta expressao 3.2 ¢ essencial para a demonstracao

da proposicao 24.

A partir de situacoes como esta é que surge uma questao principal do
conceito de limite, discutida por varios séculos. Como o valor de uma expres-
sao “tende” a zero, mas nao chega a ser exatamente zero, somente se aproxima
“infinitamente” deste valor? Essa questdao nao foi discutida por Arquimedes
e ele nem chegou a utilizar expressoes deste tipo, mas implicitamente esta
presente em suas demonstragoes. Essa e outras questoes foram discutidas, fer-

vorosamente, nos séculos XVIII e XIX e, no final do século XIX, encontramos

4Note que em nenhum momento as expressoes usadas aqui foram utilizadas por Arquime-
des. Trata-se de uma interpretacao atual dos calculos apresentados pelos autores utilizados
neste trabalho.
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as definicoes de limite usando epsilon e delta. Embora utilizemos essas defini-
coes nos dias atuais, ainda persistem os mesmos questionamentos, mostrando

a dificuldade de se entender o conceito de “limite”.

Finalmente, podemos enunciar e demonstrar a proposicao 24, proposi-
¢ao esta que nos mostra como “quadrar” uma parébola, de acordo com Arqui-
medes apud Roque e Pitombeira (2012, p. 145): “Qualquer segmento limitado
por uma parabola e uma corda Qq ¢ igual a quatro tercos do triangulo que

tem a mesma base que o segmento e mesma altura que ele”.

Figura 3.33: Proposicao 24 da Quadratura da Parabola

Proposition 24.

Every segment bounded by a parabole and a chord Qq is
equal to four-thirds of the triangle which has the same base as
the segment and equal height.

Fonte: Heath

Para demonstrar esta proposicao, utilizamos novamente o “método da
exaustao” e provamos que a area S do segmento parabolico nao pode ser maior

e nem menor do que §T, que como vimos é a soma das areas de todos os

triangulos. Sendo assim, s6 nos resta que S = §T'

i) Supomos inicialmente que S > §T . Sendo assim, devem existir n trian-
gulos tais que a soma das suas areas

1 1 1
T+ -T+ ST+ ..+ T=A

4 42 4n—1

4 4
seja maior que §T e menor que S, ou seja, S > A > §T' Mas, pela

expressao 3.2,
4 1 1
A=-T—--x

T
3 3 4n-d
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. . 4 - .
Entao, A seria menor que =7, o que é uma contradicao com a hipotese

de A ser maior que §T. Logo, S nao pode ser maior que §T'

4 4
ii) Supomos agora que S < =T e consideramos a diferenca =7"— S > 0.

Pelo Lema de Euclides, h4 um inteiro m tal que a area do triangulo

T, = 4m—1T é menor que a diferenca §T — S, ou seja,
4
“T—-S>T,
3

Mas, por outro lado, utilizando novamente a expressao 3.2,

11 4 1 1
Ty > T = - T=-T-T(1+>+..
37T 3 et T3 <+4+ +mw0

entao

4 4 1 1
=T — T, “T=T(14 -+ ..
3 S > m>3 <+4+ +4m1)

Logo,

1 1
S<T(1+>+..
< (+4+ +¥%J

o que é uma contradicao, ja que

1 1
T(14+=4.. +—
(+4+ +QWJ

é a area de um poligono inscrito no segmento paraboélico e, portanto, nao
pode ser maior que o segmento parabélico. Logo, S nao pode ser menor

que §T' Concluimos entao, que

4
S=-=-T
3
[ |
Na demonstragao desta altima proposicao , na parte i), temos que A =
4 1 1
T —-x T s6 seria menor do que =71 pois, apesar do valor de — x T
3 3 4n-l 3 37 gn—1
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1
“tender” a zero, ele nunca chega a zero, ou seja, = X T >0,VneN.

3 4n—1
T pode se tornar tao

Na parte ii), como dissemos anteriormente, T}, =

m—1
pequeno quanto quisermos. Sendo assim, com uma escolha adequada de m,

podemos ter §T - S>1T,.

Em toda a construcao da “Quadratura da Parabola” feita por Arqui-
medes, temos implicito o conceito de “limite”, mesmo que ele tenha utilizado
o artificio de evitar somas infinitas (no caso da proposicao 23). A ideia do
“infinito” estd presente, seja na construcao de “infinitos” triangulos inscritos
até preencher todo o segmento parabélico, seja na escolha de um triangulo 7,

de area “infinitamente pequena”, para ajudar a demonstrar a proposi¢ao 24.

Observamos que Arquimedes, em suas demonstracoes, utiliza o “método
da exaustdo”, com o auxilio de somas “infinitas” de figuras inscritas e/ou cir-
cunscritas. Porém, ha um tratado de Arquimedes, chamado de “O método”,
que segundo Baron e Bos (1985), foi escrito para auxiliar outros matematicos
em suas descobertas. Este método de descoberta é interessante por deixar
de utilizar figuras inscritas e circunscritas nas demonstragoes e por introdu-
zir conceitos da mecanica, pelo método dos “pesos”’. Ainda segundo Baron e
Bos (1985), métodos semelhantes a este foram desenvolvidos no século XVII,
sem necessariamente serem influenciados por ele, e, apesar de causarem muitas

controvérsias, contribuiram para o desenvolvimento das técnicas de integracao.

3.4 A espiral de Arquimedes

A espiral de Arquimedes desempenhou um papel importante na histéria
da matematica, além de proporcionar uma maneira de resolver um dos trés

problemas classicos da antiguidade: Trisseccao do angulo.

Esse problema consiste em: dado um angulo a qualquer, temos que

dividir esse angulo em trés partes iguais.

Segundo Rizzato (2001), dos trés problemas classicos da antiguidade, o
da trisseccao do angulo talvez seja o que tem o maior nimero de provas falsas.

H& muitas “provas” de como trissectar um angulo qualquer, usando régua e
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compasso. Porém, todas essas “provas” sdo incorretas, pois essa construcao é
b 7

impossivel, como demonstrado no século XIX.

Ainda segundo Rizzato (2001), o problema da trissec¢ao do angulo é
diferente dos outros dois problemas classicos (quadratura do circulo e dupli-
cagdo do cubo) por alguns motivos. Primeiro, por nao haver referéncia sobre
quando este problema comecou a ser estudado. Segundo, por ser um problema
diferente, ja que é impossivel, s6 com régua e compasso, quadrar um circulo ou
duplicar um cubo, porém, ha alguns angulos que podem ser trissectados. Um
exemplo disso é o angulo reto, que pode ser trissectado a partir da construgao

que faremos a seguir, com base na figura 3.34.
Figura 3.34: Trisseccao do angulo reto

C3

Fonte: Arquivo do autor

Trace os circulos a seguir, todos com raio igual a r: ¢; de centro C' =
(0,0), ¢z de centro A = (r,0) e c3 de centro B = (0,r). Por construcao, o

angulo ACB ¢é reto, ou seja, igual a 90°. Devemos entdo, trissectar ACB.
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Marque as intersecoes D de ¢; com co, F de ¢; com c3 e F' de CE com AD.
Temos formados dois triangulos equilateros e congruentes, AACD e ABCE,
com lados iguais a r. Desta forma, os angulos BéE, CBE, CDA e CAD sio

todos congruentes e iguais a 60°. Como

ACB = ACF + BCE = 90° = ACF +60° = ACF = 30°

Logo, no AACF, AFC = 90° e, portanto, no ACFD, CFD = 90° e,

consequentemente, FCD = 30°. Como

ACB = ACF + FCD + BCD = 90° = 30° + 30° + BCD = BCD = 30°

Portanto, o angulo reto ACB foi trissectado nos angulos ACF, FCD
e BC’D, todos iguais a 30°. [

De acordo com Rizzato (2001), Nicomedes (= 280-210 a.e.C.), contem-
poraneo de Arquimedes, produziu uma solucao para a trissecgao de um angulo
qualquer, através de uma curva chamada “conchéide”. Outra solucao foi dada
por Hipias de Elis (=~ 460-400 a.e.C.), através da “trissetriz”.

O processo para dividir um angulo a qualquer em duas partes iguais, ou
seja, encontrar a sua bissetriz, ja era conhecido e foi demonstrado, utilizando

régua e compasso, no Livro I de “Os Elementos”.

Agora, iremos estudar as espirais e algumas de suas propriedades, atra-
vés da obra “Sobre Espirais’ de Arquimedes, onde encontramos proposicoes,
com suas respectivas demonstracgoes, sobre as espirais. Para determinar o va-
lor da area da primeira volta da espiral, Arquimedes utiliza-se do “limite” de
figuras circunscritas e inscritas a espiral, através do método da exaustao. A
propria construcao da espiral, com régua e compasso, traz embutida a ideia de
“limite”, para que o esboco feito se aproxime mais do desenho de uma espiral.
Lembramos que estamos usando uma fonte tercidria, pois nao encontramos

disponivel a obra original, escrita por Arquimedes.

Uma espiral é definida da seguinte maneira por Arquimedes:
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Se uma linha reta tracada em um plano se move uniforme-
mente em torno de uma extremidade fixa e retorna a sua
posicao de partida, e se ao mesmo tempo em que a reta se
move (uniformemente), um ponto que parte da origem se
move (uniformemente) sobre a reta, este ponto descrevera
uma espiral no plano (ARQUIMEDES apud ROQUE E PI-
TOMBEIRA, 2012, p. 150).

Logo, Arquimedes define a espiral como uma curva plana gerada pelo
movimento de um ponto ao longo de um segmento de reta, da extremidade
inicial, no sentido da outra extremidade, com velocidade constante, sendo que o
segmento de reta tem a extremidade inicial fixa e a outra extremidade se move,
também com velocidade constante, ao longo de uma circunferéncia. Neste
caso, o movimento do ponto é determinado por duas velocidades simultaneas
e constantes: velocidade radial ao longo do segmento de reta e velocidade

angular ao longo da circunferéncia.

Vamos agora construir a primeira volta de uma espiral, tomando como
base a figura 3.35. Para isso, marcamos um centro O e um ponto A diferente de
O, formando o segmento OA. Agora, dividimos o segmento OA em quantas
partes quisermos. Como exemplo, dividimos OA em 8 partes, marcando os
pontos O; até O;. Feito isto, tracamos 8 circulos concéntricos, com raios OOy,
0Q0s, e assim, sucessivamente, até o circulo de raio OA. Em seguida, dividimos
o circulo de raio OA na mesma quantidade de vezes que em que foi dividido

o segmento OA, ou seja, em 8 partes iguais, com cada parte representando
360°

= 45° do circulo. Marcamos cada uma das divisoes do circulo, no sentido
anti horéario (pode ser feito também no sentido horario). O proximo passo é
marcar mais 8 pontos da espiral, sendo que o ponto O é o ponto inicial. Para
isto, marcamos o ponto E; que é a intersecao do circulo que contém O; com a
primeira divisao do circulo de raio OA. Depois, marcamos o ponto Fy que é a
intersecao do circulo que contém O, com a segunda divisao do circulo de raio
OA. Continuamos esse processo, até marcar o pentltimo ponto E,. O tltimo
ponto da espiral coincide com o ponto A. Para finalizar, ligamos os pontos O,
Ei, E,, ..., E7 e A, nesta ordem, obtendo uma aproximacao do desenho da

primeira volta da espiral.
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Figura 3.35: Construcao de uma espiral

2
3 1
E
3
E2
E
4 1 A
O, 10, (o. (0, 0. 0. 10
E4 o/ 71 f-2 (Y3 ¥4 |~5 [Me [T
E5
ET
E
5 2 7

Fonte: Arquivo do autor

Essa aproximacao vai depender do nimero de divisoes feitas inicial-
mente no segmento OA. Quanto mais divisdes, mais proximo ficara o desenho
de representar a primeira volta da espiral. Ou seja, se dividissemos “infinita-

mente” o segmento OA, teriamos o desenho exato da primeira volta da espiral.

Na proposi¢ao 14 de seu trabalho “Sobre Espirais” (figuras 3.36 e 3.37),
traduzida de Heath (1897, p. 167), Arquimedes define a propriedade funda-

mental da espiral da seguinte maneira:
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Se O é a origem, e P, @) dois pontos da primeira volta da es-
piral, e se OP, OQ encontram o “primeiro circulo” AKP'Q’
em Pl, Q/, respectivamente, O A sendo a linha inicial, entao

OP : 0Q = (arco AKP') : (arco AKQ')

(ARQUIMEDES apud HEATH, 1897, tradugao nossa).

Figura 3.36: Proposicao 14 de Arquimedes sobre a Espiral

Proposition 14.

If O be the origin, and P, Q two points on the first turn of
the spiral, and iof OP, 0Q produced meet the first circle’
AEKP'Q in P', Q' respectively, OA being the initial line, then

OP : 0Q = (arc AKP’): (arc AKQ').

Fonte: Heath

Figura 3.37: Figura ilustrativa da Proposi¢ao 14 de Arquimedes sobre a Espiral

QI

Fonte: Heath
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De acordo com Roque e Pitombeira (2012, p. 150-151), a proporcao
presente na proposicao 14 ocorre, pois quando a reta OA gira, no sentido
horério, os pontos A; (pontos que pertencem ao circulo de raio OA) se movem
com velocidade uniforme sobre a circunferéncia, enquanto os pontos O; (pontos
que pertencem ao segmento OA) se movem com velocidade uniforme sobre o
segmento de reta OA. Sendo assim, quando A chega a P, o ponto O chega a

P e quando A chega a @', o ponto O chega a Q.

Para determinar a area da regiao limitada pela primeira volta da espi-
ral, Arquimedes utiliza resultados da proposicao 10 (figura 3.38) e do corolario
1 desta proposicao (figura 3.39), ambos presentes em seu trabalho “Sobre Es-
pirais”.

A proposi¢ao 10, traduzida de Heath (1897, p. 162), nos diz que

Se A, Ao, As, ..., A, sdo n linhas formando uma progressao
aritmética crescente em que a diferenga comum é igual a Ay,
0 menor termo, entao

(n+1)AZ+A (A + A+ +A,) =3(A2+ A2 +. . +A2)

(ARQUIMEDES apud HEATH, 1897, tradugao nossa).

Figura 3.38: Proposicao 10 de Arquimedes sobre a Espiral

Proposition 10.

If A, A,, 4, ... Ay be n lines forming an ascending arith-
metical progression n which the common difference is equal
to 4,, the least term, then

(n+DAS+ A, (A, +4:+...+ 4,) =34+ A7 +... + 4,0
Fonte: Heath
O corolario 1 desta proposi¢ao, traduzido de Heath (1897, p. 162), nos

diz que “Segue-se a partir desta proposigao que n.A 2 < 3(A2+ A2 +.. . +A,2),
e também que n.A,2 > 3(A2+ A2+ ...+ A, )
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Figura 3.39: Corolario 1 da Proposicao 10 de Arquimedes sobre a Espiral

Cor. 1. It follows from this proposition that

n Al <34+ 40+ ...+ 4,)),
and also that
n A2 >3(AS+ AS+ ... + A, 0,

Fonte: Heath

Vale lembrar que uma progressao aritmética crescente é uma sequéncia
de termos onde a “diferenca comum” ou razao, que é a diferenca entre um
termo e o seu antecessor, ¢ sempre igual e maior do que zero. Ou seja, ¢ uma
sequéncia de termos onde cada termo, a partir do segundo, é igual ao termo
anterior mais o valor da razao, que é sempre positivo. No caso da progressao

aritmética crescente da proposicao 10, a razao é igual ao primeiro termo A;.
Figura 3.40: Proposicao 24 de Arquimedes sobre a Espiral

Proposition 24.

The area bounded by the first turn of the spiral and the
wnitial line s equal to one-third of the ‘ first circle’ [= }w (2wa)’,
where the spiral is » =a#].

[The same proof shows equally that, ¢f OF be any radius
vector in the first turn of the spiral, the area of the portion of
the spiral bounded thereby is equal to one-third of that sector of
the circle drawn with radius OP which s bounded by the initial
line and OP, measured in the ‘forward’ direction from. the
wmatial line]

Fonte: Heath

Na proposigao 24 de seu trabalho “Sobre Espirais” (figura 3.40), Ar-

quimedes determina a area da regiao limitada pela primeira volta da espiral.
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Esta proposicao, traduzida de Heath (1897, p. 178), incluindo a nota abaixo

da proposicao, feita por Heath, nos diz que

A area limitada pela primeira volta da espiral e a linha inicial
é igual a um terco do “primeiro circulo” [= %W(QWCL)Z, onde
a espiral é r = af)|.

[A mesma demonstracao mostra igualmente que, se OP é um
raio vetor qualquer da primeira volta da espiral, a area da
porgdo da espiral limitada desse modo € igual a um terco do
setor circular desenhado com raio OP o qual é limitado pela
linha inicial e OP, medido no sentido “frontal” a partir da
linha inicial] (ARQUIMEDES apud HEATH, 1897, tradugao

nossa).

Na nota da proposicao 24, feita por Heath, a area do setor circular
limitado pela linha inicial e OP deve ser calculada no sentido em que foi

construida a espiral, ou seja, no sentido horario ou no sentido anti-horario.

Vamos agora demonstrar a proposigao 24, de acordo com Heath (1897),

tomando como base a figura 3.41, a qual construimos no sentido anti-horario.

Seja O a origem, OA a linha inicial, A a extremidade da primeira volta.
Desenhe o “primeiro circulo”, isto é, o circulo com O como centro e OA como
raio. Entao, se C' é a area do primeiro circulo, R; a area da primeira volta da

espiral limitada por OA, devemos provar que

1
R1:§O

. . 1
Se nao, Ry deve ser maior ou menor do que §C'

1
I. Se possivel, suponha R; < §C'

Podemos entao circunscrever uma figura sobre R; composta de setores

circulares semelhantes de tal modo que, se F' é a area desta figura,

1
F—R1<§C—R1,
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Figura 3.41: Figura ilustrativa da Proposicao 24 de Arquimedes sobre a Espiral

2
3 1
C
’ %
(34 |
1
13
4 1 A
N °1 ©2 03 O4 O Og |0y
c
S\ \l -
Cg
lo lg
5 Cg 7
Cs
6
Fonte: Arquivo do autor
. 1
Sejam OO, OO,, ..., os raios dos setores circulares, comecando pelo

menor. O raio do maior é naturalmente OA. Os raios formam entao
uma progressao aritmética crescente no qual a diferenca comum é igual
ao menor termo OO;. Se n € N ¢ o nimero de setores, temos [da

Proposigao 10, Corolario 1|

n.0A? < 3(00,% + 00,2 + ...+ 0A?) (3.4)
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I1.

Mas, os setores semelhantes sao proporcionais aos quadrados dos seus
raios. Isso ocorre pois, se um setor circular tem raio r, sua area é dada
2
o.r

por 5 com o angulo ¢ dado em radianos. Logo, a drea de um setor

circular é proporcional ao quadrado do seu raio.

Entao, se multiplicarmos ambos os lados da equacao 3.4 por %5, teremos

2 2 2 2
LBOE _y(2002, 0007, sORY

$.0A? $.00> . $.00,>
2 2
setores circulares de raios iguais a OA, OO, e OO0, segue que

Logo, como sao, respectivamente, as areas dos

1
O<3F:>F>§C.

1
Mas isto é impossivel, uma vez que F' < §C em (1).

1
Portanto, R, nao é menor do que §C’.

1
Se possivel, suponha R; > §C'

Podemos entao inscrever uma figura composta de setores circulares se-

melhantes de tal modo que, se f ¢ a sua area

1
R1—f<Rl—§C,

1

Se ha (n — 1) setores, seus raios OO, OO, ... formam uma progressao
aritmética crescente no qual o menor termo ¢é igual a diferengca comum,
e o maior termo, OO,_; (no caso da figura 3.41 seria Oy), ¢ igual a
(TL - 1)001

Assim |da Proposigao 10, Corolario 1]

n.0OA% > 3(00,2 + 00> + ...+ 00, *) =
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) 2 . 2 ) 2 .00. 2
n.¢02A >3(¢O2O1 +¢0202 +...+—¢ 2’”)

1
daiC>3f:>f<§C;
1
0 que é impossivel, uma vez que f > §C em (2).

1
Portanto, R; nao ¢ maior do que 50'

1
De I e II, Ry nao é maior e nem menor do que 30’ portanto,

1
Rlng

Além deste resultado, Heath (1897) demonstra a nota abaixo da Pro-
posicao 24, generalizando o resultado que acabamos de encontrar. Ele mostra
que se tomarmos um ponto P qualquer da primeira volta da espiral, a area da
espiral limitada pelo raio vetor OP e pela linha inicial OA serd um terco da
area do setor circular de centro O e raio OP, limitado por OP ¢ OA. Além
disso, ele mostra que esse resultado ainda é valido se tomarmos um ponto P,

qualquer, de qualquer volta da espiral.

Na demonstragao da proposicao 24, Arquimedes utilizou novamente o
artificio de construir figuras circunscritas e inscritas a espiral. Em notacao
moderna, se dividirmos o circulo de raio maior OA (no caso da figura 3.41)
em n setores circulares semelhantes, temos que, a medida que aumentamos o

valor de n, o limite da area da figura F', formada por todos os setores circulares

circunscritos & espiral (Cy, Cy, ..., C,), “tende” a um ter¢o da area do circulo
de raio OA (C), ou seja,
1
lim F==-C
n—-+o0o 3

Ao dividirmos o circulo de raio OA em setores circulares semelhantes,
se temos n setores circulares circunscritos a espiral, entao temos n — 1 setores
circulares inscritos a espiral, pois os setores circulares inscritos comecam a

ser contados & partir da segunda divisao do circulo de raio OA. Vemos isso
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claramente na figura 3.41. E, a medida que aumentamos o valor de n, o limite

da area da figura f, formada por todos os setores circulares inscritos a espiral

(I, Iy, ..., I,—1), “tende” a um terco da area do circulo de raio OA (C), ou
seja,
lim f 1C
im f=—
n—4o0o 3

Mas, por construcao, se R; ¢ a drea da primeira volta da espiral, entao

fSRi<F

Entao, para n “suficientemente grande”, como o limite comum de F' e f

1
é §C’ temos que

C<R <:-C

1
3

w| =

o que 86 é possivel se
1
Rl - §C

3.5 Tangentes

Vamos entender o conceito de reta tangente a um circulo. Hoje sabemos
que para uma reta r ser tangente a um circulo C' em um ponto P, significa

cumprir com uma das afirmacoes a seguir:

1. r passa por P perpendicularmente a reta de P ao centro de C.
2. r passa somente por um ponto de C: o ponto P.

3. r passa por P e fica somente de um lado de C.

No livro 11T de Euclides (2009), na proposi¢ao 16, temos a demonstracao
de que uma reta PT passando por um ponto P do circulo é tangente ao circulo

se, e somente se, OPT for um angulo reto (figura 3.42).

Euclides faz esta demonstracao por absurdo, supondo que a reta PT,

tangente ao circulo, toca o circulo em dois pontos, P e G. Sendo assim, o

UFTM PROFMAT



CAPITULO 3: Alguns trabalhos de Arquimedes e um pouco da Matematica Grega apos
Euclides 88

Figura 3.42: Reta tangente

Fonte: Baron e Bos

AOPG teria dois angulos retos, OPG e OGP, o que é impossivel. Logo, a

reta tangente PT s6 pode tocar o circulo em apenas um ponto, o ponto P.

No caso de outras curvas em geral, a definicao de reta tangente a um
circulo nao funciona para todos os casos. Podemos ter: retas que cortam uma
curva em somente um ponto, mas que nao sao retas tangentes; retas tangentes
que cortam uma curva em vAarios pontos; retas tangentes que estao dos dois

lados de uma curva.

Segundo Baron e Bos (1985), h4 um possivel método de construcdo da
tangente a espiral, feito por Arquimedes, que pode ter utilizado o “método
do paralelogramo”. Tal fato se justificaria, pois, ainda segundo Baron e Bos
(1985), o “método do paralelogramo” para composicao de velocidades ja era
conhecido pelos gregos e pode ter sido utilizado por Arquimedes, mesmo que
esta parte nao tenha sobrevivido até nossa época. Utilizando este método,
um ponto que se move com duas velocidades (u e v) ao longo das retas AB e
AD, respectivamente, tera velocidade resultante igual a w, que é a diagonal do
paralelogramo ABCD (figura 3.43).

Antes de trazer o possivel método de construcao da tangente a espiral,

feito por Arquimedes, vamos mostrar como encontrar a reta tangente a espiral
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Figura 3.43: Paralelogramo de velocidades

Fonte: Arquivo do autor

por um ponto, utilizando o conhecimento matematico que temos atualmente,

tomando como base a figura 3.44.

Figura 3.44: Construcao da reta tangente a espiral

Fonte: Arquivo do autor

Seja P um ponto qualquer da espiral. Ligamos o ponto O ao ponto P,

obtendo o segmento OP. Em seguida, tracamos a reta n, perpendicular ao
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segmento OP, passando por O. Depois, tracamos o circulo C'; de centro O e
raio OP, marcando a intersecao K do circulo C; com o segmento OA. Agora,
tragamos o circulo Cy de centro O e raio igual ao comprimento do setor circular
K P (medido desde o ponto K, no sentido horario), marcando o ponto T, que
¢ uma das intersegoes do circulo Cy com a reta n. Para finalizar, tragamos a

reta m, passando por P e T', que é a reta tangente a espiral no ponto P.

O método de construcao da tangente & espiral feito por Arquimedes
seré explicado a seguir, de acordo com Baron e Bos (1985), utilizando a figura
3.45.

Figura 3.45: Reta tangente a espiral

P

Fonte: Baron e Bos

Na parte A da figura, esta construida a reta tangente a espiral no ponto
P, de uma maneira semelhante ao que acabamos de fazer. A reta OT foi
construida perpendicularmente ao raio vetor OFP, com comprimento igual ao
comprimento do arco de circunferéncia PK. Desta forma, a reta que passa
por P e T é a reta tangente & espiral no ponto P.

Na parte B da figura, em notagdo moderna, tomamos OP = r =

,
u = r w = T onde t é o tempo, u a velocidade ao longo de OP e w a
velocidade angular em torno do ponto O. Como a velocidade escalar ¢ dada

pela multiplicacao do raio pela velocidade angular, entao, a velocidade escalar
r . .

em torno do ponto O é dada por rw = —¢ Sendo assim, podemos considerar

que o ponto P(r,¢) esta se movendo com duas velocidades (velocidade u ao

longo do raio vetor OP e velocidade rw, perpendicular ao raio vetor). A

UFTM PROFMAT



CAPITULO 3: Alguns trabalhos de Arquimedes e um pouco da Matematica Grega apos
Euclides 91

velocidade resultante em P, utilizando o “método do paralelogramo”, se d& ao
longo da diagonal do paralelogramo formado a partir das duas velocidades e
coincide com a reta tangente & espiral em P. Utilizando a semelhanca entre o
triangulo de catetos u e rw e o triangulo de catetos r e OT', podemos calcular

o valor do segmento OT, em fung¢ao do raio r:

U r rw  OT w
—=—= —=—=0T=r-
rw  OT U r Tu
mas
¢
U r u T
t
entao
OT:TQEZTQQ:OT:rqb
U r

A importancia desta construcao da tangente por Arquimedes, segundo
Baron e Bos (1985), est4 na ideia de um ponto movendo-se com duas velocida-
des, com a velocidade resultante na direcao da reta tangente. Esta maneira de
interpretar a tangente foi util no século XVII (com Isaac Barrow, Evangelista
Torricelli e Gilles de Roberval) e teve um papel central na teoria das fluxées
de Isaac Newton. Utilizando ainda a figura 3.45, podemos pensar em r e ¢
como sendo os fluentes (espacos percorridos) e u = ; erw = % como sendo

as fluzoes (velocidades do movimento) de Newton.

Quando calculamos o “limite” de fung¢oes (ou curvas), é importante o
conceito de “movimento”, pois a medida que alteramos o valor da incognita,
alteramos também o valor da funcao correspondente, ou seja, o movimento
ocorre simultaneamente em duas direces (abscissa e ordenada). I o que ocorre

também com a curva da espiral.

3.6 Alguns conceitos de movimento

Nas fontes consultadas para este trabalho, ha pouco sobre conceito de

movimento. A tdnica excecdao estd na construcao da tangente & espiral feita
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por Arquimedes, com a ideia de um ponto movendo-se com duas velocidades,

com a velocidade resultante localizada na direcao da reta tangente.

Porém, segundo Baron e Bos (1985), conceitos de movimento sao muito
importantes para o estudo de curvas, pois se uma curva é definida a partir
de um ponto em movimento, entao as leis da cinematica podem ser tteis para
encontrar propriedades geométricas desta curva. Um exemplo é a reta tangente

a uma curva por um ponto que pode ser encontrada sabendo-se a “velocidade

instantanea” do movimento neste ponto.

Figura 3.46: Aproximagoes da velocidade instantanea

; /
[/
//r

o
[*]
E":__—a_:

APROXIMACAO 1:

J Vo Ay  4.7-1
"Ar 2,17-1
P v, 3.7

L= 117 = V.=~ 3,16

(=]

/
/ APROXIMACAO 2:

v By _
P' m A_.]' -
0,21

0.1

1,21 -1
1,1-1

s Vi =2, 1

1 2 3

4 5

+
-2 - [ 1 2 3 4 5 | -2 -1 i /
|

Fonte: Arquivo do autor

Para entendermos o conceito de velocidade instantanea, devemos pri-
meiro entender o conceito de velocidade média. Considere uma curva qualquer
em um eixo de coordenadas xOy. No caso, consideramos a curva y = z? (fi-
gura 3.46). A velocidade média (V},) entre dois pontos diferentes P e P’ desta

curva é dada pelo quociente entre a variacao no eixo y e a variagao no eixo x,
ou seja,
Ay Yp —Yp
Vm == —-—————
Ar  xp —xp
Este valor ¢ também a inclinacao da reta r, secante a curva, passando
/
por Pe P.
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Para calcular a velocidade instantanea referente & curva y = 2%, no

ponto P = (1,1), consideramos um ponto P’ qualquer, pertencente & curva,
diferente de P. Depois, calculamos a velocidade média entre os pontos P
e P'. Desta forma, obtemos a aproximacio 1 (~ 3,16) para a velocidade
instantanea no ponto P. Agora, aproximamos mais o ponto P do ponto P e
calculamos novamente a velocidade média entre P e P'. A aproximacio 2 (2, 1)
encontrada é melhor do que a aproximacao 1, para velocidade instantanea no
ponto P. Quanto mais proximo estiver o ponto P* do ponto P, melhor sera
a aproximacao para a velocidade instantanea e a inclinacao das retas secantes
(retas com inclinacdo igual & velocidade média entre P e P') ir4 se aproximar
cada vez mais da inclinacao da reta tangente no ponto P. A inclinacao da reta
tangente no ponto P é dada pela derivada da funcido y = 22 no ponto P, que
é calculada por
Y (@) =20 =y (1) = 2

Logo, a velocidade média do movimento entre os pontos P e P’ “ten-
derd” para o valor 2 (inclina¢do da reta tangente no ponto P), a medida que
P’ se aproxima de P. Sendo assim, a velocidade instantanea do movimento
no ponto P, que é o limite da velocidade média entre P e P’, quando P’ se

aproxima de P, serd também igual a 2.

Em outras palavras, considere dois pontos diferentes P = (xq, f(z0)) e
P' = (20 + h, f(xo + h)), pertencentes a uma curva qualquer y = f(z). Em
notacao moderna, o limite da velocidade média entre P e P’, quando h “tende”
a zero, é igual ao valor da velocidade instantanea (V;) do movimento no ponto

P, ou seja,

V= V= tim DY = qpy L@t 1) = flzo)
h—0 h—0 Ax k=0  x9+h— 20

V = lim f(zo+h) — f(xo)
h—0 h

mas, pela definicao da derivada em um ponto,
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logo,
V; =y (z)

ou seja, a velocidade instantanea do movimento no ponto P ¢ igual a derivada
da curva no ponto P que é exatamente a inclinagao da reta tangente no ponto
P.

Diferentemente do que apresentamos agora quando, usando o conceito
atual de limite, mostramos que a inclinagao da reta tangente a uma curva por
um ponto pode ser calculada diretamente através da derivada da curva neste
ponto, Arquimedes pode ter encontrado a direcao da reta tangente a espiral
por um ponto através da velocidade resultante de duas velocidades (figura
3.45).

Em notagdo moderna, a primeira velocidade (v;) pode ser encontrada
através do limite da razao entre a variagao do espago percorrido ao longo de

OP (Ar) e a variacao do tempo (At), quando At tende a zero:

Ar
v = lim —
! At—0 At
e este limite nada mais ¢ do que a derivada do espaco em relacao ao tempo,

ou seja,
dr

T dt

U1

A segunda velocidade (vy) pode ser encontrada através do limite da
razdo entre a variacdo do espaco percorrido em torno do ponto O (Arg) e a
variacao do tempo (At), quando At tende a zero:
Aro _drg

= Uy =

dt

— 1
Y2 N80 AL

UFTM PROFMAT



CAPITULO 4: Alguns conceitos sobre limite na Europa Medieval e no século XVII 95

CAPITULO 4: Alguns conceitos
sobre limite na Europa Medieval e
no século XVII

Segundo Baron e Bos (1985), as conquistas territoriais dos drabes néo
evitaram por completo o processo de aprendizagem vindo das escolas europeias,
mas durante algum tempo a ideia de demonstracao parece ter sido completa-

mente esquecida.

Ainda segundo Baron e Bos (1985), a ciéncia grega, juntamente com
contribuicoes dos hindus e dos arabes, comecou a adentrar na cristandade oci-
dental no século XII e as demonstracoes classicas dos gregos foram bem aceitas.
Porém, até o século XVII, nenhuma tentativa de modificacao ou desenvolvi-

mento destas demonstracoes foi tao importante e relevante.

4.1 Algumas discussoes sobre o infinito

A matematica na Europa medieval, segundo Baron e Bos (1985), era
mais objeto de discussoes filosoficas do que uma atividade em si. As discussoes,
influenciadas pelas obras de Aristoteles, giravam em torno da natureza de

quantidades infinitas, relacionadas com o mundo fisico ou matematico.

Baron e Bos (1985) nos traz algumas discussoes e paradoxos que enun-
ciaremos a seguir. Todas essas questoes sao relevantes para o desenvolvimento

do célculo infinitesimal. O infinitesimal (ou infinitésimo) é uma grandeza tao
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pequena quanto se queira, porém maior do que zero, ou seja, o “limite” de
uma grandeza infinitesimal “tende” a zero, mas nao chega a ser exatamente
zero. Este conceito estd associado a ideia de nao haver um menor elemento

indivisivel, que ¢ uma das discussoes que trazemos a seguir.

e Para Aristoteles, o mundo é finito. Sendo assim, nenhuma grandeza,
mesmo que sucessivamente aumentada, poderia se tornar “infinitamente
grande”. Ou seja, dada uma grandeza qualquer z, mesmo que a aumen-
temos “continuamente” n vezes, o limite desta grandeza tenderia a um
valor finito S e nao ao infinito, como sabemos hoje em dia. Por ou-
tro lado, Aristoteles considerava que qualquer grandeza, por menor que
fosse, poderia ser dividida “infinitamente”, nao existindo portanto, um
menor elemento indivisivel. Em notagao moderna, dada uma grandeza
z, dividindo-a “continuamente” n vezes, o limite tendera a zero (mas

nunca chegara a ser zero, como vimos anteriormente): lim — = 0.
n—+oo N

e J4 os neopitagoricos (pessoas com pensamentos semelhantes aos pitago-
ricos e aos atomistas fisicos) negavam a divisibilidade ao infinito, consi-
derando o ponto como indivisivel e sem dimensao. Com esse modo de
pensar, surgem alguns paradoxos. Se o ponto nao tem dimensao, como
é possivel formar segmentos de retas finitas a partir destes pontos? Por
outro lado, se o ponto tiver dimensao, como é possivel que ele seja in-
divisivel? Neste caso, ainda conseguiriamos dividir o ponto, por menor

que ele seja.

e Ha outro paradoxo que envolve a correspondéncia biunivoca entre pontos
sobre circulos concéntricos (com mesmo centro). Para que dois conjuntos,
no caso, dois circulos, estejam em correspondéncia biunivoca é necessério
que cada ponto de um circulo possa se corresponder com um tinico ponto
do outro circulo, nao sobrando pontos. Se isto acontecer, teremos tam-
bém uma relagao bijetiva (injetiva e sobrejetiva) entre os dois conjuntos.
Se todo raio corta cada circulo em um e somente um ponto, os ntime-
ros de tais pontos sao iguais ou nao? Lembrando que estamos pensando

em dois circulos com raios diferentes e, portanto, com comprimentos de
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circunferéncia diferentes. Assim, é possivel que haja um mesmo nimero
de pontos nos dois circulos? E ainda, esses circulos, por menor que se-
jam, podem ser constituidos de um nimero finito de pontos indivisiveis?
Entendemos que o nimero de pontos de cada circulo deve ser “infinito”.
Como os comprimentos de circunferéncia sao diferentes, entao devemos
ter “diferentes infinitos” na contagem dos pontos de cada circulo. Mas
¢ possivel que os infinitos tenham quantidades diferentes? A “teoria do
ponto” nos diz que sim ao trazer a ideia de que quantidades infinitas
podem ser iguais ou nao, do mesmo modo que quantidades finitas, ou
seja, a ideia de “diferentes infinitos”. Mas, se 0 nimero de pontos de cada
um dos dois circulos nao é igual, como pode a correspondéncia ser biu-
nivoca? Neste caso, ao correspondermos cada ponto de um circulo com
somente um ponto do outro circulo, alguns pontos sobrariam, deixando

de ser biunivoca a correspondéncia.

Um aspecto central das duas primeiras discussoes é saber se ha ou nao
um menor elemento indivisivel e se este tem dimensao. Consideramos uma

grandeza qualquer x e vamos pensar em duas situagoes:

e Se existir um menor elemento indivisivel y > 0, ao dividirmos continu-
amente n vezes a grandeza x, o seu limite deve tender a y # 0 e ndo a
zero como sabemos que acontece. Logo, y nao pode ser diferente de zero
e sim igual a zero. Seja entao o menor elemento indivisivel y = 0 e, por-
tanto, sem dimensao. Se considerarmos o ponto como o menor elemento
indivisivel, ele também nao terd dimensao. Mas se o ponto nao tiver
dimensao, qualquer conjunto “finito” ou “infinito” de pontos continuaré
sem dimensao. Logo, um conjunto de pontos nao pode dar origem a
segmentos de reta finitas. Portanto, chegamos a uma contradi¢ao e nao
pode existir um menor elemento indivisivel, mesmo que este seja igual a

Z€ero.

e Se nao existir um menor elemento indivisivel, entao podemos dividir
“infinitamente” a grandeza x, encontrando um valor tao pequeno quanto

desejarmos. Em notagao moderna, sabemos que o limite destas divisoes
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tende a zero, mesmo que este valor nunca alcance o zero. Como neste
caso nao chegamos a uma contradi¢cao, entao realmente nao deve existir
um menor elemento indivisivel. Mas como adotar que o limite de uma
grandeza que se torna “infinitamente pequena” ¢ igual a zero se ela nunca
assume o valor zero? Afinal, o limite é zero ou algo muito préximo de

zero?

Essas e outras questoes parecidas produziram longos debates entre ini-
meros matematicos até que o conceito de limite ficasse bem definido, o que
ocorreu somente no final do século XIX. No século XVII, varios foram os
matematicos que discutiram esta questao. FEscolhemos trazer algumas con-
tribuicoes de Bonaventura Cavalieri (1598-1647) para o Calculo Integral, pois
em seus trabalhos h4 um aspecto importante, em relacao ao infinito. Isto se
deve a utilizagado que ele fez dos “indivisiveis” para comparar figuras planas
ou soélidos, no “Principio de Cavalieri”. Porém, para que estas comparagoes
fossem realmente precisas, as figuras planas ou so6lidos deveriam ser divididas
em infinitos “indivisiveis”. Cavalieri utilizou também os “indivisiveis” para cal-
cular areas (ou volumes) de figuras curvas, por um processo parecido com o

da Integral que conhecemos hoje em dia.

4.2 Algumas contribuicoes de Cavalieri para o

Calculo Integral

Cavalieri, no século XVII, em sua teoria dos “indivisiveis”, traz a ideia
de que um plano qualquer é formado pela unidao de infinitas retas “indivisi-
veis”, paralelas e equidistantes e que um so6lido qualquer é formado pela uniao
de infinitos planos “indivisiveis”, paralelos e equidistantes. Segundo Baron e
Bos (1985), usando essa teoria, Cavalieri transformou o uso de retas e planos
“indivisiveis” em uma poderosa ferramenta para comparar areas e volumes, no

que ficou conhecido como “Principio de Cavalieri”.

Cavalieri enuncia e demonstra o seu “Principio de Cavalieri” (figura

4.47) no livro VII de sua obra Geometria Indivisibulus Continuorum - Noua
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quadam ratione promota.

Figura 4.47: Principio de Cavalieri

- THEOREMA L. PROPOS, I """

F' Igura plana quzcuntﬁ in cildem parallelis cor
in quibus , duétis qui allel
diftantibus re&is lineis, concepta cuiufc sreétal

L

portiones funt zquales , etiam inter fe 2quales erunt: Et

i< contti

figurz folide quacumgs in eifdem planis parallelis

tutz , in quibus, ducis quibufcung; planis cifdem planis
parallelis zquidiftantibus , conce; cumfcunq,ﬁcdng:

plani in ipfis folidis figura plana funt 2quales, pari
terfe @quales erunt. Dicantur autem |

analogz, tum planz , tum ipfx {olid interfe ¢ s
og, tum | , | rata ,
ac etifm iu'xtdl:cgu,l:slinm » feu plana parallela aiﬂm_ 8

bus cfsc fupponuntur , cum hoc fucrit opus explicare.

Fonte: Cavalieri

Figura 4.48: Figura utilizada na demonstracao do Principio de Cavalieri

nfcunqm&fmﬂgl”llé::

Fonte: Cavalieri
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Vejamos agora o enunciado do “Principio de Cavalieri”, traduzido de
Cavalieri (1653, p. 484):

Quaisquer figuras planas, construidas entre as mesmas para-
lelas, em que tragarmos retas paralelas e equidistantes entre
si e as interse¢Oes com as figuras planas forem iguais, serdo
iguais; quaisquer s6lidos, construidos entre os mesmos planos
paralelos, em que tracarmos planos paralelos e equidistantes
entre si e as figuras planas das intersecGes com os solidos
forem iguais, do mesmo modo serdo iguais. Digo que os de-
senhos sdo parecidos, tanto o das figuras planas quanto o dos
s6lidos, em comparacdo um com o outro, de acordo com a
disposicao das retas ou dos planos paralelos; é o que é su-
posto ser e é necesséario provar (CAVALIERI, 1653, traducao
nossa).

Figura 4.49: Exemplo de aplicacao do Principio de Cavalieri

v D Figura A C 4 FiguraB G
9 / /
s & / i /
7 A / i /
5 5 /= ]
fis Ag / Bs /
- s 7/
s Aq / By [
o AS / BS /
M & / i /
J A, / B, /

A B E F

Fonte: Arquivo do autor

Para compreendermos melhor o “Principio de Cavalieri”, vamos trazer
um exemplo, de acordo com a figura 4.49. Sejam ABCD (figura A) e EFGH
(figura B), duas figuras planas contidas entre as retas paralelas u e v. Traca-

mos, entre v e v, nove retas paralelas a u e v, todas equidistantes entre si, e
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as nomeamos de r; a rg. Chamamos de A, e B,,comn e Nel<n<9, o0
comprimento das intersecoes das retas paralelas r,, com as figuras planas A e
B, respectivamente. Se A,, = B,,, V n, entao, pelo “Principio de Cavalieri”, as
areas das figuras planas A e B sao iguais. Do mesmo modo, sejam dois solidos
C e D, contidos entre dois planos paralelos. Entre esses planos, tracamos n
planos paralelos e equidistantes entre si. Se as intersecoes entre cada plano
paralelo tracado e os solidos C' e D, tém a mesma area, entao, pelo “Principio

de Cavalieri”, os volumes dos sélidos C' e D sao iguais.

As intersecoes das retas paralelas com as figuras planas ou dos planos
paralelos com os sélidos sao os “indivisiveis” pensados por Cavalieri. Quanto
mais “indivisiveis” tivermos, ou seja, quanto mais retas ou planos (paralelos e
equidistantes) tracarmos, mais proximos estaremos do “todo” da figura plana
ou do sélido. Podemos entao dizer, que o limite desses “indivisiveis” quando a

sua quantidade n “tende” ao infinito é igual a figura plana ou ao sélido tomado.

Vale ressaltar que quando comparamos figuras planas (ou solidos), com
areas (ou volumes) iguais, através do “Principio de Cavalieri”, obtemos apenas
que as areas (ou volumes) sao aproximadamente iguais. As areas (ou volumes)
sO seriam exatamente iguais, se considerdssemos as figuras inteiras, ou seja, se
tomassemos uma quantidade infinita de “indivisiveis” que cobrisse totalmente

as figuras consideradas.

Segundo Baron e Bos (1985), uma vez implantados os fundamentos
dos “indivisiveis” de Cavalieri, tornou-se possivel derivar extensas cadeias de
teoremas euclidianos por métodos mais simples do que os encontrados em “Os
Elementos”. Ainda segundo Baron e Bos (1985), o conceito das poténcias
dos elementos de reta teve papel fundamental no desenvolvimento conseguido
por Cavalieri para os métodos sistematicos de integracao. Vejamos um dos
problemas trabalhados por Cavalieri, envolvendo o conceito das poténcias dos
elementos de reta, na proposicao 23 de sua obra “Fzercitationes geometricae
sex’.
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A proposigao 23 (figura 4.50), traduzida de Cavalieri (1647, p. 279),

nos diz que

Em um paralelogramo qualquer, por exemplo, BD, de base
CD, com uma paralela qualquer EF, em relagdo a CD, que
corta a diagonal AC em G; DA estd para AF assim como
CD ou EF esta para FG. Digo que AC é a primeira diago-
nal. Novamente, o quadrado de DA estd para o quadrado
de AF assim como EF estd para FH, e assim em todas as
paralelas a CD, de modo que todas as retas como HF ter-
minem em uma curva AHC. Bem como o cubo de DA estéi
para o cubo de AF, assim como EF estd para FI, descre-
vendo uma, outra curva CIA. E, o quadrado do quadrado de
AD esta para o quadrado do quadrado de AF, assim como
EF esta para FL, descrevendo a curva CLA. Em outros ca-
sos, pode-se supor. Digo que, CHA é a segunda diagonal,
CIA é a terceira diagonal, CLA é a quarta diagonal, etc.
Do mesmo modo, o tridangulo AGCD ¢é a primeira diagonal
espacial do paralelogramo BD, AHCD a segunda diagonal
espacial, AICD a terceira, ALCD a quarta, etc. Digo, pois,
que o paralelogramo BD é o dobro do primeiro espaco, o
triplo do segundo, o quadruplo do terceiro, o quintuplo do
quarto, etc (CAVALIERI, 1647, traducdo nossa).

Trazemos, a seguir, a demonstracao da proposicao 23 (figura 4.51),

traduzida de Cavalieri (1647, p. 279-280). Cavalieri utiliza os seguintes termos

abreviados: “0.l. = omnes lineas” (todas as retas), “0.q. = omnes quadratum”

(todos os quadrados das retas), “o.c. = omnes cubium” (todos os cubos das

retas) e “0.qq. = omnes quadratoquadrata” (todos os quadrados dos quadrados

das retas).

O paralelogramo BD é duas vezes o primeiro espaco ACD. E
evidente pela proposicao 19 que todas as retas de BD sao o
dobro de todas as retas de ACD, e, portanto, pela proposi¢io
3 do segundo livro da Geometria dos Indivisiveis, BD é o do-
bro do espago ACD. Mas, de fato, BD é trés vezes o segundo
espago AHCD, provado, porque, por exemplo, o quadrado
de DA estd para o quadrado AF ou o quadrado de EF esta
para o quadrado de FG, assim como EF esta para FH, assim,
entao, todos os quadrados de BD estao para todos os qua-
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drados do tridngulo ACD, por isso todas as retas de BD estédo
para todas as retas do espago AHCD, assim, entdao, BD esta
para AHCD e de fato, todos os quadrados de BD sdo o triplo
de todos os quadrados do tridngulo ACD e, portanto, BD
serd trés vezes o espaco AHCD. Pela mesma razao mostra-se
que todas as retas de BD estao para todas as retas do terceiro
espaco AICD, assim como todos os cubos de BD est@o para
todos os cubos do triangulo ACD, isto é, BD serd quatro
vezes 0 espaco AICD. Da mesma forma prova-se que todas as
retas de BD estdo para todas as retas do espago ALCD, assim
como todos os quadrados dos quadrados de BD estao para
todos os quadrados dos quadrados do tridngulo ACD, ou
seja, BD serd cinco vezes o espaco ALCD. E assim, prova-se,
seguindo os mesmos passos, que todas as préximas poténcias
de BD em relacao a todas as proximas poténcias do tridngulo
ACD serao seis vezes, sete vezes, oito vezes, ... do mesmo
modo o paralelogramo BD sera seis vezes o quinto espago,
sete vezes o sexto, oito vezes o sétimo e, assim, infinitamente

(CAVALIERI, 1647, tradugao nossa).

Vamos agora compreender melhor a proposicao 23, de acordo com Baron

e Bos (1985), tomando como base o paralelogramo da figura 4.50. Considere
A como a origem, AF = x, AD = b, AB=a, FG =1y, FH = yy, FI = y3

eFL:y4.

Utilizando as hipoteses da proposicao 23, podemos encontrar as

equagoes de y1, Y2, Y3 € Y4, da seguinte maneira:

DA EF AB b _a Ly ax
AF " FG FG z g 0T
DA2 EF AB b2 _a L — ax?
AF2 FH FH 2 g 27 %
DA3_EF_AB:>b3_a:> _ax?
AFS ~ FI  FI 28 gy BT
DAY _EF AB b4 _a Lo — az?
AFT FL FL & g T

A partir dai, usando a notacao moderna da integral, podemos calcular
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Pariter vte,
hqnquﬁa% 12,”._! ' '.

Figura 4.50: Proposicao 23 de Cavalieri

PROPOSITIO XXIIL

In quocung upaaﬂabgrm. vty BD, regula bafi,

(D fiaguur i, (D quecungue poralll E .

@ ducatwr diameter , A, qmﬂjm:p,t?:mtj

vty DAy ady AF s sta,C D, cvely E Fyad, F
Dicatur autem , AC, diagonalis prima. Mum

- q. dedf JF, #‘ﬁ‘f, EF,JD, FH, Q“‘

rvbigue fiers intelligtur in pmﬂcb.r?ﬁ', CD,itarve
omnes e ipfi 1 F, ter- |

minentur dm.;x‘ﬁc. i

@ flicimcaterss , deferspta

waClA. Et vt qq. A'D, _
ad qq. AF, ita fity EF,ad, ¢ D
FL, @/ fic in cateris,defcripta

curuay CLed. Quod @’ inreliquispotefl. fiert fup-

 pon potefl Wm,er,dupm’m:.

: J' 4 ts’n-ﬁﬁ(ﬁ-

D, wocetur :.Mn-dugw

mmpmmm.u ,BD, trilimeum , AHC D,

A, /.mmdi’c“fb,n{m AL(D, 4. @«

Dico ergo parallelogrammmum. » B
 Jpatis triplum /mﬁl; udrs

g'lﬂl s GG

D duplam ¢ffc prim
3+ quiniaplum

Fonte: Cavalieri
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Figura 4.51: Demonstragao da Proposicao 23 de Cavalieri

_ Vod enim parallelogrammum, BD , duplum fit 1.
' {patij, A C D, patet quia paP&bP’.ﬁ-b&LiDs
s up
duplz funt 0.1. AC D, & ideé per Prop. 3. Lib. Secun.
Geom. Ind. B,D, duplum eft fpacij, ACD.

Quodverd, B D, fit triplum fecundi fpatij, ALCD,
probarur, quiavrq. DA, adq.AF, fiueveq. EF, ad
q-FG, itaelt, EF, adFH, &ficin cateris, ergovt 0.

trhuins q. B D yado. q.trianguli, AC D, itaerunto.. BD,ad

o.l. fpatij,A HCD, & fubindeita,BD ,ad, AHCD,

.0.q. vero, B, tripla fuat o. q.trianguli, A C D,ergo &,
BD,fpatij, AHCD ,triplum erir. : -

Eadem ratione oftendemus o.l. BD, ad o. Ltertij fpatij,

. AICD,ecflevta.c.BD,ado.c.trianguli, ACD ;idcit

2L o him, B D, fpatij, A | CD, quadruplum effe. i3

~ . Smliter probabimuso.l. B D, ad o, . fpatij , ALCD,

s2.huits effe ye 0.99.BD,ad 0.qq.trianguli, AC D ; nemp¢ ipfum,

B D, fpatij, ALCD;quintuplum effe. L X

Ec fic fi probetur o. p. BD, deinceps fubfequentes o. p.

trianguli, A CD,cum illis ciufdem gradus, effe fextuplas,
r.huins fcrtuplas,ocmpfas,&c. eodem modo oftendetur Fzral-

lelogrammum, B D, efle fextuplam quinti {parij , {eptu=

plum fexti, octuplum feptimi, & ficininfinitum.

Fonte: Cavalieri

as areas dos espacos AGCD, AHCD, AICD e ALCD:

b b 2
AGCD:/ yldac:/ W= U % - ABOD — 24GCD
; b b2 T2

b b 2 b3 b
AHCD:/ dexz/ “bide: a =%:>ab:ABCD:3AHCD
0 0

[EReE)
’ " o o M _ab o _ ABOD - 4A1CD
AICD: 0y3d117: OFd(E:ﬁXZ:Zja = =4

b b axt a UV ab
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Em termos de indivisiveis, usando somatorios de retas “indivisiveis”,
podemos estabelecer as seguintes relacoes entre os espacos formados e o para-
lelogramo ABC'D (Cavalieri representava este paralelogramo por BD):

b a
1? espago: AGCD = — = — Z _ X =2
Z z Z (1

T

pois a area do paralelogramo ABC'D ¢ o dobro da area do “triangulo” AGCD.

Temos também que

b? Ya Y0 Y a

2°esa0:AHCD:>——— =
o = Y na? Lyl

3 3 3

3° espaco: AIC’D:>b—3—— 2. Zbgz Za3
z DYz DT P

b4 b4 4

4° espago: ALCD:>—4—— 20 _ X 1= Za4
x Zy4 > >

Assim, a determinacao das areas dos espacos foi reduzida, em cada caso,

a comparacao das somas das poténcias das retas do paralelogramo ABC'D com

as somas das mesmas poténcias das retas do triangulo AGCD, isto é, Z—,
Y1

a? Yad yd
Yt 2wt Yt
Mas, Cavalieri ja conhecia estas poténcias e nas proposi¢oes 19, 20, 21
e 22 de sua obra “Exercitationes geometricae sex”, demonstrou que, respecti-
vamente, Za Za =3, Z i Za =D.
U Z yi? Z y,° Z it
A proposigao 19 (figura 4.52), traduzida de Cavalieri (1647, p. 272),

nos diz que

Seja um paralelogramo qualquer com uma diagonal da base
desenhada: Todas as retas do paralelogramo sao duas vezes
todas as retas de qualquer um dos triangulos (CAVALIERI,

1647, traducao nossa).
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Figura 4.52: Proposicao 19 de Cavalieri

Fonte: Cavalieri

A proposi¢ao 20 (figura 4.53), traduzida de Cavalieri (1647, p. 272),

nos diz que

Da mesma forma, a mesma regra: todos os quadrados do pa-
ralelogramo AD s3o trés vezes todos os quadrados de qual-
quer um destes triangulos, ACF, FCD (CAVALIERI, 1647,

traducao nossa).

Figura 4.53: Proposicao 20 de Cavalieri

Fonte: Cavalieri
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A proposicao 21 (figura 4.54), traduzida de Cavalieri (1647, p. 273),

nos diz que

Da mesma forma, a mesma regra: todos os cubos do parale-
logramo AD sdo quatro vezes todos os cubos de qualquer um
destes triangulos, ACF, FCD (CAVALIERI, 1647, traducao

nossa).

Figura 4.54: Proposicao 21 de Cavalieri

P'ROPOSITIO XXI.

In codem Schemate , vegula eadem : omnes cubiparale
kbgumﬂl ,eAD, qudupli erunt ommium
cuborum curwfuss diclorum triangulo~

rums ACF,F C D,

Fonte: Cavalieri

Struik (1969), em notagdo moderna, traz as demonstragdes que provam

2.a > a’ > a’

que =— =2, = =3 e
>y > y? >

reproduzi-las aqui, com interpretacao nossa, utilizando a figura 4.56.

= 4 (utilizando y em vez de y;). Vamos

Sejam NE || BG || AF, de modo que HE = BM, NH = MG. Tome
HE = x, NH = y, AF = a. Logo, z+y =a = Y. o+ Y.y =) a
Quando somamos todas as linhas paralelas a NE, de AF a CD, para cada
NH, corresponde uma e somente uma MG. Mas, uma vez que HE = BM =
> x =) y. Consequentemente,

Zx+2y:22x22a:>%:2:>%:2

sendo > x a area do triangulo FCD, >y a area do tridngulo FAC ¢ > a a

area do paralelogramo.
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Figura 4.55: Demonstragao da Proposicao 21 de Cavalieri

i S FD
parall rmm,ﬁ[l Id .tra Il FDC H..
mmﬂ:g dllhlmdn, [gn Ln&g'l.!.ll ) riz

e eipla. 0.c.c1go, AD, nuuu[!aa:ruan.q.n
ub 0.q. FT ranguin :

.'_ﬂ-_--.'l.:.“.' iy I '*, hhl.

, & 3. aa-n.ho.i.'

i e ﬁc' #.:F?: .~. BT
| - ;.f;«‘;nfuhu.l.u-hugnlr,l?.
%EHW ACk ba:
CD2afab o o, waogull F ﬁ i
sduivs [orum, mcqfnc"ﬂ LA

e g
factolub

Fonte: Cavalieri
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Figura 4.56: Paralelogramo utilizado para demonstrar as poténcias de Cavalieri

A F

Fonte: Struik

Agora, temos que (z+y)? = 22 +2ry+y? =dled r=>y=> 2° =

S y2, logo
ZxQ—I—ZZIy—i—ng :ZGQ
22:152—1—2293?;:2@2 (4.5)

1
Para encontrar ) | xy, podemos escrever z = §a+z ey = ia—z. Entao

1 1 1
E :vy:E (§a+z> (§a—z)zg ZCLQ—E 22
A 2 _ 1 2
Por triangulos semelhantes, obtemos ) 2% = sz . Consequente-

nyzziaz_izxz

Substituindo o valor encontrado na equacao 4.5, temos

2Zm2+2(22a2—32x2) :2Zx2+Z%a2—%Zx2:Za2:>
;ZxQZ%Zﬁéi’)ZxQ:ZaQé

UFTM PROFMAT

mente,




CAPITULO 4: Alguns conceitos sobre limite na Europa Medieval e no século XVII 111

2 2
DDLPIND DI

> a2 Sy

Utilizando ainda a figura 4.56, vamos trazer a demonstracao feita por

Struik (1969), em notacdo moderna, para a proposi¢ao 21 de Cavalieri. Inici-

almente, temos que

Sle+y)?  Y+y? Ya® 3

= = — (como acabamos de demonstrar) =

> (x+y)a? et a1
Z(m—l—y)s:3Z(x+y)x2:32(x3+x2y) :3Zx3+32x2y

Mas, temos também que

Z(:U—iry)g:Zx3+2y3+32xy2+32x2y

logo,
S>> P +3) w+3) aty=3) 2 +3) 2%y
Subtraindo 33" 22y de ambos os lados da equagio, temos
DB+ P 43) aPf=3> o
mas, como Sz = Yy = Y 2% = 43, temos que
St +Y P 43> =2 2P +3) =3 2t =
3Y wyt =) 4

De modo andalogo ao que acabamos de mostrar, usando agora a relagao

> (r+y)’
> (r+y)y*

encontramos que

3Zx2y22z3
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Entao,
SNt +Y P +3> w3 =D 2+ ) Y Py P

Zm3+2y3+32xy2+32x2y:Z(ery)g:ZaS :4ZZE3 =

Y, Yad
2373_4:>Zy3_4

A proposigao 22 (figura 4.57), traduzida de Cavalieri (1647, p. 274),

nos diz que

Da mesma forma, em qualquer paralelogramo com uma dia-
gonal da base desenhada: todos os quadrados dos quadrados
do paralelogramo sdo cinco vezes todos os quadrados dos
quadrados de qualquer um dos tridngulos formados pela di-
agonal (CAVALIERI, 1647, traducao nossa).

Figura 4.57: Proposicao 22 de Cavalieri

PROPOSITIO XXIL

2o, ac regula bafi: omnia quadratoquadrata paral-

- ’b’ogr:ﬁm& quintupla funt omusum quadratogua-
dratorum cusufuss trianguloram per ipfam dsametrum
conSiutuiorum .

Fonte: Cavalieri

De acordo com Baron e Bos (1985), estas poténcias foram descobertas
por Cavalieri com trabalho arduo, muita engenhosidade e algum conhecimento
da expansao binomial em poténcias inteiras. Além disso, Cavalieri nao usou

nenhuma notacao algébrica e isto dificulta ainda mais o entendimento de suas
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demonstragoes. Ainda segundo Baron e Bos (1985), usando esse método sis-
tematicamente, Cavalieri conseguiu construir as razoes entre as somas de po-
téncias sucessivas das retas do paralelogramo e das retas do triangulo. Além
disso, ele foi capaz de usar estes resultados para a quadratura e a cubatura de

um grande nimero de curvas e solidos, incluindo as espirais.

Para calcular areas (ou volumes) de figuras curvas, Cavalieri utilizou
a ideia da soma de infinitos pontos “indivisiveis” formando retas e da soma
de infinitas retas “indivisiveis” formando superficies, ideia essa que é utilizada

hoje em dia no céalculo de areas (ou volumes) pelo conceito da Integral.

Segundo Pinto (2008), Cavalieri foi duramente criticado na época, em
sua concepcao de indivisivel, por nao apresentar o rigor matematico desejado.
Um de seus maiores criticos foi o matematico suigo Paul Guldin (1577-1642),
que dizia que nimeros infinitos nao podem ser comparados entre si. Cavalieri
teria publicado a obra Ezercitationes Geometricae sex, em 1647, em resposta
aos criticos, apresentando de maneira mais clara sua teoria (GANDT apud
PINTO, 2008, p. 49).

Ainda segundo Pinto (2008), Francois de Gandt afirma que a Filosofia,
a primeira vista, aparece como um obstaculo ao estudo dos indivisiveis de
Cavalieri e que este se esquivou desta discussao afirmando que sua teoria é
valida, aceitando-se ou nao que o continuo é composto por pontos. Além
disso, Cavalieri ndao parecia preocupado em transgredir a Filosofia, mas sim

em chegar a resultados falsos ou estéreis.

No entanto, segundo Baron e Bos (1985), outros matematicos consi-
deravam os indivisiveis de Cavalieri uma ferramenta poderosa na solucao de
problemas e tentaram modifica-los para justificar sua utilizacao. Um destes
matematicos foi Gilles Personne de Roberval (1602-1675), que concentrou suas
discussoes sobre os indivisiveis inteiramente nos ntimeros figurados dos pita-

goricos e suas propriedades.
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CONSIDERACOES FINAIS

Inicialmente, em civilizacoes antes dos gregos, encontramos a ideia de
“limite” embutida em aproximacoes para o calculo de areas. Primeiro, em
figuras planas mais complexas transformadas em figuras mais simples como
o retangulo, através de transformacoes geométricas elementares. Apos essas
transformacoes, ficaria mais facil “quadrar” essas figuras. Depois, em aproxi-

macoes por falta e por excesso, para o valor da area de um circulo.

Ja com os gregos, além da ideia anterior, que também foi absorvida por
esta civilizacao, ainda notamos a ideia de limite com os pitagoricos, quando es-
tudaram seus quatro elementos “indivisiveis” (1 - ponto, 2 - reta, 3 - superficie,
4 - solido) que formavam todo o universo, sendo que infinitos pontos formam
retas, infinitas retas, superficies e infinitas superficies, sélidos. Também no-
tamos a ideia de limite com Zenao, através dos seus paradoxos, que levam a
uma contradicao: o espaco e o tempo sao infinitamente divisiveis e o espaco e
o tempo nao sdo infinitamente divisiveis. Porém, usando argumentos logicos,
uma proposi¢ao nao pode ser e nao ser, ao mesmo tempo. Onde estd o erro
nisso tudo: nas suposicoes iniciais, na estrutura logica usada ou na nossa ideia
de movimento? Estes paradoxos s6 poderiam ser resolvidos com as ferramen-
tas que temos hoje em dia, como por exemplo a soma de uma série infinita e

o conceito de fungoes continuas.

Em relagao aos dois tltimos paradoxos de Zenao citados no nosso tra-
balho, podemos fazer uma ligagdo com o nosso dia-a-dia. Ao analisarmos os
relogios analogicos, é mais comum encontrarmos rel6gios analégicos “discretos”
onde, a cada segundo, o ponteiro dos segundos se move em direcao ao proximo

segundo. Estes tipos de reldgios podem nos dar a falsa impressao de que existe
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um menor elemento indivisivel (no caso, o segundo), quando falamos de tempo.
Porém, o tempo é uma quantidade continua, e sempre podemos dividir uma
unidade de tempo em uma unidade menor do que a anterior. Por exemplo, o
segundo pode ser dividido em milésimos de segundo. J4 os relogios analogicos
“continuos” mantém o ponteiro dos segundos em constante movimento, dando
a impressao correta de como o tempo se move. Na pratica, nao sentimos di-
ferenca entre estes dois tipos de relogios. Porém, somente o relogio analogico

“continuo” pode ser considerado matematicamente correto em sua operacao.

Ainda com os gregos, vimos outra ideia relacionada com o conceito de
limite: a descoberta dos incomensuraveis. Esta descoberta é cercada de lendas,
porém o que podemos perceber de fato, é que ela trouxe novas discussoes
e gerou novos conhecimentos matematicos. Outro conceito que estudamos
neste trabalho, através de “Os Elementos”, esté relacionado com razoes entre
grandezas e razoes entre nimeros. Nesta época, s6 era possivel relacionar
entre si grandezas de mesma dimensao, ou seja, pontos com pontos, retas
com retas e superficies com superficies. Posteriormente, com os “indivisiveis”
de Cavalieri, houve a quebra desta restricao dimensional, quando com infinitas
retas “indivisiveis” formamos superficies e com infinitas superficies “indivisiveis

formamos solidos.

Apos o estudo de alguns trabalhos da Matematica Grega, especialmente
de Arquimedes, compreendemos melhor algumas demonstracoes que calculam
a area de determinadas curvas, utilizando-se do limite de figuras circunscritas
e/ou inscritas a estas. O Teorema do Confronto (ou Teorema do Sanduiche),
presente hoje em dia nas disciplinas de Calculo, utiliza basicamente a mesma
ideia destas demonstracoes. Para exemplificar, considere uma figura X. Se
tanto o limite das areas das figuras inscritas quanto o limite das areas das figu-
ras circunscritas a esta figura “tendem” a A, entao, pelo Teorema do Confronto,

a figura X tem area A.

Além disso, compreendemos melhor um método de demonstracao muito
utilizado ao longo da Histoéria da Matemaética, especialmente por Arquimedes,
que é o método da exaustdo (ou absurdo duplo). Através deste método, para

provar que determinada grandeza A é igual a uma grandeza B, supomos que
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A < B e, depois, que A > B e chegamos a dois absurdos, s6 nos restando que
A = B. Vimos também que este método foi visto como essencial até o final
do século XVII. A partir dai, segundo Baron e Bos (1985), os matematicos se
cansaram da repeticao constante do método e adotaram a pratica da passagem

direta ao “limite”.

Buscamos compreender melhor as trés primeiras proposigoes de Arqui-
medes, sobre a quadratura da Parabola, pois as demonstracoes destas propo-
sicoes foram perdidas ao longo do tempo. Mesmo usando conceitos modernos
de Geometria Analitica, de Geometria e do Calculo, nao foi facil “demonstrar”
as propriedades presentes nestas trés proposicoes. Este estudo se fez neces-
sario, pois os resultados destas trés proposicoes é usado posteriormente nas
demonstragoes das outras proposicoes, referentes a quadratura da Parédbola.
No estudo dessas outras proposicoes, Arquimedes utiliza artificios para calcu-
lar somas infinitas sem usar a ideia do “limite” e, para confirmar o valor da

area do segmento parabdlico e da espiral, utiliza o método da exaustao.

Ao analisarmos alguns trabalhos de Cavalieri, utilizamos suas obras
originais escritas em latim. Mesmo com o auxilio de tradutores na Internet,
nao foi um trabalho facil traduzir suas obras para algo proximo do original.
Neste sentido, pensamos que um curso de latim (mesmo que basico) é essencial

para quem quer compreender melhor alguma obra neste idioma.

Em nosso trabalho, percebemos que a busca por fontes originais pode
ser bem trabalhosa, principalmente quando buscamos por autores mais antigos.
Em alguns casos, algumas obras simplesmente se perderam ao longo do tempo,
impossibilitando uma anélise mais precisa dos fatos. Em outros casos, as
obras originais podem estar escritas em um idioma que nao temos facilidade
para traduzir. Nestes casos, o que nos resta é utilizar fontes nao originais.
Porém, devemos ter muito cuidado ao analisar estas fontes, pois estas podem
trazer modificagoes importantes na estrutura das obras, além de comentarios

adicionais que podem comprometer a originalidade dos dados.
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