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Resumo

O ensino dos Numeros Complexos é de grande importancia no ensino médio. Porém o que
vemos, historicamente, é um desenvolvimento estritamente algébrico e formal, com auséncia
de significado, mal compreendida pelos alunos e fora de contexto.

O objetivo desse trabalho é propor uma discussao sobre o ensino e aprendizagem dos
nimeros complexos, explorando sua geometria dos pontos de vista tedrico e computacional.

Nesse percurso abordaremos o assunto com embasamento histérico, mostrando os impas-
ses e limitacoes dos matematicos em cada época para a aceitacao desses nimeros e evolugao
do seu estudo. Também trataremos o contetido sob os aspectos geométricos de uma forma
dinamica que é adequada para facilitar e auxiliar ainda mais a compreensao.

Dando suporte a todo o trabalho estd o emprego de recursos computacionais que sao,
atualmente, importantes ferramentas a favor do processo de construgao do conhecimento
matematico, visto que a visualizacao contribui grandemente para tal. Entre eles destaca-se
o software livre GeoGebra 5.0, que é acessivel e de facil utilizacao.

Além de recursos didaticos procuramos mostrar as aplicagoes dos Numeros Complexos
em outras areas do conhecimento, permitindo assim praticas docentes mais coerentes com o

perfil dos alunos da sociedade atual.

Palavras-chave: ntimeros complexos; ensino médio; geometria; aplicagoes; recursos com-

putacionais.



Abstract

The teaching of complex numbers has a big importance in high school, but what we see
historically is a strictly algebraic and formal application, meaningless, poorly understood by
students and out of context.

The goal of the present work is to propose a discussion about teaching and learning of
Complex Numbers, exploring it’s geometry from theoretical and computational points of
view.

Along the way we will approach it with a historical basis, showing the impasses and
limitations of mathematicians in each time for the acceptance of these numbers and evolution
of their study. Also we treat the content in the geometric aspects in a dynamic way, which
is adequate to facilitate and further assist the understanding.

Supporting all the work is the use of computational resources that are currently an impor-
tant tool in favor of mathematical knowledge construction process, as the visual displaying
contributes greatly to this. Among them stands out the GeoGebra software that is affordable
and easy to use.

In addition to teaching resources we try to show the applications of Complex Numbers in
other areas of knowledge, thus allowing more consistent teaching practices with the profile
of students of modern society.

Keywords: complex numbers; high school; geometry; applications; computing resources.
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Introducao

O ensino de Numeros Complexos é muito importante nas escolas de ensino médio pois de-
sempenham papel fundamental nos mais variados ramos da Matematica e, através destes, em
muitas das aplicacoes em outras areas do conhecimento. O que se percebe, atualmente, é uma
certa resisténcia e descompromisso em abordar tal contetido. Entre muitos outros motivos
que podem ser citados para esse comportamento estd o fato de ignorarem sua relevancia.

Algumas tentativas de amenizar essa situacao ja foram feitas (veja [15]). Esse trabalho
foi pensado no intuito de contribuir nesse processo de melhoria necessaria.

O trabalho esta estruturado em cinco capitulos, da seguinte forma:

No primeiro capitulo, apresentamos as justificativas e os objetivos do trabalho. Uma
analise da situacao atual do ensino de niimeros complexos nas escolas de ensino médio, assim
como dos livros didaticos e da formacao dos professores que atuam nesse nivel. Também
temos algumas possibilidades de medidas que podem ser tomadas para uma mudanca no
cenario a fim de se obter resultados mais efetivos.

No segundo capitulo, um contexto histérico no qual se situam os Numeros Complexos.
Buscamos nao apenas as origens dos conhecimentos matematicos que temos atualmente sobre
esses nimeros, mas também entender a matematica de uma outra época a partir do ponto de
vista do que ela representava para os matematicos em questao e conhecer os “problemas” que
envolveram o surgimento e o desenvolvimento desse objeto matematico.

No terceiro capitulo, fazemos uma revisao detalhada do conteido inicial de Numeros
Complexos na sua forma algébrica, com enfoque nas demonstracoes no nivel de ensino médio.
Esse capitulo foi baseado nas seguintes referéncias: [3], [4], [8], [9], [12], [15], [16], [21].

No quarto capitulo, fazemos a transicao dos niimeros complexos da forma algébrica para
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a forma de par ordenado, representando-o no plano complexo. Fazemos uma equivaléncia
entre os numeros complexos C e o produto cartesiano R x R, e mostramos que R é um
subconjunto de C. Pensamos e analisamos o niimero complexo como um vetor no plano
e determinamos seu modulo. Representamos geometricamente as operagoes com numeros
complexos, obtemos sua forma trigonométrica utilizando-a nas operacoes de potenciacao
e radiciacao. Disponibilizamos aqui também algumas atividades dinamicas que podem ser
utilizadas em sala de aula para melhor consolidar o entendimento das operagoes com niimeros
complexos ja que o aluno podera visualiza-las no plano. Além disso, retomamos a férmula
de Euler citada no capitulo 2 e aplicamos no posicionamento dos ponteiros na construgao de
um reldgio. Esse capitulo foi baseado nas seguintes referéncias: [4], [5], [10], [13], [14], [17],
[10), (201, [211, [23], [26], 27, [28).

Finalmente, concluimos esse trabalho com o intuito de refletir sobre nosso papel de edu-
cadores, proporcionar uma visao critica de nossas praticas pedagogicas e colaborar com a

sua evolucao.



Capitulo 1

Justificativa e objetivos

Percebe-se que o atual ensino da Matematica necessita ser revisto e que, em relagao aos
nimeros complexos, perdemos de vista os valores conceituais, a sua origem e a relevancia de
seu ensino.

A efetiva aprendizagem matematica esta intimamente ligada a compreensao de significa-
dos, ao estabelecimento de relagoes entre os objetos matematicos e as situagoes que envolvam
problemas reais.

Os numeros complexos sao imprescindiveis no curriculo das escolas de nivel médio e
superior. A exclusividade dos nimeros reais para representacoes cotidianas pode reduzir
significados e conexoes. A retirada ou acréscimo de contetdos no curriculo sem uma andlise
detalhada acarreta risco de se perder uma gama de possibilidades e articulagoes das repre-

sentagoes matematicas.

“Desse modo, muitos conteudos importantes sao descartados ou porque se julga,
sem uma andlise adequada, que nao sao de interesse para os alunos, ou porque
nao fazem parte de sua realidade, ou seja, nao hd uma aplicacdo prdtica imediata.
Esta postura leva ao empobrecimento do trabalho, produzindo efeito contrdrio ao

de enriquecer o processo ensino-aprendizagem.” (ver[6])

Esse estudo nos leva a pensar sobre algumas questoes como:

e Qual o motivo de ensinarmos Niumeros Complexos?

3



CAPITULO 1. JUSTIFICATIVA E OBJETIVOS

e Qual a importancia desse conteudo na vida pratica?

e Qual a forma metodolégica mais adequada ao ensino de tal contetdo?

Ao tentar responder tais questoes poderiamos destacar varias aplicacoes importantes dos
nimeros complexos como: vetores e andlise de corrente elétrica (Fisica); analise das érbitas
de corpos celestes (Astronomia); insercao e investigagao de atividades de rotagao, translagao,
homotetias e isometrias (Computacao grafica); produgdo de mapas, inser¢ao de vetores e
sistemas de pares ordenados e producao de rotas e dados informativos (Cartografia); na
prépria matematica promovendo aproximagoes entre diversos contetudos, interligando algebra
e geometria.(veja [1], [7], [25]).

Citando [18§]:

“Para que os nimeros complexos tornem-se mais concretos, precisaremos buscar
um novo conceito numeérico, capaz de renovar a Percepgao que nossos alunos tém

das prdticas matemdticas cotidianas.”

Buscando significados e contextos, o conhecimento matematico deve levar em conta a
histéria da matematica, que possibilita sua compreensao como um saber historicamente
construido, propicia um rever da forma de apresentacao do contetudo, revelando seu grau de

importancia tanto no passado como sua resignificacao no presente. Citando [6]:

“O conhecimento matemdtico deve ser apresentado aos alunos como historica-
mente construido e em permanente evolugcao. O contexto historico possibilita ver
a Matemdtica em sua prdtica filosofica, cientifica e social e contribui para a com-

preensao do lugar que ele tem no mundo.”

Os dados apresentados pelos resultados das avaliagoes da Prova Brasil e do Saeb reali-
zadas em 2013, segundo o relatério “De Olho nas Metas 2013-2014”do movimento “Todos
Pela Educacao (TPE)”, mostram que somente 9,3% dos alunos de 3° ano do Ensino Médio
aprenderam o considerado adequado em Matematica e isto, certamente, nao é diferente ao
que se refere aos niimeros complexos.

A grande maioria dos livros didaticos de Matemética no Brasil, apesar de manterem os

4



CAPITULO 1. JUSTIFICATIVA E OBJETIVOS

nimeros complexos, nao se preocupa com o desenvolvimento historico do contetido e suas
aplicagoes. Fazem uma abordagem geométrica superficial e nao citam o fato de que foi a
resolucao das equagoes do 3° grau que obrigou os matemdaticos a encararem os numeros
complexos. Enfim, apresentam o conteido de forma abstrata e descontextualizada. Em
funcao de sua ligacao mais imediata com a realidade, a geometria pode desempenhar um
papel privilegiado no ensino dos niimeros complexos.

As discussoes geradas pelos resultados das avaliacoes da Prova Brasil e do Saeb sao
importantes mas devemos analisar também a formacao do professor de matematica. Os
nimeros complexos nao sao estudados de forma adequada no Ensino Superior por serem
considerados conhecimento basico e, no Ensino Médio, sao evitados ou deixados para o final
do planejamento por serem considerados pouco necessarios.

Outra pratica docente a ser considerada e que muito contribui para a aprendizagem
¢é a utilizacao da tecnologia que, atualmente, esta acessivel a maioria dos profissionais da
educacao. Os recursos computacionais disponiveis atualmente sao intimeros, bem diversifica-
dos e constituem uma importante ferramenta auxiliar no trabalho pedagogico, aprimorando
a forma de ministrar aulas, tornando-as mais dinamicas.

Esse trabalho é uma tentativa de contribuir com o ensino dos nimeros complexos abor-
dando o tema de forma mais atrativa , por um lado, despertando um maior interesse por
parte dos alunos e, por outro, como um respaldo aos professores de matematica do ensino

médio. (veja[24])






Capitulo 2

Contexto Historico dos Numeros

Complexos

No século XII, Bhaskara, um matematico e astronomo indiano, escreveu:

“O quadrado de um nimero (positivo ou negativo) € positivo ... nao existe raiz quadrada

de um nimero negativo, pois um nimero negativo nao é um quadrado.” (veja [2])

Por mais de trés séculos nenhum significado foi dado a v/—1 , portanto equacdes como
22 + 1 = 0 simplesmente nao tinham solucao.

Nao foi a resolucao de problemas envolvendo equacoes do segundo grau que motivou a
necessidade de se considerar raizes quadradas de numeros negativos. No século XVI, na
Italia, a resolucao de problemas envolvendo equagoes do terceiro grau impeliu matematicos
a investigarem essa ideia.

Por volta de 1500, Scipione Del Ferro, um matemaético italiano, encontrou uma férmula
para resolver equacoes do tipo 2® + px + ¢ = 0 apresentando resoluciao para problemas que
necessitavam de tais raizes, porém morreu sem publicar sua descoberta.

Niccolo Fontana, matematico italiano, cujo pseudonimo era Tartaglia, em 1535, também
conseguiu encontrar uma férmula para a resolucao de equacgoes do terceiro grau. Ele nao sé
deduzia as resolucoes como também resolvia equacoes do tipo x® + pa? + ¢ = 0. Tartaglia

nao quis publicar seu método, mas revelou-o sob sigilo a Girolamo Cardano, matematico
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CAPITULO 2. CONTEXTO HISTORICO DOS NUMEROS COMPLEXOS

italiano, que por sua vez passou a seu aluno Lodovico Ferrari que conseguiu, a partir disso,
elaborar um método para a resolucao de equagoes do quarto grau.

Em 1545, Cardano publicou em sua obra Ars Magna o método de Ferrari e, consequen-
temente, a formula para resolucao de equacoes do terceiro grau de Tartaglia. Essa formula
é conhecida até hoje como férmula de Cardano.

Todos esses matematicos eram capazes de resolver equacoes escritas como 23 +ax+b = 0,
admitindo os nimeros a e b como negativos, desde que tivessem apenas uma raiz (real).

A “formula de Cardano”consiste em:

— 3/_b ad | b 3/_ b [a® | b2
$_\/2+\/27+4+\/2 o7 T 1

No caso de g + % ser menor que zero, a férmula de Cardano parece nao ter sentido ja
que nao lida com o problema de raiz quadrada de nimero negativo, ainda que o valor final
seja um numero real.

Ainda em 1545, Cardano expos o desafio de encontrar a raiz da equacao 22 +10z+40 = 0,
ou seja, encontrar dois nimeros z e ¥, tais que z+y = 10 e z.y = 40. As raizes dessa equacao
podem ser escritas como 5 4+ +/—15 e 5 — /—15. Tais raizes eram tratadas como “misticas”,
“impossiveis”, “ficticias”, de “existéncia simbodlica”ou “imaginarias”. A publicacao da obra
de Cardano deu um novo impulso ao estudo da &dlgebra.

Em 1572, um algebrista chamado Raphael Bombelli, nascido em Bolonha, na Itélia,

publicou um livro chamado Algebm onde apresenta os estudos de Cardano de maneira mais

clara. Ele aplica a férmula & equacao 2 = 15z + 4 e obtém:

r=v2+/—121 + /2 — /121

Bombelli, sabendo que x = 4 é solucao dessa equacao, decide tratar as raizes quadradas de

¢

numeros negativos como se fossem “verdadeiros nimeros”. Ele percebe que a raiz ctibica de

2 + /=121 pode ser um niimero da forma a + v/b e que, da mesma maneira, a raiz cibica

de 2 — v/=121 pode ser da forma a — v/b. Logo, x = a + vb + a — v/b = 4, deduzindo

8



CAPITULO 2. CONTEXTO HISTORICO DOS NUMEROS COMPLEXOS

a=2eb = —1. Bombelli constata o quao valiosa é sua descoberta e escreve: (veja [22])

“Eu achei uma espécie de raiz cubica muito diferente das outras, que aparece no capitulo
sobre o cubo igual a uma quantidade e um nimero. |[...] A principio, a coisa toda me pareceu
mais baseada em sofismas que na verdade, mas eu procurei até que achei uma prova.”

Com isso, Bombelli conseguiu solucionar equacoes que Cardano considerava impossiveis.
A obra de Bombelli é a primeira exposi¢ao de niimeros complexos como entes matematicos
plausiveis para resolucao de problemas reais. Ele conseguiu organizar esses niimeros e esta-
belecer regras para a adigao, a subtracao e a multiplicacao entre eles.

Bombelli determinou que:

(V-D)(V-1)=-1

(—vV-D(/-1)=1

(—V-D(=v-1)=~-1

(ED(=vV-1) = F(V-1)

Sobre a adi¢ao enunciou a soma de nimeros complexos:

(a+by=1)+ (c+dv=1) =(a+c) + (b +d)v—1

Em 1629, Albert Girard introduziu a utilizacio do simbolo v/—1. Ele afirmou que uma
equacao polinomial de grau n tem n solugoes, porém nao estabeleceu que essas solugoes eram
obrigatoriamente nimeros complexos.

O matemético alemao Leibniz (1646 - 1716) considerava a raiz quadrada de -1 como uma
manifestagdo do “Espirito Divino”. Ele escreveu: “/...] o Espirito Divino encontrou um
escape sublime naquela maravilha da andlise, aquele portenho do mundo ideal, aquele anfibio
entre ser e nao-ser, que chamamos de raiz imagindria da unidade negativa.” (veja [2])

O francés René Descartes, em 1637, foi o primeiro a utilizar os termos “real” e “ima-
gindrio” em sua obra Géométrie, onde aparece: “Nem sempre as raizes verdadeiras (po-
sitivas) ou falsas (negativas) de uma equag¢ao sao reais. As wezes elas sdo mmaginarias”.
Em 1639, René Descartes inseriu a idéia de coordenadas e a representacao do plano que
chamamos, em sua homenagem, de representacdo cartesiana .

Em 1707 nasceu Leonhard Euler em Basiléia, na suica, considerado um dos matematicos

que mais contribuiu para o desenvolvimento do estudo dos ntiimeros complexos. Foi ele quem
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usou, pela primeira vez, o simbolo i para representar v/—1, além de definir toda simbologia
desses nuimeros. Euler passou a estudar ntimeros da forma z = a + bi onde a e b sao niimeros
reais e 2 = —1 .

O francés De Moivre fez uma correspondéncia entre trigonometria e niimeros complexos
elaborando uma férmula. Euler aprimorou essa férmula com o acréscimo do conceito de
exponencial de niimeros complexos. Ele escreveu: ¢ = cosf) + i.senf. Se § = 7 , tem-se
¢™ +1 = 0. Na matemadtica, essa férmula é considerada uma das mais belas, pois relaciona
nimeros inteiros, nimeros irracionais transcendentes e a unidade imaginaria 1.

Caspar Wessel, Jean Argand e Carl Friedrich Gauss estudaram e obtiveram, de forma
independente, a representacao grafica dos niimeros complexos.

Gauss, em sua tese de doutorado, em 1798, demonstrou que toda equagao algébrica de
grau n > 0 e coeficientes complexos, tem pelo menos uma raiz complexa; estava assim
definido o Teorema Fundamental da Algebra. Além disso, em 1831, Gauss prosseguiu com
a idéia de Argand pensando nos nimeros a + by/—1 , como coordenadas de um ponto no
plano cartesiano, tendo deste modo (a,b) . Ele deu também uma interpretagdo geométrica
para a adicao e a multiplicacao dos simbolos, o que facilitou o trabalho dos matematicos
com numeros imaginarios podendo, agora, visualiza-los como pontos no plano. Com essa
interpretacao geométrica concreta exclui-se o “imaginario” dos entes fantasticos de Bombelli.
Gauss escreveu:

“[...] A realidade dos nimeros negativos € suficientemente justificada, ja que em muitos
outros casos eles encontram uma interpretacao adequada. Hd muito admite-se isso, mas as
quantidades imagindrias — antigamente, e agora ocasionalmente, chamadas impropriamente
de 1mpossiveis, por serem opostas as quantidades reats — sao antes toleradas que inteira-
mente aceitas; parecem mais um brinquedo inconsequente com os simbolos, ao qual se nega
um substrato sem hesitacoes, um substrato concebivel, até mesmo por aqueles que nao me-
nosprezariam a rica contribuicao que este brinquedo com os simbolos prestou ao tesouro das
relagoes entre quantidades reais [...]” “uma existéncia objetiva pode ser atribuida a esses
entes imagindrios.” (veja [11])

Em 1832, por fim, Gauss introduziu a expressao “Numeros Complexos”.

10



CAPITULO 2. CONTEXTO HISTORICO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Em 1837, Sir William Rowan Hamilton formulou a apresentacao dos ntimeros complexos
como pares ordenados de nimeros reais que utilizamos atualmente, escrevendo as defini¢oes
geométricas de Gauss na forma algébrica.

A construcao dos niimeros complexos foi um processo que levou por volta de trés séculos,
enfrentou varias barreiras e dificuldades, passou por conflitos entre egos inflados e reais
interesses cientificos. Esse processo mostra que a matematica é uma ciéncia viva e construida

por geracoes continuamente.
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Capitulo 3

Conceitos Basicos Algébricos

Vimos, no capitulo 2, que foi o matematico alemao Leonard Euler quem utilizou pela primeira

vez a letra ¢ para simbolizar v/—1. Ele estudou niimeros da forma z = a + bi onde a e b sao

nimeros reais e i2 = — 1, definindo toda a simbologia nos nimeros complexos.

3.1 Motivacao

Vejamos, agora, uma motivagao para a definigao de niimeros complexos.

Sabemos que nos reais nao existe um nimero com a propriedade de que seu quadrado
seja igual a — 1. Porém, definindo-se a existéncia de um niimero 4, nao real, tal que 2 = —1,
a resolucao de muitos problemas matematicos torna-se viavel. Com o surgimento desse novo

tipo de nimero, foi possivel resolver equacoes que em R nao tém solugao. Por exemplo:
(E1) 22+1=0

Sabemos que nao existe  real tal que x seja solu¢do da equagao (E1).

Note que:

?+1=0 & 22=-1

e sabemos que:
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3.1. MOTIVACAO CAPITULO 3. CONCEITOS BASICOS ALGEBRICOS

=1 & V2=V1 & J|z|=1 & ax=+1,
=2 & Vai2=V2 & |z|=|V2| & 2z=+42

Assim podemos definir ¢ = /—1, e portanto
??+1=0 & 2*=-1 & x=+/-1 & x==%1i
Dai, 22 + 1 = 0 tem pelo menos duas raizes, ie — 4, isto 6, 2 =—1 e (—i)?=—1.
Considere agora a seguinte equagao algébrica:
9 5
(EQ) ¢+ x+ Z =0

Note que E2 é equivalente a

1\ 1\?
(x + 5) 4+ 1=0, quetambém é equivalente a (a: + 5) =—1.
1 2
Fazendo y=uxz+ 5 teremos que y° = — 1.
. . . r , .
Assim, y = * 1 e, portanto, =z = 3 +1 e x = 5~ 1 sao raizes da equacao
5
2 - =0.
r°+x+ 1

Considere a equagao mais geral:
(EG) ax?+bxr+c=0,com b* —4dac < 0.
Note que EG é equivalente a

b
a{ﬁ—l——x—l—E]:O,com b? — 4ac < 0.
a a
5 b c , b c
Note que, al|z°+-2x+—-|=0 < z°+-2x+—=0, com a #0.
a a a a

b c
Observe que 2?4+ -z + — =0, com a # 0 é equivalente &
a a

14
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Resumindo,

r satisfaz az? +br+c=0,com b?>—4ac <0 ,seesomentese, x satisfaz

(4 L) =yt

2a 4a?

Note que ,

b\’ (4ac — b?) / \/ 4ac - 172)
=(—1
($ * Qa) D)= 4a? a: i 2a <

‘\/ 4ac—b2 o x+_:i1\/4ac—b2

2a 2a
Assim, as raizes de az? 4 bz 4+ ¢ = 0, com b — 4ac < 0, sdo:

=

—b _ Vdac — b?
r=—=+] ——
2a 2a

Isso motiva a definicao de que o conjunto dos nimeros complexos, denotado por C, é

dado como:

C={a+bi,a,beR}

3.2 Poténcias de i

Considerando a unidade imaginéria 4, calculemos o valor de ¥ | i', 2, i3, i*, e analisemos 7",
n > 4.

o =1

o il =

15



3.2. POTENCIAS DE I CAPITULO 3. CONCEITOS BASICOS ALGEBRICOS

Observe que i = ¢ = 1.

Dai, ** = (*)¥ = 1¥* = 1, ou seja, toda poténcia de i com expoente multiplo de 4 serd
igual a 1.

Vejamos agora o que ocorre com quando i esta elevado a expoentes maiores que 4 e nao
multiplos de 4.

= (ki =18 =

W= (k2 =1 (-1) = -1

PR = (kP =18 (i) = —i

4

Observemos que as poténcias de ¢ comecam a se repetir depois de ¢*. De modo geral,

T

temos que para n = 4m +r , " =" = )" =174 r

=4" sendo r o resto da

divisao de n por 4.

Em outras palavras: =1 & n=rmodd

Exemplo 1: Vamos calcular 2!,
Resolucao:
Sabemos que 21 =4 . 5 + 1.

Logo, 2! = i**+1 = (*)> . i = 1%.i = i

Exemplo 2: Calcule ¢%.

Resolucao:
Sabemos que 503 = 4 . 125 + 3.
LOgO 2’503 — Z~4.125+3 — (,L'4)125 ) 2'3 — 1125 . (—Z) = —3

Exemplo 3: Calcule :™.
Resolugao:

Sabemos que 74 =4 . 18 4 2.
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CAPITULO 3. CONCEITOS BASICOS ALGEBRICOS 3.3. FORMA ALGEBRICA

Logo, o™ = i*1%72 = (¢#H)18 . 2 =118 _ (—1) = —1

3.3 Forma Algébrica

Todo nimero complexo pode ser escrito na forma algébrica a + bt , como vimos na secao
4.1, onde a é a sua parte real e o nimero real b é a sua parte imagindria. Utilizamos
comumente a letra z para representar cada elemento do conjunto dos nimeros complexos.
Logo, z = a + bi € C.

Indicamos por:
a = Re(z) e b=1Im(z)

Exemplo 1: Seja o niimero complexo z = —4 + bHi.

Temos que Re(z) = —4 e Im(z) =5

Exemplo 2: Seja o nimero complexo z = —4 .
Temos que Re(z) = —4 e Im(z) =0

Quando Im(z) =0 , dizemos que z é um nimero real.

Exemplo 3: Seja o nimero complexo z = 2i.
Temos que Re(z) =0e Im(z) =2

Quando Re(z) =0 , dizemos que z é um namero imagindrio puro.

A igualdade de nimeros complexos na forma algébrica fica definida:
Dois niimeros complexos sao iguais se, e somente se, possuem partes reais iguais e partes

imagindrias iguais.

3.4 Operacoes

Veremos agora como ficam definidas, na forma algébrica, as operagoes com nimeros com-

plexos e suas respectivas propriedades.
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3.4. OPERACOES CAPITULO 3. CONCEITOS BASICOS ALGEBRICOS

3.4.1 Adicao

Definicao 3.4.1 A soma de dois niumeros compleros € um niumero complexro cuja parte
real € a soma das partes reais das parcelas e cuja parte imagindria € a soma das partes

imagindrias das parcelas.
(@a+bi)+(c+di) = a+c+bi+di = (a+c)+ (b+d)i

Exemplo 1: Efetue a adi¢ao (—5 — 3i) + (8 —1).
Resolucao:

(—5—3i))+(8—i)=-5+8—-3i—i=(—-54+8)+(-3—-1)i=3—4

Exemplo 2: Sejam 2z =x+3i e 25 =542yt . Determine = e y de maneira que
21+ 29 =7—1.
Resolugao:

2t = (r+8)+ (5+20)=(7T-1) = z+5+8+2=(7-1) =

= (z+5)+B3+2)i=(7T-1)= z+5=7 ¢ 3+2y=-1 =

= x=2 e y=-2

Exemplo 3: Calcule (14 2i) + (3 — 44) + (=5 +1).
Resolugao:

(1+2)+B—4)+(-54+i)=143-5+4+2i—4di+i=—-1—1i

Propriedades da Adicao
Vejamos as propriedades da adicao. Seja: 21 = a+bi , 20 =c+di e z3 = e+ fi.

A-1 Propriedade associativa

(z1 4+ 22) +23=21+(22+23) ,V21,20,23€C
A-2 Propriedade comutativa

21+ 29=20+21,V21,20€C

A-3 Existéncia do elemento neutro

Jde, €Clz+e,=2,V2zeC
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A-4 Existéncia do elemento simétrico

VzeC,320meC|z+20m=e,

Demonstragao

A-1

(21 + 22) + 23 =[(a+bi)+ (c+di)|+ (e+ fi) =[a+c+bi+di] + (e + fi) =
=[(a+c)+ (b+d)i]+ (e+ fi)=[(a+c)+e|+[b+d)i+ fi] =
—lla+c)+e]+[0+d) + fli=la+ (c+e)]+ b+ (d+ f))i =

= (a+bi)+[(c+e)+ (d+ fli = (a+ bi) + [(c + di) + (e + fi)] =

=2z1 + (20 + 23)

A-2

214+ 2= (a+bi)+(c+di)=a+c+bi+di=(a+c)+(b+d)i=
=(c+a)+(d+b)i=(c+di)+ (a+bi)=
=2+ 2
A-3
Fazendo z = (a + bi) , provemos que existe e,, que chamaremos de 0, tal que
e, = (x+yi), ouseja, 0 = (v +yi) , sendo z + 0= 2 :
(a+bi)+ (x+yi)=(a+bi) < at+z+bityi=a+b <=

a+xr=a x=0
— (a+z2)+(b+y)i=a+bi <— =

b+y=0> y=20

Note que existe 0 = 0 + 0z , chamado elemento neutro para a adigao, que somado a
qualquer complexo z da como resultado o proprio z.

A-4

Fazendo z = (a + bi) , provemos que existe 22"  que chamaremos de —z, tal que

29 — (x4 yi) , ou seja, —z = (x +yi), sendo z + (-z) = 0:

(a+bi)+(x+yi)=(0+0i) <= a+ar+bi+yi=0+0 <=
a+xz=0 T =—a

= (a+2)+(b+y)i=04+0 <= =
b+y=20 y=—b
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Note que existe —z = (—a —bi) , chamado simétrico ou inverso aditivo de z , que somado

ao complexo z = (a + bi) d4 como resultado (0 + 0i) = 0.

3.4.2 Subtracgao

Dados z; = (a + bi) e 2o = (x + yi),
21 - 22 = (a+ bi) - (x + yi) = (a + bi) + (- x - yi)

Exemplo 1: Calcule (3 —5¢) — (14 3i) + (=3 +1).
Resolugao:

(3—5i)—(14+3i)+(-3+i) =3—-1-3-5i—3i+i= (3—1-3)+(-5-3+1)i=—-1-Ti

Exemplo 2: Calcule o valor de (14 1) — (8 — 3i) — (—2 + 67).
Resolugao:

(1+i)—(8=3i)— (—2+6i) =1—8+2+i+3i—6i=—5—2

3.4.3 Multiplicacao

O produto de dois nimeros complexos ¢ o resultado da aplicagao da propriedade distributiva

levando em conta que 72 = —1.

(a + bi)(c+ di) = alc+di)+bi(c+di) = ac+adi+bci+bdi*® =
= actadi+bci—bd = (ac — bd) + (ad + be)i

Exemplo 1: Encontre o produto (5 — 2i)(—4 + 67).
Resolugao:

(5 —2i)(—4 + 6i) = —20 + 300 + 8 - 124> = —20 + 38i + 12 = —8 + 38i

Exemplo 2: Determine z € R e y € R para que se tenha (x + yi)(3 + 4i) = 7 + 26:i.
Resolugao:

(x+yi)(3+4i) =T+26i = 3x+4wi+3yi+4yi® =7+26i =

= 3x+44dwi+3yi —4dy=7+26i = 3r—4dy+ (dx+ 3y)i =7+ 26i =
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3r—4y =7.(3) 9z — 12y = 21
= = = 20x=120 = x=5 e y=2

Az + 3y = 26 .(4) 16z + 12y = 104

Propriedades da Multiplicacao

Vejamos as propriedades da multiplicacao. Seja novamente: 21 = a+bi , 20 = c+di e 23 =

e+ fi.

M-1 Propriedade associativa

(z21.29) . z3=21.(22.23),V2z1,20,23€C

M-2 Propriedade comutativa
21.20=29.21,V21,20€C

M-3 Existéncia do elemento neutro
de,€Clz.e,=2z,VzeC

M-4 Existéncia de elemento inverso

VzeC ,3zmweC|z. 2™ =e¢,,sendo C* =C - (0 + 0i)

M-5 Propriedade distributiva da multiplicagao em relagao a adigao

21 . (za+23)=21. 20+ 21.23,V21,20,23€C
Demonstracao

M-1

(Zl . ZQ) . 23

[(a+ bi).(c + di)].(e + fi) = [(ac — bd) + (ad + bc)i].(e + fi) =
[(ac = bd)e — (ad + bc) f] + [(ac — bd) f + (ad + be)eli =

= lace — bde — adf — bef] + lacf — bdf + ade + beeli =

= la(ce — df) — b(de + cf)] + [a(de + cf) + b(ce — df)]i =

= (a+bi).[(ce — df) + (cf + de)i] = (a+ bi).[(c+ di).(e + fi)] =

= Z1 . (ZQ . 2’3)

M-2
21 . 23 = (a+bi).(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i = (ca — db) + (cb+ da)i =
= (c+di).(a+bi) =
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=22 . 21

M-3
Fazendo z = (a + bi) , provemos que existe e, que chamaremos de 1, tal que
em = (x +yi), ouseja, 1 = (x4 yi),sendo z. 1 = z:

(a+bi).(v+yi) =(a+bi) <= (ax—by)+ (ay+bx)i=(a+bi) <=

ar —by =a r=1
< <~

bx —ay =0 y=20

Note que existe 1 + 0z = 1 , chamado elemento neutro para a multiplicacao, que multi-

plicado por qualquer complexo z da como resultado o préprio z.

M-4
Fazendo z = (a + bi) , com a # 0 ou b # 0 , provemos que existe 2™, que chamaremos
1 . 1 1
de —, tal que 2" = (z + yi), ou seja, — = (r 4+ yi),sendo z . — =1:
z z z

(a+bi).(x+yi) =(140i) < (ax —by)+ (ay+bx)i=(1+0i) <=

ar —by =1 a b
< <> X = ——— V= ——-—7
2 2 2 12
br + ay = 0 a’+b a’?+b
a

Note que existe — = , chamado inverso ou inverso multiplicativo de z,
z

L
2+0 2t
que multiplicado por z = (a + bi) d4 como resultado 1 = (14-07). Observe que a condi¢ao

1
a # 0 ou b # 0 equivale a a® + b* # 0 e isto garante a existéncia de —.
z

M-5

21 (22 + 23) = (a+0i).[(c+ di) + (e + fi)] = (a +bi).[(c+e) + (d + f)i] =
la(c+e) —b(d+ f)] +[ald+ f) +blc+e)]i =

lac + ae — bd — bf] + [ad + af + bc + be]i =

[(ac = bd) + (ae = bf)] + [(ad + bc) + (af + be)]i=

[(ac — bd) + (ad + be)i] + [(ae — bf) + (af + be)i] =
(a+bi).(c+di) + (a+ bi).(e + fi) =

=21 .29+ 21 . 23
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3.4.4 Divisao

Decorre das propriedades da multiplicacao acima que, dados z; = a+bi # 0 e 25 = x + vy,

existe um unico z € C tal que z; . z = 25 , pois:

(multiplicando os dois membros pelo inverso de z; )

1 1
Z—l.(zl.z)—zQ.Z—l

(aplicando a propriedade associativa)

21 2
onde — . z; = 1, que ¢ o elemento neutro da multiplicacao
<1
1
1. z2=20. —,
<1
ou seja,
1
Z = Z9 —
21

/ , . . . 29
Esse numero z é chamado quociente entre z; e 25 e indicado por —; portanto:
<1

29 1 (2 + i) a b .
L=z, — = (x+uyi). - i
21 2 21 4 a?4+0b? a4 02

Essas operacoes serao representadas geometricamente no capitulo 4.

e~ A2 . .
Exemplo 1: Facamos a divisao —, sendo 21 =3 +1i e 20 =2 — 1.
21

Resolucgao :
Z9  2—1 , 3 1 . 3 1. 1 1.
S = (2 —1). - =2—i) (= —i)=-—=
w3y 20 (32+12 32+121> (2-1) (10 101) 2 2

Exemplo 2: Determine o quociente de zo = 37 por z; =4 — 1.

Resolucao:

z9 31

B _ (3) Ll N g (A1) B,
o a—i YU \ercn e ) Y\ T

23
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3.5 Conjugado

Ao estudarmos um complexo z da forma z = a + bi , é muito interessante definir também
o complexo z , chamado de complexo conjugado de z e obtido trocando-se o sinal da parte
imaginaria de z. Logo, Z = a - bi.

Veja alguns exemplos:

z=1—4i , zZ=1+4i
z2="Ti , zZz=-T
z2=-b+2i, zZ=-V5-2i
8 _ 8
Z == Z = c
3 ’ 3

Dado z = a + bi , vimos que o conjugado de z é Z = a - bi. Logo, o conjugado de z é
@) =a+bi==z

Note que o conjugado de z é (Z) = z.

3.5.1 Propriedades do conjugado

Para todo z € C, temos:
i)z2+2zZ=2. Re(z)
z+Z=(a+bi)+(a—bi)=a+a+bi—bi=(a+a)+ (b—0)i =2a=2.Re(z)

ii)z-z2=2 1Im(z) .1

z=Z<+=(a+bi)=(a—bi)<—= b=-b<=b=0<= 2R

3.5.2 Conjugados da soma e do produto

Se z1 e zo 840 numeros complexos tais que z; = a + bi e zo = ¢ + di, temos:

Iz +2=(a+b)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i =
= 21tz =(a+o)—(b+di=(a—bi)+(c—di)= Z1 + =
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IT) z1 . 20 = (a+bi).(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i =
— %5 = (ac— bd) — (ad + be)i = (ac — bd) + (—ad — be)i=
= (ac — bd) + (—adi + ba?) = (ac — adi) + (—bci + bdr?) =
— alc— di) — bi(c— di) = (a—bi)(c—di) = 7 . 5

3.5.3 Conjugado na divisao

E possivel calcular o quociente de dois niimeros complexos de uma forma mais pratica do que
aquela vista no item 3.4.4. Basta multiplicar o numerador e o denominador pelo conjugado
do denominador. Esse processo é baseado no fato de que:

2z = (a+bi)(a — bi) = a® - b*i* = a* + V?

Veja:

Dados z; = a+bi # 0 e 29 = ¢ + di, temos:

n _c+di  (c+di)(a—b) cat+db da—cb

- = . . + [
z1 a+bi (a+bi)a—Dbi) a®+b a2+ b?
Note que , no denominador, ao multiplicar o nimero complexo pelo seu conjugado,

obtemos sempre um numero real.

1+ 2i
Exemplo 1: Obter o valor de x de modo que z = + Z seja imagindrio puro.
— i
Resolucao:
(142 (4wi) 1+4xi+2i420*  (1-2z)+(x+2)i
(1—ai) "~ (1+xi) 12 — 3242 B 1+ 22 B

1—-2zx . x+2\ .
= )
1+ 22 1+ a2
Para que z seja imaginério puro, devemos ter Re(z) = 0 e Im(z) # 0. Da primeira

condicao vem:

1-2 1
- 0 = 1-2z=0 = -2x=-1 = x= -, que satisfaz a segunda condicao.
1+ a2 2
Observe que nesse caso:
1
- +2
p=—2 =2

=0
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3.5. CONJUGADO CAPITULO 3. CONCEITOS BASICOS ALGEBRICOS

24+mi
Exemplo 2: Seja z = 1+ —. Determine o valor de m para que 2z seja um nimero real.
—1

Qual é, nesse caso, o valor de 27

Resolucao:
24 mi) (1414 242i+mi+mi®  (2-m)+(2+m)i
(1—4) " (1+1) 12 — 42 B 2 B

2—m N 24+m\ .
= — — ]
2 2
Para que z seja um numero real, devemos ter Re(z) # 0 e Im(z) = 0. Da segunda

condicao vem:

2
# =0 = 24m=0 = m=—-2 | que satisfaz a primeira condicao.
Observe que nesse caso:
2—m 242
2 2
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Capitulo 4

Geometria em C

Do que vimos na histéria da matematica no capitulo 2, Gauss, prosseguindo com a ideia de
Argand sobre a representacio grafica dos niimeros complexos, pensou nos ntimeros a + by/—1
como coordenadas de um ponto no plano cartesiano escrevendo-o, entao, como o par ordenado
(a,b).

Seja ¢ a funcao de C em R?:

g: C—>RxR,
a+bi — (a,b)

Essa funcao estabelece uma associacao, de forma biunivoca, ao conjunto formado pelos

pares ordenados de nimeros reais, munido das operagoes igualdade, adi¢ao e multiplicacao,

conforme mostraremos novamente na préxima segao.

4.1 Pares Ordenados

Vamos considerar o conjunto de todos os pares ordenados (x, %) do plano cartesiano, em que
x € Rey € R. Tomemos dois elementos quaisquer, (a,b) e (c,d), desse conjunto.

Sao validas as seguintes definigoes:
e Igualdade: (a,b) = (¢,d) < a=c e b=d
e Adigao: (a,b) + (¢,d) = (a +¢,b+d)
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4.1. PARES ORDENADOS CAPITULO 4. GEOMETRIA EM C

e Multiplicagao: (a,b).(c,d) = (ac—bd, ad+bc). Esta definigao foi motivada na subsecao

4.4.3 quando trabalhamos com os niimeros complexos em sua forma algébrica.

Observemos que o quadrado do elemento (0, 1), isto é, o produto do par ordenado (0, 1)

por ele mesmo nos da:
(0, 1).(0, 1) = (0.0- 1.1, 0.1 + 1.0) = (-1, 0) (T)

Como o nimero complexo z = a + bi estd associado ao par ordenado (a,b) de nimeros
reais, tem-se que z = a + 07 equivale ao par ordenado (a,0) que, como veremos na préxima
secao, esta sobre o eixo x e é representado pelo mesmo ponto que o nimero real a. Assim,
todo par ordenado da forma (x,0) pode ser identificado pelo nimero real x, ou seja, z
equivale a (z,0), para todo x pertencente aos reais, dai temos que (-1, 0) equivale a - 1.(IT)

Logo, por (I) e (II), tivemos que o quadrado de um elemento é igual a um ndmero
negativo. Representando esse elemento por 7 , teremos i.i = —1, isto é, i2 = —1.

Denominamos o par ordenado (0, 1) , representado por i de unidade imagindria e dizemos
que i = /—1.

Observe agora, como o conjunto dos ntimeros reais é inserido no conjunto dos nimeros
complexos. Considere R’ o subconjunto dos pares ordenados (a,b) em R? com b = 0 , um
subconjunto de C .

Considere agora a aplicacao f, de R em R’ | que leva cada z € R ao par (z,0) € R'.

Figura 4.1: Aplicacdo f de R em R? (fonte: ver [15])
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CAPITULO 4. GEOMETRIA EM C 4.1. PARES ORDENADOS

Note que f é bijetora, pois:
e todo par (z,0) € R’ é o correspondente, segundo f , de z € R | ou seja, f é sobrejetora.

e dados z € Rea’ € R, com x # 2/ , os seus correspondentes (x,0) € R e (2/,0) € R’
sao distintos, de acordo com a definicao de igualdade de pares ordenados, ou seja, f é

injetora.

Note também que f conserva as operacoes de adicao e multiplicagao, pois:

e asomaa+b,comaé€RebeR, estd associado o par (a +b,0) , que é a soma dos

pares (a,0) e (b,0) , correspondentes de a e b , respectivamente:

fla+0b)=(a+b,0)=(a,0)+ (b,0) = f(a) + f(b)

e ao produto ab, com a € Re b € R | estd associado o par (ab,0) , que é o produto dos

pares (a,0) e (b,0) , correspondentes de a e b , respectivamente:

f(ab) = (ab,0) = (ab — 0.0,a.0 + 0.b) = (a,0).(b,0) = f(a).f(b)

Devido ao fato da funcao f ser bijetora, f : R — R’ conserva as operagoes de adi¢ao e
multiplicacdo. Dizemos que R e R’ sdo indistinguiveis e, por isso, operar com (x,0) leva a

resultados correspondentes aos obtidos com x . Isto justifica a equivaléncia:

r < (2,0),VzreR

Assim, temos em particular que 0 equivale a (0,0) , 1 equivale a (1,0) e R equivale a R'.

Logo, devemos nos atentar ao fato de que o conjunto R dos nimeros reais corresponde a
um subconjunto do conjunto C dos niimeros complexos, uma vez que todo niimero real nada

mais é que um complexo com parte imagindria nula.(ver[15] [14])
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4.2. PLANO DE ARGAND-GAUSS CAPITULO 4. GEOMETRIA EM C

Complexos (C)

Reais (R )

Figura 4.2: Diagrama R C C (fonte: a autora)

Dado um par ordenado (z,y) € R?, temos:
(z,y) = (2,0)+(0,y)

De acordo com a defini¢ao no inicio dessa se¢ao, temos que:
(a,b).(¢,d) = (ac — bd, ad + be)

Logo:
(2,0) + (y.0 — 0.1,9.1 4+ 0.0) = (2,0) + (y,0).(0,1)

Dai, como (z,0) < z ; (y, 0) < y e (0, 1) < 4, podemos escrever:
(z,y) & z=1x+yi

Note que z € C tem a forma z + yi e pode ser associado ao par ordenado (x,y).

4.2 Plano de Argand-Gauss

Como sabemos, a cada nimero complexo z = a + bi estd associado o par de niimeros reais
(a,b) (ver secdo 4.1).

Sabemos também que cada par ordenado (a,b) pode ser visto como um ponto  P(a,b)
no plano cartesiano. Logo, a cada nimero complexo z = a + bi podemos associar um ponto

do plano.
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CAPITULO 4. GEOMETRIA EM C 4.3. REPRESENTACAO GEOMETRICA

Para representar o par (a,b) no plano zOy, marcamos sobre os eixos Ox e Oy, respecti-
vamente, a parte real a e parte imaginéaria b de z, obtendo o ponto P. Dizemos que o ponto

P(a,b) é o afizo do nimero complexo z = a + bi.
Observe a figura abaixo:

P(a,b) = (a,0) + (0,b)

-
O a Ox

Figura 4.3: Afixo de um nimero complexo no plano (fonte: a autora)

O plano cartesiano determinado pelos eixos Ox e Oy é chamado plano complexo ou
plano de Argand-Gauss.
O eixo Ox é chamado de eixo real e indicado por Re e, o eixo Oy, é chamado de eixo

imaginario e indicado por Im.

4.3 Representacao geométrica

O par ordenado (a,0), a € R, estd associado ao nimero real a = a + 0i e pertence ao eixo
Oz e, o par (0,b), b € R, estd associado ao nimero imaginario puro bi = 0 + bi e pertence

ao eixo Oy.
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Os demais nimeros complexos estao associados a pares ordenados da forma (a,b) com

a e b € R* e pertencem aos varios quadrantes, de acordo com os sinais de a e b.

Observe a representacao geométrica de C no Plano de Argand-Gauss:

£

24
|

1

1

|

|

.Y ]

-1 0

Figura 4.4: Representagao de nimeros complexos no plano (fonte: a autora)

Nela estao representados os nimeros complexos 21 =3-2i, 20 =-1+1i, 23 =-31 e
Z4 = 2.

Observe que para cada niimero complexo z existe um tinico ponto do plano e vice-versa.

Temos:

e z; = 3-2i, cujo afixo é (3, -2)

e 2y =-1+4 i, cujo afixo é (- 1, 1)
e 23 = - 3i e seu afixo é (0, - 3)

e 2, = 2 e seu afixo é (2, 0)
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CAPITULO 4. GEOMETRIA EM C 4.3. REPRESENTACAO GEOMETRICA

Atividade Dinamica

Observemos agora uma atividade dinamica que esta disponivel no endereco eletronico
https://tube.geogebra.org/m /1821273, para ilustrar melhor a localizacdo do nimero com-
plexo como um ponto Z(a,b) no plano, sendo “a”a parte real e “b”a parte imagindria desse

nimero.
Observe que, se fixarmos “a”com valores positivos, e mexermos apenas com a posicao de
“D”, o ponto que representa o niimero complexo z, varia sua posicao entre os quadrantes 1 e
Y Y
4. Da mesma forma, fixando “a”’negativo e mexendo apenas com “b”, a posicao de z varia
entre os quadrantes 2 e 3.
Podemos também fixar “b” mexendo apenas com “a”e observar que a posicao do ponto
que representa z varia entre os quadrantes 1 e 2, ou entre os quadrantes 3 e 4.

Acionando simultaneamente os dois controles, hd uma variagao de quadrantes conforme

os sinais de “a’e de “b”.

PASSO A PASSO PARA CRIAR ESSA ATIVIDADE DINAMICA

1) Na janela grafica do GeoGebra abra, na barra de ferramentas, a décima janela e clique

em controle deslizante. Leve o cursor até a area de trabalho do GeoGebra e clique com o

[P}

botao esquerdo criando o controle “a”. Clique com o botao direito sobre esse controle e
escolha um intervalo, por exemplo, de - 5 a 5.

2) Repita todo o procedimento para criar o controle “b”.

3) Na parte inferior da tela em “entrada”de comandos, digite A = (a,0) e, depois,
B = (0,b), dando enter apés cada um, para criar os pontos A e B.

4) Da mesma forma, digite C' = (a, b) para criar o ponto C'.

5) Ainda na barra de entrada, digite segmento[A, C] e, depois, segmento/B, C], dando

enter apds cada um para criar os segmentos AC' e BC.

6) Vocé pode alterar as cores desses segmentos clicando, na “janela de dlgebra”, com o

botao direito sobre o segmento escolhido, selecionando propriedades e cor.

7) Agora, clique com o botao direito sobre o controle deslizante “a” e clique em animar.
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4.4. O COMPLEXO COMO VETOR CAPITULO 4. GEOMETRIA EM C

8) Repita o procedimento com o controle “b” e observe a dinamica da atividade.

9) Pode-se trocar os nomes (rétulos) dos pontos clicando, na janela de algebra, com o

botao direito sobre o ponto escolhido e em renomear.

£ Par ordenadoggb

'Amuwu Editar Exivir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

/55 8%) = (ol FANITE & :

» Janela de Algebra (9 | » Janelade ]
I .Nu'mem
a-46 -
@ b-23 8 e
= —C
a-0
Ponto e
® B-(0.0) 5 S e
& Im=(0,23)

® Re-(46,0)
® 7-(46,23) "
Segmento
i@ m =23
@ Re,=48
@ e-23
® 1-45 Im z

Entrada )

Figura 4.5: Atividade dindmica “Par Ordenado” (fonte: a autora)

4.4 O complexo como vetor

Todo ntimero complexo z = a + bi, como vimos na se¢ao 4.3, pode ser representado geome-
tricamente por um ponto P(a,b) no plano de Argand-Gauss.

Podemos pensar no nimero complexo z como o vetor representado pelo segmento ori-
entado, de origem no ponto O(0, 0), origem do plano complexo, e extremidade no ponto
P(a,b), isto é, o nimero complexo z é representado pelo vetor OP , onde P(a,b) é a imagem

geométrica do niimero complexo z.
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Y

Figura 4.6: Numero complexo representado por vetor (fonte: a autora)
4.5 Moédulo de um nimero complexo

Seja z = a + bi a forma algébrica de um nimero complexo cuja imagem geométrica é o
ponto P(a,b). Suponhamos que P pertenga ao 1° quadrante.

O médulo ou norma de z, indicado por | z | ou p é a distancia da origem O(0, 0) ao
ponto P(a,b) , ou seja, é o comprimento do vetor OP.

Observe a figura:

F'Y
Im
Qf-------- 2
|
| b
9 "_i | .
O R Re
—

Figura 4.7: Segmento OP representa o médulo (fonte: a autora)

O triangulo PRO ¢ retangulo em R. Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:

(OP)? = (OR)* + (PR)? = (OP)?>=da*>+ b = OP = Va?+b?

Logo, | z | = p = Va? + b?

Note que o médulo de um niimero complexo z (z > 0) é sempre um nimero real positivo.
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4.5. MODULO DE UM NUMERO COMPLEXO CAPITULO 4. GEOMETRIA EM C

Atividade Dinamica

Observemos agora uma atividade dindmica para mostrar o vetor OZ e seu modulo,
que é a distancia da origem O(0, 0) ao ponto Z(a,b), disponivel no enderego eletronico

https://tube.geogebra.org/m /1821531,

Observe que ao mexermos nos valores de “a”e/ou de “b”altera-se também as medidas do

moédulo e do angulo 6.

PASSO A PASSO PARA CRIAR ESSA ATIVIDADE DINAMICA

1) Na janela grafica do GeoGebra abra, na barra de ferramentas, a décima janela e clique
em controle deslizante. Leve o cursor até a area de trabalho do GeoGebra e clique com o
botao esquerdo criando o controle “a”. Clique com o botao direito sobre esse controle e

escolha um intervalo, por exemplo, de - 5 a 5.
2) Repita todo o procedimento para criar o controle “b”.

3) Na parte inferior da tela em “entrada”de comandos, digite A = (a,0) e, depois,

B = (0,b), dando enter apds cada um, para criar os pontos A e B.

4) Da mesma forma, digite C' = (a,b) e P = (0,0) para criar os pontos C' e P que é a

origem do sistema.
5) Ainda na barra de entrada, digitando vetor< C >, crie o vetor PC.
6) Agora, digite angulo< A, P, C > para criar o angulo APC.

7) Vocé pode alterar as cores do vetor PC clicando, na “janela de dlgebra”, com o botao

direito sobre o vetor, selecionando propriedades e cor.
8) Agora, clique com o botao direito sobre o controle deslizante “a” e clique em animar.
9) Repita o procedimento com o controle “b”e observe a dinamica da atividade.

10) Pode-se trocar os nomes (rétulos) dos pontos e do vetor clicando, na janela de dlgebra,

com o botao direito sobre o ponto escolhido (ou vetor) e em renomear.
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CAPITULO 4. GEOMETRIA EM C 4.6. REPRESENTACOES GEOMETRICAS

Entrar,

m;

fies Ferrament juda
s (e |
*‘ ‘.X
PRoERENZER =
(X [ » Janela de Visualizagio =)

Figura 4.8: Atividade dinamica “Mdédulo de um nimero complexo” (fonte: a autora)

4.6 Representacoes (Geométricas

Vimos a representacao de um niimero complexo z no plano de Argand-Gauss. Agora, veremos
que também ¢é possivel representar as operacoes que o envolvem. Observe essas representacoes
geométricas que ilustram melhor alguns itens do capitulo 3 para consolidar o entendimento

das operacoes em C, visualizando e compreendendo seus resultados.

4.6.1 Adicao de niimeros complexos

Algebricamente, a soma S de dois nimeros complexos z; = (a + bi) e zo = (¢ + di) ¢ dada

por:
S=zn+2zn=(@+b)+ (c+di) = 5 =[(a+c)+ (b+d)i]

Observe, na figura abaixo, que os triangulos retangulos 0az; e 23235 sao congruentes.

Isso nos diz que o segmento 0z; ¢é congruente ao segmento 2z5.5.
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CAPITULO 4. GEOMETRIA EM C

Im &

b+ de-

|
Re

Figura 4.9: Congruéncia dos triangulos destacados (fonte: a autora)

Observe também, na proxima

Im 4

b+ de

b

e

figura, que os triangulos retangulos Oczy e 21245

congruentes, o que nds da segmentos 0zy e 2z1.S congruentes.

(@]

Figura 4.10: Congruén

a+c Re

cia dos triangulos destacados (fonte: a autora)
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CAPITULO 4. GEOMETRIA EM C 4.6. REPRESENTACOES GEOMETRICAS

Portanto, pelas congruéncias dos triangulos retangulos mencionadas temos que os pontos

O, z1, S e z9 sao vértices de um paralelogramo.

Im
T Y
i
P
Ny -
/’ . :
- i )
3 ’ :
- ; :
i ' :
- ;
21 -7 4 ;
b .............. ,’ ................... e .
: ’ - 24
i ’ :
£ F; !
£ ’ :
£ ’ :
d ......... }I SAGRA0a0000A0005500 ;.. ................ .
I ! i =2 123
i : : :
/ = 8 )
’ - :
N .
/ .r/:
! P :
i - _ .
o 2 :
i : :
- ® . . >
()T a ¢ a+ ¢ Re

Figura 4.11: Paralelogramo formado pelas congruéncias de triangulos (fonte: a autora)

Logo, asoma S =2+ 2= (a+b)+ (c+di) = S=][a+c)+ (b+4d)],
equivale a diagonal do paralelogramo construido pelos vetores que representam z; e 2z, vetor

com extremidades em 0 e .5, ilustrado a seguir.

Im &
o e e P T 0 S
JI 7 / :
- i
s /
-~ £ f
o - /
f, ,’f
I/ !
21 - !
b " IETRTTRNTRRTRRRSY 3 itvisaene e e ®
r z
7 : =4
r
/ :
- /! 5
L e ceennfeiens o v i e &
: 122 <3
* o & | g
O a c a+c Re

Figura 4.12: Diagonal que representa a soma (fonte: a autora)
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4.6. REPRESENTACOES GEOMETRICAS CAPITULO 4. GEOMETRIA EM C

Exemplo : Consideremos z; = (—4 + i) e 2z = (1 — 3i). Determine a soma desses dois
nimeros complexos representando no plano.
Resolugao:

S=z 4+ zm=(-4+i)+(1-3)=4+1+i—3i=8=-3-2

Geometricamente temos:

JL;
=

Figura 4.13: Vetor soma de z; e 2o (fonte: a autora)

Atividade Dinamica

Observemos agora uma atividade dinamica para ilustrar a soma de dois nimeros com-
plexos, z; e 2o, e confirmar que essa soma equivale a diagonal do paralelogramo construido
pelos vetores que os representam. Essa atividade estd disponivel no enderego eletronico
https://tube.geogebra.org/m /1821661,

Observe que mexendo com “a”, “b”, “c’e “d”, alternadamente ou simultaneamente,
altera-se tanto o médulo dos vetores u e v que representam z; e zy, quanto os angulos

formados entre estes e o eixo real. Assim, o paralelogramo formado é diferente porém a

soma desses vetores continua sendo o vetor que representa a diagonal do paralelogramo.

PASSO A PASSO PARA CRIAR ESSA ATIVIDADE DINAMICA
1) Na janela grafica do GeoGebra abra, na barra de ferramentas, a décima janela e clique

em controle deslizante. Leve o cursor até a area de trabalho do GeoGebra e clique com o
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botao esquerdo criando o controle “a”. Clique com o botao direito sobre esse controle e
escolha um intervalo, por exemplo, de - 5 a 5.

2) Repita todo o procedimento para criar os controles “b”, “c” e “d”.

3) Na parte inferior da tela em “entrada”de comandos, digite A = (a,b) , B = (¢,d) e
P = (0,0) dando enter ap6s cada um, para criar os pontos A, B e P (origem).

4) Ainda na barra de entrada, digitando vetor< A >, crie o vetor u = PA e digitando
vetor< B >, crie o vetor v = PB.

5) Da mesma forma, digite vetor< u+wv > criando o vetor w = u +v = PA + PB.

6) Vocé pode alterar as cores dos vetores u , v e w clicando, na “janela de algebra”, com
o botao direito sobre o vetor, selecionando propriedades e cor.

7) Agora, clique com o botao direito sobre o controle deslizante “a” e clique em animar.

8) Repita o procedimento com os controles “b”, “c” e “d” e observe a dinamica.

9) Pode-se trocar os nomes (rétulos) dos pontos e dos vetores clicando, na janela de

algebra, com o botao direito sobre o ponto escolhido (ou vetor) e em renomear.

7 Adigio de complexos.ggk [P =)
Arquivo Editar Exibir Opgdies Femamentas Janela Ajuda Entrar
1 Fa e
A ol (=) F N [
. Lt — ®V — > — ‘%.V o &
b Janela de Algebra b Janela de =1 [

Nimero & a=49 c=49
® a=49 &
® .
® b=48 14 ! b=48
® c=49 : = d=08
® =09 -
=11 E .
Ponto
® A=(0,0) 2
@ 7,-(48,48)
@ 1,=(49,09)

Semirreta o
® e 09x+4.9y=19.11
® £ 48x+40y=10.11
Texto .
@ textol = “Seja:zj repn o
Vetor
21 qepiésentado pelo vetor u
22 epresentado pelo vetory
2y e .y _ A4+ B aytvew

o
[t b (','j
Entrada:

Figura 4.14: Atividade dinamica “Adigao de ntiimeros complexos” (fonte: a autora)
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4.6.2 Subtracao de nimeros complexos

Vimos, no capitulo 3, que subtrair dois nimeros complexos é o mesmo que adicionar um ao
inverso aditivo do outro. Dai, na subtracao de dois niimeros complexos , z; e zy, fazemos:
20-21 = 23+ (=2z1), pois —z = (-1)z
Logo, algebricamente, para os nimeros complexos P =a+bi ¢ ) =c+di,

teremos:
Q-P=Q+ (—P)=Q+ P, onde P' = (—a— bi)
Dai,
Q-P=(c+di)+(—a—bi) = Q-P=][c—a)+ (d—0b)i

Geometricamente temos:

Figura 4.15: Vetor que representa ) - P (fonte: a autora)

A diferenca () — P equivale a diagonal do paralelogramo construido pelos vetores que

representam (Q e P’, vetor com extremidades em 0 e Q — P .

42



CAPITULO 4. GEOMETRIA EM C 4.6. REPRESENTACOES GEOMETRICAS

Exemplo: Consideremos z; = (4 + 3i) e 2o = (—1 4 ¢). Determine a diferenca D = 21 - 2

e represente no plano.
Resolucao:

D=z-2=0A+3)-(-1+i) = z+2 =>A+3)+(1—i) =
= D=4+1+3i—i=5+2

Geometricamente temos:

Figura 4.16: Vetor z; - 2, (fonte: a autora)

Note que o vetor 53 que representa z; - 25 € a diagonal do paralelogramo formado pelos

vetores que representam 2z, e o inverso aditivo de zs.

4.6.3 Multiplicagcao de niimero um real k por um complexo

O produto de um nimero complexo z = a + bi por um numero real k£ é um vetor que tem a

mesma diregao de z e é dado por:
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kz = k(a+ bi) = ka + kbi

Em cada uma das figuras a seguir, o vetor O P representa o nimero complexo z e, o vetor

OP', o nimero complexo kz.

e Se K > 0, mantemos o mesmo sentido e multiplicamos o moédulo do vetor por k.

A
Yy
kbp====cmcccccccnang 1ol
I
b ____________ L!. 2 i
! I
| I
I : | .
0 a ka T

Figura 4.17: Vetor OP’ para k > 0 (fonte: a autora)

e Se K < 0, invertemos o sentido e multiplicamos o médulo do vetor por |k|.

bp===—mmmmm—g

ka :

.'.'v

r kb

Figura 4.18: Vetor OP’ para k < 0 (fonte: a autora)

Exemplo: Seja z = 3 - 2i e k = - 2. Determine kz e represente no plano.
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Resolucao:

kz=-2.(3-2i)=-6+4i

Geometricamente, como k < 0 , teremos uma inversao no sentido do vetor que representa
o numero complexo z e seu modulo serd multiplicado por 2.

Vejamos:

.
Im

Figura 4.19: Vetor kz para k = -2 (fonte: a autora)

4.6.4 Multiplicacao de niimeros complexos

Conforme vimos, a multiplica¢ao de dois nimeros z; = (a, b) = a + biezy = (¢, d) = ¢ + di

¢ dada por:
21 . 29 = (a+bi). (c+di) = ac +adi + bei + bd i* = (ac — bd) + (ad + be)i.
Vetorialmente, corresponde a:

i) determinar o produto do vetor (a,b), que é a imagem geométrica de z;, pelo nimero
real c;

ii) determinar o produto do vetor (a,b) pelo nimero real d e fazer uma rotacao de 90°
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do vetor obtido no sentido anti-horario.

iii) Adicionar os vetores obtidos em i) e ii).

Representando geometricamente temos:

Re

Figura 4.20: Vetor z; . 2y (fonte: a autora)

Observe na figura que z3 é o vetor que se obtém fazendo a rotacao de 90°, no sentido
anti-horario, do vetor z;.d e que, z4 é o vetor que se obtém ao adicionar os vetores zj.c e z3,
ou seja, 24 = 21 . 2.

Como exemplo, consideremos z; = (3, -1) =3 -ie 2z, = (-2, 2) = -2 + 2i.

Logo, 21 . 22 = (3—1) (—2+2i) =-6+ 6i + 2i - 2> = -4 + 8 = (- 4, 8)

Na ﬁgura a seguir temos:
® 2 = (3, -1) € Z9 = (—2,2)

o z1.c=-2.(3,-1) = (-6, 2)
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o 2.d=2.(3,-1) = (6,-2)
e 23 (rotagao de z.d) = (2, 6)

e zy=z1.c+23=(6,2) 4+ (2,6) =(-4,8) =2, . 2

Figura 4.21: Vetor z4 = z; . 2o (fonte: a autora)

Atividade Dinamica

Observemos agora uma atividade dinamica para mostrar o produto de dois nimeros
complexos, z; e zy seguindo os passos do item acima e que estd disponivel no endereco

eletronico https://tube.geogebra.org/m/1821975.
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Observe que ao mexermos nos controles “a” e “b”, alteramos a posicao do vetor u que
representa o nimero z; que, por sua vez, altera as posi¢oes dos vetores w e e que sao seus
multiplos, alterando o vetor f que representa a rotacao de e que, consequentemente altera o

vetor s que representa o produto de z; e 2.

PASSO A PASSO PARA CRIAR ESSA ATIVIDADE DINAMICA

1) Na janela gréfica do GeoGebra abra, na barra de ferramentas, a décima janela e clique
em controle deslizante. Leve o cursor até a area de trabalho do GeoGebra e clique com o
botao esquerdo criando o controle “a”. Clique com o botao direito sobre esse controle e

escolha um intervalo, por exemplo, de - 5 a 5.
2) Repita todo o procedimento para criar os controles “b”, “c¢” e “d”.

3) Na parte inferior da tela em “entrada’de comandos, digite A = (a,b) , B = (¢,d) e
P = (0,0) dando enter apés cada um, para criar os pontos A que representard z;, B que

representard zo e P (origem).

4) Ainda na barra de entrada, digitando vetor< A >, crie o vetor u = PA e digitando
vetor< B >, crie o vetor v = PB. Da mesma forma, digite vetor< w.c > criando o vetor w

= u.c e digite vetor< u.d > criando o vetor e = u.d.

5) Agora, crie o vetor f que é resultante da rotagao de 90° no sentido anti-horario do

vetor e da seguinte maneira: digite angulo < A,P,90° >.
6) Por fim, digitando vetor< w+f >, crie o vetor s que representa o produto z; . zs.

7) Vocé pode alterar as cores dos vetores clicando, na “janela de élgebra”, com o botao

direito sobre o vetor, selecionando propriedades e cor.
w”

8) Agora, clique com o botao direito sobre o controle deslizante “a” e clique em animar.

Repita o procedimento com os controles “b”, “c” e “d” e observe a dinamica da atividade.

9) Pode-se trocar os nomes (rétulos) dos pontos e dos vetores clicando, na janela de

algebra, com o botao direito sobre o ponto escolhido (ou vetor) e em renomear.
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2 Muttiplicaso de complexcs ggb

Arquivo Editar Exibir OpgBies Ferramentas Janela Ajuda

BEENEEERNEED e

» Janela de Algebra (<) | » Janela de =]

® 7,-(28,34) “
e L,-23
Texto 12
L@ textol = “Temos 1z re
Vetor

itaclo pelovetor u.
tecl pelo vetor v=(2.3)

B
- 10 1 & otagho de 90° dovetor e
\ sewif= 217

Angulo
i@ a=-90° 2

<[ y |

Entrada 2

2 < © o m"0"s DEIE

Figura 4.22: Atividade dinamica “Multiplicagdo de nimeros complexos” (fonte: a autora)

4.6.5 Conjugado de um niimero complexo

Sabemos que o conjugado do par ordenado (a,b) que equivale ao nimero z = a + bi é o par
(a, —b) que representa zZ = a — bi. Geometricamente, o conjugado Z de z é representado pelo

simétrico de z em relagao ao eixo real.

‘Im
z
D e
|
I
1
1
|
|
I
1
:_
il
1 Re
1
|
|
1
I
:
I
—bf---=m—mmmm - ”
z

Figura 4.23: O nimero complexo z e seu conjugado Z (fonte: a autora)
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Observe que Re(z) = Re(Z) e que Im(z) = - Im(Z).

Exemplo: Determine e faca a represengao geométrica do conjugado do niimero complexo

z2=-2+4+1.
Resolucao:
zZ=-2-1
Geometricamente:
'y
Im
z=—2+1
_________ 1—-
I
|
|
i T T -
42 -1 0 1 Re
|
|
|
et =
E: _2 -3

Figura 4.24: Vetor Z, conjugado de z (fonte: a autora)

Atividade Dinamica

Observemos agora uma atividade dinamica mostrando um nimero complexo z; e seu
conjugado Z = z,, disponivel no enderego eletronico https://tube.geogebra.org/m /1822087 .

Observe que ao mexermos com “a” e “b”, alteramos a posicao de z; o que acarreta a

alteracao imediata da posicao de zy permanecendo este, simétrico a z; em relagao ao eixo

real.

PASSO A PASSO PARA CRIAR ESSA ATIVIDADE DINAMICA

1) Na janela gréfica do GeoGebra abra, na barra de ferramentas, a décima janela e clique
em controle deslizante. Leve o cursor até a area de trabalho do GeoGebra e clique com o
botao esquerdo criando o controle “a”. Clique com o botao direito sobre esse controle e
escolha um intervalo, por exemplo, de - 5 a 5.

2) Repita todo o procedimento para criar o controle “b”.

3) Na parte inferior da tela em “entrada’de comandos, digite A = (a,b) , B = (a,—b)

e P = (0,0) dando enter apés cada um, para criar os pontos A que representara z, B que
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representard z e P (origem).
4) Ainda na barra de entrada, digitando vetor< A >, crie o vetor u = PA e digitando

vetor< B >, crie o vetor v = PB.
5) Vocé pode alterar as cores dos vetores clicando, na “janela de dlgebra”, com o botao

direito sobre o vetor, selecionando propriedades e cor.
6) Agora, clique com o botao direito sobre o controle deslizante “a” e clique em animar.

7) Repita o procedimento com o controle “b” e observe a dinamica da atividade.
8) Pode-se trocar os nomes (rétulos) dos pontos e dos vetores clicando, na janela de

algebra, com o botao direito sobre o ponto escolhido (ou vetor) e em renomear.

>

a=2

f ditar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
OB R (S fe] (52 P N [
> Janela de Algenra a

imero

¥
gl
»_Janela de

1 e seuconjugado <2

— J|®
2 5 = B 'S "W EE
Figura 4.25: Atividade dinamica “Conjugado de um nimero complexo” (fonte: a autora)

4.7 Argumento

Consideremos novamente a figura do item 4.5.
51



4.7. ARGUMENTO CAPITULO 4. GEOMETRIA EM C

F'Y
Im
Qf-------- 2
|
| b
9 "_i | .
O R Re
—

Figura 4.26: Angulo 0, argumento de z (fonte: a autora)

O angulo @ formado pelo segmento OP e pelo semieixo real positivo, tomado a partir
desse semieixo, no sentido anti-horario é chamado argumento de z. Observe que 6 é tal

que 0 < 0 < 2.

No triangulo retangulo PRO da figura, temos que:

S

= e cos 0 =

Q||
<3
|

a
sen § = =—,comp=|zle0 <O <2m.

p

Notemos que, fixado o complexo z # 0, estao fixados cos 6 e sen 6 , mas o angulo 6 pode
assumir infinitos valores, congruentes dois a dois (congruéncia médulo 27). Assim, o com-
plexo z # 0 tem argumento 0 = 6y + 2kn , k € Z , em que 6y é chamado argumento principal

de z.

Exemplo: Qual é o argumento de z = 5 l

N | —

Resolucao:

1
Oaﬁxodezé(— V3

5 7) . Calculando o médulo de z temos:
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V3

senf = 2 _

0 =
1 (S COS

1%
w
e S

1
=3 = 9:600011%

4.8 Forma trigonométrica ou polar

Como sabemos, podemos identificar um nimero complexo com um ponto P(a,b) no plano
ou com um vetor que determina o argumento e o modulo de z.

Ao associarmos z com um ponto no plano, expressamos z por coordenadas cartesianas
(a e b). Ao associarmos com um vetor, dizemos que temos as coordenadas polares de z, que
sao o argumento # e o modulo p.

Seja z = a + bi # 0 a forma algébrica de um nimero complexo. Vamos expressar z por
meio de suas coordenadas polares.

Vimos que o argumento 6 de z satisfaz:
b a
senl = — = b=psenb e cos 0 = — = a=pcosb
p P

Substituindo tais valores na forma algébrica, vem:
z=a+bi = z=pcosb+p.i.senb

e portanto, a forma trigonométrica ou polar de um ntimero complexo é:

z = p(cos O + i senf)

b=psenl [F-=-=-=-=-=----

P

e

a = p.cos.t

Figura 4.27: Representagao trigonométrica de z (fonte: a autora)
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Veremos, adiante, que a forma trigonométrica é mais util e pratica que a forma algébrica

nas operacoes de potenciacao e radiciacao em C.
Exemplo: Obtenha a forma polar de z = /3 + 1.

Resolugao:

O afixo de z é (v/3,1). Calculando o médulo de z:

P=W3+ 1 =
1

sent = 5 © cost) =

Logo, a forma polar é z = 2(cos 30° + i sen 30°)

4.9 Operacoes na forma polar

Analisemos, agora, as operacoes de multiplicacao, divisdo, potenciacao e radiciagdo com

nimeros complexos na forma trigonométrica.

4.9.1 Multiplicacao

Sejam os nimeros complexos z; e z5 de modulos p; e py e argumentos 6, e 0, respectivamente,

nao nulos, na forma trigonométrica.

21 = p1.(cos 01 +i.sen 01) e  zg = pa.(cos Oy + i.sen Os)

Logo,

21 . 23 = p1.(cos 01 + i.sen 01) . ps.(cos Oy + i.sen 63)
= p1.p2.(cos 01 + i.sen 01).(cos Oy + i.sen 0s)
= p1.p2.(cos 01.cos Oy + i cos 0y sen Oy + i sen 01 cos Oy + i% sen 0; sen 0y)
= p1.p2.(cos 01.cos Oy - sen 01 sen 6y) + i.(cos 01 sen Oy 4+ sen 0y cos 0,)
= p1.pa.[cos (01 + 02)+ i sen(6y + 69)]
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Note que, o produto de dois niimeros complexos é um numero cujo médulo € igual ao
produto dos modulos dos fatores e, cujo argumento é igual a soma dos argumentos dos

fatores.

Esse raciocinio pode ser generelizado para o produto de n nimeros complexos:
21.22 e Zn = P1.P2 - Pplcos (01 + O+ ... + 0,) + i sen(0; + O3 + ... + 6,)]

A

Im

Re

Figura 4.28: Representagao de z;1.2o (fonte: a autora)

Geometricamente, o produto z;.29 representa uma rotacao, no sentido anti-horario, de 6y
em relacao a zi, isto €, o complexo z; que possui argumento 6;, quando multiplicado por zs,
sofre uma rotacao equivalente a 5, que é o argumento de z,. Além disso, o vetor z; sofre
uma dilatagao (ou contragao)de ordem ps.

Exemplo: Sejam 2z, = 4(cos 60° + i sen 60°) e 29 = 3(cos 240° + i sen 240°). Determine
o produto de z; . z».

Resolucao:

21 . 29 =4 . 3[cos(60°+ 240°) + i sen (60°+ 240°)] = 12(cos 300° + i sen 300°)

4.9.2 Divisao

~ 21 . . L.
Vamos encontrar uma expressao para — que seja apresentada na forma trigonometrica.
22
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Para isso, vamos multiplicar essa expressao por —

31181

21 pi(coshy +i.senby)  (cosby — i.senbs)
29 pa(cosby +i.senby) ~ (coshy — i.senbs)

p1 (cosi.cosBy — i.cos.senby + i.senbcosly — i%.senbd;.senby)
P2 [cos20y — (i.senfs)?]

p1 (cosby.costy + senby.senbsy) + i(senbicosty — senbycosb)
Py cos20, + sen20y

Assim,

a_m
29 P2

. [cos (01 — B5) + isen (0; — 02)]

Note que o nimero complexo obtido é tal que seu médulo é igual ao quociente entre os

moédulos de 27 e 2z , e seu argumento é congruente a diferenca entre o argumento de z; e o

argumento de 2.

Figura 4.29: Representagao de 2 (fonte: a autora)
22
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Geometricamente, o nimero complexo z; que tem argumento 6, ao ser dividido por zs,
sofre uma rotacao, no sentido horério, equivalente a 65, que é o argumento de z3, bem como

1
uma dilatagao de ordem —.
P2

Exemplo: Se z; = 6(cos 240° + i sen 240°) e zo = 2(cos 150° + i sen 150°) , calcule =y
Z2

Resolugao:

6
S B [cos(240° - 150°) + i sen (240° - 150°)] = 3(c0s90° + i sen90°)
22

4.9.3 Potenciagao

O célculo da poténcia de 2" , n € N e z € C, fica muito trabalhoso quando escrevemos z

na forma algébrica, pois temos que desenvolver (a 4 bi)" usando o binémio de Newton.

Consideremos a forma trigonométrica z = p(cos @ + i sen ) e, ainda, lembremos que

=2z.2z.2....z,comn fatores iguais a z.
Utilizando a expressao para o produto na forma trigonométrica vista em 4.9.1, temos:
=p.p.p..p.lecos@+0+..+0)+isen(@+0+..+0),

com n fatores iguais a p e n parcelas iguais a 6 , isto é:
2" = p" . [cos(nB) + i sen(nf)]

Esse resultado é conhecido como 1 Formula de Moivre.

Geometricamente:
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oo
Re

Figura 4.30: Representagao de 2" (fonte: a autora)

Os casos particulares de expoentes 0 e 1 seguem a definicao em R:

X=(a+b)=1 e 2z'=(a+bi) =2 (comaebéeR).

Exemplo 1: Calcular z° sendo z = 2 + i . 2v/3.

Resolucao:

2| =4/22+(2V3)2 =4+ 12=+16 =4

1 \/g T T
— 2. SR :4.( T i _)
z=2+1i.2/3 <2+z 2) cos3+zsen3

Pela formula de Moivre,

5 5 1 3
25— 45 (cosg +i.sen§) — 4 (5 _ z§> —512-i. 5123

2 2

\/§> 17?

1
Exemplo 2: Qual o valor de (—— +i.—

Resolugao :

z=-——41. = cos 120° + ¢ . sen 120°

N | —
[
w

[z =1
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Pela férmula de Moivre,
217 = cos 17 . 120° 4+ i . sen 17 . 120°
Como 17 . 120° = 2040° = 5 . 360° + 240°

217 = cos 240° + i . sen 240° = - — —i.

N | —
[
w

Atividade Dinamica

Observemos agora, para melhor ilustrar, uma atividade dinamica, disponivel no endereco
eletronico https://tube.geogebra.org/material /show/id /2206027 , representando o nidmero
complexo z e sua poténcia 2".

Observe que ao alterarmos o valor de “n”, alteramos o valor do angulo 6 que passa a

ser n.0 e, o nimero complexo 2" terd médulo p igual a enésima poténcia de p. PASSO A

PASSO PARA CRIAR ESSA ATIVIDADE DINAMICA

1) Na janela grafica do GeoGebra abra, na barra de ferramentas, a décima janela e clique
em controle deslizante. Leve o cursor até a area de trabalho do GeoGebra e clique com o
botao esquerdo criando o controle “a”. Clique com o botao direito sobre esse controle e
escolha um intervalo de 0 a 10. Podemos renomeé-lo de n, que é mais conveniente.

2) Na parte inferior da tela em “entrada’de comandos, digite Z = (1,2) (sugestao),
O = (0,0) e C = (6,0) (ou qualquer ponto no eixo real), dando enter apés cada um, para
criar os pontos Z que representard o nimero complexo z, O(origem) e C' que usaremos para
criar o angulo 6.

3) Repita todo o procedimento do primeiro item para criar o controle “b”, renomeando-o
de “p”, que tera o valor | z | = 2,2 para esse exemplo.

4) Ainda na barra de entrada, digitando segmento|O, Z ], crie o segmento a = OZ que é
o modulo de z.

5) Na “entrada”de comandos digite Angulo[C’, O,Z] para criar o angulo 6.

6) Na “entrada”de comandos digite Z™ = (p €" cos(nf), p €™ sen(nf)) para criar o ponto

que representa a poténcia de z.
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7) Ainda na barra de entrada, digitando segmento[O, Z" ] , crie o segmento b = OZ"
que é o moédulo de z".

8) Ainda na “entrada”de comandos digite Angulo/C,0,Z"] para criar o angulo nf.

9) Vocé pode alterar as cores dos segmentos e angulos clicando, na “janela de élgebra”,
com o botao direito sobre o elemento, selecionando propriedades e cor.

10) Agora, clique com o botao direito sobre o controle deslizante “n” e clique em animar.

g Penteciagio.ggb

Arquivo Editar Exibir Opgiies Ferramentas Janela Ajuda Entrar
1 s £
%13 ol ls) 2N I E —
) >
» de Algebra B4 [» Janelade lizagh [E]
il Numere p=22
® n=4 ®
® p=22
Ponto _
C=(6,0) nes
0=(0,0) .
® 2=(1,2) 15
® Z,=(3363,-11531)
Segmento
& a-224
® b=12012
Angulo -
& 0-6343°
L]

Entrada =)

o ®m "0 "s "B EIE

Figura 4.31: Atividade dinamica “Potenciagdo com nimeros complexos” (fonte: a autora)

4.9.4 Radiciacao

Dados um nimero complexo z e um nimero natural n > 1, dizemos que 2z’ € C é raiz n-ésima,
de z se 2" = z.

Determinar a raiz n-ésima de um ntimero complexo na forma trigonométrica consiste em
calcular todos os niimeros complexos 2’ | tais que /z = 2.

Se 2/ = r.(cos a + i.sen «) , sendo r 0 médulo e a o argumento de 2’ | e pela definigao
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Jz2=72 <= 2z =z, entao:

n

™ . (cos na + i.sen na) = p . (cos 0 + i.sen 0) ,

sendo p o modulo e # o argumento de z , portanto é necessario que:

O Mm=p =r=yp (reRy)

cos.na = cost 0+ 2k
(IT) = na=0+2k1 = a= T ,com k € Z.
sen.na = send n
Logo:
0+ 2k 0+ 2k
2= /p. {cos( + 7T)—l—i.sen( + W)}, k=0,1,2,..,n-1.
n n

Essa relacao é conhecida como 2* Formula de Moivre.

0 + 2km

Considerando o = , vamos determinar os valores de k para os quais resultam

valores de v compreendidos entre 0 e 27 , supondo 0 < 0 < 27 :

0
E=0 —= o= —
n
2
k=1 — oz:9+7T
n
4
k=2 — a:9+7r
n

Esses n valores de a nao sao congruentes por estarem todos no intervalo [0,27[ ; portanto,
dao origem a n valores distintos para z’.

Consideremos agora o valor de « obtido para k = n:

0+ n2r 0
N Y
n n

Esse valor de « ¢ dispensavel por ser congruente ao valor obtido com k£ = 0.

k=n - o

Analogamente ocorre para k=n+1,n+2,n+3,...ek=-1,-2,-3, ..
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Entao para obtermos os valores de 2’ é suficiente fazer k =0, 1, 2, ... , n - 1.
Concluimos que todo niimero complexo z nao nulo admite n raizes enésimas distintas, as
quais tém todas o mesmo moédulo ({/|z|) e argumentos principais formando uma progressao

2T
aritmética de primeiro termo — e razao —.
n n

Geometricamente significa que:

e 0s afixos de 2/ para k = 0, 1, 2, ... , n - 1, pertencem a circunferéncia centrada na

origem do plano complexo e de raio ({/|z|).

e essa circunferéncia fica dividida em n partes congruentes entre si, cada uma de com-
/

primento , isto é, os afixos das raizes n-ésimas de z sao vértices de um poligono

regular de n lados inscrito na circunferéncia centrada na origem e de raio ({/|z|).

ImA

Figura 4.32: Representagao da raiz enésima de z (fonte: a autora)

Perceba que conhecendo uma das raizes e sabendo ao todo quantas sao, é possivel obter

as n — 1 raizes desconhecidas.
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Exemplo 1: Vamos encontrar as raizes cibicas de - 1.

Resolucgao:
A forma trigonométrica de z =-1 é z = 1.(cos m + i.sen 7).
Sabemos que sao trés raizes (n = 3), uma delas é -1 e que o médulo é 1.
Devemos determinar 2/ = p.(cos 0 + i.sen 6) tal que z”° = -1 | isto é:

p® (cos 30 + i.sen 30) = 1.(cosm +i.senw) = p>=1 e 30=m+ k2r

p=1

Figura 4.33: Médulo de z (fonte: a autora)

2
Logo, p=1 e Q:Z—kk.—ﬂ, keZ
3 3
T
k=0, 0=~
[ ] s 3
1 3 1 3
Zy = 1.(005% +i.seng> = 1(5 —|—z§> =3 + i g
e k=1, 0=
z1 = 1.(cos m + i.sen ) = 1.(-1 + i.0) = - 1 (como esperado)
om
k=2, 0=—
[ ] s 3
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1 V3 1 3
Os afixos de zp , 21 e 25 sao, respectivamente, F, (5, \/7_> ,Pr(-1,0)e Py (5, —\/7_)

que s@o pontos de uma circunferéncia de centro (0, 0) e raio 1.
Como Fy , P, e P, dividem o circulo em trés partes congruentes (Fy , Py e P, s@o vértices
de um triangulo equildtero) e 360° : 3 = 120° , os argumentos de 2 , 21 € 2 estdo em

progressao aritmética: (60°, 180°, 300°).

Figura 4.34: Representagao da raiz cibica de -1 (fonte: a autora)

Concluimos que os afixos das n raizes enésimas de z dividem a circunferéncia de centro

(0, 0) eraio {/|z| em n partes congruentes tais que:
e n = 2, os afixos sao extremidades de um diametro.

e n > 3, os afixos sao vértices de um poligono regular de n lados inscrito na circun-

feréncia.

Note que /2 estard sobre o eixo real apenas se z for um niimero real. Observe a repre-

sentacao geométrica das raizes quartas de z = - 2 - 21.

64



CAPITULO 4. GEOMETRIA EM C 4.9. OPERACOES NA FORMA POLAR

Figura 4.35: Representagao das raizes quartas de -2 -2i. (fonte: a autora)

Exemplo 2: Calcule vV —8 4 i.8v/3.

Resolugao:
Temos 2 = -8 + i . 8/3
lz|=p= \/(—8)2 + (8/3)2 = /256 = 16

E ainda,

IRVE]

2
~8+i.8/3=16. (———l—i.—) ~ 16 . (005120°+i.sen1200):>9:§.

2 2

Aplicando a férmula, vem:

;o 27/3 27 27/3
Z = 16.|:COS< 1 —I—k‘4)+zsen( 1 +k4)}

=2, [cos <% +kg> + i.sen (% +kg>] ,k=0,1,2, 3.

k=0 = z=2. (cos—+zsen> V3 +i

2
k=1 (cos——l—zseng):—l—l—i.\/g
T .
k=2 = 2z=2. (cos——i—zsenF):—\/g—l
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5 5
k=3 = 2z3=2. (cos%—}—z’.seng) =1-i.3

Os afixos de 2y, 21, 25 e z3 sdo, respectivamente, Py (v3,1), P (-1,3),
P, (-+v3,-1)eP;(1,-+/3) que sdo pontos de uma circunferéncia de centro (0 , 0) e
raio 2.
Aplicacao da radiciagcao na decomposicao de polinémios
E possivel decompor um polinomio de grau n , n > 1 , dado por

p(x) = apz™ + ap_ 12"t + o+ @zt + ag a, # 0,

em fatores de grau menor que n. Para isso precisamos encontrar as raizes desse polinomio.

Vejamos alguns exercicios resolvidos.
Exercicio Resolvido 1:

Decompor o polinémio z* + 1 em produto de dois polinémios de grau 2.
Resolucao:

Vamos encontrar as raizes de p(z) = z* + 1

P 4+1=0 = 2t=-1 = z=+V-1

Temos que encontrar as raizes quartas de - 1.

z=1. (cosm+1i.senm)

4

Devemos determinar 2’ = p.(cos 0 + i.sen 0) tal que z’* = -1 | isto é:

pt (cos 40 + i.sen 40) = 1.(cos T +i.senw) = pl=1 e 40 =7+ k27

tk =, ke

Logo, p=1 e 0=

N
ro | 3
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T
k=0, 60=-—
[ J s 4
2 2
20:1.<cos%+i.sen%>:\/7_+i\/7_
eh—1, g="°"
4
3T . 3T \/§ \/5
21:1.(cosz+@.senz):—7+27
k=2, ="
4
| L V2 V2
29 =1.(cos— +i.sen— | =- — -1 —
2 0s—= +i.sen— 5 15
T
k=3, 0=—
[ J s 4

2 2 2

p(z) = <m——\/§+\/§z) ) (m+—\/§+\/§z> ) (m——\/__\/iz> ) (:E—F—\/ﬁ_\/ﬁl)

Até nesse ponto temos o polinémio p(z) como produto de fatores de grau 1, e

L (veevaY | |, (vE-vEY
p($)—x_T .x—T

p(x) = (2% -14) . (2% + 1) , como produto de fatores de grau 2 com coeficientes em C.
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Logo, p(z) = z* + 1 = (2? - i) . (22 + 1)

Exercicio Resolvido 2: Decompor o polindmio 2% + 9 em produto de trés polinémios de

grau 2.

Resolucao:

Vamos encontrar as raizes de p(z) = 25 + 9
M 4+9=0 = 25=-9 = =9
Temos que encontrar as raizes sextas de - 9.
z=-9

p= /97 + (07 =9

z2=9. (cosm+1i. senm)

96

Devemos determinar 2z’ = p.(cos 0 + i.sen 0) tal que z”° = -9 | isto é:

P (cos 60 + i.sen 60) = 9.(cos ™ + i.senw) = p*=9 e 60 =7+ k27

Logo, p=+v9=+v3 e ng—l—k.g, ke Z.
T
k=0, 0=-—
[ ] s 6
3 1 /243 /3
20 = {’/ﬁ (cos% —i—z’.sen%) = %(% +z§> = 5 + gz
T
k=1 0 =—
[ ] 5 2
3 ™ . ™ 3 . 3
2 =43 0055 —|—z.sen—> = \/§.(0+2.1) = /31
5
k=2, =—
[ ] s 6
5 —vV3 1 /243 /3
22:\?/5.<cos%+z’.sen%):\3’/§(7\/_— 5)-— 5 —i—\/?—i
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e k=3, «9:%

, T T , V31 V243 V3.
zgz\/§<cos€+zseng):\/§.(—7—5):— 5 —72
e k=4, 9:9%
,24—\3/5<0059%+i.sen9§)—\375(0—11)——\3/31’

e k=5, 9211?7]—

, 1z . llx (V3 1 /243 V3.
25 = \/3 <0037 —|—2.sen7) = \/§ (7 — z§> = 5 — 72
Dai temos:
p(x):[x—<6§43 g ][m—%z][x— - g)]

V243 3. [ /213 /3

() e [ (5

( V243 — \n)

’ 2

Até nesse ponto temos o polinémio p(x) como produto de fatores de grau 1, e

p(x) — [xQ (@) ] ) [x2—(€/§i)2] ' [x2 (6 2

p(z) = (mQ V9 3VE +23\3/§i> (22 +V9) . <x2 +
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de grau 2 com coeficientes em C.

— —\3/§+ 3%2) (22 + V/9) . (1‘2 + —€/§+ 3%Z>

L =25+ 9= (a2
ogo, p(x) = z° + <:v 5 5

4.9.5 A Foérmula de Euler e a construcao de um relégio

Vimos, no capitulo 2, que Euler aprimorou a férmula de De Moivre acrescentando o conceito

de exponencial de nimeros complexos.

Ele escreveu: e = cos + isend.

Se 0 = 7, tem-se:

€™ = cost +isent = €T =-14+i.0 = €€T=-1 = "4 1=0
Podemos utilizar essa féormula para posicionar os ponteiros de um reldgio.
Veja a situacao a seguir:

“Num assalto a banco com reféns, a policia fez um cerco para capturar os bandidos. O
chefe da quadrilha, muito excéntrico, fez uma exigéncia bem peculiar para ganhar tempo
e elaborar um plano de fuga. Disse: Quero um helicoptero no terraco deste edificio para o

momento exato que descreverei a sequir — a hora em que as extremidades dos ponteiros do

relogio forem representadas pelos niumeros compleros z e w de tal forma que,

3

¢ ,
z = r_(cos— + 23671—) e w = z°, sendo r um numero real fixo com 0 < r < 1.

2 2

Se minha exigéncia nao for atendida e o ponteiro dos sequndos chegar ao ponto repre-
1 3/ 2 . p
sentado pelo numero complexo t, sendo t = v/ 2%, exatamente, detonarer a bomba que estd

em meu poder.”

Determine a hora exata para a chegada do helicéptero e o horario em que a bomba sera

detonada, caso a policia nao cumpra a exigeéncia feita.
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Resolucao:

Percebemos que a policia terda um pouquinho de trabalho para decifrar a hora correta e
atender a exigéncia. Em nenhum momento foi mencionado qual dos niimeros complexos z
ou w, representa o ponteiro das horas e dos minutos.

Utilizando a 1* Férmula de Moivre podemos constatar que z tem moédulo igual a r pois:

s . s s . ™ .
z:r.<cos§+zsen§> = z:r.cos§+r.@sen§ = z=r.0+1t1. 1.1 =

= z=0+7r1

7
Logo, | z | = V0?2 + 12 = r , sendo que o argumento é 5

, . 3, T T e . T
O argumento de w que é igual a z° é 5 + ) + 5 ou seja, 3.5.

Pelo fato de 0 < r < 1, tem-se que > < r . Assim, z é o ponteiro dos minutos pois tem
T
maior médulo e estd apontando para o nimero 12 do relégio (pois tem argumento E) , €W

é o ponteiro das horas e estd apontando para o nimero 6 do relégio (pois tem argumento
T

3.5).

Assim, a hora exata para a chegada do helicéptero é 6 horas.

Vamos descobrir agora, o momento da possivel detonacao da bomba.

T m
Como t = V22 = zg, o argumento é 3 5°3

Logo, t estd apontando para o nimero 1 do relégio, o que nos indica 5 segundos.

Atividade Dinamica

Observemos agora, para melhor ilustrar, uma atividade dinamica, disponivel no en-
derego eletronico https://tube.geogebra.org/material /show/id /2281891 , representando o
movimento dos ponteiros de um relégio cujas extremidades representam nimeros complexos.

Note que enquanto o ponteiro das horas déd uma volta (360°), o ponteiro dos minutos da
720 voltas (259.200°) e o ponteiro dos segundos dé 43.200 voltas (15.552.000°). Em outras
palavras, a cada 360° percorridos pelo ponteiro dos segundos, equivale a 6° para o ponteiro

dos minutos e a 0,5° para o ponteiro das horas.
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PASSO A PASSO PARA CRIAR ESSA ATIVIDADE DINAMICA

1) Na janela grafica do GeoGebra abra, na barra de ferramentas, a décima janela e clique
em controle deslizante. Leve o cursor até a area de trabalho do GeoGebra e clique com o
botao esquerdo criando o controle “a”. Clique com o botao direito sobre esse controle e
escolha um intervalo de 0° a 360°, incremento 0.5° e velocidade 0.000115, crescente. Esse

controle sera o do ponteiro das horas.

2) Repita o procedimento para criar o controle “4”, com intervalo de 0° a 360°, incremento
6° e velocidade 0.00142, crescente, e o controle “¥”, com intervalo de 0° a 360°, incremento
6° e velocidade 0.17, crescente. Esses controles serao os dos ponteiros dos minutos e dos

segundos, respectivamente.

3) Na parte inferior da tela em “entrada”de comandos vamos criar os pontos Z, W e
T digitando: Z = (3cos(—a + 7/2), (3sen(—a + 7/2)) ,que representa o nimero complexo
z; W = (4deos(—f + m/2), (4sen(—B + m/2)), que representa o nimero complexo w e T' =
(4cos(—¥ + 7/2), (4sen(—¥ + 7/2)), que representa o nimero complexo ¢, que serdo as

extremidades dos ponteiros.
4) Crie também o ponto A =(0,0) que serd a origem.

5) Ainda na barra de entrada, digitando vetor/Z], crie o vetor ﬁ que é o ponteiro das
—
horas; vetor/W |, crie o vetor AW que é o ponteiro dos minutos e segmento[A, T |, criando o

segmento AT que é o ponteiro dos segundos.

6) Na barra de entrada, digite ciculofA,5] para construir um circulo de centro A e raio
5cm. Voce pode colorir esse circulo clicando em sua parte interna com o botao direito do

mouse e escolhendo a cor.

7) Na janela grafica do GeoGebra abra, na barra de ferramentas, a décima janela e clique
em texto. Leve o cursor até a area de trabalho do GeoGebra e clique com o botao esquerdo
abrindo a caixa de texto. Nela escreva os nimeros de 1 a 12 (um por vez)e escolha um
tamanho de fonte adequado para o relégio. Posicione o nimero 3 em 0°, o numero 2 em 30°,

o numero 1 em 60°, e assim por diante a cada 30°.

8) Clicando sobre a area de trabalho com o botao direito vd em EIXO X e EIXO Y e
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oculte-os.
9) Vocé pode ocultar os rétulos dos pontos, dos vetores e segmento clicando sobre o
elemento, na janela de algebra, com o botao direito e escolhendo essa opcao.

10) Agora, clique com o botao direito sobre os controles deslizantes “o”, “f” e “U”, um

por vez, e clique em animar.

EREEFS &

Arquivo Editar Exibir Opgiies Ferramentas Janela Ajuda

Entrar.

(eaal =

=

I
b Janela de Algebra B[ » Janela de Visualizagdo
Cénica
® cxey=25
. ¥=30.25

@ o +y*=2756

Ponto

® A=(0,0)
H=(0.03,3)
M=10.42,3.98)
§=(3.65,1.63)

Segmente

® a=4

Texto

® textol = “12"

@ textol0 = “8”

Entrada

Figura 4.36: Atividade dinamica “Reldgio” (fonte: a autora)
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Apéndice A

Aplicabilidade dos Numeros

Complexos

Os ntimeros complexos desempenham um papel muito importante nos mais diversos ramos da
Matemaética e, através destes, em muitas das aplicages a outras dreas do conhecimento.[23]

Vejamos algumas dessas aplicacoes:

e ENGENHARIA ELETRICA

Em circuitos de corrente alternada, como por exemplo as instalagoes elétricas residen-
ciais, as grandezas elétricas sao analisadas com recurso dos ntimeros complexos, o que
facilita muito os calculos. A relacao U = Ri, estudada no ensino médio e que se utiliza
dos nuimeros reais, torna~se U = Zi, em que U é a tensao (diferenca de potencial ou
voltagem), Z é a impedancia (resisténcia) e i é a corrente elétrica (variacao de cargas
elétricas ao longo do tempo), sendo essas grandezas representadas através de nimeros
complexos. Pra que nao houvesse confusao entre i, simbolo da corrente elétrica, e i,
unidade imaginaria, os engenheiros acordaram usar a letra j como representacao da
unidade imaginaria na expressao algébrica do complexo a + bj. Além disso, adota-
ram a notacdo |w| £ 6 para a forma trigonométrica |w|. (cos 6 + i.senf) do nimero

complexo w. [25]
Exemplo: Uma fonte de tensao de uma residéncia, de valor eficaz, 220/ 0° alimenta uma
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carga de impedancia Z = (10 4+ 10j) ohm. qual a corrente elétrica fornecida pela fonte?

Resolucao:

Para obter a corrente elétrica i, fagamos a seguinte relacao:

U
1 1 7

Para proceder este quociente, é preferivel ter U e V na forma trigonométrica. Observe
que ja possuimos

U = 2204 0° = 220 . (cos 0° + i.sen 0°),
e agora precisamos obter a forma trigonométrica de Z. Veja:

Z=10+10 = |Z|=/(102+ (102 = |Z] =102

10 V2 10 V2

c0sf = —— = — e sen 0

= ——=— ,daif = 45°
10v2 2 102 2

Entao:
7 =10 + 105 = 10v/2.(cos 45° + i.sen 45°)

Desta forma, a corrente elétrica fornecida pela fonte é dada por:

.U
1 = —

Z

22
= 10\35.[cos(0° —45%) +i.sen(0° — 45°)] = 11v/2.[cos(—45°) +i.sen(—45°)]

i = 11v/2. [\/g—\/gz] =11- 11

Logo, i = 11 - 117 é a corrente elétrica pretendida.

e FRACTAIS

Alguns fractais sao figuras geométricas produzidas por equagoes matematicas que po-
dem ser interpretadas como formas e cores por programas de computador. Eles contém,
dentro de si, copias menores deles mesmos. Essas cépias, por sua vez, contém cépias
ainda menores e assim sucessivamente. Existem diversos tipos de equacoes capazes de

gerar essas figuras. A origem de um fractal é um nimero complexo, que representa o
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ponto inicial da figura. E descoberto por outra equacao, que soma uma parte real e

outra imaginaria.

Os fractais sao conhecidos por serem geradores de belas figuras mas, além disso, a
geometria fractal é importante no estudo de sistemas de movimento. Esse conhecimento
¢ usado na previsao do clima, no estudo do movimento das estrelas e galaxias do sistema
solar, na analise de pulsos elétricos no cérebro e de batimentos cardiacos. Alguns
fractais importantes podem ser obtidos pela repeticao de fungoes envolvendo nimeros
complexos como o conjunto do matemético polonés Ben6it Mandelbrot. Ele baseia-se
na sequéncia de nimeros complexos Z, 11 = (Z,)? + w, onde n é um nimero natural,
Z, e w sao complexos e Zy = 0. KEsse conjunto é definido como sendo de todos os

nimeros complexos tais que Z, 1 nao tende a infinito, quando n tende a infinito.

Figura A.1: Conjunto de Mandelbrot

e AERODINAMICA

Os nimeros complexos sdo muito tteis na Aerodinamica. Joukowski (1906), utilizando
transformacoes geométricas, construiu uma curva fechada no plano complexo que re-
presenta o perfil de uma asa de aviao (aerofélio de Joukowski) e, usando o principio de
Bernoulli (1738) e a teoria das fungoes complexas, deduziu a férmula de uma varidvel

1
complexa F(z) = z + — , denominada transformacao de Joukowski, que permite cal-
z
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cular a forca de levantamento responsavel pela sustentacao do voo de um aviao. Os
nimeros complexos permitiram uma explicacao matematica para o voo. Dai em diante

o progresso acrondutico foi rapido. [25]

e COMPUTACAO GRAFICA

Os fractais permitem modelar qualquer coisa da natureza na tela de um computador
gracas aos numeros complexos, pois a producao de cada imagem se resume a uma

férmula iterativa no plano complexo.

Alguns tipos de fractais tém sido utilizados na Computacao Grafica como base de
animacoes digitais. Eles ajudam a criar texturas, simular vegetacao ou construir pai-
sagens complexas, muito util na criagdo de jogos e filmes. O filme Titanis (1997) é um

exemplo da aplicagao desse recurso. [4], [7], [25]

Figura A.2: Imagem gerada por computagao grafica
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