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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo apresentar uma construcao geométrica dos nime-
ros reais caracterizando-os como ntmeros que expressam uma medida. Nesta construcao
cada ponto de uma reta orientada representa a medida de um segmento (um nimero real),
com base nos cinco axiomas da geometria euclidiana definiu-se uma relacao de ordem, um
método para somar e multiplicar pontos de tal forma que fosse possivel demonstrar que
a reta possui uma estrutura algébrica de corpo ordenado completo a qual chamamos de
conjunto dos nimeros reais. Para tanto, foram apresentados elementos historicos que
permitem compreender o surgimento dos nimeros irracionais como solucao para a insufi-
ciéncia dos ntimeros racionais no que diz respeito ao problema de medida, a evolugao do
proprio conceito de ntimero, bem como a importancia que a construgao rigorosa dos ni-
meros reais tiveram para os Fundamentos da Matematica. Exibimos uma construgao dos
numeros racionais a partir dos nimeros inteiros como motivacao para construcgoes de con-
juntos numéricos. Usando a nocao de medida mostramos uma interpretacao geométrica
dos ntimeros racionais associando-os aos pontos de uma reta orientada para demonstrar
que eles deixam “buracos” na reta e concluir sobre a necessidade de construir um conjunto
que contenha os nimeros racionais e que preencham todos os pontos de uma reta. O
tema ¢ de extrema importancia para o ensino da matematica, visto que um dos principais
objetivos do ensino basico é promover a compreensao dos niimeros e das operacoes, de-
senvolver o sentido de niimero e desenvolver a fluéncia no calculo, sendo necessario para
tal assimilar os nimeros reais, em especial os irracionais, os quais sao tratados a partir

do ensino fundamental.

Palavras-chave: Construcao dos nimeros Reais. Numeros irracionais. Construcao dos

numeros racionais. Corpo ordenado completo.



Abstract

This study aims to present a geometric construction of real numbers characterizing them
as numbers that express a measure. In this construction, each point in an oriented line
represents the measure of a segment (a real number). Based on five axioms of Euclidean
geometry it was defined an order relation, a method to add and multiply points so that
it was possible to demonstrate that the line has a full ordered body of algebraic structure
that we call the set of real numbers. To do so, it were presented historical elements
that allow us to understand the emergence of irrational numbers as a solution to the
insufficiency of rational numbers with respect to the measuring problem, the evolution
of the concept of number, as well as the importance that the strict construction of real
numbers had to the Foundations of Mathematics. We display a construction of rational
numbers from the integernumbers as motivation for construction of numerical sets. Using
the notion of measure,we show a geometric interpretation of rational numbers linking
them to the points of an oriented line to demonstrate that they leave “holes” in the line
and conclude on the need to build a set that contains the rational numbers and that fill all
the points of a line. The theme is of utmost importance to the teaching of mathematics
because one of the major goal of basic education is to promote understanding of numbers
and operations, to develop number sense and to develop fluency in the calculation. To
achieve this, it is necessary to assimilate the real numbers, especially the irrational ones,

which are taught since the elementary school.

Keywords: Construction of Real numbers. Irrational numbers. Construction of rational

numbers. Full ordered body.
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Capitulo 1

Introducao

A compreensao dos nimeros é a base para compreender toda a matematica. Apesar de o
utilizamos diariamente a todo instante, dar uma definicdo para niimero nao é uma tarefa
facil. Neste trabalho diremos que os numeros sao abstracoes que surgem do processo
de contagem de objetos e de medicao de varias quantidades, como comprimento, peso e

tempo. E que existe tipos diferentes de niimeros.

Dos nimeros apresentados no ensino fundamental os que causam mais embaraco sao
0s nimeros reais, especialmente os niimeros irracionais. Esse embarago continua no ensino
médio e as vezes no ensino superior. A falta de uma nocao clara do que é um nimero
irracional e o que o distingue de um nimero racional, para além da notacao, mais a
impressao de que sao intteis do ponto de vista pratico, implica numa séria dificuldade
de compreensao destes niimeros e consequentemente de outros contetidos dependentes do
conceito de nimero real, por exemplo, continuidade de func¢oes, convergéncia de séries,

limites, etc.

Penteado, em [20], cita algumas conclusoes das pesquisas realizadas no Brasil e no ex-
terior acerca das concepcoes dos alunos sobre os ntimeros reais que destacamos a seguir: a
associacao de nimero irracional a um niimero que nao é exato; a definicao de ntimero irra-
cional como sendo infinito ou aquele que contém infinitos digitos apds a virgula ou ainda
as raizes; a confusao entre niimero irracional e sua aproximagao atribuindo o mesmo sig-
nificado (como 7 = 3, 14); a concepcao de que duas grandezas sdo sempre comensuraveis;
que as propriedades atribuidas a reta real continuavam validas mesmo sem os niimeros

irracionais e o desconhecimento da completude do conjunto dos niimeros reais.

Uma pesquisa desenvolvida sobre as imagens conceituais dos niimeros reais realizada
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com 84 alunos dos cursos de Licenciatura em Matematica da UFMG e UFSC, ver [9],
mostrou que quase 50% nao compreendem o que é um ntmero irracional, definem um
numero irracional como um nimero nao exato; a distin¢cao entre racional e irracional é
apenas na forma de representagao (fragdo x nao fragao - decimal finito ou periddico x
decimal infinito ndo periddico); ndo associam o significado da incomensurabilidade de
dois segmentos com o sentido e a necessidade dos niimeros irracionais.

Nao é de se espantar com tais resultados uma vez que o tratamento que se di aos
nimeros irracionais no ensino basico é um tanto superficial. Os Parametros Curriculares
Nacionais do Ensino Fundamental aponta que uma das causas que contribui para que os
alunos nao desenvolvam bem o conceito dos nimeros irracionais é que o estudo desses
numeros tém se limitado quase que exclusivamente ao ensino do calculo com radicais. No
entanto, das quatros sugestoes que faz para trabalhar esse tema duas delas é com o célculo

de radicais.

O estudo desses numeros pode ser introduzido por meio de
situagoes-problema que evidenciem a necessidade de outros ntme-
ros além dos racionais. Uma situacao é a de encontrar nimeros
que tenham representagdo decimal infinita, e ndo periédica. Ou-
tra é o problema classico de encontrar o comprimento da diagonal
de um quadrado, tomando o lado como unidade, que conduz ao
niimero /2. Nesse caso, pode-se informar (ou indicar a prova)
da irracionalidade de v/2, por nio ser uma razao de inteiros. O
problema das raizes quadradas de inteiros positivos que nao sao
quadrados perfeitos, /3, v/5, etc., poderia seguir-se ao caso par-
ticular de v/2.

. explorar nimeros na forma a + bv/2, com a e b racionais, pode

contribuir para a superacao da ideia equivocada de que ha poucos

irracionais. (PCN, [4], pag. 106, 107).

E é exatamente isso que os livros do ensino fundamental trazem, os niimeros irracio-
nais sao abordados a partir do 8° ano do ensino fundamental geralmente com problemas
envolvendo a determinagao de raizes quadradas nao exatas, ensina-se a determinar valores
aproximados, faz-se o estudo da representacao decimal dos nimeros racionais verifica-se
que a divisao é finita, ou infinita e periodica e entao define-se os niimeros irracionais como
um numero nao racional, que nao pode ser escrito em forma de fracao e cuja representa-
¢ao decimal é infinita e nao-periddica. Cita-se alguns exemplos, especialmente os radicais

(\/5, V3,V17, etc...) e as vezes o nimero 7. Depois disso, define-se o conjunto dos ni-
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meros reais como a uniao dos niimeros racionais e dos nimeros irracionais. O problema
dessas defini¢oes é admitir previamente o entendimento do que seja ntimero, isto é, ni-
mero real. No 1° ano do ensino médio estuda-se mais uma vez os conjuntos numéricos,
agora de forma apressada, uma espécie de revisao rapida, quando deveria ser feito uma
abordagem com o objetivo de ganhar mais consisténcia teérica. Mais uma vez enfatiza-se
a representacao decimal infinita e nao periddica dos niimeros irracionais, finita ou infinita
periddica do niimeros racionais, sem ao menos justificar por que a repeticao acontece, € o
conjunto dos nimeros reais como a uniao do conjunto dos niimeros racionais e o conjunto

dos ntimeros irracionais.

Nao estamos com isso querendo defender uma apresentacao rigorosa dos niimeros reais,
julgamos inclusive inadequado. Mas é perfeitamente possivel definir um namero real
como o resultado da medida de uma grandeza, contar o motivo pelo qual eles existem
explicando o que sdo grandezas incomensuraveis, conceito cuja discussao pode favorecer a
compreensao de que os numeros irracionais sao indispensaveis para representar a medida

de quaisquer grandezas.

Utilizando-se do fato que sempre podemos imaginar o resultado de uma medida como
um segmento de reta, apresentaremos uma construgao geométrica dos nimeros reais de-
finindo um nimero real como um ponto de um reta orientada que representa a medida
de um segmento, definiremos um método para somar e multiplicar pontos da reta usando
régua e compasso ou software GeoGebra, como uma alternativa para a introducao desses

ntimeros no ensino fundamental sob uma perspectiva geométrica.

Iniciamos nosso estudo fazendo um apanhado historico dos niimeros irracionais desde
a descoberta dos segmentos incomensuraveis até a construcao do conjunto dos nimeros
reais por Dedeking. O conhecimento da evolucao histérica dos conceitos matematicos é
importante, pois ajuda-nos a refletir sobre a necessidade de dar tempo para o adequado

desenvolvimento da compreensao de determinados conceitos mateméaticos.

No segundo capitulo falamos sobre o processo de contagem, conjuntos finitos, infinitos,
conjuntos enumeraveis, relacoes de equivaléncia, corpo, conjuntos limitados, o conceito de
supremo e de infimo, defini¢oes e propriedades que sao necessarios para o entendimento
das construgoes que fazemos. Ainda neste capitulo explicamos o significado de medir e o

que sao segmentos comensuraveis e segmentos incomensuraveis.

No terceiro capitulo fazemos uma construcao dos niimeros racionais a partir dos nime-
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ros inteiros para mostrar ao leitor como construir conjuntos. Fazemos uma identificacao
dos niimeros racionais a pontos de uma reta orientada, mostramos que existem pontos na
reta que nao correspondem a nimeros racionais.

O quarto capitulo contém o desenvolvimento da proposta deste trabalho que é construir
geometricamente o conjunto dos niimeros reais. Iniciamos definindo um ntmero real como
um ponto de uma reta orientada que representa o tamanho de um segmento de reta, isto
¢, a medida de uma grandeza. Usando as definicoes do capitulo 2 mostramos que essa
reta possui a estrutura algébrica de um corpo ordenado completo.

No quinto capitulo apresentamos algumas construcoes geométricas usando régua e

compasso e utilizando o GeoGebra.

1.1 Contexto historico

A matematica demonstrativa nasceu numa atmosfera de racionalismo em que o homem
comecou a formular questoes fundamentais para entender o por qué das coisas. Os pri-
meiros personagens conhecidos aos quais se associam descobertas matemaéticas sao Tales
de Mileto! e Pitagoras (572 a.C. - 496 a.C.), fundador da escola pitagorica, que além de
ser um centro de estudo de filosofia, matemética e ciéncias naturais, era também uma
irmandade estreitamente unida por ritos secretos e cerimoniais.

A filosofia pitagoérica baseava-se na suposicao de que todas as coisas do universo podiam
ser descritas através dos niimeros inteiros. Isso levava a uma exaltacao e aos estudos das
propriedades dos niimeros e da aritmética, junto com a geometria, a misica e a astronomia,
que constituiam as artes liberais basicas do programa pitagorico.

Atribui-se a Pitagoras a descoberta do teorema sobre triangulos retangulos, hoje uni-
versalmente conhecido pelo seu nome:

“O quadrado sobre a hipotenusa de um triangulo retangulo é igual a soma dos qua-
drados sobre os cateto.”

Uma das maiores realizacoes dos pitagoricos foi a descoberta dos segmentos incomen-

suraveis, um marco na Histéria da Matemaética.

! Considerado um dos sete sabios da antiguidade. Creditam-se a ele, entre outras coisas, os seguintes
resultados: os dngulos da base de um tridngulo isésceles sao iguais; os angulos opostos pelo vértice sao
iguais; se dois tridngulos tém dois angulos e um lado em cada um deles respectivamente iguais, entao eles

sao semelhantes.
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Eles provaram que nao ha nenhum nimero inteiro?, nem nenhuma razdo entre inteiros
(nimero racional) que possa representar a medida da diagonal de um quadrado cujos lados
medem uma unidade. Como consequéncia, novos niimeros tiveram que ser inventados para
representarem essas medidas, surgem entao os nameros irracionais (significa nimeros nao-
racionais).

A revelacao da existéncia desses novos numeros foi considerada uma crise nos fun-
damentos da Matematica, primeiro porque abalou a base da filosofia pitagorica de que
tudo dependia dos ntimeros inteiros, limitou a teoria da proporgoes a grandezas comen-
suraveis e invalidou a teoria geral das figuras semelhantes ®. Além disso, contrariava o
senso comum, pois intuitivamente é razoavel admitir que dados dois segmentos de reta
sempre seria possivel encontrar um terceiro segmento, talvez muito pequeno, que coubesse
exatamente um numero inteiro de vezes em cada um dos dois segmentos dados. Abriu-se
as portas para processos infinitos, visto que um segmento nao podia mais ser considerado
indivisivel, mas infinitamente divisivel.

Nessa mesma época, surge os paradoxos de Zenao de Eléia. Eles mostravam que con-
siderar grandezas indivisiveis ou infinitamente divisiveis levava a contradicoes. Vejamos
um deles:

“A Dicotomia: Se um segmento de reta pode ser subdividido indefinidamente, entao o
movimento é impossivel pois, para percorré-lo, é preciso antes alcangar seu ponto médio,
antes ainda alcancar o ponto que estabelece a marca de um quarto do segmento, e assim
por diante, ad infinitum. Segue-se entao que o movimento jamais comecara.”

Durante muito tempo os matematicos buscaram explicar esses paradoxos, sem sucesso,
decidiram evitar os processos infinitos.

A solucao desses problemas se deu, por volta de 370 a. C. com a nova definicao de
proporcao feita por Eudoxo que se aplicava tanto a grandezas comensuraveis quanto a
grandezas incomensuraveis. Essa definicdo estd exposta no Livro V dos Elementos de
Euclides, e diz o seguinte:

“Diz-se que quatro grandezas estdo na mesma razao, a primeira para sequnda e a
terceira para quarta, tomando-se equimiltiplos quaisquer da primeira e da terceira e equi-
maltiplos quaisquer da sequnda e da quarta, os primeiros equimiltiplos sao ambos maiores

que, ou ambos iguais a, ou ambos menores que 0s ultimos equimultiplos considerados em

’Entender por inteiro os que classificamos atualmente como inteiros positivos.
3Dependente do Teorema de Tales.
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ordem correspondente.”
Em linguagem atual, dadas quatro grandezas (segmentos de reta, area, volume,...) da
mesma espécie A, B,C' e D, diz-se que A estd para B assim como C esta para D, isto é,

A D o o - . .

50 se para inteiros m e n arbitrarios, as condicoes a seguir eram verificadas:
Sem-A>n-Bentaom-C >n-D
Sem-A<n-Bentaom-C<n-D
Sem-A=n-Bentaom-C=n-D

Essa teoria forneceu a fundamentagao para construcao da teoria dos nimeros reais,
desenvolvida no século XIX, por Dedekind.

Muita matemaética tinha sido desenvolvida usando uma ideia intuitiva de limites: fun-
coes de variaveis reais, convergéncia de séries infinitas, o calculo diferencial e integral. E
a ideia de limite fora construida sobre uma noc¢ao intuitiva simples dos nimeros reais.
Até que essa falha foi percebida e muitos matematicos do século XIX se preocuparam em
estabelecer uma definicao rigorosa dos niimeros reais para que assim tudo que dele de-
corresse na andlise inspirasse seguranga, esse periodo é conhecido como “aritmetizacao da
analise”. Matemaéticos como Weierstrass, Cantor e Dedekind dedicaram-se a esta tarefa.
Sendo a definicao desse ultimo a mais difundida, conhecida como Teoria dos Cortes de
Dedekind.

De acordo com Eves, em [8], a andlise, a geometria e a algebra podem ser deduzidas
logicamente de um conjunto de postulados que caracterizem o sistema dos nimeros re-
ais, portanto, a consisténcia de toda a matematica existente depende da consisténcia do
sistema dos nliimeros reais. Dai a importancia de estudar as propriedades desses niimeros.

O texto acima foi baseado em [3] e [8].



Capitulo 2
Consideracoes 1iniciais

Neste capitulo veremos alguns tépicos que servirao de base para compreensao das cons-
trucoes que fazemos no terceiro e quarto capitulo. Iniciamos falando sobre o processo de
contagem e os niimeros naturais, estabelecemos correspondéncias entre conjuntos infinitos
para trabalhar a ideia de conjuntos infinitos enumeraveis, produto cartesiano, relacao de
equivaléncia, classes de equivaléncia, corpo e corpo ordenado. Explicamos o significado
de medir e o conceito de incomensurabilidade. Para maiores detalhes sobre os temas
aqui abordados ou mesmo para encontrar alguns resultados apresentados neste capitulo

recomendamos a leitura de [1], [5], [7], [15], [16] e [17].

2.1 Contar: fazer corresponder um-a-um

A nocao de namero e o desenvolvimento da matemaéatica estao intimamente relacionados
a historia da humanidade. Resulta das necessidades e preocupacgoes das culturas e dos
grupos sociais os mais diversos, procurando por vezes contar os dias do ano, concluir
trocas e transacoes, enumerar seus membros, esposas, mortos, bens, rebanhos, soldados,
perdas, procurando datar por vezes a fundacao de suas cidades ou uma de suas vitorias.
(Ver [13], pagina xvii).

Para Georges [13], “é a historia de uma humanidade que, gragas a inteligéncia de sua
acao e reflexdao e também pela forca das coisas, foi conduzida a considerar tudo o que
exige uma avaliacao numérica”.

Nao se sabe ao certo quando o homem comecou a contar, mas mesmo em épocas mais

primitivas acredita-se que tinhamos algum senso numérico ao menos ao ponto de notar

15
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quando se acrescentavam ou retiravam algum objeto de uma cole¢ao pequena. Com o
desenvolvimento da vida em sociedade, tornaram-se inevitaveis alguma forma de contagem
e de registro. Por exemplo, para os que guardavam ovelhas era importante verificar se a
quantidade de animais que saiam pela manha era a mesma quando retornavam e assim
perceber a falta de alguma que ficasse perdida ou de alguma que se acrescentasse ao
rebanho. O homem comecou a contar utilizando os recursos disponiveis em seu entorno e
até partes de seu corpo.

Acredita-se que a maneira mais antiga de contagem se baseasse em algum método de
registro simples, empregando o principio da correspondéncia um-a-um. Para contagem de
ovelhas, por exemplo, podia-se dobrar um dedo para cada animal ou associar uma pedra
para cada ovelha ou fazer uma marca em um 0sso.

Percebemos esse tipo de contagem quando pedimos a uma crianga, mesmo que ainda
nao saiba o processo formal de contagem, para comparar duas colecoes diferentes. Basta
lhe mostrar um pacote com trés borrachas e um com trés 1apis que ela perceberd que pode
corresponder cada elemento de um pacote com cada elemento do outro.

Podemos dizer que a contagem se deu fazendo corresponder sucessivamente, a cada
borracha do conjunto um lapis. Esse processo de associar cada elemento de um conjunto
com cada elemento do outro, até que um ou ambos os conjuntos se esgotem, é o que
chamamos de correspondéncia univoca ou um-a-um. O ato de associar dois elementos
¢ uma das operacoes mentais mais importantes que utilizamos constantemente todos os
dias.

A correspondéncia entre dois conjuntos serd chamada correspondéncia biunivoca ou
bijetiva quando a cada elemento do primeiro corresponde um elemento do segundo e

reciprocamente.

Exemplo 1 Numa turma de Fundamentos de Matemdtica, a correspondéncia aluno / ni-
mero de chamada da caderneta € univoca, assim como sua reciproca, nimero de chamada
da caderneta / aluno. Dizemos entao que a correspondéncia entre aluno e o nimero de

chamada da caderneta é uma correspondéncia biunivoca.

Da necessidade de contar surge os nimeros naturais ! (ou inteiros positivos). Mas

1O conjunto dos nimeros naturais pode ser construido por meio da teoria axiomatica dos conjuntos em
que um numero natural é definido como um conjunto. Isto significa obter uma defini¢do para o nimero

1 (um), para ntumero natural e para sucessor de um ntmero que satisfaga os axiomas de Peano. Para
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as necessidades da vida didria demandam, além da contagem de objetos individuais, a
medicao de varias quantidades, como comprimento, peso e tempo. Essas medicoes eram
representadas por razoes entre os nimeros naturais, o que talvez tenha levado os membros
da escola pitagorica a postularem que na natureza tudo é nimero, devido acreditarem que
tudo podia ser contado, logo atribuido um nimero, e que a qualquer medida também se
poderia atribuir um nimero ou uma razao entre ntmeros.

Quando queremos contar uma colecao de objetos estabelecemos uma correspondéncia
um-a-um entre os elementos da colecao e a sequéncia dos niimeros naturais. A seguir

faremos uma definicao mais cuidadosa para o processo de contagem e conjunto finito.

2.2 Conjuntos finitos, infinitos e enumeraveis

Vamos considerar os conjuntos:

N=1{1,2,3,4,5,...} = conjunto dos nimeros naturais.

I, ={1,2,3,4,...,n} = conjunto dos nimeros naturais de 1 até n.

Com base nesses dois conjuntos definiremos conjunto finito e conjunto infinito enume-
ravel.

A ideia que temos de um conjunto finito é quando conseguimos contar seus elementos.

Definicao 1 Dizemos que A é um conjunto finito se € vazio ou se, para algum n € N,
existe uma correspondéncia biunivoca f : I, — A. O nidmero natural n chama-se nimero

cardinal do conjunto A.

A injecao f : I, — A chama-se uma contagem dos elementos de A, e denotaremos por
n(A) o seu numero de elementos.

Ao conjunto vazio associaremos o cardinal zero.

Exemplo 2 O conjunto das letras da palavra CIONE € finito e possui 5 elementos.

C, I, 0, N, ]E
1, 2, 3, 4, 5

maiores detalhes sobre essa construgdo recomendamos a leitura de [11]. A partir dos nimeros naturais
podemos construir o conjunto dos niimeros inteiros por meio de classes de equivaléncia de pares ordenados

de nimeros naturais. Para maiores detalhes ver [7], paginas 162-181.
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Definicao 2 Um conjunto A serd infinito quando nao for finito. Ou seja, A nao é um
conjunto vazio € nao existe uma correspondéncia biunivoca f : I, — A qualquer que seja

n € N.
Exemplo 3 O conjunto dos numeros naturais € infinito.

Nao existe um n € N tal que I, — N. Isto decorre do fato que para todo n € N existe

um sucessor n + 1 € N. A operacao “somar um pode” ser repetida infinitamente.

2.2.1 Correspondéncia entre conjuntos infinitos

“Ninguém podera nos expulsar do Paraiso que Cantor criou”.

David Hilbert.

Coisas interessantes acontecem quando estabelecemos uma correspondéncia entre dois

conjuntos infinitos. Analisemos os exemplos a seguir:

Exemplo 4 A correspondéncia entre o conjunto N dos nimeros naturais e o conjunto
P dos nimeros naturais pares, ambos infinitos. A principio o leitor pode pensar que o
conjunto P € menor do que o conjunto N, tendo em vista que o sequndo € formado por
todos os nimeros de P mais os nimeros naturais impares (que também sao infinitos). Mas
nao € verdade. Podemos estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os elementos de
N e de P, basta para isso estabelecermos uma correspondéncia entre todos os elementos
x € N com os elementos y € P, tal que y = 2x. FE sua reciproca, para cada elemento

y € P corresponde um elemento x € N tal que x = % Como mostra o esquema abaizo:

N 1, 2, 3, n,
P 2, 4, 6, e 2n

bl

Outras correspondéncias entre o conjunto dos niimeros naturais com um de seus sub-
conjuntos infinitos podem ser estabelecidas. Como a de N com o conjunto dos niimeros

naturais impares, ou de N com o conjunto dos quadrados perfeitos 2.

2Galileu Galilei (1564-1642) em sua obra Discorsi, afirma que “nem o ntiimero de quadrados ¢ menor

do que a totalidade dos niimeros, nem esta iltima é maior do que aquele”.
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Exemplo 5 A correspondéncia entre os pontos de dois segmentos de reta. Hd infinitos
pontos num segmento de reta. Como bem observou Kubrusly em [14], € necessdrio que
se faca uma diferenca entre pontos fisicos que sao pedagos de matéria que compoe um
todo e, nesse caso, o numero de pontos de qualquer objeto serd sempre finito e menor do
que o numero acima, e pontos matemdticos. Pontos, retas, planos sao entendidos como
entidades puramente matemdticas e abstratas. Sao consideradas continuas e portanto com
capacidade de serem divididas eterna e infinitamente. Qualquer tamanho pode ser sempre
dividido em duas metades e esse processo de dividir por metades nunca terd fim. Na
definicao de Fuclides, o ponto € o que nao tem partes e portanto nao serd divisivel em
metades. Nao terd tamanho ou medida e por nao ocupar espaco serd possivel amontoar
uma infinidade deles em qualquer segmento de reta.

Considere o tridangulo ABC', ver Figura 2.1, tracemos uma reta pelo ponto médio de
AC paralela ao segmento AB. Sabemos que AB = 2MN. Apesar do segmento MN ter
comprimento igual a metade do comprimento de AB, o conjunto infinito de pontos de
MN € equivalente ao conjunto infinito de pontos do segmento AB. Para verificar isso,
basta estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre esses dois conjuntos, da sequinte
maneira: a cada ponto P de MN faz-se corresponder o ponto D (inico) de AB em que
D € o ponto de interseccao da reta CP com o segmento AB; a cada ponto E de AB
faz-se corresponder o ponto Q(inico) de MN em que QQ € a interseccao da reta EC com

o segmento M N.

Figura 2.1: Correspondéncia biunivoca entre os pontos do segmento AB e MN.

!
/
A ) E B

Os dois conjuntos sao portanto equivalentes, ou seja, possuem a mesma cardinalidade

ainda que o comprimento do segmento MN seja a metade do comprimento do segmento

AB.
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Isso é bastante curioso e foge da realidade imediata do nosso cotidiano em que o todo
é sempre maior do que sua parte, no campo infinito o todo pode ser equivalente a sua
parte.

Como dissemos no Capitulo 1, houve muita dificuldade para compreender e aceitar
grandezas infinitas. Um dos matematicos que estudaram grandezas infinitas foi Cantor,
responsavel por introduzir o conceito de cardinalidade e mostrar que hé diferentes tipos
de conjuntos infinitos. Surgiram assim, os conceitos de conjunto enumerével e de conjunto

nao enumeravel.

2.2.2 Conjuntos enumeraveis

Intuitivamente, um conjunto é enumeravel se seus elementos podem ser colocados numa
lista de modo que qualquer elemento do conjunto pode ser alcancado se avancarmos o

suficiente na lista.

Definicao 3 Um conjunto A € dito enumerdvel, se ele for finito ou se existir uma bijecdo

entre os elementos de A e 0s numeros naturais N.

Exemplo 6 O conjunto dos nimeros naturais impares € enumerdvel. O esquema abaizo

wndica uma forma de estabelecer uma correspondéncia biunivoca.

1, 3, 5, . on — 1,

s ...’ n’

Exemplo 7 O conjunto Z = {0,+1,4+2,43,---} dos nimeros inteiros é enumerdvel.
O esquema abaixo indica como estabelecer uma bijecao entre os elementos de 7. e o0s

elementos de N.

0, 1, -1, 2, -2, 3, -3, n, —n,
1, 2, 3, 4, D, 6, 7, e 2n, 2n + 1,

Note que a correspondéncia € definida da sequinte forma: o zero corresponde ao niumero
1, os inteiros positivos n, correspondem ao natural 2n e os inteiros negativos, —n, corres-

pondem ao natural 2n + 1, com n € N,
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Proposicao 1 Se dois conjuntos, A e B, sdo enumerdveis, entdo a unido de A e B €

enumerdvel.

Prova. Considere os conjuntos A = {ay, as,as, -+ ,ap, -} € B={by,bo,b3,-+ ,bp, -}
entao podemos estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os elementos de AU B e

os elementos de N da seguinte maneira:

ay, b17 az, b27 e Qp, bn7
1, 2, 3, 4 o =1, 2m,

A correspondéncia é definida do seguinte modo: cada a,, € AUB corresponde a 2n—1 € N

e cada b, € AU B corresponde a 2n € N, com n natural.

Proposicao 2 A unido de um niumero finito de conjuntos enumerdveis € enumerdvel.

Prova. Counsidere os COIljllIltOS Al = {(1117 12, @13, " }, Ag = {bgl, bgg, b23, s }, cee ,An =
{an1, ana, - -+ }. Podemos estabelecer uma rela¢ao biunivoca de B = Ay U A; U---UA, e
N da seguinte maneira:

Dispor os elementos do conjunto B em uma tabela em que os elementos do conjunto
A, serao dispostos na linha n, seguindo a ordem crescente. O esquema abaixo nos sugere

uma forma para enumerar:

ai a2 @13 : j :
21 22 23 : \ :
(07951 an2 an3

O conjunto do niimeros racionais é enumeravel, sua enumerabilidade foi demonstrada

por Cantor.
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Segundo Cantor, dois conjuntos, A e B tem a mesma cardinalidade quando é possivel
estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os elementos de A e os elementos de B.
Isso equivale a dizer que existe uma bijecao entre A e B.

Serd que todos os conjuntos infinitos sao enumeraveis?

Em 1874 Cantor surpreendeu os matematicos de sua época com uma descoberta muito
importante. Ele mostrou que o conjunto dos ntimeros reais tem cardinalidade diferente
da do conjunto dos ntimeros naturais, isto é, existia conjuntos nao enumeraveis, portanto

existiam dois tipos de infinitos, o tipo enumeravel e o tipo nao enumeravel.
Definicao 4 Um conjunto infinito que nao é enumerdvel, é dito nao enumerduvel.

O conjunto dos niimeros reais nao ¢ enumeravel, apresentaremos a demonstracao,

também elaborada por Cantor, no Capitulo 4.

2.3 Produto Cartesiano

Um par ordenado p = (a,b) é um par de objetos cuja ordem tem importancia. Chamamos
a de primeira coordenada e b de segunda coordenada. Dois pares ordenados p = (a,b) e
q = (¢, d) serao iguais quando a = ce b = d.

O par ordenado p = (a,b) ndo é a mesma coisa que o conjunto {a, b}, pois {a,b} =

{b, a} sempre, mas (a,b) = (b,a) somente quando a = b.

Definicao 5 Dados dois conjuntos A e B, o produto cartesiano de A por B, denotado
por A X B, € o conjunto de todos os pares ordenados (a,b) cuja primeira coordenada a

pertence a A e cuja sequnda coordenada b pertence a B. Isto €,

Ax B={(a,b) |ac Abe B}.

Exemplo 8 Se A ={1,2} e B={5,6} entao A x B={(1,5),(1,5),(2,5),(2,6)}.

Exemplo 9 Se A =@ e B um conjunto qualquer, entao A x B = &.
Prova. Suponhamos que exista (a,b) € A x B. Por defini¢ao de par ordenado, a € A
e b€ B, é um absurdo, pois por hipétese A = &. Portanto, nao existe (a,b) pertencente

aAx B. ¢



2.4. RELACOES DE EQUIVALENCIA 23

Exemplo 10 Se A = {ay,a2,--- ,an} € B ={by, by, ,b,}, possuem, respectivamente,
m e n elementos, entao A X B possui m -n elementos, pois tem-se m possibilidades para
a primeira coordenada e n possibilidades para a sequnda.

Uma forma interessante de enzergar isto € pensar no produto cartesiano como uma

matriz M de m linhas € n colunas.

(a1,01) (a1, b2) - (a1,by)
M — (ag,-bl) (agibg) (ag,bn)
I (Qmyb1)  (am,b2) -+ (am,bn) |

O produto cartesiano A x B estd intimamente ligado & ideia de relagao binaria. Para
mais informacoes ver [15].

Uma relagao binaria R entre elementos do conjunto A e elementos do conjunto B é
um subconjunto do produto cartesiano de A por B. Essa relacao R é uma condicao ou
um conjunto de condicdes que permitem determinar, dados a € A e b € B, se a estid ou
nao relacionado com b segundo R. No caso afirmativo, escrevemos aRb em caso negativo
aRb.

Uma relacao interessante é a relacao “maior do que” entre nimeros naturais. A con-
dicao que nos permite escrever que a > b, coma € Neb e Néa—b>1. Neste caso é

uma relacao entre N e N.

Exemplo 11 Seja A = {1,2,3,4} e a relagio R = {(a,b) e Ax Ala—b>1}.
Temos:
9R1, 3R1, 3R2, 4R1, 4R2 ¢ 4R3.

Isto é,

R ={(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2), (4,3)}.

2.4 Relacoes de equivaléncia

Definicao 6 Dado um conjunto A e uma relagio R sobre ele. Diz-se que R € uma

relacdo de equivaléncia se satisfaz as sequintes propriedades:

1. Reflexiva: aRa, para todo a € A;
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2. Simétrica: se a,b € A e aRb, entio bRa;

3. Transitiva: para a,b,c € A, se aRb e bRc, entao aRc.

A relagdo R do Exemplo 11 nao é reflexiva, pois 1 € A e (1,1) € R, nem simétrica,
dado que 2R1, mas nao 1R2. Entretanto, ela é transitiva, pois 3R2 e 2R1 = 3R1; 4R2
e 2R1 = 4R1; 4R3 e 3R1 = 4R1; 4R3 e IR2 = 4R2.

Exemplo 12 Seja A = {1,2,3,4,5} e R = {(a,b) € AXA | a e b sao nimeros impares},
ou seja, R = {(1,1), (1,3), (1,5), (3, 1), (3,3), (3,5), (5.1), (5.3), (5.5)} ¢ wma relaciio de

equivaléncia, pois:
1. Vale a reflexiva: 1,3,5 € A, 1R1, 3R3 e 5R5;
2. Vale a simétrica: 1,3,5 € A, 1IR3, 3R1, 1R5, 5R1, 3R5 e 5R3;

3. Vale a transitiva: 1,3,5 € A, 1IR3, 3R5, 1R5.

Exemplo 13 Sejam A =N e R a relacdo dada por: aRb quando os restos das divisoes
de a e b por 2 forem iguais. Por exemplo, (3,5) € R, mas (5,10) € R. Verifiquemos se

R € uma relacao de equivaléncia:

1. Vale a reflexiva: Seja x € N, a divisao de x por 2 tem resto t € {0,1}. Obviamente

t =t, portanto, xRx para todo v € N;

2. Vale a simétrica: sejam x,y € N e Ry, isto €, x e y divididos por 2 tém o mesmo

resto t, logo yRx;

3. Vale a transitiva: Sejam x,y,z € N e xRy e yRz. Dessa forma, x ey divididos por
2 possuem o mesmo resto t, assim como y e z possuem o mesmo resto u. Como y
dividido por 2 possui o resto t e também o resto u, concluimos que t = u e, logo o

resto da divisao de x e z por 2 € o mesmo, ou seja, tRz.

Portanto R ¢ uma relacao de equivaléncia.

2.4.1 Classe de equivaléncia

Definicao 7 Seja R uma relagao de equivaléncia sobre um conjunto A e a € A um

elemento fizado arbitrariamente. O conjunto @ = {x € A | 2Ra} denomina-se classe de
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equivaléncia de a pela relacio R, ou seja, a € o conjunto constituido dos elementos de A

que se relacionam com a.

Na relacao do Exemplo 13 existe apenas duas classes de equivaléncia distintas. Sabemos
que os numeros naturais sao classificados em pares ou impares e que na divisao por 2 hé
apenas duas possibilidades para o resto ou 0 ou 1. Os niimeros pares possuem resto 0 e
os impares possuem resto 1. Dessa forma, as classes de equivaléncia para esta relacao sao

@ = 0 para a par e, @ = 1 para a impar.

2.5 Corpo

Um conjunto K munido de duas operagoes, chamadas adi¢ao e multiplicacao, é um corpo,
indicaremos por (K, +,-), se estas operacoes possuem certas propriedades chamadas os
axiomas de corpo.

A adicao faz corresponder a cada par de elementos =,y € K sua soma x +y € K,
enquanto a multiplicacao associa a esses elementos o seu produto x -y € K. Os axiomas

do corpo sao os seguintes:

a) Axiomas da adicao

(A1) A soma ¢é associativa - quaisquer que sejam z,y,z € K, tem-se (z +y) + 2z =

x+(y+2)
(A2) A soma é comutativa - quaisquer que sejam z,y € K, tem-se x +y = y + .

(A3) A soma possui elemento neutro - para quaisquer = € K existe z € K tal que

t4+1 =2 +z=ux. Representaremos o elemento neutro por 0.
(A4) A adigao possui simétrico - para todo elemento z € K existe um simétrico
€ K tal que z + ' =z’ + 2 = 0. Representaremos o simétrico de = por —z.

b) Axiomas da Multiplicagao
(M1) O produto é associativo - quaisquer que sejam x,y, z € K, tem-se (x -y) - 2 =
(M2) O produto é comutativo - quaisquer que sejam x,y € K, tem-se z -y =y - x.

(M3) O produto possui elemento neutro - para quaisquer z € K, existe 1 € K tal

que r -1 ==x.
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(M4) O produto, nao nulo, possui um inverso multiplicativo - para todo x # 0 em
K, existe ' € K, tal que -z = 2’ -z = 1. Representaremos o inverso de z por
1

™1 ou —.
x

Axioma da distributividade

(D1) A multiplicagdo é distributiva em relagao a soma - quaisquer que sejam x,y, z €

Ktemsex (y+2)=z-y+ax-z

Algumas observacoes

1)

A soma x + (—y) sera indicada com a notagao x — y e sera chamada diferenca entre

xrey.

Somando-se y a ambos 0s membros de uma igualdade do tipo z — y = z, obtém-se
x =y + z. Analogamente, se x +y = z, entdao somando-se —y a ambos 0s membros,

obtém-se x —y = z. Portanto, xr —y=2=2x =z +y.

.. ~ _ x .
A multiplicacdo z - y~! que pode ser representada por — chamaremos de divisao de
Yy
x por y. Como o 0 nao possui inverso multiplicativo, conclui-se que nao ha divisao

por zero.

Resulta do axioma da distributividade que x - 0 = 0 para todo z € K, pois
- 0+z=2-0+z-1=2-0+1)=z-1==zx.

Por outro lado, dados x,y € K com z -y = 0, segue-se que x = 0 ou y = 0. Com
efeito, se for x -y = 0 e © # 0, entao obtemos x -y = x - 0 e, pelo cancelamento
multiplicativo temos, y = 0. Assim, num corpo K, tem-se = -y # 0 sempre que 0s

dois fatores x e y forem ambos diferentes de zero.

A distributividade explica também as “regras dos sinais” da Algebra elementar:

o (-2)y=z-(-y)=—(z-y);
o (—x)-(-y)==z-y.
Em primeiro lugar temos (—z) -y +z -y = (—x + z) - y = 0, donde

y =20-
(—x) -y = —(z-y). De forma andloga, = - (—y) = —(x - y). Logo, (—x) - (—y) =

—lr- (=Yl =-[-(-yl=2z-y
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Exemplo 14 O conjunto Zs = {0, 1}, formado apenas por dois elementos distintos 0 e
1, com as operacoes 0+1=140=1,040=141=0,0-0=0-1=1-0=0e1-1=1

é um corpo. Aqui o simétrico de cada elemento € ele proprio (e o inverso também).

2.5.1 Corpo ordenado

Um corpo ordenado é um corpo K, no qual se destacou um subconjunto P C K, chamado

o conjunto dos niimeros positivos de K, tal que as seguintes condicoes sao satisfeitas:

P1) A soma e o produto dos elementos positivos sdo positivos, ou seja:
r,yceP—wos+yecPex-ycP.
P2) Dado = € K, somente uma das trés alternativas ocorre:
r=0,oux P, ou—xelP.

Indicamos por (—P) o conjunto dos elementos —z, tal que x € P. Os elementos de
(—=P) chamam-se negativos. Assim, K =P U {0} U (—P), unido disjunta.
Observe que num corpo ordenado, se a # 0, entdo a®> € P. De fato, sendo a # 0,

2

por P2) temos a € P, ou —a € P. No primeiro caso, a* = a-a € P e, no segundo caso

a’> = (—a)-(—a) = a-a € P. Em particular, temos 1-1 =1 e que —1 nao é quadrado de

nenhum elemento.

2.5.2 Relacao de ordem num corpo ordenado K

Considere um corpo K e suponhamos que sobre K esteja definida uma relacao de ordem,

representada pelo simbolo <, tal que goza das seguintes propriedades:
i. Transitiva. Se a < be b < ¢, entao a < ¢;

ii. Tricotomia. dados a,b € K, ocorre somente uma das alternativas:
a=>boua<b oub<a;

iii. Monotonicidade da adi¢do. Se a < b, entao a + ¢ < b + ¢, para todo ¢ € K;

iv. Monotonicidade da multiplicagdo. Se a < b, entao para ¢ > 0, tem-se a-¢c < b - c.

No entanto, se a <bec<0,entao a-c>b-c.
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Nessas condicoes diz-se que K é um corpo ordenado.
A proposicao “a < b’ lé-se: a é menor do que b. E significa que b — a € P. A notacao
a < b (lé-se: a é menor do que ou igual a b) indica que ou a < b ou a = b, sem especificar

qual dos dois ocorre. Dito de outra maneira, a < b é a negagao de b < a.

2.6 Valor absoluto

A relacao de ordem em K permite-nos definir o valor absoluto, ou médulo, de um nimero

r € K, vejamos:

Definicao 8 (Mddulo ou valor absoluto). Definiremos mddulo ou valor absoluto de um

ndmero x € K como:

rx ,sex =20
|2 |=
—x ,sex<0
O valor absoluto é o maior dos nimeros x e —z. Assim, quando z = 0 tem-se,
r = —x =| z |. Portanto, temos:

|z |[>0e—|x|<z<|x].

Mais geralmente, dados x e a > 0 elementos de um corpo K, sao equivalentes:
(i) —a <z <a,
(ii) x <ae—x<aq,

(iii)|  |< a.

2.7 Corpo ordenado completo

Precisamos da nog¢ao de supremo e de infimo para definir um corpo ordenado completo.
Para uma melhor compreensao do que é supremo e infimo, faremos nesta secao, uma
breve explanacao destes assuntos, buscando entender quando um conjunto tem ou nao

um maior elemento e quando tem ou nao um menor elemento.

Cota superior e cota inferior

Vejamos em que consiste a nocao de cota superior de um corpo ordenado.
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Definicao 9 Seja A um subconjunto de um corpo ordenado K. Dizemos que um elemento
u € K € cota superior de A, se u > x para todo x € A. Neste caso dizemos que A é

limitado superiormente.

Definicao 10 Seja A um subconjunto de um corpo ordenado K. Dizemos que um ele-
mento w € K € cota inferior de A, se w < x para todo v € A. Neste caso dizemos que A

€ limitado inferiormente.

Observe que se um conjunto tem uma cota superior, entao admite uma infinidade dela,

pois, se u é uma cota superior de A, entao também o é u + n, para qualquer n € N.

Definicao 11 Um subconjunto A de um corpo ordenado K chama-se limitado quando é

limitado superior e inferiormente.

Proposicao 3 Um corpo ordenado K ¢é dito arquimediano quando nele é vdlida qualquer

uma das trés condigoes equivalentes a sequir:
i) N C K ¢ ilimitado superiormente;
ii) dados a,b € K, com a > 0, existe n € N tal que n-a > b;

1
iii) dados qualquer a >0 em K, existe n € N tal que 0 < — < a.
n

Supremo e infimo de um conjunto

Definicao 12 Dizemos que um elemento b € K € o supremo do conjunto limitado supe-
riormente A C K, denotamos por b = supA, quando b € a menor das cotas superiores de

A em K. Isto €, quando as condicoes abaixo sao satisfeitas:
S1) x e A=z <,

S2) ¢ > x, para todo x € A= ¢ >b.

A propriedade S2) significa que qualquer outra cota superior deve ser maior do que ou

igual ao supA.

Definicao 13 Analogamente, um elemento a € K chama-se infimo do conjunto limitado
inferiormente A C K, denotamos por a = infA, quando a é a maior das cotas inferiores

de A. Isto €, quando as condicoes abairo sao satisfeitas:
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I1) xe A= x> a,

12) ¢ <z, para todo x € A = ¢ < a.

A propriedade 12) significa que qualquer outra cota inferior deve ser menor do que ou
igual ao infA.
Importante: Quando dizemos que um conjunto tem um supremo, nao estamos fa-

zendo nenhuma afirmacao sobre se o supremo esta contido, ou nao no conjunto.

Exemplo 15 Considere dois conjuntos, A e B, contidos em um corpo ordenado K.
Sendo A={zr € K|0<ax<l1l}eB={xe K|0<az<1}. Percebe-se que o
conjunto A tem cota superior que € o 1, no entanto qualquer a > 1 também € cota su-
perior de A. Nota-se que 1 é a menor das cotas superiores de A, portanto € o supremo
deste conjunto.

O conjunto B tem as mesmas cotas superiores de A. percebe-se que 1 € a menor das
cotas superiores de B, ou seja, é o supremo de B. Observe que o supremo de B pertence

a B e o supremo de A nao pertence a A.

Com as nocoes de supremo e de infimo enunciaremos a definicao de corpo ordenado

completo.

Definicao 14 Um corpo ordenado K chama-se completo quando todo subconjunto X nao-

vazio, limitado superiormente, possui supremo em K.

2.8 O problema da medida: a descoberta dos segmentos

Incomensuraveis

"Meca o que é mensuréivel e torne mensuravel o que nao é."

Galileu Galilei.

O que significa medir?

Medir é tao importante quanto contar. Contar e medir sao agoes indispensaveis na vida
cotidiana e aparecem juntas em muitas ocasioes. Por exemplo, medir a altura de um

muro, o tempo de uma partida de futebol, a largura de uma porta, a drea de uma sala, etc.
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Poder medir as coisas ¢ uma necessidade do ser humano, faz parte da vida. Expressar essa
medida de forma que todos compreendam e cheguem ao mesmo resultado é tao importante
quanto o ato de medir.

Caraga, em [5], diz que no problema da medida ha trés fases e trés aspectos distintos:
escolha da unidade; comparacao da unidade; expressao do resultado dessa comparacao
por um numero.

As unidades de medida eram criadas e adaptadas de acordo com a necessidade dos
povos. Muitas dessas medidas eram realizadas baseadas em partes do corpo como o
comprimento do pé, a largura da mao ou a grossura do dedo, o palmo e a passada, por
exemplo. O cubito era uma unidade de medida utilizada pelos egipcios hé& cerca de 50
séculos e definido pela distancia do cotovelo até a ponta do dedo médio distendido. Tendo
por padrao, o “ctibito real”. Atualmente as unidades de medidas utilizadas em quase todos
os paises sao padronizadas, existe um Sistema Internacional de Medidas - (SI).

Essencialmente medir é comparar. Para medir é necessario estabelecer uma unidade
padrao de uma grandeza e verificar quantas copias desta unidade sao necessarias para
obter toda a quantidade da grandeza que se deseja medir. O resultado dessa comparagao
serd expressa através de um nimero que representa a medida da grandeza em relacao a
unidade. Considere dois segmentos, AB e CD, queremos medir o segmento C'D tomando
AB como unidade de medida, o resultado da comparacio exprime-se dizendo que no
segmento C' D cabe trés vezes a unidade AB, ou que a medida de C'D, tomando AB como

unidade, é trés. Ver Figura 2.2.

Figura 2.2:

O mais frequente é nao termos quantidades inteiras da unidade de medida na grandeza
que queremos medir, por isso é necessario subdividi-la em um certo nimero de partes
iguais de tal forma que cada uma dessas partes, a nova unidade de medida, caiba uma
quantidade inteira de vezes na grandeza que queremos medir. Consideremos os segmentos

AB e CD, e queremos expressar a medida de AB tomando C'D como unidade de medida,
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sendo que C'D nao cabe uma quantidade inteira de vezes em AB. Entao, buscamos um
terceiro segmento E'F que caiba um ntmero inteiro de vezes tanto em C'D quanto em
AB. Digamos, m vezes em AB e n vezes em CD. Neste caso dizemos que a medida de

AB ¢ XCD. Na Figura 2.3 ilustramos um exemplo em que m =5 e n = 3.
n

Figura 2.3:
Ee—e F
I I
| |
| | —_— —
AB 5EF b
Lo CD 3EF 3
L
| I
A b p——oe 3

Outra situagao é a grandeza que queremos medir ser menor do que a unidade de
medida. Consideremos os segmentos AB e CD, e queremos expressar a medida de CD
tomando AB como unidade de medida, sendo que AB nio cabe uma quantidade inteira de
vezes em C'D. Entdo, buscamos um terceiro segmento FF que caiba um nimero inteiro
de vezes tanto em AB quanto em CD. Digamos, m vezes em CD e n vezes em AB. Neste

caso dizemos que a medida de CD & "AB. Na Figura 2.4 ilustramos um exemplo em

n
quem=3en=>5.
Figura 2.4:
Ee—e F
I I
I I
| | e e
CD 3EF S S
oo AB bSEF 5
L
| |
A e 3

Em geral, sempre que feita a subdivisao da unidade de medida em n partes iguais tal
que uma dessas partes caiba m vezes na grandeza a medir. Essa medida seré representada
pela razao entre os niimeros inteiros m e n, ou seja, por um ndmero racional.

Assim para medir precisamos de nimeros que represente a medida de uma grandeza,

dada uma unidade estabelecida. No caso de segmentos de reta, vimos que os nimeros
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racionais exprimem essas medidas. Mas, os nimeros racionais seriam suficientes para
medir todo segmento? Serd sempre possivel encontrar uma unidade de medida, ou um
submultiplo da unidade, que caiba um namero inteiro de vezes no segmento que se deseja
medir? Isto é, dados dois segmentos AB e C'D, seria sempre possivel encontrar um terceiro
segmento EF contido um ntimero inteiro de vezes em AB e outro niimero inteiro de vezes
em CD, situacio esta que descrevemos dizendo que EF é um submiltiplo comum de AB
e OD.

E bastante razoavel acreditar que sim, sempre sera possivel encontrar um submiltiplo
que caiba uma quantidade inteira de vezes em cada um dos segmentos desde que se
efetue uma quantidade suficiente de divisdes. Afinal, se EF nio serve, podemos imaginar
um segmento menor, outro menor ainda, e assim por diante. Nossa intuicao geométrica
nos faz acreditar que ha de existir um certo segmento EF (unidade fundamental de
comensurabilidade), talvez muito pequeno, mas satisfazendo aos propositos desejados. O
leitor deve ir muito além, imaginando um segmento EF tdo pequeno que nem possa mais
desenhar, para se convencer, pela sua intuicao geométrica, da possibilidade de sempre
encontrar uma unidade para medir AB e C'D. Contudo, ficara surpreso, assim como os

gregos, ao descobrir que nem sempre isso serd possivel.

2.8.1 Segmentos comensuraveis

Os matemaéticos gregos tratavam a questao da medida usando o conceito de grandezas

comensuraveis. Que podemos explicar da seguinte maneira:

Dados dois segmentos, AB e C'D, dizemos que eles sdo comensuraveis se existirem

nuimeros inteiros positivos m e n e um segmento FF, tais que AB =mFEF e CD =nEF

(veja as Figuras 2.2 e 77).

Ecrevemos:

CD nEF

AB  mEF m
i

Os gregos nao entendiam as fracoes como nimero. Eles tratavam apenas das razoes entre
grandezas da mesma espécie. Fles diziam que AB estd para C'D assim como mEF esta

para nEF.
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2.8.2 Segmentos incomensuraveis

Os pitagoéricos foram responsaveis por um dos momentos criticos da Matematica: a prova
de que ha segmentos nao comensuréveis, os chamados incomensuraveis. Esta descoberta
abalou a filosofia basica da Escola, de que tudo dependia dos niimeros inteiros.

No livro “O Teorema do Papagaio” de Denis Guedj [12] este episodio da Historia da
Matematica ¢ contado de forma bem interessante e é uma boa opc¢ao de leitura para
os alunos do ensino fundamental e do ensino médio. Uma outra opcao de leitura® que
também conta esse episdodio ¢ o livro “20.000 Léguas Mateméaticas - Um passeio pelo
misterioso mundo dos nimeros” de Dewdney [6]. Baseado neste tltimo livro, relataremos
como Pitagoras provou a existéncia de grandezas incomensuraveis.

Pitagoras, descobriu o seguinte:

Nao existe inteiros para expressar a razao entre a medida do lado de um quadrado

unitario e sua diagonal.

Figura 2.5: Os segmentos d e u sdo incomensuraveis

O argumento que Pitagoras usou para demonstrar a incomensurabilidade entre o lado

do quadrado e sua diagonal ¢ bem simples, usando a linguagem atual. O primeiro passo
para sua demonstracao foi supor um quadrado de lado “u” e diagonal “d”, tais que “u” e

“d” eram comensuraveis, para isso, deveriam existir dois inteiros m e n tais que g = %
E também, que esses inteiros fossem as menores possiveis, isto é, m e n primos entre si.
Naquela época, ja era conhecido que o quadrado de um ntimero par ¢ par e o quadrado
de um ntmero impar é impar. E que se fosse construido um quadrado, tendo a diagonal
“d” como lado, entdao sua area seria dada por m? = n? + n? = m? = 2. n? (Teorema

de Pitagoras). Isto significava que o quadrado da diagonal era par, mas isso s6 poderia

3Ambos os livros fazem parte do acervo do Programa Nacional Biblioteca da Escola para o Ensino

Médio - PNBEM /2008.
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“ 2

ocorrer se o comprimento do lado que estava sendo elevado ao quadrado, ou seja, “m”,
também fosse um nimero par. Por conseguinte, se “m” fosse um ntimero par, seu quadrado
seria um miltiplo de 4. Como o quadrado de “m” era o dobro do quadrado de “n” (e o
quadrado de “m” era um multiplo de 4), isso queria dizer que o quadrado de “n” deveria
ser miltiplo de 2. Pitagoras aplicou a “n” o mesmo raciocinio que havia aplicado a “m”,
e concluiu finalmente que os dois comprimentos compunham-se de um ntmero par das
unidades fundamentais de comensurabilidade que os formavam. Isto queria dizer que,
existia um divisor comum entre “u” e “d’. Entretanto, como os inteiros em questao eram
primos entre si, isso era uma contradicao. Pitdgoras sabia que esse resultado significava
que um dos pressupostos que entravam na demonstragao deveria estd errado. O tunico
pressuposto formulado foi o de que os comprimentos “u” e “d’ eram comensuraveis. A
contradicao significava que nao poderia sé-lo.

A diagonal e o lado de um quadrado nao é o nico par de segmentos incomensuraveis.
Acredita-se que esse foi o primeiro par de segmentos incomensuraveis descoberto. Existe
uma vertente que defende a tese de que a descoberta dos incomensuraveis esta relacionada

ao pentagrama, que ¢ o simbolo dos pitagéricos, pois a razao entre o lado de um penta-

1++5

gono regular com a sua diagonal resulta na razao aurea que é dada pelo numero 5

conhecido como nimero de ouro.

A existéncia de segmentos incomensuraveis implica na insuficiéncia dos sistemas nu-
méricos conhecidos — ntimeros naturais e racionais - para efetuar medidas dos objetos
geométricos mais simples, como o quadrado e o circulo. A solucao que se impos, na
época, e que levou séculos para ser adotada, era a de ampliar o conceito de nlimero, in-
troduzindo os chamados ntimeros irracionais, de tal modo que, fixando uma unidade de

comprimento arbitraria, qualquer segmento de reta pudesse ter uma medida numérica.
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Capitulo 3

Construcao dos Numeros Racionais

Neste capitulo faremos a construcao do conjunto dos niimeros racionais por meio de clas-
ses de equivaléncia de pares ordenados de niimeros inteiros. Mostraremos que o conjunto
Q dos niimeros racionais possui uma estrutura matematica denominada de corpo, basica-
mente herdada das operagoes usuais dos ntimeros inteiros que, por sua vez, provém das
duas operagoes mais elementares, a soma e o produto de nimeros naturais. Mostraremos
o significado geométrico dos ntimeros racionais representando-os numa reta orientada e
que estes nimeros, apresar de denso, nao preenchem toda a reta. Para maiores detalhes
sobre o assunto ou mesmo para encontrar alguns resultados apresentados neste capitulo

indicamos a leitura de [5], [7], [15], [16] e [21].

3.1 O corpo ordenado incompleto dos Racionais

Para fixar a notacao, denotaremos por:

Z ={0,4£1,+£2, 43, £4, ...} o conjunto dos niimeros inteiros.

7 ={+£1,42, 43,44, ...} o conjunto dos niimeros inteiros nao nulos.

Vamos considerar ser conhecimento do leitor que o conjunto dos inteiros é fechado
em relacao a soma, ao produto e a diferenca de inteiros, isto €, o resultado da soma, do
produto e da diferenca de dois inteiros é um inteiro. Mas nao é fechado em relagdo a
divisao de inteiros. Sendo que 0 é o elemento neutro da soma e 1 elemento neutro da
multiplicacao.

m
Exemplo 16 Dados m,n € 7Z a operacao — so € possivel se existir um inteiro p tal que
n

m=p-n.

37
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Nosso objetivo é dar um sentido matemaético a todas as operacoes do tipo —, para quais-
n

quer m,n € Z, com n # 0, de maneira a tratar como entes do mesmo conjunto tanto

10 =16 15 31 —4 ) )

TR e = quanto aqueles 7 g e = por exemplo. Nesse sentido, subja-

cente a cada “divisio” — esta o par ordenado (m,n) € Z x Z*. Além disso é facil ver, por
n

aqueles

exemplo, que a igualdade em Z

10 8
5 4
é equivalente a
10-4=5-8.

De uma maneira geral, se m,n,p,q € Z, com n,q # 0, vale a equivaléncia:

m . p
— =< m-qg=n-p.
n q

Essas consideracoes, aliada ao fato de que o conjunto dos Racionais a ser construido,
deve ser uma “ampliagao” de Z, ajudam a entender o caminho que tomaremos.
Consideremos sobre o conjunto Z xZ* = {(m,n) | m € Z,n € Z*} arelagdo ~ definida

da seguinte maneira: para quaisquer (m,n) e (p,q) € Z X Z*,
(m,n) ~(p.q) <= m-q=n-p

A partir de agora escreveremos m - n como mn.
A relagao ~ definida acima de acordo com a Defini¢ao 6 é uma relagao de equivaléncia,

pois valem as trés propriedades: reflexiva, simétrica e transitiva. Verifiquemos:

a) a refexividade:
Dados m € Z e n € Z* temos, mn = nm, visto que o produto de nimeros inteiros é
comutativo, portanto (m,n) ~ (m,n).
b) a simetria:
Se (m,n) ~ (p,q) entdo mq = np = np = mq = pn = qgm, ou seja, (p,q) ~ (m,n).
¢) a transitividade:
Se (m,n) ~ (p,q) e (p,q) ~ (r,s) entdo (m,n) ~ (r,s).
Por hipotese:

mq =np (1) e ps = qr (II).
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Multiplicando (I) por s e (II) por n, temos:
mqs = nps e nps = nqr.

Dai, mgs = nqr, dividindo a igualdade por ¢, o que é possivel pois ¢ € Z*, obtém-se

ms = nr, isto é, (m,n) ~ (r,s). ©

m p . . ..
Observe que, mq = np < o= 5, ou seja, se as divisoes m por n e p por ¢ coincidem,

podemos dizer que (m,n) ~ (p, q).

Exemplo 17 a. (2,4) ~ (=5,—10) ~ (1,2);
b. (3,—5) ~ (—12,20) ~ (6,—10);
c. (2,2) ~ (9,9) ~ (=1, —1).

Sendo ~ uma relacao de equivaléncia em Z x Z*, por conseguinte, determina uma
partigdo neste conjunto em classes de equivaléncia. Para cada par (m,n) € Z x Z%,

m
denotaremos por — (m sobre n) a classe de equivaléncia determinada por (m,n) € Z x Z*.
n

Assim:
m *
— = {ty) €ZxZ" | (a,y) ~ (m,n)}
= {(z,y) € Z X Z* | nx = my}.
Exemplo 18
5
2= (o) €ZX T | (1,9) ~ (5,10))

= {(z,y) € Z x Z* | 10z = 5y}
= {(1,2),(2,4),(3,6), (=1, —2),(—=15,-30),- - - }.

O conjunto quociente de Z x Z* por ~, ou seja, o conjunto de todas as classes de

. ... m .. -
equivaléncia —, para qualquer (m,n) € Z x Z*, sera indicado por Q. Entao:
n
* m *
@:ZxZ/~={-|(m,n)erZ }
n

Observe que cada elemento a € Q admite infinitas representacoes, ja que param,n,p,q €

Z, com n, q # 0, vale:

m p
— = — <= mq = np.
n q

Em cada uma delas chamaremos m de numerador e n de denominador.
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Proposicao 4 Dois elementos distintos, a,b € Q admitem representagoes com denomi-

nadores 1guais.

m r _.m ms T nr .
Prova. De fato, dadosa = — € Qe b= - € Q, entao — = — e — = —, pois
n S n ns s ns

m(ns) = n(ms) e r(ns) = s(nr).

Essa possibilidade de escrever dois elementos distintos com o mesmo denominador é

muito importante e nos ajudara a entender a definicao de soma a seguir.

Operacoes em Q

3.2 Adicao em Q

~ . m r . .~
Definicao 15 Sejam a = — e b = — elementos de Q. Definiremos a adicao de a com b
n s
e indicaremos por a + b o elemento de Q que se obtém da sequinte forma:

ms nr ms -+ nr
atb=—-4+ —= —n—1
ns ns ns

Para somar dois elementos racionais é necessario escrevé-los com o mesmo denomina-
dor. Depois, soma-se os numeradores e repete-se o0 denominador.

2 2. . 2
Exemplo 19 - + > = 0202

6 9 6-9 54 3
m  m ror
Proposigao 5 A soma a + b estd bem definida, ou seja, sea = — = — eb= - = —
n n s s
. m r m 7
entao, —+ - = — + —.
n o s n s

Demonstracao. Por hipotese mn’ = nm’ e rs’ = sr’.
Multiplicando a primeira dessas igualdades por ss’, a segunda por nn’ e somando

membro a membro as relacoes obtidas, temos:
mn'ss' + rs'nn’ = nm'ss' + sr'nn’ = (ms +rn)n's’ = ns(m's’ +r'n’)
dividindo essa igualdade por n's'ns, temos:

ms+rn  m's +r'n

ns n's'
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3.2.1 Propriedades da adicao em Q

a) Comutatividade: a +b =0+ a.

) m r
Sejam a = —, b= — € Q, temos:
s

n

a+b = —+- =

b) Associatividade: (a +b) +c=a+ (b+ c).

m r

Dados a = ,b:—,c:]—ge(@, temos:
q

n s
(a+b)+c = (u P
ns q
(msq + nrq) + pns
nsq
msq + (nrq + pns)

nsq+
m S
I qTp

n 5q

_ %(wﬁ) — at(b+o).
n s q

. . . 0 o
c) Existe elemento neutro: é a classe de equivaléncia 713~ que indicaremos

por 0 apenas. De fato,

t n-t ot on’

m 0_m~t—|—0~n_mt_m
n N n

m
para todo — € Q.
n

d) Existe elemento simétrico(oposto), ou seja, para todo a € Q existe ' € Q tal que

a+d =0.
m / _m
Dado a = —, seja a = —,
n n
/ -m m+(—m 0
a+a =—+ = all >:—:O.
n n n n
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Proposicao 6 (Cancelamento aditivo). Sejam a,b,c € Q. Entdo, vale

at+b=c+b&sa=c

- ) m
Demonstracao. Sejam a = —,b = P e ¢c = —, temos
n q
m r
at+b=ct+b & 42T, P
77711 —I—qn T q—l—s
o Mmatnp  rgtsp
ng sq
& (mg+np)(sq) = (rq + sp)(nq)
< mgsq + npsq = rqng + spnq
< q(msq + nps) = q(rng + spn)
< msq + nps = rng + spn
& msq =1rng
S ms=rn
m r
& — =-<<a=Cc.
n s

.~ !’ . P . . . . . .
Proposicao 7 O elemento a , simétrico de a, € unico e indicaremos por —a.

- ’ . , .. . ’
Demonstracao. Suponhamos que z seja também um simétrico de a. Assim, z +a = n

! 0 ! ’ . . .
ea +a= e dessa forma, z +a = a + a, dai pela propriedade do cancelamento aditivo,

! 7
temos z =a .

3.3 Subtracao em Q

Definicao 16 Sejam a = m
n

,
e b= — elementos de Q. Definiremos a subtracao de a com
s

b e indicaremos por a — b o elemento de Q que se obtém da sequinte maneira:

G b—at(—b) = ms (—r)n _ ms + (—r)n _ms—nr
ns ns ns ns

Como para todo b € QQ existe —b € QQ entao, a subtragao a — b pode ser interpretada

como a soma de a com o simétrico de b.



3.3. SUBTRACAO EM Q
3.3.1 Propriedades da subtracao em Q
a) —(a+b)=—a—0b.

Dados a = @, b="Lc¢ Q. Temos que —(a + b) é o simétrico de (a + b). Assim,
n q

mq+np+[—(mq4rnp)] _ 0
ng ng
= 040
m  (—m —
_ {_+u}+{£+ﬂ}
n n q q
_myp, M o
n q n q
mq + - -
_ mgtnp  (=m)  (=p)
ngq n q
_m J—
)
n q
= —a+(-b)
= —a—>»
b) (a —b)+b=a.
Dadosazm,bzge(@, temos:
n q
mq + (—p)n
(a—b)+b = qn—(qp)JrE
_ [mg+ (=p)n] +np
ng
_ mg+(=p+p)n
ng
_ ma
=
= Q.
c) at+c=b<=c=b—a
Dadosazﬁ,b:]—j,CZCGQ,temos:
n q S
at+c=bb = —+f=]—7
n o s q
-m m r -m
= —+ +——I—)+( )
n o n s q n
= =P g
s q n

d) a+b=a+c=b=c

Dados a =

m r
—, b:]—),c:— € Q, temos:
n q s
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m p m T
n q n s
-m m D -m m T
— + =+ = —+—+-
n n q n n s
P Top=c
q s

3.4 Multiplicagao em Q

Definicao 17 Sejam a = M eb="L clementos de Q. Definiremos a multiplicacdao de a
n s

por b e indicaremos por ab o elemento de Q definido da sequinte maneira:

ab:a-b:@.
ngq

Para multiplicar dois elementos basta multiplicar numerador com numerador e deno-

minador com denominador.

ot

-3 15

3
Exemplo 20 ik iaky

7-2 14

| Ot

Proposicao 8 A multiplicacao estd bem definida, isto €, o produto ab ndo depende dos
pares ordenados escolhidos para definir a e b.

m m/ /
Prova. De fato,se a = — = — e b= b_ g/, entao mn' = nm' e p¢’ = qp’.
n o n q

Multiplicando a primeira igualdade por (pq’) e a segunda igualdade por (m'n), temos:
(mn')(pq') = (nm’)(pq') (I) e (pg')(m'n) = (gp)(m'n) (II)
Substituindo (II) em (I), vem:

m m
mn'pq’ = qp'm'n & il . /p/
ng n'q¢
m p _m p
<:> g P —, . —/
q noq
o
3.4.1 Propriedades da multiplicagao:
a) Comutativa: ab = ba.
m
Sejam a = —,b = L € Q, temos:
n q
_mp _mp pm _ pm

= ba.

ab = — =
nq ng qn qn
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b) Associativa: (ab)c = a(bc).

Sejam a = @,b = 2—9,0 - L € Q, temos:
n q s
(ab)c = mpr\ _mpr _m pry _mfpr = a(be)
ng s ngs n \qs n \qs '
) ) 1 2 3 4 o
c) Existe elemento neutro, é a classe — = 3=3=1="" que indicaremos por 1. De

fato,
m 1 m-1 m
n 1l n-l1l n

m
para todo — € Q.
n

. 0o . / ;1
d) Elemento inverso. Se a # o existe a tal que a-a = -

. m n
Sejam a = g,a = € Q, com m # 0, temos:

’ mmn mn mn mn

a-a = =— == ——
nm nm mn mn
11 i .
= 17 pelo item anterior
1
=7

Indicaremos o inverso de a por a~!, entdo:

m _ n
a=—a#0=a'=—.
n m

- 4 —1\—1 n -1 m
Disso decorre também que: (a=')~' = (—) = — =ua.
m n

Se a e b sao elementos nao nulos, entao:

(ab)' =a b1

Como
(ab)(a™'b7h) = (aa™H)(0b7!) = 1,

entao a~'b~! é o inverso de ab.

e) Distributiva em ralacao a soma: a(b+ ¢) = ab + ac.
Dados a = @,b = 2—),0 L € Q, temos:
n q s
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a(b+c)_ﬂ(1_’+f> _@(PHW) _ m(ps +rq)

n\q s n qs n(gs)
mps + mr mps mr m mr
p q _ p 4 q _ mp L

ngs ngs ngs nq ns

m mr
:—]—)+——:ab+ac.
ng ns

Com as operacoes definidas acima, adi¢ao e multiplicacao, de modo que valem as proprie-
dades associativa, comutativa, elemento neutro, simétrico aditivo, inverso multiplicativo e
a distributividade da multiplicacao em relacao a soma, nessas condigoes, segue da defini-
¢ao de corpo feita na secao 2.5 que o conjunto Q dos racionais possui a estrutura algébrica

de corpo, ou seja, Q é um corpo.

3.5 Relacao de ordem em Q

. : . .1
Um ponto importante é sabermos responder a seguinte questao "quem é maior 1 ou

1

5”? Para respondermos esse questionamento definiremos uma relacao de ordem entre os
nlimeros racionais, compativel com a soma e o produto, herdada da ordem natural dos
inteiros,

e 4 <3< 2<-1<0<1l<2<3<4d4<"--

em que a diferenca entre dois inteiros consecutivos é sempre igual a 1, de forma que cada

racional esteja entre dois inteiros consecutivos. Antes mostraremos essa ultima afirmagao.
Proposicao 9 FEntre dois inteiros consecutivos sempre existe um numero racional.

Demonstragao. Em Z vale o algoritmo da divisao geral. Para quaisquer m € Zen € N,
existem ¢q,r € Z, tais que m = gn +1r com 0 < r < n. Assim, gn < m < (¢+ 1)n e,

m m
portanto dividindo por n, temos ¢ < — < ¢ + 1 para o racional — € Q.
n n

Lembre-se que existe infinitas representacoes para um mesmo elemento racional, entao
. ~ m . . ,
existe uma representacao para a = — € Q com denominador positivo. Isto é, vale a
n

igualdade:

) -5 =)
E lo21 —=—¢— =
xemplo — - € —
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.~ . m . .
Definicao 18 Sejama = — eb = P elementos de Q, comn,q > 0. Diz-se que a € menor
n q
do que ou igual a b, e escreve-se a < b se mq < np (esta ultima relagao é considerada em

Z). FEquivalentemente pode-se dizer que b é maior do que ou igual a a e denotar b > a.
Com as mesmas hipdteses, se mq < np, diz-se que a € menor do que b (notacio: a < b)

ou que b € maior do que a (notagdo: b > a).

1 1
Exemplo 22 a. 1 > = porque 5 > 4.
-2 -1
b. - < = porque —10 < —7.

6 5
5 > 5’ porque 36 > 25.

c.
Mostraremos que a Definicao 18 nao depende dos pares ordenados escolhidos para
expressar a e b, ou seja, ela estd bem definida.

. m m . , ’ /
Sejam — = —-, com n,n’ > 0, isto é, mn = nm (*). Temos,
n o n

mo_p
— <<= mg<np
n = q

multiplicando esta desigualdade por n’, obtemos:
mqn/ < npn/
dai, pela igualdade (*),
nm/q < npnl

donde concluimos

’

m/q < pn/ <=

—

n

3
SHES

!

Analogamente, como b_ Zi/ = pq = qp (**), temos
q

=
3

<—:>m/q§pn/

’ J—

n

L)

multiplicando essa desigualdade por ¢, depois substituindo pg" por p'g, temos:

/ /

’ / ’ o ’ ’ ’ ’or ’ m
mqq <pnqg =mqq <npqg=mq <np :>—,_]i,-
n q
m m/ m ml ' m
LOgO,ComO—SZ—Qi—,SEe ,§]2:> ,Sg,concluimosque—gl—?:
n q n qg n q n q n q
Tl
n o q
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m .. ~
Um elemento a = — € Q com n > 0, sera positivo se a > 0. Entao:
n

m 0
a>0<:>—>1<:>m>0.
n

Um elemento a = — € Q serd negativo quando a < 0 equivale dizer que m < 0,
n
considerando sempre n > 0.
Quando definimos uma relagao de ordem num conjunto que tem operacoes queremos

que esta ordem esteja associada as operacoes. Ou seja, deve satisfazer as condicoes abaixo:
a) a < b= a+c<b+c, para qualquer ¢ € Q. (Monotonicidade da adi¢ao)
b) a < be cum nimero positivo, implica a-¢ < b-c. (Monotonicidade da multiplicacao)

Mostraremos a seguir que <, conforme Definicao 18, é uma relacao de ordem total

sobre Q, pois possui as seguintes propriedades:

. m _m
e Refexiva: — < —;
n - n
..m ... m _m
Seja — € Q, claramente, mn < nm, isto é, — < —
n n - n
C m
o Anti-simétrica: S P e P < = = E;
n_q q_n n q

Como mq < np e pn < gm pela tricotomia dos inteiros mq = np. Logo:

m _p

n  q
rm _r
e 'Transitiva: Se—<}—j L <-=—< -
n - q q s n - s

De fato, como mq < np e ps < qr, multiplicando a primeira dessas relacoes por s e

a segunda por n, (s,n > 0), temos:
mqs < nps e psn < grn.
Usando a transitividade < em 7Z,
mqgs < qrn.
E, uma vez que s > 0, pode-se concluir que
ms < rn.

Logo,

3|3
IA
w | =3
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Estabelecida a relacao de ordem em conformidade com as operacoes de soma e multi-

plicagao dizemos que o conjunto dos nimeros racionais Q é um corpo ordenado.

3.6 A enumerabilidade dos racionais
Mostraremos agora o seguinte teorema:
Teorema 1 O conjunto dos mimeros racionais é enumerduvel.

Prova. Para mostrar a enumerabilidade de () devemos estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre os elementos de QQ e os elementos do conjunto dos ntimeros naturais. Ini-
cialmente, mostraremos que o conjunto dos niimeros racionais positivos Q, é enumeravel.
Para isso, organizaremos todos os elementos de Q, em uma matriz A = [a;;]nxn de modo
que cada a;; = %, ou seja, cada racional 3 esteja localizado na linha 7 e na coluna 7,

conforme representado abaixo:

<
w\w
w\p&
co\cn
IANNAN

/2/3/4/5
I N
1 2,3 4 5

As setas indicam o caminho a ser percorrido para contagem em Q. o que mostra uma
certa ordenacao, fruto de uma bijecao de Q, com N.

De forma analoga podemos demonstrar que o conjunto dos niimeros racionais negativos
Q- também ¢é enumeravel, basta considerar os elementos a;; = _72 ComoQ=0Q,uUQ_uU

{0} segue da Proposi¢ao 2 que o conjunto dos ntumeros racionais é enumeravel.
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3.7 Identificacao de niimeros a pontos de reta

Antes de fazermos essa identificacdo iremos expor alguns axiomas sobre os elementos
fundamentais da Geometria Euclidiana Plana: o ponto, a reta e o plano. As principais
referéncias utilizadas para construcdo dessa secao foram [18] e [22].

Esses trés elementos sao considerados ideias primitivas que nao precisam de definigao.
Outros termos primitivos sao: pertencer a, estar entre.

O ponto nao possui comprimento ou largura, nao tem dimensao. E representamos
por letras maitsculas do nosso alfabeto.

A reta possui uma tnica dimensao e é formada por uma sucessao de pontos. E
representamos por letras mintsculas do nosso alfabeto.

O plano ¢é formado por infinitos pontos e infinitas retas. E representado por letras
minuasculas do alfabeto grego ( a, 3,7, ...).

Pontos retas e planos sao objetos matematicos caracterizados por cinco grupos de
axiomas: axiomas de incidéncia, axioma de ordem, axiomas de congruéncia, axiomas de
continuidade e axioma das paralelas. Apresentaremos os axiomas de incidéncia, de ordem,
de continuidade (sobre a medida de segmentos) e o axioma das paralelas. Desses axiomas
decorrem alguns Teoremas que nao citaremos aqui.

Axioma de incidéncia
ATIl) Dados dois pontos distintos, A e B existe uma tnica reta que os contém.

AI2) Qualquer que seja a reta, existem pontos que pertencem & reta e pontos que nao

pertencem a reta.

O primeiro axioma é sobre a determinac¢ao de uma reta e o segundo garante que a reta
nao pode ser um conjunto vazio, nem um conjunto unitario e nem conter todos os pontos.
Estes axiomas nao garantem que ha infinitos pontos na reta e nem que existe pontos
entre dois pontos quaisquer de uma reta, os axiomas a seguir servirao para este propoésito.
Axiomas de ordem.

Escreveremos A e B e (' para indicar que o ponto B esta entre os pontos A e C.
AO1) Se Ae Be (), entao A, B e C sdo pontos distintos de uma mesma reta e C' e B e A.

AO2) Dados trés pontos distintos de uma reta, um e apenas um deles esta entre os outros

dois.
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AO3) Dados dois pontos A e B, existem pontos C, D e E pertencentes a reta definida por
AeB,taisqueCeAeB, AeDeBec AeBekFE.

Esses axiomas garantem que a reta pode ser continuada indefinidamente, isto é, existe

infinitos pontos entre dois pontos quaisquer.

Definicao 19 O conjunto constituido por dois pontos A e B e por todos os pontos que se
encontram entre A e B é chamado de segmento AB. Os pontos A e B sao denominados

extremos do segmento.
Notacao: Medida do segmento AB = AB

Definicao 20 Uma semirreta com origem em A e contendo B € o conjunto dos pontos

C tais que A e B o (' mais o segmento AB, sendo representada por 1@
Os axiomas de continuidade.

AC1) A cada segmento AB estd associado um dnico nimero niimero maior ou igual a

zero. Este ntimero é zero se e s6 se A = B.

AC2) Se Ae(C e B, entao AC + CB = AB.

AC2 Os pontos de uma reta podem ser colocados em correspondéncia biunivoca com os
ntmeros, de modo que o médulo da diferenca entre estes nlimeros meca a distancia

entre os pontos correspondentes.

A nocao de distancia é uma das nogoes mais basicas da Geometria. Ela satisfaz as
propriedades:

1) Para quaisquer dois pontos A e B do plano, tem-se AB > 0. Além disso, AB =0
se e somente se A = B.

2) Para quaisquer dois pontos A e B tem-se AB = BA.

3) Para quaisquer trés pontos do plano A, B e C, tem-se AC' < AB+ BC. A igualdade
ocorre se e somente se o ponto C' pertencer ao intervalo AB.

Axiomas da paralelas

AP1 Por um ponto nao pertencente a uma reta r pode-se tragar uma tnica reta paralela

a reta r.
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3.7.1 Numeros sobre uma reta

Para associar cada nimero a um ponto da reta r, iniciamos associando o numero zero a
um ponto O, que serd a origem, em seguida o ntimero 1 a um ponto U; (com U; distinto
de O), definimos a medida do segmento OU; como a unidade de medida e adotamos o
sentido positivo como sendo a semirreta com origem em O que possui U;. Dessa forma o
numero inteiro 2 se associa a um ponto Us da reta r, ponto que estd a uma unidade de Uy
no sentido positivo de r, ou seja, Uy estd entre O e Us. O ntmero 3 se associa ao ponto
Us que estd a uma unidade de U; no sentido positivo de r, ou seja, o ponto U, esta entre
Uy e Usz. Dessa forma,

U, Uy, =1-0U, e OU, = 2-OUj,

assim como,

UsUs = 1-0Uy, e OUs = 3 - OUL.

J& o nimero 4 se associa a um ponto Uy que estd a uma unidade a direita de Us, esse

processo se repete para todos os ntimeros inteiros positivos. Ver Figura 3.1.

Figura 3.1: Numeros inteiros positivos sobre a reta orientada

1 unidade

Y

Definicao 21 Definiremos reta orientada uma reta na qual foram escolhidos um ponto
O, denominado origem da reta, um segmento de comprimento arbitrdrio OU (em que U é
um ponto distinto de O) como unidade de medida e a orientacio positiva da reta, que €
determinada pela semirreta que vai de O para U; e a semirreta oposta, denominaremos de
orientacao negativa da reta. Por questao de simplicidade, iremos sempre imaginar essa
reta orientada na direcao horizontal e o ponto U a direita de O, de modo que a orientacdo

positiva € a que vai da esquerda para a direita. Como mostra a Figura 3.2.

Os numeros inteiros negativos serao associados de forma analoga aos positivos. Na
semirreta negativa (& esquerda de O) marca-se o ponto U_; tal que OU_; = 1-OU;, em
seguida associamos o niimero —1 a esse ponto, ja o niimero —2 serd associado ao ponto

U_5 da reta que estd uma unidade & esquerda de U_;, o nimero —3 sera associado ao
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Figura 3.2: Reta orientada
0 u r

y

Sentido positivo

ponto U_3 da reta que estd uma unidade a esquerda de U_, e assim sucessivamente. Dessa
forma conseguimos associar todos os ntimeros inteiros a pontos da reta r, como mostra a
Figura 3.3. Esse processo funciona pois qualquer um dos segmentos OU,,, com n € Z* é

comensuravel com a unidade OU;.

Figura 3.3: Os niimeros inteiros sobre a reta orientada

Assim o conjunto dos ntimeros inteiros é representado como um conjunto de pontos
equidistantes na reta orientada em que os niimeros positivos x ficam z unidades de OU a

direita de O e os niimeros negativos y ficam y unidades de OU & esquerda de O.

3.7.2 A representacao geométrica dos niimeros racionais

Os niimeros racionais também podem ser representados geometricamente por pontos de
uma reta. Para associar o nimero racional % basta dividirmos cada um dos segmentos da
unidade OU em n partes iguais. Assim, os pontos resultantes dessa subdivisdo represen-
tam as fragoes com denominador n. Na Figura 3.4 subdividimos cada um dos segmentos
da unidade em 2 partes iguais, temos a representacao das fracdes com denominadores 2.

Importante observar que as fracoes equivalentes sao representadas na reta numérica por

um mesmo ponto, ou seja, o ponto que representa B ¢ 0 mesmo que representa a fracao

1
0 e as demais fracoes equivalentes a 3 Portanto cada ponto representa uma classe de

equivaléncia de Q.

Figura 3.4:

o
o~ ¢ C
N w

~4
IR
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Com régua e compasso conseguimos fazer essas subdivisoes !. Para isso, basta tracar-
mos uma semirreta ¢ com a origem em O da reta orientada r, e nela marcar os pontos
correspondentes a m e a n, utilizando-se uma unidade de comprimento arbitrario (igual
ou nao a OU). Por U e pelo ponto correspondente a n traca-se uma reta s, depois pelo
ponto correspondente a m traga-se uma reta p paralela a s. O ntimero % serd o ponto

correspondente a interseccao das retas p e r. Veja a construcao em Figura 3.5.

Figura 3.5:
t

S

™m

Se o nimero — for negativo, —— sera positivo e usando o processo anterior podemos
n n
m o <N .
marcar sobre a reta r o nimero ——; tomando seu simétrico em relacao a origem O,
m . m .
temos o ponto sobre r correspondente a —. Se para cada racional — for feito o mesmo
n n
raciocinio, todos os nimeros racionais serao representados por pontos desta reta numeérica.

Esses pontos serao chamados de pontos racionais.

Exemplo 23 Consideremos os nimeros racionais %, 5 e —5 e queremos representd-los
na reta orientada r. Para isso, basta tracarmos uma semirreta t com origem em O e nela
marcar 0s pontos correspondentes a 2, 4, & e 7 utilizando-se uma unidade de comprimento
arbitrdria. Para representar o nimero S procedemos da sequinte maneira: por U e pelo
ponto correspondente a 5 € t traca-se uma reta s, depois pelo ponto correspondente a

4
4 € t traga-se uma reta p paralela & reta s, o nimero — serd o ponto correspondente a

interseccao das retas p e r. Depois, para representar o niumero 3 procedemos da sequinte
maneira: por U e pelo ponto correspondente a 2 € t traca-se uma reta s', depois pelo ponto

7
correspondente a 7 € t traca-se uma reta p' paralela o reta s, o numero 5 serd o ponto

‘ . =7 . .
correspondente a intersecgdo das retas p' e r. Para representar o ponto > (simétrico de

!Dedicamos um capitulo deste trabalho para construcoes geométricas que utilizaremos aqui.
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7 4 . . .
—), basta tracar uma circunferéncia com centro em O que passe por —, a inlersec¢ao da
277 2’

4 . . 7T - 4 .
circunferéncia com a reta r serao os pontos 3 e 5 A Figura 3.6 mostra a representacao

desses numeros por pontos na reta r.

Lembre-se que um segmento de tamanho qualquer pode ser dividido quantas vezes
desejarmos, portanto existird infinitos pontos entre dois pontos quaisquer. Veja, se a e b,
forem dois niimeros racionais distintos entao existe pelo menos o niimero racional distinto

1 , . .
c= é(a + b) entre eles, que é o ponto médio entre a e b. Consequentemente, existe uma

infinidade de racionais entre dois racionais quaisquer. Isto significa que o conjunto Q é

denso, ou seja, entre dois pontos da reta orientada sempre existe um nimero racional.

Figura 3.7: Falta um ponto P na reta racional.

Podemos entao pensar que os numeros racionais preenchem toda a reta orientada, ou
seja, que existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de uma reta e o conjunto
dos nimeros racionais. No entanto, uma construcao simples com régua e compasso, ver
Figura 3.7, nos permite encontrar um ponto P da reta orientada associado ao comprimento

da diagonal de um quadrado de lado 1, e sabemos conforme demonstrado na subsecao
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2.8.2 que nao ha um nimero racional que represente este ponto. Portanto, hd ao menos
um ponto na reta orientada que nao tem um ntmero racional correspondente.

Esse nao ¢ o tnico “furo” na reta racional. Sendo Q um corpo —P, 2P, g nao podem
estd em Q, pois o simétrico, a metade e o dobro de qualquer ntimero racional também
sao ntmeros racionais. Mais do que isso, dado qualquer racional nao nulo a o ponto que
representa a distancia aP de O nao pode ser um numero racional ji que, nesse caso,

1 . . . .
P = aaP seria um niumero racional. Como isso vale para cada racional, constatamos que
a existéncia desse “furo” implica numa infinidade de outros “furos” na reta racional.

O ponto P que denotaremos por v/2, nio é o tnico exemplo de niimero nio racional.

Veja a construcao de outros pontos nao racionais na Figura 3.8.

Figura 3.8: Pontos nao racionais na reta orientada 7.

Portanto é necessario construir um corpo ordenado que seja completo, ou seja, que

possua Q mas que nao tenha buraco algum.
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Construcao dos nimeros reais

Como vimos, para cada nimero racional hd um ponto correspondente na reta orientada,
mas nem todo ponto da reta orientada corresponde a um ntmero racional, isto é, nao
h& uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos niimeros racionais e os pontos de
uma reta. Apesar do conjunto dos nimeros racionais ser um conjunto denso, ou seja, entre
dois pontos quaisquer existe um nimero racional, eles nao sao suficientes para preencher
todos os pontos da reta orientada, isto é, existem “buracos” a serem preenchidos com um

outro tipo de ntimero: os niimeros irracionais.

Para solucionar este problema foi necessario ampliar o conjunto dos ntimeros racionais.
Criar um novo campo numérico que fosse suficiente para representar a medida de todos
os segmentos de reta, isto é, que cada ponto da reta correspondesse a um ntmero. Esse
novo conjunto, denotado de conjunto dos nimeros reais R, deverd conservar as leis e
propriedades aritméticas do conjunto dos nimeros racionais além de possuir uma outra

que os racionais nao possuem chamada de completude.

Cada ponto de uma reta orientada esta associado ao comprimento de um segmento, a
essa quantidade chamaremos de ntmero real. Definiremos soma e produto desses pontos
de tal forma que a soma/produto pertengam a reta e satisfagam as propriedades de corpo.
O conjunto dos nimeros reais R serd o modelo aritmético de uma reta, enquanto esta,

serd o modelo geométrico do conjunto R.

a7
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4.1 O que é um namero real?

Os ntmeros reais surgem do problema da medida, da insuficiéncia dos ntimeros racionais
para representar a medida de grandezas incomensurédveis. A medi¢ao de uma grandeza é
equivalente a medicao de um segmento de reta, chamamos a quantidade dessa medida de
ntmero real.

O comprimento de um segmento de reta pode ser associado a um ponto de uma reta
orientada tal que a distancia desse ponto a origem represente o tamanho do segmento, ou
seja, um numero real. Em outras palavras, um ndmero real serd um ponto de uma reta
orientada que representa o tamanho de um segmento OP em relagdo a um segmento OU
(unidade de medida). Acompanhado de um sinal de menos,(-), caso P esteja na semirreta,
com origem em O, oposta a U. Chamaremos P de imagem geométrica do nimero real p.

Existem trés tipos desses ntimeros:
e se P =0, dizemos que a medida de OP é o nimero zero;

. . — -
e se P estiver na semirreta OU, entao o tamanho do segmento OP representa um

nimero real positivo;

e se P estiver na semirreta oposta a U, entao o tamanho do segmento OP precedido

de um sinal de menos representa um ntmero real negativo.

Sabemos que medir um segmento O P em uma reta orientada significa determinar, por
comparacao, quantas vezes ele contém o segmento unitario OU.
Héa duas possibilidades para medi¢cdo de um segmento OP usando OU como unidade

de medida:

1. O segmento OP é comensurével com o segmento OU, ou seja, OP é igual a um
namero inteiro de copias de OU, ou de algum submiltiplo de OU. Os ntimeros que

expressam a medida desse tipo de segmentos sao denominados de nimeros racionais.

2. O segmento OP é incomensuravel com a unidade OU, ou submultiplo de OU, isto
é, por menor que seja a unidade de medida que tomemos nunca conseguiremos
reproduzir exatamente o segmento O P, o que conseguiremos sao aproximagoes, que
serao cada vez melhores & medida que formos tomando submultiplos menores de OU.

Os niameros que expressam as medidas de tais segmentos sao os nimeros irracionais.
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Dessa forma, podemos dizer que os nimeros racionais sao 0s nimeros reais que ex-
pressam a medida dos segmentos comensuraveis com o segmento unitario. E os nimeros
irracionais sao os numeros reais que expressam a medida dos segmentos incomensuraveis
com o segmento unitario.

Como cada segmento OP de uma reta é ou comensuravel, ou incomensuravel com a
unidade OU, segue que o conjunto dos niimeros reais “preenchem” todos os pontos de uma
reta. Assim o conjunto R é formado pelos nimeros racionais e os nimeros irracionais, e
somente eles.

Dessa forma, uma reta orientada serd a representacao geométrica do conjunto dos

nimeros reais.

4.2 Operagoes em R

Podemos, de forma geométrica, definir adicao e multiplicacao dos pontos de uma reta r.

4.2.1 Adicao

Definigao 22 Considere uma reta orientada r (onde estd definido a origem O, a unidade
de medida e o sentido positivo). Dados dois pontos A e B sobre r. Definiremos a soma

do ponto A com o ponto B como o ponto C' que se obtém sequindo 0s passos abaizo:
. por um ponto M nao pertencente a r traca-se uma reta s paralela a r;
1. por O e M traca-se uma reta ty.

1i. por B, traca-se uma reta ty paralela a reta t1. Denotaremos por N a interseccao

das retas s e to;
w. por A e M, traca-se uma reta ts.

v. por N, traca-se uma reta ty paralela a t3. O ponto C' que € a interseccao das retas

ty e r representard a soma dos pontos A e B.

Indicaremos a soma de A com B por C = A+ B. Sua construcao € dada na Figura 4.1.

Na figura 4.1, M é um ponto arbitrario do plano, nao pertencente a r. Por construcao,

s r, OM | BN e AM || NC. Pelo Teorema de Tales podemos afirmar que OMN B
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e AMNC' sao paralelogramos, portanto os segmentos OB = MN = AC. Dali, como

OC = OA + AC, usando a equivaléncia OB = AC, temos OC = OA + OB. Isto é,
C=A+B.

Figura 4.1: Adicao de A com B

Propriedades da adicao:
S1) Comutativa - quaisquer que sejam os pontos A, B € r, tem-se A+ B = B + A.

Figurta4.2: C=A+B=B+ A

3 t

/A A U S N

Demonstracao. Considere a reta orientada r e os pontos A e B sobre ela. Na
figura 4.2 efetuamos, conforme a Definicao 22, a soma de A com B utilizando as
retas auxiliares tq,t9,t3 e t4, as trés ultimas representadas em azul; e a soma de
B com A, com as retas auxiliares t1,t,,t; e t} as trés ultimas representadas em

vermelho.

Observe que, por construcao s || r (lé-se: s paralela a r), t; || t2 e t3 || t4 entdo

pelo Teorema de Tales podemos afirmar que OBNM e ACN M sao paralelogramos
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portanto OB = M N = AC. Analogamente, como t; || t}, e t; || t, podemos afirmar
que OAN;M e BCN;M sao paralelogramos, portanto OA = M N; = BC. Dessa

forma,

OC =0A+ AC e 0OC = 0B + BC,

substituindo AC por OB na primeira equacao e BC por OA na segunda equacio,

depois igualando as duas, temos:

OA4+OB=0OB+0OA,istoé, A+ B=B+A=C.

Associativa - Para todo ponto A, B,C € r, tem-se (A+ B)+C = A+ (B+C).

Figura4.3: F=(A+B)+C=A+ (B+C)

Demonstracao. Considere os pontos A, B e C sobre uma reta orientada r. O
paréntese indica qual operacao efetuar primeiro. Denotaremos por D a soma de A
com B, por E a soma de B com C e por F' a soma de A, B e C. Na Figura 4.3,
determinamos primeiro os pontos D e E e, para melhor visualizagao, refletimos a
estrutura em relacao a reta r. Depois efetuamos a soma de D com C' com auxilio
das retas ti,to,t3 e t4 as trés ultimas em azul; e a soma de A com E com o auxilio

das retas t1,t),t; e t) as trés ultimas em vermelho.

Por construcgao, e pelo teorema de Tales podemos afirmar que OBN'M', ADN'M’,
OCN"M', e BEN"M’ sao paralelogramos, portanto OB = N'M’ = AD e OC =
N"M' = BE. Como,

OD = OA+AD e OFE = OB + BE,

substituindo AD por OB na primeira equacio e BE por OC na segunda, obtemos:

OD =0OA+ 0B e OF =0B+ 0C.
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Analogamente, podemos afirmar que OCNM, DFNM,OEN,M e AFN;M sao pa-
ralelogramos, portanto OC = MN = DF e OF = N{M = AF. Como

OF =0D + DF e OF = OA + AF,

substituindo DF por OC, OD por OA + OB na primeira equacio e AF por OF,

OF por OB + OC' na segunda equacao, concluimos:

OF = OD+0C OF = OA+OF
= (OA+OB)+0C e = OA+(0OB+0C) .
= (A+B)+C = A+ (B+C)

Possui simétrico - para todo ponto A € r existe um ponto simétrico —A € r tal que

A+ (-A)=0.

Figura 4.4: A+ (—=A)=0

>

Demonstracao. Considere um ponto A sobre a reta orientada r. Mostraremos que
todo ponto possui simétrico. Para encontrar —A, devemos seguir os passos i), ii) e
iii) da defini¢ao de soma, no quarto passo utilizando a informacao de que a soma de

um nimero com o simétrico é zero devemos:
iv) por O e N, tracar a reta ts;

v) por M, tracar uma reta t4 paralela a t3. O ponto —A sera a intersecgao das retas

ty e r. Ver Figura 4.4.

Observe que o simétrico de um ponto A pertence a semirreta oposta a semirreta de
A, isto significa que tera sinal contrario ao de A. Por construcao e pelo teorema

de Tales, podemos afirmar que —AONM e OANM sao paralelogramos, portanto

—AO = NM = OA.
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S4) Possui elemento neutro - existe um ponto X € r tal que A+ X = A, para qualquer

ponto A € r. Esse ponto X é a origem da reta r, ou seja, o ponto O.

Figura 4.5: A+ O =A

Demonstracgao. Considere um ponto A sobre reta orientada r. Para determinar esse
ponto devemos utilizar a informacao de que a soma de qualquer ponto A da reta com
o elemento neutro resulta no proprio ponto A, e assim como fizemos com o simétrico o
passo iv) e v) da definicao deve ser o seguinte:

iv) por A e N, traga-se a reta t3.

v) por M, traga-se a reta t, paralela a t3. A intersec¢ao das retas t4 e r serd o ponto
X que representa o elemento neutro da soma, ou seja serd o ponto O. Ver construcao na
Figura 4.5.

Lembre-se que s6 existe uma, tnica reta definida por dois pontos e uma tnica paralela

por um ponto determinado, portanto as retas t; = t4 e ty = t3.

4.2.2 Multiplicacao

Definicao 23 Considere uma reta orientada r (onde estd marcado a origem O, a unidade
de medida OU, com U # O, e um sentido positivo). Dados dois pontos A e B sobre r.

Definiremos o produto de A por B o ponto C' que se obtém sequindo 0s passos abaizo:

i) por um ponto M do plano, nao pertencente a reta r, traca-se uma semirreta s com

origem em O;

i) traga-se o segmento UM ;



64 CAPITULO 4. CONSTRUCAO DOS NUMEROS REAIS

iii) por B, traca-se uma reta t; paralela ao segmento UM. Chamaremos de N a inter-

sec¢ao de s com ty;
w) traca-se o segmento AM;

v) por N, traca-se uma reta ty paralela ao segmento AM. O ponto C serd a intersec¢ao

de ty com r.

Indicaremos o produto de A por B como C e escreveremos C' = A - B. Sua construcao é

dada na Figura 4.6.

Figura 4.6: C=A-B

Na Figura 4.6, s é uma semirreta arbitraria com origem em O, e por construcao UM ||
BN e AM || CN. Pelo Teorema de Tales, podemos afirmar que os triangulos AOMU e
AON B sao semelhantes, pois possuem os trés angulos correspondentes congruentes, pela
mesma razao os tridngulos AOMA e AONC' também sao semelhantes. Assim,

De AOMU = AON B, temos:

ov _ow
OB ON’
E de AOMA = AONC, temos:
OA OM
OC ON’

Substituindo 1 em 2, concluimos:

::O@OC:OA-OB@C:A-B.

SIS
Q

Propriedades da multiplicacao

A multiplicacdo possui as seguintes propriedades:
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M1) Comutativa - quaisquer que sejam os ponto A, B € r, tem-se A- B = B - A.

Demonstracao. Considere os pontos A e B sobre a reta r. Na Figura efetuamos,
conforme a Definicao 23, a multiplicacdo de A por B em azul e de B por A em
vermelho, para uma melhor visualizacao refletimos, em relacao a reta r, a segunda

multiplicagao. Veja Figura 4.7.

Figura4.7: A-B=B-A

Nesta construgao teremos quatro pares de triangulos semelhantes. Dois da multi-

plicacao resultantes de A por B e dois da multiplicacao de B por C.

O primeiro: AOMU = AON B cuja proporc¢ao dos seus lados sao:

ov _om
OB ON’
O segundo:AOMA = AONC, temos:
o1 _om
OC ON’

Substituindo 1 em 2, concluimos:

+— 0C=0A- OB+~ (C=A-B.

SIE
SN

O terceiro: AOMU = ANON'B cuja proporc¢ao dos seus lados sdo:
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o _ow
OB ON’
O quarto: AOM'A = AON'C’, temos:
OA OM
OC"  ON'

Substituindo 1 em 2, concluimos:

— = «— 0C"=0A- OB+ (C'"=A- B.

Portanto C'= C’, ou seja, A- B= B - A.

Associativa - Para todo ponto A, B,C € r, tem-se (A-B)-C = A-(B-(C).
Demonstracao. Considere trés pontos A, B e C sobre a reta orientada r. Na
Figura 4.8, denotamos por D = A- B e por E = B - C os produtos ja efetuados,
representados pelas retas pontilhadas. Depois efetuamos a multiplicacao de D por
C em azul e de A por F, em vermelho, para uma melhor visualizagao refletimos essa
segunda parte em relacao a reta r. Da multiplicacao de D por C, temos dois pares
de triangulos semelhantes: AOMU = AONC e AODM = AOFN. Cuja razoes

dos lados proporcionais sao iguais. Do primeiro par, temos:

o _on
OC ON’
E do segundo, L
oD  OM
OF ON’
Dessas duas proporcoes, obtemos:
o)

=—<«—=0OF=0D-0C.
OF

QIS
SIS

Como OD = OA-0OB, vem, OF =0OA-0B -0C.

De forma analoga, da multiplicacdo de E por A temos dois pares de tridngulos
semelhantes: AOMU = AOEN' ¢ AOAM = AOF'N’. Donde,
ov _oa
OF OF
Como OF = OB -0C, vem OF' = 0A-0OB -0OC.

< OF'=0A-OE.

Portanto, F' = F’, ou seja, (A-B)-C =A-(B-C)
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Figura 4.8: (A-B)-C=A-(B-C).

M3) Possui inverso multiplicativo - para todo ponto A € r com A # O existe um ponto

Altertalque A- A ' =U=1.

Demonstracao. Considere um ponto A sobre a reta orientada r. Para determinar
o inverso multiplicativo devemos seguir os passos i), ii) e iii), conforme a Definigao

4.6, usando a informacao que o produto é 1, os proximos passos sao os seguintes:
iv) traca-se uma reta por U e N.

v) Por M, traga-se uma reta t, paralela a UN, o ponto A~! sera a intersecgao de t,

e r. Ver Figura 4.9.

Desta construcao resulta dois pares de triangulos semelhantes AOA~'M = AOUN
e NAOUM = AOAN. Do primeiro par temos:

OA~Y  OM

OU ON’
Do segundo par: L

ov _onf

OA ON’
Das duas proporcoes anteriores, obtemos:

ov_on

OA OU
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Desta maneira,

OA-OA T =00 — A-A' =1

Figura 4.9: A- A=t =1

A—l

M4) Possui elemento neutro - existe um ponto X € r tal que A- X = A, para qualquer

ponto A € r. Esse ponto X é a unidade de medida da reta r, ou seja, o ponto U.

Figura 4.10: A-U=A

Demonstracao. Considere um ponto A sobre a reta orientada r. Para determinar
o elemento neutro da multiplicagdo seguimos os passos i), ii) e iii) da Defini¢ao 4.6
depois, usando a informacao de que o produto é A, tracamos uma reta t, por A e
N, pelo o axioma de existéncia da geometria euclidiana essa reta coincide com a
reta ty; por M tracamos uma reta t3 paralela a AN, essa reta coincide com a reta

UM, portanto a interseccao de t3 e r serd o ponto U. Assim o elemento neutro da
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M5)

multiplicagao é a unidade, ou seja, o ponto associado ao ntimero 1. Veja a Figura

4.10.

Distributiva em relagdo a soma - Para todo ponto A, B,C € r, tem-se A-(B+C) =
A-B+A-C.

Demonstracao. Primeiro efetuamos D = B + C, retas pontilhadas, depois a
multiplicagao de A por D que denotamos por G, veja a Figura 4.11, essas operagoes
estao representadas em azul. Para melhor visualizagao refletimos as retas p e s em
relacao a reta r, efetuamos £ = A- Be F = A - (C, retas pontilhadas, depois com
esses pontos determinados sobre r, efetuamos a soma de E por F' que denotamos

or G’ essas operacoes estao representadas em vermelho.
)

Temos que G = G’'. Por construcao e pelo teorema de Tales, podemos afirmar que:

1) AOUM = ANODN e AOAM = AOGN, consequentemente

OQ‘
Qlf

Q| S
SIS

2) OCQM e BDQM sao paralelogramos, portanto OC' = QM = BD, dessa forma,

OD =0B+ 0OC.

3) AOUM' = AOBQ; = AOCQy ¢ AOAM' = AOEQ, = AOFQs, assim

4) OF N, M' e EG'N; M’ sao paralelogramos, entao

0G = NM = EG,

assim OG' = OF + OF..

De 1) e2), temos OG = OA-(OB+0C). De 3) e 4), temos OG' = OA-OB+0A-OC.

Como,

OG=0G < A-(B+C)=A-B+A-C.
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Figura 4.11: A-(B+C)=A-B+A.-C

Com as operacoes de adicao e de multiplicacao satisfazendo as propriedades S1, S2,
S3, S4, M1, M2, M3, M4 e M5 a reta orientada r possui uma estrutura algébrica de corpo

a qual chamaremos de conjunto dos nimeros Reais.

4.3 Relacao de ordem em R

O corpo dos Reais é ordenado, pois existe um subconjunto P dos elementos positivos
de R que é formado por todos os pontos a direita da origem. Esse conjunto P possui a
propriedade R =P U0 U (—P)! essa reuniao disjunta significa que todo ntimero real é ou
positivo, ou zero ou negativo e é equivalente dizer que um ponto de uma reta orientada
estd ou & direita da origem, ou na origem ou a esquerda da origem, respectivamente.

Desta formas

a) Dado z € R, temos:

x = 0 ou x = positivo ou —x = positivo.
b) Paratodo z,y e P—=z+ycPex-yecP.

Essas informacoes sdo importantes para definirmos uma relagdo de ordem (<) entre os

elementos de R. Dizer que x < y significa que y — x € P.

Definicao 24 Sejam A, B € r, sendo r uma reta orientada. Dizemos que A é menor do

que B (escrevemos A < B) se A estiver 4 esquerda de B; ou A € igual a B (escrevemos

L(—=P) & o conjunto formado pelos simétricos dos elementos do conjunto P
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A = B) se A coincidir com B; ou que B € menor do que A (escrevemos B < A) se B

estiver a esquerda de B.
Vale as equivaléncia:

1. Se A < B, entao B — A € P. Também significa que a semirreta B tem orientagao

" . > . ~ .
positiva e a semirreta oposta, BA, tem orientacdo negativa.

—
2. Se B < A, entao A — B € P. Ou seja, a semirreta BA possui orientacao positiva e

a semirreta oposta, Ag, possui orientagao negativa.

(Principio da Tricotomia) - Dados dois pontos A e B sobre reta orientada r s

existe uma das trés possibilidades:
A< B, A=Bou B < A.

Prova. Dados dois pontos, A e B, sobre r s6 ha duas possibilidades: A = B ou A # B.
Se A = B nao ha o que provar. Se A # B, entao ou A < B ou B < A. Verifique-
mos agora que as possibilidades, A < B e B < A se excluem mutuamente. Para isto,
suponhamos que A < B e B < A ocorrem ao mesmo tempo.
Se A < B entao E possui sentido positivo e se B < A entao <= ﬂ possui sentido

o
positivo. Um absurdo, pois as semirretas /@ e BA sao opostas.

(Principio da transitividade) - Dados trés pontos distintos A, B e C sobre a reta
orientada 7, se A< Be B < (C entao A < C.

Prova. Se A < Be B < C entao B— A € Pe C — B € P, respectivamente.
Adicionando (B — A) com (C' — B), temos:

B-A+C-B=B-B+(C-A=(C-A
Como a soma de dois niimeros positivos é um nimero positivo, portanto:

C—-—AeP=A<C.
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4.4 A completude dos ntimeros reais

Dizer que o corpo ordenado dos ntimeros reais ¢ completo significa, de acordo com a
Definicao 14, que todo subconjunto X nao vazio, limitado superiormente possui supremo
em R. FEsta é a propriedade fundamental do sistema dos niimeros reais que difere este
conjunto do conjunto dos ntmeros racionais.

A propriedade analoga a do supremo é que todo subconjunto X nao vazio, limitado
inferiormente possui infimo em R.

Uma consequéncia importante da propriedade do supremo é que o subconjunto N dos
numeros naturais ha sempre um menor elemento, mas nao é limitado superiormente em
R. Isto é, dado um ntmero real z, existe um numero natural n que é maior do que x,
caso contrario x seria cota superior de N. Esta afirmacao significa dizer que o corpo dos

reais é arquimediano.
Proposicao 10 (R € arquimediano) Se x € R, existe um natural n € N tal que © < n.

Prova. Suponhamos por absurdo que N é limitado superiormente e que x é cota superior
de N. Portanto, pela propriedade do supremo, N tem um supremo u. Como x é cota
superior de N, tem-se que u < x. Como u — 1 < u, temos que existe um n; € N tal que

u—1<ny —u<n;+1, comon; +1¢&Nisto contradiz que u é cota superior de N.

Corolario 1 Sejam x e y reais positivos.
a) Existe um nidmero natural n tal que nx > y.
. . 1
b) Eziste um nudmero natural n tal que 0 < — < y.
n

c¢) Eziste um nidmero natural n tal quen —1 <y <n

Prova. a) Como x e y sdo positivos, entao z = ¥ também é positivo. Seja n € N tal que
x
g:z<n,ent€moy<m&.
x
1
b) Seja n € N tal que 0 < — < n, multiplicando a desigualdade por y, concluimos que
Y n

1
0<—<y.
n
c¢) A propriedade Arquimediana afirma que existem niimeros naturais n tais que < n.

Seja n o menor desses niimeros naturais, entao n — 1 < x < n.
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Outra consequéncia importante da propriedade do supremo ¢é que ela garante a exis-

téncia de certos nimeros reais.

Proposicdo 11 (Ezisténcia de \/2) Existe um nimero real positivo r € R tal que

r?=2

Demonstragdo. Sejam A={yeR|y>0,1°<2}eB={xeR|z>0,22>2} A¢
limitado superiormente por 2, caso contrario existiria um elemento z € A tal que 2 < z,
donde decorreria que 4 < 2?2 < 2, uma contradicdao e, B é limitado inferiormente por 2.
Pela propriedade do supremo, o conjunto A tem um supremo e o conjunto B tem um
infimo. Sejam a = supA e b =1infB, obviamente a > 0e b > 0.

Suponhamos por absurdo que b? # 2, entao b € A ou b € B. Se b € B pode-se
mostrar, para n € N suficientemente grande, que b — % € B o que contradiz o fato de
b ser o infimo de B. Por outro lado, se b € A pode-se mostrar, para n suficientemente
grande, que b+ % € A o que contradiz o fato de que b ser a maior das cotas inferiores de

A. Portanto b = a.

Corolario 2 Seja o > 0 um numero irracional e seja z > 0 entao existe um nimero

natural n tal que o irracional p satisfaz 0 < p < z.
n n

Demonstracao. Como @, z > 0, entao L > 0. pela propriedade Arquimediana existe um
z
z
numero natural n tal que 0 < e < n, multiplicando a desigualdade por —, concluimos
z m

O<£<z.

m

Teorema 2 Sejam x e y numeros reais, com x < y.
a) Entao existe um racional r tal que x <1 < y.

b) Se p >0 € um irracional, entio existe um racional s tal que o irracional sp satisfaz

T < sp<uy.
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Demonstracao. Suponhamos, sem perda de generalidade que z > 0.
a) Como y —x > 0, pelo item (b) do Corolario 1 existe um natural n tal que 0 <

— <y — x. Pelo item (c) do Corolario 1 aplicado a nx > 0, existe um natural m tal que

m—1 m om ) m—1 n
<z < —. Devemos ter também — < y, pois doutra forma, <zr<y< —
n n n n m

o . m
o que implica y — x < —, contrariando a escolha de m. Portanto z < — < y.
n n

x
b) Supondo 0 < z < y e p > 0, temos — < Y Por a) existe um racional s tal que

z Y
— < s < =. Portanto, x < sp < y.
0 o

4.5 O conjunto dos niimeros reais nao é enumeravel
Para concluir esta se¢ao mostraremos que o conjunto dos nimeros reais nao ¢ enumeréavel.
Teorema 3 O conjunto R dos niimeros reais nao é enumerdvel.

Essa demonstragao baseia-se na demonstracao feita por Figueiredo em [10], pagina 15.
Prova. Mostraremos que o conjunto A = {z € R | 0 < x < 1}, ndo é enumeravel.
Consequentemente R nao é enumeravel. Os ntmeros pertencentes ao conjunto A tém

uma representacao decimal da forma
O, ajasag - -+ (41)

onde a; ¢ um dos algarismos 0,1,2,3,4,5,6,7,8, ou 9.

Suponhamos que o conjunto A é um conjunto enumeravel:

1 —0,a11a12a13a14 - - -
2 — 0,a21a92a23024 - - -

3 — 0,az1as2a33a34 - - -

Agora forme o seguinte decimal

0, b1bbs - - -

da seguinte maneira: todos os b; sao diferentes de 0 ou de 9 e

by 7’é aii, by 7’£ a2, bs 7’é ass, - -
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E claro que
0,b1bobs - - # 0, apiasag - - -

para todo n, pois b, # ay,,. Logo 0,b1bobs - - - nao esta na lista acima o que é um absurdo.
Sabemos que R = QUI, uma uniao disjunta, sendo Q um conjunto enumeravel, entao
usando o fato de que R nao é enumeravel, concluimos que I é um conjunto nao enumeravel,

onde I é o conjunto dos niimeros irracionais.
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Capitulo 5

Algumas construcoes geométricas

Neste capitulo apresentamos algumas construcoes geométricas béasicas: tracar retas pa-
ralelas, perpendiculares e divisao de segmentos em partes iguais. A primeira construcao,
tracar retas paralelas, é fundamental para os propositos deste trabalho.

Levando em consideracao que nem todas as escolas piblicas brasileiras possuem labo-
ratorios de informatica adequados as necessidades, do ponto de vista quantitativo, para
uma aula efetivamente proveitosa, apresentamos duas alternativas para fazer essas cons-
trugoes: uma com régua e compasso e a outra com um software gratuito de geometria
dinamica, o GeoGebra.

Apesar de parecer ultrapassado, a régua e o compasso sao instrumentos faceis de
manipular e de baixo custo, portanto bastante acessivel. O GeoGebra é um aplicativo
gratuito de matemética dindmica que combina conceitos de geometria e dlgebra, de facil
manuseio e pedagogicamente muito rico.

As construcoes geométricas sao uma ferramenta excelente de ensino. Primeiro porque
os alunos gostam bastante de aulas de “desenho”, a participacao e envolvimento é maior.
Segundo porque todas as construcoes devem ser justificadas isso contribui para os alunos
compreenderem alguns termos e fixarem contetidos importantes como o Teorema de Tales,

Teorema de Pitagoras, semelhanca de triangulos, proporcionalidade, entre outros.

5.1 Com régua e compasso

Nas construgoes geométricas sdo permitidos apenas a régua (nao graduada) e o compasso.

A régua serve para desenhar uma reta passando por dois pontos dados e o compasso serve

7
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apenas para desenhar uma circunferéncia cujo raio é dado e cujo centro é um ponto dado.
Todas as construgoes devem ser justificadas. As construgoes que faremos foram retiradas
e adaptadas de [22] e [23]. O leitor interessado em maiores detalhes pode consultar essas

referéncias.

5.1.1 Retas paralelas e perpendiculares

Os primeiros problemas considerados basicos de construgoes geométricas que precisamos
aprender sao: tracar por um ponto dado uma reta paralela a uma reta dada e; tragar por

um ponto dado uma reta perpendicular a uma reta dada.

Reta paralela

Dada uma reta r e um ponto P nao pertencente a r, existe uma tnica reta s que passa
por P e é paralela a reta r.

Para construir s basta seguir os passos abaixo:

I) Com o compasso traga-se trés circunferéncias com mesmo raio: a primeira com
centro em P cortando a reta r em A; a segunda com centro em A cortando a reta r em B
e a terceira com centro em B determinando um ponto (), diferente de A, sobre a primeira
circunferéncia.

IT) Com a régua traca-se uma reta por PQ. A reta PQ é a reta s procurada. Ver

Figura 5.1.

Figura 5.1: Reta paralela a uma reta dada
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Justificativa. Observe que, pelas construcoes efetuadas, PA = AB = B = P(Q, ou

seja, PAB( é um losango e, portanto seus lados opostos PQ) e AB sao paralelos.

Reta perpendicular

Dada uma reta r e um ponto P , existe uma tnica reta s que passa por P e é perpendicular

a reta r.

Para determinar s basta seguir os passos abaixo:

I) Com o compasso traga-se uma circunferéncia com centro em P e raio maior do que
a distancia de P a r, intersectando a reta r nos pontos A e B.

IT) Traga-se duas circunferéncia de mesmo raio, uma com centro no ponto A e a outra
com centro no ponto B, determinando na intersecao o ponto Q).

IIT) Com a régua traca-se uma reta por P e Q). A reta PQ é a reta s procurada. Ver

Figura 5.2.

Figura 5.2: Reta perpendicular a uma reta dada
|
|
I

Justificativa. Note que a primeira circunferéncia desenhada garante que PA = PB
e as duas seguintes, garantem que QA = QB . Assim, os pontos P e Q equidistam de A
e B. Portanto, eles pertencem & mediatriz do segmento AB que ¢ a reta perpendicular a

AB passando pelo seu ponto médio.

Observacao: se o ponto P pertencer a reta r ele serd o ponto médio de A e B.
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5.1.2 Divisao de segmentos

O Teorema de Tales pode ser aplicado para dividir segmentos em partes iguais ou proporci-
onais, determinar graficamente fracoes de segmentos, razoes entre segmentos e determinar
graficamente a terceira e a quarta proporcional entre segmentos.

O Teorema de Tales diz:

“Um feixe de retas paralelas determina sobre duas retas transversais quaisquer, seg-

mentos correspondentes proporcionais”.

Figura 5.3: Feixe de retas paralelas cortadas por duas retas transversais

to

D
N 1

Y

L
\c
R

Na figura 5.3, as retas em azul sao paralelas entre si e ¢ e t5 sao retas transversais.

Pelo Teorema de Tales, temos:

AD AL

AB AC
Lé-se: AD est4 para AB assim como AE esta para AC.

Dividindo segmentos em partes iguais:

Utilizando o Teorema de Tales podemos dividir graficamente um segmento em um nimero
qualquer de partes iguais.

Para dividir um segmento em partes iguais, devemos:

a) considerar o segmento que se quer dividir, AB, contido na transversal t;.

b) a segunda transversal ¢, deve comegar em uma das extremidades do segmento AB,

formando um angulo agudo qualquer.
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Figura 5.4: Segmento AB

Q
[ ]

t1

Figura 5.5: Reta transversal ao segmento AB

\A -B

¢) graduar, utilizando uma unidade de medida arbitraria, a segunda transversal t, a
partir da extremidade inicial A o niimero de vezes em que se quer dividir segmento

dado (cinco vezes, por exemplo). Ver Figura 5.6.

Figura 5.6: Graduagao da reta transversal ao segmento AB

\A ‘B

d) ligar a ultima marcagao de ty, G, a segunda extremidade do segmento que se quer

dividir, B. Segmento que da a direcao das paralelas.

e) tragar paralelas ao segmento G B, passando pelos pontos C, D, E e F. Se o tracado

estiver correto, o segmento AB estara dividido em 5 partes iguais, pois em ¢, foram
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Figura 5.7:

\A \:

marcados cinco segmentos colineares, consecutivos e congruentes. Os segmentos

determinados em AB sdo proporcionais aos marcados em to, (AC' = CD = DE =

EF =FG), logo (AC" = CD' = DE' = EF’ = FB). Ver Figura 5.8.

Figura 5.8:

|G G R G ¢

>

5.2 Com o GeoGebra

O GeoGebra! é um software gratuito de matemética dinamica desenvolvido para o ensino

e aprendizagem da matematica nos varios niveis de ensino (do basico ao universitario) que

o) leitor interessado pelo programa pode acessar o) endereco
http://www.geogebra.org/cms/pt_ BR/download/ e, em seguida, fazer o download da versdo do

GeoGebra de acordo com o seu sistema operacional.
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retine recursos de geometria, dlgebra, tabelas, graficos, probabilidade, estatistica e calcu-
los simbolicos em um tnico ambiente. Assim, o GeoGebra tem a vantagem didatica de
apresentar, ao mesmo tempo, representacoes diferentes de um mesmo objeto que intera-
gem entre si. Foi criado em 2001 como tese de Markus Hohenwarter e a sua popularidade
tem crescido desde entao.

Faremos as mesmas construcoes apresentadas anteriormente. O leitor percebera que

o manuseio deste software é bastante facil.

5.2.1 Interface

A Figura 5.9 mostra a interface do programa ao ser carregado.

Figura 5.9: Interface do GeoGebra

T GeoGebra = | E) S|

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

)
» Janela de Algebra  Janela de Vlsuallzagao )

a4

Disposigdes
Algebra e Graficos
Geometria Basica
Geometria
Tabelas e Graficos

CAS e Graficos

[ el ] [ o]

Entrada: ®=

Barra de Menus. Disponibiliza opcoes para salvar o trabalho e para controlar
configuragoes gerais.

Barra de icones. Localizada na parte superior é composta de doze icones que con-
centra todas as ferramentas tteis para construir pontos, retas, figuras geométricas, obter
medidas de objetos construidos, entre outros. Cada icone dessa barra esconde outros
icones que podem ser acessados clicando com o mouse em seu canto inferior direito.

Janela de Algebra. Area em que é exibida as coordenadas, equacoes, medidas e

outras informacoes dos objetos construidos
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Entrada. Campo de entrada para digitacao de comandos, por exemplo, equagao de

uma reta, circunferéncia, um ponto, etc.

Janela de Visualizagao. Area de visualizacao grafica de objetos que possuam re-
presentacao geométrica e que podem ser desenhados com o mouse usando icones da Barra

de icones ou comandos digitados na Entrada.

5.2.2 Construcoes no GeoGebra

Para realizar uma construcao basta selecionar a ferramenta necessaria na Barra de icones

ou digitar as informacoes na caixa de Entrada. Considere os seguintes problemas:

Retas paralelas Dada uma reta » e um ponto P fora de r determinar, por P, uma

reta s paralela a reta r.
Para construir a reta s, basta seguir os passos abaixo:
I) Selecione a ferramenta Reta definida por Dois Pontos.

IT) Clique em qualquer regiao da janela de visualizagdo para marcar um dos pontos
A da reta, depois arraste o mouse e clique em um local distinto de A, marcando assim o

ponto B, determinando a reta r.

IIT) Selecione a ferramenta Novo Ponto, clique numa regiao da janela de visualizagao

fora da reta r para determinar o ponto P.

IV) Selecione a ferramenta Reta Paralela. Clique no ponto P e depois na reta r.

€3 GeoGebra = B ) | &9 GeoGebra o | B
T T Up;nss Ferramentas Janela Ajuda e e e e
'S xsc] @e) @
ol [l [l
# ) 4
b Janela de Al} (x] &)
/ o O] b Janela de A\gebra » Janela dEV\suahzagao 3]
= Ponto
" Segmento definido por Dois Pontas j ';Z:';;; 223452)’
= = Reta
° Seamento com Comprimenta Fixo  a:006x+468y=1124
" Semireta Definida por Dois Portos
-
*X,  Caminho Paliganal Rl q
A B
o~ Vetor Definido por Dois Pontos
; Vetor a Partir de um Ponto
Entrada = Entrada
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Figura 5.12: Passo III)

7 GeoGebra

Figura 5.13: Passo IV)

85

o e
¥ GeoGebra = ) S|
Arquivo Editar Exibir Opgbes Feramentas Janela Ajuda —
- Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
NoER ' :
BR . o == — .
124 52 =[] [ PN [ 2 2 DREEEdRRNEER i
} Janela de Algebra % ke P o » Janela de Algebra » Janela de Visualizagio =
T R= 136,240 A
=(-1.36,2.42) |, - @ A-(136,242
5 B=(3.32,236) | — RetaParalela 2 B::“um‘
O P=(0.82,444) | 3 P-(0.08 4.44)
< Reta <_| Mediatriz = Reta s
< P 3
@ a:0.06x +4.68y N . @ a:0.06x+4.68y=11.24
4 Bissetriz. & b:0.06x +4.68y =20.8
/) RetaTangente N 4
= A r A 5 r
) RetaPolar ou Diametal
+%"| Reta de Regressao Linear
5‘ Lugar Geométrico
Entrada © Entrada { @

Retas perpendiculares

Dada uma reta r e um ponto P fora de r determinar por P uma reta s perpendicular a

reta r.

Para construir a reta s, basta seguir os passos I), II) e III) que mostramos para deter-

minar uma reta paralela a r e no passo IV) Selecione a ferramenta Reta perpendicular.

Clique no ponto P e depois na reta r.

7 GeoGebra

Figura 5.14: Perpendicular: passo I1T)

Figura 5.15: Perpendicular: passo IV)

o) i € Geoliebra e 20
Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda Arquivo Editar Exioir Opgdes Feramentas Janela Ajuda
» (B
A Y [ [
e /”E] A
B || o o £ D & D B
» Janela de Algebra B X
Z 4 Reta Perpendicular
= Ponto T = Ponto
@ A-(1.36,242) , 9 A-(136,2.42) s
3 B=(332,2.36) - RetaParalela @ B-(3.32,2.36)
9 P=(008,44) | @ P=(0.08,4.44)
= Reta o Mediatriz P s = Reta 3
9 a:0.06x +4.68y o . ©@ a:0.06x +4.68y=11.24
.[; Bissetriz = b:4.68x+0.06y=0.12
/O RetaTangente 4 4
X A B v A B .
Q) RetaPolarouDiametral
+*" Reta de Regressdo Linear
b§ Lugar Geométrico
Entrada ) Enirada i@

Divisao de segmentos

Para dividir um segmento AB em n parte iguais. Basta seguir os passos abaixo:

I) Selecione a ferramenta Reta definida por Dois Pontos, clique na janela de visuali-

zacdo para marcar os pontos A e B, denote essa reta de t;
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IT) Novamente, selecione a ferramenta Reta definida por Dois Pontos, clique no ponto
A depois arraste o mouse e clique na regiao (proximo ao ponto A) fora da reta t; para
marcar um ponto C' e denomine a reta AC de t,.

I1I) Para graduar a reta t, adotando o segmento AC como unidade de medida, selecione
a ferramenta Reflexao em Relagdao a um Ponto. Clique no ponto A depois no ponto C,

determinando um ponto D em que AC = CD, clique no ponto C' depois no ponto D

determinando um ponto E em que AC = CD = DFE. Faca isso n — 1 vezes, sendo n a
quantidade de parte que se deseja dividir AB.

IV) Selecione a ferramenta Reta definida por Dois Pontos, clique no ultimo ponto G
da reta t5 e no ponto B.

V) Selecione a ferramenta Reta Paralela, clique no ponto C' depois na reta GB, cli-
que no ponto D depois na reta GGB, trace paralelas a GB passando por cada ponto de
subdivisao da reta ts.

VI) Selecione a ferramenta Intersecao de Dois Objetos, clique no segmento AB e em
uma das reta paralelas a GB determinando pontos C’, D', E' - - sobre o segmento AB

que caracterizarao a divisao deste segmento.

Figura 5.16: Divisdo: passo I) a III) Figura 5.17: Divisdo: passo IV)
7 GeoGebra = | PSS | ¢ GeoGebra = | B ]
Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Jansla Ajuda - Arquive ﬂﬂopgj Feramentas Janels Auds .
: Janela de Algebra () | » Janela de visualizagic :\. Reflexio em Relagio 3 uma Reta 5] » Janela de Aigebra () | » Janela de Visualizagdo &

Ponto
7 A=(29,302) . _ ~
5 B=(402,3.02) .* | Reflexdo em Relagio aum Porto

= Ponto
5 A=(29,302)
5 B-{402,3.02)
9 C=(19,242)
D=(-0.9,1.82)

5 €=(19,242)

= Reta
5 ay=3.02
5 b06x+y=128
5 bu06x-y=-128

\*| Reflexio em Relagao a um Circulo (Invers3o)
9 E=(01,122)
. - N 9 F=(11,062)
« Rotagdo em Torno de um Ponto por um Angulo 2 G=(21,002)
= Reta
9 ay=302 A
9 b:0.6x+y=128
9 bh06x-y=-128
d 2 ci3x-192y-6.26 4
9 0:3x-192y=-10.35
9 er3x-192y=6.19

= Translagio porum Vetor

Homotetia dados Centro e Razio

Enfrada: =)

Entrada =)
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Figura 5.18: Divisao: passo V) Figura 5.19: Divisao: passo VI)

€ GeoGebra b= ¢ GeoGebra = i)
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Aluda
NEENTERE ° O)ded =Y
E (ol |’ K e’ N2 R 3 ) 3
a ¥ _Janela de Algebra »_Janela d a
o™ NovoPonto
= Ponto
) 3 A=(29,302)
@ L.:‘\ Panto em Objsto @ 02,3.02)
. @ 1.9, 242}
@ (" Vincular / Desvincular Ponto @ 52,3.02)
3 3
3 3
? X Interseciio de Dois Objetos. ?
- Reta @
o ,
2 Fonto édio ou Centro u 2 u 5 5 L
3 3
@ @
] Z| s 8 = Rel 8
5 |/ @Z  nimeroCompiero 5
3 3
@ @
@ @
-@
3
@
@

Entrada: 1] Entrada =)




88

CAPITULO 5. ALGUMAS CONSTRUCOES GEOMETRICAS



Consideracoes finais

O conjunto dos niimeros reais permeia a maioria dos contetidos em Matemética dai a
importancia de compreender bem o conceito desses ntimeros. Esta proposta de trabalho
surgiu da preocupac¢ao com a compreensao e a interpretacao desses niimeros, especialmente
os irracionais, com objetivo de propor um caminho que contribuisse para aprendizagem
desse tema.

Podemos notar, com base na evolucao histérica, que o conceito dos niimeros reais nao
é tao simples. Desde a “descoberta” pelos pitagoricos dos segmentos incomensuraveis até
a construcao dos nimeros reais por Dedekind se passaram cerca de 25 séculos. Acredita-
mos que o ensino desses nimeros como niimeros que representam a medida de quaisquer
grandeza, trabalhar o conceito de incomensurabilidade, poderé facilitar a aprendizagem
deste conteudo.

Aprendemos que nem sempre a parte ¢ menor do que o todo e que enquanto os nimeros
racionais sao enumeraveis, os irracionais nao o sao, surgindo ai um resultado interessante
de que existe infinitos de “tamanhos” diferentes.

Espero ter contribuido com o professor da Educacao Basica, no sentido de apresentar
uma alternativa para trabalhar os niimeros reais. Uma possivel continuacao deste trabalho
seria a elaboracao de uma sequéncia didatica de atividades para o ensino dos niimeros
numeros reais sob uma perspectiva geométrica, juntamente com os professores do Ensino

Basico, viabilizando a sua aplicacao aos seus alunos.
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