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Abstract

This work arises from the attempt to generalize a formula for area of a polygon in a plane
of R? space only in terms of the coordinates of the vertices of the polygon . However,
far and wide, because there is a way to generalize the traditional Pythagorean theorem
the square of the hypotenuse equals the sum of the squares of peccaries, the looking like:
given a segment and a system of orthogonal axes, we have the square measure of the
segment is equal to the sum of the squares measures its orthogonal projections on track.
This look at the Pythagorean theorem allows a generalization, where, with a more basic
language and vector spaces R? and R? allows you to address in high school arriving at
the result: Let two vectors u and v linearly independent of that of R3 that define the
parallelogram P are still P,,, P,, and P,, projections of P in the planes zy, zz and yz

respectively, so we have A} = A} + A} + A}, which we treat as a generalization

0
of Pythagorean theorem to 3 dimensions. Later we come to an algorithm to determine
the area of a polygon R?, under certain conditions, only in terms of the vertices. Then,
aiming to generalize in a complete way of the Pythagorean theorem, we use Multilinear
Algebra’s elements to look for tools such as functional linear and its exterior roduct, so as
to measure the volume of a r-parallelepiped in R™ demonstrate that given r vectors linearly
independent in R™ , we have a r-parallelepiped defined by these subspace of dimension

r, and thus, the square of the r-parallelepiped’s volume defined by these vectors is equal
n

to the sum of the squares of r-parallelepiped designed in subspaces canonical
r

r-dimension. Subsequently, I propose some activities to work in high school to expand
to three dimensions, using free software Geogebra and also suggests exercises a more
traditional approach in the classroom with blackboard and chalk, ending with resolutions

and comments from mathematical competitions exercises for high school students.
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Resumo

Este trabalho surge da tentativa de generalizacao de uma férmula para areas de um po-
ligono plano no espaco R3 somente em funcao das coordenadas dos vértices do poligono.
Contudo, toma maiores proporcoes, pois hd uma uma maneira de generalizar o tradici-
onal teorema de Pitagoras "o quadrado da hipotenusa € igual ¢ soma dos quadrados dos
catetos", o olhando como: dado um segmento e um sistema de eixos ortogonal, temos
que o quadrado da medida desse segmento é igual a soma dos quadrados das medidas
das suas projecoes ortogonais nos eixos. Esse olhar para o teorema de Pitdgoras permite
uma generalizacao, onde, com uma linguagem referente & matemética do ensino médio
nos espacos vetoriais R? e R3 podemos chegar ao resultado: sejam dois vetores u e v
linearmente independentes de R? que definem o paralelogramo P, sejam ainda P, P,
e P,. as projecoes de P nos planos zy, vz e yz e Ap, Ap,, Ap,., Ap,. Tespectivamente as
medidas de suas areas, assim temos que A% = A%Iy + A3+ A?Dyz, que tratamos como
uma generalizacao do Teorema de Pitadgoras para 3 dimensoes. Posteriormente chegamos
a um algoritmo para se determinar a area de um poligono em R?, sob algumas condicoes,
somente em funcao dos vértices. Em seguida, tendo como objetivo generalizar o teorema
de Pitagoras de modo completo, tomamos elementos da Algebra Multilinear para buscar
ferramentas como funcionais lineares e seu produto exterior, para assim medir o volume
de um r-paralelepipedo em R"™ e demonstrar que dados r vetores linearmente indepen-
dentes em R”, temos um r-paralelepipedo definido por estes num subespaco de dimensao

r, e assim, o quadrado do volume do r-paralelepipedo definido por estes vetores é igual

. n a .
a soma dos quadrados dos r-paralelepipedos projetados nos subespacos canonicos
r

de dimensao r. Posteriormente, proponho algumas atividades para trabalhar no Ensino
Médio a expansao até trés dimensoes, utilizando o software gratuito Geogebra e sugerindo
também exercicios para uma abordagem mais tradicional em sala com quadro e giz, fi-
nalizando com a resolucao e comentérios de exercicios de competicoes mateméticas para

alunos do Ensino médio.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho surgiu de uma tentativa de generalizacao de uma féormula para areas de
um poligono plano no espaco R?® somente em funcio das coordenadas dos vértices do
poligono. Somente entao pudemos perceber que a relacao de Pitadgoras se mantinha em
diversos outros espacos. O tradicional Teorema de Pitagoras abordado desde o Ensino
Fundamental diz: "o quadrado do comprimento da hipotenusa € igual a soma dos qua-
drados dos comprimentos dos catetos"; contudo essa visao nao nos permite uma maneira
de generalizéd-lo. Proponho neste trabalho que olhemos para esse teorema da seguinte
maneira: dado um segmento e um sistema de eixos ortogonal, temos que o quadrado da
medida desse segmento é igual a soma dos quadrados das medidas das suas projecoes
ortogonais nos eixos. Dessa maneira, conseguimos generalizar esta ideia para diversas
dimensoes. A partir dessas percepcoes, abordaremos nesta dissertacao a ideia inicial que
motivou a pesquisa e, posteriormente a generalizacao e visao mais extensiva do Teorema

de Pitagoras.

Para isso, no Capitulo 2 abordaremos mais amplamente o conceito de Produto In-
terno como uma forma bilinear. No Capitulo 3 argumentaremos, com uma linguagem
matematica referente & do Ensino Médio da educagao bésica, as particularidades dos
espacos vetoriais R? e R? expandindo a ideia de Pitdgoras para um espaco de trés dimen-
soes e assim determinando, o que foi a inspiracao inicial deste trabalho, a generalizacao
de uma formula para areas de um poligono plano no espaco R? somente em funcao das

coordenadas dos vértices do poligono.

No Capitulo 4, temos como objetivo generalizar o Teorema de Pitagoras de modo
completo. Em busca dessa generalizacao, tomamos ferramentas para medir o volume

de um r-paralelepipedo, conceitos nao mais elementares do Ensino médio, mas agora
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com uma linguagem de matematica universitaria, como funcionais lineares e seu produto
exterior, para demonstrar que dados r vetores linearmente independentes em R", temos
um r-paralelepipedo definido por estes num subespaco de dimensao r, e assim, o quadrado

do volume do r-paralelepipedo definido por estes vetores é igual & soma dos quadrados

n
dos r-paralelepipedos projetados nos subespacos canonicos de dimensao r, que é
r

a ideia proposta quando generalizamos o teorema de Pitagoras para quaisquer dimensoes.

Em seguida, no Capitulo 5, desenvolvo uma proposta de atividades para a aplicacao
no Ensino Médio utilizando o software gratuito Geogebra e sugerindo também exercicios
para uma abordagem mais tradicional em sala com quadro e giz. Com o intuito de
contextualizar a aplicagao dessas ideias iniciais trago a discussao de duas questoes voltadas
para estudantes da educacao bésica, uma de Olimpiada Internacional de Matematica e

outra do vestibular do Instituto Militar de Engenharia (IME).
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Capitulo 2

Produto interno

Com o objetivo de generalizar o Teorema de Pitagoras para quaisquer dimensoes, faz-se
necessario o entendimento desse conceito fundamental que é o produto interno. Apresen-
taremos neste capitulo o produto interno entre dois vetores como uma forma bilinear que

definimos abaixo.

2.1 Formas bilineares

Definicao. Sejam U e V' espacos vetoriais. Uma funcio f : U xV — R € dita uma

forma bilinear se, e somente se, para todos u, uyeus € U , v, vievy € V e X € R, temos:

a) f(ur +uz,v) = f(u1,v) + f (uz,v)
b) f(Au,v) =X f(u,v)
¢) f(u,vr +v9) = f(u,v1) + f (u,vs)

)
d) f(u, ) =X f(u,v)

Dizemos ainda que uma forma bilinear f : U x U — R é simétrica se f (u,v) = f (v, u)

para todos u,v € U.

2.1.1 Produto interno

Definicao. Um produto interno num espaco vetorial U é uma forma bilinear simétrica
e positiva definida em U. Ou seja, um produto interno é uma funcio f: U x U — R
que associa cada par de vetores u,v € U a um nimero real {(u,v) ao qual chamamos de
produto interno de u por v, de modo que sejam wvdlidas as sequintes propriedades para

quaisquer u,u’,v,v" € U e a € R:
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Bilinearidade
L (u+u,v) = (u,v) + (u,v)
2. (u,v+v') = (u,v) + (u,v’)
3. (au,v) = a - (u,v)

4. (u,aw) = a - (u,v)

Comutatividade (simetria)

(u,v) = (v,u)

Positividade

(u,uy >0, se u #0

Observemos que (0,v) = (0 + 0,v) = (0,v) + (0,v). Logo concluimos que (0,v) = 0,
para todo v € U.

Resulta da positividade que se (u,v) = 0 para todo v € U entao temos u = 0. Caso
u # 0, terfamos (u,v) # 0 pelo menos quando v = w.

Como consequéncia desta observacao, temos que se u,u’ € U sdo vetores tais que

(u,v) = (u',v) para todo v € U entdo v’ = u.

Defini¢ao. Sejam u, v dois vetores em R"™ com coordenadas v = (aq, g, ... ,qp) € v =
(B1, B2y vy Bn), definimos a aplicagio f : R™ x R — R tal que (u,v) = f(u,v) =
ay - B+ afs + ... anfn, que é um produto interno em R", que chamaremos de Produto

Interno canodnico.

Vejamos que, de fato, (u,v) = ay -1 +as- o+ ...+ -, € um produto interno:

Sejam os vetores u = (ay, g, ... , ), v = (o, b, ... ,al)ev=1(81,02, ..., 5n)
o (utu, v)=

=(a1+ay) i+ (e +ay) - fot . +(an+ay,): B
=a;-Bi+...+an-Bata-Pi+...+a, B
= (u,v) + (u/,v)

o (u,v+0)=
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=y - (br+B1) +ag- (B2 +B5) + oo +an - (B +5)
=i+ tayBota B+ a5
= <U,U> + (u,v’>

o (\u,v) =

=P+ Aag - B+ ...+ Ay, - By
=ANar-frt+ay-Bot ...+ 0 Bn)
=\ (u,v)

o (u,\v) =

:Ozl'/\51+062')\52+...+Oén'/\6n
=Aai-frH+ay-Bot ...+ - Bn)
=\ (u,v)

* (u,v) =

=a1-bitay-Bot .. o, By
= froq + Poag + ... + Bran

= <U>u>

o (u,u)=a+ai+ ... +a2>0,seq,aqy, ...,a,#0, ou seja, se u # 0.

2.1.2 Norma de um vetor

Definicao 2.1. Uma norma é uma funcao de R" em R, que associa a cada vetor v € R”
um nimero [|v|| com as propriedades a seguir:

1. ||v]] > 0, valendo ||v|| = 0 somente quando v = 0.

2. ||a-v|| = |a] - ||v|| , para quaisquer o € R.

3. o+ ull < ol + [lull

Proposigao 2.1. Se V' & um espaco vetorial com produto interno (,) entdo a aplicagdo

que a cada v € V associa ||v]| = \/(v,v), define uma norma em V.

Demonstracao. Mostremos entao que satisfaz as propriedades de uma norma:
L. ||v]| = v/(v,v) > 0, valendo |jv|| = 0 somente quando v = 0.
2. |la-v|| = o -v,a-v) =|a| - /(v,v) = |a - ||v]| , para qualquer o € R.
3. Usando a desigualdade de Schwartz (u,v) < |[ul| - ||v||, temos que [|v + ul||* =

(vt w0+ u) = (v,0) + 2 (w,0) + () < Pll* + 2ol full + lull® = (o]l +[lul)*. O
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Definigao. O comprimento de um vetor v € V € dado pela norma ||v|.
Proposicao 2.2. Dados u,v € V e 0 = Z(u,v) o dngulo entre esses vetores, temos que
(u,v) = |ul |v| cosh.

De fato, pois (u— v, u —v) = (u,u) — (u,v) — (v,u) + (v,v). Logo, ||u—v||* = |ju|?+
|v||? =2+ (u,v). Por outro lado, no triangulo definido pelos vetores u e v, com 6 o dngulo

entre eles, o lado oposto a 0 possui medida ||u — v||, assim como mostra a figura abaizo.

. . . A . 2
Dessa maneira, aplicando a lei dos cossenos nesse tridngulo determinamos ||u — v||” =

u||* + ||| = 2 - ||ul|||v]|cosf. E portanto, obtemos a igualdade

lul” + [v]* = 2 |u| [v] cos = |ul® + |v]* = 2 - (u,v).

(u,v)
lul-o] *

Logo, (u,v) = |ul |v|cosh, ou ainda, cosd =

Perpendicularidade

Vejamos agora a perpendicularidade de dois vetores.

Defini¢ao. O vetor u € perpendicular ou ortogonal ao vetor v (escrevemos u_lv) quando

u=0,v=0, ou = Z(u,v) =90".

Proposicao 2.3. Dois vetores sao perpendiculares se, e so se, o seu produto interno €

zero, isto é, ulv <= (u,v) = 0.

Demonstra¢ao. Se u =0 ou v = 0, entdo u_Llwv, aléem de (u,v) = 0.

Seu#0,v#0el=/~(u,v) entdo

(u,v) = |Jul|[|v]|cosd = 0 < cosh = 0 < 0 = 90°.
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Capitulo 3
Os espacos R? e R?

Este capitulo tem como objetivo utilizar conceitos pertencentes ao curriculo do Ensino
Médio tais como Produto Escalar, Vetorial e Misto para determinar o célculo de areas de
poligonos tanto no espago bidimensional como no tridimensional, além de concluir algo-
ritmos, muitas vezes citados em aulas ou em algumas apostilas e livros didaticos, porém
nao demonstrados. Esses métodos préaticos sao mais falados em turmas preparatorias, ge-
ralmente em pré-militares e vestibulares. Vamos apresentar e demonstrar tais resultados
mostrando que é possivel o trabalho com a matematica vista no curriculo da educacao

bésica para chegar a esses resultados.

3.1 Norma

Tomemos o espago R3, com O sendo a origem do sistema e P (a,b, c) um ponto qualquer
do espago. Se v = O? entao as coordenadas de v coincidem com as do ponto P. Logo
temos que v = (a, b, ), entdo ||v|| = d(O, P) = va? + b*> + 2. Note que o espago R? pode

ser identificado pelo conjunto dos pontos P tais que a terceira coordenada é igual a 0.

3.2 Perpendicularidade

Observemos que, fixando um ponto P e um vetor v, o conjunto de pontos () tais que o

vetor P(j é perpendicular a v forma um plano, assim como na figura abaixo:
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De fato, pois seja um plano que passa por um ponto P (g, Yo, 20) € possui um vetor
normal v = (a,b,c). Os pontos Q (z,y,z) pertencentes ao lugar geométrico tais que o
vetor F@ é perpendicular a v sao tais que <F@,7> = 0. Dessa maneira, temos que
@ = (* — %0,y — Yo, 2 — %) € assim <@,7> = ((x — 20,y — Y0,2 — 20) , (a,b,¢)) =
a(x—xz9) +b(y—wyo) + c(z—2) = 0 <ax + by + cz = axg + byy + czp. Como
a, b, c, gy, Yo, 20 sa0 valores constantes, definimos d = axg + byg + czg, assim o lugar geo-
métrico dos pontos (Q definidos acima é ax + by + cz = d, que é a equagao de um plano.
Note ainda que, uma reta r ¢ perpendicular ao plano m quando r é perpendicular ou
ortogonal a todas as retas de m . Assim, reciprocamente, se () pertence ao plano perpen-
dicular ao vetor v que contém o ponto P, a reta % ¢ ortogonal & v e portanto temos que
<1@, o > —0.

Contudo, se particularmente tomarmos P, v e o conjunto dos pontos () no plano, com

alguma coordenada sempre nula, o conjunto dos pontos () é uma reta.

De fato, pois seja plano, um ponto P (g, o) e um vetor v = (a, b) pertencentes a R
Os pontos @ (z,y) pertencentes ao lugar geométrico tais que o vetor P46>2 é perpendicular

a v sao tais que <@, 7> = 0. Dessa maneira, temos que ]@ = (x — 2o,y — Yo) € assim

<@77> = ((z — 70,y — w0), (a,0)) = a(x —x0) +b(y —yo) =0

<=ax + by = axq + byp.
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Como a, b, xg, Yo sao valores constantes, definimos ¢ = axg+byy. Assim o lugar geométrico
dos pontos Q definidos acima é ax + by = ¢, que é a equacao de uma reta. Reciproca-

mente, se () pertence a reta que passa por P e que é perpendicular ao vetor v, temos que

<1@,7> —0.

Assim, estando no plano, podemos caracterizar todos os vetores perpendiculares a um

vetor dado.

Proposic¢ao 3.1. Sejam u,v € R%, com u = (a,b) um vetor nao nulo. Temos entdio que

vlu <= v = A(=b,a), para algum X\ € R.

Demonstra¢ao. Se v = A(—b,a), entao (u,v) = a-(—Ab) + b (Aa) = 0, e portanto temos
que v é perpendicular a u.

Reciprocamente, se v = (¢, d) um vetor tal que (u,v) = 0, temos que (u,v) = ac+bd =
0& ac = —bd.

Caso 1. Se a # 0, temos que ¢ = —gb ed= ga. Portanto, tomando \ = g temos que
v=(c,d) = \=b,a).

Caso 2. Se b # 0, tomando A = —¢ obtemos v = (¢,d) = (§- b, —¢-a) = —§(—b,a) =
A(—=b,a). O

3.3 Produto Vetorial

O produto vetorial é uma operagio que a partir de dois vetores de R? (ou n_ upla de R™*!
que veremos posteriormente) associa-se um vetor ortogonal ao plano gerado por esses.
Contudo, neste momento, nos ateremos ao produto vetorial no espaco R? , definindo-o
algebricamente e deduzindo suas principais propriedades e observando a geometria por
tras da definicao, estabelecendo sua norma, sua direcao e seu sentido. Posteriormente,

investigaremos o seu significado geométrico.

Coordenadas do Produto Vetorial

Seja OXYZ um sistema de eixos ortogonais no espaco e consideremos os vetores u =
(1,51, 21) e v = (T2, Y2, 22).

Definicao. O produto vetorial de u por v € o vetor

u X v = (Y122 — Yo21, —(T122 — T221), T1Y2 — TaY1).
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Muito utilizado no Ensino Médio, um dispositivo pratico para determinar o produto
vetorial de u por v consiste em calcular o "determinante simbélico" da matriz 3 x 3
cujos elementos da 12 linha sao os vetores e; = (1,0,0), eo = (0,1,0) e e3 = (0,0,1), os
elementos da segunda linha sao as coordenadas do vetor u e os elementos da terceira linha

sao as coordenadas do vetor v. Assim, temos:

€1 €2 €3
1 oz T1 =1 T N
Uy X Uy = | 27 Y1 21 | =€ — €2 + e3
Ya 22 To 22 T2 Y2
T2 Y2 Z2

Vejamos a seguir as propriedades do produto vetorial.

1. uxv=—(vXu)

2.utv)xv=uxv+u xve ux(vV+v)=uxvt+uxv

3(a-u)xv=ux(a-v)=a-(ux0v)

Essas trés primeiras sao consequéncias diretas de propriedades de determinantes.

4. Ortogonalidade
O vetor gerado pelo produto vetorial de u por v é ortogonal ao subspaco vetorial

gerado por u e v, ou em outras palavras,
Proposicao 3.2. (u X v,u) = (u x v,v) =0, isto €, u X v é ortogonal a u e v.
Demonstracao. Note que

(“ X v, u> = (9122 - y221)131 - ($122 - 13221)311 + ($1y2 - 96291)21

= T1Y122 — T1Y221 — T1Y122 + Tay121 + T1Y221 — Tay121 = 0.

De modo andlogo, temos que (u x v,v) = 0.

Vejamos agora as condigoes para que o produto vetorial seja nulo.

Proposicao 3.3. u x v =0 se, e somente se, um dos vetores u ou v € maultiplo do outro.

Ou seja, u e v nao sao multiplos se, e s se u x v # 0.
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Demonstragdo. Seja A € R e dois vetores de R uy = (x1,91,21),us = (T2, Y2, 22). Se

um dos vetores é zero, nada ha para provar. Podemos entao tomar vy = (x1,y1,21) # 0

. D 1. n - Ty 2
e assim, para fixar as ideias que x; # 0. Supondo vélido que = =
Y2 22 T2 22
1 N . T2
=0, ou seja, T1Ys — ToY1 = T122 — To2] = Y122 — Y221 = 0, tomemos \ = o e
T2 Yo

assim xo = Az;. Como z1ys — xay; = 0, deduzimos que yo = Ay; e de 1129 — 2921 = 0
deduzimos que zo = A\z; e portanto us = Au;. Reciprocamente, se uy = Au; temos que
To = AT, Yo = A\Y1€ 2o = A2y € assim AT Yo = A\Tay1, AT120 = A\T921 € AyY129 = Aya21. Se

A # 0 temos X1y — Tolyy = T129 — X221 = Y122 — Yoz1 = 0, logo os determinantes

(A I 2 U U I R IO 0
Yo 2o To 22 T2 Y2
Se A = 0, entdo x5 = ys = 29 = 0 0 que torna 6bvias as igualdades. O

6. (uxv,w)=detu,v,w|] Sejaw = (x3,ys,z3). Calculando o determinante da matriz

cujas colunas sao os vetores u, v e w, temos

det [u,v,w] = w3 (Y122 — Yoz1) — Y3 (T122 — T221) + 23 (X1Y2 — T2y1) = (u X v, w).

Definigao. Se u, v e w sdo linearmente independentes, o triedro {u,v,w} se diz po-
sitivamente orientado, em relacdio a um sistema de eizos firado, quando € positivo o
determinante cujas linhas sao formadas pelas coordenadas dos vetores dados, na ordem

que estao listados.

Proposicao 3.4. Se u,v € R3 sdo vetores linearmente independentes, o triedro

{u,v,u x v} € positivamente orientado.

Demonstragio. Tomando w = u X v, temos det [u, v, u X v] = (u X v,u X v) = ||u x v[|* >

0. ]

7. Norma do Produto vetorial Podemos determinar a norma do produto vetorial

em fungao dos vetores u, v e do produto interno (u,v) como indica a proposi¢io a seguir.

Proposigao 3.5. Sejam u e v dois vetores em R e 0 o dngulo entre eles. Tem-se que:
. 2
i) Jlux vl = Jlul?[lol* — (u,v)

ii)||u x v|| = |Jul||lv||send
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Demonstracao. (i) Sejam u = (z1,y1,21) € v = (X2, Y2, 22). Temos que

u X v=(y120 — Y221, —(T122 — T221), T1Y2 — TaY1), 10O

[|u % UHQ = (1122 — 9221)2 + (129 — 95221)2 + (1Y — 9623/1)2-

Por outro lado,

ulP[lv]l* = (23 + y7 + 20) (23 + 3 + 23) e

(u, U>2 = (r172 + 1Yz + 212’2)2.

Assim, temos que |[u x v||2 = ||ul|?|[v]|* = (u,v)>.

(ii) Por (i) segue que ||u x v||* = [Ju||?||v]|* = (JJu]|||v]|cosf)?. Logo temos
lu ol = [lull®[[oll* = [[ul*[lv[Pcos®0= [Jul*[v]|*(L — cos?)= [[ul|*||v]|*sen6.

Portanto, ||u x v|| = [Jul|v||send. O

Interpretacao Geométrica do Produto Vetorial

Observemos que a area de um paralelogramo é dado pelo produto do comprimento da

base pelo comprimento da altura.

Na figura acima observe o paralelogramo definido pelos vetores u e v. Seja h a medida
da altura do paralelogramo e 6 o angulo formado por u e v. A medida da base é dada por
]l

Temos ainda que senf = ”Z—”, ou seja, h = ||v||senf.

Portanto a area do paralelogramo serd A = ||lu||v||senf = [ju x v]|.

Dessa forma, em R?, a norma do produto vetorial entre dois vetores é a area do

paralelogramo determinado por esses dois vetores.
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3.4 Area do paralelogramo e do triangulo em R’

Dados dois vetores u; = (z1,y1) e us = (29,%2) linearmente independentes em R? e

0 = Z(uy,us) , temos um paralelogramo P bem definido.

uy = (T2,92)

o L4 .

up = (x1,91)

Ja vimos que a area do paralelogramo é A = ||uq||||uz||send.
Rotacionando o vetor u; = (x1,y;) de 90° no sentido anti-horéario, obtemos o vetor
u'y = (—yi1, 21), e ainda determinamos o angulo 90° — 6 entre u}e uy, como mostra a figura,

abaixo:

W = (=ya)

uy = (w2,32)

0
o
uy = (w1,y1)
Temos entao que
[(ur, u2)| = [lur[l[uzllcos(90%-0) = [lua[||luz||send, pois [lui ]| = lju]]
Logo a area de P & A = ||uq]|||uz|send = |{u}, us)| = |x1 - yo — 2 - 11| .

Portanto, podemos dizer que a area do paralelogramo determinado pelos vetores u; =

(Ilayl) € Uy = (xg,y2) é

T T2

A= ,
Y1 Y2

onde ainda podemos escrever como A = |det(u, us)|.
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Area do triangulo

Para calcularmos a area de um tridngulo determinado por dois vetores uw; = (z1,;)
e us = (x9,y2), basta calcularmos a metade da area determinada pelo paralelogramo

definido por estes.

uy = (T2,9)

ur = (z1,41)

1] T1 T2

|det(uy, uz)|, ou seja, Ar = 3

Seja A7 a drea do triangulo, logo Ap = 1

Yy Y2

3.5 Expandindo o Teorema de Pitagoras para R?

Observando o tradicional teorema de Pitdgoras como o quadrado da medida de um seg-
mento é a soma dos quadrados das medidas das projecoes desse segmento, podemos ge-
neralizar tal visao para 3 ou mais dimensoes. O resultado desse teorema nesse capitulo
mostra que o quadrado da medida da area de um paralelogramo ¢ a soma dos quadrados
das medidas das areas projetadas desse paralelogramo nos planos candnicos, que pode ser

visto como uma extensao do teorema de Pitagoras.

Seja u = (x1,y1,21) um vetor qualquer de R3 escrito na base canonica 3 =
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Ao projetarmos u no subespaco gerado pelos vetores cano-
nicos e; = (1,0,0) e e; = (0,1,0), ou seja, no plano zy, onde z = 0, obteremos o vetor
uy = (z1,y1,0). Da mesma maneira se projetarmos u nos planos y = 0 e x = 0 obteremos
o vetor us = (1,0, z1) e ug = (0, y1, z1) respectivamente. Podemos ainda identificar uy,us
e uz como vetores de R?. Sendo assim, projetemos u = (z1,y1,21) € v = (T2, Y2, 22) NOS
planos z = 0, y = 0 e x = 0 obteremos os vetores em R? u; = (x1,91) e v; = (29,%2);

Uy = (21, 21) € va = (T2, 22); Uz = (Y1, 21)e v3 = (Y2, 22) respectivamente.
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Teorema 3.1. Sejam dois vetores u e v linearmente independentes de R® que definem
o paralelogramo P. Sejam P,,, P,. e P,, as projecoes de P nos planos xy, vz e yz

respectivamente. Temos entdo que Ap = A} + A} + A} .

Demonstragao. A area do paralelogramo P,,, definido pelos vetores u e v projetados no

, . T1 T2 .
plano xy é dado pelo determinante Ap, = , como da mesma maneira temos,
Y1 Y2
Y1 Y2 T1 T2 . .
Ap,, = e Ap,, = . A 4rea do paralelogramo P é
Z1 22 Y1 Y2
Y1 = T 2 1 Y
A= |luxv|=]|le — e +e3
Y2 22 Ty 22 T2 Y2
2 2 2
Y1 21 I = 1 Y
logo, A = + +
Y2 22 Ta 2 T2 Y2
o A2 A2 2 2
ouseja Ap =Ap + Ap +Ap . O

3.6 Algoritmo para a area de um poligono plano em R?

Definicao. Seja o conjunto P dos poligonos planos Q) tal que existe um ponto P em seu
interior tal que os segmentos de reta ligando P aos vértices de () se interceptam apenas

no ponto P.

Proposigao 3.6. Sejam os vetores u e v. Temos entao a desigualdade ||u + v|| < [Jul| +

|vl|, valendo a igualdade sempre que u = \v, com X real e positivo.
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Demonstra¢ao. Na proposicdo 2.1 mostramos que a desigualdade de Schwartz (u,v) <

|u| - |v| implica ||u+v| < ||ul]] + ||v||, valendo a igualdade quando (u,v) = |u] - |v].
Contudo éﬁjyg‘ = cost) < 1 e assim, (u,v) = |u| - |v|, quando cosf = 1, ou seja, quando o

angulo entre eles for de 0°, que significa que u e v possuem a mesma direcdo e 0 mesmo

sentido, portanto u = Av, com A real e positivo. O

Mostraremos nessa secao, um algoritmo para determinar a area de um poligono plano
pertencente ao conjunto P, em R3, somente em funcdo das coordenadas dos seus vértices.

Dado um poligono plano A;As...A,, com coordenadas A; = (x1,y1,21), Az =
(22,92, 22), - An = (Tp,Yn, 2n) podemos determinar a sua area somente em funcdo
de suas coordenadas x;,y;, z; , para i = {1,2,3,...,n}.

Seja agora P um ponto interno ao poligono de coordenadas P = (xp,yp,zp). Note
que, a partir de P, podemos tracar PA;,...., PA, formando assim n triangulos.

J& sabemos que area do triangulo formado pelos pontos PA;A;;; serd a metade
da area formada pelo paralelogramo definido a partir desses pontos, logo a area do
triangulo sera metade da norma do produto vetorial entre I_'sz e P—A;:, ou seja,
P4, x PAr

1
APAiAi+1 — 9

AN \

Note ainda que os triedros {PA;, PA; .4, PA; x PAiH} sao positivamente orientados

—_— —_— . . 3 ;
e os vetores PA; x PA;,, sao perpendiculares ao plano que contém o poligono, para
todo i = {1,2,3,...,n}, sendo o ponto A, 1 congruente com o ponto A;. Dessa maneira,

2, o 3
PA; x PA;;, além de paralelos, possuem o mesmo sentido e assim

‘}Tx‘ﬁ X PAZ'—H)

=1
A soma das areas desses n triangulos formados, sera a area do poligono, assim, pode-

mos escrever
n
1 ? ?
Apolz'gono = 25 HPAZ X PAZ—HH
i=1
Calculemos entao

€1 €2 €3
_— =
PAix PAin = | wi—xp  yi—yp % —zp

Tiv1 —Tp Yi+1 —YP Zit+1 — 2P
Yi —Yp Zi — Zp T; —Tp Zi — Zp ;i —Zp Yi —Yp

+ €3
Yi+1 —YpP Zi+1 — 2P Tit1 —Tp Zi+1 — 2P Ti+1 —Tp Yi+1 — YpP

Il
g
—

|
D
N
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yr  Yi Yi Yi+1 Yi+1 Yp
=e1- + +
g 2 Rl Zi+1 <P
Tp I Ty Tig1 Tit1 Tp
—€9 + +
Zp  Zi 2 Rl Zi+1 <P
Ip I Ti Tit1 Tit1 Tp
+e3 - + +
Yp Yi Yi Yi+1 Yi+1 Yp
n n
1 1 oA o DA
LOgO Apoligono = 25 HPAZ X PAH_lH =3 ZPAz X PAi—i-l
i=1 i=1
1 z”: . yp Yi Yi Yit1 Yi+1 Yp
=3 ||, 1
i=1 Zp Z Zi  Zit1 Ziy1 Zp
rp I Ty Ti41 Tit1 Tp
_62 . +
Zp % 2 Zi41 Zi+1 <P
Ip I Ti Tiy1 Tit1 Tp
+€3 .
Yyr  Yi Yi Yi+1 Yit1 Yp
Contudo,
Yyrp  Yit+1 Yi+1 Yp Ip Tip Tiv1 Tp 0
Zp  Zi4+1 Zi+1 <P Zp  Zit+1 Zi+1 2P
.~ ) Ty T2 I3 Tn Tp+l .. .
Definicao. O simbolo representa o somatorio abairo dos
i Y2 Y3 Yn  Yn+1
determinantes 2 x 2
| T Tig T1 X2 Ty I3 Tn Tnyl
S - + + -+
=Y Vi i Y2 Y2 Y3 Un  Ynt1
Dessa maneira, temos o resultado
z”: Ip I Ti Tity1 Tit1 Tp | T T2 T3 Tp X1
=L\ yp Y Yi Yir1 Yir1 Yp Y1 Y2 Y3 Yn W1
observando o fato de que x,11 = x1 € Yp11 = Y1.
Demonstracao. Observemos que
i rp T; T, Tiy1 Tiy1 Tp
=l yp Y Yi Yit1 Yir1 Yp
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rp I 1 To Ty Tp
+ + +
yp Y1 [ZARCD; Y2 Yp
Tp X9 T2 T3 r3 Tp
+ + +
Yyp Y2 Y2 Y3 Ys Yp
Tp Tn Tn Tp+l Tnt+1 Tp
Yyp  Yn Yn  Yn+1 Ynt+1 Yp
Tp Tit1 Tiy1 Tp
Como =0eque x,11 =1 € Ypy1 = Y1, temos que
Yyrp  Yit1 Yi+1 Yp
Z": rp I n Ti Tit1 Tit1 Tp _
=1 yp Yy Yi Yit1 Yit1 Yp
T1 T2 Ty T3 Tp Tnp+l Ty T2 I3 Tn T1
Y1 Y2 Y2 Ys Yn  Yn+1 1 Y2 Y3 Yn WY1

Logo podemos enunciar

Teorema 3.2. Sejam os pontos coplanares Ay (x1,41,21) , ...

 Ap (T, Yn, 2n) de modo que

o poligono AyAs...A, pertenca ao conjunto P. A drea desse poligono € determinada pelo

algoritmo
2 2 2
A1 Y1 Y2 Yn W1 T1 T2 Tn Ty T1 T2 Tn T
2
21 22 Zn 21 c1 22 Zn Rl o Y2 Yn U1
Demonstracao. A area do poligono serd dada por
n = = n—  ——
1 1
Apoligono = 25 HPAZ X PAZ—HH =3 ZPAZ X PAi—H
i=1 i=1
Assim temos que
n—  ——
1
Apol'[gono =3 EPAZ X PA'L'+1
=1
LU Y Y2 Yn N T1 T2 Tn T3 T1 X2 Tn T3
) ) )
21 22 Zn 21 21 R Zn 21 oY Yn U1
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e portanto, a drea do poligono sera

2 2 2
Yr Y2 - Yn Y1 n ry T2 ... Tp X1 rT T2 ... Tp X1

A:

1
2
21 k2 ... Zn 21 21 R2 ... Zp 21 Y1 Y2 . Yn Y1

]
Proposicao 3.7. A drea de um poligono A, As... A, pertencente a P de R? é dada por

1 ry T2 T3 ... Tp 1
Apoligono =3 X

i Y2 Ys o Yn Y1

Demonstracao. Basta tomarmos como um caso particular de R3, com a terceira coorde-

nada igual a 0, ou seja z; = 0 para todo ¢ € {1,2,3,...,n}. Assim a area do poligono

é
A=
2 2
IR Ty Ty Tz ... Ty T Ty T2 Tz ... T T3
2 + n
0 0 0 .. 0 0 0 0 0 .. 0 O Vi Y2 Y3 . Yn U1
e portanto, Apoligono _ % % 1 T2 T3 1 | .

Y1 Y2 Y3 o Yn Y1
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Capitulo 4

(Generalizando o Teorema de Pitagoras

para dimensoes maiores

Este capitulo tem como objetivo generalizar o Teorema de Pitagoras de modo mais ex-
pansivo. No capitulo anterior mostramos que dados 2 vetores linearmente independentes
em R3, temos um paralelogramo definido por estes num subespaco de dimensao 2, e as-
sim, o quadrado da &rea do paralelogramo definido por estes vetores é igual a soma dos
quadrados das areas dos paralelogramos projetados nos subespacos canonicos de dimen-
sao 2. Em busca de uma generalizacao mais ampla, buscamos ferramentas para medir o
volume de um r-paralelepipedo e demonstrar que dados r vetores linearmente indepen-
dentes em R”, temos um r-paralelepipedo definido por estes num subespaco de dimensao

r, e assim, o quadrado do volume do r-paralelepipedo definido por estes vetores é igual a
n
soma dos quadrados dos volumes dos r-paralelepipedos projetados nos subespacos

canonicos de dimensao r.

4.1 Aplicacoes r-lineares

Sejam Fjy,..., E,., F espacos vetoriais. A aplicacao f : E; x ... x E, — F chama-se
r-linear quando ¢é linear em relacao a cada uma de suas variaveis. Em outras palavras,

quaisquer que sejam v € Fy, ..., v;,w; € E;,...,v, € E,. e A € R devemos ter:

) f(v1, o0 F Wiy ooy 0p) = [ (01, oy Uiy ooy 0) + f (01, oy w4, o, 0;)
1) f(v1, s A0y ey 0) = A f (V1 ooy Vg oy U
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Escreveremos L, (E, F') para representar o espaco vetorial formado pelas aplicagoes
r-lineares f : £ x...x E — F. Quando F = R a aplicacao r-linear ¢ chamada de forma

r-linear.

Teorema 4.1. Seja G uma base do espago vetorial E. Se as aplicagoes r-lineares f,g €
L, (E;F) sao tais que f(vy,...,v.) = g(v1,...,v,), para quaisquer vy,...,v, € G, entdo

f=g.

Demonstracao. Utilizando inducao em r, sejam f,g : £ — F' transformacoes lineares
tais que f(v) = g(v) para todo v € G. Dado w € E, temos que w = »_ ;v; , com
v1,...,U € G, pois o conjunto G gera E. Entao f(w) = f(O au) = > aif (v;) =
dYoaig(vi) = g(O ) auv;) = g(w), portanto f = g. Supondo o teorema verdadeiro para
aplicacgoes r-lineares, sejam f,g € L,..1 (E, F) tais que f (vy,...,0.41) = g (v1, ..., Upy1) ,8€
V1, ..., U1 € G . Para cada v € E, definamos as aplicacoes r-lineares f,, g, € L, (E, F)
tais que pondo f, (vi,...,v.) = f (v1,..., 0, 0) € gy (V1,...,0,) = g (v, ..., 0., v). Logo para
todo v € G, temos que f, = g, . Observando que as correspondéncias v — f, e v — g,,
sao transformagoes lineares de F em L(E, F'), concluimos entao que f, = g, para qualquer

v € FE, ouseja, f=g. n

O Espaco Dual

Dado um espaco vetorial E sobre o corpo F', o espaco dual E* é o espaco de todas trans-
formacoes lineares de £ em F'. Uma transformacao linear de E em F' é denominado de
funcional linear. Considere {ey, ..., e,} base de E , para cada vetor e; da base, associamos
o funcional linear €; determinado por
B 1, sei =7
€i (ej) = dij =
0, sei#j
Assim, teremos o conjunto {€y,...,€,} base de E* , também chamada de base dual de

E.

Formas Alternadas

Uma forma r-linear f : £ x ... x E — R chama-se alternada quando f (vy,...,v,) = 0
sempre que a lista (vy, ..., v,) tiver repeticoes, isto é, quando v; = v; com ¢ # j para algum

¢ e algum j.
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Teorema 4.2. Uma forma r-linear f : E X ... x E — R € alternada se, e somente se, é

antisimétrica, ou seja,

—f (V1,005 v, 0p).

S
S
N~—

Il

f (’Ul, ey Uiy ooy Uy e

Demonstragao. Temos que f alternada implica que f(vi,..., 04 .00y V, 0y 0p) =

f v, vj, v, 0p) = f (01,0 +0), 00, 0 + 05, ., 0,) = 0. Assim, temos que

Fv1, ey 0 F 04, 0+ 05, e 0) = f (V1 e, Vi ooy Uy oy ) A f (U1, 0, U4y o, 0, oy U) +
f o1, v5, 005, v0) + (01,000,055 0,05, 0, 0,) =0

= [ (U1, Vi oy Uy ooy U) = — [ (U1, 00, U ooy U4y o, Uy )

Reciprocamente, se f & antissimétrica entao f(v1, ..., 05 .0 Vi Up) =

—f (U1, ey Viy ooy Uy ooy 0)  logo f (01, oo 04,y 0y ooy 0p) = 0. O

Definigao. Seja o conjunto I, = {1,2,3,...,r}. Uma transposi¢ao 7 : I, — I, € definida
fizando dois elementos i # j em I, tais que 7 (i) =j , 7(j) =i et (k) =k sek ¢ {i,j}.
Uma permutacao de r objetos € uma bijecao o : I, — I, e se escreve (de vdrias maneiras

diferentes) como produto das transposicoes o =Ty Ty« ... Tk -

Dada uma permutacao o, o numero k de transposicoes ¢ = 7 - T - ... - Tx pode
variar, porém sua paridade nao. Assim (—1)k é um nimero que depende apenas de o e
o representaremos por £,. Quando £, = 1 diz-se que ¢ é uma permutacao par e quando
£, = —1 diz-se que é uma permutacao impar.

Note que passa-se da sequéncia (vy, ..., v,) para a sequencia (vg(l), ceey ’Ug(r)) através de
k transposicoes sucessivas, que correspondem a k£ mudancas de sinal no valor de f. Como

B 1 k/‘ 1/ .
£, = (—1)" segue-se o corolario.

Corolario 4.3. Seja f : E x ... x E — R uma forma r-linear alternada. Para toda

permutacao o dos inteiros 1,2,....r e toda lista de vetores vy, ...,v, € E tem-se

f (UU(1)7"‘7UU(T)) - 5crf (Uh "-7Un) ;
isto €, f (v,,(l), ...,vg(,,)) =+f(v1,..-,0n) ,

onde o sinal é +se oé uma permutacao par e — se o € uma permutacdo impar.
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Denotaremos A, (E) o espago vetorial das formas r-lineares alternadas.

Seja {e1,...,e,} C F uma base. Tomando r elementos de I,, = {1,2,...,n} definimos
para cada subconjunto I = {i; < ... <4i,} C [, uma forma r-lineare; : £ x ... x E — R
da seguinte maneira:

1) e (ej,, ..., €j,) = 0 se o conjunto J = {ji, ..., j. } for diferente I .

2) Se J = I entao existe uma permutacao o de r elementos tal que j; = o (1), ..., j, =
o (r) e, neste caso, temos e (ej1,....e;r) = &,. Em particular, e (e;,...,e;,) = 1,
er (e e, ..)=0ee€r (. e .ej,...) = —€r (o, €5, €4, 00).

Teorema 4.4. As formas r-lineares €; constituem uma base para A, (E).

Demonstragao. Usando a notagao simplificada [v;, v;] = (vq, ..., v4, ..., v}, ..., v,) quando as
varigveis diferentes de v; e v; permanecam fixas, temos que e;[e;, e;] = 0 e €y [e;, e;] =

—ey [ej,€;]. Assim , para todo v = ) ae; vale

€ [U, U] =€y [ZO[Z'(E,L', Zajej] = ZO&L'O[]' -€er [ei, €j]
J

i i,J

= Zaiai ey lei, 6] + Zaiaj ey lei, e;] + Zaiaj -erlei,e;] =0

Logzo, as formas €; sélgjalternadas. Notej?inda que sao linearmente independentes,
pois supondo f = > ajyé; = 0, a soma sendo estendida a todos os subconjuntos I C
I, com r elementos, para todo J = {j; < .. <j.} C I, temos 0 = f(ej,,...,e;,) =
Y ayer (€, ...,ej.) = ay , logo todos os coeficientes o sdo nulos. Para mostrar que
als formas €; geram A, (E) suponhamos que dada a forma f € A, (F), para cada [ =
{iy <...<i,} C I, tomemos ay = f(e;,...,e;,) € g = > ay-€r. Pelo fato de que
er (%(il), e eg(ir)) = ¢, e da maneira como foi definida g irriplicam que podemos usar o
Teorema 4.1, pois f (e, ...,€j.) = g (€j,....e;,) para todo ej,,....e;, C {eq,....,en} , logo
temos que f = g. Dessa maneira, se f € A, (F), f se exprime de modo tinico como

combinacao linear das formas e; . O]

n
Observemos que o nimero de subconjuntos de I,, com r elementos é , assim se

r

dim E = n temos que dim A, (E) =

4.2 O Produto Vetorial em R"

Antes de generalizar o produto vetorial para n dimensdes, enunciaremos o teorema da

representacao, que serd um dos fundamentais para essa generalizacao.
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Seja E um espaco vetorial de dimensao finita dotado de produto interno. Defina a
transformacao linear £ : F — E*, onde cada vetor v € F se associa ao funcional linear
¢-v = v* tal que v* (w) = (w,v) para todo w € E. Note que £ é linear, visto que
(u+0v)" (w) = (w,u+v) = (w,u) + (w,v) = u* (w) +v* (w) = (u* +v*) (w). Analoga-
mente, para @ € R, (av)” = a-v* para todo v € E. Além disso £ ¢ injetiva, pois se v* = 0,
entao para todo w € FE temos (w,v) = 0, assim, tomando w = v temos que (v,v) =0 , 0
que ocorre quando v = 0. Temos ainda que £ : ' — E* é sobrejetiva também pois £ é
injetiva e £/ e E* possuem a mesma dimensao. Dessa maneira enunciamos o teorema da

representacao.

Teorema 4.5. (Teorema da Representac¢io de Riesz) Seja E um espago vetorial de di-
mensao finita, com produto interno. A correspondéncia £ : E —— E*que associa cada
v € E ao funcional linear £(v) = v* , tal que v*(w) = (w,v) para todo w € E , é um

1somorfismo.

Assim, definiremos aqui o produto vetorial de n vetores vy, vs, ...,v, € R*™! como o
vetor v = vy X ... X v, tal que para todo w € R"™, tem-se (w,v) = det [vy, ..., v,, w] que

é o determinante da matriz cujas colunas sao os vetores vy, v, ..., Uy, W, Nesta ordem.

Exemplo. Tomemos como exemplo o produto vetorial em R3 ja conhecido no ensino
médio. Sejam os vetores v; = (x1,y121) € Vo = (T2,Y2, 22) € v = v X Uy, dessa maneira,
pela definicdo acima temos que (w,v) = det [v1, va, w], assim (v, v) = det [vy,ve,v1] = 0
e (vy,v) = det[v,v9,05] = 0 e portanto, se w = av; + Qavs, temos (w,v) =
(o + agug,v) = ag (v1,v) + ag (vg,v) = 0 . Logo v é perpendicular ao subespago

gerado pelos vetores vy e vs. As coordenadas também podemos determinar, basta to-

marmos a base canonica {ej, ey, ez} e fazermos (e1,v) = det[vy,ve,e1] = (T |
1 %2
L1 T2 T1 T3
(e9,v) = det[v1,vg,e5] = — e (e3,v) = det [vy,v9, €3] = e portanto
S Y1 Y2

v =1 X Uy = (Y122 — Y221, —(T122 — T221), T1Y2 — T2y ).
Teorema 4.6. O vetor v = vy X ... X v, € uma funcao linear alternada dos vetores

V1,V ..., Up.

Demonstragdo. Seja f : R"™ — R, tal que para todo w € R"™! temos f(w) =
det [v1, ..., v, w]. Como f é um funcional linear, f € (R"*!)" e pelo teorema da representa-

¢ao existe um tnico vetor v tal que (v, w) = det vy, ..., v,, w]. Note ainda que, se (u,w) =
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det [vy, ..., u;, vy, w] e (v,w) = det|vy,...,v; .05, w| temos entdo que (u+ Av,w) =
det [vy, ..., u; + Avg, ..u,, w|, ou seja, o produto vetorial é uma fungao linear em cada coor-
denada. Entretanto, se v; = v; para ¢ # j, (v,w) = det [vq, ..., V;, .04, ..., Uy, w] = 0 para

todo w, isto é, v = 0. O

Vejamos entao algumas propriedades do produto vetorial.

Coordenadas

Seja {ey,...,e 11} a base canonica de R"™!. Pela definigao de produto vetorial, temos a
i-ésima coordenada de v = v; X ... X v, é (v,e;) = det vy, ...,v,,€;]. Desenvolvendo o
determinante tomando a tltima coluna, onde todos os elementos sao nulos com excecao
do da i-ésima linha (elemento da linha i na coluna n + 1) que é a;,41 = 1, temos
(v,6;) = (—=1)"T1* . det [A;], onde A; é a matriz cuja i-ésima linha foi retirada da matriz

(U1, oy Un, €]

Ortogonalidade

Observemos que v é ortogonal a cada um dos vetores v;, basta notar que (v,v;) =

det [vy, ..., vn, v;] = 0, pois o determinante possui 2 colunas repetidas.

Produto vetorial nulo

Seja v = vy X ... X vy, onde vq,...,v, sdo linearmente dependentes, entdo (v,w) =
det [vy, ..., v, w] = 0 para todo w € R™™ e portanto v = 0. Por outro lado, se os
vetores vy, ..., v, sao linearmente independentes é possivel estender este conjunto para

uma base 3 = {vy,...,v,,w} C R"™ entao det vy, ..., v,,w] # 0 e, portanto v # 0.

4.2.1 Matriz de Gram

Seja E um espaco vetorial de dimensao finita, munido de produto interno. A matriz de
Gram dos vetores vy, vy ..., v € R" & a matriz G = [g;;] € M (k x k), onde g;; =< v;,vj >.
Podemos ainda escrever G = (vq, va..., Ug).

Dada uma base § = {ej,...,e,} C E, seja A = [a;;] € M« a matriz das coordenadas
dos vetores v; em relagao a base 8, ouseja, v; = ajj-e1+...+ay;-e, paraj=1,2,.. k.
Seja ainda H = [h;;] € M,x, a matriz de Gram da base (3, isto é, h;; = (e;, ;). Entdo

parai,7 = 1,2, ..., k temos
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n n n n
Gij = <Ui,Uj> = <Za7‘i “Cry Zasj ) €s> = Z Qpj « Qgj * <6i7€j> = Z Qri - Qgj By
r=1 s=1 r,s=1 r,s=1
Se A! é a matriz transposta de A, temos portanto G = A'HA.
Caso tomemos uma base ortonormal § = {ey,...,e,} C F, teremos que H = I, logo a

matriz de Gram dos vetores vy, vs ..., v € R" se reduz a G = AtA .

A Transposta

Teorema 4.7. Sejam U = {uy,...,u,} € E eV = {v,...,0,,} € F bases ortonormais.
Se A = [a;;] € M (m x n) é a matriz da transformagdo linear A : E — F nas bases U,V

entao a matriz transposta A* = [a;;] € M (n x m) satisfaz a relagao

(A-v,w) = (v, A" - w)

n
u, com j = 1,2,..nedi = 1,2,...m. Assim,(u;, A" v;) = <uj,2air-ur> =

r=1

n m

> i (uj, @i - up) = a;;. Da mesma maneira, (A-uj,v;) = <Zakj U, vi> =
r=1 k=1

m

> {agj - vg, v;) = ai; , e dai segue a igualdade (A - v, w) = (v, A" - w). O
i=1

Gramiano

Chama-se gramiano dos vetores vy, ...,v, € R™ o nimero y(vy,...,v;) = det [(v;,v;)] , 0

determinante da matriz de Gram g(vy, ..., vg).

Definicao. Uma matriz quadrada A € dita positiva quando o operador linear correspon-
dente A : E — FE € tal que (Av,v) > 0 para todo v € E, com v # 0 . Dessa maneira,

utilizaremos do fato que se M é uma matriz positiva, temos que detM > 0.

Notemos que a matriz G = A'A é a matriz onde g;; = [(v;,v;)], assim det [(v;,v;)] =
det [A*A].
Note que se a matriz A formada pelos vetores vy, ..., v, € R™ possui colunas linearmente

dependentes, a matriz A'A também possuira colunas linearmente dependentes, e assim,
det (A'A) = 0.

|
De fato, pois seja A = [U|1 U|2 e Vg ], onde algum vetor v, é combi-

|
nacao linear de outros dois, ou seja, v, = oav; + Bv;. Assim teremos A =

| | | | . :
Vi .. U .. U .. av;+Bv; ... v |, e dessa maneira, a matriz
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[ <U1,U1> ... <U1,Z%> . <U1,Ig> - <U1,C¥Ui-F,Blg> . <U17Uk>
AtA = : : : : : , logo
_<7]k71}1> o (og,v) e (g, vg) e (g, + ) e (g, vg)
(vi,o1) 0 (ov) e (o) e oo ) 4 BluL) e (V1 vk)
AtA =
(ks on) e (R vi) e (e vg) e a(ugvi) + B ok, v5) e ok ve)

e portanto, a matriz A*A possui colunas linearmente dependentes e consequentemente
det (A*A) = 0.
Vale ressaltar que a matriz A'A ¢ uma matriz positiva sempre que tomamos as colunas

linearmente independentes, pois para v # 0 , temos que
((ALA) - v,v) = (Av, Av) = ||Av]|* >0 .

Dessa maneira, det [A'A] = det [(v;,v;)] = v(v1, ..., v) > 0 sempre que os vetores vy, ..., U,

sao linearmente independentes.
Teorema 4.8. Se v, € perpendicular a vy, ..., vy, entao Y(vy, ..., v) = ||v1||? - y(va, ..., v).

Demonstragao. Se vy é perpendicular aos outros vetores, temos que (vy,v;) = (v;,v1) =0
paragramiano dos vetores vi,...,v, € R™ todo j = 2,3,..,k. Entao [(v1,v;)] =
||U1||2 le(kfl) .
,onde B = [(v;,v;)] com 4, j = 2,3, ...k. Calculando esse deter-
Ok—1)x1 Br—1)x(k—1)
minante, temos

Y(vi, oy v) = o1 ]]? - det B = ||vy||? - y(va, ..., vg).

O

Corolario 4.9. Sejam wi a projeciao ortogonal do vetor vy no subespaco gerado pelos

vetores vy, ..., v € hy = vy —wy. Temos entdo que Yy(vy,...,vx) = ||he||* - Y(va, ..., vg).

Demonstra¢ao. Como vy = hy + wy entdo y(vi, vy, ...,vx) = (b1 + wi,v9, ..., 05) =

Y(hi, v, .oy VL) +:y(w1,112, ...,vk)J = ||he|* - y(va, ..., p)- O
-0

Esse resultado é essencial para que generalizemos a definicao de volume, como veremos

a seguir.
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4.2.2 Volume do Paralelpipedo r-dimensional

O paralelepipedo gerado pelos vetores linearmente independentes vy, ...,v, € R™ é o con-
junto P [vy,...,vx] das combinagoes lineares t1v1 + ... + tivg, onde 0 < ¢; < 1.

Vamos definir o volume do paralelepipedo P [vy, ..., vx]como:

Definicao. Dados vq,...,v, € R™ e hy a projecao de vy no complemento ortogonal de
Vg, ..., U, 0 volume de P vy, ..., vy € dado pelo produto de ||hy|| pelo volume de P’ vy, ..., vg],

onde o volume unidimensional do vetor v é dado pelo comprimento de v.

Exemplo. Vamos lembrar como sao definidos a 4rea e o volume de paralelipipedos em R?
e R3. A area de um paralelogramo ¢ definida pelo produto da medida do comprimento da
base pela medida do comprimento da altura e o volume de um paralelepipedo é a medida

da area da base pela medida do comprimento da altura, como mostra a figura.

-
/
.'llll
/
v, /
/
h, /
.'llll.
l_f -
2
A area do paralelogramo gerado pelos vetores vy e vy € A (vq,v2) = ||va]| - ||h1]], onde

hy & a altura, ou seja, o modulo da projecao de v; no complemento ortogonal de vs.

—_
TT—
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O volume do paralelepipedo gerado pelos vetores vy, vg € v3 & V (v, vg,v3) = A (vg,v3)-
|h1]], onde ||hy|| € a altura, ou seja, 0 moédulo da projecao de v; no complemento ortogonal

de V2 € V3.

Teorema 4.10. O volume do paralelepipedo é dado por

Vol Py, ...,v] = y/det [{vi, v;)] = /v(v1, ..o vk

Demonstracao. Vamos provar por indugao.

No caso k =1, o volume é Vol P [v1] = ||v;|| . Por outro lado,

y(v1) = det [{vy,v1)] = |Jv1]|?. Logo, ||v1|| = +/7(v1) = Vol P[vy] .

Supondo a igualdade verdadeira para k vetores linearmente independentes, ou seja,

Vol P [vy, ..., vx] = \/7(v1, ..., vk ), mostraremos que vale também para k + 1 vetores LI’s.
Vol Py, ..., v, V1] = ||ha]| - Vol P vg, .oy vpia] = |||/ (va, vy Ug1)-
Por outro lado, y(vy, ..., vgs1) = || ||*v(ve, ooy vgs1) = (Vol Py, ..., vg, vg11]) 2. Por-
tanto,
VOl P [v1, ..., Uk, Ugs1] = /Y(V1, vy Vg1 O

Corolario 4.11. Seja A a matriz quadrada invertivel cujas colunas sao as coordenadas
dos vetores vy, ...,v, € R". Temos entio que v(vi,vq,...,v,) = (detA)2 e o volume do

paralelepipedo gerado pelos vetores vy, v, ..., v, € Vol P vy, ...,v,] = |detA|.

Demonstragao. 7(2}1,1}2, . n) = det(G) = det(A'A) = detA" - detA = (detA)*. Logo,

VOl P [v1,...;05] = /7 (01, .0y 0n) = 4/ ( detA = |detAl. ]

4.2.3 Norma do Produto vetorial

Vamos determinar a norma do produto vetorial em R"*! com o auxilio do calculo do

volume do paralelepidedo r-dimensional.

Proposicao 4.1. Sejam vy, ...,v, € R" e 0 vetor v = vy X ... X v, 0 produto vetorial
entre vy, ...,v,. FEntdo, quando v # 0, sua norma € igual ao volume do paralelepipedo

n-dimensional P [vy, ...,v,] C R" L.

Demonstracao. Ja temos que v(vl,...,vk) = ||lvi]|* - v(v2, ..., vx) € Vol Plvg,...,v] =

Y(v1, ..y vg) . Assim, Vol Plv, vy, ..., 0, VY(,v1, e v,) = A 0[2y(v1, e v,) =

|v||Vol Plvq,...,v,] . Por outro lado o volume do paralelepipedo gerado pelos vetores

V01,0V € R 6 Vol Plu, vy, ...,v,] = |det [vg,...,00,0]| = (v,0) = |[v]|> . Logo,

Vol Plv,vy,...,v,) = ||v]|* = ||v||[Vol P [vy, ..., v,] €, portanto ||v]| = Vol P [vy,...,v,]. O
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Observe que se vy,...,u, sdo linearmente independentes, entdo det [vy,...,v,,v] =

(v,v) > 0 pois v # 0.

4.3 Generalizando o Teorema de Pitagoras

Volume da projecao de n vetores de R""! nos hiperplanos canénicos de dimen-

sao n

Sejam ej,es,...,e,41 a base canonica de R"™! e u um vetor qualquer de R**!. Toda
projecao ortogonal de v em um dos hiperplanos canénicos de dimensao n serd uma com-
binagao linear de n vetores dentre ey, es, ..., €,11. Seja u; o vetor projecao de u no espaco
gerado por ey, eg,...,e,41 com excessao de e;, para i € {1,2,...,n+ 1}, ou em outras
palavras, u; o vetor projecao de u no subespaco gerado por {ej,es,..., €, ...,€n11} =
{e1,€9,.., €51} \ {&:} . Assim, se u = (aq, ..., py1) = @161 + ... + Qpi1€541, tEMOS
que u; = o161 + ... + Opy1€nt1 — Q€.

Dessa maneira, dados n vetores vy, v, ..., v, € R**! linearmente independentes, gera-
dos pela base canonica ey, es, ..., €,11 , S€jam vy, Vg, ..., Un; asS projecoes dos vetores v; no
espaco gerado por {ej,es,...,€;,...,en11}, para i € {1,2,...,n+ 1}. Observemos que:

i) cada espago de n dimensées gerado por {ej,es,...,€;,...,€,11}, Dpara i €
{1,2,...,n+ 1} se comporta como um R", onde podemos identificar a i ésima coor-
denada de cada vetor projetado como 0. Entao, descartando essa coordenada i, teremos
n vetores em R".

ii) O volume do paralelepipedo gerado pelos vetores vy, vs,..,v, € R" é
Vol P vy, ..., v, = |det [vq, ..., 03]

Portanto, o volume do paralelepipedo formado pela projecao dos n vetores
V1, Vo, ..y Uy, € R 6 dada por Vol P vy, gy, ..., Ung] = |det [v1, V2, ..., Uni]|, excetuando-se

a linha nula i da matriz formada pelos vetores vy;, vo;, ..., Up;.

Teorema 4.12. Dados n vetores vy, vs, ..., v, € R linearmente independentes, o qua-
drado do volume do n-paralelepipedo determinado por uq,us, ..., u, € a soma dos quadrados
dos volumes dos n-paralelepipedos determinados pelas projecoes de vy, vo, ..., v, nosn + 1

hiperplanos canénicos de dimensao n.

Demonstrac¢ao. Seja o produto vetorial v = vy X ... X v, = (@, ..., ). Mostramos acima

que cada coordenada a; ¢ dada por a; = (v,e;) = (=1)""' . det[A;], onde A; & a



46 4. Generalizando o Teorema de Pitagoras para dimensoes maiores

matriz [vy, vy, ..., U] cuja i-ésima linha foi retirada. Logo, |a;| = |(=1)""17 . det [A)]| =

\det [v15, V2, -y Uni]| = VOl P [v14, vai, ..., ). Portanto, como ||[v]| = v/a? + a2 + ... + a2,

temos que ||v]|? = af + a3 + ... + a2 e consequentemente,

n+1
(VoL Pvy,...,vn])* = 32 (Vol P vy, Vg, .., Uni])°.

i=1

Note que esse o caso particular, para n = 1 da generalizacao feita acima nos da o
resultado: dado um segmento e um sistema de eixos ortogonal, temos que o quadrado
da medida desse segmento é igual & soma dos quadrados das medidas das suas projecoes
ortogonais nos eixos, que ¢ uma outra perspectiva do tradicional teorema de Pitdgoras "o

quadrado da hipotenusa € igual & soma dos quadrados dos catetos".

4.4 Generalizando mais

Com o intuito de mostrar o caso geral e mais completo de uma generalizacao do Teorema
de Pitagoras serd necessério uma definicao mais geral de determinante e a apresentagao
do conceito de Produto Exterior de funcionais lineares, como faremos a seguir. Para
uma leitura de maior aprofundamento, sugerimos o livro Calculo Tensorial, descrito na

bibliografia.

4.4.1 Determinantes

Seja E' = R™. Uma sequéncia (v1, ..., v,) de n vetores v; = (ayj, ..., a,;) pode ser vista como
uma matriz A = [vq, ..., v,] = [a;;] do tipo n x n , da qual v; é a j-ésima coluna. Portanto
uma forma n-linear f em R"” é 0 mesmo que a funcao f: M (n x n) — R cujos valores
f(A) = flvi,...,v,] dependem linearmente das colunas v; da matriz A € M (n x n).

Se {e1,...,en} C R™ & a base canénica, existe uma tnica forma linear alternada € €
A, (R") tal que € (eq, ..., e,) = 1, todas as demais f € A, (R") sdo miltiplas de €.

O determinante da matriz A € M (n xn) cujas colunas sdo os vetores v; =

(@1, ...y Qnj), com j =1,2....,n & definido como

det A =€ (v, ...,0p).
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4.4.2 O produto exterior de funcionais lineares

Sejam E um espaco vetorial e £* o seu dual. O produto exterior de r funcionais lineares
fi, ., fr € E* é aformar-linear fiA...Af. € A, (R) definido por (fi A ... A f;) (v1,...,0) =
det [f; (v;)] . Lembrando do teorema 4.4, as formas r-lineares €; constituem uma base para

A, (E), assim:

Teorema 4.13. Sejam {eq,...,e,} C E uma base de E e {e1,...,e,} C E* sua base dual.
Para todo subconjunto I = {i; < ..<i.} C I, a forma e € A.(E) coincide com o

produto exterior €;, N\ ... \€;, .

Demonstra¢ao. Se o conjunto J = {ji, ..., jn} C I, for diferente do conjunto [ existira i €
I—J e assim a matriz [€;) (e;,)], com A\, pp = 1,2, ..., r terd a i-ésima linha igual a zero, assim
(€, N ...€,) (€)1, ....,e5.) = det [€;x (ej)] = 0 =€;(ej1,...,€j.). Contudo se I = J existira

uma permutacdo o tal que a matriz [€;5 (e;,)] resulta na matriz identidade [€; (e;)], logo

(Eil VAN Ezr) (ejl, ey ejr) = det [éi)\ (eju)] =€, = € <€j17 ey €j7«). Pelo Teorema 4.1 temos
que élzéh/\'--/\éiw ]
Dessa maneira, se A = [a;;] € M (n xr) é a matriz das coordenadas dos vetores

U1, ...,0, € E na base {ey,...e,}, isto é, v; = iai]‘ei ,com j =1,...,n , entao para todo
conjunto [ = {i; < ... <i,.} C I, , tem-se g; (lv:ll, ., Uy) = detay, onde Ay é a matriz r X r
formada pelos a;; tais que ¢ € I .

Sendo assim, temos €7 (vy,...,v,) = (€5 A...AE,) (v1,....,v,) = det[en (v;)] =

det [aim] = det A[.

4.4.3 Coordenadas e Matrizes em A, (F)

Dados os funcionais lineares fi, fo..., f, € E* para cada ¢ = 1,2, ..., temos que f; =
iai]@j. Dessa maneira é definida a matriz A = [a;;] € M (r x n) das coordenadas
Zdzols funcionais lineares fi, ..., f, relativa a base {ey,...,e,}. Quando J = {j; < ... < j.}
percorre todos os subconjuntos de I,, com r elementos, as formas r-lineares alternadas
€7 = €1 A ... N €, formam uma base para A, (£). Determinemos entdo as coordenadas
do produto exterior f; A ... A f, em relacao a essa base, ou seja, devemos determinar o
valor de oy de modo que fi A ... A f. =D aye,.

Notemos que se K = {k; < ... < kr}] é um subconjunto de I, com r elementos, o
valor e (€j1,...,e5,) € 1 ou 0 se K = J ou K # J respectivamente. Portanto para todo

J={j <..<j} tem-se



48 4. Generalizando o Teorema de Pitagoras para dimensoes maiores

aj = %:Oq( . EK (ejl, ceey e]-r) = (f1 A LA fr) (€j1, ey ejT) = det [fz (ejll)] = det [am] =
det AJ.
onde a notacao Aj; indica a matriz » X r formada pelas r colunas da matriz A que

ocupam as posicoes ji, ..., . Portanto fi A ... A f, = > det Aje,.
J

. . —_ — — — *
Exemplo. Seja {e1, e, €3, ¢4} uma base de R* e assim, {€,,, €3, €, } uma base de (R*)".
4
Seja A a matriz formada por 4 vetores vy, v2, v3v4 de R*, como v; = > a5 - €; , temos
i=1

11 Adiz2 Az Qaiq
G21 dAg2 G23 A4

a31 dz2 33 34

Qg1 Q42 A43 Q44

onde as colunas sao as coordenadas de v; na base {ej, ez, e3,e4}. Tomando os vetores
v1, U2, 3 de R*, podemos escrevé-los como vy = aji1e1 + ag162 + asies + aqi€a, Vo = 1261 +
A22€9 + A32€3 + Q4264 € U3 = a13€1 + Agzes + agzes + agzey. Seja ainda Iy = {1,2,3,4}

vamos calcular o valor de €; (vy, v, v3), para I = {1,2,4} C I, . Temos que

€ (’Ul) €1 (U2> € (U3)

er (V1,v2,v3) = (€1 A€ A €y) (v1,v2,v3) = det | & (vy) & (vy) & (vs) |,

pela definicdo de produto exterior de funcionais lineares, mas observe que €; (v;) =

4
€; (Zaij : €¢> =€; (a1je1 + agjes + asjes + agjeq) = ay;-€; (€1)+ag;-€; (ea)+as;-€; (e3)+
i=1

ayq; - €; (e4) , assim

a1l A1z Qa4
er (v1,v9,u3) =det | a9y asy asy |
A41 Q42 A44
que é o determinante da matriz 3 x 3 formada por 3 colunas da matriz A (vetores 1,2 e

3) e com as linhas nas posigoes 1,2 e 4.

4.4.4 Identidade de Lagrange

Teorema 4.14. Se A = [a;;| € uma matriz v X n com r < n entio det (A-A") =

> (det AJ)2, a soma sendo estendida a todos os subconjuntos J C I, com r elementos.
J
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Demonstragdo. Sejam vy, ...,v, € R™ e fi,.., f, € (R™)" definido por v; = > ajrex e
k=1

n
fi = Y- age, onde {ey,...,e,} C R™ & base canénica e {ei,...,e,} C (R")" é a sua dual.
k=1

Entao f; (vj) = Y amaj € o ij-ésimo elemento da matriz A - A" € M (r x r). Portanto
=1
det (A-AY) =det [f; (vj))] = (i Ao A fr) (U1, .y 0p) =

=Sdet Ay ey (vy,...,0,) =3 (det Ay) - (det Ay) =3 (det Aj)° O
7 7 7

. ai; Qr2 a3 G4 . 4
Exemplo. Sejam a = [a;;] = uma matriz 2 x 4 , vy, v, € R* e

Q1 Q22 QA23 W24
4y 1 4
fl, f2 c (R ) definido por v; = l;lajkek = Gj1€1 + Aj2€2 + a;3€3 + Ajq€q € fz = kzl(likek =

;1614 00€2+a;365+0a,4€4 onde {617,62, e3, €4} C R* & base canonica e {€),6,€3,¢,} C (R*)"
é a sua dual. Note que estamos tomando os vetores vy, v, como as linhas da matriz a .
Entao

fi(vy) = fi (ajie1 + ajpez + ajses + ajaes) =ajfier) + agfi(e2) + ajsfi(es) +
ajafi(es) = kZlajk - fi (ex)

4

mas temos ainda que fz (Gj) = ;1€ (Gj) = a;1€1 (€j>+ai2€2 <€j>+(li3ég (ej)+a,»4é4 <€j)
k=1
1 sek=y
, com € (e;) =
0 sek+#j

4
Assim, f; (v;) = a1 fi (e1) +ajo fi (e2) +ajsfi (es) +ajufi (es), ouseja, fi(v;) = Y awajp
S—— S—— S~—— S—— k=1

. a1 ;2 a;3 (27
, que é o ij-ésimo elemento da matriz

ail a1
aix a2 Aaiz Qaiq aiz2 A2
A At = : ,
(21 Q22 G23 A4 a13 a3
a14 Q24
com A - A" € M(2x2). Assim, seja I, = {1,2,3,4} , para J =

{1,2},{1,3},{1,4} ,{2,3},{2,4},{3,4} C 14, calculemos entao o valor de (f; A f2), que
por defini¢do é fiA fo = > detA e;, onde A; indica a matriz 2 x 2 formada pelas 2 colunas

J
da matriz a com as linhas ji, jo. Assim temos:

det (A-A") = det [f; (vj)] = det[(fr A f2) (v1,0v2)] = det K;detAJ~éJ) (vl,vg)} =

det | S detAy - () (v1,12))| = 3 (det Ay) - (det Ay) = 3 (det Aj)*
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4.4.5 Interpretagao Geométrica do resultado

Para uma interpretacao geométrica desse resultado, tomemos ey, e, ..., €, base candnica
de R™ e v um vetor qualquer de R". Toda projecao u em um dos hiperplanos canoéni-
cos de dimensao r pode ser representada por uma combinagao linear de r vetores den-
tre ey, es,...,€,. Seja entdao u; o vetor projecao de u no espaco gerado pelos r vetores
€i1, €2y -y €y com I = {1 <4y <y < ...<i, <n}. Assim podemos escrever que dado
u =Y age temos que u;y = » asey .

T

Dados r vetores wuj,us,...,u, € R" gerados pela base candnica eq,es,...,e, ,
sejam os vetores wu; projetados nos espacos gerados por e;,e€,,...,e;, com [ =
{1 <y <ip <...<i, <n}. Observemos que:

i) cada espaco de r dimensoes obtido se comporta como um R”.

ii) as n—r cordenadas relativas aos iy nao pertencentes a I, em cada vetor u; projetado
serao iguais a 0 . Podemos entao identificar cada vetor u; projetado nesse espaco de r-
dimensoes como vetores em R" .

iii) O volume do paralelepipedo gerado pelos vetores wuj,us,..,u, € R" é
Vol Pluy, ..., u,] = |det [uy, ..., u,]|.

Portanto, o volume do paralelepipedo formado pela projecao dos r vetores
Uy, Uz, ..., u, € R™ & dada por Vol P [uy,,us,, ..., u,,| = |det [uy,,us,, ..., ur,]|, excetuando-
se as linhas nulas relativas aos 7, nao pertencentes a I da matriz formada pelos vetores
Uy U2y oony Upy-
Dessa maneira, podemos expandir o Teorema de Pitagoras para volumes em R" como

fazemos no teorema abaixo.

Teorema 4.15. (Teorema de Pitagoras em R™) Dados r wvetores uy,us,...,u, € R”

linearmente independentes, o quadrado do volume do paralelepipedo determinado por

n
Ut, U,y ..oy U € G SOMG dos quadrados dos volumes dos -paralelepipedos determi-

n
nados pelas projegoes de uy,,Us,, ..., Uy, NOS hiperplanos candénicos de dimensao

I

r.

Demonstragao. Seja a = [a;;] uma matriz (n X r) cujas colunas sao as coordena-
das dos r vetores uy,us,...,u, € R" assim pela identidade de Lagrange, temos que

det (A'A) = 3 (det A;)* , onde A; é a matriz r x r formada pelos a;; tais que i € I =
7
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{1 <y <y < ... <i, <n}. Note que os vetores u;, que sdo proje¢oes de u; nos subespa-
¢os r-dimensionais gerados por €;1, €2, ..., e com I = {1 < iy < iy < ... < i, < n} possuem
coordenadas a;; tais que 7 € I, assim as coordenadas de A; e de u;, coincidem. Note
portanto que o volume do r-paralelepipedo definido pelos r vetores uy, uo, ..., u, € R" line-
armente independentes possui volume Vol P [uy, ..., u,] = /det [(u;, u;)] = /det [Al - A]

= (Vol Plus,....,u,])* =3 (det Aj)* = 3 (det u;,)* . O
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Capitulo 5

Aplicacao no Ensino Médio

5.1 Geometria Analitica e o Ensino Médio

Para o Ensino médio, o ensino da Geometria Analitica pode se dar um contexto por pro-
blemas quando o aluno descobre as diferentes 4reas do conhecimento que o aplicam, como
a Medicina, em exames por imagem computadorizadas, como a Engenharia, na fabricacao
de pecas de aco até a construcao de cendarios virtuais, como a Astronomia, a Fisica em
movimentos de corpos em funcao do tempo, como o GPS e os radares dos aeroportos e
dos avides também utilizam a Geometria Analitica em seu sistema de localizagdao. Para
o ensino de Matemaética, segundo [16] Lima (2006, p. 73) "a introdug¢ao de coordenadas
no espaco oferece nao apenas um método para a solucao de problemas geométricos com
0s recursos da dlgebra, mas oferece também uma interpretacao geométrica valiosa para
questies de natureza algébrica [...]". Em alguns anos de magistério no Ensino Médio,
ensinando Geometria Analitica em colégios e cursos no Rio de Janeiro, notei auséncia de
contetidos que podem ser perfeitamente abordados nesse segmento tais como o item 2.5
que é a area de um poligono em R2. Acredito que a ideia de generalizar o Teorema de

Pitagoras no espaco R2 é perfeitamente possivel ainda no Ensino Médio.

5.2 Construcao com o auxilio do software Geogebra

Uma das maiores dificuldades dos alunos, quando se referem & geometria, é a visualizagao
dos objetos geométricos, dessa maneira, a constru¢ao no ambiente de Geometria diné-
mica é para o aluno, muito importante para a compreensao dos conceitos. Segundo [8]

GIRALDO (2012, p.106), "as ferramentas de geometria dindmica permitem as construgoes
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dos objetos de acordo com suas propriedades ou as relacoes estabelecidas. Fstes podem
entao ser manipulados dinamicamente, de tal maneira que as propriedades e relacoes se-
jam preservadas. Esse modo particular de construcao geométrica apresenta caracteristicas
especiais, que podem ter consequéncias importantes para a aprendizagem/...[]". O software
usado para tal atividade é o Geogebra com a janela 3D, que pode ser obtido gratuitamente
no site http://www.geogebra.org/. A razao para essa escolha é devido a facilidade para
encontra-lo e o fato de ser gratuito.

O objetivo dessa atividade é utilizar o ambiente de geometria dinAmica para a apren-
dizagem de conceitos geométricos e a instrumentalizacao dos procedimentos buscando
uma forma mais expansiva de tal modo que os contetidos abordados possam ser aplicados
mesmo sem o auxilio de um computador. Contudo, para a aplicacao dessas atividades, sao
necessarios pré-requisitos como minima familiaridade com o Geogebra, ter os conceitos
basicos de geometria analitica e de fundamentos da geometria espacial.

O passo a passo das construcoes esta descrito no apéndice deste trabalho.

Atividades

1) Em um ambiente de geometria dinamica, desenhe dois eixos ortogonais
e um segmento AB.

1.1) Projete esse segmento AB sobre os eixos, obtendo os segmentos A;B; e Ay Bs.

1.2) Utilize recursos do software para medir esse segmento, medir as projecoes e em
seguida calcular o quadrado desses segmentos.

1.3) Mova os pontos A e B e observe o valor correspondente ao quadrado da medida
do comprimento de AB e dos quadrados das projecoes.

1.4) O que podemos concluir sobre a soma dos quadrados das projecoes?

2. Em um ambiente de geometria dinAmica com 3 dimensoes, marque um
segmento AB qualquer.

2.1) Projete esse segmento AB sobre os eixos, obtendo os segmentos Ay By, AyBs e
A3 Bs.

2.2) Utilize recursos do software para medir esse segmento, essas projegoes e em seguida
o quadrado desses segmentos.

2.3) Mova os pontos A e B e observe o valor correspondente ao quadrado da medida

do comprimento de AB e dos quadrados das projecoes.
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2.4) O que podemos concluir sobre a soma dos quadrados das proje¢oes?

3. Em um ambiente de geometria dindmica com 3 dimensoes, determine

um plano e marque sobre ele trés pontos A, B e C.
3.1) Projete os pontos A, B e C sobre os planos XY, XZ e YZ.

3.3) Utilize recursos do software para medir as areas de ABC e as areas projetadas e

seguida o quadrado dessas areas.

3.4) Mova os pontos A, B e C e observe a medida do quadrado da area de ABC e dos

quadrados das areas projetadas.
3.5) O que podemos concluir sobre a soma dos quadrados das 4reas projetadas?

3.6) Construa para um poligono com tantos lados quanto deseje e repita as atividades

acima.

5.2.1 Comentario sobre a atividade

Na Atividade 1 é proposta uma criacao de um sistema de eixos ortogonais para visualizar
que o resultado nao depende do sistema de eixos. Nesse sentido as projecoes ortogonais do
segmento AB, criado pelo usuério, terao mesma medida de catetos de um triangulo retan-
gulo com hipotenusa AB. Logo pode-se afirmar que a soma dos quadrados das projecoes

¢ igual ao quadrado de AB. Seguem as ilustragoes abaixo.

[ stridade 1.1ggh] -

Anuivo Edtar Exbin Opgles Fermamentas Janela Ajuda e

={16.97,1327)
63, 15.03)

A 2, 83)
Ay =(10,9)

£
8 AABK @ Ty = A
be 244 - 4y = B261
e D - A ARy = 11763
e Lddx . LAy = SI86
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Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A . o . a=2
[R] Al 2] B O )] N amc] 22|
¥ Janela de Algebra A/ [ ¥ Janela de Visualizagio A
Nimero (323,1833) : :
k=49.01
k, =49.01
Ponto

@ A=(17.28,13.78)
-@ A =(15.01,1552)

@ A,-(1312,8.36)
A, ={10,9)

® B=(10.05,7.31)
@ B,-1287,1274)
L]

B, =(17.93,4.67)
B, =(13.44,13.48)

® C=(151511)

® 0=(10.8510.11)

Reta

@ a:-4.48x+ 344y = 13.84
@ b 3.44x-4.48y = B2.61
@ d:3.44%-4.48y=-121.16
@ e 3.44x-4.48y=-101.37
@ 1448 -3.44y = 30.02
@ g:448x -3.44y = 64.25
Segmento

® A1B1=35

@ AZB2=6.06

® AB=7

-

®

L]

- Triangulo

Lo

- Angulo
L@ a=90°

(@5.16,2.84)
Entrada: | 1)

Na Atividade 2, o ambiente utilizado é o espaco tridimensional e possui como objetivo

a compreensao das projecoes de um segmento AB sobre os eixos x, y e z.

Arquive Editar Exibir Opglies Ferramentas Janela Ajuda Entrar,

I
=
} Janela de Algebra g b Janela de Visualizagéo 30

Panto
A=(456,1.29,2.38)
® A, -(456,0,0)
@ A,=(0,129,0)
A,=(0,0,2.38)

259
B, =(259,0,0)
B,=(0,6,0)

B,=(0,0,0.59)

® F=(0,0,0)
G = (4.56,1.29, 0.59)
H=(259,1.29,059)
1= (4.56, 6, 0.59)
J=(4.56,1.29,2.38)
K = (4.56,1.29,2.38)
L= (4.56,6,2.38)
M=(259,6,2.38)
Prisma
b=16.68
Quadrilatero

) —r— r

Entrada.

Em seguida, visualizar que essas projecoes possuem mesmas medidas que as arestas
de um paralelepipedo retangulo cuja diagonal possui medida AB. Dessa maneira a soma

dos quadrados das projecoes é igual ao quadrado de AB.



5.2. Construcao com o auxilio do software Geogebra 57

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
>l =
b Janela de Algebra (< | b Janela de Visualizagdo 3D
Mimero [= T
k=293 e
k, =293 .
1 .
Plano g
Ponto .
® A 8)

- (4.56,1.29, 2.3
@ A,=(456,0,0)
® 4,=(0,128,0)
e Ay

m

=(0,0,2.38)

c )
D-(456,6,2.38)
E-(259,1.29,2.38)
F-(0,0,0)

G- (456,1.29,0.59)
H=-(259,1.29,059)
1- (456, 6,0.59)
J- (456,129, 2.38)
K- (456,1.29,2.38)
L-(4.56,6,2.38)
M- (259, 6,2.38)

Prisma
@ b=16.68
Quadrildtero

« " 3

Entrada 1]

Na Atividade 3, ainda num ambiente tridimensional, ap6s o usuério inserir a equacao
de um plano no campo de entrada, ou entdo marcar trés pontos nao colineares (uma
sugestao ¢ um ponto em cada eixo) e assim determinar o plano, com a marcacdo de
quaisquer trés pontos A, B e C nao colineares pode-se construir um tridngulo sendo
possivel determinar sua area. Em seguida, o usuario deve projetar o triangulo ABC nos
planos xy, xz e yz através de retas perpendiculares a esses planos determinando outros trés
triangulos. Através de recursos do proprio Geogebra, calcular a area do triangulo ABC e
dos triangulos projetados e verificar que a soma dos quadrados das areas projetadas seré

igual ao quadrado da area do triangulo ABC.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda Entrar.
2 o) @ <)X =
; agc | =[5
b Janela de Algebra (<) | » Janela de Visualizagdo 3D =]

Plano

bl
S
» =
B

.02,12.27,0)

4
€,=1602,0,171)

[N N N RN N NER NN NN
o ©

b: X={11.94, 4.58, 3.48)
c:X=1(6.02,12.27,1.71)
e indefinido

51:)(:(11‘94, 4.58,3.48)
|11 X=(7.99,531,6.7)+/
h: X =(7.99,5.31,6.7) + A
i1 X=(6.02,12.27,1.71)

¥ =11104 ARD TAM.
n *

«

Entrada: )
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O item 3.6 é analogo, e possui o objetivo de construir um poligono com tantos lados
forem desejados e observar que a relacao de soma dos quadrado das areas projetadas
é igual ao quadrado da area do poligono inicialmente construido. A ilustracao abaixo

mostra um exemplo com um hexéagono.

B e —————

Arguive Ectar Exibir Opghes Femamentas Janela Auda Entrar

[ A - 1 o e ﬂ_ 2 T ] s

LJ . - 3 '._ - - ‘l').. - =._. “?}}'. \:-) ‘{I_ e ABC '%.

¥ Jangla de Algebra A | ¥ Janeia de Vissalizacio 30 i i |

| Hexdgono - g

@ poll = 4435

8 poiz = 2561

& poll = 2561

8 poid = 2551

timern
Ap-'%l'.ml
.\'A.-IBG?.DG

Piana

Fonia

Reta
Segments
a, =348
a,= 216
a, =28

a =3ii

=094
=433
||:_ =486
=485
=36

=119

.
I

]

=318
=273
g = 358
= 27

[ N N N N NN N NN NN

I

»
o

Entracs ]

5.3 Uma proposta de aula apos as atividades

Essa proposta é para uma turma de 3? série do Ensino Médio que ja tenha tido como
conteido a Geometria Analitica basica e que ja tenha feito as propostas de atividades
aqui apresentadas. O objetivo dessa proposta é instrumentalizar em procedimentos tra-
balhando contetidos de geometria espacial sem o recurso do software; reconhecer a ge-
neralizacao do teorema de Pitagoras aplicados em areas num espaco tridimensional; se

1 r1 To2 T3 T1

5 indicado para o calculo de areas

familiarizar com o algoritmo A =
Y1 Y2 Ys Ui
de tridngulos de vértices (z1,v1), (r2,v2) e (x3,y3) € a expansdo para o calculo de areas

de um poligono de n lados no plano.

Para isso a estratégia sugerida ¢ a solugao dos exercicios a seguir:

Exercicio 5.1. Seja um triedro trirretangulo OABC cujas arestas medem OA = 3, OB =

4, 0C = 5.
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a) Calcule as seguintes areas dos triangulos OAB , OAC e OBC.
b) No triangulo OAB, calcule a altura relativa a hipotenusa, mostrada na figura a

seguir.

¢) Determine a medida do segmento CH e posteriormente a area do triangulo ABC.
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d) Verifique se vale a relagdo A%apc = A%0ap + A%04c + A%0BC-
e) Mostre que, dado um triedro trirretangulo OABC de arestas a, b e ¢, temos que

A% ape = A%oap + A%0ac + A%0BC-

i ~
h ™

Exercicio 5.2. Chama-se area orientada do triangulo A; A; A3 a area do triangulo A; A A3
precedida de um sinal + ou—, conforme o sentido do percursoA; — A, — Az coincida

ou nao com a orientacao positiva do plano. A area orientada Ay, 4,4, é fornecida pelo

ry X2 T3 T1

algoritmo Ax, 4,4, = % . . Prove que se O é um ponto do plano temos
Y1 Y2 Ys Ui

que Aa, 4,4, = Aoaya, + Aoasas + Aoasa, -

Exercicio 5.3. Seja um quadrilatero de vértices Ay = (z1,y1), A2 = (22,y2), A3 =

4 212 . 1 Ty T2 T3 T4 X1
(73,y3) , As = (24,4) . Mostre que a area do quadrilatero ¢ A = 3-

Y Y2 Ys Y+ N
Em seguida, generalize a para um poligono de n lados.

Exercicio 5.4. Dados n pontos coplanares em R?. Determine um algoritmo para deter-

minarmos a area desse poligono.

Solucao dos Exercicios
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Exercicio 5.1: a) AOAB:%-3~4:6
15

3.5=1

-5-4=10

AOAC =

Aoas =

N D=

b) Utilizando relagbes métricas no triangulo retangulo temos que 3 -4 = AB - h .
Contudo AB? = 32+ 4% & AB =5 . Assim, 5-h:3-4<:>h:% .
¢) Note o triangulo retangulo COH. Temos entao que CH? = 5% 4+ h? = 25 + (15—2)2 =

% < CH = @. Assim, a area do triangulo ABC serd Aapc = % -AB - CH =

1.5, V769 _ V769
2 5 2 .
2
d) Apap + Apac + Adpe = 6° + (%) +10% = %

2
A2 [ /769 __ 769
ABC — 2 - 4

e) Determinando a altura do triangulo OAB temos AB -h = a-b , contudo AB? =
a>+b < AB =2+ b2 . Assim h = =2 . Mas no triangulo COH, temos CH? =

va2+b2
2 2 2 2 2 a2 A(aP40?)+(ab)’ a2b2+a2? b2 ~
OC+OH" =+ =c+ | Z5) = pERwE: = . Temos entdo
2,12\ a2b2+a2c24p2c2
2 2 ~pr2 a”+b* ) =55 219, 29,32 2
que A%pe = (3-AB-CH)™ = ABCI = () e = ebdacdbe  Contudo,

2 _ a®®+4a2c24+b%® _ (ab 2 ac 2 be 2 ,
note que A%z, = TS = (2) + (2) + (2) , que é a soma dos quadrados das

areas dos triangulos AOB, AOC e BOC, e portanto A% po = A% 45 + A5 40 + Ad 50 -

Exercicio 5.2: Sejam os pontos O (0,0) , Ay (z1,y1), A2 (z2,v2) e Az (x3,y3). Temos

que
1 X9 To T3 T3 I1
2-A (OAlAQ) = s 2-A (OAQAg) = e A (OAgAl) =
Y1 Y2 Y2 U3 Ys
Note que
1 To " To X3 r3 I T9 — X1 X3 — 1 r1 T2 T3 I
Y1 Y2 Y2 Ys Ys U1 Y2—U Ys— U1 Yi Y2 Ys Y1

ASSiIﬂ, 2-A (OAIAQ) +2- A (OA2A3) +2- A (OAgAl) =2-A (A1A2A3) .

Exercicio 5.3: O dobro da area do triangulo A; A; A3z é

1 X9 T2 X3 r3 I

2A<A1A2A3): + +
Yyr Y2 Y2 Y3 Ys 1

e o dobro da area do triangulo A;A3A, é

Tr1 X3 T3 T4 Tyg I

2A(A1A3A4): + +
Y1 Y3 Ys Y4 Ya U1
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. Assim a area do quadrilatero é

1 T2 To T3 Trs I Tr1 I3 T3 T4 Ty T
214 <A1A2A3A4) — —|— —|—
Y1 Yo Y2 Y3 Ys Y1 Y1 s Ys Ya Y4 Y1
1 T2 Ty XT3 T3 T4 Ty X1

+
Y1 Y2 Y2 Ys Ys Ya Ya Y1

T1 T2 T3 T4 T3

Y Y2 Y3 Ys+ U1

1 1 Ty Tz T4 1 ) ; ;
Portanto, A = 3 - . Dessa maneira, a drea de um poligono com

Yi Y2 Ys Y4+ WY1
ry T2 X3 ... T T
n lados serd A = % . "

Y Y2 Ys - Yn U1
Exercicio 5.4: Utilizando a observacao que o quadrado da area de um poligono é a

soma dos quadrados das areas dos poligonos projetados nos planos xy, xz e yz , ou seja,

Ap = A} 4+ Ap + A} . Temos entdo que

2 2
Y Y2 - Yn U1 1 T2 ... Tp X1
AL =13 +13 +
Z1 R2 ... Zn 21 Z1 k2 ... Zn ZRln
2
1 rT T2 ... Tp 1
2
Yy Y2 - Yn U1
Isso implica que
2 2 2
1 Y1 Yz ... Yn U1 Iy X2 R N 5 | 1 T2 e ITp I
21 R2 ... Zpn 21 21 22 . Zpn 21 Y1 Y2 e Yn U1

Consideracoes sobre a proposta de aula

Como demostrado acima, a atividade proposta realizada com o recurso do Geogebra
contribui para compreensao visual das projecoes ortogonais dos poligonos nos planos cano-
nicos. E factivel afirmar que os alunos encontrariam dificuldades de abstrair as projecoes
ortogonais apenas com os recursos metodologicos tradicionais (quadro e giz). Por isso,
acredito que os alunos terao um aproveitamento melhor do contetido no desenvolvimento
da aprendizagem dos conceitos geométricos, que fica nao s6 abordado de modo visualiza-
vel, mas também demonstrado, desenvolvendo assim o raciocinio matematico e dedutivo,
sendo assim possivel a abstracao para a visualizagao de uma generalizacao do Teorema

de Pitagoras.
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5.4 A utilizacao em Vestibulares e Olimpiadas

A Historia da Matematica nos conta que, em tempos mais antigos, matematicos de-
safiavam uns aos outros propondo questoes complicadas e por muitas vezes se reuniam
em praca publica para a realizacao de torneios, onde teriam que resolver equacgoes difi-
ceis. Estas disputas, tempos mais tarde, tomaram forma mais concreta com a realizagao
da 1? Olimpiada de Mateméatica, na Hungria em 1896. Desde entdo, as competicoes de
matematica entre estudantes vém a cada dia se organizando e se mostrando um forte
indicador para descobrir novos talentos para esta ciéncia. A olimpiada de matemaética no
Brasil consiste, basicamente, em duas competicoes principais, em primeiro lugar a OBM
(Olimpiada Brasileira de Matemética) e em segundo a OBMEP (Olimpiada Brasileira de
Matematica de Escolas Ptublicas). A OBM é a mais antiga olimpiada do Brasil, aberta
para os publicos do sexto ano até alunos de ensino médio. Ela também ajuda na selecao
do grupo que representara o Brasil na IMO (International Mathematical Olympiad). A
OBMEP ¢ exclusiva para alunos de escola piblica, ela tem o titulo de maior olimpiada de
Matematica do mundo com mais de 19 milhoes de participantes. Muitas pessoas pensam
que estudar para participar de uma Olimpiada de Matematica é avancar na matéria esco-
lar, mas esta é uma visao equivocada. Os problemas exigem um despertar de raciocinio
e criatividade, além de um conhecimento mais claro. Cabe ressaltar que os objetivos de
cada uma destas Olimpiadas sao distintos, enquanto a OBMEP tem como um dos seus
principais objetivos a divulgacao e o aprimoramento da Matematica pelo Brasil entre pro-
fessores e alunos, a OBM tem um piiblico bem mais reduzido pois possui como objetivo a
selecao dos participantes para compor a equipe que representara o Brasil em competicoes
matematicas internacionais, por isso o nivel de dificuldade das questoes da OBM é muito
superior ao da OBMEP. Contudo, os medalhistas na OBMEP se sentem bem motivados
em participar da OBM.

Abaixo seguem dois problemas. O primeiro é da AIME (American Invitational Mathe-
matics Examination) que é um dos testes utilizados para determinar a qualificacao para o
USAMO (United States of America Mathematical Olympiad) e que determinam a equipe
dos Estados Unidos para a IMO. O segundo é do vestibular do Instituto Militar de En-
genharia (IME) que é muito conhecido pela dificuldade da sua sele¢ao, onde o nivel de

dificuldade das suas questoes é comparavel ao de uma Olimpiada de Matemética.
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Exercicio 5.5. Questao AIME

A piramide quadrangular regular com base ABCD e vértice E possui oito arestas de
comprimento 4. Um plano passa pelos pontos médios de AE, BC e CD. Calcule a area da

intersecao do plano com a piramide.

Problema e Solugao oficial

Tanto o problema quanto a solucao podem ser encontrados no site
http://www.artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2007_AIME _I_Problems/Problem_13.
(Ultimo acesso em 17/12/2015)

i) Art of Problem Solving
e e e I e

AoPSWiki | LaTeX Guide | TeXeR  Videos | Articles
You are here: Resources » AGPSWiki » 2007 AIME I Probiems/Problem 13

2007 AIME I Problems/Problem 13

Contents |10
1 Problem

2 Solution
2.1 Solution 1

2.2 Solution 2

3 See alsa

Problem

A square pyramid with base ABC D and vertex E has eight edges of length 4. A plane passes through the midpeints of AE, BC, and CD. The plane's
intersectien with the pyramid has an area that can be expressed as ‘/_E Find p.
E

4

[ Py
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Solution 1
Mote first that the intersection is a pentagon.

Use 2D analytical geometry, setting the origin as the center of the square base and the pyramid's points oriented as shown above.
A(-2,2,0), B(2,2,0), C{2,-2,0)0, (-2, -2,0), E{0,0, '3\.""5)- Using the coordinates of the three points of intersection (-1, 1, \-""EL (2,0,0), (0,-2,0)

). it is possible to determine the equation of the plane. The equation of a plane resembles ax + by + ¢z = d, and using the points we find that
a =b d d
2a=ri’=?rf=§r -2<‘J=d==ri=?rand atb+VIie=d= 33+ V2e=d= ¢ =dV2. Ttisthenz — y+ 2v2z = 2.

[Unparseable or potentially dangerous asy code. Unable to convert EPS file]

= [ 23 E3 VE
Write the equation of the lines and substitute te find that the other two points of intersection on BE, DE are (— T \T . T find the area of the pentagen,
break it up inte pieces (an isosceles triangle on the tup, an isosceles trapezoid on the bottom). Using the clstance formula (\_,l";;- + 5% 4 £2), it is possible to find

that the area of the triangle is = zfgh N 23\/_ 1[.'r - = J—st The trapezeid has area %h‘(h] +ba) = —\‘ (>\/_ 3,/_) = -:l\/_ . In total, the area is
-1-\.- 5= SD, and the sclution is m

Solution 2

Use the same coordinate system as above, and let the plane determined by /& PR intersect BE at X and DE at ¥. Then the line X ¥ is the intersection of
the planes determined by APQR and ABDE,

Note that the plane determined by ABIDE has the equation r = g_,l and W canbe describedby 2 = 2(1 = #) =1, y=1¢, 2 = [\."E. 1t intersects the plane

1 2
when 2{1 —t) — £ =&, ort = —. This intersection point has z B . Similarly, the intersection between PR and ABDE has z = g So XY lies onthe
o LI J'_
plane z = %, from which we obtain X' = (.2 E} \JEJ ( ; ~g5° sz The area of the pentagon EXQRY can be computed in the same way as
above.

Solugao proposta Note inicialmente que a intersecao é um pentagono. Vamos usar
geometria analitica em 3D, colocando a origem no centro do quadrado da base e com

eixos orientados tais que:

A=(-2,2,0), B=(2,2,0),C = (2,-2,0)e D = (—2,—2,0)

Calculemos entao as coordenadas do ponto E.

Para determinarmos a altura da piramide, basta observarmos que a projecao de E no
plano ABCD sera o centro do quadrado, pois se trata de uma piramide regular. Sendo

assim,
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Logo, aplicando o teorema de pitdgoras no triangulo retangulo EOD, temos
4?2 = (2\/5)2 + h?, 0 que nos da h = 2v/2.
Logo a coordenada do ponto E serd E = (0, 0, 2\/5)

Assim, usando as coordenadas dos trés pontos P = AJFTE = (—1, 1, \/5), Q = BT*C =

(2,0,0)e R = CJFTD = (0,—2,0), é possivel determinar a equagao do plano.
Seja o plano o :ax + by +cz=d

Como os pontos P, Q e R pertencem a «, temos

/

—a+b+cevV2=4d

20 +0b+0c=d @az%

Oa —2b+0c= <&b=—

[JfsH

Logo, —g—§+c\/§:d<:>c:d\/§.
Tomando d = 2 temos que a equacaodo plano « ¢ dada por
T—y+ 2\/52 = 2.

Sejam os pontos H e G de «, contidos nas arestas BE e DE respectivamente.
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Vamos entao determinar as coordenadas de H e G.

Determinando a reta BE, temos

logo y=2+4+t VtER

Como z —y+2v2z =2, temos (2+1¢) — (2+1¢) +2V2 (—V2t) =2 &t =

Assim, com t = —%obtemos as coordenadas do ponto H.
(
_ _ 1_ 3
y=2+t=2—-3=3

s VB = VI (-} =2

\

Portanto, H = (%, %, 72>

Determinando agora a reta DE, temos

r=t—2

2 _ ut2 — 2 pg0 y=t—2 VIER

z:\/ﬁt

D=
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Como = — y + 2v2z =2, temos (t —2) — (t —2) + 22 (V2t) =2 & t = 1.

Assim, com t = —%obtemos as coordenadas do ponto G.
(
x:t—2:%—2:—%
= VE=V2(}) =4

Portanto, G = <—%, —%, ‘/7§>

Assim, temos os pontos R = (0,—2,0), @

(2,0,0), H

(—1, -1, \/5) eG = (—%, —%, */75) formando o pentagono RQHPG.

Projetando esses pontos no plano XY e calculando a area segundo o algoritmo da

proposi¢ao 3.7 temos um pentagono de area

Ay =

sz

1
2

1
2

0

oS o O N

2

-2 0

NI Nlw

no [\J [} (3% no
o v oy s

-1 =3 0

2 :2\/§
V2 20
1 -3 -2

2 —2/2
V2 2 0

Utilizando o teorema de Pitagoras para R?, temos entdo que a area do pentdgono é

A2

pentdgono

Comentario sobre a questao

__ A2 2 2
- A:L‘y + sz + Ayz

8+ (2v2)" + (2v2)" = 80

O gabarito oficial do AIME oferece duas solu¢oes. Ambas omitem os calculos e o

passo a passo no desenvolvimento das questoes, explicitando apenas as ideias utilizadas.

A técnica aplicada nessas solugoes se restringe ao caso estudado (piramide quadrangular

regular), ndao sendo possivel a generalizacao do problema. A solugdo proposta nesse capi-

tulo apresenta o desenvolvimento dos calculos, a ilustracao com o passo a passo e a ideia

que possibilita a generalizagao para qualquer piramide, visto que, uma vez determinadas

as coordenadas dos vértices do poligono, temos um algoritmo para a determinagao de sua

area.
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Exercicio 5.6. (VESTIBULAR IME)

Considere os pontos P e ) sobre faces adjacentes de um cubo. Uma formiga percorre,
sobre a superficie do cubo, a menor distancia entre P e Q, cruzando a aresta BC em M e
a aresta CD em N, conforme ilustrado na figura abaixo. E dado que os pontos P, Q, M e

N sao coplanares.

NT™0

a. Demonstre que MN é perpendicular a AC.
b. Calcule a area da secao do cubo determinada pelo plano que contém P, Q e M em

funcao de BC'=ae BM =b.

Solucao a)
Colocando os eixos com origem em A, e prolongando P e Q até P’ e Q’ respectivamente,
como na figura, ao planificar o caminho P’MNQ’ deve ser retilineo, pois é o menor caminho

entre dois pontos. Logo devemos ter que a = P'MB=CMN.
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Da figura temos que BM = b; CM = a—b; CN = (a — b) tgo;; DN = a — (a — b) tga,
DQ = DN - cotga. Assim podemos definir as coordenadas dos pontos M = (b,0,a),
N = (a,0,a — (a — b) tga), P' = (0,btgc, a), Q' = (a,acotga — (a — b) ,0).

Como M, N, P’ e Q" sao coplanares, o determinante da matriz que contem as colunas

N
como os vetores MN, MP" e M@ & igual a zero. Assim,

a—2>b —b a—2>b
0 btga  acotga — (a—b) | =0
—(a=0b)tga 0 —a
1 -1 a—2>
b(a—10) o tga acotga—(a—0b) | =0
—tga 0 —a
tga (—a + (a + b) tga + acotga — (a + b)) =0

Resolvendo a equagao teremos tga = -4, 0 que é possivel somente se N = D, ou
tga = 1. Portanto, segue que oo = 45° e assim, M N 1L AC.

b)

Como a = 45°s coordenadas simplificam para M = (b,0,a), N = (a,0,b), P' =
(0,b,a), Q" = (a,b,0). Assim a equagao do planoéx+y+z=a+0b.

Sejam R e S os pontos de intersecao do plano com as retas y = a no plano X7 e XY
respectivamente. Assim temos R = (0,a,b) e S = (b, a,0).

Assim, o hexagono é determinado pelos pontos MNQ’SRP’. Logo

2 A2 2 2
AHexagono - AXY + AXZ + AYZ

L b a a b 0 0 b . b a a b 0 0 b
3 + 5 +
00 b aab 0 a b 00 b a a
2

2

A2 =

0 0baad O
a b 00 b aa

4A% = (2ab + a? — 2b2)° + (262 — 2ab — a?)” + (2ab + a? — 2b2)°
A= (2ab + a® — 207).

N |—=

Comentario sobre a questao
O vestibular do IME (Instituto Militar de Engenharia) é considerado por mui-
tos professores e alunos, um dos mais dificeis do Brasil. A segunda ques-

tao proposta foi retirada do Vestibular 2004, que pode ser baixada através
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do link http://www.ime.eb.br /arquivos/Admissao/Vestibular_ CFG/Provas_ Anteriores/
provas04_05/mat0405.pdf (altimo acesso em 17/12/2015). Esta questao foi considerada
uma das mais dificeis daquele ano. A solucao apresentada utiliza como ferramenta prin-
cipal a Geometria Analitica por nao ter uma facil visualizagdo do ponto de vista da
geometria espacial. O item a) utiliza a coplanaridade dos pontos, e assim a determinagao
de vetores linearmente dependentes. O item B é uma aplicacao do teorema proposto neste
Artigo.

Dessa maneira, podemos perceber que a aplicacao no Ensino Médio da expansao do
teorema de Pitidgoras no R? se faz relevante, e ¢ uma excelente ferramenta para os pro-
fessores e alunos, tanto do ponto de vista matematico, para uma posterior expansao em
R™ como para a solucao de problemas de alto nivel em Olimpiadas de matemaética e

vestibulares.
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Capitulo 6

Conclusao

E indiscutivel a importancia do Teorema de Pitagoras para a educacio basica, um conceito
que todos os alunos que terminam o Ensino Médio conhecem. Expandi-lo do modo mais
geral possivel para outras dimensoes pode ser ttil nao s6 para a graduagao mas também
pos graduacoes. Acredito que a expansao de Pitagoras para 3 dimensodes é perfeitamente
aplicavel em alunos do Ensino Médio, principalmente para aqueles alunos que se dedicam
as competicoes matematicas. A expansao para 3 dimensoes pode ser feita com uma
linguagem referente & da educacao bésica e como aplicacdo do que ja é estudado em
Geometria Analitica, hoje visto na 32 série do Ensino Médio.

Uma proposta para essa aplicacao é a construcao e visualizacgao num ambiente de
geometria dindmica, pois, uma das maiores dificuldades dos alunos, é a visualizacao dos
objetos geométricos. Dessa maneira, ¢ trabalhado com os alunos as propriedades das
figuras para uma construcao correta. Partindo de um resultado conhecido, o tradicional
Teorema de Pitagoras, dado um segmento é possivel projetd-lo em dois eixos ortogonais
e assim, o quadrado do segmento inicial é igual a soma dos quadrados dos segmentos
projetados. Posteriormente, apds visualizar e experimentar no software, o professor pode
provocar com uma area no espaco, formulando perguntas: de quantas maneiras podemos
projetar ortogonalmente essa regiao? Serd que se mantém a relacao de Pitagoras, mas
agora para regioes? E a partir da constatagao no software, partir para a demonstracao.
Em turmas de graduacgao, apos as mesmas experiéncias, pode-se fazer ainda perguntas
como: em R", tomemos um paralelepipedo de r dimensoes,quantas projecoes ortogonais
desse paralelepipedo podemos fazer? Sera que se mantém a relacao de Pitagoras para
essas projecoes?

E natural pensar que dada uma regiao, em quais condicoes temos essa generalizacao



74 6. Conclusao

do Teorema de Pitagoras valida?
E a partir desse questionamento que pretendo dar continuidade a essa pesquisa e

investigar novos caminhos possiveis.
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Apéndice A

Construindo a atividade no Geogebra

Construindo a atividade 1

1. Abra o GeoGebra e escolha a disposicao Geometria.

2. No menu EXIBIR, selecione JANELA DE ALGEBRA.

3. Na barra de ferramentas, selecione PONTO e em seguida clique em dois locais
diferentes da janela de geometria para marcar os pontos A e B.

4. Na barra de ferramentas, selecione RETA e entao construa uma reta que nao passe
por A e B.

5. Marque um ponto desta reta e entao, na barra de ferramentas selecione RETA
PERPENDICULAR, e trace a reta perpendicular a reta construida pelo ponto marcado.

6. Construa agora, analogamente, as retas perpendiculares as retas construidas e que
passam por A e B.

7. Marque em uma reta, as intersecoes A, B e na outra AsBs.

8. Na barra de ferramentas, selecione SEGMENTO e, em seguida os pontos A e B,
Ay e By, Ay e Bs.

9. No menu EXIBIR, selecione CAMPO DE ENTRADA e calcule o quadrado da
medida do segmento AB. Como por exemplo, se o nome do segmento AB for a, digite no
campo de entrada a”2.

10. Calcule a soma dos quadrados das medidas dos segmentos A;B; e As By, de modo
analogo. Como por exemplo, se o nome do segmento A;B; for b e o nome de Ay Bs for c,
digite no campo de entrada b~ 2-+c¢"2.

11. Mova os pontos A e B e observe o que acontece com os numeros calculados
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anteriormente.

Construindo a atividade 2

1. Abra o GeoGebra e escolha a disposi¢ao Janela de visualizacao 3D.

2. Com o intuito de definir o espaco onde movimentar o segmento, marque trés pontos,
um em cada um dos eixos coordenados e em seguida defina um plano que passe por eles
na barra de ferramentas, selecionando PLANO POR TRES PONTOS.

3. Na barra de ferramentas, selecione PONTO e em seguida clique em dois locais
diferentes do plano criado para marcar os pontos A e B.

4. Na barra de ferramentas, selecione SEGMENTO e, em seguida os pontos A e B.

5. Na janela de Algebra, desabilite o plano criado.

6. Na barra de ferramentas selecione RETA PERPENDICULAR, e trace a reta per-
pendicular aos eixos x, y e z passando pelos pontos A e B.

7. Marque no eixo x, as intersecoes A; e By, no eixo y, as intersecoes A, e By e no
eixo z, as intersecoes Az e Bs.

8. Selecione SEGMENTO e, em seguida os pontos A; e By, Ay e By, A3 e Bs.

9. No CAMPO DE ENTRADA calcule o quadrado da medida do segmento AB. Como
por exemplo, se o nome do segmento AB for a, digite no campo de entrada a”2.

10. Calcule a soma dos quadrados das medidas dos segmentos Ay By , A;sBs e A3B3 de
modo anélogo. Como por exemplo, se o nome do segmento A;B; for b, o nome de A3 B,
for ¢, e 0o nome de A3Bj; for d digite no campo de entrada b”2+c~2+d"2.

11. Mova os pontos A e B e os pontos que definiram o plano e observe o que acontece

com os numeros calculados anteriormente.

Construindo a atividade 3

1. Abra o GeoGebra e escolha a disposicao Janela de visualizacao 3D.
2. No campo de entrada, digite a equacao de um plano qualquer ou marque trés pontos

nao colineares (uma sugestao é um ponto em cada eixo) e assim determine o plano com

o comando PLANO POR 3 PONTOS.
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3. Na barra de ferramentas, selecione PONTO e em seguida clique em trés locais
diferentes do plano criado para marcar os pontos A, B e C.

4. Na barra de ferramentas, selecione POLIGONO e em seguida clique nos pontos A,
B, C, e novamente em A.

5. Note que na janela de algebra estard marcado os tamanhos das medidas dos seg-
mentos e a medida da area do poligono.

6. Construa os planos xy, xz e yz digitando no campo de entrada 2z =0,y = 0e z = 0.

6. Na barra de ferramentas selecione RETA PERPENDICULAR, e trace a reta per-
pendicular aos eixos xy, xz e yz passando pelos pontos A, B e C.

7. Marque no plano xy, as intersecoes A; ,B; e (1, no plano xz, as intersecoes Ay , B
e (5 e no plano yz, as intersecoes As, Bz e Cs.

8. Novamente selecione POLIGONO e, em seguida os triangulos A B;Cy, A3B2Cs e
A3 B3Cj.

9. No CAMPO DE ENTRADA calcule o quadrado da medida da area de ABC. Como
por exemplo, se o nome do triangulo ABC for poll, digite no campo de entrada poll~2.

10. Calcule a soma dos quadrados das medidas das areas A B,C1, AsByCy e A3B3C5
de modo analogo. Como por exemplo, se o nome dos tridngulos A;BC;, AsB>Cs e
A3B3C5 forem pol2 | pol3, e pold digite no campo de entrada pol2”2+pol3~2+pold ~2.

11. Mova os pontos A, B e C e observe o que acontece com os numeros calculados

anteriormente.






79

Referéncias Bibliograficas

1]
2]
3]

4]
[5]
(6]
7]

8]

9]

[10]
[11]
[12]
[13]

[14]

[15]

A. Agarwal, Vectors and 3D Geometry, Arihant Prakashan, 2011.
do Carmo, M., Differential Forms and Applications, Springer-Verlag, 1991.

Hefez, A., Fernandez, C., Introducao a Algebra Linear, Colecio PROFMAT, SBM ,
2012.

Goyal, SK., Coordinate Geometry, Arihant Prakashan, 2011.
Lima, E., Algebra Linear, Colecao Matematica Universitaria, SBM, 2006.
Righetto. A., Vetores e Geometria Analitica, IBEC,1982.

Teixeira, R.,Algebra Linear - exercicios e solugoes, Colecao Matematica Universitaria,

SBM, 2012.

Giraldo, V.; Mattos, F., Recursos Computacionais no Ensino da Matematica, Colecao

PROFMAT, SBM , 2012.

Lima, E., Coordenadas no Espaco, Colecao do Professor de Matematica, SBM, 1998.
Lima, E., Céalculo Tensorial, Publicacoes Matematicas, IMPA, 2012.

Lima, E., Analise Real volume 1, IMPA, 2013.

Lima, E., Analise Real volume 2, IMPA, 2013.

Lima, E., Analise Real volume 3, IMPA, 2013.

Lima, E., Carvalho, PC.,Wagner, E., Morgado, A., A Matematica do Ensino Médio
- volume 1, SBM, 2006.

Lima, E., Carvalho, PC.,Wagner, E., Morgado, A., A Matematica do Ensino Médio
- volume 2, SBM, 2006.



80 Referéncias Bibliograficas

[16] Lima, E., Carvalho, PC.,Wagner, E., Morgado, A., A Matematica do Ensino Médio
- volume 3, SBM, 2006.

[17] Lima, E., Carvalho, PC.,Wagner, E., Morgado, A., Temas e Problemas, SBM, 2003.

[18] Lima, E., Carvalho, PC.,Wagner, E., Morgado, A., Temas e Problemas Elementares,
SBM, 2003.

[19] Alvarez, S., Note on an  n-dimensional  Pythagorean  theorem,

http://www.cs.bc.edu/ ~alvarez/ NDPyt.pdf

[20] Frohman, C.,The Full Pythagorean Theorem, 2010,
http://homepage.math.uiowa.edu/~ frohman /pyth2.pdf

[21] http://www.artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2007 _AIME I Problems/Problem 13.

[22] http://www.ime.eb.br/arquivos/Admissao/Vestibular_ CFG /Provas_ Anteriores/
provas04 05/mat0405.pdf



	Introdução
	Produto interno 
	Formas bilineares
	Produto interno
	Norma de um vetor


	Os espaços R2 e R3
	Norma
	Perpendicularidade
	Produto Vetorial
	Área do paralelogramo e do triângulo em R2
	Expandindo o Teorema de Pitágoras para R3
	Algoritmo para a área de um polígono plano em R3

	Generalizando o Teorema de Pitágoras para dimensões maiores 
	Aplicações r-lineares
	O Produto Vetorial em Rn
	Matriz de Gram
	Volume do Paralelpípedo r-dimensional
	Norma do Produto vetorial

	Generalizando o Teorema de Pitágoras
	Generalizando mais
	Determinantes
	O produto exterior de funcionais lineares
	Coordenadas e Matrizes em Ar(E)
	Identidade de Lagrange
	Interpretação Geométrica do resultado


	Aplicação no Ensino Médio
	Geometria Analítica e o Ensino Médio
	Construção com o auxílio do software Geogebra
	Comentário sobre a atividade

	Uma proposta de aula após as atividades
	A utilização em Vestibulares e Olimpíadas

	Conclusão
	Construindo a atividade no Geogebra

