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RESUMO

Neste trabalho serdo apresentados e demonstrados os casos de congruéncia de
quadrilateros em uma geometria neutra, ou seja, sem assumir como verdade o quinto
postulado de Euclides. Para tais demonstracOes serem feitas, este trabalho se inicia
demonstrando os casos de congruéncia de triangulos, que sdo fundamentais nas
demonstragfes dos casos de congruéncia de quadrilateros. No final do trabalho ha
sugestdes de atividades com alunos do nono ano e/ou ensino médio.

Palavras-chave: congruéncia de tridngulos, congruéncia de quadrilateros, geometria
neutra.



ABSTRACT

This work will present and demonstrate cases of quads congruence in a neutral
geometry, ie, without assuming as true the Euclid’s fifth postulate. For such statements
to be made, this work begins showing cases of triangle’s congruence, which are
fundamental in the statements of quad’s congruence cases. At the end of the work there
suggestions for activities with students from ninth grade and / or high school.

Key-words: triangle’s congruence, quad’s congruence, neutral geometry
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INTRODUCAO

E impossivel falar de geometria sem citar Euclides e seu livro Os Elementos.
Euclides foi o primeiro matematico a apresentar, de maneira sistematica, a matematica
como uma ciéncia dedutiva, ou seja, toda afirmacdo deve ser deduzida de afirmacdes
mais simples. No inicio de uma teoria existem as afirma¢des ndo demonstradas, as quais
Euclides chamou de postulados. Postulados sdo afirmacdes aceitas como verdade por

todos.

Os quatro primeiros postulados de Euclides satisfazem essa simplicidade. Eram

eles:
(01) Dois pontos distintos determinam uma Unica reta.

(02) A partir de qualquer ponto de uma reta dada é possivel marcar um segmento

de comprimento arbitrario.
(03) E possivel construir um circulo de centro e raio arbitrarios.
(04) Todos os angulos retos sao iguais.
Ja o quinto postulado ndo era tdo simples e evidente, que vamos enunciar a seguir:

(05) Se uma reta r corta duas outras retas r;e r, (no mesmo plano) de modo que
a soma das medidas dos angulos interiores de mesmo lado de r seja menor que a
medida de dois angulos retos, entdo r; e r,, quando prolongados suficientemente, se

cortam daquele lado de 7.

Existem vers6es mais simples e equivalentes desse postulado, como a que foi
dada por John Playfair (1748-1819):

Teorema (Playfair): Dado uma reta r e um ponto P fora dela, existe uma Unica reta t

paralela a reta r que contém ponto P.

O quinto postulado é equivalente também a dizer que em um triangulo a soma das

medidas de seus angulos internos vale a soma das medidas de dois angulos retos.



Euclides fez as 26 primeiras demonstracdes de seu livro Os Elementos sem usar 0
quinto postulado. O que mostra que provavelmente o proprio Euclides desconfiava se
quinto postulado era realmente um postulado ou se poderia ser provado a partir dos

postulados anteriores.

Ao longo da historia, varios matematicos tentaram demonstrar o quinto postulado,
como: G Saccheri (1667 — 1733), Lambert (1728 — 1777), Gauss (1777 — 1855),
Lobachevskii (1792 — 1856) e ndo conseguiram, mas dessas tentativas nasceu a
Geometria ndo Euclidiana. Assim a Geometria ndo Euclidiana considera verdadeiros os
quatro primeiros postulados e nega o quinto postulado, também chamado de postulado

das Paralelas.

Desta forma modificando o postulado das paralelas, obtém-se as
geometrias eliptica e hiperbdlica. Na geometria eliptica 0 quinto postulado € substituido

por

Postulado (057): Existe uma reta r e existe um ponto P fora dela de modo que nenhuma
reta passando por P é paralela a reta inicial.

Na geometria hiperbdlica o Postulado das Paralelas é trocado pelo seguinte postulado:

Postulado (05”): Existe uma reta r e existe um ponto P fora dela de modo que pelo
menos duas retas passando por P sdo paralelas aretar.

Na Geometria Euclidiana, o postulado das Paralelas é equivalente que a soma
das medidas dos angulos internos de um triangulo € igual a soma das medidas de dois
angulos retos. Na geometria eliptica a soma das medidas dos angulos internos de um
triangulo é maior do que a soma das medidas de dois angulos retos, enquanto na

geometria hiperbdlica esta soma € menor do que dois angulos reto
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figura 1:

Um tridngulo nas geometrias eliptica, hiperbolica e euclidiana, respectivamente.

A criacdo das Geometrias N&o Euclidianas, motivada pela tentativa de se obter um
exemplo que indicasse a necessidade do quinto postulado ser um axioma e ndo decorrer
dos quatro primeiros, promoveu 0 aparecimento de geometrias diferentes. Sua

importancia viria a ser reconhecida mais tarde.

O primeiro grande matematico a reconhecer a sua importancia foi Georg
Riemann (1826/1866), quando desenvolveu a teoria geral das variedades, em 1854,
legitimando, de uma maneira muito clara, ndo s6 os varios tipos de Geometrias Nao

Euclidianas, mas também as chamadas Geometrias Riemannianas.

A aceitacdo total da Geometria Ndo Euclidiana so se estabeleceu ap6s a morte de

Riemann.

Foi David Hilbert (1862-1943) que em The Fondations of Geometry, denominou
de Geometria Neutra a geometria que é comum a Geometria Euclidiana e a Geometria
Hiperbolica. Hilbert elaborou uma serie de axiomas para a geometria Euclidiana. Ele os

dividiu em cinco grupos, eram eles:

1. Axiomas de Incidéncia,
Axioma 1. Dados quaisquer dois pontos distintos, A e B, existe uma Unica reta
gue 0s contém.
Axioma 2. Em cada reta existem ao menos dois pontos distintos e existem trés

pontos distintos que ndo pertencem a uma mesma reta.
2. Axiomas de Ordem,

Axioma 3. Para quaisquer trés pontos distintos colineares, apenas um deles esta
entre 0s outros dois.
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Axioma 4. Se A, B e C sdo pontos tais que C esta entre A e B entdo estes trés

pontos sdo distintos, colineares e C esta entre B e A.

Axioma 5. Dados dois pontos distintos, A e B, existem um ponto C entre AeB e
um ponto D tal que B esta entre A e D.

Axioma 6 (Separagédo do plano). Uma reta r determina somente dois semiplanos

distintos, cuja intersecdo é a propria reta r.
3. Axiomas de Continuidade

Axioma 7. A cada segmento AB esté associado um unico numero real positivo, e

ao segmento nulo esta associado o0 himero zero.
Axioma 8. Se um ponto C esté entre dois pontos A e B entdo AB = AC + CB.

Axioma 9. A todo nimero real positivo fica associado um segmento, cuja medida
é igual ao numero dado, sendo que ao numero zero fica associado o segmento

nulo.

Axioma 10 (Transporte de segmento). Fixado um segmento arbitrario AB, para
qualquer segmento CD, existe um Unico ponto E pertencente a semirreta SCD tal
que AB = CE.

Axioma 11. A todo angulo est4 associado um Unico ndmero real positivo. Este
namero € zero se, e somente se, 0 angulo é constituido por duas semirretas

coincidentes. O numero dado pelo Axioma 11 é chamado de medida do angulo.

Axioma 12. Dado um namero real r > 0, é possivel colocar em correspondéncia
biunivoca os numeros reais entre 0 e r e as semirretas de mesma origem que
dividem um dado semiplano, de modo que a diferenca entres estes nimeros seja a
medida do angulo formado pelas semirretas correspondentes. Aos angulos raso e

nulo ficam associados 0s nuUmeros r e zero, respectivamente, e reciprocamente.

Axioma 13. Se uma semirreta S, divide um angulo AOB, ent4o
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4. Axiomas de Congruéncia.

Axioma 14. Esse axioma é o caso LAL de congruéncia de tridngulos, o qual esta

enunciado no proximo capitulo.
5. Axioma das Paralelas.

Axioma 15. Seja [ uma reta e A um ponto ndo em [. Entdo existe no maximo

uma reta no plano que passa por A e ndo intercepta [.

Assim a geometria neutra é aquela que pode ser desenvolvida com os quatro

primeiros grupos de axiomas.

E devido a essa importancia da Geometria Neutra que neste trabalho iremos
apresentar e demonstrar os casos de congruéncia de quadrilateros com os axiomas da
Geometria Neutra. E no final apresentaremos uma proposta de atividades para alunos do

nono ano e/ou ensino médio.

Repare que a geometria eliptica ndo € Geometria Neutra, uma vez que as retas sdo
os grandes circulos e, portanto os axiomas de ordem propostos por Hilbert ndo sdo

validos.

Dizemos que dois quadrilateros sdo congruentes se 4 lados correspondentes e 4
angulos interiores correspondentes tem a mesma medida, assim ha um total de 8
informagdes sobre as medidas dos quadrilateros. J& sabemos e iremos demonstrar no
capitulo 1 que, no caso de congruéncia de triangulos, existem 6 informacdes (3 lados e 3
angulos), mas conseguimos garantir a congruéncia com trés elementos (casos de
congruéncia LAL, ALA e LLL).

No caso dos quadrilateros, 4 informacgdes sobre medidas correspondentemente
iguais sdo insuficientes para garantir a congruéncia. De fato, apresentaremos
contraexemplos nesses casos. Consequentemente, 3 medidas correspondentemente

iguais também sdo insuficientes para implicar a congruéncia de quadrilateros.

Estendendo o conceito de congruéncia de quadrilateros para poligonos de n lados

temos a seguinte definig&o:

Definig¢do: Dois poligonos de n lados sdo congruentes se n lados correspondentes e n

angulos interiores correspondentes tem a mesma medida.
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Assim ha um total de 2 n informacGes sobre as medidas dos poligonos com n

lados.

No capitulo 1 estdo os casos de congruéncia de triangulos, que séo de grande
importancia para a demonstracdo de dois casos gerais de congruéncia de poligonos do
capitulo 2 e também sdo usados nas demonstragdes dos casos de congruéncia de
quadrilateros do capitulo 3. Encerramos o capitulo 4 com uma proposta de atividade

voltada para o0 nono ano e ensino médio com o tema: Congruéncia de Quadrilateros.

Os casos de congruéncia de quadrilatero em geometria neutra, motivagédo deste
trabalho, foi baseado no capitulo 4 do livro de [MM] Marvey, Matthew. - Geometry
lluminated an Illustrated Introduction to Euclidean & non-Euclidean Geometry.
Disponivel em
http://www.mcs.uvawise.edu/msh3e/resources/geometryBook/illuminationNeutralGeom

etry.pdf

Como vamos ver ao longo do trabalho, este tema € uma 6tima alternativa para

professores do ensino basico para trabalhar congruéncia.
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Capitulo |

CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Neste capitulo iremos demonstrar os casos de congruéncia de tridngulos. Como
ndo iremos usar o axioma das paralelas, todas as demonstracbes sdo validas em
Geometria Neutra. Algumas demonstracdes ficam mais faceis em geometria Euclidiana.
Os casos de congruéncia de tridngulos séo ferramentas muito eficiente na demonstragédo
de alguns teoremas da geometria. Porém hé a necessidade de um caso ser considerado

um axioma e dai conseguimos demonstrar 0s outros casos.

2.1 Definicao. Dizemos que dois segmentos AB e CD s@o congruentes se ambos tém a
mesma medida. Dizemos que dois angulos Ae B sdo congruentes se ambos tém a
mesma medida. No primeiro caso denotamos AB = CD e no segundo A = B. Quando
necessario usaremos a notacdo < ACB para representar o angulo com veértice C e

laterais as semirretas com origem C e passando por A e B, respectivamente, sendo
< ACB o menor angulo do plano.

Como consequéncias da Definicdo 2.1, temos que um segmento é sempre
congruente a ele mesmo e se AB = CD e CD = EF entdio AB = EF. Valem

consequéncias analogas para angulos.

Agora que ja definimos congruéncia de segmentos e de angulos, podemos definir

congruéncia de triangulos.

2.2 Definigdo. Dados dois triangulos ABC e DEF, eles sao ditos congruentes se existir
uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de maneira que lados e angulos

correspondentes sejam congruentes.

[ figura 2; @

14



Se AB = DE,BC = EF,AC = DF,A=D,B = E e C = D, entfo os triangulos s&o

congruentes.

Observamos que no livro Elementos de Euclides este axioma ndo aparece e
Euclides usava frequentemente em suas provas que dois tridngulos sdo iguais se
conseguirmos sobrepor um no outro perfeitamente através de rotacOes, translacbes e
reflexdes. Euclides também usava que quando dois tridngulos sdo sobrepostos de modo
que dois de seus lados e o angulo entre eles coincidam, entdo eles eram iguais. Desta
forma, mesmo sem enunciar este axioma, usava este resultado como verdadeiro, visto

que a definicdo de congruéncia que fizemos acima é equivalente a que Euclides usava.

Como dito no inicio deste capitulo, iremos supor um caso de congruéncia como
verdadeiro (um axioma), o0 caso LAL, justamente o caso que Euclides usava como

verdadeiro.

~ =~

2.3 Axioma: Dados dois triangulos ABC e DEF, se AB = DE,AC =DF e A= D
entdo ABC = DEF.

Este resultado é conhecido como caso LAL de congruéncia de triangulos.

Uma pergunta natural é se este deve ser de fato um axioma ou se poderia ser
provado a partir dos outros postulados. O exemplo da Geometria do Taxista nos mostra
que de fato ele ndo é verdadeiro sempre. A Geometria do Taxista € um modelo de
Geometria plana onde o espaco total € o plano R?, munido da seguinte funcdo distancia:
VA = (x,y), B = (z,w), adistancia D(A, B) é dada por:

D(A,B) =[x —z| + |y — w|

Neste modelo, temos que os triangulos DEF e IJK na figura abaixo tem os lados DE =
EF = 1] = JK e todos tém medida 4. Repare que E =] e sdo retos. Porém, os

tridangulos ndo sdo congruentes, pois as hipotenusas tém medidas 4 e 8.
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figura 3:

Com este axioma LAL conseguimos provar outros casos de congruéncia. O
primeiro que iremos demonstrar é o caso ALA, que ocorre quando temos dois triangulos
e conseguimos sobrepor dois angulos e o lado subentendido por eles. Abaixo segue a

prova deste caso.

2.4 Teorema. (Caso ALA de congruéncia): Sejam dados dois triangulos ABC e DEF, se
A

R

D,B = E,e AB = DE entdo ABC = DEF.
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Demonstracéo:

figura 4:

Sejam ABC e DEF triangulos com as hipdteses do teorema. Se AC = DF o
axioma 2.3 garante que os triangulos ABC e DEF sdo congruentes. Suponha agora
AC < DF, o caso contrario é analogo. Marque um ponto G interior do segmento DF de
modo que AC = DG. Assim pelo caso LAL os triangulos ABCe DEG sao congruentes e
dessa congruéncia temos que < ABC =< DEG, mas por hipotese temos < ABC =<
DEF e, portanto < DEF =< DEG desta maneira 0s pontos Fe G coincidem

contradizendo o fato que G esta no interior de DF.

2.5 Definicdo. Um triangulo é chamado de isosceles se ele possui dois lados
congruentes; o terceiro lado ndo necessariamente congruente é chamado de base deste

triangulo.

Para demonstrarmos o terceiro caso de congruéncia de triangulos, necessitamos de

um resultado referente a triangulos isosceles.

2.6 Proposicéo. Um triangulo é isosceles se, somente se, os dois angulos da base séo

congruentes.
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Demonstragdo: Suponha inicialmente ABC isosceles com AB = AC. Devemos provar
que B = €. Para isso considere uma “copia” do tridngulo ABC, isto é, um triangulo

EFG congruente a ABC, com eles temos:

EF = AB
EG = AC
B=F
C=G
A=E

Observe os triangulos ABCe EGF s&o congruentes por LAL, de fato: AB = AC =
EG, AC = AB =FEFe A =FE dai pelo axioma (2.3) eles sdo congruentes. E dessa
congruéncia temos que B = G e ¢ = F, como na primeira congruéncia tinhamos B = F

e C = G podemos concluir que B = C.

Agora suponha um triangulo ABC onde B = C, devemos mostrar que ele é

isésceles com AB = AC.

Considere um triangulo EFG congruente ao triangulo ABC. Dessa congruéncia
temos: AB = EF,AC = EG,BC =FG,B=F e C=G(. Mas os triangulos ABC e
EGF também sdo congruentes por ALA, poisB=C =G, BC=FG e C=B=F e
dessa congruéncia podemos concluir que AB = EG e AC = EF, como na primeira
congruéncia tinhamos que AB = EF e AC = EG concluimos que AB = AC sendo o

tridangulo ABC isosceles de base BC.

Essa proposicdo sera Gtil para o teorema que segue abaixo, que é o terceiro caso

de congruéncia envolvendo a hipétese sobre os 3 lados.

2.7 Teorema. (CasoLLL de congruéncia) Se dois tridngulos tem trés lados

correspondentes congruentes, entdo os triangulos também séo congruentes.
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Demonstracéo:

G figura 5:

Considere os triangulos ABC e DEF tais que, AB = DE,BC = EF e AC = DF. Essa
demonstracdo requer uma constru¢do. Marcamos o ponto G no semiplano determinado
pela reta AC que ndo contém o vértice B do triangulo ABC de modo que < CAG =<
EDF e AG = DE, assim os triangulos ACG e DFE sao congruentes por LAL, pois AC =
DE ( por hipétese), < CAG =< EDF e AG = DE ( os dois Gltimos por construcdo).
Agora vamos mostrar que ABC = AGC. Para isso ligue os vértices B e G, como AG =
DE = AB e GC = EF = BC os triangulos ABG e CBG séo isésceles de base comum
BG, dai segue da proposicao (2.6) as congruéncias < ABG =< AGB e < CBG =< CGB
onde podemos concluir que < ABC =< AGC, visto que < ABC =< ABG+< GBC e <
AGC =< AGB+< BGC, por outro lado ja sabemos que AG = DE = AB e GC = EF =
BC assim os tridngulos ABC e AGC séo congruentes por LAL. Como os triangulos DEF

e AGC sdo congruentes, segue que ABC e DEF séo triangulos congruentes.

Existem outras duas possiveis construcGes que nos levam ao mesmo resultado

final, uma delas é apresentada na figura a seguir:
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figura 6:

A demonstracdo € bem analoga, mudando apenas uma passagem em que aparece

uma soma de angulos por uma diferenca, de fato:

Considere os tridngulos ABC e DEF tais que, AB = DE,BC = EF e AC = DF.
Essa demonstragdo requer uma construgcdo. Marcamos o ponto G no semiplano
determinado pela reta AC e oposto ao vértice B do triangulo ABC de modo que <
CAG =< EDF e AG = DE, assim os triangulos ACG e DFE sao congruentes por LAL,
pois AC = DF ( por hipotese), < CAG =< EDF e AG = DE ( os dois Ultimos por
construcdo). Agora vamos mostrar que ABC = AGC. Para isso ligue os vértices B e G,
como AG = DE = AB e GC = EF = BC os triangulos ABG e CBG s&o isosceles de
base comum BG, dai segue da proposicdo (2.6) as congruéncias < ABG =< AGB e <
CBG =< CGB onde podemos concluir que < ABC =< AGC, visto que < ABC =<
CBG—< ABG e < AGC =< BGC—< AGB, por outro lado ja sabemos que AG = DE =
AB e GC = EF = BC assim os triangulos ABC e AGC séo congruentes por LAL. Como
os tridngulos DEF e AGC sdo congruentes, segue que ABC e DEF sdo triangulos

congruentes.

Outro caso a se considerar € quando o ponto G pertence a reta AB. Como na figura

abaixo.
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figura 7:

Nos 3 casos a argumentacdo é bem parecida. Neste caso temos os triangulos ABC
e DEF tais que, AB = DE,BC = EF e AC = DF. Marcamos o0 ponto G no semiplano
determinado pela reta AC e oposto ao vértice B do triangulo ABC de modo que <
CAG =< EDF e AG = DE, assim os triangulos ACG e DFE sao congruentes por LAL,
pois AC = DF ( por hipotese), < CAG =< EDF e AG = DE ( os dois ultimos por
construcdo). Agora vamos mostrar que ABC = AGC. Para isso ligue os vértices B e G,
lembrando que aqui os pontos A,B e G estdo alinhados, como GC = EF = BC 0
tridangulo CBG é isdsceles de base BG, dai segue da proposicdo (2.6) a congruéncia <
ABC =< AGC, por outro lado ja sabemos que AG = DE = AB e GC = EF = BC assim
os triangulos ABC e AGC s&o congruentes por LAL. Como os tridngulos DEF e AGC sé&o

congruentes, segue que ABC e DEF sdo triangulos congruentes.

2.8 Definigdo. Dois angulos sao suplementares se a soma das medidas dos dois é igual
a 180° e os angulos < BAC,< ACB e < ABC sao angulos chamados de internos do

tridngulo. O angulo externo localizado no vértice A é o suplemento do &ngulo < BAC.

Abaixo iremos provar o Teorema do Angulo Externo, que é fundamental nas

proposi¢oes que se seguem.

2.9 Teorema (do Angulo Externo). Um angulo externo de um triangulo é maior que

qualquer um dos dois angulos internos nao adjacentes a ele.
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Demonstragdo: Dado um triangulo ABC seja D um ponto da reta AC tal que o ponto A
fique entre C e D. Devemos mostrar que < DAB é maior que < ACB e maior também
que < ABC.

C A
figura 8:

Vamos provar que < DAB é maior que < ABC. Para isso seja 0 ponto E médio de
AB e o0 ponto F pertencente a reta CE, tal que CE = EF e C # F Assim, pelo axioma
(2.3), os triangulos BCE e AFE sao congruentes, pois BE = EA (ponto médio) CE =
EF ( por construcdo) e < BEC = FEA (opostos pelo vértice). Desta maneira < ABC =
< EAF e como o segmento AF é interno ao angulo < DAB temos que < EAF é menor

que < DAB, mas < ABC =< EAF dai temos que < ABC é menor que < DAB.

Observe que o ponto F na demonstracdo acima é interior ao angulo < BAD, pois a
reta AB determina dois semiplanos, F esta no semiplano oposto ao ponto C por
construcdo. A reta CAD determina dois semiplanos, F estd no mesmo semiplano do
ponto E, caso contrario o segmento EF cortaria a reta CAD e os pontos C,E e F ndo

estariam alinhados. Assim o ponto F pertence ao interior do angulo < BAD

Para provarmos que < DAB é maior que < ACB a construcdo é analoga. Devemos
marcar o ponto E médio de AC e o ponto D deve ficar na reta AB de modo que A fique

entre BeD.

2.10 Proposi¢do. A soma das medidas de dois angulos internos de um tridngulo é
sempre menor que 180°.
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Demonstragdo: Dado um triangulo ABC, vamos mostrar que A + B < 180°. Seja « a
medida do angulo externo com vértice em A. Ento por (2.9) e pelo fato de A e a serem
suplementares temos que B <a e a+ A = 180° somando A nos dois lados da

inequacéo temos A + B < a + A = 180°.

Essa proposicdo nos diz que em qualquer tridngulo temos no maximo um angulo

reto assim como no méximo um angulo obtuso.

A proposigdo abaixo compara medidas de lados e medidas de angulos e as

posicOes destes lados e angulos no triangulo.

2.11 Proposi¢do. Se dois lados de um triangulo tém medidas diferentes entdo os
angulos opostos a cada um desses lados também séo diferentes e o maior angulo fica

oposto ao maior lado.

Demonstracdo: A primeira parte é consequéncia direta da Proposicdo (2.6). Devemos
mostrar entdo que o maior lado é oposto ao maior angulo. Considere um triangulo ABC
em que BC < AC assim devemos concluir que < BAC é menor que < CBA. Para isso

tomemos um ponto D sobre o segmento AC de modo que CD = CB.

figura 9:

Temos que < CBD =< CDB, pois por constru¢do o tridngulo BCD é isosceles.
Como BD divide o angulo < ABC temos que < CBD é menor que < CBA. Por outro
lado < CDB é externo do triangulo ABD, assim por (2.9) temos < CDB é maior que <
CAB. Como < CBD =< CDB, segue que < CBD é maior que < CAB. Essa informacdo
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junto com o fato de < CBD ser menor que < CBA nos da o que queriamos mostrar, que
€ < BAC é menor que < CBA.

A proxima proposicdo e de fundamental importancia na demonstragdo do altimo

caso de congruéncia de quadrilateros que veremos no proximo capitulo.

2.12 Proposicdo. Dado uma reta s e um ponto P fora da reta, existe uma Unica reta r
perpendicular & s passando por P e, chamando o ponto de interseccédo de se r de Q,

temos que o ponto Q esta mais proximo de P do que qualquer outro ponto de s.
Demonstracéo:

Parte 1. Inicialmente iremos mostrar que existe uma reta r com as propriedades
desejadas. Para isso considere a reta s e 0 ponto P fora dela e tome um ponto B
pertencente a reta s. Se PB for perpendicular a reta s ja& teremos achado uma reta
perpendicular a s passando por P. Caso contrario marque o ponto P’ no semi plano
oposto ao que contém o ponto P, de modo que: BP = BP’ e os angulos agudos que BP
e BP' formam com a reta s sejam congruentes. Seja Q o ponto de interseccdo de PP’
com a reta s. Assim pelo axioma (2.3) os triangulos BQP e BQP' sdo congruentes.
Desta congruéncia temos que os angulos suplementares < BQP e < BQP' séo

congruentes e, portanto cada um mede um angulo reto.

figura 10:
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Parte 2. Agora devemos mostrar que a reta PP’ acima é Unica. Suponha que pelo ponto

P passe duas retas perpendiculares a reta s como mostra a figura a seguir.

!S'

figura 11:

Desse modo teriamos um tridngulo dois &ngulos retos, o que por (2.10) é um

absurdo. Portanto reta PP’ é Gnica e a chamamos de reta r no enunciado da proposicéo.

Parte 3. Agora temos que mostrar que o ponto Q estd mais préximo de P do que

qualquer outro ponto da reta s.

S

figura 12:
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Para isso suponha que existe um ponto Q' pertencente a reta s de modo que PQ’ <
PQ. Como o triangulo PQQ’ tem um angulo reto em @Q, sabemos por (2.10) que cada um
dos outros dois angulos do triangulo medem menos que um angulo reto, assim temos
que o triangulo PQQ’ néo é is6sceles de base QQ’ sendo PQ # PQ'. Desta forma temos
por (2.11) que PQ’ é o maior lado do triangulo, por ficar oposto ao maior angulo do

triangulo. Contradicéo.

2.13 Definicdo: Um triangulo € chamado de triangulo retdngulo quando um de seus
angulos internos for igual a um angulo reto. O lado oposto ao angulo reto chama se
hipotenusa e os outros dois lados séo chamados de catetos.

Iremos demonstrar a seguir um caso particular de congruéncia de triangulos. E o
caso de congruéncia entre dois tridngulos retangulos que possuem hipotenusa e um
cateto congruentes. Repare que a demonstracdo ndo usara como argumento o teorema
de Pitagoras e nem o fato da soma dos angulos internos ser igual a 180°, vamos lembrar
que as proposicOes e teorema estdo sendo feitos em um ambiente de geometria neutra,

ou seja, ndo estamos admitindo como verdade o 5° postulado de Euclides.

2.14 Proposicao. Se dois triangulos retangulos ABC e A'B’C’ com angulos retos em A e

A', tém hipotenusas BC = B'C' e catetos AB = A'B’, entdo eles sdo congruentes.

Demonstracdo: Se AC = A'C' entdo os triangulos sdo congruentes por (2.7). Caso
contrario, suponha AC > A'C’, seja o0 ponto D sobre o lado AC de modo que AD = A'C’.
Desta forma os triangulos ADB e A'C’'B’ sdo congruentes pelo axioma (1.3), visto que
AB=A'B', A= A" e AD = A'C’. Assim temos que BD = B'C’ = BC, repare que 0
triangulo BDC é is6sceles de base CD e consequentemente angulos < BDC e < DCB
sdo congruentes. O angulo < BDC é externo do tridangulo ADB, assim por (2.9) ele vale
mais que um reto, desta forma o triangulo isésceles BDC teria dois angulos maiores que
um reto, o que por (2.10) é um absurdo. Assim provamos que AC ndo € maior que A'C’.
Analogamente podemos provar que AC nao € menor que A’'C’, portanto s6 resta AC =
A'C'.
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‘A B A’ B'

figura 13:

2.15 Teorema. (Caso AAL, de congruéncia) sSe dois triangulos ABC e DEF tem as

seguintes congruéncias:A = D, B = E e AC = DF ent#o eles s&o congruentes.

Demonstracao:

& E
c
A/\ /\F
D

figura 14:

Em relacdo aos lados AB e DE temos 3 possibilidades:
AB < DE ou AB > DE ou AB = DE

suponha que AB < DE, entdo podemos marcar um ponto G sobre o lado DE de modo
que se tenha AB = DG e assim por LAL temos a congruéncia dos tridngulos ABC e

DGF. Desta forma temos as congruéncias: < ABC =< DGF =< GEF 0 que é um
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absurdo, pois < DGF é angulo externo do tridngulo GEF e, portanto deve ser maior que

o0 angulo < GEF.

B E
C
AA /\F
D

figura 15:

suponha que AB > DE, entdo podemos marcar um ponto G sobre o prolongamento do
lado DE de modo que se tenha AB = DG e assim por LAL temos a congruéncia dos
triangulos ABC e DGF. Desta forma temos as congruéncias: < ABC =< DGF =< DEF
0 que é um absurdo, pois < DEF é angulo externo do tridangulo GEF e, portanto deve

ser maior que o angulo < DGF.

G
B
/\ E
C
A F
D

figura 16:
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Capitulo I

CONGRUENCIA DE POLIGONOS: DOIS CASOS GERAIS

Neste capitulo iremos demonstrar dois casos de congruéncia que valem para
poligonos de n lados, estes casos envolvem congruéncias alternadas de lados e angulos
ou angulos e lados. A prova serd por inducdo e usaremos 0s casos de congruéncia de

tridangulos ja demonstrados.
Primeiro uma definigcdo sobre poligonos.

Definicdo: Um poligono € dito simples quando ndo ha interseccdes entre seus lados,

exceto interseccdo de dois lados consecutivos em um vértice do poligono.

figura 17:

Na figura acima temos que ABCD é quadrilatero simples e EFGH € quadrilatero ndo

simples.

Proposicao: Dados dois poligonos simples de n lados, entdo os dois casos abaixo de

congruéncia sado sempre validos:
1) LALAL ...LAL com 2n — 3 congruéncias.

2) ALALA ... ALA com 2n — 3 congruéncia.
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Vale lembrar que se os poligonos tém n lados entdo ha 2n congruéncias, ou seja,

n lados e n angulos congruentes.

Demonstracao: Vamos fazer a demonstracdo por indugéo. Inicialmente vamos verificar
0 caso 1, que se d& obviamente com n = 3. Com esse valor de n temos o0s casos LAL e
ALA. O primeiro ja foi postulado e o segundo demonstrado no capitulo anterior. Usando
n =3 na expressdo 2n — 3 temos 3 como resultado. Portanto o caso 1 é valido. A
demonstracdo que segue abaixo necessita que n = 5, quando n = 4 os casos LALAL e

ALALA estdo demonstrados no proximo capitulo.

Agora vamos supor que dados dois poligonos simples de n lados onde se tenha as

congruéncias

LALAL ...LAL com 2n—3 congruéncias ou ALALA..ALA com 2n-—3

congruéncia, sejam sempre congruentes.

Assim devemos mostrar que dados dois poligonos simples de (n + 1) lados onde

se tenha as congruéncias

LALAL ...LAL com 2n—1 congruéncias ou ALALA..ALA com 2n-—1

congruéncias, sejam sempre congruentes. Vamos chaméa-los de pol 1 e pol 2.
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pol 1

poligono de n lados

figura 18:

pol 2

poligono de n lados

figura 19:
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Como n =5 € possivel escolnermos um vértice M do pol 1 e seus dois veértices
adjacentes P e Q, e no pol 2, localizamos os correspondentes M', P’ e Q' de modo que
se tenha, por hipétese, as congruéncias: QM = Q'M', PM = P'M’, M = M Q=Q e
P = P'e portanto, por LAL, 0s triangulos PQM e P'Q'M's&o congruentes, fazendo com
que PQ = P'Q".

Os dois poligonos de n lados obtidos ao retirarmos dos pol 1 e pol 2 os triangulos
PQM e P'Q'M’, sdo congruentes. De fato, pois tinhamos por hipétese que 0 = Q' e
como os tridngulos PQM e P'Q'M’ s&o congruentes os novos angulos Q e Q’, dos
poligonos de n lados também s&o congruentes. Analogamente os novos angulos P e P’

também séo congruentes.

Como ja vimos PQ = P'Q’, dai concluimos que os poligonos de n lados
satisfazem as congruéncias LALAL ...LAL com 2n — 3 congruéncias e ALALA ...ALA
com 2n — 3 congruéncia, visto que retiramos dois lados e um angulo (PM, QM e M) e
acrescentamos um lado (PQ). Assim por hipdtese de inducéo os poligonos de n lados

sdo congruentes e portando 0s pol 1 e pol 2 também sdo congruentes.

32



Capitulo 111
CONGRUENCIAS DE QUADRILATEROS

Antes de demonstrarmos 0s casos de congruéncia de quadrilateros vamos fazer

uma definicéo.

. Um poligono é dito convexo se dados quaisquer pontos M e N em seu interior entdo o
segmento MN também esta todo contido em seu interior. Um poligono é dito cdncavo
quando existirem pontos M e N em seu interior tais que algum ponto do segmento MN

esteja exterior ao poligono.

figura 20:

Acima temos ABCD quadrilatero convexo e EFGH quadrilatero concavo.

Vamos lembrar que, dois quadrilateros sdo congruentes se quatro lados
correspondentes e quatro angulos interiores correspondentes sdo congruentes, assim ha
um total de oito congruéncias a serem verificadas. Porém cada teorema nos diz que
podemos garantir a congruéncia com cinco dos oito elementos citados, vale a pena

lembrar que nos triangulos necessitdvamos trés dos seis elementos congruentes.

Antes de enunciar e demonstrar os casos de congruéncia de quadrilateros com
cinco das oito medidas correspondentemente iguais em um par de quadrilateros, vamos
apresentar os contraexemplos que nos garantem que de fato cinco é o0 menor numero de

hipétese de medidas correspondentemente iguais para garantirmos a congruéncia.
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Vamos construir contraexemplos para todas as possibilidades de quatro medidas
correspondente iguais em quadrilateros ndo congruentes. Abaixo o quadro mostra dez
combinagdes possiveis e suas combinacdes equivalentes, totalizando os 16 casos.

COMBINACOES | COMBINACOES
EQUIVALENTES
AAAA | -
AAAL LAAA
AALA ALAA
AALL LLAA
ALAL LALA
A S S —
ALLA | e
LLLA ALLL
LLAL LALL
1 1 o ——

Assim, temos um total de 10 contraexemplos para construir. Seguem abaixo
Contraexemplo 1
No retdngulo e trapézio retangulo abaixo temos que:

AD e EF tém mesma medida assim como DC e FG.
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D, F, A e E também tém a mesma medida, visto que s&o retos.

o o B °

figura 21;

Observe que o exemplo acima mostra que ALAL ndo é caso de congruéncia de

quadrilateros.
Contraexemplo 2

Se considerarmos um losango de lado medindo a com angulos internos diferentes
de um reto e um quadrado de lado medindo a, verificamos que LLLL ndo é caso de

congruéncia de quadrilateros.
Contra exemplo 3

E se considerarmos um quadrado de lado medindo a e um retangulo com um lado
diferente de a e o0 outro lado de medida a, verificamos que
AAAA,AAAL,AALA, LAAL ndo sdo casos de congruéncia de quadrilateros.
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Contraexemplo 4

figura 22:

Acima temos um losango de lado medindo a e um trapézio isosceles com lados
EH,HG e GF medindo a. Considere ainda que os angulos agudos do losango sdo
congruentes aos angulos agudos do trapézio e que os angulos obtusos do losango sdo

congruentes aos angulos obtusos do trapézio. Assim temos gque 0s casos

LLLA,LLAL e AALL néo sdo casos de congruéncia
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Contraexemplo 5

figura 23:

Nos quadrilateros acima temos que EFGH € um retangulo de lado EF medindo b
e lado FG medindo a. No quadrilatero ABCD temos que A e C sdo retos e os lados
BC e CD medem a e o lado AB mede b. Isso mostra que ALLA ndo é um caso de

congruéncia de quadrilateros.

Com isso temos os 10 contraexemplos no caso de 4 informacdes. Se 4
informacdes sdo insuficientes para garantir a congruéncia, 3 informacdes também sdo

insuficientes.

.Com um pouco de combinatdria basica, concluimos que temos 32 maneiras de
escrevermos uma sequencia de 5 letras onde temos duas opcdes para cada letra ( A ou
L). Desses 32 casos temos dois que ndo fazem sentido, séo eles LLLLL e AAAAA. Dos
outros 30 casos restantes alguns formam congruéncia e outros ndo e ha ainda casos
equivalentes. Por exemplo, LLALA e ALALL representam as mesmas informacoes,
sendo um e ndo dois casos a se estudar a congruéncia. Agrupando devidamente esses
casos equivalentes e desprezado os dois que ndo fazem sentido temos dez casos para

verificar. Observe o quadro a seguir:
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COMBINACOES

COMBINACOES
EQUIVALENTES

E CASO DE CON-
GRUENCIA?

LALAL SIM
ALALA SIM
AALAL LALAA SIM
LLLLA LLLAL, LLALL, NAO EM GERAL, SO E
LALLL ALLLL VALIDA EM QUADRI-
LATEROS CONVEXOS.
ALAAL LAALA NAO
ALALL LLALA NAO
ALLAL LALLA NAO
AAAAL AAALA, AALAA NAO
ALAAA, LAAAA
LLLAA AALLL, ALLLA NAO
LAALL, LLAAL
AAALL LAAAL, LLAAA SIM
ALLAA, AALLA

Agora vamos demonstrar 0s casos em que ha& congruéncia ,e no final,

construiremos contraexemplos para 0s casos em que nao ha congruéncia.

Como vimos na tabela, no caso LLLLA sé ha congruéncia quando os quadrilateros

sdo convexos, no final mostraremos um contraexemplo quando um deles é concavo.
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Teorema 3.1: (caso L LLLA de congruéncia) Dados dois quadrilateros convexos ABCD
e A'B'C'D' com AB = A'B',BC = B'C',CD = C'D',AD = A'D' e A= A" entdo eles

S0 congruentes.

Demonstracéo:

A' D'

figura 24:

Como ja sabemos que ambos os quadrilateros sdo convexos, vamos usar a
diagonal BD e B’D’ onde, devido a convexidade, ambas séo internas aos quadrilateros.
Os triangulos ABD e A’B’D’ sdo congruentes por LAL visto que por hipdtese AB =
A'B',AD = A'D' e A = A, assim BD = B'D'e por LLL os tridangulos BCD e B’C’D’ séo
congruentes. Desta forma, os quadrilateros tém 4 lados correspondentes e 4 angulos
correspondentes congruentes, sendo eles entdo também congruentes, o que termina a

demonstracdo.

O proximo caso de congruéncia de quadrilatero é o um dos casos de congruéncia

de poligonos quando n = 4, no capitulo anterior provamos paran > 5.

Teorema 3.2: (caso LALAL de congruéncia) Se dois quadrilateros simples ABCD e
A'BCD ttm AB=AB,B=B, BC=BC,C=C eCD=C'D'entdo eles sio

congruentes.

Demonstragcdo: Vamos inicialmente provar que se a diagonal AC for interna ao

quadrilatero ABCD a diagonal A’C’ também sera interna ao quadrilatero A'B'C'D’. Os

triangulos ABC e A’B’C’ sdo congruentes devido ao caso LAL, assim se AC estd no

interior do quadrilatero, entdo ela esta no interior do angulo < BCD e isso significa que

< BCAé menor que < BCD. Entdo, jd que 0 < B'CA =< BCA e <B(CD =<
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BCD temos que < B’C’A’ é menor que< B’C’D’. Portanto, A’C’ obrigatoriamente esta no
interior do < B’C’D’. De maneira anéloga temos que se AC ndo estd no interior do

quadrilatero ABCD, A’C’ também ndo estara no interior do quadrilatero A'B’'C'D’.

Dois poligonos simples com as condicOes inicias do teorema, ou sdo ambos

convexos ou ambos céncavos. De fato, suponha ABCD convexo e A’B’C’D’ concavo.

figura 25. D Al figura 26:

Temos que os triangulos ABC e A’B’C’ sédo congruentes pelo caso LAL, pois por
hipétese, AB = A’'B’,B = B'e BC = B'C’, assim temos que< ACB =< A'C'B’. Os
angulos < BCD = Be < B'C'D' = B sdo congruentes também por hipotese, mas <
ACB é menor que B e < A’C’B’ é maior que S, sendo uma contradi¢do.Fazendo o
vértice A’ variar de posicdo no poligono concavo, chegaremos a contradicdes

semelhantes.
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Agora vamos considerar ambos os poligonos convexos.

D'

figura 27:

B

[ >

D

figura 28

Como os triangulos ABCe A’B’C’ sdo congruentes ( caso LAL) dai temos que AC =
A'C < BCD =< B'C'D’,< BCA=<B'CA e <ACD =< ACD pois <ACD =<
BCD — < BCAe <ACD =<B(CD—-<BC(CA. Assim pelo caso LAL o0s
triangulos ACD e A’C’D’ sdo congruentes e os quadrilateros ABCD e A’B’C’D’ tem 4

lados e 4 angulos em seu interior correspondentes e congruentes fazendo com que 0s
quadrilateros sejam congruentes.
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Sejam agora ambos concavos com diagonal AC em seu interior e vértice C no

angulo concavo, o caso em que o Vveértice A fica no angulo concavo € analogo.

D figura 29

figura 30

Como os triangulos ABC e A’B’C’ séo congruentes pelo caso LAL dai temos que
AC = AC, < ACB =< A'B'C’ e < CAB =< C’A’B’. Temos também
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<ACD=B—-<ACBe <ACD =pf—-<ACB dai temos que < ACD =< A'C'D’
visto que < ACB =< A’C’'B’. Assim pelo caso LAL os triangulos ACD e A’C’D’ sdo

congruentes, fazendo com que os quadrilateros ABCD e A’B’C’D’ também sejam.

Suponha ambos céncavo com diagonal AC exterior. Faremos o vértice B no

angulo concavo, o caso em que o vertice D fica no angulo concavo é anélogo.

figura 31

A figura 32

Novamente pelo caso LAL os triangulos ABC e A’B’C’sdo congruentes,
assim:AC = A’'C’, < BAC =< B’A'C’e < ACB = A'C’'B’. Os triangulos ADC e A'D'C’
sdo congruentes pelo caso LAL, pois DC = D’C’, AC = A’C’ e 0s angulos < ACD =<
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ACB+ B e <ACD =< AC'B’+ [ séo congruentes. Assim AD = A’D’ o que implica

que os quadrilateros ABCD e A’B’C’D’ sdo congruentes, como queriamos demonstrar.

O caso de congruéncia abaixo também é o segundo caso de congruéncia de

poligonos com n = 4, citado no final do capitulo anterior.

Teorema 3.3: (caso ALALA de congruéncia) Se dois quadrilateros simples ABCD e
ABCD tm A=A, AB=AB,B=B,BC=BCe(=C entdo eles sio

congruentes.

Demonstracdo: Vamos inicialmente provar que se a diagonal AC for interna ao
quadrilatero ABCD a diagonal A’C’ também sera interna ao quadrilatero A'B'C'D’. Os
tridngulos ABC e A’B’C’ s&o congruentes devido ao caso LAL, assim se AC estid no
interior do quadrilatero, entdo ela esta no interior do angulo < BCD e isso significa que
< BCA¢é menor que < BCD. Entdo, jA que 0 < B'C'A’ =< BCA e <BCD =<
BCD temos que < B’C’A’ ¢ menor que< B’C’D’. Portanto, A’C’ obrigatoriamente esta no
interior do < B’C’D’. De maneira analoga temos que se AC ndo estd no interior do

quadrilatero ABCD, A’C’ também ndo estara no interior do quadrilatero A'B’'C'D’.

Agora iremos mostrar que dois poligonos com as congruéncias acima sao ambos
convexos ou ambos concavos. Para isso suponha um convexo e o outro cdncavo, Como

mostra a figura.

A figura 33

figura 33
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Como AB=A'B', B=B'" e BC=B'C' os triangulos ABC e A'B'C’ sio
congruentes por LAL, assim < BAC =< B'A'C’. Mas < BAC é menor que a e < B'A'C’
€ maior que a, portanto os quadrilateros com as congruéncias dadas ndo podem ser um
convexo e outro cdncavo. Fazendo o vértice A’ variar de posicdo no quadrilatero
céncavo teria um dos angulos «, 8, 0u y caindo no angulo céncavo do quadrilatero
A'B'C'D’, que seria um absurdo, visto que a, 3, e y sdo angulos de medidas menores que
180° enquanto o angulo concavo mede mais que 180°.

Consideremos entdo ambos os poligonos convexos como na figura abaixo:

) figura 35

figura 34

Os triangulos ABC e A'B'C’ sio congruentes por LAL, pois AB = A'B',B = B' e
BC = B'C'. Assim AC = A'C',< BAC =< B'A'C' e < BCA =< B'C'A’. Como DAC =
a—<BAC e D'A'C'=a— < B'A'C’' temos que < DAC = D'A'C' e analogamente
temos < DCA = D'C'A’. Desta forma os triangulos ADC e A'D'C’ séo congruentes por

ALA, e consequentemente os quadrilateros acima também sdo congruentes.

Sejam agora ambos os poligonos concavos com diagonal AC em seu interior e
vertice € no angulo céncavo, o caso em que o veértice A fica no angulo céncavo é

analogo.
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figura 36

figura 37

A prova deste caso € a mesma gue quando ambos sdo convexos, veja:

Os triangulos ABC e A'B'C’ séo congruentes por LAL, pois AB = A'B',B = B’ e
BC = B'C’'. Assim AC = A'C',< BAC =< B'A'C' e < BCA =< B'C'A’. Como DAC =
a—<BAC e D'A'C'=a— < B'A'C’' temos que < DAC = D'A'C’' e analogamente
temos < DCA = D'C'A’. Desta forma os triangulos ADC e A'D'C’ séo congruentes por

ALA, e consequentemente os quadrilateros acima também sdo congruentes.

Para finalizar falta considerarmos ambos céncavos com diagonal AC exterior.
Faremos o vértice D no angulo cdncavo, o0 caso em que o vértice B fica no angulo
cébncavo é andlogo, mudando apenas uma diferenca de angulos para uma adicdo de

angulos.
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A figura 38 C A figura 39
[

Os triangulos ABC e A'B'C’ sdo congruentes por LAL, pois AB = A'B',B = B' e
BC = B'C'. Assim AC = A'C',< BAC =< B'A'C' e < BCA =< B'C'A’. Como DAC =
<BAC—a e D'A'C' =< B'A'C' — a temos que < DAC = D'A'C’' e analogamente
temos < DCA = D'C'A’. Desta forma os triangulos ADC e A'D'C’ séo congruentes por
ALA, e consequentemente os quadrilateros acima também sdo congruentes, o que

termina a demonstracéo.

Abaixo segue mais um caso de congruéncia de quadrilateros, neste caso ainda sera
possivel a utilizacdo das diagonais AC e A'C' e assim dividir os quadrilateros em
triangulos e usarmos os casos de congruéncia de triangulos. O Gltimo caso isso ndo seré

possivel.

Teorema 3.4: (caso AALAL de congruéncia) Se dois quadrilateros simples ABCD e
ABCD tm D=D, A=A ,AB=AB,B=B"eBC=BC entdo eles sio

congruentes.

Demonstracdo: A estrutura da demonstracdo é a mesma que os dois casos anteriores.
Vamos inicialmente provar que se a diagonal AC for interna ao quadrilatero ABCD a
diagonal A’C’ também sera interna ao quadrilatero A'B'C'D’. Os triangulos ABC e A'B’C’
sdo congruentes devido ao caso LAL, assim se AC esta no interior do quadrilatero, entdo

ela estd no interior do angulo < BCD e isso significa que < BCA é menor que < BCD.
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Entdo, jAque 0 < B'C'A’ =< BCAe < B’C’'D’ =< BCD temos que < B’C’A’ é menor
que< B’C’D’. Portanto, A’C’ obrigatoriamente estd no interior do < B’C’D’. De maneira
analoga temos que se AC ndo esta no interior do quadrilatero ABCD, A’C’ também n&o

estara no interior do quadrilatero A'B'C'D’.

Agora iremos mostrar que dois poligonos com as congruéncias acima sao ambos
convexos ou ambos concavos. Para isso suponha um convexo e o outro cdncavo, como

mostra a figura.

figura 41

figura 40

Os triangulos ABC e A'B'C' sdo congruentes por LAL, pois AB = A'B',B = B e
BC = B'C'. Assim AC = A'C',< BAC =< B'A'C' e < BCA =< B'C'A’. Também temos
< DAC =B —<BAC e <D'A'C' = B— < B'A'C’ e, portanto 0s angulos < DAC e <
D'A'C’ sdo congruentes. Observe que os triangulos ADC e A'D'C’ sdo congruentes por
AAL, e como consequéncia temos ¢ = C’, o que é uma contradicdo, visto que C é
menor que 180° e C’' é maior que 180°. Fazendo o vértice A’ variar de posi¢do no
quadrilatero concavo teria um dos angulos a, 8, ou y caindo no angulo concavo do
quadrilatero A’B'C'D’, que seria um absurdo, visto que a, 8, e y sdo angulos de medidas

menores que 180° enquanto o angulo concavo mede mais que 180°.
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Consideremos entdo ambos 0s poligonos convexos como na figura abaixo:

Al B

figura 43
figura 42 ®

Os triangulos ABC e A'B'C’ sdo congruentes por LAL, pois AB = A'B',B = B' e
BC = B'C'. Assim AC = A'C',< BAC =< B'A'C' e < BCA =< B'C'A’. Também temos
< DAC =B —<BAC e <D'A'C' = B— < B'A'C’ e, portanto o0s angulos < DAC e <
D'A'C’ sdo congruentes. Observe que os triangulos ADC e A'D'C’ sdo congruentes por
AAL, e como consequéncia temos € = C', AD = A'D' e CD = C'D’ o que torna os

quadrilateros acima congruentes.

Sejam agora ambos 0s poligonos concavos com diagonal AC em seu interior e
vértice € no angulo cbncavo, o caso em que o vértice A fica no angulo cbncavo é

analogo.

C'

figura 44 figura 45
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A prova deste caso € a mesma gque quando ambos sdo convexos, veja:

Os triangulos ABC e A'B'C’ sdo congruentes por LAL, pois AB = A'B',B = B' e
BC = B'C'. Assim AC = A'C',< BAC =< B'A'C' e < BCA =< B'C'A’. Também temos
< DAC =B —<BAC e <D'A'C' = B— < B'A'C’ e, portanto os angulos < DAC e <
D'A'C’ sdo congruentes. Observe que os triangulos ADC e A'D'C’ sdo congruentes por
AAL, e como consequéncia temos € = C', AD = A'D' e CD = C'D’, 0 que torna 0s

quadrilateros acima congruentes.

Falta considerarmos ambos concavos com diagonal AC exterior. Faremos o
vértice D no angulo céncavo, o caso em que o vertice B fica no angulo concavo é

analogo, mudando apenas uma diferenca de angulos para uma adicéo de angulos.

A figura 47
A figura 46 A ¢

Os triangulos ABC e A'B'C’ sio congruentes por LAL, pois AB = A'B',B = B' e
BC = B'C'. Assim AC = A'C',< BAC =< B'A'C' e < BCA =< B'C'A’. Também temos
< DAC =< BAC — B e <D'A'C' =< B'A'C' — B e, portanto os angulos < DAC e <
D'A'C’ sdo congruentes. Observe que os triangulos ADC e A'D'C' sdo congruentes por
AAL, e como consequéncia temos € = C', AD = A'D' e CD = C'D’ o que torna 0s

quadrilateros acima congruentes e termina a demonstragéo.

A seguir vamos provar mais um caso de congruéncia:
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Teorema 3.5: (congruéncia caso: AAALL) Se dois quadriladteros ABCD e A’B’C’D’ séo
simples e < A=< A, <B=<B,<(C=<C(C,CD=CD e DA = DA entdo eles séo

congruentes.

Demonstracdo: Vamos fazer a demonstracdo por contradicdo. Suponha que dois

quadrilateros com as condigdes dadas acima ndo séo congruentes.
1° Passo: Construindo linhas paralelas.

Vamos construir um novo quadrilatero A;B,CD que ir4 sobrepor-se a0 maximo

com ABCD e sera congruente a A’B’C’D’. Construcéo:

a) Localizar B, sobre CB de modo que CB; = C’B’, observe que BC e B’C’ ndo podem
ser congruentes, caso contrario os quadrilateros ABCD e A’B’C’D’ seriam congruentes
por AALAL. Assim B # B,

b) O vértice A, deve estar do mesmo lado BC com A, < A;B,C =< A'B'C’e A{B; =
A’B’. Os axiomas de construcdo de segmentos garantem a existéncia de um unico ponto
A; com essas propriedades. Desta forma A;B,CD e A’B’C’D’s&o congruentes por
LALAL e como < A;B,C =< A'B'C’ =< ABC as linhas A;B; e AB sdo paralelas,
visto que se ndo forem paralelas existira um triangulo em que o angulo A;B,C sera
angulo externo do triangulo com medida igual ao angulo ABC interno do triangulo e ndo

adjacente ao angulo externo, isso € uma contradi¢do pelo teorema do angulo externo.

0

figura 48
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2° Passo: Localizando o vértice D.

As linhas paralelas AB e A, B, dividem o plano em 3 regiGes como mostra a figura

1
A B
@ @
2
@ O
A B
1
3
figura 49

Vamos mostrar que D ndo pode estar na regido 2. Se ambos os quadrilateros
forem convexos, é trivial que D ndo esteja na regido 2. Se os quadrilateros séo
cdncavos, vamos supor que D esteja na regido 2. Com base em nossa constru¢do € ndo
esta na regido 2, pois temos CBB; ou CB,B, assim uma das linhas AB ou A;B; fica
entre C e D e a outra ndo.Vamos considerar que A;B, separa D e C, 0 outro caso €

analogo.

figura 50
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figura 51

Como C e D estdo do mesmo lado de em relacéo a reta AB, D tem de estar na
regido 3, 7 ou 5. Note que se D esta na regido 6 ABCD nao sera simples. Se D esta na
regido 3 entdo had um angulo cébncavo em C. Se D esta na regido 5 entdo ABCD €

convexo e se D esta na regido 7 ha um angulo cdncavo em D.

Por outro lado, como C e D estdo em lados opostos em relacdo a reta A;B; temos
que D deve estar na area 1 ou 2, se ele estiver na area 4 A, B;CD nao seria simples. Se D
esta na regido 1 ha um angulo cdncavo em A; e se estiver na regido 2 ha um angulo

cdncavo em B,

No quadrilatero ABCD, nem A nem B s&o concavos. Ja no quadrilatero A,;B,CD,
ou 4, ou B; sdo cdncavos, mas lembre-se que A = A; e B = B, sendo assim uma
contradicdo, visto que um angulo concavo mede mais que 180° e um ndo concavo mede

menos que 180°.

Assim D ndo esta na regido entre as retas AB e A, B;.
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3° Passo. Medindo distancias.

figura 52

Agora vamos considerar os angulos A e A; retos. Assim como D e A estdo em
lados opostos em relacéo a reta A;B;, hd um ponto P entre Ae D que esta sobre a reta
A,B;. Dai

DP < DA = DA,;, mas isso € uma contradicdo, pois por (1.12) A,deveria ser o ponto

da reta A, B; mais proximo de D.

Sejam A e A, ndo retos agora, como na figura abaixo.

figura 53

Novamente por ( 1.12) podemos localizar E e E; bases das perpendiculares as
retas AB e A,B; passando pelo ponto D respectivamente. Como AD = A,D, A = A; e
E = E, os triangulos DAE e DAE, s&o congruentes por AAL,, assim DE = DE,. Mas

jaque D e E estdo em lados opostos em relacdo a reta A;B;, hd& um ponto P entre D e E
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que esta sobre a reta A;E; e dai DP < DE = DE; mas isso € uma contradi¢do, pois E;
deveria ser o ponto da reta A;E; mais perto do ponto D. Desta forma nossa suposi¢éo
inicial de que os quadrilateros ndo eram congruentes ¢ falsa. Assim os quadrilateros sao

congruentes e terminamos a prova.

Agora seguem 0s contraexemplos dos casos citados em que ndo ha informacdes

suficientes que possam garantir a congruéncia.
Contraexemplo LLLLA

Os quadrilateros ABCD e ABC’D abaixo tem 4 lados congruentes ( BC =
BC’ e CD = C’D) e &ngulo A comum e n&o sdo congruentes, visto que ABCD é convexo

enquanto ABC’D é cbncavo.

figura 54

Contraexemplo ALAAL

Os quadrilateros ABCD e ABC’D’ tém as condicdes iniciais do caso ALAAL e ndo
sdo congruentes, repare que C’D’ é congruente a CD, pois pela construgdo C’CDD’ € um

paralelogramo.
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figura 55

Contraexemplo ALALL

Os quadrilateros ABCD e ABC’D tém as condi¢des iniciais do caso ALALL e ndo

sdo congruentes, repare que BC é congruente a BC’ pois sdo raios de um mesmo circulo.

T figura 56 |

Contraexemplo ALLAL

Os quadrilateros ABCD e ABC’D’ tém as condicdes iniciais do caso ALLAL e néo
sdo congruentes, repare que BC é congruente a BC’ pois sdo raios do mesmo circulo,
BD’ é congruente a BD pois sdo raios do mesmo circulo, os angulos < BC’D’ e < BCD

sdo retos pois estdo inscritos em uma semicircunferéncia, assim os triangulos BCD e
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BC’D’ séo congruentes pelo caso de congruéncia de triangulos retangulos (hipotenusa

BD = BD’ecateto BC = B(’) fazendo com que CD seja congruente a C’'D’

figura 57

Contraexemplo AAAAL

Esse é bem trivial, basta pensarmos em dois retangulos o primeiro de dimens@es a

por b e 0 segundo com dimensdes a por ¢ onde c deve ser diferente de b.
Contraexemplo LLLAA

Os quadrilateros ABCD e ABC’D’ tém as condices iniciais do caso LLLAA, repare
que por construgdo D’C’CD é um paralelogramo assim CD = C’D’ e angulo D = D’ por

outro lado como BC’ = BC pois sao raios do mesmo circulo.
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figura 58
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Capitulo IV

UMA PROPOSTA PARA SALA DE AULA

Vamos finalizar com uma proposta de trabalho para alunos do nono ano do ensino
fundamental e primeiro ano do ensino médio com alguns casos de congruéncia e alguns

contraexemplos.

Proposta:

ROTEIRO DO ALUNO

Atividade 1

A) Construa dois quadrilateros convexos nas quais ocorram as congruéncias LLLLA.

B) Eles s&o congruentes? VVocé seria capaz de construir dois quadrilateros nesse caso

sem serem congruentes?

C) LLLLA configura um caso de congruéncia de quadrilateros? Justifique sua resposta.

Atividade 2
A) Construa dois quadrilateros convexos nas quais ocorram as congruéncias AAAAL.
B) Eles sdo congruentes?

C) AAAAL configura um caso de congruéncia de quadrilateros? Justifique sua resposta.

Atividade 3
A) Construa dois quadrilateros convexos nas gquais ocorram as congruéncias LALAL.
B) Eles sdo congruentes?

C) LALAL configura um caso de congruéncia de quadrilateros? Justifique sua resposta.
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Atividade 4

A) Construa dois quadrilateros convexos nas quais ocorram as congruéncias ALAAL.
B) Eles sdo congruentes?

C) ALAAL configura um caso de congruéncia de quadrilateros? Justifique sua resposta.
Atividade 5

A) Pense com seu grupo em outros casos e tente encontrar contraexemplos que mostrem
que ndo sdo casos de congruéncia ou tente dividir o quadrilatero em tridngulos e mostrar

que sdo casos de congruéncia.
APRESENTACAO AO PROFESSOR
1 Objetivos:

-Incentivar o0 uso de raciocinio l6gico dedutivo na pratica de demonstracdo de

proposicdes, algo que nao € muito usado no ensino médio.

- utilizar ambiente de geometria dinamica, principalmente na construcdo de

contraexemplos.

- investigar novos casos de congruéncia, ndo citados no enunciado.

2 Pablico - Alvo:

Alunosdo ensino médio.

3 Pré-requisitos:

-Ter conhecimento das figuras e construcGes basicas com régua e compasso.
- Preferencialmente ja tenha tido contato com Geogebra.

- Ja tenha visto e demonstrado em aula os casos de congruéncia de triangulos.
4 Material e Tecnologia.

- Computadores com o software Geogebra

- Projetor para que o professor possa melhor orientar os alunos durante as atividades.
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5 Recomendacdes Metodoldgicas:

- As atividades preferencialmente devem ser feitas em duplas ou no maximo em trio,
proporcionando assim que todos os alunos tenham contato com o software Geogebra e
que também possam debater em conjunto as solucbes das atividades. Trés tempos de

50mim cada, proporcional uma boa discurséo sobre o tema.

- Segue uma possivel construcdo da atividade 1, onde a congruéncia é vélida para

quadrilateros convexos:

figura 59

O quadrilatero ABCD é rigido, assim, ao téermino da construcdo, o aluno podera
sobrepor os quadrilateros ABCD e A'B'C'D’', percebendo assim a congruéncia e

posteriormente fazer a demonstracédo formal.

- Os casos pedidos nas atividades 2 e 4 ndao formam congruéncia e 0s

contraexemplos estdo no capitulo anterior.

- 0s casos 1 e 3 formam congruéncia. Vale lembrar que esta atividade é para
alunos do nono ano do ensino fundamental e primeiro ano do ensino médio, assim as
demonstragdes ficam simples, uma vez que a soma dos 4 angulos internos vale 360° e
podemos dividir os quadrilateros em dois triangulos e trabalhar com congruéncia de

triangulos.
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- Na atividade, o professor podera incentivar seus alunos a pensar em todas as
possibilidades de congruéncia. Usando analise combinatdria chegaria a 32
possibilidades, algumas impossiveis e outras repetidas (representando o0 mesmo caso). A
ideia é construir com os alunos uma tabela como aquela que esta feita no inicio do
capitulo 3. O professor podera pedir a seus alunos, na construcdo dessa tabela, que
facam no Geogebra as construgfes dos contraexemplos quando ndo for um caso de
congruéncia e que fagcam a demonstracdo quando for um caso de congruéncia. O
professor podera também questionar se os casos também sdo validos para quadrilateros

concavos. No final capitulo 3 pode se encontrar todos os contraexemplos.
6 Dificuldades Previstas:

Os alunos poderdo encontrar dificuldades na utilizacdo do software, e o professor
para evitar que tal situacdo desestimule o aluno, deve seguir passo a passo com a turma
em suas construgdes e intervir quando necessario. Dificuldades em justificar as
respostas, uma vez que se trabalha com poucas ou nenhumas demonstragdes no ensino
basico. Pode se ter outras dificuldades. Uma delas pode ser na demonstracdo de casos de
congruéncias, uma vez que alunos do ensino médio raramente sdo desafiados a
demonstrar resultados, mesmo que os mais simples... Sem contar que muitos ainda ndo

desenvolveram adequadamente o raciocinio dedutivo.
7 Andlise Geral.

Essa é uma proposta de trabalho que mescla a pratica de demonstragdes com

construcdes de régua e compasso com auxilio do software Geogebra.

O recurso digital tem papel fundamental, pois com a visualizacdo, o aluno tem
uma maior compreensdao do que estd sendo trabalhado. O principal ganho com o
software é o poder da interagdo entre aluno e a situacdo problema. Contudo, o software
se mal usado torna-se uma desvantagem, por exemplo: se for simplesmente utilizado
para projetar imagens, como se fosse um Power Point, sem levar o aluno a pensar a
interagir com problema real. Com o auxilio do Geogebra podemos testar hipoteses, o

que seria inviavel com régua e compasso.

Esta é apenas uma proposta de trabalho, pode ser adaptada, retirada ou
acrescentada atividades de acordo com a realidade de cada turma.
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CONSIDERACOES

Esta dissertagdo se propds a demonstrar os casos de congruéncia de quadrilateros
em uma geometria neutra. Para isso no capitulo | construimos, de forma sistematica e
axiomatica, a geometria necessaria para demonstrar os casos de congruéncia de
triangulos, que sdo de fundamental importancia na demonstracdo dos casos de
congruéncia de quadrilateros. Essa abordagem axiomatica da geometria tem um efeito
indireto na sala de aula do ensino bésico, uma vez que ajuda ao professor a “organizar

as ideias” sobre conceitos que serao ensinados.

No capitulo Il construimos uma tabela com os casos em que ha e 0s que ndo ha
congruéncia de quadrilateros, demonstramos alguns casos e indicamos 0s casos

analogos.

Na demonstracdo do caso AAALL (o mais delicado), onde nao é possivel dividir o
quadrilatero em dois triangulos, um passo fundamental da demonstracdo é chamado de

“deixar cair a perpendicular”, este fato esta demonstrado no capitulo I em 2.12.

Ainda no capitulo Ill, construimos, contraexemplos para 0s casos em que ndo ha

congruéncia de quadrilateros.

Este trabalho contribui na formacdo do professor do ensino basico, uma vez que
oferece uma abordagem factivel para congruéncia, que foge a aplicacdo dos casos de
congruéncias de triangulos como séo tratados em sala, ou seja, decora se 0s casos de

congruéncia e resolucdes de exercicios que pouco acrescenta ao aluno.

Contribui também com uma proposta de atividade com uso de tecnologia para

alunos do nono ano do ensino fundamental e primeiro ano do ensino medio.
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APENDICE

Seguem abaixo 0 passo a passo das construgcdes dos contra exemplos.
Contraexemplo LLLLA:

Tracar dois circulos de mesmo raio que se interceptem em dois pontos C e C’,
denominar um centro de ponto B e 0 outro centro de ponto D. Marcar um ponto A
externo as circunferéncias de forma que ABCD seja um quadrilatero convexo e ABC'D
seja um quadrilatero concavo. Para tracar os lados usar na barra de ferramenta a opgéo

tracar segmento.
Contraexemplo ALAAL

Tragar uma reta definida por dois pontos, sejam eles A e D. Tracar uma
perpendicular ao segmento AD passando por A. Marcar um ponto B sobre essa
perpendicular. Tragar uma reta perpendicular ao segmento AB passando por B. Marcar
um ponto C nessa ultima perpendicular de modo que ABCD seja um trapézio retangulo.
Marcar o ponto C' interno ao segmento BC e tracar uma paralela ao segmento CD

passando por C'. Seja D' a interse¢do dessa paralela com o segmento AD.
Contraexemplo ALALL:

Tracar uma reta definida por dois pontos sejam eles D e C. Tracar uma
perpendicular ao segmento CD passando por D. Marcar 0 ponto B e tracar a
circunferéncia de centro em B e raio BC de modo que ela intercepte o segmento CD em
dois pontos distintos, C e C’, e ndo intercepte a perpendicular ao segmento DC. Tragar
uma paralela a CD passando por B. Seja A o ponto de intersecdo da paralelaa CD com a

perpendicular a CD.
Contraexemplo ALLAL

Tragar duas circunferéncias concéntricas com raios distintos. Tragar uma
secante a circunferéncia maior que seja externa a circunferéncia menor. Marcar um
ponto A na secante externo as duas circunferéncias. Seja D’ o ponto de intersecdo entre
a secante e a circunferéncia mais proximo de A e D o0 outro ponto de interse¢do. Seja B
0 centro das circunferéncias. Tragar uma semicircunferéncia com extremidades em

B e D e obter o ponto C, intersecdo entre a circunferéncia menor e a semicircunferéncia
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tracada. Tracar a semicircunferéncia de extremidades em B e D' e obter o ponto C’,

intersecdo da semicircunferéncia e a circunferéncia menor.
Contraexemplo AAAAL

Tracar uma circunferéncia de raio arbitrario e centro B. Tracar uma secante
onde C e C' sejam os pontos de intersecdo com a circunferéncia. Tracar uma segunda
secante de modo que o centro fique entre as duas secantes. Marcar D' na segunda
secante e interior a circunferéncia, tracar uma paralela a reta C'D’ passando por C,
obtendo o ponto D, intersecdo da paralela com a segunda secante. Para finalizar localiza

0 ponto A pertencente a segunda secante de modo que ABCD e ABC'D’ sejam coNnvexos.
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