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RESUMO

Conforme relatos histéricos, é sabido que o Teorema de Pitagoras ja era
utilizado antes mesmo do nascimento do famoso matematico e filésofo
grego. Neste trabalho, com auxilio de ferramentas da Algebra Linear
e da Geometria Analitica, serd investigada uma generalizagdo desse
importante Teorema. O caso mais conhecido é o do R? (em corres-
pondéncia com o plano euclidiano), entretanto, serd visto que existe
um certo padriio matemético também para o R? e R*. Ainda, serd
apresentado um plano de aula, em que o “Teorema de Pitdgoras no R3”
podera ser visualizado e compreendido por estudantes do Ensino Médio,
através do software GeoGebra e conceitos da Geometria Analitica, es-
tudados em sala.

Palavras-chave: Teorema de Pitdgoras. Algebra Linear. Geometria
Analitica.






ABSTRACT

According to historical accounts, it is known that the Pythagorean
theorem was already used even before the birth of the famous mathe-
matician and Greek philosopher. In this paper, with the aid of the
tools Linear Algebra and Analytic Geometry, a generalization of this
important theorem will be investigated. The best known case is that
of R? (corresponding to the Euclidean plane), however, it will be seen
that there is a certain mathematical pattern also for R® and R*. It will
also be presented in the “Pythagoras’ theorem in R3” a lesson that can
be understood by high school students through the software GeoGebra
and concepts of analytic geometry , studied in class.

Keywords: Pythagorean theorem. Linear algebra. Analytic Geome-
try.
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1 INTRODUCAO

Quando crianga, enquanto cantava o trecho da musica “Uma
Arlinda mulher” dos “Mamonas Assassinas”, que diz que a soma dos
quadrados dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa, nem imagi-
nava estar enunciando o Teorema de Pitagoras, teorema que abalou a
filosofia pitagérica segundo a qual tudo dependia dos nimeros inteiros
e, ainda, contrariava o senso comum de que toda grandeza poderia ser
expressa através de um nutimero racional.

Pitdgoras de Samos (572 a.C. — 496 a.C.), matemdtico grego
nascido na ilha de Samos, parece que residiu por algum tempo no Egito
e terminou por estabelecer-se na cidade de Crotona, na costa sudeste
da Itélia. Formou-se em torno de Pitadgoras uma irmandade religiosa,
filosofica e cientifica, uma escola de pensadores com elementos de mis-
ticismo.

Tradicionalmente é comum atribuir a Pitdgoras a descoberta do
teorema que relaciona os lados de um triangulo retangulo, conhecido
universalmente pelo seu nome. Contudo, esse teorema jé era aplicado
por civilizacoes anteriores h& mais de um milénio antes dos primei-
ros trabalhos gregos nessa area serem desenvolvidos. Existem muitas
evidéncias de que matematicos babilonicos conheciam algoritmos para
calcular os lados em casos especificos, mas nao se sabe se conheciam
um algoritmo tao geral quanto o teorema de Pitagoras. Esses dados
histéricos bem como a Histéria de Pitagoras podem ser encontrados,
de maneira mais detalhada, em (BOYER, 1974).

Os casos mais comuns da aplicagao do teorema de Pitagoras sao
aqueles em que temos um tridngulo retangulo, conhecemos a medida
de dois de seus lados e queremos calcular a medida do terceiro. Porém,
uma aplicagao muito conhecida entre os pedreiros, é aquela em que a
partir de um ponto a na quina entre o piso e a parede, medem por
exemplo, 40 cm sobre a parede e marcam um ponto b, 30 cm sobre
0 piso e marcam um ponto ¢, entao verificam se a distancia entre os
pontos b e ¢ é de 50 cm. Isso mostra de, de fato, a parede estd “no
prumo”. Voceé teve que pensar para ver como a reciproca do teorema de
Pitagoras foi aplicada nesse método utilizado pelos pedreiros? Pois é,
muitas vezes eles nao percebam a reciproca ou até mesmo desconhecem
o proprio Teorema, entretanto, usam um exemplo de terno pitagoérico
conhecido para verificar se a parede estd perpendicular ao piso.

E intuitivo o fato de que um tridngulo possui duas dimensoes,
ou seja, ao aplicarmos o teorema de Pitdgoras da maneira em que esta
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posto, estamos trabalhando sobre um espaco bidimensional. Por exem-
plo, note que um segmento no plano faz sombras sobre eixos coordena-
dos, e o Teorema de Pitdgoras nos d4 uma relagao entre o comprimento
do segmento e o comprimento de suas sombras, conforme a Figura 1.

Figura 1 — Pitagoras no plano

\

E no espaco, serd que se tomarmos um objeto havera uma relacao
entre o tamanho desse objeto e o tamanho de suas sombras nos planos
coordenados?

No plano, conforme vimos acima, o teorema de Pitdgoras é valido
para segmentos, mas nao teria sua relacao respeitada se utilizdssemos
um quadrado ou um circulo. Isso nos faz pensar que, caso essa relacao
exista no espaco, ela também nao sera valida para qualquer objeto.

Tomemos, por exemplo, um cubo cujas faces sao paralelas aos
planos coordenados, no qual as sombras projetadas ortogonalmente
sobre os planos coordenados serao quadrados. Agora, tome uma es-
fera, entao as sombras ortogonais projetadas sobre os planos coorde-
nados serao circulos e, visivelmente, a relacao entre esses dois sélidos
geométricos e suas sombras ndo tem como ser a mesma, bem como,
se tomarmos um segmento, no espago, o padrao da soma das sombras
desse segmento sobre os planos coordenados pode variar de acordo com
que sua posicido varia. Assim, é possivel perceber que ndo podemos
tomar qualquer objeto a fim de obtermos a relacao que procuramos.

Neste trabalho, vamos generalizar o teorema de Pitdgoras para
dimensoes maiores. Como o publico alvo dos leitores nao sdo apenas
os matemdticos (ou de dreas afins), buscaremos utilizar uma linguagem
matematica simples e concisa, tanto quanto possivel.
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Para este fim, no capitulo 2, solicitaremos ao leitor que relembre
0s conceitos basicos da Algebra Linear e da Geometria Analitica, para
que possamos introduzir alguns resultados que utilizaremos no decorrer
do trabalho. No capitulo 3 faremos a generalizacao do Teorema de
Pitagoras em R3 e, no capitulo 4, sers feita a generalizacio em R*. Por
fim, no capitulo 5, daremos uma sugestao de como abordar o tema do
trabalho, em particular a generalizacdo do teorema de Pitagoras em
R3, no Ensino Médio. Faremos isso através de um plano de aula.
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2 CONCEITOS BASICOS

Como pré requisito para uma boa compreensao deste trabalho,
precisaremos do conhecimento prévio de alguns conceitos basicos de
Algebra Linear ¢ Geometria Analitica. Destacamos: segmento de reta,
segmento orientado, relacao de equipoléncia, matrizes, determinantes,
vetor, dependéncia e independéncia linear, espagos vetoriais, trans-
formagoes lineares, isomorfismo.

Caso o leitor veja a necessidade de relembra-los, estes conceitos
bem como outros que utilizaremos no decorrer do texto, podem ser
encontrados em livros de Algebra Linear e Geometria Analitica, como
por exemplo os livros de (STEINBRUCH A.;WINTERLE, 1987) e (BOULOS
P.;CAMARGO E OLIVEIRA, 2005) que tratam dos temas utilizando uma
linguagem clara e objetiva.

Definigao 2.0.1. Dados dois vetores nao nulos u e v, de R* (ou de
R3), definimos o angulo entre u e v como o nimero real 0 tal_q)ue
0 < 6 < m, que representa o menor angulo entre as semirretas Ou e
(71, conforme ilustramos abaizo na Figuras 2 e na Figura 3.

Figura 2 — Angulo entre dois vetores do R2

y

¢

Figura 3 — Angulo entre dois vetores do R3

7 H
%
v
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Percebemos que todo vetor de R? (ou R®) é unicamente deter-
minado por suas entradas. (Por exemplo, entradas 2 e 3, nesta ordem,
especificam um tnico vetor de R?, a saber, o ponto (2,3)).

Como vetores de R? (ou R?) sdo determinados por suas entradas,
dados os vetores nao nulos u e v de R? (ou R?), perguntamos ao leitor,
sera que o angulo entre u e v pode ser determinado utilizando-se apenas
as entradas de u e de v?

Para responder essa pergunta, primeiramente considere u e v nao
nulos, pertencentes ao R?, tais que u = (a,b), v = (c,d), e denotaremos
como w o vetor obtido pela diferenca entre os vetores u e v, ou seja,
w = u — v e portanto |w|| = |lu—v|, em que |w| é a norma (ou
comprimento), do vetor w. Conforme podemos observar na Figura 4.

Figura 4 — Célculo do angulo entre dois vetores do R?

y
u
R :
! !
g
! ;
b dl lull lw]| = [|u— o
! !
g
Al ED ------- * v
! 1
; !
o Toll :
!
— "
0 e 8 x
el

Veja que, aplicando a lei dos cossenos no triangulo cujos vértices
sao os pontos 0, u e v, obtemos que:

lwl* = [[ul® + [lv]* = 2[[ull||v] cos 6. (2.1)

Por outro lado, utilizando o teorema de Pitagoras no triangulo
de vértices P, u e v, percebemos que:
[wl* = (Je = al)* + (1b — d|)
=a? — 2ac + ¢ + b* — 2bd + d*
=a®+b* +c +d* —2(ac + bd)
= ||lul|® + [|v]|* — 2(ac + bd). (2.2)
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Comparando as equagdes (2.1) e (2.2) temos que
lu||||v]] cos @ = ac + bd.

Note que, como u e v sdo ambos néo nulos, |lul/||v|| > 0. Além
disso, conforme vimos na Definigao 2.0.1, 0 < § < 7, e como cos«
assume, uma unica vez, cada valor no intervalo [—1, 1] quando « varia
no intervalo [0, 7]. Concluimos que, nesse intervalo, “nao existem dois
angulos com o mesmo cosseno”, e portanto a expressao

_ac+bd
[[ull{lv]l

s

determina, de modo tnico, o angulo @ entre os vetores u e v.

O processo para determinarmos o angulo 6 entre dois vetores
do R? é andlogo ao que acabamos de fazer em R2. Nesse caso, basta
tomarmos u e v nao nulos, pertencentes ao R?, tais que u = (a, b, c),
v = (d,e, f) e, obteremos que

ad + be + cf

cosf =
[[wllfl]]

Definicao 2.0.2. Sejam u e v vetores pertencentes ao R?, em que
u = (a,b) e v=(c,d), definimos o produto escalar de u e v, denotado
por (u,v), como o nimero real

(u,v) = ac+ bd.

Conforme vimos anteriormente, se u e v sao vetores nao nulos,
temos que

ac + bd
cosl) = ———,
[[ul[[[]
entao, pela Definicao 2.0.2,
cos = {u, v)

llllloll

Portanto,
(u,v) = [|uf[Jo]] cos 0.
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Analogamente ao modo em que obtemos o resultado acima, também
podemos fazé-lo para dois vetores do R®. Primeiramente, dados v e v
vetores de R3, tais que u = (a,b,c) e v = (d,e, f), entdo definimos o
produto escalar entre u e v como o nimero real

(u,v) = ad + be + cf.

Portanto, um argumento similar, utilizando a definigao de pro-
duto escalar, mostra-nos que para vetores nio nulos u e v de R3 também
é valida a expressao

(u,v) = ||ulll|v][ cos 6.

2.1 PARALELOGRAMO DETERMINADO POR DOIS VETORES

Observe que uma consequéncia da maneira como a soma de ve-
tores é definida, consiste no fato de que, se u e v sao dois vetores line-
armente independentes de R? (ou de R?), entdo os vetores ﬁ, u, v e
u~+v sao vértices de um paralelogramo. Isso motiva a definicao a seguir.

Definigao 2.1.1. Dados vetores u e v de R? (ou R3), com u, v e f
nao colineares, definimos o paralelogramo determinado pelos vetores
u e v, como o paralelogramo cujos vértices sao 0, u, v e u +v. Ou
seja, dados vetores u e v pertencentes ao R? (ou R3), o paralelogramo
determinado por eles é o subconjunto de R? (ou R3) dado por

P={ou+ v |apel0,1]},
conforme a Figura 5 (e a Figura 6).

Note que mesmo no caso em que u, v € ﬁ sao colineares, o con-
junto P, como acima definido, ainda serd chamado de “Paralelogramo”
(degenerado) determinado por u e v.

Haja vista que temos a defini¢do precisa de um paralelogramo
determinado por dois vetores de R? e como sabemos, da geometria
plana, que a area de um paralelogramo se da pelo produto da medida
de sua base e de sua altura, na sequéncia vamos buscar uma maneira
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Figura 5 — Paralelogramo determinado por dois vetores de R2.

¥
w4 v

- 4

“ it + av "

=l

Figura 6 — Paralelogramo determinado por dois vetores de R>.

|

de calcular a drea desse paralelogramo utilizando apenas as entradas
dos vetores u e v.

De acordo com a Definigao 2.1.1, podemos perceber que o pa-
ralelogramo determinado por dois vetores v e v, de R?, depende das
entradas dos vetores u e v, ou seja, se alterarmos os vetores u e/ou v
estaremos concomitantemente modificando o paralelogramo por eles de-
terminado e, provavelmente, sua drea também serd modificada. Sendo
assim, novamente questionamos ao leitor, serd que podemos calcular
a drea A do paralelogramo determinado pelos vetores u e v, de R?,
conhecendo apenas as entradas desses vetores?

Para respondermos & essa nova questdo, sejam u = (a,b) e v =
(¢, d) vetores nao nulos de R2. Se considerarmos 6 o angulo entre u e v,
e tomarmos ||v|]| como medida da base do paralelogramo determinado
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por u e v, entdo a medida de sua altura h serd dada por h = ||ul|send,
conforme a Figura 7. Portanto, obtemos que

A= |[of[h

= [|v[[[|w]|sené.

Figura 7 — Area do paralelogramo determinado por dois vetores de R2.

Utilizando uma linguagem vetorial e o produto escalar da De-
finicao 2.0.2, obteremos uma expressao muito simples para calcular a
area desse paralelogramo. De fato, se u = (a,b), v = (¢,d) e 0 é o
angulo entre u e v entao:

A = ||vl[[[ullsend,
e ainda
A = ||v||2|\u||25en29.

Pela relacao fundamental da trigonometria
sen?f = 1 — cos? 0,

segue que:

A% = [[v]|?||ul|*sen?d
= [[v]|*[ul[*(1 — cos® 0)
= ||v]|2llul|® = (||v]|||u|| cos 6)2
= ulPllv]]* = (u,v)?
= (a® + %) (¢ + d*) — (ac + bd)?
= (ad)*® — 2acbd + (be)®
= (ad — bc)?.
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Portanto,

A= +/(ad — be)?
= |ad — bc|

a c
det(b d)‘

Logo, podemos concluir que para calcular a area do paralelo-
gramo determinado por dois vetores v e v de R2, basta tomarmos o
modulo do determinante de uma certa matriz de ordem 2, cujas colu-
nas contém as entradas ordenadas de u e de v.

A seguir, definiremos de modo preciso, uma operacao entre ve-
tores que terd grande utilidade em nosso trabalho, denominada como
produto vetorial.

Defini¢ao 2.1.2. Dados vetores u = (ug,ug,uz) e v = (vy,vz,v3) em
R3, definimos o produto vetorial entre u e v, denotado por u X v, como
o vetor do R® dado por

u X v = (ugv3 — U3V, U3V] — UIV3, U V2 — UgV] )

Proposicao 2.1.1. Para quaisquer u,v,w € R? e k € R, temos que o
produto vetorial possui as sequintes propriedades:

(i) uXv =—vXu,;
(i) ux (v+w)=(uxv)+ (uxw);
(iii) (ku) X v =k(u X v) = u X (kv);

(iv) (uxv) Lu e (uxv)Lwv, ouseja, o vetor obtido pelo produto
vetorial de u e v € perpendicular a u e a v.

A demonstragao da Proposi¢ao 2.1.1 pode ser encontrada, por
exemplo, em (STEINBRUCH A;WINTERLE, 1987).

Proposicao 2.1.2. Sejam u e v vetores de R®. Temos que:
(i) luxol* = ul*|Jv]* = (u,v)?;

(i) |lu x v|| = [Jull||v||send, em que 8 € o dngulo entre u e v, com u e
v nao nulos.
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Demonstragao. (i): Sejam u = (x1,y1,21) e v = (Z2,Yy2,22). Pela
definicao de produto vetorial, sabemos que

U X v = (Y122 — 21Y2, 21T2 — T122, T1Y2 — Y1%2),

entao,

lu x v||? = (y122 — 2192)? + (—2122 + 2120) 2 + (T1Y2 — Y122)?
= yiz2 — 21221y + 21ys + 2525 — 221202100 + 2305 + Y5 — 231 Y0y1 T2 + Yias

= («F +yi +20) (@3 + v5 + 23) — (1122 + Yay2 + 2122)°
Observando que

(2% + 97 + 27) (23 +y3 + 23) = ul?[lo]f?

(w122 + Y172 + 2122)2 = (u, U>2,

podemos concluir que
llux ol = [lull[lo]|* = (u,v)*.
(ii): Sabemos que
(u, v) = [lu[[[|v]| cos 6.
Entéao, de (i) segue que

lux ol = Jlull®llo]]* = (Jlulll[]| cos 8)>.

Portanto,

Jlux vl = [lull*[[o]* = flul®|[v][* cos® 6
= [[ull[|v]*(1 — cos®6)
= [Jull*|v][*sen’0,

mostrando que
[l x ]| = [[ull[]v][sené.
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Proposigao 2.1.3. A norma do produto vetorial de dois vetores nao
nulos u e v em R? mede a drea do paralelogramo determinado por esses
vetores.

Demonstragdo. De fato, denotando a drea do paralelogramo por A(P),
e tomando a medida da base b do paralelogramo como b = ||u/|, teremos
que a medida da altura h é dada por h = ||v||senf. Assim, temos que

A(P) = bh

= [[ulll|v[lsend.
Logo, pela Proposicao 2.1.2, podemos concluir que

A(P) = u x v].
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3 UMA G]j]NERALIZAQAO PARA R3 DO TEOREMA
DE PITAGORAS

Nesse momento, para motivar e facilitar a compreensao do nosso
trabalho, voltaremos a abordar, agora de uma maneira mais precisa, o
exemplo utilizado na introducao.

Dado um vetor nao nulo v = (a,b), v € R?, temos que v nao de-
termina um paralelogramo, mas um segmento de reta, que denotaremos
por S, tal que

S={av|ael0,1]}.

Projetando S ortogonalmente nos eixos coordenados Ox e Oy
teremos que as sombras (projecgoes) de S serdo os segmentos

Se = {(aa,0) € R?* | a € [0,1]}, e

Sy = {(0,ab) € R? | a € [0, 1]}.

Sejam s, s, e s, os comprimentos dos segmentos S, S; e Sy,
respectivamente. Pelo Teorema de Pitagoras, como podemos observar
na Figura 8, segue que s? = s,2 + Sy2.

Figura 8 — Pitdgoras em R2.

.
‘S!/

195}

Ou seja, vimos que um segmento determinado por um vetor v,
em R?, projeta ortogonalmente sombras nos eixos coordenados, em que
a soma dos quadrados dos comprimentos das sombras do segmento é
igual ao quadrado do comprimento do segmento determinado por v.

Queremos transportar a ideia acima para R?, na qual estaremos
“somando uma dimensao”; para isso, observe que na construgao feita
em R2, temos:
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e um segmento determinado por 1 vetor;
e projecoes ortogonais sobre eizos coordenados;

e relacao entre o comprimento do segmento e os comprimentos de
suas “sombras” sobre os eixos coordenados.

Portanto, seguindo a ideia de “somar um”, ao levarmos para uma
situacao uma dimensao maior, queremos:

e um paralelogramo determinado por 2 vetores;
e projecoes ortogonais sobre planos coordenados;

e relacao entre a drea do paralelogramo e as areas de suas “som-
bras” sobre os planos coordenados.

Serda que nesse caso o padrao se mantém? Ou seja, serd que a
soma dos quadrados das areas das sombras do paralelogramo sera igual
ao quadrado da drea do paralelogramo?

Para respondermos a essa intrigante pergunta, na sequéncia,
comecaremos definindo as “sombras”de um vetor do R®, nos planos
coordenados.

Definicao 3.0.1. Seja u um vetor de R®, tal que u = (uy,us,us3),
definimos a projecao ortogonal de u sobre o plano zy, denotada por
proj,u, como o vetor (u1,u2,0). De maneira andloga, definimos as
projecoes do vetor u = (uy,us,us) sobre os planos xz e yz, respecti-
vamente, por proj, u = (u1,0,u3) e proj, . u = (0,uz,u3), conforme a
Figura 9.

Figura 9 — Projecoes de u sobre os planos coordenados.

z z

. proj,.u
proj,.u, "

Proposigao 3.0.1. A funcao proj,,, : R3 — R3, que associa a cada
vetor u de R® sua projecdo no plano ry, é uma transformacdo linear.
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Demonstragdo. De fato, sejam u,v € R? e k € R quaisquer, com u =
(uy,uz2,u3) e v = (v1,v9,v3); temos que:
(i)
proj,, (u + v) = proj,, [(u1, uz, us) + (v1,v2, v3)]
= proj,, (u1 +vi, uz + v2, uz + v3)
= (u1 4 v1,uz + v2,0)
= (ula Uz, 0) + (U17 V2, O)

= Projg,u + proj,,v.

PrOjg, (Ku) = Projy, [k (u1, us, us)]
= proj,, (Ku1, kug, Kus)
= (kuy, Kus,0)
= r(uy, us,0)

— Kproj,, (u).
Segue que projy, ¢ uma transformacao linear.
|

De maneira andloga, podemos mostrar que proj,, e proj, ., de-
finidas similarmente, também sao transformagoes lineares.

Seja P o paralelogramo determinado por u,v € R3. Questiona-
mos ao leitor, quem é geometricamente a projecao de P sobre o plano
xy, definida por proj,, (P) = {proj,,(w) | w € P}?

Primeiro veja que, se w € P, entdo existem a, § € [0, 1] tais que
w = au + fv. Como, pela Proposi¢ao 3.0.1, proj,, ¢ transformacao
linear,

proj,, (w) = (au + fv)

= aproj,,u + Bproj,,v.

Logo, proj,,(w) é combinagao linear dos vetores u = Proj,,u e
U = Proj,,v.

Seja P,y o paralelogramo em R? determinado por u ev. Pelo
que vimos acima, proj,, (w) € Py, logo proj,, (P) C Py,.
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Observe ainda que, se w’ € P, entdo existem «, § € [0,1] tais
que w = au + PBv , ou seja,

w = au + ﬁv,
= aproj,,u + Bproj,,v

= proj,, (au + Bv).

Note que, como au + Bv € P, obtemos que w € proj,, (P)
e, portanto, Py, C projxy(P). Dessa forma podemos concluir que
proj,, (P) = Py, ou seja, geometricamente a projecdo do paralelo-
gramo determinado por dois vetores u e v de R? sobre o plano zy é
igual ao paralelogramo determinado pelos vetores que sao as projecoes
de de u e v sobre o plano xy.

Temos resultados anédlogos para os paralelogramos P,. e P,
dados pelas projecoes ortogonais de P sobre os planos zz e yz, respec-
tivamente.

Digamos que v = (ug,us,u3) ev = (v1,v2,v3). Agora vamos
calcular a drea dos paralelogramos Py, Py, e Py..

Comegaremos encontrando a area de P, que é determinado por
proj,,u = (ur,u2,0) e proj,, v = (vi,v2,0). Deste modo, note que

PIOj,, U X PrOj,, v = (ug-0—0-v2,0-v; —uy - 0, uv3 — ugvy)
= (0, 0, U102 — UQUl),
logo, pela Proposicao 2.1.3, temos que a drea de P, que denotaremos
por A(P,,), é dada por
A(Pyy) = |lproj,,u x proj,,v||
= H(O, O,U1’U2 — uzv1)||
= V(w2 — U2U1)2
= |u1vs — upvs . (3.1)
Utilizando um raciocinio andlogo ao que acabamos de desenvol-
ver para calcular a drea A(P,,) de Py, calculamos a drea A(P,,) do pa-
ralelogramo P, determinado por proj,,u = (u1,0,us) e proj,,v = (v1,0,v3),

bem como a drea A(P,,) de P, determinado por proj,,u = (0, ua, u3)
e proj,,v = (0,v2,v3), obtendo que

A(Pzz) = |ugvy — urvs (3.2)
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A(Pyz) = [ugvs — ugva|. (3.3)

Finalmente, combinando os resultados obtidos em 3.1, 3.2 e 3.3
podemos verificar que:

[A(sz)]2 + [A(PIZ)]Q + [A(PyZ)]Q =
= ‘ul’l)g — u2v1|2 + |U31)1 — U103|2 + |U2'U3 - U3’Ug|2

= (UQU3 — U3’Ug)2 + (U3’U1 — U1U3)2 + (uwz — UQU1)2

2
= (V/(ugvs — vaug)? + (ugvy — vau1)? + (urvz — ugv1)?)
= ||(U2U3 — VU3, U3V — V3U1, U1V2 — U201)||2
= [lu x vf?

= [A(P))%.

Observe que, de acordo com o que acabamos de provar e con-
forme podemos observar na Figura 10, o quadrado da drea de um para-

lelogramo P em R? é igual a soma dos quadrados das areas das projecoes
ortogonais de P sobre os planos coordenados.

Figura 10 — “Pitdgoras” em R3.
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4 UMA G]j]NERALIZAQAO PARA R* DO TEOREMA
DE PITAGORAS.

Nesse capitulo, estaremos “somando mais uma dimensao”; a fim
de transportarmos a ideia do Teorema de Pitdgoras para o R*. Para
isso, note que na construcao feita no capitulo anterior, em R3, traba-
lhamos com:

e um paralelogramo determinado por 2 vetores;
e um projegoes ortogonais sobre planos coordenados;

e relacao entre a drea do paralelogramo e as areas de suas sombras
sobre os planos coordenados.

Agora, seguindo a ideia de “somar um”, ao levarmos para uma
situagao uma dimensao maior, queremos:

e um paralelepipedo determinado por 3 vetores;

e projecoes ortogonais sobre hiperplanos tridimensionais coordena-
dos;

e relacao entre o volume do paralelepipedo e os volumes de suas
sombras sobre os hiperplanos tridimensionais coordenados.

4.1 PARALELEPIPEDOS EM R3

Comegaremos definindo um paralelepipedo determinado por trés
vetores em R? e, logo apds, enunciaremos um teorema que trata do
calculo do volume desse paralelepipedo.

Definigao 4.1.1. Sejamu = (v1,y1,21), v = (T2, Y2, 22) ew = (3,¥3, 23),
vetores de R?. Definimos o paralelepipedo determinado por u, v e w,
como

P ={aju+ v+ azw| ag,az e az € [0,1]}.

1
Teorema 4.1.1. Sejamu, v e w vetores deR3 e amatrizA= | u v w
o

O volume do paralelepipedo P gerado pelos vetores u, v e w, que deno-
taremos por Vol(P), é dado por vdet AT A.
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Figura 11 — Paralelepipedo gerado por trés vetores de R3.

v X w

Demonstracao. Sem perda de generalidade, tomemos um paralelepipedo
disposto conforme o da Figura 11. Entao, h denota a altura do parale-
lepipedo e 0 é o angulo entre u e v X w. Como, pela Proposigao 2.1.2
sabemos que, u X w é um vetor perpendicular aos vetores u e w temos
que

h = ||u|| cos 6.

Perceba que area da base do paralelepipedo é a area do parale-
logramo determinado por v e w, ou seja, é dada por

|lv x w].

Logo, se Vol(P) representa o volume do paralelepipedo, obtemos

Vol(P) = ||v x w||||u|| cos
= (u, (v X w)). (4.1)

Utilizando as definigoes de produto interno e produto vetorial
em R3, pode-se verificar que
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|l
(uy,(vxw)y=det | u v w |. (4.2)
|l
Denotando a matriz
o
A= uv v w
]

e, utilizando as equagoes 4.1 e 4.2, podemos concluir que o volume do
paralelepipedo gerado pelos vetores u, v e w é dado por

Vol(P) = |(u, (v x )|
= | det A|
= +/(det A)?
= Vdet A.det A
= Vdet AT det A
= Vdet AT A.

Com isso, ainda podemos observar que Vol(P) = 0 < det A =0,
ou seja, Vol(P) = 0 se, e somente se, os vetores u, v, w sdo linearmente
dependentes.

Nosso préximo passo consistird em trabalharmos com um para-
lelepipedo gerado por trés vetores de R*, entdo, precisamos definir o
volume deste objeto. Para obtermos uma definicao precisa necessita-
mos de uma preparagao, que faremos na sequéncia, enunciando alguns
resultados importantes. Para isso, consideramos que o leitor ja esta
familiarizado com a Algebra Linear.

Definicao 4.1.2. Sejam V e W espagos vetoriais com produto in-
terno, ambos com dimensdo n. Uma isometria de V em W € uma
transformacdo linear T : V. — W que preserva o produto interno:

(T'(v1), T(v2))w = (v1,v2)v,Vvr,v2 € V.
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Proposigao 4.1.2. Sejam V e W espagos vetoriais com produto in-
terno, ambos com dimensdo n. Se a transformagao linearT : V — W
€ uma isometria, entdo T € um isomorfismo.

Demonstragao. E suficiente mostrarmos que T é uma aplicagao injetiva,
uma vez que a transformacao linear T estd definida em dois espacos
vetoriais de mesma dimensao n. Para isto, consideremos um vetor
arbitrario u € Ker(T). Entao, usando que (T'(u), T (u))w = (u,u)v,
temos que

T(u) =0 |T(u)] =0
& | T(w)|* = (T(w), T(u))y =0
& (u,u)y = [lul?>=0
& lull =0
Su=0
Assim, Ker(T) = {0y}

Logo, T é injetora e, portanto, isomorfismo.
[ |

Uma consequéncia imediata da Proposicao 4.1.2 é o fato de que
toda isometria é invertivel e, além disso, na sequéncia vamos provar
que a inversa de uma isometria também é uma isometria.

Proposicao 4.1.3. Sejam V e W espacos vetoriais, de dimensao n,
eT :V — W isometria. Entdo T~ : W — V, em que T™! € a
imversa de T, também ¢é isometria.

Demonstracdo. Sejam wi,we € W quaisquer. Sabemos que T € iso-
metria, logo é isomorfismo e, em particular, sobrejetora. Desse modo,
existem vy, vy € V, tais que, wy = T'(v1), ws = T'(va), e temos que

(T w1), T~ (w2))v = (T H(T(01)), T~ (T(v2)))v
= (v, v2)v
= (T(v1), T(v2))w
=

w1, Wo)w

Portanto, temos o resultado.
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O préximo resultado nos dé caracterizagoes equivalentes de iso-
metrias.

Proposicao 4.1.4. Sejam V e W espacos vetoriais com produto in-
terno de mesma dimensaon, e T : V. — W uma transformacdo linear.
Sao equivalentes:

1) T € isometria.

2) Se{vy,va,...,vn} € base ortonormal de V entao {T (v1), T (v2), ..., T(v,)}
¢ base ortonormal de W.

3) Eziste uma base ortonormal {vy,va,...,v,} de V tal que
{T(v1),T(v2), ..., T(vy)} € base ortonormal de W.

Demonstragao.

1) = 2) Seja B = {v1,vs,...,v,} uma base ortonormal de V. Como,
pela Proposigao 4.1.2, T' é um isomorfismo e, desse modo ja sabemos
que T'(B) = {T(v1),T(v2),...,T(v,)} é uma base de W.

Agora, pelo fato de T ser isometria, temos que

<T(’U1'),T(Uj)> = <Ui,Uj>,Vi,j S {1, 2, .. .,n},

e como {vy,va,...,v,} é uma base ortonormal de V, segue que
{T'(v1),T(v2),...,T(vs)} é uma base ortonormal de W.

2) = 3) Seja {u1,uz,...,u,} uma base de V. Sendo assim basta aplicar-
mos o processo de ortonormalizagdo de Gram-Schmidt para obtermos
uma base {wy, wa, ..., w,} ortonormal.

Entao, pelo item 2), {T'(w1), T(ws),...,T(w,)} é uma base or-
tonormal de W.

3) = 1) Como, {wy,ws,...,w,} é uma base ortonormal de V e
{T(wy),T(w2),...,T(wy)} é uma base ortonormal de W,
temos que

(wi, w;) = (T(w;), T(wj)) =1, sei=j, ou

<wi7wj> <T(U}1),T(’LU])> =0, se1 7é J, assim
(wi,wj) B <T(’LUZ),T(’LUJ)>,VZ,] S {1, 2, A ,’I’L}.

Portanto, T é isometria.
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A préxima proposicdo nos diz que a composicdo de isometrias
também é isometria.

Proposicao 4.1.5. Sejam U, V e W espacgos vetoriais com produto
interno, ambos com dimensaon, e T : U — Ve S :V — W
isometrias. Entdo, a composi¢do S oT € isometria.

Demonstracdo. Sejam as isometrias T : U — Ve S:V — W ea
composicao S oT. Dados u,v € U quaisquer, temos que

(SoT(u),SoT(v)y = (S(T(w), S(T(v))w
= (T(u), T(v))w
= (u,

<
~

U

Logo, a composigao S o T é isometria.

4.2 PARALELEPIPEDOS EM R*

A seguir definiremos de maneira precisa um paralelepipedo de-
terminado por trés vetores em R*.

Definicao 4.2.1. Dados vetores vy, vy, v3 € R*, definimos o parale-
lepipedo determinado por vy, vg € v, € 0 conjunto

P = {oqv1 + agva + asvs | ag,aq e az € [0, 1]}.

Queremos definir o volume de P, que denotaremos por Vol(P).

Caso o conjunto {vy, vy, v3} seja linearmente dependente, defini-
mos Vol(P) = 0.

Porém, se {v1,v9,v3} for linearmente independente, entao o su-
bespaco vetorial de R* gerado pelos vetores vq, vs € vz, digamos V, terd
dimensao 3, e {v1,v2,v3} é uma base de V. Podemos utilizar o processo
de ortonormalizagdo de Gram-Schmidt em {v;,v9,v3} para obtermos
uma base ortonormal {uy, us,uz} para V (considerando o produto in-
terno usual, tanto em R? quanto em R%).

Seja T : V — R3 a transformacdo linear determinada por seus
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valores na base ortonormal {us,us,us}, dados por

T(uy) =e1 = (1,0,0),
T(UQ) = €2 = (O, 170)’
T(u3) = ez = (0,0,1).

Note que T leva uma base ortonormal de V' em uma base orto-
normal de R?, logo, pela Proposicio 4.1.4 temos que T é uma isometria.

Proposicao 4.2.1. Com a notag¢io acima T(P) = {T'(v) | v €P} éo
paralelepipedo em R3 gerado pelos vetores T(v1), T(v2) e T(v3).

Demonstracdo. De fato, sejam vi,v9,v3 € R*, pela Definicao 4.2.1,
temos que

P ={ayv1 + agvs + azvs | ag, a2 e az € [0,1]}. Entéo,
T(P) =A{T(a1v1) + T(agve) + T(agv3) | 1,9 € as € [0,1]}
={a1T(v1) + a2T(v2) + asT(vs3) | a1, a2 e a3 € [0,1]}.

Como T'(vy), T (ve) e T(v3) sdo vetores de R?, pela Definicio 4.1.1,
temos o resultado.
|

Conforme acabamos de ver na Proposigao 4.2.1, T(P) é um pa-
ralelepipedo em R3, desse modo, pelo Teorema 4.1.1, sabemos calcular
seu volume.

Definigao 4.2.2. Sejam vy, vs,v3 € R* vetores linearmente indepen-
dentes, V' o subespaco gerado por {vi,ve,vs}, {ui,us,us} uma base
ortonormal de V e T : V — R3 a transformacgdo linear em que
{T(u1),T(uz),T(u3)} € a base canénica de R®. Entdo, se P e T(P) sdo
0s paralelepipedos determinados, respectivamente, pelos vetores uy, ug, ug
em R* e T(uy),T(u2),T(us) em R, definimos Vol(P) como sendo o
volume do paralelepipedo T'(P), isto é,

Vol(P)=Vol(T(P)).

Aqui, surge-nos um problema, pois a principio nossa defini¢do
dependeu da escolha de uma base ortonormal de V. Se tom&ssemos
uma outra base ortonormal, ela produziria um outro paralelepipedo
T(P) em R? que, talvez, poderia ter um volume diferente.

Apesar disso, mostraremos que o volume nao se altera, indepen-
dentemente da base ortonormal escolhida.
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De fato, tome outra base ortonormal para V', dada por {wy, wa, w3 }.
Seja S : V — R3 a isometria determinada por S(wy) = e1, S(wz) = €2
e S(w3) = e3. Pela Proposicio 4.1.3 sabemos que S~! é isometria,
além disso, pela Proposicao 4.1.5, R : R — R3 dada pela composicao
R =T oS5~ ! também é isometria; desse modo temos que T'= Ro S.
Se B é a matriz tal que

| | |
B= [ T(v1) T(ve) T(v3) ] , temos que

Vol(T'(P)) = | det B|
= Vdet B'B

— ROS(U1) - ‘ | ‘
= |det | — RoS(vy) -— RoS(v1) RoS(va) RoS(vs)
ROS(’Ug) — ‘ | ‘
o0S(v1),RoS(v1)) (RoS(v1),RoS(v2)) (RoS(v1),RoS(v3))
= |det| (RoS(v3),RoS(v1)) (RoS(v2),RoS(v3)) (RoS(v2),RoS(v3))
(Ro S(v3),RoS(v1)) (RoS(vs),RoS(v2)) (RoS(v3),RoS(v3))
(S(v1),S(v1))  (S(v1),S(v2))  (S(v1),S(vs))
= |det | (S(v2),S(v1)) (S(v2),S(v2)) (S(v2),5(vs))
| (S(v3),S(v1))  (S(v3),S(v2))  (S(vs),S(v3))
[ — S(un) - | | |
= J|det | — S(vo) - S(v1) S(va) S(v3)
| — S(vs) - | \ |
| | |
= det|:5(v1) S(|1)2) S(’Ug) ]‘

= Vol(S(P)).

Assim, concluimos que Vol(P) independe da base ortonormal es-
colhida e, portanto, estd bem definido.

Antes de enunciarmos o préximo teorema, note que para calcu-
larmos o volume de P, ndo podemos simplesmente utilizar det A, ja
que A nao é uma matriz quadrada e, desse modo, nao possui determi-
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nante. Entretanto, mostraremos que a expressao vVdet AT A, vista no
Teoremad.1.1, ainda faz sentido e continua funcionando.

Teorema 4.2.2. Seja P o paralelepipedo em R* gerado pelos vetores
v1,v2,v3 € RE. Se A € a matriz 4 x 3 cujas colunas sio formadas pelas
entradas dos vetores vi,va e vz, ou seja, v; = (Vij,V2j, U3j,Vaj), €

V11 Vi2 V13

A= | U2t U2 B e Vol(P) = 4/det(AT A).
V31 V32 Us3

V41 V42 V43

Demonstra¢dao. Temos dois casos:

i) {v1,v2,v3} é um conjunto linearmente dependente.
Sem perda de generalidade, vs é combinagao linear de de vy e v, (se
necessario podemos reordenar os vetores), desse modo vs = a1 + v
para a1, as € R adequados.
Entao,

(v1,v3) = (v1, 1v1 + Q2v2)
= (v1, ) + (V1, QaV2)

a1 (v, v1) + (v, v2),

(v2,v3) = (2, 101 + Q2v2)
= (v, av1) + (V2, QaV2)

a1 (ve,v1) + ag(va, v2),

(vs,v3) = (v3, V1 + Q2V2)
= (v3, a1v1) + (U3, A2V2)

Ol1<’l)3,’l)1> + O[2<’U3, U2>, €

(vi,v1)  (v1,v2)  (v1,03)
ATA = | (vg,v1) (va,va) (va,v3)

(vs,v1) (v3,v2) (v3,v3)
Note que, conforme os cédlculos desenvolvidos acima, a terceira

coluna de AT A é combinacéo linear das duas primeiras colunas de AT A,
logo, det (AT A) = 0.
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Como Vol(P) = 0, pois os vetores sdo linearmente dependentes,

segue que Vol(P) = 0 = /0 = y/det(AT A).

ii) {v1,v2,v3} é um conjunto linearmente independente.
Seja W o subespago de R* gerado por {vy,vs,v3}, entdo dimW = 3,
pois {v1,v92,v3} é LI. Seja {wy, wa, w3} uma base ortonormal de W.

Seja ainda T : V. — R? a isometria determinada por T'(w;) =
€1, T(’u)g) = €9, T(’u)g) = €3.

Vol((P)) = Vol(T(P)), por defini¢ao,

= /det(BTB), pelo Teorema 4.1.1,

(T(v1),T(v1)) (T(n), T
= |det | (T(v2),T(v1)) (T(v2),T(v2))
(T'(v3),T(v1)) (T(v3),T

(vi,v1)  (v1,v2) (v, v3)
= |det | (vo,v1) (va,v2) (vg,u3) |, pois T & isometria,
| (vs,v1)  (vs,v2)  (v3,03)

= 4/det(AT A).

Como desejado.

Agora que ja sabemos como calcular o volume de um parale-
lepipedo em R*, vamos investigar se temos uma generalizacdo do teo-
rema de Pitdgoras. Para isso utilizaremos um teorema que generaliza as
propriedades do determinante do produto de duas matrizes, no caso em
que elas nao sdo quadradas (mas seu produto é uma matriz quadrada),
o teorema em questdo é conhecido como Fdrmula de Cauchy-Binet e,
para enuncid-lo, precisamos de algumas notagoes e conceitos prelimi-
nares que veremos na sequéncia.
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Definigao 4.2.3. Sejam n,k € N com 1 < k < n. Uma k-upla cres-
cente em n € uma k-upla ordenada

I:(il,ig,ig,...,ik) coml < i1 < 19 < ... < 1 < N

Note que, de acordo com a Definigao 4.2.2, existem exatamente

) = ni' k-uplas crescentes em n
k) Rn—k)1 P '

Por exemplo, se n = 4 e k = 3, a quantidade de k-uplas cres-

4 ) = 4, sendo elas (1,2,3),

centes em n, nesse caso, ¢ dado por ( 3

(1,2,4), (1,3,4) e (2,3,4).

Dada uma matriz A, «x, podemos utilizar as k-uplas para obter-
mos matrizes quadradas de ordem k, a partir das n linhas de A. Em
particular, tomando n = 4 e k = 3 a partir da matriz A4x3, temos que

aix @iz ais
a a a
A— 21 22 23
azyp azz ass
Qg1 G42 Q43

Como j4 vimos que as k-uplas obtidas nesse caso serao (1,2,3),
(1,2,4), (1,3,4) e (2,3,4). Segue abaixo, cada uma das matrizes for-
madas a partir das linhas indicadas em sua k-upla “I” correspondente:

a1 a2 13
Para I =(1,2,3) temos que A; = | a21 a2 ao3
a3l a3z ass

a1l a2 ais
a21 A2z 423
a41 Q42 Q43

Para I =(1,2,4) temos que Aj

aip a2 as
Para I =(1,3,4) temos que A; = | as1 asz ass
G41 Q42 Q43
a1 ag2 (23
Para I =(2,3,4) temos que A; = | as1 asz ass
G41 Q42 Q43




50

Generalizando o caso particular acima, temos que, dada uma
matriz A, xg,com 1 < k < n, eI = (i1,42,13,...,i;) uma k-upla cres-
cente em N, a saber (1,2,3,...,n), seja Ay a matriz k x k formada a
partir de A tomando apenas as linhas indicadas na k-upla, ou seja,

linha 1 de A; =linha 4; de A
linha 2 de Aj; =linha i, de A

linha k& de A; =linha i, de A

Teorema 4.2.3. (Férmula de Cauchy-Binet) Sejam k,n € N com
1 < k < n, Auma matrizk x n e B uma matrizn x k. Entao,

det(AB) =Y _det((A7)").det(By),
1]

em que a soma envolve todas as k-uplas crescentes em n.

Nao faremos aqui a demonstracao do Teorema 4.2.3. Nao obs-
tante, sua demonstracdo pode ser encontrada, por exemplo, em (EDWARDS,
1994).

Contudo, é importante observarmos que no caso em que k = n
existe apenas uma k-upla crescente em (1,2,3,...,n) e, desse modo,
Ar = A, By = B. Como A e B sdo matrizes quadradas de ordem n,
temos que

det(AB) = det(A;)T det(B;) = det(A”) det B = det A det B,

que é a regra conhecida para o determinante do produto de matrizes
quadradas.

Corolario 4.2.4. Tomando A = BT, temos que det(BTB) = (det(BI))z.
1
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Demonstragdo. De fato, se tomarmos A = BT, pelo Teorema 4.2.3,
temos que

det(BTB) = Zdet ((B1)")T).det(Br)

= Zdet (Br).det(By)
1

= (det(By))
1]

Utilizando esse Corolario 4.2.4, juntamente com o Teorema 4.1.1
podemos concluir que

(Vol(P))” = det(ATA) = 3 (detA)”.
i

Em particular, paran =4 e k = 3, temos que

(Vol(P))2 = Z (detA])2

4]
= (detA(1’2’3)>2 + (detA(1’2,4))2 + (detA(1,3’4))2 + (detA(273,4))2.

Para interpretarmos geometricamente o que acabamos de calcu-
lar, vamos comecar definindo a projecdo de um vetor de R* sobre um
espago coordenado.

Definigao 4.2.4. Seja v = (a,b,c,d) um vetor do R*. A projegao
ortogonal proj,,, R* — R* de v sobre o espaco coordenado xyz em
R%, € o0 vetor

proj,,.v = (a,b,¢,0), Vve R*.

Similarmente ao que foi feito na Proposi¢ao 3.0.1, prova-se que
prohw é uma transformacao linear. Além disso, dados vetores vy, vy, v3 €
R*, a imagem por proj,, . do paralelepipedo P gerado por vy, va € v3 é
1gual ao paralelepipedo Py, gerado pelos vetores proj,,,v1, proj,, ,vs
e proj,, ,vs. A verificagdo desse fato ¢ andloga ao que foi feito na segao
2.3.

Queremos calcular o volume do paralelepipedo F,,,. Desse modo,
sejam

by = Proj,,.(v1) = (a11,a21, as1,0)
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by = proj,, . (v2) = (a12, azs, as2,0)
by = proj,, . (vs) = (a3, azs, ass,0)

e, sejam ainda,
c1 = (a1, a21,a31),

Cy = (a12,a227 032)7
c3 = (a13, a23, a33).

Observe que, se a matriz A é a matriz cujas colunas sao os vetores
b1, by e bz, respectivamente, assim,

o
A(1,2,3): €1 C2 C3

o
Note que para quaisquer ¢,j € {1,2,3}, (b;,b;) = (c;, ¢;), pois
(bi, bj) = ar;a15+azia2j+asz;a3;+0.0 = ay;a14+aza25+as;a3; = (c;, ¢j).

Portanto, como A = | by by b3 |, segue que
o
(b1,b1) (b1,b2) (b1,b3)
ATA = | (b2,b1) (ba,b2) (b2,bs)
(b3, b1) (b3, ba) (b3, b3) |

[ <Cl7cl> <01702> <Clac3> 1
= | (c2,c1) (co,c2) (ca,c3)
<C37 Cl> <c37 02> <c37 C3>

= AT 103 A1,2,3)

Assim, pelo Teorema 4.2.2, temos que

VolP,,. = y/det(AT A), isto é,

(VolP,,.)* = det(AT A)
= det(A(Tl72,3)A(1,2,3))
= det(A(1,2,3))2~
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Logo,

VOIPwyz = |detA(1’2’3)|.

De maneira similar, podemos verificar que

(VolP,y,)” = (detAq.2.4))°, 1080 VOlP,y, = |det Ay 20)]
(VolP,2y, ) = (detAq1 5.4))°, 10g0 VOIP,.,, = |detAq 5] €,
(VolPya)® = (detArzs.))?, logo VolP,.,, = |det A 5.4|-

Enfim, mostramos que o quadrado do volume de um parale-
lepipedo em R* é igual a soma dos quadrados dos volumes das projecoes
ortogonais deste paralelepipedo sobre os espagos coordenados, ou seja,
temos aqui uma generalizacao do Teorema de Pitdgoras em R*.
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5 APLICACAO NO ENSINO MEDIO

Nesse capitulo apresentaremos um roteiro de aula. Trata-se de
uma aplicagdo, em uma turma do terceiro ano do ensino médio, em
que a ideia do nosso trabalho (em R3) é exposta de forma intuitiva,
com o auxilio do software livre GeoGebra e serve como uma motivagao
para concluir e revisar o tema que trabalha as projecoes ortogonais
sobre um plano, conforme (SOUZA, 2013). Para isso, deve-se utilizar
o conhecimento prévio dos estudantes sobre determinantes de matrizes
de ordem 3, para calcular as dreas dos paralelogramos (em R?).

5.1 A IDEIA DO TEOREMA DE PITAGORAS (EM R?) ATRAVES
DO GEOGEBRA

1. Objetivos:

e Criar, no GeoGebra, um paralelogramo P determinado por dois
vetores de R3, conforme a Defini¢ao 2.1.1.

e Projetar ortogonalmente o paralelogramo P criado sobre os planos
coordenados, conforme a Definicao 3.0.1.

e Calcular a area do Paralelogramo P e a drea dos paralelogramos
Puy, Pz e Py, obtidos por suas projecoes ortogonais sobre os
planos coordenados, utilizando a Proposigcao 2.1.3.

e Perceber a relagao entre a area do paralelogramo P e as areas de
suas “sombras” Py, P, e Py, como foi feito no capitulo 3.

2. Duracao:

e Duas aulas.

3. Recursos Didaticos:
e Lousa digital e notebook.

o GeoGebra.

4. Ambiente de aprendizagem:
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e Laboratério equipado com computadores que possuam o software

livre GeoGebra instalado.

. Metodologia:

Primeiro Momento:

O professor, escolherd dois vetores linearmente independentes
com o auxilio da lousa digital e de um notebook, construird na
janela 3D do GeoGebra, um exemplo de paralelogramo em R3,
além disso, mostrard como encontrar suas projecoes nos planos
coordenados, conforme feito na Figura 12.

Segundo momento:

De acordo com a explanacao do exemplo dado pelo professor,
cada estudante devera desenvolver seu proprio exemplo, nesse mo-
mento o professor poderd auxiliar alguns alunos individualmente,
caso haja necessidade.

Terceiro momento:

Cada estudante, através da Proposicao 2.1.3, deve calcular as
areas dos paralelogramos obtidos em seu préprio exemplo. Os
resultados obtidos podem ser verificados com as areas calculadas
(automaticamente) pelo GeoGebra conforme a Figura 13.

Quarto momento:

Os estudantes deverao verificar, utilizando as areas calculadas no
momento anterior, que o quadrado da area de um paralelogramo
P em R3 ¢ igual a soma dos quadrados das 4reas das projecdes
ortogonais de P sobre os planos coordenados.
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Figura 13 — Areas dos paralelogramos, em R3.

> vanela e Agebra B P R
Ponto .

Quadrildtero
L. poll =202

6. Verificacao da aprendizagem:

e A avaliagdo dos alunos serd realizada durante o processo e an-
damento da aula, utilizando alguns critérios como: iniciativa,
participacao, interesse pelo assunto e a realizacao da atividade
proposta.
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6 CONCLUSAO

Segundo César Coll, “Tao importante quanto o que se ensina e se
aprende é como se ensina e como se aprende.” Uma vez, ao aplicar um
teste de sondagem para estudantes do Ensino Médio, deparei-me com
alunos que ao aplicar o Teorema de Pitagoras, em um caso particular
em que as medidas dos lados do triangulo retangulo eram denotadas
por a, b e ¢, utilizavam a como sendo a medida da hipotenusa, mesmo
que nao fosse. Assim, percebi que eles simplesmente haviam decorado
o Teorema na forma a?=b%+c?, entretanto, nio entenderam seu enun-
ciado nem como utiliza-lo. Entao, a partir dessa percepgao, criei uma
estratégia com a qual pude sanar um erro corriqueiro.

Neste trabalho, desenvolvemos nossas ideias de maneira simples,
sempre exemplificando e motivando o leitor a fim de que, mesmo nao
tendo um embasamento teérico para compreender a demonstracao de
algum teorema ou proposicao, ele possa acompanhar e entender sua
ideia central. Investigamos o Teorema de Pitagoras em algumas di-
mensoes “maiores” da que estamos habituados, trabalhando com areas
de paralelogramos em R? e volumes de paralelepipedos em R*.

Uma sugestao que podemos deixar como proposta para trabalhos
futuros é a generalizacao do Teorema de Pitagoras em R"™, com n > 4,
que seria como uma “continuacao” do que desenvolvemos aqui, porém,
o problema de se definir o volume de um paralelepipedo em R* foi so-
lucionado usando como ferramenta o produto vetorial em R?. Sabemos
que o produto vetorial é definido apenas para vetores de R?, logo nao
podemos usé-lo diretamente para ajudar a definir volume de um objeto
em R™ com n > 4. Uma solugao para este problema envolve genera-
lizar o préprio conceito de produto vetorial, algo que pode ser feito,
por exemplo, com auxilio da Algebra Multilinear, como apresentado
em (EDWARDS, 1994).
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