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ARAUJO, S. X. S. Uma introducao ao estudo de Derivadas no Ensino Médio.
Dissertagao (Mestrado Profissional em Matematica- PROFMAT)- Universidade Federal
Rural do Semi-Arido- UFERSA, Mossord, RN.

RESUMO

O presente trabalho se constitui em uma proposta didatica para o ensino introdutorio
de derivadas, atrelado ao ensino de funcoes no 1° ano do Ensino Médio, com énfase nas
funcoes do 1° e 2° graus. Para isso, buscou-se analisar a viabilidade da introducao do
ensino de Calculo nessa fase escolar, tendo em vista as dificuldades inerentes a esta disci-
plina e o extenso curriculo do Ensino Médio. A partir de um levantamento bibliogréfico,
descreveu-se um breve histérico sobre o surgimento do calculo como conhecimento mate-
matico, apontando os principais problemas que desencadearam tal estudo e sobre o ensino
de Célculo no Ensino Médio no Brasil, ressaltando os motivos que levaram a retirada de
topicos de calculo dos programas de Mateméatica. Também foi realizada uma pesquisa na
base de dados do IFCE- campus Limoeiro do Norte, a fim de investigar quantos cursos
superiores contém a disciplina de Calculo em seus programas e quais os indices de aprova-
¢ao/reprovagao em tais disciplinas nos semestres 2014.1 e 2015.1. Baseado nos alarmantes
resultados da referida pesquisa, os quais variam de 33% a 90% de reprovacao,propusemo-
nos a elaborar uma sequéncia didéatica sobre derivadas das fungoes do 1° e 2° graus de
forma contextualizada e interdisciplinar, com énfase na resolucao de problemas e aplica-
¢oes, objetivando disponibilizar um material que possa ser testado em sala de aula e que
seja util para melhorar o ensino de cédlculo no ensino superior. Observa-se que o Calculo
sempre foi uma importante ferramenta para o desenvolvimento cientifico e tecnolégico e
que, atualmente, desempenha um papel fundamental em varias areas do conhecimento.
Portanto, a necessidade da insercao de tépicos de calculo no Ensino Médio é inegavel,
tendo em vista a formagao continuada desses alunos e o papel facilitador que o calculo de-
sempenha em outros contetiidos matematicos e outras areas do conhecimento. Além disso,
nota-se que é totalmente viavel inserir o conceito de derivadas logo no 1° ano do Ensino
Médio, desde que o rigor matematico e o excesso de formalismos nao sejam demasiada-
mente explorados, mas que ao invés disso, sejam destacadas a interpretacao geométrica e
as aplicagoes. Dessa forma, é necessario que mais pesquisas sejam realizadas neste ambito,
fornecendo suporte para os professores do Ensino Médio introduzirem nocoes intuitivas
do Célculo de forma apropriada ao seu publico.

Palavras-chave: Derivadas. Funcoes do 1° e 2° graus. Ensino Médio.



ARAUJO, S. X. S. An introduction to Derivatives study in High School. Disser-
tation (Professional Masters in Mathematics - PROFMAT) - Federal Rural University of
the Semi-Arid- UFERSA, Mossord, RN.

ABSTRAT

This work is a didactic proposal for introductory teaching of derivative, linked to the func-
tions of teaching first and second grades. For this, we sought to examine the feasibility
of introducing Calculus education this school phase in view of the difficulties inherent in
this discipline and extensive high school curriculum.From a literature review, described
a brief history of the appearance of the Calculus as mathematical knowledge, pointing
out the main problems that triggered such a study, and the calculation of teaching in
high school in Brazil highlighting the reasons why the withdrawal of Calculus topics of
math programs. Also a survey was conducted on the campus database IFCE of Limoeiro
do Norte to investigate how higher education contains the Calcukus discipline in their
programs and what are the rates of the approval indexes / reproof in these subjects in
semesters 2014.1 and 2015.1. Based on the alarming results of that research, which vary
from 33% to 90% disapproval, we propose to draw up a teaching sequence on derivatives
of functions of the 1st and 2nd grades in context and interdisciplinary manner, with an
emphasis on problem solving and applications , aiming to provide a material that can be
tested in the classroom and it will be useful to improve the Calculus teaching in higher
education. It is observed that the Calculus has always been an important tool for scienti-
fic and technological development and that currently plays a key role in various areas of
knowledge. Therefore, the need to insert topics of Calculus in high school is undeniable
in view of the continuing education of these students and the facilitating role that the
Calculus plays in other mathematical content and other areas of knowledge. In addition,
it is noted that it is entirely feasible to insert the concept of derived soon in the 1st year
of high school, provided the mathematical rigor and excessive formalities are not overly
exploited but which, instead, are highlighted in geometric interpretation and applications.
Thus, it is imperative that more research be done in this area by providing support for
high school teachers introduce intuitive notions of properly Calculus to your audience.

Keywords: Derivatives. Functions of the 1st and 2nd degrees. High school.
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INTRODUCAO

O ensino de Célculo no Ensino Médio tem sido alvo de varias pesquisas como,
por exemplo, Rezende (2003), Avila (1991, 1993, 2006), Duclos (1992), Machado (2008),
Amorim (2013), Vianna (2013), Molon (2013) entre outros. Essas pesquisas discutem se
é viavel a insercao do ensino das nocgoes de Limites, Derivadas e Integrais no Ensino Mé-
dio e qual seria a forma mais adequada para tal inclusao. Os autores concordam que ha
um fracasso no ensino de Calculo no Ensino Superior, com altos indices de reprovagoes,
e entendem que ensinar Célculo de forma introdutéria no Ensino Médio seria parte da

solugao para esse problema.

De acordo com Rezende (2003) os indices de reprovagdes nas disciplinas de Cal-
culo Diferencial e Integral nas universidades variam entre 45% e 95%, um indice muito
alto que ressalta a necessidade de pesquisas que busquem descobrir a raiz do problema e,

consequentemente, apontem solucoes.

Julgamos ser relevante ressaltar que o ensino de Calculo ja fez parte do curriculo
do Ensino Médio na 3* série do antigo Curso Cientifico. Constava neste curriculo o en-
sino de derivadas e aplicagoes especialmente aos problemas de maximos e minimos, entre
outros. O ensino de Célculo foi abolido na década de 60 com o advento da Matematica
Moderna que reformulou o curriculo do Ensino Médio trazendo formalismo e rigor para o
ensino da Matematica. Tal rigor impossibilitou o estudo de Célculo e prejudicou o ensino
de Geometria, pois tais contetidos com o rigor exigido tornam-se inviaveis para o Ensino
Médio. Mas descartar o ensino de Céleulo é um erro grave segundo Avila (1991), pois o
"Célculo vem desenvolvendo um papel de grande relevancia em todo o desenvolvimento

cientifico-tecnolégico "(Avila,1991, p.3).

Como entao resolver este dilema? Nao podemos negligenciar o ensino de Célculo
no Ensino Médio, mas por outro lado como inseri-lo num curriculo tao extenso e cheio de

formalismos?

Avila (1991, p.8) responde: “seria muito mais proveitoso que todo tempo que se
gasta, no 2° grau, ensinando formalismo e longa terminologia sobre fungoes, que todo esse

tempo fosse utilizado com o ensino das nocoes basicas do Célculo e suas aplicagoes .

Concordamos com tal afirmacao de Avila, pois podemos observar que ha um des-
perdicio de tempo ensinando regras e formulas que devem ser decoradas pelos alunos,
nao somente referente ao estudo de fungoes, mas também de outros contetidos como, por

exemplo: sequéncias numéricas; em especial progressoes geométricas, contetidos estes que
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poderiam ser atrelados ao estudo de Calculo trazendo aplicacoes e mais significado para
os mesmos. Tal metodologia de ensino torna o aluno desestimulado, pois faz com que a

Matematica seja ensinada sem contextualizagao e interdisciplinaridade.

Portanto, este trabalho se constitui em uma proposta de insercao das nogoes ba-
sicas de derivadas logo no 1° ano do Ensino Médio atrelado ao estudo de fungoes, em
especial fungoes do 1° e 2° graus. Nossa proposta nao € inserir uma longa teoria de Cal-
culo, cheia de terminologias e formalismos, mas sim inserir os conceitos de forma intuitiva
aproveitando exemplos praticos e aplicacoes importantes da teoria de derivadas como:
problemas de maximos e minimos, crescimento e decrescimento de funcoes, cinematica,
entre outros. Vale ressaltar que nao pretendemos aplicar a teoria de derivadas a todas as
funcoes estudadas no 1° ano do Ensino Médio visto que se torna inviavel estudar as de-
rivadas de algumas dessas funcoes sem primeiramente estudar limites. Entao porque nao
estudar limites a priori? A resposta a esta pergunta é que a derivada tem varias aplica-
¢oes teis nessa fase de escolaridade o que facilitaria o entendimento de alguns contetudos,
trazendo significado, contextualizacao e interdisciplinaridade. Enquanto que a teoria de
limites nao tem tantas aplicagoes nesse momento e atrasaria o ensino de derivadas que

deve ser paralelo ao de fungoes, como também de cinematica.

A fim de embasar essa pesquisa, no primeiro Capitulo sera abordado um pouco da
histéria do Calculo mostrando quais os principais problemas que desencadearam o estudo
dessa teoria, possibilitando assim refletir sobre como inserir o ensino de Célculo no Ensino

Médio através de suas aplicagoes.

No segundo Capitulo, faremos uma retrospectiva do ensino de Célculo no Ensino
Médio no Brasil ao longo da Historia, buscando descobrir quais motivos levaram a reti-
rada desse importante conteido dos curriculos do Ensino Médio. Também discutiremos
dados do IFCE campus Limoeiro do Norte concernente a quantidade de cursos superiores
que contem a disciplina de Célculo em seu curriculo bem como os indices de reprovacao
em tais disciplinas. Dessa forma, buscamos ressaltar a importancia do ensino de Calculo
para o desenvolvimento cientifico e tecnolégico assim como a necessidade da melhoria da

qualidade desse ensino.

Finalmente, o terceiro Capitulo trara uma sequéncia didética sobre derivadas e
suas aplicagoes, seguindo o estudo de fungoes no 1° ano do Ensino Médio. Iniciaremos
com a funcao do 1° grau introduzindo o conceito de derivada como taxa de variagao.
Depois trabalharemos o problema da reta tangente a uma curva através da funcao do 2°
grau aplicando a problemas de maximos e minimos. Também sera introduzido o conceito

de derivada como velocidade instantanea trazendo aplicacoes na Fisica. Por fim, estuda-
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remos derivadas de fung¢oes polinomiais.
Dessa forma, procuramos introduzir o conceito de derivadas através de conteidos

que os alunos ja estudariam; é o caso das funcoes mencionadas acima, aproveitando a

grande aplicabilidade que as derivadas trazem a tais conteidos.
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1 DESENVOLVIMENTO DO CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL
AO LONGO DA HISTORIA

Newton e Leibniz frequentemente sao citados como os inventores do Célculo
Diferencial e Integral. Entretanto, alguns dos problemas que deram origem ao estudo
das ideias centrais do Calculo foram desenvolvidos por alguns matematicos que viveram
antes de Newton e Leibniz. Abordaremos neste capitulo o desenvolvimento do Calculo
Diferencial e Integral desde os primeiros problemas que deram origem ao seu estudo até
os dias atuais; destacando os principais matematicos e suas respectivas obras que contri-

buiram para isto.

1.1 Problemas propulsores do Célculo

Um dos problemas que sempre instigou a curiosidade dos matematicos foi o calculo
de areas e volumes. Os gregos por volta de 200 A.C realizavam calculos de areas pelo
método conhecido como quadratura. Este método consistia em encontrar um quadrado
de mesma &rea que a figura poligonal da qual desejava calcular a area. O grande problema

estava em encontrar a quadratura de figuras curvas.

Por algum tempo os matematicos tentaram desenvolver um método de encontrar a
quadratura da curva mais simples: o circulo. Foi Arquimedes (287 — 212 A.C) o primeiro
a desenvolver um método para isso que ficou conhecido como método da exaustao. Mas
os matematicos continuaram seus estudos afim de encontrar um método mais simples, o

que desencadeou uma grande quantidade de trabalhos.

Outro problema que surgiu na época foi o de encontrar a reta tangente a uma
curva. Embora esses dois problemas fossem estudados separadamente, alguns matemati-

cos procuravam uma ligacao entre os dois.

Em 1612 Kepler (1571-1630) se interessou por calcular o volume dos tonéis de vi-
nhos, visto que nesta época a safra de vinho foi muito boa, pois os métodos existentes
nao eram muito eficazes. Entao Kepler estudou sobre os métodos de Arquimedes e de-
senvolveu métodos para calcular volumes de sélidos de revolucao nao considerados por
Arquimedes. Seus estudos deram origem ao livro Stereometria Doliorium Vinariorum

(Medidas de volumes de barris).

Enquanto Kepler trabalhava com os volumes dos barris, Galileu (1564-1642) estu-
dava astronomia e Fisica, sempre necessitando da Matematica em seus estudos. Foi entao

que surgiram os primeiros estudos sobre infinitesimal. Segundo Boyer (1974, p. 241)
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"Galilei tinha tido a intencao de escrever um tratado sobre o infinito em Matematica,
mas ele nao foi encontrado. Enquanto isso seu discipulo Cavalieri fora estimulado
pela Stereometria de Kepler, bem como por ideias antigas e medievais e pelo enco-
rajamento de Galileu, a organizar seus pensamentos sobre infinitésimos em forma de
livro”.

A ideia de Cavaliere era que "uma area pode ser pensada como sendo formada de
segmentos ou 'indivisiveis’ e que um volume pode ser pensado como composto de areas
que sao volumes indivisiveis ou quase-atomicos”(BOYER, 1974, p. 241). Ora, mas essa

ideia é semelhante a que conhecemos hoje como integral.

Os estudos sobre infinitesimais continuaram interessando os matematicos da época.
A mais importante descoberta neste sentido foi realizada por Fermat (1607-1665) em 1629,
mas s6 foi publicado apds sua morte, em um tratado. Fermat desenvolveu um método

para achar maximos e minimos.

"Ele comparou o valor de f(z) num ponto com o valor f(z+ E) num ponto vizinho.
Em geral esses valores serao bem diferentes, mas num alto ou num baixo de uma
curva lisa a variagao serd quase imperceptivel. Portanto para achar os pontos de
méximo e minimo Fermat igualava f(z) e f(x + E), percebendo que os valores,
embora nao sdo exatamente iguais, sdo quase iguais. Quanto menor o intervalo
FE entre os dois pontos mais perto chega a pseudo-equacao de ser uma verdadeira
equagao; por isso Fermat, depois de dividir tudo por E fazia F = 0.”(BOYER, 1974,
p. 255)

Notem que o método desenvolvido por Fermat é o que conhecemos hoje por di-
ferenciacao. Por esse motivo, para Laplace, Fermat é o verdadeiro inventor do Célculo.
Fermat também utilizou seu método para achar a tangente a uma curva. Além disso,
Fermat chegou a um teorema para calcular dreas sob curvas muito semelhante ao que
chamamos de integragao. Acredita-se que os trabalhos sobre integral surgiram antes que
os sobre derivadas. Pena que Fermat nao publicou seus trabalhos, por isso nao teve o

reconhecimento que merecia.

Dessa forma, concluimos que os problemas propulsores do Calculo foram o pro-
blema de calcular areas sob curvas e de achar a reta tangente. E importante ressaltar que
na ordem cronolégica o desenvolvimento do Célculo se deu por integracao -diferenciacao-

limites. Sendo que, até entao, nenhuma teoria sobre limites tinha sido desenvolvida.

1.2 O Caélculo de Newton e Leibniz

Em 1665 Newton (1642-1727) ja exprimia fungdes em termos de séries infinitas e

estudava sobre taxa de variacao. No periodo compreendido entre 1665 e 1666 Newton fez
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suas maiores descobertas, entre elas o Célculo, pois ele estava com bastante tempo para
pensar nos problemas matematicos visto que a escola em que estudava estava fechada,
devido uma peste. Mas apenas em 1711 Newton publicou sua primeira obra sobre analise

infinita intitulada de De analysi per aequationes numero terminorum infinitas.

Newton ficou conhecido como um dos inventores do Calculo porque percebeu o que
Fermat e outros matematicos que estudaram os problemas de area sob uma curva e reta
tangente nao perceberam, a relacao inversa entre integracao e diferenciacao. De acordo
com Boyer (1974, p. 292)

"Newton nao foi o primeiro a diferenciar ou integrar, nem a ver a relagao entre
essas operagoes no teorema fundamental do calculo. Sua descoberta consistiu na
consolidacdo desses elementos num algoritmo geral aplicdvel a todas as funcoes,
sejam algébricas, sejam transcendentes.”

Em 1671 Newton escreveu (mas s6 veio a ser publicada em 1742) sua obra Metho-
dus fluzionum et serierum infinitorum que popularizou seus métodos infinitesimais, em
que ele usou as varidveis = e y para representar quantidades que fluem, os quais chamou
de fluentes (0 que conhecemos como taxas de variagoes). J& em 1676, Newton publica

outra obra sobre Calculo cujo titulo era De quadratura curvarum.

Cerca de dez anos depois da descoberta do calculo por Newton, Leibniz (1646-1716)
também faz a mesma descoberta independentemente de Newton. Entretanto Leibniz pu-

blicou seus trabalhos antes de Newton em 1684 na Acta Eruditorum.

Em 1676, quando Leibniz visita londres, Huygens (matemdtico holandés) propos
que Leibniz resolvesse o problema de achar a soma dos reciprocos ntimeros triangulares,

em linguagem atual seria calcular

=~ 2
;n(nle)'

Leibniz resolveu o problema escrevendo ——=— = 2 (l — L) concluindo que a

n(n+1) n n—1
soma da série infinita é 2. Dessa forma, Leibniz aplicou seu método a varias séries infini-
tas e pensava que poderia estender para todas elas, mas logo constatou que para algumas

séries nao era possivel.

Entao ele resolveu utilizar suas ideias para resolver o problema da area sob uma

curva e da reta tangente. A partir dai Leibniz
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"Percebeu entao, em 1673, que a determinacao da tangente a uma curva dependia
da razao das diferencas das ordenadas e das abcissas, quando essas se tornavam
infinitamente pequenas, e que as quadraturas dependiam das soma das ordenadas
dos retangulos infinitamente finos que formam a drea.”(BOYER, 1974, p. 295).

Por conseguinte percebeu a relagao inversa entre area sob uma curva e retas tangen-
tes, descoberta que ja tinha sido feita por Newton alguns anos antes sem o conhecimento
de Leibniz.

Uma importante contribuigao de Leibniz foi em relagdo as notagoes, foi ele que

inseriu as notacoes dx e dy para as diferencias e o simbolo f para integrais.

O primeiro trabalho publicado de Leibniz sobre diferencial cujo titulo era Nova
Methodus Pro Maximis Et Minimis, Itemque Tangentibus, Qua Nec Irrationales Quanti-
tates Moratur ( Um novo método para maximos e minimos, e também para tangentes,
que nao é obstruido por quantidades irracionais) tratou das férmulas para derivadas de

produtos, quocientes e poténcias, bem como aplicacoes na geometria.

Sabemos que outros matematicos também deram suas contribuigoes para o estudo
do Caélculo, porém nenhum deles desenvolveu trabalhos tao relevantes quanto os de Newton

e Leibniz nesta area, o que os fazem serem reconhecidos como os invetores do Calculo.

1.3 O Caélculo contemporaneo

Os célculos de Newton e Leibniz passaram por muitas mudancas até chegar nos
dias atuais. Novos conceitos foram inseridos e outros reformulados. O conceito de limites,
por exemplo, nao existia na época de Newton e leibniz o que prejudicava a publicacao dos
seus trabalhos, tendo em vista a dificuldade de provar a existéncia de quantidades infini-
tamente pequenas. O conceito de limites s6 surgiu em 1765 com o matematico frances Le
Rond D’Alembert (1717-1783).

As quantidades variaveis que Newton e Leibniz relacionavam com tangentes e qua-
draturas atualmente sao compreendidas através do conceito de funcao que relacionou
conjuntos com funcoes continuas e descontinuas.

De acordo com Carvalho (2007, p. 50)

”Sao intmeras as modificagoes sofridas pelo cédlculo desde o século XVII até o sé-
culo XXI. Portanto podemos perceber que aquele calculo desenvolvido por Leibniz
e Newton ja nao se usa mais. O que restou de seus trabalhos sao alguns algoritmos
ainda empregados no calculo moderno e muito da notacao adotada por Leibniz.”
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No que diz respeito ao ensino de Calculo na modernidade podemos notar duas prin-
cipais diferengas quanto ao Calculo desenvolvido po Newton e Leibniz. A primeira delas
¢ em relacao a ordem em que se é ensinado o Calculo: limites-derivadas-integrais. Como
vimos a ordem cronoldgica foi integrais-derivadas-limites. Isso se deve ao fato de que as
ideias centrais do Calculo foram desenvolvidas através de problemas concretos como en-
contrar a area sob uma curva e achar a reta tangente. A segunda diferenga é que o Calculo
ganhou uma forma puramente algébrica, em que conceitos, teoremas e demonstragoes sao
ensinados sem nenhuma ligacao, a priore, com os problemas que impulsionaram o desen-
volvimento do Caélculo, s6 depois é dada uma interpretacao geométrica para derivadas e

integrais de forma quase que insignificante.
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2 CALCULO NO ENSINO MEDIO?

Neste capitulo abordaremos as duas principais reformas referentes ao ensino de
Matematica no Ensino Médio, destacando a inclusao e a exclusao de tépicos do Calculo
nos respectivos programas, bem como os motivos que desencadearam essas mudangas.
Além disso, trataremos sobre o ensino de Célculo no Ensino Superior ressaltando sua
importancia e dificuldades inerentes ao seu ensino/aprendizagem. Com isso, objetivamos

discutir sobre a viabilidade de haver um retorno ao ensino de Calculo no Ensino Médio.

2.1 O ensino de Cilculo no Ensino Médio no Brasil

Poucas pessoas sabem que o ensino de Calculo ja fez parte dos curriculos do Ensino
Médio (antes chamado Ensino Secunddrio). Este tema foi incluido através da Reforma
Capanema, em 1942, que recebeu este nome em homenagem ao seu fundador, o ministro

de educacao na época, Gustavo Capanema.

Antes da reforma, o ensino era dividido em dois ciclos: Curso Fundamental, com
duragao de 5 anos, e o Curso Complementar com duracao de dois anos. O Curso Com-
plementar tinha como principal objetivo preparar os alunos para o Ensino Superior. Para
tanto, existiam trés opgoes de Cursos Complementares: Curso Pré-Juridico, Curso Pré-

Médico e Curso Pré-Politico.

Referente ao ensino de Matematica nestes cursos Ribeiro e Valente (2007, p. 1557)

destaca que

”...eram organizados com a finalidade de adaptar os jovens & prestacao de exames
para os cursos superiores e as finalidades destes ensinos tinham por objetivo desen-
volver a cultura espiritual do aluno pelo conhecimento dos processos matematicos,
habilitando-o a0 mesmo tempo a concisao e ao rigor do raciocinio pela exposicao
clara do pensamento em linguagem precisa.”

Dessa forma, nao haviam programas de matematica oficiais nos Cursos Comple-
mentares, pois cada curso buscava preparar os alunos para as especificidades da faculdade.
No Curso Pré- Juridico, por exemplo, nao haviam conteudos de Mateméatica com excegao
da matéria "Nogoes de Economia e Estatistica”. Com a reforma Capanema esta realidade
mudou. Foram criados os cursos Cléssicos e Cientificos, com duragao de trés anos, em
substituigao dos Cursos Complementares. Agora existia regulamentagao para os progra-

mas de Matematica.
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Ribeiro e Valente (2007) fizeram uma pesquisa comparando os contetidos de Mate-
matica nos livros didaticos utilizados no curso Classico e no curso Cientifico. Observamos
a presenca expressiva de topicos de Calculo no curso Classico e com mais intensidade no
Curso Cientifico. Organizamos esse comparativo na tabela abaixo com base nas pesquisas

dos autores supracitados.

Tabela 2.1 - Tépicos de Calculo nos cursos Classico e Cientifico

CURSO CLASSICO

CURSO CIENTIFICO

Nogao de fungao de variavel real

Funcao de variavel real

Nocao de limite e de continuidade

Continuidade; pontos de descontinuidade;

descontinuidade de uma fung¢ao racional

Derivada: definicao, interpretacao geomé-

trica e cinemaética

Derivada: definicao, interpretacao geomé-

trica e cinemaética

Célculo das derivadas

Célculo das derivadas

Derivadas de funcoes elementares

Derivadas de funcoes elementares

Aplicacoes das derivadas a determinacao
dos maximos e minimos e ao estudo da

variacao de algumas fungoes simples

Aplicacoes das derivadas a determinacao
dos maximos e minimos e ao estudo da

variacao de algumas fungoes simples

Séries: sucessoes

Séries: calculo aritmético dos limites

Séries numéricas

Principais caracteres de convergéncia

Equacoes diferenciais, ordinarias e de de-

rivadas parciais; equagoes diferenciais or-

dindrias lineares de coeficientes constantes

Fonte: Elaborada pelo autor

A principal diferenca entre os cursos Classico e Cientifico era que o primeiro era
destinado aos alunos que desejavam ingressar nos cursos superiores nas areas de humanas,
ja o segundo para aqueles que optavam pelas ciéncias naturais, isso explica o fato de ter

menos énfase no estudo de Célculo no curso Cléssico.

Nao podemos desprezar a importancia dada ao Calculo nos cursos Classicos e Ci-
entificos. Resta-nos questionar: porque nao temos mais o ensino de Calculo nos curriculos
do Ensino Médio? Quais motivos levaram a sua extingao? Sera que o Célculo perdeu
sua relevancia para o desenvolvimento cientifico e tecnolégico? Seria possivel um retorno

desta disciplina no Ensino Médio?
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2.2 O Movimento da Matematica Moderna

Foi entre as décadas de 1950 e 1960 que desencadeou, em varios paises, o que conhe-
cemos hoje como Movimento da Matemética Moderna (MMM) que objetivava aproximar
a Matematica que era ensinada na escola basica com a que era pesquisada. Esperava-se
que as pessoas que saissem da escola pudessem acompanhar o desenvolvimento tecnolégico
presente na sociedade; almejando alcangar tal objetivo, os precursores do MMM propuse-

ram a insercao de alguns conteidos do curriculo do Ensino Médio e retirada de outros.

No Brasil, o MMM ganhou for¢a através dos grupos de pesquisas formados entre
as décadas de 1960 e 1970, dos quais destacamos o GEEM (Grupo de Estudo do Ensino
de Matemética), NEDEM (Ntcleo de Estudos e Difusao do Ensino de Matemética), GE-
EMPA (Grupo de Estudos sobre o Ensino de Matemadtica de Porto Alegre), GEPEMAT
(Grupo de Ensino e Pesquisa em Educagao Matematica), CECIBA (Centro de Estudos
de Ciéncias da Bahia) e IMURN (Instituto de Matematica do Rio Grande do Norte) com
sedes nos estados de Sao Paulo, Parand, Rio Grande do Sul, Mato Grosso, Bahia e Rio
Grande do Norte, respectivamente. Esses grupos contavam com professores de todos os
niveis de ensino; primério, secundério e superior, pois desejavam uniformizar o ensino
de Matematica. Entre as acoes desenvolvidas pelos grupos destacamos a realizacao de
cursos, a elaboracao de livros didaticos, seminarios e palestras. Tais acoes propiciaram a

disseminacao do MMM por todo pais, que aos poucos foi aderindo ao movimento.

A grande desvantagem desse movimento foi a insercao do excesso de rigor e forma-
lismos, um exemplo disso ¢ a teoria dos conjuntos, culminando na retirada de importantes
componentes do ensino de Matematica como a Geometria e o Célculo, pois, segundo Avila
(1991, p. 2), "nao haveria mesmo espago para tanta coisa nos programas, ja que o rigor e
o formalismo exigiam o ensino da teoria dos conjuntos e varios detalhamentos axiomaticos
que tomam tempo”. Dessa forma, continuar ensinando Céalculo no Ensino Médio se tornou
inviavel, pois além da falta de espago nos programas esbarramos na dificuldade de se en-
sinar Célculo com todo o formalismo, teoremas e demonstragoes que o rigor matematico

exige.

Parece contraditorio que um movimento que pretendia modernizar a matemaética,
relacionando o conteiido ensinado em sala de aula com o existente no desenvolvimento
tecnoldgico, deixe de fora o que existe de mais moderno e com importantes aplicacoes nas
mais diversas dreas cientificas. Muitos pesquisadores como por exemplo: Rezende (2003),
Avila (1991, 1993, 2006), Duclos (1992) e Machado (2008), tém proposto um retorno ao
ensino de Calculo no Ensino Médio tendo em vista sua grande relevancia no desenvolvi-

mento tecnologico.
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O que fazer diante dessa realidade? Seria necessario uma nova reforma nos curri-
culos do Ensino Médio, ou daria para conciliar o ensino de Calculo com os curriculos ja

tao extensos? Discutiremos essas questoes na segao 2.4.

2.3 O ensino de Cialculo no Nivel Superior

Um dos principais objetivos do Ensino Médio sempre foi preparar o estudante para

o Ensino Superior. Segundo o artigo 22 da Lei de Diretrizes e Bases (LDB)

”A educagao bésica tem por finalidade desenvolver o educando, assegurar-lhe a for-
magcao comum indispensavel para o exercicio da cidadania e fornecer-lhe meios para
progredir no trabalho e em estudos posteriores”(BRASIL, 1996).

Todavia, observamos hoje uma realidade bem diferente. Temos visto alunos che-
gando ao Ensino Superior sem o embasamento necessario (que deveria ser adquirido no
Ensino Médio) para prosseguir seus estudos, ocasionando grandes dificuldades de acom-

panhar algumas disciplinas e culminando em altos indices de reprovagao nas mesmas.

Um claro exemplo dessa realidade sao as disciplinas de Céalculo que fazem parte
dos curriculos de muitos cursos superiores. Uma pesquisa realizada por Amorim (2013)
na Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ) aponta que quase 50% das vagas ofer-
tadas destinam-se a turmas que cursarao a disciplina de Célculo Diferencial e Integral ao

longo do curso.

Com relagao aos indices de reprovagao nas disciplinas de Calculo, Rezende (2003)
realizou uma pesquisa na Universidade Federal de Fluminense (UFF) com dados relativos
ao periodo de 1996 a 2000 e constatou que o indice de reprovacao varia entre 45% e 95%.
Esses dados sao alarmantes, o que nos faz refletir sobre o que Rezende (2003) chama de

"fracasso no ensino de Célculo”.

Realizamos uma pesquisa no Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia
(IFCE) Campus Limoeiro do Norte e constatamos que dos oito cursos superiores existen-
tes nesse campus, trés deles possuem a disciplina de Calculo em estrutura curricular, isto
equivale 37,5% dos cursos. Considerando que é ofertada a mesma quantidade de vagas
para todos os cursos, entao podemos inferir que quase 40% dos alunos que ingressam nos

cursos superiores do IFCE- Campus Limoeiro do Norte cursarao a disciplina de Calculo.

Estes dados mostram a importancia do Célculo para as mais diversas dreas do

conhecimento. Ora, se o Célculo é tao importante para o Ensino Superior e um dos obje-
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tivos do Ensino Médio é preparar o aluno para estudos posteriores porque nao ensinamos
Calculo no Ensino Médio? Alguém poderd questionar: mas os 62,5% dos alunos que nao
cursarao a disciplina de Céalculo no Ensino Superior? Se raciocinarmos dessa forma, entao
nao ensinaremos Matematica no Ensino Médio, pois alguns cursos superiores nao possuem

nenhuma disciplina que contemple contetiidos matematicos em seus curriculos.

Além disso, analisamos os indices de aprovagao e reprovagao em quatro disciplinas
de Calculo ofertadas para os cursos de Agronomia e Saneamento Ambiental durante os
semestres 2014.1 e 2015.1. Constatamos um alto indice de reprovacao chegando até 90%

em uma dessas disciplinas. Os resultados estao organizados nos graficos abaixo.

No semestre 2015.1, no curso de Agronomia, o indice de reprovagao chegou a 67%,

sendo que 35% dos alunos reprovaram por falta, o que revela um alto indice de desisténcia.

Figura 2.1 - Indices de aprovagao e reprovacao na disciplina de
Célculo do curso de Agronomia semestre 2015.1

= Aprovado = Reprovado = Reprovado por falta

Fonte: Elaborada pelo autor

Ja no curso de Saneamento Ambiental, no mesmo semestre, a situacao foi ainda

mais preocupante, pois a reprovacao foi de 90% incluindo reprovagoes por nota e por falta.
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Figura 2.2 - Indices de aprovagao e reprovacgao na disciplina de

Célculo do curso de Saneamento Ambiental semestre 2015.1

—

= Aprovado = Reprovado = Reprovado por falta
Fonte: Elaborada pelo autor

No semestre 2014.1 os indices de reprovacoes foram 33% e 66% para os cursos de

Agronomia e Saneamento Ambiental respectivamente.

Figura 2.3 - Indices de aprovacao e reprovacao na disciplina de

Célculo do curso de Agronomia semestre 2014.1

—

= Aprovado = Reprovado = Reprovado por falta

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 2.4 - Indices de aprovagao e reprovacgao na disciplina de

Célculo do curso de Saneamento Ambiental semestre 2014.1

= Aprovado =Reprovado = Reprovado por falta

Fonte: Elaborada pelo autor

Estes indices revelam que ha uma grande dificuldade de aprendizagem por parte
dos alunos nas disciplinas de Calculo. Acreditamos que a insercao de tépicos de Calculo
durante o Ensino Médio de maneira apropriada para essa fase, prepararia os alunos para
ter um melhor aproveitamento no Ensino Superior, contribuindo assim para reduzir os

altos indices de reprovacoes.

2.4 Curriculo do Ensino Médio

Diante do que foi exposto nao podemos negar que hé uma necessidade de se ensinar
nogoes de Calculo no Ensino Médio. Entretanto, sabemos que os programas de Matema-
tica nessa fase escolar sao repletos de conteudos e que muitas vezes os professores nao
conseguem esgotar o programa em tempo hébil, deixando de lado assuntos importantes
para formagao do aluno. Como entao seria possivel inserir o ensino de Calculo nesses
programas? Para Avila (1991, p. 4) é s6 7...uma questdo de arrumar os programas ade-
quadamente”. De fato, notamos que a falta de tempo nao estd relacionada diretamente a

quantidade de conteidos, mas a maneira com que eles sao ensinados.

"E importante evitar detalhamentos ou nomenclaturas excessivos. Por exemplo, se
0 unico caso de fungoes inversas que os alunos verao no Ensino Médio forem as
fungoes exponencial e logaritmo, nao ha necessidade de todo o estudo sobre fungoes
injetoras, sobrejetoras e inversiveis, assim como se o foco do estudo estiver na anélise
de graficos e nas aplicagdes da funcao logaritmica, podemos questionar por que
estudar cologaritmos, caracteristica e mantissa.”(Brasil, 2002, p.120).

Outro exemplo dessa falta de adequacao dos contelidos que comumente acontece

estd relacionado ao ensino de funcoes que toma quase que o 1° ano inteiro.
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"Tradicionalmente o ensino de funcoes estabelece como pré-requisito o estudo dos
nimeros reais e de conjuntos e suas operagoes, para depois definir relagoes e a partir
dai identificar as func¢bes como particulares relagoes. Todo esse percurso é, entao,
abandonado assim que a definicao de fungao é estabelecida, pois para a andlise dos
diferentes tipos de funcoes todo o estudo relativo a conjuntos e relagoes é desne-
cessario. Assim, o ensino pode ser iniciado diretamente pela nogdo de fungdo para
descrever situacoes de dependéncia entre duas grandezas, o que permite o estudo a
partir de situagoes contextualizadas, descritas algébrica e graficamente. Toda a lin-
guagem excessivamente formal que cerca esse tema deve ser relativizada e em parte
deixada de lado, juntamente com os estudos sobre fungoes injetoras, sobrejetoras,
compostas e modulares.”(Brasil, 2002, p.121).

Dessa forma, percebemos que ha sim bastante espaco nos programas de Matema-
tica do Ensino Médio para a insercao de nocoes de Célculo, como destaca Avila (1991, p.
5) ”A ideia de que os programas de Matemaética sdo extensos e ndo comportariam a inclu-
sao do Calculo é um equivoco. Os atuais programas estao, isto sim, mal estruturados”. E
importante ressaltar que nossa proposta nao é ensinar Célculo com o rigor e formalismo
com que ¢ visto no Ensino Superior, caso contrario cairfamos no mesmo erro dos exemplos

citados acima.

Além disso, as Orientagoes Educacionais Complementares aos Parametros Curri-
culares Nacionais (PCNs+) propoem a unidade temédtica taxas de variacao de grandezas
dentro do tema Algebra: numeros e fun¢oes. Entretanto, a proposta é que essa temé-
tica seja trabalhada no 3° ano do Ensino Médio. Acreditamos que seria mais proveitoso
trabalhar as taxas de variacoes de grandezas paralelamente ao estudo de func¢oes no 1°
ano. Dessa forma, estarfamos inserindo nogoes de derivadas logo no 1° ano possibilitando
explorar melhor o estudo das fungoes, especialmente fungoes do 1° e 2° grau, visto que
as derivadas das func¢oes modulares, logaritmos, exponenciais e trigonométricas necessi-
tariam de um conhecimento prévio de limites. Alguém podera questionar: entao porque
nao se ensina logo a teoria de limites antes de derivadas, ja que essa ¢ a sequéncia adotada
no Ensino Superior? Cabe-nos lembrar que essa nao é a sequéncia historica, na verdade a
sequéncia na ordem cronolégica foi Calculo Integral, Calculo Diferencial e Calculo Infinite-
simal. Além disso, a teoria de limites nao teria muito proveito nessa fase, pois gastariamos
muito tempo ensinando técnicas de resolucao de limites para abandonarmos seu ensino

logo depois de definirmos derivadas.

Um fator relevante para a insercao do ensino de derivadas no 1° ano é sua grande
aplicabilidade a outros conteiidos. Podemos aplicar, por exemplo, o conceito de derivada
como taxa de variacao da fungao do primeiro grau para estudar o crescimento e decresci-
mento de tais fungoes, assim como utilizar o apelo geométrico da derivada como inclinagao
da reta tangente para problemas de maximos e minimos, relacionando principalmente com

o vértice da parabola. Outra aplicacao importante da derivada é na cinematica,em que
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a derivada é definida como a velocidade instantanea o que possibilita o estudo dos mo-
vimentos uniformemente variados sem muitas dificuldades. Poderiamos citar intimeras
outras aplicacoes, mas entendemos que essas sao suficientes para convencer o leitor da

importancia do estudo da derivada para o desenvolvimento da Matematica.

Portanto, nesse trabalho, propomos uma sequéncia didatica para o ensino de deri-
vadas no 1° ano do Ensino Médio de forma intuitiva e acompanhada de suas aplicagoes,

deixando o excesso de notacoes e demonstragoes para o Ensino Superior.
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3 DERIVADAS NO ENSINO MEDIO: UMA SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo traremos uma sequéncia didatica destinada aos professores de Mate-
matica do 1° ano do Ensino Médio afim de equipéa-los para inserir o conceito de derivadas
e algumas de suas aplicagoes através das fungoes do 1° e 2° graus e func¢oes polinomiais.
Cabe ressaltar que a sequéncia aqui proposta poderd ser adequada a realidade de cada
um.

3.1 AULA 1: A derivada como taxa de variacao
3.1.1 Objetivo:

Inserir o conceito de derivada da funcao do 1° grau como taxa de variagao.

3.1.2 Duracao:

2h/a

3.1.3 Publico alvo:

1° ano do Ensino Médio

3.1.4 Pré-requisitos:

Funcao do 1° grau, relagoes trigonométricas no triangulo retangulo.

3.1.5 Desenvolvimento:

Considere o seguinte exemplo:
Obs: Prezado professor, utilize o exemplo a seguir para inserir o conceito de taxa
de variacao, comegando com uma funcao linear e posteriormente uma funcao do 1° grau

completa.

Exemplo 3.1 Um botanico mede o crescimento de um planta numa determinada hora
do dia e observa que a lei que relaciona a altura (h) em fungao do tempo t é h = 5¢, onde

h é medido em centimetros e t em dias. Qual a variacao de h quando t varia:

a) De 1 para 2 dias?
b) De 2 para 3 dias?
¢) De 5 para 6 dias?

Observe o grafico da funcao
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Figura 3.1 - Grafico da fungao h = 5t

Fonte: Elaborada pelo autor

Quando o tempot =1 aalturaé h=5-1=5equandot=2= h=5-2=10.
Quando o tempo varia de 1 dia para 2 dias dizemos que houve um acréscimo de 1 dia ou
que o tempo t sofreu uma variacao de 1 dia e escrevemos At = 1 dia. Por outro lado,
a altura variou de 5cm para 10 cm, isto é, sofreu uma variacado Ah = 5cm. Observe a

figura abaixo.

Figura 3.2 - Gréfico da funcao h = 5t
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Fonte: Elaborada pelo autor
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Se a é a inclinagao (ou declive) da reta cuja equacao é h = 5t entao pelo triangulo
ABC temos:

. Ah 5 5

o= — = — = 9.

STAY T T

A razao ﬁ—}t‘ é chamada razao incremental ou taxa de variacao.

Obs: Professor, peca aos alunos para calcularem a taxa de variacao de ¢ variando

de 2 para 3 dias e de 5 para 6 dias.

Quando t varia de 2 para 3 dias, temos:
h(2) =5-2 = 10;
h(3) =5-3=15.
Logo,
At=3-2=1
Ah=15—-10=5.

A
Portanto, — = 5.

At

Por outro lado, quando t varia de 5 para 6 dias, temos:
h(5) =55 = 25;

h(6) =5 - 6 = 30.

Logo,
At=6—-5=1
e
Ah =30 —-25=25.
Portanto 5.

A

Obs: Professor faga a pergunta abaixo aos alunos levando-os a refletir que a taxa

de variacao da funcao do 1° grau é sempre constante

O que voceé pode observar com relacao as taxas de variagoes quando t varia de 1
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para 2 dias, de 2 para 3 dias e de 5 para 6 dias?

R: Sao iguais.

Obs: Agora, procedendo de modo analogo ao feito no exemplo anterior, peca aos

alunos para resolverem o seguinte problema.

Exemplo 3.2 O salério fixo mensal de um seguranca é de R$ 540,00. Para aumentar sua

renda ele faz plantoes noturnos em uma boate e recebe R$ 60,00 por noite de trabalho.

a) Escreva a lei que associa o saldrio y do seguranga em funcao da quantidade z de plantoes
noturnos que ele faz.
R: y = 60x + 540.

b) Esboce o gréfico dessa funcao.
R:

Figura 3.3 - Grafico da fungao y = 60z + 540

540

Fonte: Elaborada pelo autor

/7 . ~ Ay
c¢) Qual é a taxa de variacao 327

LAy S+ Aa)— @
A Ax

60(x + Ax) + 540 — (60x + 540)
Ax
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_ 60z + 60Az + 540 — 60z — 540

Ax
60Az
= A 0
AJ} Y ( x ;é )
=60.
d) Qual a relacao entre o coeficiente angular da reta e a taxa de variagao %?

R: Sao iguais

A taxa de variacdo de uma funcdo y = f(z) do 1° grau é também denominada

derivada dessa funcao e é denotada por f'(z)

Obs: Professor, neste momento iremos calcular a derivada de uma funcao qualquer
do 1° grau. Desenhe o grafico com um acréscimo Az em z e o respectivo acréscimo em
y, mas deixe que os alunos fagam os calculos. Caso eles nao consigam faca no quadro
branco, mas sempre instigando a participacao dos alunos. Certifique-se que eles estao

entendendo.

Exemplo 3.3 Mostre que a derivada da fungao f(z) =ax +bé f'(z) = a.
R:

Figura3.4 - Gréfico da fungao f(z) =ax +b

f(x+/x)

fx)

X+ /X

Fonte: Elaborada pelo autor
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a(r + Az) + b — (ax + b)
Az

ax +alAxr +b—ax —b
Ax

alAx

=a

Obs: Pega aos alunos para resolverem o exemplo seguinte sem realizar calculos.

Exemplo 3.4 Com base nos exemplos anteriores, qual a derivada das seguintes fungoes?
a) f(x) =2x+3;

R: f(x) = 2.
b) f(z) =4+ 5x;

R: f'(x) = 5.
c) f(x) = —6z + 15;

R: f'(z) = —6.
d) f(z)= —bz.
R: f'(z) = —5.

Obs: Caro professor, caso ache necesséario, recomende que os alunos facam os se-

guintes exercicios extraclasse para aprofundar seus conhecimentos

Exercicios propostos

1. Calcule a derivada da fungao f(x) = 5.

Ay flr+Ax)—f(xr) 5-5 0
Rigo = v == - =0.(Ac#0)

2. Qual a derivada da funcao f(z) = ¢, onde ¢ é uma constante qualquer.

Ay fle+Ax)—f(z) c—c 0
R'Aaj_ Az Az _A.T,‘_O7(A$7é0>

3. A familia Souza, que vive em Campos dos Goytacazes, pretende viajar nas férias

para uma cidade do estado do Rio de Janeiro que fica a 400 km de distancia de
Campos. O gréfico a seguir representa a distancia (em km) em relagdo ao tempo

(em horas) de viagem.
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Nota: A velocidade média é cal-

culada pela féormula:

_As  s— 59
At t—ty

Um

onde As é a variacao do espaco e

At é a variagao do tempo.

Figura 3.5 - Gréfico da funcdo f(x) = 100z

s(km) /
100 f----- J

Fonte: Elaborada pelo autor

a) Quantos quilometros a familia percorre em 1 hora?

R: 100 km.

b) A que velocidade média a familia viaja?

As 100
At 1

¢) Encontre a lei de formagao da fungao representada no grafico.

R: f(z) = 100z.

R, = = 100km /h.

d) Determine a derivada da funcao representada no grafico.
R: f'(x) = 100.
e) Qual a relacao entre a derivada da fungao e a velocidade média?

R: Sao iguais.
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3.2 AULA 2: Crescimento e decrescimento da fungao do 1° grau
3.2.1 Objetivo:
Aplicar o conceito de derivada ao crescimento e decrescimento da funcao do 1°
grau.

3.2.2 Duragao:

1h/a

3.2.3 Publico alvo:

1° ano do Ensino Médio

3.2.4 Pré-requisitos:

Funcao do 1° grau.

3.2.5 Desenvolvimento:

Obs: Prezado professor, inicie a aula definindo funcao crescente e funcao decres-
cente a partir dos exemplos abaixo. Em seguida relacione esses conceitos com a taxa de

variacao da funcao.

Exemplo 3.5 Na produgao de pegas, uma fabrica tem um custo fixo de R$ 16,00 mais
um custo varidvel de R$ 1,50 por unidade produzida. Sendo x o niimero de pecas unitdrias

produzidas, determine:

a) A lei da fungao que fornece o custo da produgao de = pegas.
R: y = 1,5z + 16.

b) Calcule o custo y para o numero de pecas x especificados na tabela abaixo.

x Yy
23,5
R:
26,5
10 | 31

¢) A medida que o nimero de pegas cresce o que acontece com o custo?

R: O custo cresce.

d) Esboce o grafico dessa fungao.
R:
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Figura 3.6 - Gréfico da fungao y = 1,5x + 16

Fonte: Elaborada pelo autor

Exemplo 3.6 Seja a demanda d e o preco p de um produto que se relacionam por meio
da féormula d = —2p + 10.

a) Calcule o valor da demanda para os diferentes precos especificados na tabela abaixo,

completando-a.

d

O | ot N3
(o))

-8

b) O que acontece com a demanda a medida que o prego cresce?

R: Decresce.

c¢) Esboce o grafico dessa fungao.
R:
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Figura 3.7 - Grafico da fun¢ao d = —2p + 10

Fonte: Elaborada pelo autor

Defini¢ao: Uma funcdo y = f(x) é dita crescente se quando x cresce, y também cresce e

¢ decrescente se quando x cresce y decresce.

Obs: Professor, proponha as seguintes questoes para os alunos.

Exercicios propostos
1. A funcao do exemplo 3.5 é crescente ou decrescente? E a fungao do exemplo 3.67
R: Crescente. Decrescente.

2. Calcule a taxa de variacao das funcoes dos exemplos 3.5 e 3.6 utilizando dois pontos

quaisquer das tabelas.

Ay 26,5-235 3

: —— =—-=1,5;
RAx 7—5 2 » 3
%_0_6_;6_ 9
Ar 5-2 3 7

Note que se (x1,y1) e (x2,y2) sdo pontos de uma reta cuja equagao é y = f(x) e

além disso,

xl<x2ey1<ygentéox2—x1>Oey2—y1>O:>Ax>06Ay>O:>%>0.
Por outro lado se
x1<x2ey1>ygentéox2—x1>Oey2—y1<O:>Aac>0eAy<O:>§—g<0.

Portanto, a funcao f é crescente se % > 0, isto é, se a derivada f’ é positiva e é

decrescente se % < 0, respectivamente se a derivada [’ é negativa.
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3.3 AULA 3: A derivada como inclinagao da reta tangente
3.3.1 Objetivo:
Inserir o conceito de derivada para funcao do 2° grau como inclinacao da reta
tangente.
3.3.2 Duragao:

2h/a

3.3.3 Publico alvo:

1° ano do Ensino Médio

3.3.4 Pré-requisitos:

Funcao do 2° grau.

3.3.5 Desenvolvimento:

Obs: Prezado professor, inicie a aula lembrando (ou definindo, caso os alunos ainda
nao tenham conhecimento) o conceito de reta secante a uma curva, em seguida introduza

o conceito de reta tangente a uma curva.

Definicao: Uma reta secante a uma curva é qualquer reta que intercepte dois ou mais de

seus pontos.

Figura 3.8 - Reta secante a uma curva

Fonte: Elaborada pelo autor

2

Exemplo 3.7 Dada a funcdo f(r) = x*, com o auxilio de uma calculadora, ache a

inclinacao da reta secante a curva y = % que passa pelos pontos:
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Nota: Dados dois pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) pertencentes a curva y = f(z), a inclinagao
da reta secante a esta curva é dada por:

Ay D)~ fl)

Az b—a
a) A(2,4) e B(3,9);
Ay 9-4 5
R =3 27177
b) A(2,4) e B(2,1;4,41);
A 4.41 — 4 41
o _oA

Ar 2,1-2 0,1

) A(2,4) e B(2,01;4,0401);

Ay 4,0401—4  0,0401
‘Az 2,00—2 0,01

= 4,01.

Exercicios propostos

De acordo com as respostas dos itens a), b) e ¢) do exemplo acima responda as
seguintes perguntas:

1. De que valor a inclinacao da reta secante a curva estd se aproximando?

R: 4.

2. Quais os acréscimos Az dados a x nos itens a), b) e ¢)? De que valor esses acréscimos

se aproximam?
R:a)1; b)0,1; ¢)0,01. De zero.

Obs: Se necessario utilize mais pontos com Ax cada vez mais proximo de zero.

Fixando o ponto A = (2,4) e tomando valores para Az cada vez mais préximos
de zero a reta secante que passa pelos pontos (2,4) e (2+ Az, f(2+4 Ax)) se aproxima de

uma reta limite a qual denominamos de reta tangente a curva no ponto (2,4) conforme

ilustra a figura abaixo:
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Figura 3.9 - Reta tangente & curva y = 22 no ponto A(2,4)

Fonte: Elaborada pelo autor
Observe a figura abaixo:

Figura 3.10 - Gréfico da funcdo y = z?

f(2+/%) €

2 2+ /X

Fonte: Elaborada pelo autor

Temos que:
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Ay = f(2+Az) - f(2)
= (2 + Az)? — 22
=4+ 4Az + (Az)? — 4
= Az(4 + Ax)

Logo,

Ay  Az(4+ Ax)
Az Ax
Ay

A medida que Az se aproxima de zero, a razao x2 se aproxima de 4, esse valor

=4+ Ax

2Y — 4) ¢ a inclinacdo da reta tangente a curva y = z2 no ponto (2,4), o qual também
Ar G g (

denominamos derivada da fungao y = 2% no ponto (2,4) e escrevemos f’(z) = 4.

Exemplo 3.8 Calcule a derivada da funcao f(z) = x? nos pontos (3,9), (4,16) e (5,25).
Em seguida complete a tabela abaixo.
R:
Ay _ f(3+ A7) - f(3)
Az Az
(3—Az)* -9
Az
9+ 6Az+ (Az)* -9
B Az
Az(6 + Ax)

=T ag Ar70)

=6+ Ax.

Quando Ax se aproxima de zero ﬁ—g se aproxima de 6. Logo a derivada de f no
ponto (3,9) é 6

Ay _ fl4+Ax)— f(4)
Ax Ax
(4 + Ax)* — 42
Ax
164+ 8Az + (Ax)* — 16
N Ax
Az(8 + Ax)

=T ag Ar70)

=&+ Ax.

. A . .
Quando Az se aproxima de zero, 3% se aproxima de 8. Logo a derivada de f no

ponto (4,16) é 8.



Ay  f(5+ Ax)—(5)
Az Az
(5 + Az)? — 52
Ax
25+ 10Az + (Ax)? — 25
- Az
— W) (Az 0)

=10+ Ax.

y
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Quando Az se aproxima de zero, 2% se aproxima de 10. Logo a derivada de f no
ponto (5,25) é 10.

Az

z | f'(x)
30 6
4] 8
5[ 10

a) Qual relacdo vocé observa entre x e f'(x)?

R: f'(x) é o dobro de x.

b) Qual a derivada de f(x) = z* para qualquer x?

f'(x) = 2.

Exemplo 3.9 Mostre que a derivada da funcao f(z) = 2% é 2z.
R:

Ay S+ Aw) - f(2)
Ax Ax
(x + Az)? — 22
B Ax
22 + 2zAx + (Az)? — 22
Az
Az(2x + Ax)

= SRS (A £0)

= 2x + Ax.

. A .
Quando Ax se aproxima de zero, £ se aproxima de 2x. Logo f' = 2.

7 Az

Exercicio para casa

Desafio: Qual a derivada da funcao f(x) = ax? + bx + ¢, onde a,b e c € R?
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Ay ot A) - f()
Ax Ax
a(x + Ax)? + b(z + Az) + ¢ — (ax? + bz + ¢)
Ax
a(z® + 2xAx + (Ax)?) + br + bAx + ¢ — az? —br — ¢
Ax
ax? 4+ 2axAz + a(Az)? + bx + bAx + ¢ — ax? —bx — ¢
Ax

 2axAx + a(Az)? + bAx
B Az
Az(2ax + aAzx + b)

- s Az #0)

= 2axr + aAx + b.

Quando Ax se aproxima de zero, % se aproxima de 2ax +b. Logo f'(x) = 2ax+b.
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3.4 AULA 4: Méaximos e minimos da fungao do 2° grau.
3.4.1 Objetivo:

Aplicar a derivada a problemas de maximos e minimos da funcao do 2° grau.

3.4.2 Duracgao:

2h/a

3.4.3 Publico alvo:

1° ano do Ensino Médio

3.4.4 Pré-requisitos:

Funcao do 2° grau.

3.4.5 Desenvolvimento:

Exemplo 3.10 Um aviao de 100 lugares foi fretado para uma excursao. A companhia
exigiu, de cada passageiro, R$ 800,00 mais R$ 10,00 por cada lugar vago. Para que nt-

mero de passageiros a rentabilidade da empresa ¢ maxima?

Obs: Caro professor, antes de resolver o exemplo com variaveis aplique valores

numéricos para que os alunos entendam o problema e depois possam generalizar.

Para entender o nosso problema vamos preencher a seguinte tabela para alguns

valores de passageiros.



Namero de | Numero de | Valor pago por cada | Rentabilidade da
passageiros lugares vagos | passageiro empresa

10 90 800 + 10.90 = 1700 | 10(800 + 10.90) = 17000
20 80 800 + 10.80 = 1600 | 20(800 + 10.80) = 32000
30 70 800 + 10.70 = 1500 | 30(800 + 10.70) = 45000
40 60 800 + 10.60 = 1400 | 40(800 + 10.60) = 56000
50 50 800 + 10.50 = 1300 | 50(800 + 10.50) = 65000
60 40 800 + 10.40 = 1200 | 60(800 + 10.40) = 72000
70 30 800 + 10.30 = 1100 | 70(800 + 10.30) = 77000
80 20 800 + 10.20 = 1000 | 80(800 + 10.20) = 80000
90 10 800 + 10.10 =900 | 90(800 + 10.10) = 81000
100 0 800 + 10.0 = 800 100(800 + 10.0) = 80000
x 100 — z 800 4+ 10(100 — x) | «[800 + 10(100 — x)]
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Observe que a rentabilidade da empresa é maxima quando o nimero de passageiros

¢ 90. Chamando a rentabilidade da empresa de y podemos expressar o problema através

da equacao:

y = 18002 — 102

y = x[800 + 10(100 — x)];

y = x[800 + 1000 — 10z];

Note que a equagao acima representa uma funcao do segundo grau cujo grafico

encontra-se abaixo.
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Figura 3.11 - Grafico da funcao y = 1800z — 10z

81000

Fonte: Elaborada pelo autor

Chamamos de valor méaximo de uma funcao o maior valor que ela assume e de
valor minimo o menor valor.

No caso da fungao do segundo grau o valor maximo ou minimo ocorre no vértice
da pardbola. Serda maximo quando a concavidade da parabola estiver voltada
para baixo (a < 0) e minimo quando a concavidade estiver voltada para cima
(a>0).

Observe no grafico abaixo que a medida que as retas tangentes se aproximam do
vértice da parabola, a reta tangente vai ficando cada vez mais horizontal, isso significa que
a inclinacao da reta tangente vai se aproximando de zero, ocorrendo a anulagao exatamente

no vértice da parabola.
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Figura 3.12 - Retas tangentes a curva y = 1800z — 10z

Fonte: Elaborada pelo autor

No exemplo anterior, temos que a derivada da fungao f(z) = 1800z—1022 é f'(z) =
—20x + 1800 (pega para os alunos verificarem). Observe que f/(90) = —20-90+ 1800 = 0,
ou seja a derivada se anula exatamente onde ocorre o valor maximo da fungao. Portanto
para encontrarmos o ponto onde ocorre o valor maximo ou minimo de uma fungao do

segundo grau basta calcular sua derivada, igualar a zero e resolver a equacao.

Exemplo 3.11 O custo ', em reais, para se produzir n unidades de determinado pro-
duto ¢ dado por C' = n? — 110n + 2510. Quantas unidades deverao ser produzidas para

se obter o custo minimo?

Obs: Como na aula 3 mostramos que a derivada da funcaof(r) = ax?® + bz + ¢ é
f'(x) = 2azx+b, ndo ¢é necessario calcular a derivada através da definigdo. Caso necessario

relembre isso para os alunos.

R: Temos que

C" =2n —110.

Dai segue-se que

2n — 110 =0 & 2n = 110 & n = 55.

Logo o custo serd minimo se forem produzidas 5 unidades e o custo séra C' =
552 — 110 - 55 + 2510 = 3025 — 6050 + 2510 = —515.
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Exemplo 3.12 Mostre que o vértice da pardbola cuja equacao é y = az? + bx + ¢ é dado
—-b —Ax
or (| —, )
P ( 2a° 4a )

R: Sabemos que o vértice da parabola ocorre no ponto onde a derivada se anula. Dessa

forma temos:

y' = 2ax +b

2ax +b=0

Substituindo o valor de x = 5 na equagao y = ax? + bx + ¢, obtemos:
a

y=a 2a 2a ¢

b? b?

> b?
éy—g—%+c

b? — 2b% + dac
> y=——

da

—b? + 4ac
—Y= 4a

—A
:>y—4—a.

~A —b
Portanto O IMaxl1mo ou minimo € y = T € ocorre quando xr = 27
a a

Obs: Professor, proponha os seguintes exercicios para os alunos resolverem em sala

de aula.

Exercicios propostos

1. O lucro mensal de uma empresa é dado por L = —2%430z—5, onde x ¢é a quantidade
mensal vendida. Qual o lucro mensal méaximo possivel? FEsboce o grafico dessa
fungao.

R:Temos que
L' = —22+30

=L =0 -2r+30=0

& =22 = —-30
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0
s =—=15.

2
Logo, o lucro maximo ocorre quando x = 15.
Portanto,
L=—(15)2+30-15—5 = —225 + 450 — 5 = 220.

Figura 3.13 - Gréfico da funcdo L = —22 4 30z — 5

40

Fonte: Elaborada pelo autor

2. Com 80 metros de cerca um fazendeiro deseja circundar uma area retangular junto
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a um rio para confinar alguns animais. Quais devem ser as medidas do retangulo

para que a area cercada seja a maior possivel?

Obs: Lembre aos alunos que a area do retangulo é dada pelo produto da largura

pelo comprimento e o perimetro é a soma das medidas de todos os lados do retangulo.

R: Sejam x e y as medidas do comprimento e da largura respectivamente. Entao a
area do retangulo é dada por A = zy. O fazendeiro deve cercar todo o terreno com
80 metros de cerca, logo 2x + 2y = 80 = = + y = 40 = y = 40 — x. Substituindo o

valor de y = 40 — x na area obtemos:

A(x) = 2(40 — ) = —2* + 40x.

Dai, segue que A’(x) = —2x+40. Portanto, a drea serd méxima no ponto maximo
da fungao A'(x) = —2x + 40, isto é quando —2z + 40 =0 = —2z = —40 = = = 20

Concluimos que as medidas do retangulo sao x = 20 e y = 40 — 20 = 20.

. O custo de producao de um determinado artigo é dado por C'(z) = 3z — 15z + 21.
Se a venda de x unidades é dada por V(z) = 22? + x, para que o lucro L(z) =

V(z) — C(x) seja maximo, quantas unidades devem ser vendidas?
R:

=222+ 1 — (32% — 152+ 21)
=222+ — 322 + 1520 — 21
= —22 4+ 162 — 21

= I/(z) = —2z + 16.

Logo,
L'(z)=0& -20416=0& -2z =—-16 <z =8.
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Portanto, para que o lucro seja maximo devem ser vendidas 8 unidades.

4. Sabe-se que o custo C' para produzir z unidades de certo produto é dado por C' =

22 — 80z + 3000. Nessas condicoes, calcule:

a) a quantidade de unidades produzidas para que o custo seja minimo;
R:
C" = 22 — 80;

C'=0&2r—-80=0«2r =280« z = 40.
Logo, a quantidade de unidades produzidas para que o custo seja minimo ¢é 40.

b) o valor minimo do custo.
R: O valor minimo do custo ocorre quando x = 40. Portanto C' = 40? — 80.40 +
3000 = 1600 — 3200 + 3000 = 1400.
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3.5 AULA 5: A derivada e a velocidade instantanea
3.5.1 Objetivo:

Relacionar a derivada com a velocidade instantanea de um movel.

3.5.2 Duracgao:

2h/a

3.5.3 Publico alvo:

1° ano do Ensino Médio

3.5.4 Pré-requisitos:

Aulas 1,2,3 e 4

3.5.5 Desenvolvimento:

Nas aulas anteriores vimos que a derivada de uma funcao f pode ser interpretada
como taxa de variacao. No caso da funcao do 2° grau a taxa de variacao é calculada em

cada ponto x; a qual chamamos de taxa de variacao instantanea de f em x.

Considere uma particula se movendo em movimento retilineo, isto é, movendo-se
ao longo de uma reta. Seja O a origem dessa reta, s a distancia orientada da particula
medida em centimetros e t o tempo em segundos. Entao f serd a fungao que relaciona o

espago s em fungao do tempo t, ou seja, s = f(t).

Exemplo 3.13 Seja s = t2 + 2t — 3. Preenchendo a tabela abaixo obteremos as posicoes

da particula em cada instante.

s=1>+2t-3
5=024+2-0-3=-3
s=1242-1-3=0
§=224+2.2-3=5
§=2324+2.3-3=12

WIN | = O]

A figura abaixo ilustra as posigoes especificadas na tabela.



23

Figura 3.14 - Posi¢oes de uma particula

Fonte: Elaborada pelo autor

.. As :
Calculemos as taxas de variagbes — entre os instantes:

At
a) 0el;

As  0-(-3) 3

AT 1-0 1
b) 1e2;
As 5-0 5
AU
c) 2e3;
As 12—-5 7
At 3—2 1 ’
d) 0e4;
As 12—(=3) 15
R—=——-—+=—=15.
At~ 3-0 3
Lembre-se que a velocidade média é dada por v = ﬁ—j, dessa forma as taxas de

variacoes encontradas sao as velocidades médias para cada intervalo de tempo. Considere
que no instante t = t; o espago seja s = 1. Assim temos:

As s—s;

- _ 1
At t—t (1)

Como s = f(t) e s = f(t1), entdo de (3.1) segue que

At t—11

A equagao (3.2) representa a velocidade média da particula entre os instantes ¢ e
t;. Quanto menor for o intervalo de t; até ¢, mais proxima estara a velocidade média do
que chamamos velocidade instantanea em ¢;. A velocidade instantanea pode ser definida
como o valor do qual se aproxima o quociente ﬁ—‘: quando At se aproxima de zero, isto é,
quando t; se aproxima t. Dessa forma podemos concluir que a velocidade instantanea é

igual a derivada da funcao s = f(t).

No exemplo 3.13 temos que s = f(t) = t* + 2t — 3. Assim, f'(t) = 2t + 2. Para

sabermos a velocidade instantanea no instante ¢t = 3 basta calcularmos f'(3).
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f3)=2-3+2=8.

Exemplo 3.14 Em um tempo de t segundos, um objeto se move s metros de sua posigao
inicial, sendo s dado por s = 2t2. Estime a velocidade do objeto em t = 25, calculando
sua velocidade média entre t =2set =2, 1s.

R:

gif(Q,l)—f(Q)72(2,1)2—2(2)78./82—870,82782
At 2,1-2 0,1 0,1 0,1 7

Exemplo 3.15 Uma bola ¢ atirada verticalmente para cima a partir do chao, com uma
velocidade inicial de 64 m/s. Se o sentido positivo da distancia do ponto de partida for

para cima, a equacao do movimento serd s = —16t% + 64t.

a) Ache a velocidade instantanea da bola ao fim de 1s.
R:
s'(t) = —32t + 64;

s'(1)=—-32-1+64=32m/s.

b) Ache a velocidade instantanea da bola depois de 3s.
R:
§'(3) =—-32-3+64=-32m/s.

¢) Quantos segundos a bola leva para atingir seu ponto mais alto?

R: O ponto mais alto (méximo da fungao) ocorre quando s'(t) = 0. Dessa forma temos,

—64
3 +6 0= —39 s

d) Qual a altura maxima atingida pela bola?
R: A altura méxima atingida pela bola ocorre quando ¢ = 2s. Logo, temos

s=—-16-2>4+64-2=64m.

e) Decorridos quantos segundos a bola atinge o solo?

R: A bola atinge o solo quando s = 0. Assim temos,

—16t% + 64t = 0.
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= 16t(—t+4) =0;
t=0out=4.

Portanto a bola atinge o solo depois de 4 segundos.

f) Ache a velocidade instantanea da bola quando ela atinge o solo.
R:§'(4) = —32-4+64 = —64m/s.

Exemplo 3.16 Se uma bola for impulsionada de tal forma que ela adquira uma veloci-
dade inicial de 24 ¢cm/s ao descer um certo plano inclinado, entao s = 24t + 10t?, onde
s ¢ a distancia da bola em c¢cm ao ponto inicial em ¢ segundos e o sentido positivo é o de

descida do plano inclinado.

a) Qual serd a velocidade instantanea da bola em ¢, segundos?
R:
s'(t) = 24 + 20t

S/(tl) =24 + 20t1

b) Quanto tempo levara para que a velocidade aumente para 48cm/s?

R: Como §'(t1) é a velocidade no instante ¢; basta fazer
s'(t1) =48
= 24 4+ 20t; = 48
— 20t — 48 — 24

24

:>t1:%:1,26

Exemplo 3.17 Um foguete é langado verticalmente para cima e apés ¢ segundos ele esta

a s metros do solo, onde s = 560t — 16t% e o sentido positivo é para cima.

a) Ache a velocidade do foguete 2s ap6s o langamento.
R:
s'(t) = 560 — 32t;

s'(2) =560 — 32 -2 = 496m/s.

b) Quanto tempo levard para o foguete atingir sua altura maxima?
R: A altura méxima ocorre quando §'(t) = 0. Assim temos que

560 — 32t = 0 < —32t = —560 < ¢ = _53620 =17,5s.
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3.6 AULA 6: A derivada de fungoes polinomiais
3.6.1 Objetivo:

Calcular a derivada de fungoes polinomiais.

3.6.2 Duracgao:

1h/a

3.6.3 Publico alvo:

1° ano do Ensino Médio

3.6.4 Pré-requisitos:

Aulas 1,2,3 e 4

3.6.5 Desenvolvimento:

Definigao: Toda fungao na forma
P(z) = ant™ + ap12" "+ ap0z" P+ -+ a0t® + arzt + ag

¢ denominada funcao polinomial, onde n € N e a,, € R.

Sao exemplos de fungoes polinomiais as seguintes funcoes:
1. f(z) =22 =323+ 22 +5
2. g(x) =—2°+6x+4
3. hiz)=Ta? -2

Obs: Professor, utilize o exemplo a seguir para que, intuitivamente, os alunos

n—1

percebam que a derivada da funcao f(z) = 2" é f'(z) = na""', pois a demonstragao
dessa derivada necessita do binomio de Newton e eles sé estudarao este contetiddo no 2°

ano.

Exemplo 3.18 Calcule a derivada das seguintes fun¢oes polinomiais.

a) f(z) =a?
R:
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Ay _ [+ An)— f@)
Az Az
(z + Az)? — 2?
Az
22+ 2xAzx + (Ax)? — 22
Az
Az(2x + Ax)

= 2R (Ar £ 0)

= 2x + Ax.

Quando Az se aproxima de zero, 3% se aproxima de 2z. Logo f'(z) = 2z.

' Az
b) g(x) = a®
R: Para resolver este exercicios lembremos do seguinte produto notavel:
(a+b)* = a® + 3a?b + 3ab* + b
gz +Az) —g(z) (v +Ax)’ -2’

Az Az
2?4327 Ax + 3(Ax)’x + Ax® — 2
B Az
A 2 A Ax)?
_ Az(3w +BZ:B:L‘+( :E)),(A:p;é())

= 32% + 3zAx + (Az)?.

g(r + Az) — g(z)

Quando Az se aproxima de zero, se aproxima de 3z%. Logo f'(z) = 3x2.

Az
c) h(z) ="
R:

hx+ Az) —h(z)  (z+ Ax)* —a*

Az B Az
(4 Az (x+ Ax)? — a2t
B Az
(@ +2zAx + (Az)?)(2® + 22Az + (Ax)?) — 2
B Az
'+ 4P Ar + 622 (Ax)? 4 do(Ax) + (Az)t — 2t
n Az

4 3 2 4 2 3
_ Ax(4a” + 6 szxx(Ax) + (Ax) ),(Ax;éO)

=423 + 622 Ax + 4x(Ax)? + (Az)s.

Quando Az se aproxima de zero % se aproxima de 423, Logo, h'(x) = 4a3.

Observe a tabela com os resultados das derivadas.
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Funcao | Derivada
x? 2x
x3 322
x? Ao?

Com base na tabela responda qual a derivada das seguintes fungoes.

a) f(r) =2’

R:f'(z) = 5a;
b) f(z) = 2*%

R:f'(z) = 62
c) fl(z) = 2z%

R:f'(z) = 62%
d) f(z) = 3a";

R:f'(z) = 123

Obs: Professor, utilize o exemplo seguinte para mostrar que a derivada da soma de
funcgoes ¢ igual a soma das derivadas de cada funcao. Ressaltamos que o objetivo aqui é
apenas inserir o conceito de derivada de fungoes polinomiais de forma intuitiva, deixando
o rigor das demonstragoes para o ensino superior. Explique para os alunos que as fungoes

do 1° e 2° grau, ja estudadas anteriormente, sao casos particulares de fungoes polinomiais.

Exemplo 3.19 Calcule a derivada das seguintes func¢oes polinomiais.

a) f(z) = 2%

R:f'(z) = 32%;
b) g(z) = 3a%

R:¢'(x) = 6a;
c) h(z) =1,

R:A/ () = 0

d) I(z) = 2% + 322 + 1.
R:
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(x4 Az) —I(z)
Az

 (z+ Az 4+ 3(x+ Ax)? 4+ 1 — (2% 4+ 322 + 1)
Ax

2+ 327 Ax + 3x(Az)? + (Ax)? + 32% 4+ 6xAr + 3(Az)? + 1 —2° — 32 — 1
B Ax

_ Az(3a + 3zAx +A(1Aﬂ7)2 00 £387) Ay 20

= 32% + 3rAx + (Az)? + 62 + 3Az.

Logo, I'(x) = 32? + 6.

Note que I'(z) = f'(z) + ¢'(x) + W'(x). Isso significa que tanto faz calcularmos
primeiramente a derivada de cada fungao e depois somarmos os resultados ou somarmos as
funcoes e em seguida calcularmos a derivada desta soma, em ambos os casos os resultados

Sa0 0S Mesmos.

Exemplo 3.20 Com base no que foi aprendido até aqui, calcule as derivadas das seguintes

funcoes.
a) f(r) =a* — 423 + 52 — 4o + T;
R: f/(z) = 42® — 122 + 102 — 4;
b) f(z) = 2% — 22" + 62 — 2;
R: f/(z) = 62° — 823 + 6;
c) f(z)=22" +x;
R: f/(z) = 142°% + 1;
d) f(z) =2°—62* 4+ 223 + 2% — 8x + 1;
R: f/(z) = 52* — 242® + 62 + 22 — 8.

Obs: Professor, proponha os seguintes exercicios de aprofundamento para os alunos
resolverem em equipes. Auxilie-0s no que for necessario, pois os exercicios trazem conceitos

aprendidos nas aulas anteriores, se necessario revise os pontos mais importantes.
Exercicios propostos

1. Um fabricante de caixas de papelao pretende fazer caixas sem tampas a partir de

folhas quadradas de cartao com &rea igual a 576 c¢m?, cortando quadrados iguais
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nos quatro cantos e dobrando os lados para cima. Determinar o lado do quadrado

que deve ser cortado para se obter uma caixa com o maior volume possivel.

X

24-2x

R: Como a area total é de 576 cm?, se | é a medida do lado da folha, entdo
I* = 576;

[ =576 = 24cm.

O volume da cixa serd dado por v = [? - z, onde  é a altura da caixa. dai, segue
que
v=(24—22) x;

v = (576 — 96z + 42?) - z;
v = 5762 — 9622 + 42°.

Como queremos encontrar o volume maximo da caixa, devemos calcular o ponto
méximo da fungao v(z) = 576x — 9622 + 423, Sabendo que no ponto maximo de

uma funcgao a derivada se anula, logo
v =576 — 96 + 122% = 0;
22 — 16z 4 48 = 0;

(x —4)(x —12) = 0;

r=4 ou x = 12.

Como | = 24 — 2x, entao [ nao pode ser igual a 12, caso contrario teriamos [ = 0.
Logox =4=1=24—-2-4=24—8 = 16. Portanto a caixa mede 16cm de lado e

4em de altura.

. Dentre todos os retangulos de perimetro 64 cm, encontre as medidas de um em que

sua area seja maxima.
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X

Seja x e y as medidas do retangulo. Logo o perimetro do retangulo é p = 2z + 2y =
64 = x + y = 32. Sabemos que a area de um retangulo é dada pelo produto de
sua base por sua altura, assim temos A = zy. Mas v +y = 32 = y = 32 — .

Substituindo este resultdo em A = xy, obtemos
A=uxy=2(32—1) =320 —2°

Como queremos encontrar a area maxima, basta calcularmos a derivada de A é

igualarmos a zero.
A'=32-2r=0%& 2 =16.

Portanto, x = 16cm e y = 32 — 16 = 16cm.

. A posicao de uma particula é dada por s = 3 + 3t + 5t + 1, com t em segundos e
s em c¢m. Determine a velocidade da particula no instante t = 2s.

A velocidade da particula é dada por v = §'(t), assim temos
v=s5(t) = 3t* + 6t + 5.
No instante ¢ = 2s temos que

v=3-246-2+5=3-4+12+5=12+12+5 = 29cm/s.

. Determine a inclinacdo da reta tangente ao gréfico de f(z) = 22% + 32% — 4 que
passa pelo ponto em que z = 3.

A inclinagio da reta tangente ao grafico de f(z) = 223 + 32? — 4 é dada por
f(z) = 62° + 6.
Para x = 3 temos que

f'(3)=6-3*+6-3=6-9+18 =72,
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CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho propos discutir a possibilidade de ensinar noc¢oes de Calculo
no Ensino Médio e elaborar uma sequéncia didatica para este fim. Devido a necessidade
de delimitacao do tema, trabalhamos especificamente com nogoes de derivadas de fungoes

do 1° e 2° graus.

Acreditamos que é possivel aplicar esta proposta sem muitas dificuldades, pois nos
propomos a tratar o conceito de derivada de forma simples e intuitiva. Nao utilizamos o
conceito de limite na definicao de derivadas, pois isso exigiria um estudo prévio de defini-
¢oes, propriedades e teoremas sobre limites; o que nao seria apropriado para o 1° ano do
Ensino Médio. Para a fun¢ao do 1° grau definimos a derivada como a taxa de variagao e
em seguida aplicamos ao crescimento e decrescimento de tais fungoes. Ja para funcao do
2° grau utilizamos a nocao de reta tangente a uma curva, o que possibilitou aplicar esse
conceito a problemas de maximos e minimos. Também inserimos o conceito de derivada
como velocidade instantanea com aplicagoes na Fisica. Dessa forma, a partir de proble-
mas simples e contextualizados fornecemos ao aluno do Ensino Médio a possibilidade de
conhecer, pelo menos de forma introdutoria, esta importante ferramenta matematica e

algumas de suas aplicacoes.

Ressaltamos que o emprego deste trabalho de forma alguma compromete o tempo
dispensado para os demais contetudos, visto que os mesmos assuntos ja estudados antes
apenas serao explorados de outra maneira: através das derivadas, procurando eliminar o

excesso de formalismo e rigor para dar espago aos novos conceitos.

A ideia de inserir nog¢oes de Célculo no Ensino Médio surgiu como uma tentativa de
amenizar os altos indices de reprovagoes nas disciplinas de Calculo nos cursos superiores
o que foi constatado em nossa pesquisa no banco de dados do IFCE — Campus Limoeiro

do Norte, que revelou indices alarmantes que vao desde 33% e chegam a 90%.

Percebemos que a maioria das pesquisas realizadas neste sentido preocupam-se em
analisar a necessidade e a viabilidade de ensinar nocoes basicas de Calculo no Ensino Mé-
dio, mas poucas delas trazem uma sequéncia organizada e direcionada para os professores
que desejam inserir tal ensino. Devido a escassez de literatura que tragam essa abordagem,
nossa principal dificuldade foi adaptar o conceito de derivadas de modo que fosse apropri-
ado para nosso publico alvo. Dessa forma, ressaltamos a necessidade da realizagao de mais
pesquisas trazendo este enfoque, pois este trabalho de forma alguma esgota as discussoes
acerca desta tematica. Existem intimeros contetidos do Ensino Médio que podem se utili-

zar de nocoes do Calculo para facilitar e ao mesmo tempo aprofundar seu estudo, como é
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o caso de progressoes geométricas, areas e volumes, construcoes de graficos, dentre outros,

os quais podem ser explorados em outros trabalhos seguindo a proposta aqui apresentada.

E importante frisar que as atividades aqui propostas nao foram ainda aplicadas em
sala de aula, pois elas sao direcionadas para o inicio do 1° ano do Ensino Médio. Portanto
incentivamos aos professores de matematica do Ensino Médio a aceitarem o desafio de
ministrar as aulas aqui propostas e escrever relatos dessa experiéncia afim de contribuir

para discussao dessa tematica.
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APENDICE

AULA 1: A derivada como taxa de variagao

Exemplo 3.1 Um botanico mede o crescimento de um planta numa determinada hora
do dia e observa que a lei que relaciona a altura (h) em fungao do tempo t é h = 5¢, onde

h é medido em centimetros e t em dias. Qual a variacao de h quando ¢ varia:

a) De 1 para 2 dias?
b) De 2 para 3 dias?

¢) De 5 para 6 dias?

Exemplo 3.2 O saldrio fixo mensal de um seguranca é de R$ 540,00. Para aumentar sua

renda ele faz plantoes noturnos em uma boate e recebe R$ 60,00 por noite de trabalho.

a) Escreva a lei que associa o saldrio y do seguranca em fungao da quantidade z de

plantoes noturnos que ele faz.
b) Esboce o gréfico dessa fungao.
¢) Qual é a taxa de variacao %?

d) Qual a relacgao entre o coeficiente angular da reta e a taxa de variacao %?

Exemplo 3.3 Mostre que a derivada da funcao f(z) =ax +0bé f'(z) = a.

Exemplo 3.4 Com base nos exemplos anteriores, qual a derivada das seguintes fungoes?
a) f(x) =2x+3
b) f(x) =4+ 5x
c) flx) =—6z+15

d) f(z)=—bz
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Exercicios propostos

1. Calcule a derivada da fungao f(x) =5
2. Qual a derivada da funcao f(z) = ¢, onde ¢ é uma constante qualquer.

3. A familia Souza, que vive em Campos dos Goytacazes, pretende viajar nas férias
para uma cidade do estado do Rio de Janeiro que fica a 400 km de distancia de
Campos. O gréfico a seguir representa a distancia (em km) em relagdo ao tempo

(em horas) de viagem.

s(km)

100 fennm- 9
|

t(h)

a) Quantos quilometros a familia percorre em 1 hora?

b) A que velocidade média a familia viaja?
¢) Encontre a lei de formagao da fungao representada no grafico.

d) Determine a derivada da fungao representada no grafico.

e) Qual a relagdo entre a derivada da fungao e a velocidade média?
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AULA 2: Crescimento e decrescimento da funcao do 1° grau

Exemplo 3.5 Na producao de pegas, uma fabrica tem um custo fixo de R$ 16,00 mais
um custo varidvel de R$ 1,50 por unidade produzida. Sendo x o niimero de pecas unitdrias

produzidas, determine:
a) A lei da fungao que fornece o custo da produgao de = pegas.

b) Calcule o custo y para o numeros de pecas x especificados na tabela abaixo.

Ty
5

10

¢) A medida que o nimero de pegas cresce o que acontece com custo?
d) Esboce o gréfico dessa funcao.

Exemplo 3.6 Seja d a demanda e o preco p de um produto se relacionam por meio da
formula d = —2p + 10

a) Calcule o valor da demanda para os diferentes precos especificados na tabela abaixo

completando-a.

pld

2
5
9

b) O que acontece com a demanda a medida que o preco cresce?

c¢) Esboce o grafico dessa fungao.

Exercicios propostos
1. A funcao do exemplo 3.5 é crescente ou decrescente? E a fungao do exemplo 3.67

2. Calcule a taxa de variagao das fungoes dos exemplos 3.5 e 3.6 utilizando dois pontos

quaisquer das tabelas.
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AULA 3: A derivada como inclinagao da reta tangente

2

Exemplo 3.7 Dada a fungao f(z) = 2z°, com o auxilio de uma calculadora, ache a

inclinacao da reta secante & curva y = % que passa pelos pontos:

Nota: Dados dois pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) pertencentes a curva y = f(z), a inclinagdo

da reta secante a esta curva é dada por:
A _
Ay ) f@
Ax b—a

a) A(2,4) e B(3,9)
b) A(2,4) e B(2.1,4.41)
c) A(2,4) e B(2.01,4.0401)

Exercicios protostos

De acordo com as respostas dos itens a), b) e ¢) do exemplo acima responda as
seguintes perguntas:

1. De que valor a inclinagao da reta secante a curva esta se aproximando?

2. Quais os acréscimos Az dados a x comparando nos itens a), b) e ¢)? De que valor

esses acréscimos se aproximam?

Exemplo 3.8 Calcule a derivada da fungao f(x) = x? nos pontos (3,9), (4,16) e (5,25).

Em seguida complete a tabela abaixo.

f'(x)

Uik W |8

a) Qual relagdo vocé observa entre x e f'(x)?

b) Qual a derivada de f(x) = 2? para qualquer x?

Exemplo 3.9 Mostre que a derivada da funcao f(z) = 2% é 2z.

Desafio: Qual a derivada da funcao f(z) = az? + bz + ¢, onde a,be ¢ € R?
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AULA 4: Maximos e minimos da fungao do 2° grau.

Exemplo 3.10 Um aviao de 100 lugares foi fretado para uma excursao. A companhia
exigiu, de cada passageiro, R$ 800,00 mais R$ 10,00 por cada lugar vago. Para que nt-

mero de passageiros a rentabilidade da empresa é maxima?

Exemplo 3.11 O custo C, em reais, para se produzir n unidades de determinado pro-
duto é dado por C = n? — 110n + 2510. Quantas unidades deverao ser produzidas para
se obter o custo minimo?

Exemplo 3.12 Mostre que o vértice da pardbola cuja equacao é y = ax? +bx + ¢ é dado

o —b —Ax
por 2a" 4a )’

Exercicios propostos

1. O lucro mensal de uma empresa é dado por L = —2%+30z—5, onde x é a quantidade
mensal vendida. Qual o lucro mensal méaximo possivel? Esboce o grafico dessa

fungao.

2. Com 80 metros de cerca um fazendeiro deseja circundar uma area retangular junto
a um rio para confinar alguns animais. Quais devem ser as medidas do retangulo

para que a area cercada seja a maior possivel?

3. O custo de produgao de um determinado artigo é dado por C(x) = 3z? — 15z + 21.
Se a venda de x unidades é dada por V(z) = 222 + x, para que o lucro L(z) =

V(z) — C(x) seja maximo, quantas unidades devem ser vendidas?

4. Sabe-se que o custo C' para produzir x unidades de certo produto ¢ dado por C =

22 — 80z + 3000. Nessas condicoes, calcule:
a) a quantidade de unidades produzidas para que o custo seja minimo;

b) o valor minimo do custo.
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AULA 5: A derivada e a velocidade instantanea

Exemplo 3.13 Seja s = t? + 2t — 3. Preenchendo a tabela abaixo obteremos as posicoes

da particula em cada instante.

t s=t*+2t—3
0
1
2
3
. As :
Calculemos as taxas de variacoes Al entre os instantes:
a) Oel
b) 1e2
c) 2e3
d) 0ed

Exemplo 3.14 Em um tempo de t segundos, um objeto se move s metros de sua posicao
inicial, sendo s dado por s = 2t2. Estime a velocidade do objeto em t = 2 s, calculando

sua velocidade média entre t =2set =2 1s.

Exemplo 3.15 Uma bola ¢é atirada verticalmente para cima a partir do chao, com uma
velocidade inicial de 64 m/s. Se o sentido positivo da distancia do ponto de partida for

para cima, a equacao do movimento serd s = —16t2 + 64t.

a) Ache a velocidade instantanea da bola ao fim de 1s.

b) Ache a velocidade instantanea da bola depois de 3s.

¢) Quantos segundos a bola leva para atingir seu ponto mais alto?
d) Qual a altura méxima atingida pela bola?

e) Decorridos quantos segundos a bola atinge o solo?

f) Ache a velocidade instantanea da bola quando ela atinge o solo.

Exemplo 3.16 Se uma bola for impulsionada de tal forma que ela adquira uma velocidade
inicial de 24 cm/s ao descer um certo plano inclinado, entao s = 24t + 10t?, onde s é a
distancia da bola em c¢m ao ponto inicial em t segundos e o sentido positivo é o de descida

do plano inclinado.
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a) Qual serd a velocidade instantanea da bola em t; segundos?

b) Quanto tempo levara para que a velocidade aumente para 48cm/s?

Exemplo 3.17 Um foguete é lancado verticalmente para cima e apds t segundos ele esta

a s metros do solo, onde s = 560t — 16t% e o sentido positivo é para cima.

a) Ache a velocidade do foguete 2s apés o langamento.

b) Quanto tempo levard para o foguete atingir sua altura maxima?
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AULA 6: A derivada de fungoes polinomiais

Exemplo 3.18 Calcule a derivada das seguintes fungoes polinomiais.

a) f(x) =2
b) g(z) =2
c) h(z) =a*

Observe a tabela com os resultados das derivadas.

Funcao | Derivada
x? 2
3 3x?
x? Ao?

Com base na tabela responda qual a derivada das seguintes funcoes.

a) f(z) =2’
b) f(z) = a®
¢) fla) =223
d) f(z) =32

Exemplo 3.19 Calcule a derivada das seguintes fungoes polinomiais.

a) f(z)=a®
b) g(x) = 32*
c) h(z)=1

d) I(z) =23+ 322 +1

Exemplo 3.20 Com base no que foi aprendido até aqui, calcule as derivadas das seguintes

funcoes.
a) f(z) =o' —4a3 +52% — 4o + 7
b) f(z) = 2% — 22" + 62 — 2
c) flx)=22"+2x

d) f(z)=2°— 62+ 223 + 2% —8x + 1
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Exercicios propostos

. Um fabricante de caixas de papelao pretende fazer caixas sem tampas a partir de
folhas quadradas de cartdo com drea igual a 576cm?, cortando quadrados iguais nos
quatro cantos e dobrando os lados para cima. Determinar o lado do quadrado que

deve ser cortado para se obter uma caixa com o maior volume possivel.

. Dentre todos os retangulos de perimetro 64cm, encontre as medidas de um em que

sua area seja maxima.

. A posicao de uma particula é dada por s = t3 + 3t + 5t + 1, com t em segundos e

s em cm. Determine a velocidade da particula no instante ¢ = 2s.

. Determine a inclinagao da reta tangente ao grafico de f(x) = 22® + 32? — 4 que

passa pelo ponto em que z = 3.
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