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Resumo

Durante o século V a.C, na Grécia, o surgimento de um problema aparentemente
“inocente”, provocou verdadeira mudanga na geometria grega, e muito contribuiu para
avangos no estudo da matemaética, a duplicacao do cubo, um dos trés problemas classicos,
que deveria ser solucionado com régua nao graduada e compasso. Durante séculos varios
matematicos buscaram solugoes dentre eles podemos citar Hipocrates, com a insercao de
meias proporcionais, Arquitas, com a intersecao de superficies sélidas, Platao, com sua
ferramenta esquadro, Menecmo, com intersecoes conicas, Eratostenes com a construgao de
um mesolabo e Diocles, com a curva cissoide, através destes estudos foram desenvolvidos
outros conceitos dentro de uma nova geometria na época, chamada de geometria superior
que trabalhava com curvas que nao eram circulos e nao limitava-se ao plano, contudo
nenhuma satisfazia a condigao de ser com régua nao graduada e compasso. Somente com
o desenvolvimento da algebra por volta do século XIX, é que foi possivel provar de uma
vez por todas que a duplicacao do cubo nao pode ser resolvida apenas com instrumentos
euclidianos. Embora sem solucao pelas limitagoes impostas, trés matematicos italianos,
Gaetano Buonafalce, Giuseppe Vargiu e Gaetano Boccali apresentaram construgoes com
régua e compasso, que nos dao boa aproximacgao da solucao do problema. Hoje com o
advento da informatica, surgiram novas ferramentas para auxiliar as tarefas de construcao
do conhecimento matematico, e uma delas sao os softwares de geometria, algebra e célculo
dos quais destacamos o Geogebra que foi utilizado para reproduzir de forma dinamica as

ferramentas mecanicas de Platao e Eratdstenes para o problema da duplicagao do cubo.

Palavras Chave: Duplicacao, Cubo, régua, compasso, geometria.
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Abstract

During the fifth century BC in Greece, the emergence of an apparently problem “inno-
cent”, brought real change in Greek geometry, and contributed to advances in the study
of mathematics, doubling the cube to one of the three classic problems, which should be
solved with non-graded and compass ruler. for centuries various mathematical sought
solutions among which we can mention Hippocrates, with the inclusion of proportional
socks, Archytas, with the intersection of solid surfaces, Plato, with his square tool, Me-
necmo with conical intersections, Erathostenes with the construction of a mesolabo and
Diocles, with cissdide curve through these studies were developed other concepts into
a new geometry at the time, called the upper geometry working with curves that were
not circles and is not limited to the plane, however no satisfying the condition of being
with non-graded and compass ruler. only with the development of algebra by the ni-
neteenth century, it was possible to prove once and for all that doubling the cube can
not be solved only with Euclidean tools. Although unsolved by limitations imposed th-
ree Italian mathematicians, Gaetano Buonafalce, Giuseppe Vargiu and Gaetano Boccali
presented constructions with ruler and compass, which give us good approximation of
the solution. Today with the advent of computer technology, there were new tools to
assist the construction tasks of mathematical knowledge, and one of them is the geometry
software, algebra and calculus of which we highlight the Geogebra that was used to play

dynamically mechanical tools Plato and Eratosthenes for doubling the cube problem.

Keywords: Doubling, Cube, ruler, compass, geometry.
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Introducao

A Matemaética vem sendo construida ao longo de muitos anos, desde o homem primi-
tivo, que se centrava na idéia de niimero e no processo de contagem, até os dias atuais
com todo o aparato tecnoldgico que a sociedade moderna dispoe. O desenvolvimento do
conhecimento matemaético se deu ao longo dos anos, tanto pela necessidade cotidiana de
se efetuar medidas e contagens mais extensas, quanto pelos homens que se dedicaram a
estudar e desvendar os mistérios naturais que apareciam. Alguns Axiomas e Teoremas
que foram propostos a milhares de anos ainda hoje se mantém vélidos e 1teis e, assim, a

Matemadtica continua a desenvolver-se permanentemente.

Este estudo volta-se para um assunto que é considerado como um marco no desenvol-
vimento da Geometria, o problema da duplicacdo do cubo, um problema antigo surgido
na Grécia por volta do século V a.C. Século ao qual segundo Boyer (1974), é chamado de

“Idade Herdica da Matematica”.

O problema da duplicagao do cubo, se da a partir de um cubo de aresta dada, construir
somente com régua, nao graduada, e compasso um segundo cubo com o dobro do volume
do primeiro. Nao se sabe ao certo o que gerou este problema, mas temos pelo menos
trés possibilidades, uma delas é sobre as dimensoes do tiumulo do Rei Glauco no Egito,
o segundo sobre uma peste que assolou a ilha de Delos ou Atenas, cuja solugao para o
fim da peste era a duplicacao de um altar em formato cibico (BOYER, 1974, p.48) e a
terceira motivada pela solucao de achar um quadrado com o dobro da drea de um outro

quadrado dado (CAJORI, 2007).

Este trabalho reune diferentes pensamentos de matemaéticos que se debrugaram na ten-
tativa de achar solugoes para o problema, resultando em novas descobertas na matematica.

O primeiro deles foi Hipdcrates que utilizando-se da idéia de inserir duas médias propor-



cionais entre dois segmentos dados, transformou um problema em outro que serviu de
base para as solucoes seguintes. Arquitas de Tarento utilizou a intersecao de elementos
de geometria s6lida. Menecmo, em seus estudos, descobriu as conicas, elipse, hipérbole e
parabola. Platao, lhe foi atribuido a construcao de um esquadro. Eratdstenes, com a cons-
trucao de calhas moveis que quando devidamente alinhadas dao a solucao e Diocles, com
a descoberta de uma outra curva que mais tarde recebeu o nome de cisséide. Embora
as solucoes apresentassem diferentes idéias, todas recalam nas proporcgoes inicialmente

pensadas por Hipéerates. (EVES, 2011).

Embora todos os esfor¢os de grande valia para o desenvolvimento da matematica, no

século XIX provou-se que o problema nao tem solucao.

Assim, pelas curiosidades e estudos que envolvem o problema da duplicacao do cubo,
a utilizacao desse assunto na sala de aula da educacao béasica é um meio de despertar o
interesse dos alunos para as aulas de Geometria, destacando, inclusive, o uso de softwares

educacionais nesse processo.

Analisar a utilizagao de recursos tecnoldgicos com a pretensao de aperfeigoar o ensino
e a aprendizagem de nossos estudantes ¢ importante, assim se faz necessarias experiéncias
inovadoras, para que esses recursos possam ser bem compreendidos assim como bem
aplicados no ensino de Matemadtica. Segundo Borba (1999), no contexto da Educagao
Matematica, os ambientes de aprendizagem gerados por aplicativos informaticos podem
dinamizar os contetidos curriculares e potencializar o processo de ensino e da aprendiza-
gem voltados a “Experimentagao Matematica” com possibilidades do surgimento de novos

conceitos e novas teorias matematicas.

Nesse contexto, o trabalho tem o intuito de analisar o conteido do problema da du-
plicacao do cubo. Para facilitar o desenvolvimento da pesquisa considera-se como objeti-
vos: descrever sobre a histéria do problema, os diferentes métodos geométricos e algébricos
empregados, destacando sua importancia para o desenvolvimento da Matematica e a capa-
cidade de compreender a natureza das construgoes mecanicas e reproduzi-las em sistema

computacional.

Como metodologia utilizou-se uma pesquisa bibliografica e reproducao de solugoes
mecanicas encontradas para o problema da duplicacao do cubo no geogebra, que é um

software matematico gratuito e bem difundido no ambito educacional.
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Capitulo 1

Aspectos Historicos

Durante o Século V e VI a.C. Periodo que medeia de Pitagoras a Platao, a geometria se
debruca sobre o problema de construir, com régua e compasso, ideais®, objetos geométricos
a partir de certos elementos conhecidos, muitos desses problemas foram tratados com
sucesso. Contudo, a duplicagao do cubo um dos trés problemas classicos da geometria

nao foi resolvido pelos gregos e tornou-se desafio para as geragoes posteriores.

1.1 Sobre a construcao com régua e compasso

Proclus, diretor da academia de Atenas no século V d.C, é autor de um comentario
sobre Os elementos de Euclides, um importante repositorio de referéncias historicas.
Ele sumariza este periodo da seguinte forma “Depois dele (Pitdgoras), Anaxdgoras de
Clezomenas lidou com muitas questoes geométricas, e também o fez Oenopides de Chios,
que era um pouco mais jovem que Anaxagoras; o proprio Platao alude a ambos no “Ri-
vais”, como tendo adquirido reputacao em matematica. Depois deles veio Hipocrates de
Chios, descobridor da quadratura das linuas (superficies geométricas planas e fechadas
compreendidas entre ascos de circulo) e Teodoro de Cirene, os quais distinguiram como
geometra. De fato, Hipdcrates foi o primeiro de quem se sabe ter recompilado Os ele-

mentos. Platao, que foi o proximo, fez com que a matematica em geral e a geometria em

!Na antiga Grécia os elementos considerados ideais eram a régua nao graduada usada somente para

tragar retas e o compasso nao fixo usado para fazer arcos e circulos



particular experimentassem um grande progresso, devido ao seu proprio zelo, por estes
estudos; pois todos sabem que ele recheou seus escritos com dircursos matematicos e lutou
em todas ocasioes para despertar o entusiasmo pela matematica entre os que estudavam
filosofia. nesta época viveram também Leodamos de Tasso, Arquitas de Tarento e Tee-
teto de Atenas, que contribuiram para aumentar o nimero de teoremas e um novo avanco
foi alcangado no sentido de agrupa-los de uma forma mais cientifica” (MILIES; BUSSAB,
1999, p. 34-35).

Proclus, raramente menciona em seus comentérios sobre o livro Os elementos de Eu-
clides, os nomes dos descobridores dos resultados geométricos ali expostos. Porém, duas
construcoes sao atribuidas explicitamente a Ondépedes de Chios: A construcao de uma
perpendicular a uma reta dada que passa por um ponto situado fora dela e a construcao

de um angulo a partir de um ponto dado em uma reta, e que seja igual a um dado angulo.

A reputagao de Oendpedes nao pode ter sido obtida por resolver problemas tao simples
como estes, mas por ter sido o primeiro a formular tais solucoes com o uso de régua e
compasso apenas, enquanto seus antecessores utilizavam livremente qualquer instrumento

de desenho.

A importancia de Oendpedes seria entao de cardter tedrico, por ter sido o primeiro a
fixar as regras que obrigavam ao uso tao somente de régua e compasso para a elaboragao

de construgoes geométricas no plano, e que se tornou canone da geometria grega.

Estas regras eram as seguintes:

» Dados dois pontos no plano ¢ permitido construir, com a régua, uma reta de compri-

mento arbitrario e que passe pelos dois pontos;

» E permitido desenhar no plano, com compasso, uma circunferéncia com centro em um

ponto dado e que passe por outro ponto conhecido
» A régua nao possui escalas, isto é, nao serve para medir comprimentos

» O compasso nao pode ser levantado do papel, isto é, nao é permitido transferir distancias

com as pontas do compasso como fazem os marceneiros e funileiros.

A intersecao de retas e circunferéncias determina pontos que podem ser utilizados nas

construcoes geométricas.



Esses dois instrumentos, “régua nao graduada’e “compasso”, sao geralmente denomi-
nados ideais e também euclidianos, pois Euclides em sua obra Os elementos, reproduziu

os principios acima para uso da régua e do compasso.

Com régua e compasso ideais, os gregos construiram um monumento para a humani-
dade. Pois nao foi apenas a geometria que foi construida com eles e sim toda a ciéncia que
conhecemos. A obrigacao de construir qualquer figura com estes instrumentos tao simples
possibilitou o desenvolvimento de um extraordinario espirito analitico e de regras de ra-
ciocinio muito precisos, condigoes indispensaveis para a pesquisa e o saber. Havia, porém,
alguns problemas, aparentemente inocentes em sua formulacao, que desafiaram todas as

inteligéncias da Grécia classica e nao puderam ser resolvidas (MILIES; BUSSAB, 1999).

1.2 Algumas construgoes elementares com régua e

compasso

Vejamos alguns exemplos de construcoes geométricas bésicas somente com uso de

régua e compasso.

1.2.1 Retas Perpendiculares

Seja uma reta r, desejamos construir uma reta perpendicular a ela, primeiramente
escolhemos um ponto P fora dela e com compasso em P, marcamos um arco que corte a
reta r em dois pontos A e B. Ver Figura 1.1, em seguida desenhe dois arcos com o mesmo
raio de centros nos pontos A e B, a intersecao desses arcos determina o ponto Q. Deste
modo a reta que passa por PQ é perpendicular a reta r, pois a distancia de A ao ponto
P é a mesma de B ao ponto P, devido P ser centro de uma circunferéncia que contém os
pontos A e B, de outro modo, as distancia AQ e BQ sao iguais, pois por construcao os

raios AQ e BQ sao congruentes.
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Figura 1.1: Construcao de retas perpendiculares.

1.2.2 Retas paralelas

Seja uma reta r e um ponto P fora dela, traca-se uma circunferéncia de centro em
P, que passe pela reta r, determinando o ponto A, com o mesmo raio AP, trace outra
circunferéncia, com centro em A cortando a reta r no ponto B, e por fim tracamos uma
terceira circunferéncia com centro em B e o mesmo raio das anteriores, determinando o
ponto Q. Figura 1.2. Note que os segmentos AP, AB, BQ e QP formam um paralelogramo

pois todos tem a mesma medida.

Figura 1.2: Construcao de retas paralelas.



1.2.3 Triangulo equilatero

Seja um segmento AB, lado do triangulo equildtero, fagamos uma circunferéncia de
raio AB e centro em B e novamente outra circunferéncia de raio AB de centro em A, a
intersecao das circunferéncias determinam os pontos P e Q. Figura 1.3. cujo triangulo

ABP é equilatero e a reta que passa por PQ é a mediatriz do segmento AB.

Figura 1.3: Construgao de um triangulo equilatero.

1.2.4 Construcao de um angulo com valor dado

Para realizar esta construcao com compasso euclidiano, podemos utilizar uma propri-
edade conhecida como angulo capaz, que se da da seguinte maneira: Prolongue um dos
lados do angulo dado até que ele encontre a reta AB num ponto P, trace a circunferéncia
que passe por V, A e P (o centro da circunferéncia é o encontro das mediatrizes dos seg-
mentos VA e AP). O outro lado do angulo dado intercepta esta circunferéncia em Q. O

angulo pedido é QAB. Figura 1.4



T

Figura 1.4: Construgao de um segundo angulo a partir de um angulo dado.

1.2.5 Divisao de um segmento em partes iguais

Essa construcao teve importancia fundamental no desenvolvimento da geometria, por-
que veio a sugerir a teoria das proporcoes e que hoje é conhecida como Teorema de Tales.

(BUSSAB, 1999).

Dado o segmento AB. Figura 1.5. Trace uma reta qualquer passando por A, com o
compasso, em uma abertura conveniente, marque tantos segmentos iguais e sucessivos
A Py, quantos pretendemos dividir o segmento dado (seis em nosso exemplo). Una P com

B e trace em cada ponto P uma paralela a BF;.

RN

Figura 1.5: Divisao de um segmento em partes iguais.



1.3 A origem do problema da duplicacao do cubo

Segundo Fontes (1968), uma das fontes da origem desse problema é a carta enviada
ao rei do Egito, Ptolomeu III, atribuida a Eratostenes, o célebre matematico e astronomo

do século IIT a.C.

Naquele documento o matematico narrava que, segundo a lenda, o rei Minos, ao
verificar as dimensoes exiguas do timulo que encomendara para seu filho Glauco, dissera:
“Pequeno espaco para sepulcro de um rei! Dupliquem-no, conservando-lhe a forma!”. E

imperativamente, ordenou que se dobrassem as arestas do sepulcro.

Contudo, como Eratéstenes comenta, Minos errava, pois ao fazer a duplicagao da

aresta o volume do cubo octuplicaria em vez de duplicé-lo.

Observa-se também, na prépria carta, que Hipdcrates de Chios, apds diversas ten-
tativas sem resultados positivos, descobriu “que se entre duas linhas retas, das quais a
maior seja o dobro da menor, forem inscritas duas médias em proporg¢ao continua, o cubo
serd duplicado”. Comenta ainda Eratostenes que Hipdcrates apenas transformava um

problema em outro de nao menor dificuldade.

Prosseguindo em sua carta a Ptolomeu III, diz que os habitantes de Delos, instados
pelo oraculo a duplicar um certo altar tiveram a mesma dificuldade. E que ocorrera
uma epidemia da peste na cidade e seus moradores consultaram o oraculo de Delos. Ele
declarou que Apolo? exigia que se duplicasse um dos seus altares, o que tinha a forma

cubica. Figura 1.6. Construiu-se, entao, um altar de aresta dupla.

Depois de todos os esforcos a peste continuava e novamente consultado, o oraculo
declarou que Apolo nao estava satisfeito pois desejava um altar que fosse exatamente do
volume duplo do antigo. Diz Eratéstenes que foram enviados mensageiros aos gedmetras

que conviviam com Platao na Academia, em busca de uma solucao.

2Um dos mais importantes deuses gregos e representa o modelo do ideal helénico, também conhecido

como Deus do sol. fonte:O Hino Homérico a Apolo, por Luiz Alberto Machado Cabral



Figura 1.6: Ruinas do Templo de Apolo.

Fonte : Delphitemple — 650px, porStanShebs. LicenciadosobCCBY —
SA3.0,viaWikimediaCommons — https : | /commons.wikimedia.org/wiki/File :

Delphiremple — 650px.jpg/media/ File : Delphizemple — 650pz.jpg

Arquitas de Tarento, conseguiu resolver o problema, inscrevendo duas médias entre
duas retas, seguido por Eudéxio que, utilizando linhas curvas, igualmente apresentou
uma solucao, fatos de que Eratdstenes nos da noticia, acrescentando, ainda, que esses
dois gedmetras foram seguidos por outros no objetivo de uma solucao mais adequada, o
que nao foi conseguido, uma vez que nao puderam efetuar a construcao e realiza-la na

pratica, com exce¢ao de Menecmo, que o fez com grande dificuldade.

Por outro lado Philoponos, filésofo de Alexandria do século V e principio do VI da
nossa era, o comentador de Aristoteles e de suas obras matematicas, divulga outra versao
da segunda lenda. Atribuindo aos atenienses e nao aos habitantes de Delos o fato narrado
por Eratostenes, mantém, por outro lado, a referéncia a Platao, o que nao deve ser valido,

porquanto a peste grassada em Atenas foi anterior ao nascimento do filésofo grego.

Boyer (1974, p.48), cita que uma peste assolou Atenas e matou um quarto de sua
populacdo, incluindo Péricles, a partir dai uma comissao dirigiu-se ao oraculo de Apolo
em Delos a fim de obter solucao para o fim da peste e recebera como resposta do oraculo
que o altar de Apolo de formato cuibico deveria ser duplicado, entao os atenienses dobraram
as medidas do altar e a peste nao passou pois ao fazer isso o volume do cubo ficou oito

vezes maior. Por isso,esse problema também ficou conhecido “o problema de Delos” ou
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“problema deliano”.

Ainda em Fontes (1968), existe outra variancia dessa curiosa lenda referenciada a
Platao, é a que propalou no Oriente, segundo a qual, o fato teria ocorrido com os habi-
tantes de Israel. Contava-se que uma peste na época em que vivia Platao teria atingido as
criancgas israelenses. Um profeta ouviu uma voz celeste aconselhando a duplicar o altar
dos sacrificios, de forma cubica, para parar o flagelo, o que da mesma forma das versoes
de Delos e Atenas nao se concretizou, por isso o flagelo continuou. Consultado Platao,
assim se teria manifestado o sabio grego: “Negligenciastes a ciéncia da geometria e Deus

v0s castigou, pois € a ciéncia sublime por exceléncia”.

Outra possibilidade para o surgimento do problema segundo Cajori (2007), é de que
os pitagoricos mostraram que a diagonal de um quadrado é o lado de um outro quadrado

com o dobro da area do primeiro.

Figura 1.7: Duplicacao do Quadrado.

Na duplicacao do quadrado, dado um quadrado de aresta unitaria, ver Figura 1.7,
traca-se a diagonal, logo pelo teorema de pitdgoras temos que a diagonal mede V2, que
é o lado de um quadrado que tem o dobro da area do primeiro, pois (\/5)2 = 2(un)2.
De modo geral, para duplicar um quadrado de aresta a basta construir um quadrado de
aresta av/2. Isso teria sido transposto para as figuras solidas, s6 que nesse caso ao volume,

dado um cubo de aresta a encontrar um outro cubo que seja o dobro do primeiro.

A verdade é que, com Hipdcrates o notavel gedometra grego do século V a.C., autor
do famoso tratado sobre a quadratura das linulas, a dificuldade nao trocou apenas de
forma, mas sim abriu caminho para varias solugoes e conseguiu a vantagem de substituir

a questao primitiva por um problema de geometria plana de profundas consequéncias
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geométricas.

Como vemos em Garbi (2006) “O problema da duplicagdo do cubo, assim como os
outros dois problemas cléssicos, geraram uma infinidade de estudos que ajudaram a pro-
mover avancos na geometria, por exemplo dois grandes discipulos de Platao na academia
foram os irmaos Menecmo e Dinostrato. O primeiro, enquanto tentava resolver o problema
da duplicagdo do cubo acabou descobrindo as conicas (elipse, hipérbole e pardbola), so-
bre as quais escreveu um livro mostrando muitas de suas propriedades. Em 180 a.C, o
geometra Diocles inventou a curva cissoide, com a qual se pode realizar a duplicacao do
cubo. No entanto, esta curva nao é construtivel com régua e compasso, dessa forma nao

resolvendo o problema.”

Estes novos estudos colocaram em questao os instrumentos até entao utilizados régua e
compasso, os quais tinham sido suficientes para realizar todas as construgoes geométricas
anteriores, como por exemplo, a duplicagao do quadrado e a determinacao de uma média

proporcional.
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Capitulo 2

Solucoes Apresentadas para o

Problema

Ao longo dos anos desde a origem do problema da duplicagao do cubo por volta do século
V a.C. muitas solugoes foram apresentadas, neste trabalho apresentamos as solugoes de

Hipécrates, Arquitas, Menecmo, Platao, Eratdstenes e Diocles.

2.1 A solucao de Hipécrates

Parece que foi Hipdcrates de Quios, matematico do século V a.C. quem deu os primeiros
passos na tentativa de solucionar o problema, na verdade ao tentar achar a solucao ele
reduziu o problema anterior a um outro nao menos dificil. O que Hipdcrates afirma é que,

. ) a x Yy
se dado um cubo de aresta a, encontramos dois segmentos z e y tais que — = — = 20’
r vy a
isto é, encontrar duas médias proporcionais entre os segmentos a e 2a. Da primeira

2

igualdade temos que 2 = ay, chamemos esta equacdo de(I) e da segunda y* = 2ax, a

qual chamaremos de (II), em (I), podemos isolar y em fungao de2x e a, o que resulta em
Yy = %2, agora substituindo o valor de y em (II), temos que (%2) = 2ax = Z—j = 2ax =
=20 =1 =V2e portanto, x = a\s/i ou seja, a aresta x do cubo com o dobro do
volume do cubo de aresta a é igual ao valor da aresta a multiplicado por V2. Depois de

Hipocrates fazer sua reducao, as tentativas subsequentes de duplicagao do cubo, tomaram

como caminho a construcao de duas médias proporcionais entre dois segmentos de reta
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dados.

2.2 A solucao de Arquitas

O pitagérico Arquitas de Tarento, filésofo, matematico, general e estadista (400 a.C),
foi um dos mais respeitados e influentes cidadaos de Tarento, Itdlia. Consta que ele
foi eleito sete vezes general das forcas tarentinas e que se destacou pela preocupacao
dispensada a educacao e bem-estar das criancas de Tarento. Morreu tragicamente em um

naufragio perto de sua cidade. (EVES, 2011).

Arquitas propos uma solugao muito engenhosa principalmente a considerar a época em
que fora realizada, trata-se de procurar um ponto de intersecao entre trés superficies de
revolucao, um cone reto, um cilindro e um toro e utilizando-se das médias proporcionais
determinar a aresta do cubo duplo. Podemos claramente observar que esta solug¢ao nao

limita-se ao plano.

Seja OAB o diametro da base de um cilindro, seja uma corda OB no mesmo plano da

base do cilindro e OA um arco perpendicular a base do cilindro. Figura 2.1

Figura 2.1: Tracado dos segmentos OA e OB.

Imagem retirada do site gaussianos.com

Utilizando-se da reducao de Hipdcrates, o método de Arquitas consiste em mostrar
que através de rotacoes convenientes do arco perpendicular OA e da reta OB, é possivel

determinar um ponto de intersecao P fora do plano OAB, entre as superficies formadas
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por estas rotacoes e sendo T a projecao do ponto P no plano OAB, estabelecer a relacao
OB OT OP

OT _ OP OA’

Primeiramente, girando o arco OA perpendicularmente a base do cilindro OAB em

sendo OT a aresta procurada.

torno do ponto O, tem-se a formagao de um toro de raio nulo. Ao girar o segmento OB
em torno do eixo OA, temos a formacao de um cone, cuja intersecao das trés superficies

é o ponto P. Figura 2.2

Figura 2.2: Intersecao das superficies de revolucao.

Imagem retirada do site gaussianos.com

Na figura 2.3, construimos uma semiesfera sobre a circunferéncia base OBA. As curvas
em roxo e verde sao as intersecoes do cilindro com o toro e com o cone respectivamente. Se
P é ponto de intersecao do cone, toro e cilindro e T a projecao de P sobre a circunferéncia
da base. Ao girar a reta OB ao redor de OA, o ponto B descrevera una semicircunferéncia

BGF, perpendicular a OA, que é a interse¢ao da semiesfera com o cone.

Os pontos da circunferéncia BGF estarao todos na mesma distancia OB=Db do ponto

O.

O plano OPT corta o semitoro em uma semicircunferéncia OPR e o cone na reta OP,

que cortard a semicircunferencia BGF, intersecao da semiesfera com o cone, em um ponto

G.

Esse plano OPT cortard também a semiesfera em uma semicircunferéncia OGT, que

passara por G, porque G esta na semiesfera e no plano OPT.
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Os angulos Z RPO, Z TGO sao retos por estarem inscritos em semicircunferéncias e
o angulo Z PTO é reto por construgao e entao, pelo teorema do cateto implica imediata-

mente:
oG oT OPFP
or OP OR
Logo OT e OP sao as médias proporcionais entre OR=0A=a y OG=0B=Db, e fazendo

com que OT seja a aresta do cubo procurado.

3

Figura 2.3: Intersecao das superficies de revolugao e suas projegoes.

Imagem retirada do site gaussianos.com

2.3 A solucao de Menecmo

A fama de Menecmo, matemético do século IV a.C, esta relacionada as curvas que hoje
conhecemos como conicas - elipse, parabola e hipérbole; nomeadamente com a descoberta
de que estas curvas se podem obter por intersecao de um cone reto de base circular, com

o plano perpendicular a uma geratriz.

As descobertas de Menecmo adviram da sua procura de uma solucao para o problema
da duplicacao do cubo, mais propriamente, da procura de curvas que possuissem as pro-
priedades adequadas a resolugao do problema de encontrar as duas médias proporcionais

da reducido de Hipéerates. As solucdes de Menecmo, preservadas por Eutécio *, tém por

'Eutécio de Ascaldao (ca. 480 - ca. 540) foi um matemdtico grego que escreveu comentdrios sobre

varios tratados de Arquimedes e sobre a ”Coénica”de Apolonio. Fonte wikipédia.
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base a construgao de um certo ponto como a interseccao de duas conicas, num dos ca-

sos uma pardabola e uma hipérbole equildtera, x?

= a.y e xy = a.b, no outro caso duas
pardbolas 2% = a.y e y* = b.x.
. . /s . . a T Y
De fato, utilizando-se da atual geometria analitica, sejam as proporgoes — = — = T
x

Y
Sendo a a aresta do cubo dado, vamos considerar que a tem valor unitario, logo, a =

1, e por consequéncia b=2, pois b=2a, e sejam x e y as duas médias proporcionais entre
a e b (veja a solucao de Hipdcrates), logo, teremos as parabolas de equacdes 22 = a.y e
2
) .. ~
y* = bx, mascomoa=1eb=2 temos, y=1’ex = 5 cuja interse¢cao em x do ponto

P, intersecao fora da origem entre as conicas, é o valor procurado como mostra a figura

2.4.

Parébola de equacio y = x?

P (1.26, 1.59)

Pardbola de equagao x = y?

-6

Figura 2.4: Intesecao de duas Parabolas.

Reproducao das conicas em software Geogebra v.5.0

Por outro lado, sejam 2? = ay e xy = a.b, pelas mesmas condicoes das médias
b )
proporcionais e valor unitério de a, temos que, as equacoes reduzem-se a y = 2% e zy = 2,

cuja solucao é o valor  do ponto P, figura 2.5.
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Pardbola de equacao y = z°

P (1.26, 1.59)

Hipérbole de equagao .y = 2

-24

—4 4

Figura 2.5: Intersecao de uma parabola e uma hipérbole.

Reprodugao das conicas em software Geogebra v.5.0

2.4 A solucao atribuida a Platao

Para ilustrar o espirito das tentativas, reproduzamos aquela atribuida a Platao por
Eutécio. Como essa solucao usa meios mecanicos e estes eram reprovados por Platao,

percebe-se que a atribuicao é errada. (EVES, 2011, p.135).
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(a) Tridngulos (b) Esquadro de Platéao

retangulos

Figura 2.6: Esquadro de Platao

Considere dois triangulos (ver figura 2.6. (a)), CBA e DAB, retos em B e A, respecti-
vamente, de maneira que o cateto AB seja comum. Suponhamos que as hipotenusas AC

e BD se interceptem perpendicularmente em P. Sendo semelhantes os triangulos CPB,

pPC PB PA
BPA e APD, segue-se que 7B PA- PD"

Logo, PB e PA sado duas médias proporcionais entre PC e PD. Dai que o problema

fica resolvido desde que se possa construir uma figura em que PD = 2(PC). A figura
2.6. (b) mostra como se pode tragar essa figura por meios mecanicos. Trace duas retas
perpendiculares interceptando-se em P e marque PC e PD sobre elas, com PD = 2(PC).
A seguir coloque um esquadro de carpinteiro, de lados internos RS e WS, sobre a figura
de modo que SR passe por D e o vértice S do angulo reto fique no prolongamento de CP.
Faca escorregar sobre ST um triangulo retangulo UVW com o cateto VW no lado ST, até

que VU passe por C. A seguir manipule o aparato até que V esteja no prolongamento de

DP.

2.5 A solucao de Eratéstenes

Eratéstenes (276 a.C. - 196 a.C) foi criado em Cirene, cidade grega ao norte da Africa.
Estudou em Alexandria, no Egito, e depois em Atenas, retornando a Alexandria em 255
a.C., onde se estabeleceu. Com tantos escritos importantes, seu nome era a escolha 6bvia

para a administracao da biblioteca de Alexandria, cargo que aceitou em 240 a.C.
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Eratostenes concebeu um descobridor de médias, que consiste em formar calhas re-
tangulares com a marcacao de suas respectivas diagonais, agrupando-as por sulcos que
permitam que a segunda deslize sob a primeira e a terceira sob a segunda, como mostra

a figura 2.7.

Figura 2.7: Simulacao planificada das calhas mdveis.

Supondo que as calhas 2 e 3 foram movidas de forma que os pontos A’, B, C’ e D’
estejam alinhados e estendendo o segmento que passa pelos pontos A’B’ até o segmento

que passa por AB, temos o ponto P. Ver figura 2.8.

2a

Figura 2.8: Simulacao planificado das calhas mdveis.

Do fato de que se quer a duplicacao do cubo, entao, fixa o segmento D'D = a, de

forma que A’A = 2a.

Na figura 2.8, os triangulos A’AP, B'BP, C’CP e D’DP, sao todos semelhantes, pois
possuem dois angulos ordenadamente congruentes, um reto e um angulo comum, os
triangulos A’BP, B’CP, C'DP, sao semelhantes, pois possuem dois angulos ordenadamente

congruentes. dai tem-se:
B'B  B'P (
A'A AP

triangulos A’AP e B’'BP)
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BP BC

(triangulos B’CP e A’BP)

AP AB
B’ P
A’g = % (triangulos B'CP e A’BP)
cp C'C
5P - BB (triangulos B'BP e C'CP)

logo das igualdades acima temos:

c¢'c CprP BC BP BB

BB BP AB AP AA

De maneira analoga, obtemos:

cc ¢p CD DP DD

BB BP BC CP (CC

De I e 11, chegamos a:

D'D C'C BB a C'C BB

C'C BB AA’ C'C B'B 2a
sao duas meias proporcionais entre a e 2a, e o segmento B’B ¢ a aresta do cubo procurado.

, vamos chamar as proporcoes de I.

, vamos chamar de II.

ou seja, , concluimos assim, que B'B e C'C

Observe que poderiamos aumentar a quantidade de ”placas”e com isso inserirmos n

meias proporcionais entre dois segmentos dados.

2.6 A solucao de Diocles

Diocles, matematico grego do século II a.C, na tentativa de solucionar o problema da

duplicacao do cubo, descobriu uma curva a qual mais tarde foi chamada de cissoide, cuja

.’£3

equacao é y* = 5 .
a—x

A solucao que Diocles sugere é transmitida por Eutécio. Pappus dd o mesmo método
nas suas Colecoes Matemdticas, porém nao faz mencao do nome de Diocles, nem a ne-

nhuma curva, sendo sua solucao determinada por tentativas.

O tragado da cissoide por movimento continuo somente foi possivel séculos mais tarde,

quando Newton imaginou a geragao mecanica da curva.

Uma cissoide geral pode ser definida como se segue: Sejam C e Cy duas curvas dadas
e seja O um ponto fixo. Sejam P; e P as intersegoes de uma reta varidvel por O com as
curvas dadas. O lugar dos pontos P da reta tais que OP = OP, — OP; = P, P, chama-se

cissoide de ' e (5 para o polo O. Se C1 é uma circunferéncia, Cy é a reta tangente a C
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num ponto A e O é o ponto de C; diametralmente oposto a A, entao a cissoide de C; e

C5 para o polo O é a cissoide de Dioclés.

No artigo publicado na revista Famat (2008, n. 11), encontramos uma solugao nos
moldes da geometria analitica atual, sobre a determinacao da aresta do cubo com o volume

duplo em relagao a um outro cubo dado.

Dada a aresta de um cubo, digamos de comprimento d, construir a aresta do cubo de

. . . 3 . 7
volume duplo, ou seja, construir a aresta de comprimento v/2d, usando uma cisséide de
Diocles, da seguinte maneira. Construimos a cisséide de Diocles de equagao cartesiana

d
y*(d — x) = 2%, isto é, a cisséide de Diocles da circunferéncia C; de dentro C(§, 0) e
d
raio 5 e da reta tangente Cy dada por x = d, portanto, com pdlo na origem. Construa a

reta 7 que passa pelos pontos A(d,0) e B (O, g), portanto r é a reta dada pela equacgao
cartesiana 2y = d —x. Determine o ponto P, ponto de intersecao da reta r com a cissoide
de Diocles construida anteriormente. Construa a reta s que passa pela origem do sistema
de coordenadas e pelo ponto P. Determine o ponto (), ponto de intersegao da reta s com
a reta y = d. Afirmamos que o segmento QE, sendo £ o ponto de coordenadas E(0,d),
possui comprimento %d, portanto é a aresta do cubo que duplica o volume do cubo

dado. Veja Figura 2.9.

Q y=d

E(0.d)

(d.0)

Figura 2.9: Cisséide de Diocles. Reproduzida no Geogebra 5.0

De fato: Denotemos o ponto P em coordenadas por P(a,b). Por construgao temos
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que (a, b) é solucdo simultanea das equacoes (d—z)y? = 2° e d— 1z = 2y, portanto satisfaz
a relagao <%>3 = 2. Segue dai que a equagao cartesiana da reta s que passa pela origem
e pelo ponto P é dada por x = \3/53/ e portanto, o ponto (), ponto de intersecao da reta s
com a reta y = d, em coordenadas é dado por Q(\S/ﬁd, d). Assim sendo, QF = V/2d como

afirmado, uma vez que E(0,d).
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Capitulo 3

Tentativas de solucionar o problema

com régua e compasso

Desde o surgimento do problema da duplicacao do cubo, por volta do século V a.C,
varias tentativas de solucioné-lo foram propostas, muitas com éxito, contudo sem o uso
da régua nao graduada e compasso. No final do século XIX, trés matematicos italianos
apresentaram solugoes bastante curiosas que, se nao solucionaram definitivamente, pelo

menos dao boas aproximagoes (SOUZA; ARAUJO; ANDRADE, 2007) .

3.1 O método de Gaetano Buonafalce

O método apresentado por Gaetano Buonafalce é o mais simples entre os trés apre-
sentados, consiste em: “Se tirarmos da aresta de um cubo a sexta parte da diagonal da
face, o segmento desta face que liga o vértice oposto a esse ponto é a aresta do cubo de

volume duplo com erro inferior a 0,002” (FONTES, 1968, p. 104).

Em termos de construgao temos:
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(a) Cubo de aresta a =1, (b) Cubo de volume duplo aresta
V = 1(un)?. ar, Vi = 2(un)?.

Figura 3.1: Cubos com volume 1(un)® e 2(un)?

Demonstracao Algébrica da construgao.

Na Figura 3.1(a), se a aresta do cubo é a = 1, entao a diagonal da face é d = V2.

2 S

Portanto a sexta parte da diagonal é, 5 Observa-se ainda que, sobre a aresta AB
V2

marcou-se o segmento de reta AP igual a sexta parte da diagonal, ou seja, AP = 5

No triangulo retangulo PBF, a medida do cateto BF é igual a aresta do cubo, ou

seja, BF=a=1. A medida do cateto PB é igual a aresta menos a sexta parte da diagonal,

- 2
ou seja, PB =1 — % Como PF = PB" + BF" isso implica que:

2
(a)2: l_ﬁ +12: 1_£+i +1:18—6\/§+1+18:37—6\/§
' 6 3 18 18 18

=1,5841 = /1,5841 = 1,25863

Agora comparando os resultados para um cubo com aresta a = 1, seu volume é V =

1(un)?, para um cubo com o dobro de seu volume temos temos V; = 2(un)? e portanto
sua aresta é a; = V2 = 1,25992, dessa forma o erro € = 1,25992 - 1,25863 = 0,00129,
inferior a 0,002.

3.2 O método de Giuseppe Vargiu

Giuseppe Vargiu apresenta um método baseado na média geométrica ou média pro-

porcional entre duas grandezas, que ¢ solucionada com régua e compasso através da
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construgao do arco capaz de um angulo de 90°. Segundo Vargiu, seu método consiste em:

...calcular a média proporcional entre a aresta e a diagonal da face. Em seguida, entre
a diagonal e a média encontrada; depois, entre a primeira e segunda média, e assim,
sucessivamente. A sétima média calculada por esse processo da a aresta do cubo duplo

com erro inferior a 0,002 (FONTES, 1967, p.104).
Demonstragao.
Para essa demonstracdo utilizaremos o mesmo cubo (a) da Figura 3.1.

Na Figura 3.2, o triangulo MON é retangulo e sendo OP = x, a altura desse triangulo,

entdo 2 = a.d, e dai, x = Va.d.

Figura 3.2: Média proporcional entre a diagonal da face e a aresta do cubo (a) da figura
3.1

Fonte: Reproduzida de (SOUZA; ARAUJO; ANDRADE, 2007)

Calcularemos agora a média proporcional entre a diagonal d e a média encontrada x.
Na Figura 3.3, note que o tridngulo M’ON’ é retangulo, assim temos que (z;)* = x.d, isto
implica que z; = Vz.d. Portanto x; é a média proporcional entre a média anterior x e a

diagonal da face do cubo.
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Figura 3.3: Célculo da média proporcional entre a média x (figura 3.2) e a diagonal d da
face do cubo.

Fonte: Reproduzida de (SOUZA; ARAUJO; ANDRADE, 2007)

Na figura 3.4, o triangulo M?O”"N” 6 triangulo retangulo e 72 = a.7; = Ty = \/a.1;

e, portanto, xo é a média proporcional entre a média x; e a aresta a do cubo.

Figura 3.4: Célculo da média proporcional entre as médias = (Figura 3.2) e z; (Figura
3.3).

Fonte: Reproduzida de (SOUZA; ARAUJO; ANDRADE, 2007)

Segundo Vargil, se repetirmos esse processo sete vezes encontramos a aresta do cubo

duplo com erro inferior a 0,002.

Como vimos anteriormente nas figuras 3.2, 3.3 e 3.4, é possivel determinar com régua

e compasso as médias x, x1, T, ..., Tp,.

Vejamos agora o calculo algébrico dessas médias. E claro que o cubo pode ter aresta
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qualquer, entretanto, como foi dito no inicio, vamos considerar a aresta a = 1 e, portanto,

a diagonal da face serd d = V2. Entao:

1. v =Vad= \/>—1189207

2y = Va.d =1/1,189207.v/2 = 1, 296839.

2y = /T2 = +/(1,189201).(1, 296839) = 1, 241857.
z3 = /T1.72 = +/(1,296839).(1, 241857) = 1,269050.
x4 = \/T2.73 = +/(1,241857).(1, 269050) = 1,255379.
x5 = \/T3.02 = \/(1,269050).(1, 255379) = 1,262195.
T = \/T2.15 = /(1,255379).(1,262195) = 1, 258782,

N o e W

3 , ~
Comparando-se os valores da aresta v/2, que é a aresta de um cubo duplo em relacio
ao cubo de aresta a=1, e do cubo de aresta x4, obtemos um erro inferior a 0,002, como

afirmou Vargiu:
€ = |zg — V2| = |1,258782 — 1,259921| = 0,001139.

Entretanto, fica a pergunta, porque Vargii nao prosseguiu extraindo as médias e

diminuindo o erro? Vejamos o que acontece quando prosseguimos com este processo.

w7 = /5.2 = /(1,262195).(1, 258782) = 1,260487.
7 = 1,259634.
2o = 1,260060.
210 = 1,259847.
211 = 1,259954.
219 = 1,259901.
213 = 1,259927.
214 = 1,259914.
215 = 1,259920.

Para x15 = 1,259920 6 erro € = 0,000001.

Se prosseguirmos calculando x, x1, x2, T3, ... com régua e compasso, temos que € — 07
Se esta afirmacao for verdadeira, Giuseppe Vargiu resolveu o problema da duplicagao do

cubo com régua e compasso?

A resposta é nao, pois pelas condigoes impostas pelos Elementos de Euclides as cons-

trugoes com régua e compasso tem um numero finito de passos.
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3.3 O método de Gaetano Boccali

A solugao apresentada por Gaetano Boccali, consiste em:

Construir um triangulo retangulo de hipotenusa igual ao lado do decigono regular
estrelado, inscrito num circulo de raio igual a aresta do cubo, tendo a projecao de um dos
catetos sobre a hipotenusa medida igual a essa aresta. Os dois tercos da soma do cateto
considerado com a projecao do outro cateto dao a aresta do cubo duplo com erro inferior

a 0,0001. (FONTES, 1967, p.104-5).

Considerando o cubo da figura 3.2 (a), onde
a aresta a = 1 e tracamos uma circunferéncia de

raio igual a aresta do cubo.

Por um processo geométrico dividimos a cir-

cunferéncia em 5 partes iguais e em seguida em

10 partes iguais, através da bissetriz do angulo

— 1
central do pentagono regular. Assim, PS = 0

Figura 3.5: Divisao de circunferéncia da circunferéncia de Centro O.

em 10 partes com régua e compasso

Construamos agora o decagono regular estre-
10 2 lado, conforme propoe Boccali, a partir da cir-

cunferéncia da figura 3.5.

©
w

)
IS

Figura 3.6: Decdgono regular estrelado

construido com régua e compasso.

Construamos agora o triangulo retangulo de hipotenusa igual ao lado do decagono da

Figura 3.6.
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Figura 3.7: Construcao do triangulo de Boccali.

Fonte: Reproduzida de (SOUZA; ARAUJO; ANDRADE, 2007)

No tridangulo da figura 3.7, AP=a=r, que é igual a projecdo do cateto AC e PB ¢ a
projecao do cateto BC.

E 1 F 2 G

1|
3!

Figura 3.8: Divisdo do segmento EG em trés partes iguais usando o teorema de Talles.

Fonte: (SOUZA; ARAUJO; ANDRADE, 2007)

—  2EG
Na figura 3.8, EF = AC e FG = PB. e E2 = 3 que ¢ a aresta do cubo duplo

com o erro inferior a 0,0001.
Demonstracgao.

O lado do decagono estrelado ¢ igual a corda da circunferéncia cujo angulo central

correspondente mede 108° (3x36°). Figura 3.9.
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Figura 3.9: OM é a altura do triangulo ORS.
Fonte: (SOUZA; ARAUJO; ANDRADE, 2007)
senb4° = ]\5:5 = MT: 0,8090, logo RS = 2M S= 1,6180.
Observe que na Figura 3.7, AB = AP + PB e sendo AB o lado do decdgono regular
estrelado AB = RS = 1,6180. Logo, PB = AB — AP = 1,6180 - 1 = 0,6180.

n

Observe ainda, que o ponto P da figura 3.7 divide o segmento AB em uma razao aurea,

desta forma, o cateto AC' = V AP.AB = /(1).(1,618) = 1,2720.

A medida de EG = AC + PB . EG = 1,2720 + 0,618 = 1,8900536.

2EG  2(1,890053639)
3 3

Comparando-se os valores encontrados temos:

= 1,260035759.

e = 1,260035795 - 1,25992105 = 0,0000114.
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Capitulo 4

O Problema nao tem solucao com

régua € COoIMpasso.

Vimos que o problema da duplicacao do cubo, juntamente com os outros dois proble-
mas classicos, ocuparam varios gedmetras, a restricao do uso de régua e compasso nao
limitou as tentativas de solucionar o problema, pois solugoes surgiram utilizando-se de ou-
tras ferramentas. Contudo somente com o desenvolvimento da algebra e sua aproximagao
da geometria é que foi possivel provar que de fato tal problema nao poderia ser solivel

com as limitacoes impostas.

Foi s6 no século XIX que finalmente se provou a impossibilidade da resolucao da du-
plicagao do cubo com instrumentos euclidianos, sendo a primeira demonstragao devida
ao matematico francés Pierre Laurent Wantzel (1814-1848), em artigos publicados no
ano de 1837 no Journal, de Liouville, nos quais mostrou que todos os problemas desse
tipo correspondem a uma equacao cuja raiz se exprime por uma série finita de operacoes
elementares (adigao, subtracao, multiplicagao, divisao e extracao de raiz quadrada). Pos-
teriormente surgiram outras demonstragoes desse fato em muitos dos textos atuais sobre
teoria das equagoes, onde se mostra que as condicoes de construbilidade sao de natureza

essencialmente algébrica. Em particular, estabeleceram-se os dois teoremas seguintes :

Teorema 4.1 . O numero que expressa o comprimento de um segmento construtivel em

relacao a uma dada unidade é necessariamente algébrico.
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Teorema 4.2 . A partir de uma dada unidade de comprimento € impossivel construir
com os instrumentos euclidianos um segmento cuja medida € a raiz de uma equacao ciubica

de coeficientes racionais mas sem raizes racionais.

O segundo teorema elimina a solucao da duplicacao do cubo com régua nao graduada
e compasso. Para o problema da duplicacao tome como unidade de comprimento a aresta
do cubo dado e denote por x a aresta do cubo procurado. Devemos ter entdao z° = 2. Se
o problema fosse resolivel com os instrumentos euclidianos, seria possivel construir um
segmento de comprimento z a partir do segmento unitario. Mas isso é impossivel, visto
que 2 = 2 é uma equacio cibica de coeficientes racionais que nido tem nenhuma raiz

racional.

Lembre-se de que se o nimero racional irredutivel % é raiz da equacao polinomial
apz"” + a1zt + a2 + ...+ a, = 0, onde ag, ai, as, ..., a, S&0 nimeros inteiros, entdo @
é fator de a,, e b é fator de ay. Assim as eventuais raizes racionais de z° -2 = 0 estariam
entre os numeros 1, -1, 2, -2. Como uma verificagao direta mostra que nenhum desses

numeros satisfaz a equacado, esta nao tem raizes racionais. (EVES, 2011, p. 586).

4.1 A prova da impossibilidade pela teoria de corpos

numeéricos

Um corpo numérico é um conjunto fechado com as quatro operacoes fundamentais,
soma, subtragao, multiplicacao e divisao, ¢ claro excluindo-se a divisao por zero, ou seja,
dados dois nimeros a e b, ambos pertencentes a um conjunto C, logo se (a + b) € C,

a
(a—b)eC,abe Ce 7 € C, neste ultimo caso com b # 0. Dizemos que C é um corpo.

Analisemos outros exemplos de corpos numéricos que serao importantes para compre-

ensao da impossibilidade da construcao de alguns segmentos com régua e compasso.

Da teoria dos corpos numéricos, decorre o seguinte teorema:

Teorema 4.3 . Se F' é um corpo numérico, a € F, b € F, u ¢ F mas com p*>= v € F,
se x € um elemento de um conjunto F’ definido por F'=x = a + bu, entao F’ também €

um corpo numeérico.

33



A prova consiste em mostrar que dados dois elementos arbitrarios de F’, 1 = c+du
- .1 ~ TSRO

e Ty = e+fu, a soma xy + x9, subtragao x; - x9, multiplicagao x1.z9 e divisao —, com x5
T2

# 0, pode ser reduzido a forma geral x = a + bu, ou seja, o conjunto é fechado para as

operacoes fundamentais .

Um dos exemplos classicos desse teorema é o corpo dos ntimeros reais, pois tomando
- \/— 9 . fini 1 .

a €R beR, i =+v—-1¢Rmas i € R. Temos um conjunto C definido pelos niimeros

z, tal que z = a+bi, que formam o corpo dos nimeros complexos ou imaginarios, note

também que existe a relacao de que R C C.

Para estudo das construgoes geométricas, podemos usar como corpo numérico inicial
o conjunto dos numeros racionais, Fy = QQ, e para algum numero positivo t, t € Q=Fy,
facamos o nimero i = v/, de forma que pg ¢ Fp, mas (j0)° € Fy. Assim, podemos

construir uma cadeia de corpos numéricos, nos moldes do teorema visto, ou seja.
2
Fy = {z = ag + bopolag € Fy,by € Fo, pro & Fo, gy € Fo}.

Fy={x=a; +byilar € Fi,b1 € Fi, 11 ¢ Fi € Fi}.

Fro={2z=ap_1 +bp_1pih—1|ar—1 € Fr_1,bp—1 € Fr—1, p—1 ¢ kalnuifl € Fp1}.
Nesta cadeia verifica-se Q = Fy C F1 C Fr C F5C ... C F}.

Assim como na algebra, com os equipamentos euclidianos na geometria podemos a
partir de um valor dado, encontrar outro valor desconhecido, utilizando-se para isso das
operagoes de soma, subtragao, multiplicagao e divisao de segmentos, e com a combinagao
dessas operacgoes podemos construir qualquer elemento v € Q = Fy, corpo numérico dos
nimeros racionais. Podemos também construir a raiz quadrada /v de um nao quadrado

perfeito v, o que possibilita a construcao dos corpos numéricos Fi, Fo, F3, ..., Fj,_1, F},.

Equacionando o problema da duplicacao do cubo, alids o que ja foi feito na secao 2.1,
seja um cubo de aresta a e seja x a aresta de um outro cubo com o dobro do volume
. . ~ 3 3 . 1 el s . - \3/_ A

do primeiro, entao x° = 2a°, considerando ¢ um valor unitario, temos que, x = V2.
principio o problema parece de fato nao ter solucao, pois com as operacoes fundamentais
s6 podemos efetuar somas, diferencas, multiplicagoes, divisoes e extrair raiz quadrada,

. s . , s . 3 ~
mas neste caso temos uma raiz cubica. Mas é necessario provar que x = V2 nao pertenca
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a nenhum corpo Fj com essas cinco operacoes que determinam a construbilidade dos

segmentos.

3 . . , ,
Sabemos que v/2 ¢ Fy = Q, por ser irracional. Logo, se este nimero for construtivel,
ele deve pertencer a algum corpo numérico de indice k > 1, entao x tem que ser da forma

\75: a—i—b,uk_l - Fk.

O valor do nosso segmento procurado é a raiz ou zero da funcao definida por U(x) =

232 = z.x.2-2 (I).

Seja Fy, um corpo numérico de ordem k, o dominio dessa funcao, ou seja, x € Fj
e dessa forma como no segundo membro temos apenas as operacoes fundamentais de
multiplicacdo e subtracdo, e como 2 € Fj, logo os valores de U(x) estdo contidos em F,

pela propriedade de fechamento dos corpos numéricos.

Dai resulta que © = a + bug_1 € Fi (II) e U(z) = ¢ + dp—1 € Fy (III), com py_1 ¢

Fo,pi =v€EF_eab,cdec F,_,

Substituindo (II) e (III) em (I), obtemos,

(a+ b))’ =2 =c+duy

a® + 3a*buy_ + 3ab’pi_ + U2y — 2 =c+dpp_y

a® + 3a*bpp_1 + 3ab’v + VPopp_1 — 2 = ¢ + dug_1

a® + 3ab’v — 2 + (3a*b + b*v) 1 = ¢+ dup_y

c=a®+ 3ab’v — 2

d = 3a®b + b*v

Agora nas expressoes de ¢ e d, se trocarmos b por -b, temos,

¢ =ced = -d, de forma que,

(a+buk—1)* —2=c+ dup—

(@ —=bup-1)’ =2 =c—duy— (IV)

supondo = = a + buy_1 = V/2 o zero de U(z), temos que
c

ct+dpr—1=0= pp_1 = -7

Mas como ¢,d € F,_y, isto implica que pz_1 € Fy_; mas sabemos que apenas fij_, €
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Fy_1. Logo, para ¢ + dug_1=0, sé resta concluir que ¢ = d = 0. Decorre imediatamente

que ¢ — du,—1=0, o que implica que a — buy_1 é também zero de U(x).

A tltima etapa é mostrar que os dois zeros sao diferentes, ou seja, a+bpuy_1 # a—bpg_1.
De fato, pois (a + bug—1) — (@ — bug—_1) = 2bug_1 e esta expressao sé se anulard se b = 0.
Mas entao, x = a+ bup_1 = a e por consequéncia teremos a = V2 e como a € Fj,_; temos
que v/2 € Fj_; o que contraria a nossa hipGtese inicial de que v/2 € Fj,. Para manter
tal hipétese, aceitaremos que a + buy—1 # a — bug—1 mas ai vem outro absurdo pois U(x)

possui uma unica raiz real, sendo que as outras duas sao imaginarias.

Logo V/2 nao se sustenta em nenhum corpo F},, portanto, é um nimero niao construtivel
e a duplicac¢ao do cubo é impossivel com os instrumentos euclidianos (COURANT, 2000)

e (Teixeira, 2013).
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Capitulo 5

Construcoes no Geogebra

O Geogebra é um software livre, ou seja, gratuito que retine geometria, dlgebra e
calculo. Ele foi desenvolvido por Markus Hohenwarter da Universidade de Salzburg para
educacao matematica nas escolas, é uma excelente ferramenta no auxilio de estudantes
da educacao basica a superior. Tem uma interface intuitiva, e diversas ferramentas pré
configuradas, além de possuir versoes em diversos idiomas, dentre eles o portugueés, faci-
litando o seu uso e manuseio. E neste contexto que escolhi este software para simular de
forma dinamica duas construcoes mecanicas para solucao do problema da duplicagao do
cubo, as solugoes de Eratdstenes, que ficou conhecida como mesolabo de Eratdstenes e

a atribuida a Platao, também chamada de esquadro de Platao, ambas utilizando a idéia

das médias proporcionais propostas por Hipdcrates.
Primeiro vamos comegar conhecendo um pouco do Geogebra em sua versao 5.0.

Em sua tela inicial temos o menu principal, a barra de ferramentas onde aparecem os
botoes com icones referenciais, janela de algebra, janela de visualizacao que por padrao ja
nos apresenta o eixo cartesiano XOY, e logo na parte inferior o campo de entrada, local

em que podemos digitar férmulas e comandos.

Para essas construgoes, vamos utilizar principalmente as fungoes da barra de ferra-
mentas, pois nela estao todos os elementos que necessitaremos como por exemplo, pontos,

retas e segmentos.

Toda referéncia que fizermos sobre a utilizagao do Geogebra, serd com base nas confi-

guragoes padroes em sua versao 5.0.
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47 GeoGebra - X
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

Al D OJO) L N e | )

» Janela de Algebra | ¥ Janela de Visualizagéo X

Entrada ©

Figura 5.1: Tela inicial do Geogebra versao 5.0

5.1 O Mesolabo de Eratostenes

A nossa primeira construcao serd a reproducao da solucao proposta por Eratdstenes,
também conhecida como mesolabo de Eratéstenes (Capitulo 2, Secao 2.5) que consiste

em trés calhas méveis que deslizam uma sob a outra.

Na janela de visualizagao nao precisaremos dos eixos cartesianos, por isso devemos
oculta-los, basta selecionar a opgao “mover’na barra de ferramentas e clicar com o botao
direito do mouse na janela de visualizacao, logo aparecerd um menu suspenso e com o
botao esquerdo clicar na opgao eixos, fazendo com que os eixos sejam ocultados, acompa-

nhe na sequeéncia das Figuras 5.2 e 5.3.
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47 GeoGebra - X

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
. | -

IR 83 1 Sitc) [+ P N = 2

» Janela de Algebra | » Janela de Visualizagdo X

[}

5

3
Janela de Visualizacido

| Eixos
 Malha
Barra de Navegacéo 4

& Zoom >
-4 -3 -2 - EixoX : EixoY > & 6 7 8 a 10 " 12 13 14 15 16 17 18
Exibir Todos os Objetos
Visualizacdo Padrio Ctrl+M

¢ Janela de Visualizacéo ...

-3

Entrada ©

Figura 5.2: Ativando o menu suspenso para ocultagao dos eixos

7 GeoGebra - X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
1Y ~ ° -
DR Sicl = FAN = B
» Janela de Algebra #|» Janela de Visualizagdo X
4
Entrada: @

Figura 5.3: Tela do geogebra com eixos ocultados.

Usando a ferramenta de reta, construimos uma reta horizontal AB e uma reta perpen-

dicular AC de modo que concorram em A. Ver Figura 5.4
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€77 Mesolabe Eratéstenes].ggb - X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Entrar...
B B3 =) [+ P NN = [ T

7%

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizacéo = X
Ponto
@ A=(-2.66,-1.92)
~-@ B=(8.68,-1.92)
- ® C=(-2.66,2.79)
Reta
- ® aiy=-192 C
® b:x=-266 L
A B
Entrada @

Figura 5.4: Retas perpendiculares em A.

Marcando um ponto D sobre a reta AB. Com o botao direito do mouse clicar sobre o
ponto D e em propriedades no menu suspenso, apés isso na aba bdsico selecionar a opgao
“Fixar objeto”, deste modo o segmento AD, serd um dos lados da calha desejada e o

segmento AC serd o outro lado, como podemos observar na Figura 5.5.

€7 Mesclabo Eratostenes1.ggb

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Entrar...
2] Al B D) Ll s =2 ) T

& 3
D dEsa e ArEE = (R ancialdelei-Talzaci —| €7 Preferéncias - Mesolabo Eratéstenes].agh X e
Jonto Tl I DH =
@ A=(-2.66,-1.92) L d
~@ B=(8.68,-1.92 .
= ] C=:.2_ss! 2,79} . EO;:O Bésico Cor Estilo Avancado Programacéo
® D=(0.6,-1.92) -® B Nome: D
Reta “C e C :
® ary=-192 eD Definicdo: Ponto[a]
~@ brx=-266 Reta Iene
® a
“®b [ Exibir Objeto
Exibir Rétulo: Nome ~ 4
[ Exibir Rastro
Fixar Objeto
A D
[ Definir como Objeto Auxiliar
Entrada 1]

Figura 5.5: Fixar o ponto D na reta AB.
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O objetivo é criar trés calhas méveis, portanto ocultamos a reta AB, clicanco com o
botao direito em cima da reta AB na janela de visualizacao ou na reta AB na janela de
algebra, no menu suspenso clicar em “Exibir objeto”. Agora com a ferramenta segmento
tragar o segmento AD e neste segmento colocar um ponto E. No campo de entrada, digitar
=E+(x(D)-x(A),0) que em seguida apertar a tecla “Enter”. Note que sera criado automa-
ticamente um ponto F que possui como coordenadas, as coordenadas do ponto E somado
a coordenada x do ponto D menos x do ponto A, no eixo horizontal e 0 no eixo vertical,
isso farda com que ao movimentarmos o ponto E no segmento AD, o ponto F se desloque
na mesma reta que passa por este segmento mantendo sempre uma distancia horizontal
constante em relacao ao ponto E, dando a idéia de movimentagao de uma calha sobre
outra. Para terceira calha, tragamos o segmento EF e marcamos um ponto G sobre ele,
digitamos na caixa de entrada =G+(x(D)-x(A),0), pela mesma argumentacao anterior,
teremos um ponto H e em seguida tracamos o segmento GH, portanto os segmentos AD,

EF e GH, serao as bases das calhas.

Ocultamos a reta AC e tragamos o segmento AC, usando a caixa ferramenta, tracamos
uma perpendicular ao segmento AC passando por C, agora na caixa de ferramentas seleci-
onamos paralelas e tracamos retas paralelas a AC que passem por E.D.G,F e H, conforme
visto na Figura 5.6

€ Mesolabo Eratostenesl.ggb - x
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

D PR Sic] ] P N = B

-

Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagédo X
Ponto
® A=(-266,-1.92)
B =(8.68,-1.92)
C =(-2.66,2.79)
D = (0.6, -1.92)
E=(0,-1.92) C
F = (3.26, -1.92)
G =(2.55,-1.92)
H=(5.81,-1.92)
eta
a:y=-1.92
b: x=-2.66

neeeeee

l:x=581 A E |D G |F H
egmento L 4
c=3.26

eese 000000

..
i
-~
)
=

Entrada 1)

Figura 5.6: Paralelas e perpendiculares ao segmento AC.
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Na Figura 5.7, marcamos os pontos I,J,K,L. e M de intersecoes entre as retas paralelas a

AC e a reta perpendicular a AC que passa em C. Em seguida ocultamos as retas paralelas

e tracamos na horizontal os segmentos CJ, IL. e KM e na vertical os segmentos EI, DJ,

GK, FL e HM, em seguida reexibimos a reta AB e a reta perpendicular a AC em C.
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Figura 5.7: Calhas moveis.

Feito isso tracamos as diagonais CD, IF e KH e na caixa de ferramentas selecionamos

a ferramenta ponto médio e determinamos o ponto N, ponto médio do segmento MH. Ver

Figura 5.8.
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Figura 5.8: Diagonais CD, IF e KH e ponto médio N de MH.
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Note que os retangulos ADJC, EFLI e GHMK sao as trés calhas méveis. Agora na
Figura 5.9, marcamos o ponto O, intersecao entre a diagonal IF e o segmento DJ, bem
como o ponto P, intersecao entre a diagonal KH e o segmento FL. Em seguida tragamos
uma reta que passa pelos pontos C e N. Depois marcamos os pontos Q e R que sao as

intersecoes respectivas das diagonais [F e KH com a reta que passa por C e N.
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Figura 5.9: Pontos de intersecao entre o lado das calhas e as diagonais e entre a reta CN

e as diagonais das calhas.

Tracamos os segmentos DO, FP e HN, ao movimentarmos os pontos E e G, estamos
manipulando as calhas méveis. Quando os pontos C,O,P e N estao em uma mesma reta,
ou seja, quando O coincide com Q) e P coincide com R, os segmentos DO e FP sao duas
médias proporcionais entre os segmentos HN e AC sendo HN = ¢ a aresta de um cubo
dado, FP é a aresta de um cubo com o dobro do volume do primeiro.

. . . - _ DO
Para verificagao dos valores, criamos os nimeros ki, w e v, que sao as razoes

AC’
FP HN . . . : -
—— e —— respectivamente, para isso basta digitar na caixa de entrada as razoes, por
DO  FP
exemplo, “=DO/AC”este comando ird automaticamente gerar um valor numérico que
neste caso foi atribuido a ki, o restante é sé configurar os segmentos atribuindo cores
para diferencia-los, que pode ser feito clicando com o botao direito do mouse e indo em

propriedades. Depois de tudo ajustado teremos o resultado como mostra a Figura 5.10
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Figura 5.10: Resultado final depois de alinhar os pontos C,0O,P e N.

5.2 O Esquadro de Platao

A nossa segunda construgao é a simulagao da solugao de Platao, ou como Courant
(2000) e Eves (2011) sugerem, a solucao atribuida a Platao (Capitulo 2, segao 2.6), que
consiste em através da semelhanga de triangulos formados pela intersecao de duas retas
perpendiculares, e um segmento dado em um dos triangulos ao qual corresponde a aresta
de um cubo, encontrar através do posicionamento adequado de uma ferramenta que tem
a funcao de esquadro razoes de semelhancgas que correspondem a solucao de Hipdcrates
dessa forma encontrar um outro segmento que é aresta de um outro cubo com o dobro do

volume do cubo de aresta dada.

Dispondo de recursos computacionais, nesta construcao faremos algumas adaptacoes
ao método mecanico, de modo a facilitar encontrar as proporc¢oes desejadas, por isso
alguns pontos que na pratica seriam ajustados para coincidirem em determinadas retas,
aqui estes ja estarao fixos nas mesmas uma vez que pertencerem a essas retas, é condigao

necessaria para as proporgoes.

Para isso voltamos ao Geogebra mas diferente da construcao do Mesolabo, vamos
inicialmente utilizar os eixos coordenados xQOy, simplesmente pelo fato de ja serem per-

pendiculares por definicao e nos facilitar encontrar um segmento que sera o dobro do
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outro.

Nosso primeiro passo é marcar dois pontos, um na origem do sistema (intersegao entre
0 €ixo X e 0 eixo y) e outro sobre a reta Ox, basta para isso ir na barra de ferramentas e
selecionar a ferramenta Ponto em seguida clicar na intersecao dos eixos e depois sobre a

reta Ox, gerando os pontos A e B respectivamente. Ver Figura 5.11
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Figura 5.11: Pontos A e B, A na origem so sistema e B sobre a reta Ox.

Para melhor manipulacao da construcao vamos centralizar a origem do plano car-
tesiano no centro da janela de visualizacao, para isso iremos na barra de ferramentas
selecionamos a ferramenta mover (simbolo é o ponteiro de um mouse), clicamos perto
da origem do plano cartesiano e sem soltar o mouse, note que o ponteiro do mouse se
transformara em uma mao, arraste-o para uma posi¢ao proximo ao centro da janela de
visualizacao apéds, clique com botao esquerdo na janela de visualizacao e no menu sus-
penso na opgao janela de visualizagao, com isso vai abrir uma outra tela, na nova tela va
até a aba Fizo r e desmarque a opcao Exibir numeros e na opcao Graduacoes escolha
a sem marcagoes (toda em branco), logo ao lado vé até a aba Fizo y e faca os mesmos

procedimentos. Figura 5.12.

45



vo Editar Exibir Opcfes Ferramentas Janela Ajuda Enirar.

AL P O] L e | )

» Janela de Algebra 4| | » Janela de Visualizagio X

Ponto
® A=(0,0)
® B=(2,0) s

7 Preferéncias x
ha o3I Nir=:: X =

Basico EloX EixoY Malha

Exibir EixoX

5 = 5 T [ Exibir Nameros 10 7 12 13
[ Direc&o Positiva Apenas

[ Distancia: 1

Graduacdes: ~

Rotulo: ~ |Unidade: v

Origem em: 0.0 [ Ajustar & Borda da Janela de Visualizacio

Permitir Sele¢do

Entrada: 1)

Figura 5.12: Movendo eixos coordenados e ocultando suas marcagcoes.

Devemos agora criar um ponto C cuja distancia até o ponto A seja o dobro da distancia
de B ao ponto A. Para automatizar este processo, utilizando-se da geometria analitica
escrevemos na caixa de entrada as coordenadas deste ponto “=(0,2*x(B))”. Essa coorde-
nada se justifica pelo fato de o ponto B ser da forma (z;,0) pois foi criado sobre a reta
Ox, temos que as coordenadas de C deverao ser (0,2.x;), pois o ponto C deve estar sobre
o0 eixo y e a uma distancia dupla da origem em relacao o ponto B. Apds isso va na caixa
de ferramenta dé um duplo clique sobre a ferramenta Reta no menu suspenso selecione a
opcao segmento, na janela de visualizacao clique no ponto A e em seguida no ponto B,
depois no ponto A e em seguida em C, serao criados os segmentos a e b. O segmento a é
a aresta do cubo inicial, clicando com o botao direito e em Propriedades podemos alterar
a cor do segmento, bem como a sua espessura, podemos observar na janela de algebra
que a medida do segmento b é o dobro do segmento A, o ponto B pode ser movimentado

sobre a reta Ox. Figura 5.13
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Figura 5.13: Determinacao do ponto C e segmento AB (aresta do cubo dado).

Vamos determinar uma reta que corte os dois eixos coordenador Ox e Oy, entao para
isso na barra de ferramentas selecionamos a opcao reta. Pela sequéncia da construgao
a ultima opcao usada neste grupo foi segmento, portanto na barra de ferramentas dar
um duplo clique na opgao segmento que em seguida aparecerd um menu suspenso com a
opcao de reta, neste caso para determinar uma reta precisamos de dois pontos distintos,
marque o primeiro sobre o eixo Ox e o segundo no eixo Oy, criando respectivamente os

pontos D e E e a reta c. Figura 5.14
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Figura 5.14: Determinacao da reta que corta os eixos coordenados Ox e Oy.
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Na caixa de ferramentas, selecione a ferramenta Reta Perpendicular, clique na reta
¢ e em seguida no ponto D e depois novamente na reta ¢ e agora no ponto E, entao
criamos as retas perpendiculares a ¢ que passam por D e E, marque também o ponto de
intersecao entre as retas perpendiculares criadas e os eixos coordenados Ox e Oy, usando

a ferramenta Intersecao de Dois Objetos, logo teremos os pontos F e G. Figura 5.15
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Figura 5.15: Criacao de retas perpendiculares a reta ¢ nos pontos D e E.

Agora construa os segmentos DF, DE, EG e AE, entdao vamos ocultar as retas criadas

¢,d e e. Em propriedades modificamos a cor e espessura do segmento AE. Figura 5.16
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Figura 5.16: Criacao dos segmentos para simular um esquadro.
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Os pontos D e E podem ser movidos sobre os eixos coordenados xOy, de modo a simular
um esquadro, o objetivo é que movimentando estes pontos consigamos fazer coincidir os
pontos F com C e B com G, feito isso, o segmento AE sera a aresta do cubo procurado, ou
seja, um cubo com volume duplo em relagao ao cubo de aresta inicial dada (segmento AB).
Para facilitar o posicionamento dos pontos que devem coincidir, bem como as arestas dos
cubos dado e procurado escrevemos textos e adicionamos seus respectivos valores na janela
de visualizagao, para isso basta ir em Tezto na barra de ferramentas e clicar na janela
de visualizagao, abrird uma nova janela onde podera ser digitado o texto e um campo
objeto onde pode ser inserido os valores de todos os objetos criados (pontos, segmentos,
nimeros), bem como podemos configurar a quantidade de casas decimais a ser exibida
no menu opgoes e em seguida arredondamentos e adaptar o incremento na movimentacao
dos pontos D e E clicando com o botao direito no ponto, indo em propriedades, na aba

algebra opcao incremento. Figura 5.17.
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Figura 5.17: Esquadro de Platao devidamente posicionado gerando as proporcoes deseja-

das.

49



Consideracoes Finais

Espero que o estudo da historia da matematica seja um meio ao qual desperte o
interesse e a curiosidade dos alunos para o aprendizado da matematica, pelo fato de trazer
a origem de um problema e as tentativas de solucioné-lo, apresentando variadas formas de
pensamento e métodos de resolvé-lo ou ainda de mostrar que nao ha solucao, que é o caso
da duplicacao do cubo utilizando apenas as ferramentas euclidianas. No inicio do trabalho
o problema apresenta-se de forma puramente geométrica, contudo no decorrer observamos
que outros conceitos sao abordados, como a geometria analitica e dlgebra. Por fim, como
nos dias atuais dispomos de recursos tecnoldgicos, computadores, tablets, celulares que
sao minicomputadores, e isso esta bem difundido entre os estudantes, torna-se viavel dar
versoes de construgoes virtuais, dispondo desses recursos, que é o caso da reproducao de
duas ferramentas mecanicas propostas como solucao ao problema ainda na Grécia antiga,
com isso é possivel utilizar conceitos geométricos, algébricos e analiticos, em ambientes

dinamicos que propiciem o aprendizado.
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