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Resumo

Este trabalho discorre sobre como as imagens de uma funcdo f(z) continua e derivdvel podem ser
aproximadas utilizando-se suas derivadas em polinomios de graus quaisquer. No primeiro capitulo,
apresentam-se a definicdo da derivada e a sua interpretacdo geométrica fazendo com que uma reta
secante ao grafico da fungao f(z) tenda a uma reta tangente. Conclui-se esse capitulo com um estudo
acerca da interpretacao dos sinais da derivada. No segundo capitulo, utiliza-se a definicdo da derivada
para demonstrar as regras de derivagao das fungoes que serao apresentadas e utilizadas neste trabalho.
No terceiro capitulo, faz-se um estudo sobre os sinais da segunda derivada e as suas interpretacoes.
No quarto capitulo, mostra-se como obter as tais aproximagoes de f(x) utilizando-se polindmios de
1° e de 2° graus. Ao final do capitulo, apresenta-se a forma genérica do Polindmio de Taylor. As
atividades propostas em classe para o aprendizado e a fixacao do tema estudado sao apresentadas no
quinto e ultimo capitulo.

Palavras-chave: Derivadas, Aproximagoes, Polinémios, Taylor.
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Introducao

Habitualmente, costumo lecionar, para alunos do Ensino Médio das escolas em que trabalho,
topicos de Calculo Diferencial e Integral pertencentes as ementas das disciplinas Céalculo I e Calculo IT
oferecidas na maioria dos cursos superiores de Engenharia e Matematica do Rio de Janeiro. Esse curso
é opcional e acontece em horarios nao utilizados pela grade curricular ordinaria dessas escolas. Sao
aceitos alunos de quaisquer séries do Ensino Médio e o inico pré-requisito é a vontade de aprender.

Os objetivos desse curso em paralelo sao:

e propiciar ao estudante interessado um primeiro contato, ainda que superficial, com este tema da
matematica,;

e permitir que os alunos participantes tenham bom desempenho quando cursarem as disciplinas
de Calculo I e Célculo II.

O trabalho desenvolvido com essas classes evita, sempre que possivel, conteiildos ou demonstragoes
relacionados ao estudo da Andlise na Reta. Isso porque, por experiéncia prépria, tanto como aluno dos
cursos de graduagao em Engenharia e Matemaética, quanto no exercicio do magistério, estou convicto
de que o aparecimento precoce da Andlise dificulta a compreensdo e, consequentemente, afasta o
estudante daquilo que é, na minha modesta opinidao, uma das maiores invencoes da humanidade: o
Calculo.

Esta monografia tem por finalidade apresentar um recorte do trabalho desenvolvido com esses
alunos.



Capitulo 1

A Interpretacao Geométrica da
Derivada

Este capitulo terd por objetivo apresentar f’(x) — a derivada de uma funcao f(z) — como sendo
a lei que calcula, em funcdo de x, o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f(x). Esse
capitulo também serd dedicado & apresentacao da definicao de derivada. Tal definicao sera obtida a

partir da interpretacao geométrica da derivada.
Durante todo o trabalho, serao utilizadas apenas funcoes continuas e derivaveis.

1.1 Da Reta Secante a Reta Tangente

Considere uma fungao continua e derivéavel f(x) e o seu grafico.

To X0 + h X

Figura 1.1: Reta Secante

Sejam A = (zg, f(x0)) e B = (xo + h, f(zo + h)) pontos pertencentes a esse grafico e seja h a
diferenga entre as abscissas de A e B. Chamemos r a reta que passa por A e B intersectando o grafico
de f(x) nesses pontos. Essa reta é dita uma reta secante ao gréfico.

Toda reta, que nio seja uma reta vertical!, pode ser associada & equacio

y=mx+p (1.1)

'Retas verticais ndo possuem coeficientes angulares e sio descritas na forma z = k, de modo que uma tal reta é a
reunidao de todos os pontos do plano cartesiano que possuem abscissa igual a k.
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em que m ¢é dito o coeficiente angular da reta e corresponde a taxa de variacao média de y em relagao
a variagao de x.
No nosso exemplo, o coeficiente angular de r é dado, em funcao de h, por

Ay flxzo+h)— f(zo) _ flzo+h)— f(xo)
m=—= = = . (1.2)
Az (l’o + h) — X h
Agora imagine que o ponto A esteja fixo enquanto o ponto B desloca-se, ao encontro do ponto A,
por sobre o gréfico de f(x). Conforme o ponto B vai mudando de posi¢ao sobre a curva, o valor de
h diminui e vai se aproximando de zero. Nesse caso, diz-se que a reta r estd tendendo a uma reta

tangente.

1.2 A Definicao da Derivada

Considere a reta que tangencia o gréfico da fungdo f(z) no ponto A.

><V

Figura 1.2: Reta Tangente

O coeficiente angular dessa reta tangente corresponde ao valor da derivada de f(x) no ponto A.
Dado que a abscissa de A é g, representa-se esse coeficiente angular por f’(x¢) e seu valor é dado por

f(zo+h) — f(zo)

f'(x0) = lim : . (13)

Assim como o coeficiente angular da reta secante corresponde a taxa de variagdo média de y em
relacao a variacao de z, de forma analoga, o coeficiente angular da reta tangente corresponde a taxa
de variacao instantanea de y em relacao a variacao de x.

Vale observar que, durante o estudo da Cinemaética, alunos do Ensino Médio sempre calculam
velocidades médias de corpos em movimento, mas raramente calculam suas velocidades instantaneas.
Isso acontece porque o célculo de derivadas nao faz parte dos curriculos convencionais de Fisica e
Matematica para o Ensino Médio. Entretanto, as velocidades instantaneas podem ser calculadas sem
que o estudo formal das derivadas faga parte da grade de contetidos, bastando que os alunos sejam
convencidos a calcular a velocidade média em um intervalo de tempo ”muito pequeno, tao pequeno
quanto desejemos”.
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1.3 Interpretando os Sinais da Derivada

Como visto na segao 1.2:

A derivada de f em xg — representada por f'(xg) — corresponde ao coeficiente

angular da reta que tangencia o grdfico da funcdo f no ponto cuja abscissa € xg

e esse coeficiente angular, por sua vez, indica a taxa de variacao instantanea de f nesse ponto. O valor
de f'(xp) pode ser:

e positivo: a taxa de variacao instantanea é positiva. Logo, a reta tangente é crescente neste ponto
e, consequentemente, o valor de f(x) estd aumentando & medida que x aumenta;

Figura 1.3: Derivada positiva no ponto (xo, f (o))

e negativo: a taxa de variagao instantanea é negativa. Logo, a reta tangente é decrescente neste
ponto e, consequentemente, o valor de f(z) estd diminuindo a medida que x aumenta;

Figura 1.4: Derivada negativa no ponto (zo, f(xo))
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e nulo: a taxa de variacao instantanea é nula. Logo, a reta tangente é horizontal nesse ponto.
Nesse caso, a funcao f pode ter atingido um ponto de mdzimo local ou de minimo local.

Figura 1.5: Derivada Nula - Maximo Local

Figura 1.6: Derivada Nula - Minimo Local

O caso em que f’(x() é nulo configura-se numa importante ferramenta para a resolugao de diversos
problemas, como o de se obter maximos e minimos locais de uma funcao ou ainda de se descobrir em
que instante um mével modifica seu movimento de progressivo para retrogrado, ou de retrogrado para

progressivo?.

2Ver exemplo ao final do Capitulo 2.



Capitulo 2

Derivadas de Funcoes Notaveis

Neste capitulo, a definicao da derivada sera utilizada para calcular as derivadas de algumas funcgoes
reais continuas e derivaveis comumente utilizadas:

e funcgao polinomial de grau qualquer;
e funcao e”;
e funcao sen(z).

Para o célculo da derivada de uma funcao através da definicao, é necessario recorrer a aplicacao
de limites. Propositalmente, o trabalho desenvolvido com os alunos nao trata desse topico de maneira
formal. Por esse motivo, essa dissertacao também nao o fara.

Em geral, os alunos participantes ji tiveram a oportunidade de se deparar com a idéia de limite
de uma soma ao estudarem Progressoes Geométricas. Em uma P.G., cada vez que um termo é
acrescentado ao somatorio de todos os termos que o antecedem, um novo resultado S5, é obtido.
Respeitada a condigao de que a sua razao esteja entre —1 e 1, a sequéncia {S1, S2, 53, ..., Sn, Snt+1,-- -}
se aproxima de um valor L sem necessariamente atingi-lo. Esse valor L é o limite da soma dos termos
da Progressdo Geométrica e pode ser calculado por

em que a e ¢ sdo, respectivamente, o primeiro termo e a razdo da P.G. Além disso, tais limites nao
requerem técnicas avancadas para a sua obtencgao. Pelas razoes apresentadas, os limites sao calculados,
nesse curso, de modo intuitivo ou através de recursos computacionais.

2.1 Funcao Polinomial de 1° Grau

Uma funcao f: R — R é dita Polinomial de 1° Grau quando a sua lei tem a forma
f(z) = Az + B, (2.1)

em que A e B sdo constantes reais, com A # 0. Aplicando-se a definicdo de derivada apresentada na

secao 1.2, temos

[A(z + h) + B] — [Az + B]

fi(w) = Jim, I =
. Az+Ah+B—- Az - B
= lim =
h—0 h

. Ah .
= lim — = lim A = A.
h—0 h h—0
A interpretacdo desse resultado é que, nas fungoes de 1° grau, a taxa de variag@o instantanea é
constante. De fato, como o grafico de uma func¢ao polinomial de 1° grau é uma reta, esta coincide com
todas as retas que o tangenciam.
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2.2 Funcao Polinomial de 2° Grau
Uma funcao f: R — R é dita Polinomial de 2° Grau quando a sua lei tem a forma
f(z) = Az* + Bz + C, (2.2)

em que A, B e C s@o constantes reais, com A # 0. Aplicando-se a definicao de derivada apresentada

na secao 1.2, temos

[A(z + h)? + B(z + h) + C] — [A2? + Bz + C|

’ p— 1' =
f(z) = lim ;
_ iy [A2? +2A2h + AW + Br + Bh + C] — [Aa® + B + C] _
 h—0 h =
2Axh + Ah® + Bh
_ i PATNE AR A BUL o Ar 4 Ah+ B) = 242 + B.
h—0 h h—0

Portanto, dada uma fun¢ao polinomial de 2° grau cuja lei é f(x) = Ax? + Bz + C, se uma reta t
tangencia o grafico dessa fungao no ponto (g, f(z¢)), entao o coeficiente angular de t é 24z + B.

2.3 Funcao Polinomial de 3° Grau
Uma funcao f: R — R é dita Polinomial de 3° Grau quando a sua lei tem a forma
f(z) = Az® 4+ B2 + Cx + D, (2.3)

em que A, B, C e D sdo constantes reais, com A # 0. Aplicando-se a definigdo de derivada apresentada

na secao 1.2, temos

[A(z + h)3 + B(z + h)?> + C(z + h) + D] — [Az® + B2? + Cz + D]

f(x) = lim =
h—0 h
. [A2® + 3A2%h + 3Axh® + AR’ + Bx® + 2Bxh + Bh? + Cx + Ch + D] — [Ax® + Ba® + Cx + D] _
h—0 h
i [3Ax?h + 3Axh® + Ah® + 2Bxh + Bh? + Ch] _
h—0 h

= lim [3Ax% + 3Azh + Ah® 4+ 2Bz + Bh + O] = 3A2* + 2Bz + C.
—

Portanto, dada uma fungdo polinomial de 3° grau cuja lei é f(x) = Ax® + Ba? + Cx + D, se
uma reta t tangencia o grafico dessa fungao no ponto (zo, f(z9)), entdao o coeficiente angular de ¢ é
3Ax3 + 2Bxo + C.

2.4 Funcgao Polinomial de n-ésimo Grau
Uma fungao f: R — R é dita Polinomial de n-ésimo Grau quando a sua lei tem a forma

flz) = Apa™ + Ap12™ N o+ Aga® + Ajz + Ay, (2.4)

em que n é constante natural, as demais constantes A,, A,_1, -+, A1 e Ay s@o reais e A, # 0. Para

que o objetivo desta secao seja atingido com maior facilidade, considere
Ap1=Ap2=-=A2=4,=41=0
e

Ap = A#0.

10
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Portanto, sera calculada a derivada da fungao de grau n dada por f(z) = Az"

Aplicando-se a defini¢do de derivada apresentada na segao 1.2, temos

[A(z + h)"] — [Aa”)

J(x) = Jimy h -

~ lim [A(z™ + Cgflxnflh + Cgf2wn72h2 I C%a}hT“l + 1)) — [Az"] _
h—0 h

oy A" 02 h 4 R0 - naht ! 4 AR)] — [Aa"]
h—0 h

~ fim A(nx”_lh + Cﬁ_zx"_QhQ T e R h) _
h—0 h

— lim A(na™ + G2 2h 4 e+ a4 ) = Ao,

Logo, dada uma fungao continua cuja lei corresponde ao monémio de n-ésimo grau f(z) = Ax", a

sua derivada é dada por f/(z) = Anz™ . Com isso, percebemos que ha uma regra de derivagio
aplicavel a cada monomio de uma funcao polinomial, independente de qual seja o grau n desse
monomio. Essa regra compoe-se dos seguintes itens:

e 0 expoente de z sofre reducao de uma unidade;

e 0 coeficiente do novo monoémio é o coeficiente do monémio original multiplicado por n.
A seguir, serao feitas algumas observacoes importantes.

1* Observagao: a funcao constante f(x) = A pode ser considerada como a fungao polinomial
f(z) = A-2°. Dessa forma, a sua derivada é f'(z) = A-0-2~! = 0. Ou seja, a derivada de uma funcao
constante é zero — o que faz todo sentido. Afinal, se uma funcao é constante, nao sofre variagoes. E
se nao as sofre, sua taxa de variacdo é nula!

2% Observacao: a regra de derivacao apresentada acima mantém-se valida mesmo para n € R.

3% Observacao: dadas duas (ou mais) fungoes continuas e derivaveis, a derivada da soma dessas
fungoes é igual a soma das derivadas de cada uma delas. Portanto, dada a fungao polinomial f(z) =
Apa™ 4+ Ap_12™ Vo Aga® + Az + Ag, essa funcio pode ser considerada como uma soma de n + 1
fungoes monomiais como segue:

f(@) = gn(2) + gn1(2) + - + 92(2) + 91(2) + go()-

e a sua derivada é:
f(@) = gp(x) + g1 (x) + - - + g5 (x) + g1 () + go ().

Essas duas ltimas observagoes nao serao demonstradas por fugir do escopo dessa dissertagao, mas
sao fundamentais para a consisténcia deste texto.

2.5 Funcgao ¢”

Como foi dito na Introdugao deste texto, o que se apresenta aqui é apenas um recorte do trabalho
desenvolvido com essas classes extracurriculares. Uma das atividades iniciais nessas classes ¢é calcular,
com o auxilio de programacao em Excel, o valor de (1 + %)x para valores cada vez maiores de .
Fixada a quantidade de casas decimais do valor retornado pelo software, ha um momento, na tarefa,
em que estes outputs nao sofrem variacao ainda que os valores atribuidos a x sejam aumentados. Com

isso, de forma empirica, os alunos acabam por concluir que

1 X
lim (1 + ) —2,718281...
X

T—r00

11
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e aprendem que essa constante irracional — resultado do limite — é representada pela letra e e deno-
minada ndmero neperiano — devido a John Napier — ou numero de Euler. Essa atividade é encerrada
aplicando-se a mudanca de varidvel y = % sobre esse resultado. A conclusdo dessa tarefa é que:

1\* 1
lim (1 + ) = hm(l +y)v = (2.5)
T—00 €T
Na funcao f: R — R tal que f(z) = e®, a varidvel real z encontra-se no expoente e e é a

constante supracitada. Para calcular sua derivada, aplicar-se-4, mais uma vez, a defini¢ao de derivada
apresentada na secao 1.2.

z+h _ . LN h _
Fla)=Tim = i S T e
h—0 h h—0 h h—0 h

Note que, no calculo desse limite, h — 0. Portanto, e* pode ser tratado como uma constante
porque independe de h. Sendo assim:

h _

f(x) =¢e" - lim ¢

h—0

(2.6)

7’ . . h— . 7’ .7
e agora, sera preciso calcular limy_ . % Para isso, far-se-4 a mudanca de varidvel y = e — 1, que
permite as seguintes conclusoes:

y=el -1 = e=y+1 (2.7)

Iney=h = In(y+1)=h (2.8)

Observando-se a mudanga de variavel proposta, percebe-se que h — 0 implica y — 0. Logo,
substituindo-se (2.7) e (2.8) no limite que se deseja calcular e, em seguida, aplicando-se (2.5):

et —1 ) Y ) 1 1 1
lim =lim ———— =lim +——— = lim T = =1
h—0 h y—=0ln(y+1) y—0 T In(ly+1) y=0 In(y+1)v In(e)

Finalmente, substituindo-se esse resultado em (2.6), conclui-se que a derivada da fungao f(z) = €”

fl(ﬁ)zex'limehilzez'lzex
h—0 h

Esse céalculo fornece um resultado surpreendente para quem o faz pela primeira vez: a funcao
derivada de f(x) = e* é a prépria funcao f(x). Nao serd demonstrado neste texto, mas f(x) = e* é a
tinica ! funcdo com tal propriedade. Ou seja, apenas essa funcio tem sua variacio proporcional a ela
mesma, 0 que a torna especial para modelagens em diversos campos do conhecimento.

2.6 Funcgao sen(x)

Dando continuidade ao esclarecimento feito no inicio da segao 2.5, outra atividade desenvolvida
ao longo do curso é calcular lim, g Sen( ) Isso é feito com o auxilio de uma imagem construida no
Geogebra, mas também conta com a mtulc;éo dos alunos.

Via de regra, os participantes ja conhecem o Ciclo Trigonométrico e as fungoes que se definem
sobre essa ferramenta — entre elas, a fungao seno. Com o auxilio do Geogebra, constroi-se o ciclo
trlgonometmco de raio unitario OA. Escolhendo-se um ponto B sobre a circunferéncia, determma—se
um angulo AOB cuja medida, em radianos, vale z. Esse angulo define, sobre o ciclo, um arco AB de
comprimento h. Chama-se sen(z) ao segmento vertical AC.

' A menos de uma constante multiplicando f, pois, por exemplo, a derivada de f(z) = 2¢” é f'(x) = 2¢”.

12
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Figura 2.1: Arco de medida h e sen(x)

Em seguida, move-se o ponto A por sobre a circunferéncia de modo a aproximé-lo do ponto B, o
que faz com que a med}d@ x diminua cada vez mais, tendendo a zero. A consequéncia disso é que os
comprimentos do arco AB e do segmento AC também vao diminuindo.

Figura 2.2: Medida x tendendo a zero

Conforme x vai sendo reduzido, os alunos sao levados a comparar esses comprimentos e a concluir
intuitivamente que eles tendem a ficar do mesmo tamanho. Independente de os alunos chegarem ou
nao a essa conclusao, a atividade é encerrada com a utilizacao da ferramenta do Geogebra que mede
comprimentos de arcos e de segmentos.

13
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Q GeoGebra

Arguivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

YREN R RNSZER

v |
| fCw

«1 Angulo com Amplitude Fixa

cm
/ Distancia, Comprimento ou Perimetro

Area

/|| Inclinacdo

{1,2} Lista

Figura 2.3: Geogebra: Medindo Comprimentos

Essa ferramenta vai mostrando simultaneamente os comprimentos de XI\B e AC enquanto a medida
2 de AOB vai sendo reduzida. _Para valores de x proximos de zero, a ferramenta mostra valores
iguais para os comprimentos de AB e AC. Isso nio prova que, de fato, eles tendem a ficar do mesmo
tamanho, mas dd um pouco mais de consisténcia & conclusao obtida intuitivamente.
Essa atividade tem por objetivo final convencer os alunos de que
sen(x)

lim ——— =1. (2.9)

z—0 T

Também no Ensino Médio, os alunos, ao avangarem em seus estudos sobre Trigonometria, apren-
dem que:
sen(a + b) = sena - cosb + senb - cosa (2.10)

sen(a — b) = sena - cosb — senb - cosa (2.11)

Subtraindo-se (2.11) de (2.10) tem-se:

sen(a +b) — sen(a — b) = 2 - senb - cosa (2.12)

Considerando-se a +b = p e a — b = ¢, conclui-se que a = % e b = 254, Substituindo-se esses
resultados em (2.12), serd promovida uma mudanca nas varidveis que conduz a:

senp — senqg = 2 - sen <p;q> - cos (p—;q) (2.13)

que é uma das expressoes conhecidas como Fdrmulas de Prostaférese?.

Agora temos as ferramentas necessirias para calcular a derivada da funcao f(x) = sen(z). Inici-
almente, apliquemos a definicao de derivada apresentada na secao 1.2 obtendo a expressao:

. + h) — senx
) — 1 sen(z
fiz) = lim .

2Do grego, algo correspondente a ’subtracio prévia’. As Férmulas de Prostaférese sdo utilizadas para transformar
produtos em somas ou diferencas. Antes da invengdo dos logaritmos, uma técnica para multiplicar dois nimeros A e
B era adaptar seus sinais e posicdes de virgulas para que se transformassem em nimeros A’ e B’ compreendidos entre
0 e 1. Assim era possivel encontrar, numa tdbua trigonométrica, arcos a e b tais que sen(a) = A’ e cos(b) = B’. Em
seguida, usando a mesma tabua no sentido contrario, era possivel encontrar os senos de a + b e de a — b. De acordo com
(2.13), a metade da diferenga desses senos corresponde ao produto A’ - B’
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Em seguida, considerando z + h = p e x = ¢, podemos aplicar (2.13) e escrever

flz) = }LiH(l)%- [sen <;L> - cos <2x;h>} = }llir%%- [sen <}2l) - cos <;1:—|—}2l)] .

h
7 -

Para uma melhor visualizagao do recurso a ser utilizado, faremos t = %. Note que, quando h tende

a zero, t também tende a zero. Assim

#'(z) = lim [Sez(ﬂ -cos(fc+t)] . (2.14)

t—0
Aplicando-se (2.9), conclui-se que
f(z) =1-cos(z +0) = cos(z). (2.15)

Portanto, se f(x) = sen(z), a derivada dessa fungao é dada por cos(z).

2.7 Fungao cos(x)

De forma andloga ao que foi feito na segao (2.6), utilizar-se-4 uma das Férmulas de Prostaférese.
Para isso, tomam-se as seguintes expressoes ja conhecidas da Trigonometria:

cos(a + b) = cosa - cosb — sena - senb (2.16)

cos(a — b) = cosa - cosb + sena - senb (2.17)

Subtraindo-se (2.17) de (2.16) tem-se:

cos(a +b) — cos(a — b) = =2 - sena - senb (2.18)

Considerando-se a + b = p e a — b = g, conclui-se que a = 2% e b = P3¢, Substituindo-se esses
resultados em (2.18), serd promovida uma mudanca nas varidveis que conduz a:

cosp — cosq = —2 - sen <]92+q> - sen (p;q) (2.19)

Agora podemos calcular a derivada da funcao f(z) = cos(z). Inicialmente, apliquemos a defini¢ao
de derivada apresentada na secao 1.2 obtendo a expressao:

) + h) — cosx
) = 1 cos(x
fiz) = lim .

Em seguida, considerando = + h = p e x = ¢, podemos aplicar (2.19) e escrever

o - o () B)] - e d) )]

Para uma melhor visualizacao do recurso a ser utilizado, trocaremos t = % Note que, quando h
tende a zero, ¢ também tende a zero. Assim

f(z) = —%i_r}r(l) [sen(w +1)- ser;(t)] : (2.20)

Aplicando-se (2.9), conclui-se que
f(z) = —sen(z +0) -1 = —sen(z). (2.21)

Portanto, se f(x) = cos(x), entdo a derivada dessa funcao é dada por —sen(x).

15



Aproximagao Polinomial de Fungoes Capitulo 2

2.8 Um Exemplo Cinematico

Ao final do Capitulo 1, faz-se referéncia a possibilidade de se utilizar a derivada para descobrir em
que instante um mével modifica seu movimento de progressivo para retrégrado, ou de retréogrado para
progressivo. Sera apresentado, em seguida, um exemplo dessa aplicagao.

Para isso, imagine que um mével se desloque em trajetoria retilinea sobre um eixo orientado e que
a sua posigdo, a cada instante ¢, seja dada por s(t). Entao s'(t) corresponde a taxa de variagdo da
posicao em relagdo ao tempo no instante t e a isso chama-se velocidade instantanea. Se:

e s'(ty) > 0, entdo, no instante ¢y, o valor da posi¢ao do mével aumenta & medida que o tempo
passa (Movimento Progressivo).

e s'(tp) < 0, entdo, no instante ty, o valor da posi¢do do mével diminui & medida que o tempo
passa (Movimento Retrégrado).

Considere, agora, que a Fun¢do Hordria de Posi¢do desse mével é dada por s(t) = 3 — 612+ 9t +1,
comt>0

v

Figura 2.4: Gréfico da Funcao Horaria de Posicao

Sendo assim, a derivada s'(t) = 3t — 12t + 9 corresponde & Funcdo Hordria de Velocidade. Note
que s'(t) é dada por uma fungao polinomial do 2° grau tal que:

e se 0 <t <1, entdo s'(t) > 0, ou seja, o mdvel tem movimento progressivo nesse intervalo.
e se 1 <t <3, entdo s'(t) < 0, ou seja, o mével tem movimento retrégrado intervalo.

e set =1, entdo s'(t) = 0, ou seja, 0 mével muda, nesse momento, de movimento progressivo para
retrogrado.
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Capitulo 3

A Derivada Segunda

E comum, durante o aprendizado da derivada, que alunos perguntem sobre a possibilidade de
derivar uma funcdo mais de uma vez. Para responder a esse questionamento, sao utilizados exemplos
tradicionais como o de uma funcdo polinomial (que vai sendo derivada sucessivas vezes até que, a
partir de uma certa ordem, todas as derivadas tém valor nulo) e da funcao f(z) = e* (que vai sendo
derivada sucessivas vezes e o resultado é sempre a prépria f).

Em etapa posterior do curso, estudam-se técnicas para esbocgar graficos de funcées. Nessa etapa,
as derivadas sdo utilizadas para identificar pontos de mdzimo local, pontos de minimo local e pontos de
inflexdo. Nesse momento, surge a necessidade de se compreender o papel desempenhado pela derivada
segunda.

Conforme visto no Capitulo 1, dada uma fungao derivéavel f(z), a sua derivada f’(x) corresponde
a outra func@o que fornece a taxa de variacao da funcao original f(z). Dessa forma:

o f'(xg) >0 = f(x) crescente no ponto (xg, f(xo));
e f'(zg) <0 = f(x) decrescente no ponto (o, f(zo));

e f'(zg) =0 = f(z) pode atingir (ndo necessariamente atinge) um valor de maximo ou
de minimo local no ponto (xg, f(zo)).

De forma anéloga, dada uma funcao f(x) que seja derivavel pelo menos duas vezes, a sua derivada
segunda f”(z) corresponde a outra fungdo que fornece a taxa de variagdo da funcao derivada f'(z).
Dessa forma:

o f"(xg) >0 = f'(x) crescente no ponto (xo, f(x¢)). Isto significa dizer que a derivada de f(x),
independentemente de ser positiva, nula ou mesmo negativa nesse ponto, aumenta conforme
x vai aumentando. Portanto, o ponto (xg, f(x¢)) estd sobre um trecho do gréafico de f(x) cuja
concavidade estd para cima. Se f"(zg) > 0 e f'(z9) = 0, o ponto (zg, f(xg)) é dito um ponto
de minimo local.
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Figura 3.1: Tangentes em trecho com derivada segunda positiva

o f"(xg) < 0 = f'(x) decrescente no ponto (zo, f(zo)). Isto significa dizer que a derivada
de f(z), independentemente de ser positiva, nula ou mesmo negativa nesse ponto, diminui
conforme x vai aumentando. Portanto, o ponto (xg, f(zp)) estd sobre um trecho do gréfico de
f(z) cuja concavidade estd para baixo. Se f”(x¢) < 0 e f'(x9) = 0, o ponto (o, f(zg)) é dito
um ponto de mdzximo local.

1/

Figura 3.2: Tangentes em trecho com derivada segunda negativa

o f"(xg) =0 = f'(z) pode inverter seu comportamento no ponto (zg, f(xp)). Ou seja, caso
isso ocorra,

— se f'(z) estava crescendo, passa a decrescer a partir do ponto (g, f(xo));

— se f'(z) estava decrescendo, passa a crescer a partir do ponto (zg, f(xo)).

Nesse caso, o ponto (g, f(zg)) é dito um ponto de inflexdo. Exatamente nesse ponto, o grafico da
funcao original f(x) muda de concavidade.

Conclui-se que, se duas fungoes f(x) e g(z) sao tais que f”(z) = ¢”(xo) # 0, entdo as suas conca-
vidades estao voltadas para o mesmo lado, isto é, ou ambas estao voltadas para cima, ou ambas estao
voltadas para baixo.

Mais uma vez, pode ser feita analogia com o estudo da cinemética. Vimos, ao final da secao 1.2,
que se s(t) é a fungao hordria de posi¢ao de um mdével, entdo a derivada s'(t) calcula a velocidade ins-
tantanea desse mével. Portanto, a derivada segunda s”(t) corresponde & taxa de variacdo instantanea
da velocidade com relagao ao tempo — o que se chama aceleragao.
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Capitulo 4

Polinémios Aproximadores

Sabendo que e é um ntimero irracional, um aluno de Ensino Fundamental é capaz de, com extrema
facilidade, responder que o valor de e’ é 1. Por outro lado, alunos da 3? série do Ensino Médio, em
sua grande maioria, precisarao recorrer a calculadoras cientificas para responder qual o valor de .
O que esses alunos nao sabem é que é possivel obter, sem a utilizacdo de maquinas de calcular, boas
aproximagoes para esse resultado.

Neste capitulo, aprenderemos como utilizar polindmios para calcular aproximagoes dos valores de

uma funcao, o que é o tema central desta dissertacao.

4.1 Utilizando Funcoes Polinomiais de 1° Grau

Considere uma fungao f(x) continua e derivével que passe pelo ponto P = (zg, f(zo)).

L A

Figura 4.1: Funcao continua passando pelo ponto P.

Nesta se¢ao, o objetivo serd obter um polinémio p(x) de primeiro grau que calcule aproximagoes
para as imagens de f nas vizinhancas de x,". E relativamente f4cil perceber que a reta procurada deve
passar pelo ponto P. Caso contrario, ndo serd uma boa ferramenta de aproximacao nas vizinhancas
de xg. Para ilustrar esse fato, considere as retas r e s paralelas representadas na figura a seguir.

1 2, . . . . .
Dado um ntimero zog qualquer fixo e um valor arbitrario ¢ > 0, chama-se vizinhanca de zo ao intervalo aberto
(ZE() — €,%0 + E)
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f(zo + h)
s(xo + h)

f(zo)
r(xo +h)

\ &

) 10+h

Figura 4.2: Possiveis retas aproximadoras de f nas vizinhangas do ponto P.

Tome um valor xy+ h nas vizinhancas de zy. As retas r e s fornecem, respectivamente, as imagens
r(zo + h) e s(xo + h) que sdo aproximagoes do valor de f(zg + h). Quanto mais préximo de 0 esti-
ver o valor de h, melhor sera a aproximacao dada pela reta s quando comparada com a dada pela reta r.

Como p(x) é polinémio de primeiro grau e seu grafico deve passar pelo ponto P, entao o polindémio
aproximador pode ser escrito da seguinte forma:

p(x) = f(zo) + Alz — o) (4.1)

De fato, quando = = xg, o valor de p(zg) é igual a f(zp). Para cada possivel valor do coeficiente
angular A, tem-se uma diferente reta que passa por P. Todas sao retas aproximadoras de f nas
vizinhancas de zg. Mas qual delas serd a que proporciona a MELHOR estimativa? Para responder a
essa pergunta, voltemos a equagao (1.3)

fl(l,o) _ }Lli)l% f(x() +h})L — f(.l‘o)

Seja = xp + h. Quando h tende a zero, p(z) torna-se uma aproximagao cada vez melhor para o
valor f(z). Portanto trocaremos f(x) por sua aproximagao:

F(z0) = lim f(x) = f(wo) o p(x) — f(l'o)’

T—To T — X9 T — xQ

0 que nos leva a:

f(wo) - (x = m0) = p(x) — f(w0),
e, finalmente:

p(x) = f(xo) + f'(x0) - (# — z0). (4.2)

O sinal de aproximadamente igual transformar-se-a4 em igualdade quando a reta aproximadora
for a reta tangente, como ilustrado a seguir.
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tangente

Iy X

Figura 4.3: A reta tangente como aproximador de f.

Comparando-se (4.1) e (4.2), concluimos que a melhor das retas aproximadoras é aquela em que
A = f'(x9). Tomada a reta tangente como aproximadora e derivando-se p em relagdo a z, obtém-se
P(x) = f(x), Vx € R, em particular, para x = .

Encerraremos esta segao concluindo que o polinémio de 1° grau p(z) que melhor aproxima f(z)
nas vizinhancas de xg deve ser tal que:

p(wo) = f(xo)

e

p'(wo) = f'(wo)-

Observe que essas duas restrigoes determinam um tnico par (A4, B) tal que p(x) = Az + B:
pr)=4 = fl(vo)=4
e

p(wo) = Azg+ B = f(zo) = f'(wo)zo+ B = B = f(x0) — f'(x0)o.

Isso nos conduz a

p(x) = f'(xo)z + f(zo) — f'(20)x0

p(x) = f(xo) + f'(xo)(x — x0), (4.3)

que corresponde & conclusao a que se chegou quando da comparacao de (4.1) com (4.2).
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4.2 Utilizando Funcoes Polinomiais de 2° Grau

Na segao anterior, vimos que o polinémio de 1° grau que melhor aproxima os valores de f(z) nas
vizinhangas de z( é aquele que corresponde a reta tangente ao grafico de f no ponto P = (x¢, f(z0))-
No entanto, se f for derivavel duas vezes, é possivel melhorar essa aproximacao. Essa melhora é obtida
utilizando-se, como aproximador p(x), uma funcao polinomial de 2° grau que contenha o ponto P e
que, exceto nesse ponto, esteja sempre entre o grafico de f e essa reta tangente, como ilustrado a
seguir.

Xo X

Figura 4.4: Uma parabola como aproximador de f.

Para que uma parabola possa cumprir essas exigéncias, é necessario que a sua concavidade e a
concavidade de f nas vizinhancas de xg estejam voltadas para o mesmo lado. Se uma parabola cumpre
com tais exigéncias, entao a reta que tangencia f(z) no ponto P também tangencia a pardbola p(z)
nesse mesmo ponto P. Dessa forma, conclui-se que o polinémio de 2° grau p(x) procurado deve ser
tal que:

p(.l'(]) = f('rO)a
/ /
p'(zo) = f (zo)
e
/! 1
P (wo) = [ (o).

Acima, as duas primeiras condigoes sao as mesmas exigidas para o polindomio aproximador de 1°
grau. A terceira condigao, conforme visto no Capitulo 3, é aquela que garante que as concavidades de
f e de p estarao voltadas ambas para cima ou ambas para baixo. Dado que o polinémio aproximador
procurado é de 2° grau, pode-se escrevé-lo na forma

p(z) = Ar* + Bz + C.
E, exigindo-se que esse polindomio cumpra as trés restricoes acima, tem-se:
p'(z) =24 = pl(xg) =24 = f'(x9) =24 (1)

p/(x) =2Az+B = p/(l‘o) =2Axz0+B = f/(.fo) =2Axg+ B (II)
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p(z) = Az’ + Bx +C = p(xg) = Azi + Brog+C = f(xo) = Az? + Bxo+C (II1)

Com as expressoes (1), (II) e (I11), é possivel calcular os coeficientes A, B e C' do polindémio p(z).
De (I), tira-se o valor de A.
A _ f//(l,o)

2
Substituindo-se esse resultado em (1), descobre-se o valor de B.

fl(xo) = f"(x0) @0+ B = B = f"(x0) — f"(x0) - 20

Importando-se esse resultado, juntamente com (I), para a expressao (I11), obtém-se o valor de C.

Flao) = LU0 a4 [Pa) — o) ml w04 € = O = flan) o) m+ L0 03

; o —fi3
_, - s
|o- fo0- < fio|

Gueremcs asar ume. parabol b/ abrovimec !
estas abrotimaccia . c= foo - <& IE_;«: _ e fue) + tfony
Exigincas: b = o) }ww 00 E= fow - v flmr + e
- $o) = {w-) R b S,
o) = j"(un) ! : ! : 5
L P = e 2t 4 f x - o Rl x4 fod - e S = wd fia
e e pelo ook (25) S = Ads BesC - S+ MR-y 4+ N (e ey S . =

o = fle (2-2004) 4+ S (x-x) + fee

6y s Qs+ B

$ed = S+ Al-2) + 268 oD fo = Ad 4 Buo s
f““‘" = 24

b = Jowd + Sleatzovey + f%\(,‘,ﬁf

Figura 4.5: Em sala: calculando os coeficientes do polinémio aproximador de 2° grau

Coloque os valores encontrados para A, B e C no modelo p(z) = Az? + Bx + C:

p(e) = L0 a2 4/ (ag) = (o) w0 x4 | Flao) - Flao) o+ L)

p(x) = f(zo) + f'(20) - (z — x0) +

- (2? — 2zxo + 22)

f// (CBO)
2

p(w) = F(a0) + £/(@0) - (x — w0) + L0 (@ — ) (4.4

que é o polinémio aproximador de 2° grau procurado nas vizinhangas de xg.

A técnica de utilizar polindmios para aproximar fungoes mais complicadas é muito comum. A
justificativa para tal fato é que os polindmios sao faceis de operar, exigindo apenas o uso das quatro
operacoes basicas e de poténcias. Um exemplo de onde isso acontece sao as maquinas de calcular.

Caso f(z) seja derivavel n vezes, é possivel obter um polinémio aproximador de n-ésimo grau. Para
isso, p(z) deve ser tal que:

p(xo) = f(zo)
p'(w0) = f'(z0)
p'(x0) = f"(0)
p™ (o) = f™ (o).
O polinémio que satisfaz a todas essas condicoes é
1" " (n)
p(2) = F(0)+ (w0) - (0 —20) + T (g2 L) (o ppypy o SO (o (45)

2! 3! n!
e denomina-se Polinomio de Taylor de ordem n para a fungao f(z) nas vizinhangas de xg.
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Capitulo 5

Polinémios Aproximadores na Pratica

Este capitulo tem por objetivo apresentar algumas das atividades realizadas em sala de aula durante
o estudo da utilizacao de polindmios na aproximacao de valores de uma funcao. Tais atividades foram
intercaladas com as explanacoes tedricas de modo a permitir a fixacao de cada etapa do aprendizado.
Por esse motivo, serdao apresentadas, a seguir, segundo essa organizagao.

5.1 Utilizando Polindmios Aproximadores de 1° Grau

Na secao 4.1, concluiu-se que o melhor polinémio aproximador de 1° grau é

p(x) = f(xzo) + f'(x0)(x — zo). (5.1)

A seguir, apresentam-se as atividades propostas em classe com a finalidade de utilizar (5.1) como
ferramenta de aproximacao. Todas elas foram realizadas sem qualquer ajuda de méquinas de calcular
posto que foram necessarias tdo somente as 4 operagoes basicas além do calculo de poténcias.

5.1.1 Calcular a raiz quadrada de 17

Esse foi o primeiro problema proposto. Os alunos integrantes da classe de estudos facilmente
perceberam que a fungao f a ser utilizada é f(z) = \/x, que x = 17 e que a escolha de z( é arbitraria.
Apoés alguma discussdo, concluiram que xy deve ser um valor préximo de 17 a fim de melhorar a
precisao da aproximacao e que, além disso, a escolha de um numero quadrado perfeito para xq facilita
a execucao dos calculos. Optaram por zg = 16.

;im-_{a.;+ A l—te) | viohanca de Xo. Jou=

: i
Mas eo ques a MELHOR i e - foe+ fua. L

Exigéncia i dassar der G fe). P 3 -
s g el
3{_‘ d= o df = foo da e
P = At B pccaos defe Ae B
j-uq) = Pl = Aw,+B esla’ fallendo indormasso Nas vignhancax da vo
: j(\‘).4+2_«¢_‘_ﬂ’i= 44 opms
B0 = foed + (ko) > som e vonno Sy - fom = feng Joan 9]

Blote) = ,jm.wt (%) o e s PR de dx j('ﬂ = 4,495

o ity (o o) i
T 5@,»&.\:— ;(‘:)4':{4\%)-\) 5]

A melor o a RETA TANGENTE .

Figura 5.1: Em sala: utilizando um polinomio de 1° grau para calcular a raiz quadrada de 17
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Considerando-se que f(x) = 23 e utilizando-se a regra de derivagao apresentada na segao 2.4, é

facil concluir que a derivada dessa fungao é f'(x) = ﬁ Substituindo-se todos os parametros em
(5.1), obtém-se:
1 1
f(7) = f(16) + f/(16) - (17— 16) = V16 + —= -1 =4+ = = 4,125 (5.2)

2v/16 8

Logo, V17 = 4,125. Apés a resolucio do problema, os alunos sugeriram conferir o resultado obtido
com o fornecido por uma maquina calculadora do tipo cientifica: 4,12310... . Devido a essa sugestao,
precisei atentar para o fato de que o valor dado pela méquina também é uma aproximagao obtida de
forma similar, porém com maior precisao. Mesmo assim decidimos, doravante, utilizar essa mesma
maquina de calcular como parametro de referéncia para medir a precisao dos resultados obtidos através
dos polinémios. Com relacao ao valor de referéncia, a aproximacao deu uma diferenca de 0,00189...
para mais.

5.1.2 Calcular e elevado a 0,5

Naturalmente, a fungao a ser utilizada é f(x) =e* e z = 0,5. J& que a escolha de xg é arbitréria,
os alunos ficaram na duvida entre escolher 0 ou 1 para o valor de xg. Decidiram escolher zg = 0
porque e” é conhecido com exatidao, ao contrério de el.

De acordo com a regra de derivagao apresentada na se¢ao 2.5, f/(z) = f(z) = . Substituindo-se

todos os parametros em (5.1), obtém-se:

£(0,5) = f(0)+ f/(0)-(0,5—0)=e"+¢e-0,5=1,5 (5.3)

Logo, e”% 22 1,5. Nesse caso, o resultado fornecido pela miquina foi 1,64872... . Com relacio ao
valor de referéncia, a aproximacao deu uma diferenca de 0,14872... para menos.

5.1.3 Calcular o seno de 0,1 radiano

A funcao a ser utilizada é f(x) = sen(z) e x = 0, 1. Nesse caso, os alunos decidiram escolher zy = 0
porque sen(0) e cos(0) s@o conhecidos e a proximidade entre 0 e 0,1 deveria, em seu julgamento, dar
uma boa precisao para o calculo.

De acordo com a regra de derivagao apresentada na se¢ao 2.6, f’(x) = cos(x). Substituindo-se
todos os parametros em (5.1), obtém-se:

£(0,1) = £(0) + £/(0) - (0,1 — 0) = sen(0) + cos(0) - 0,1 = 0,1 (5.4)

Logo, sen(0,1) = 0,1. O resultado fornecido pela maquina foi 0,09983... . Com relagao ao valor
de referéncia, a aproximacao deu uma diferenga de 0,00016... para mais.
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5.2 Utilizando Polindmios Aproximadores de 2° Grau

Na secao 4.2, foi visto que, em geral, o uso do polinémio de 2° grau

f//(mo) . (
— @
produz melhores aproximacoes do que aquelas obtidas com polindmios de 1° grau. Para permitir a
comparacao dessas aproximacoes e, consequentemente, constatar uma real melhora dos valores obti-
dos, todos os exercicios propostos anteriormente foram repetidos utilizando (5.5).

p(x) = f(zo) + f'(x0) - (z — x0) + — 20)? (5.5)

5.2.1 Calcular a raiz quadrada de 17

. . . _1 -
Os parametros utilizados foram os mesmos. Considerando-se que f'(z) = % -z~ 2 e utilizando-se a
regra de derivacao para polindmios apresentada na se¢ao 2.4, conclui-se que a derivada segunda dessa

fungao é f"(z) = _4\}ﬁ' Substituindo-se todos os parametros em (5.5), obtém-se:
1
F(I7) 2 F(16) + f/(16) - (17 — 16) + £ (216) (17— 16)?

11 ) 1

1
F(17) =2 V16 + S 1P =4 -~ - =4,12304... (5.6)

1
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Figura 5.2: Em sala: utilizando um polinémio de 2° grau para calcular a raiz quadrada de 17

Na comparacao dos resultados apresentada a seguir, percebe-se que, de fato, houve uma melhora
na aproximagcao.

e Aproximacdo obtida com polinémio do 1° grau: 4,125
e Aproximacao obtida com polinémio do 2° grau: 4,12304...

e Valor de Referéncia: 4,12310...
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5.2.2 Calcular e elevado a 0,5

Os parametros utilizados foram os mesmos. De acordo com a regra de derivacao apresentada na
segao 2.5, f"(x) = f(x) = f(x) = €®. Substituindo-se todos os parametros em (5.5), obtém-se:

£(0,5) = f(0) + f'(0) - (0,5 - 0) + fQ(O) +(0,5-0)?

0
f(0,5)%eo+e0-0,5+e—-0,52:1—1—0,5—1—0,125:1,625 (5.7)

2
Comparando-se os resultados obtidos, percebe-se uma melhora substancial na aproximacao.
e Aproximacao obtida com polinémio do 1° grau: 1,5

e Aproximacdo obtida com polinémio do 2° grau: 1,625

e Valor de Referéncia: 1,64872...

5.2.3 Calcular o seno de 0,1 radiano

Aqui, os parametros utilizados também foram os mesmos. Considerando-se que f/(z) = cos(z) e
utilizando-se a regra de derivacao para polindomios apresentada na secao 2.7, conclui-se que a derivada

segunda dessa fungao é f”(x) = —sen(z). Substituindo-se todos os parametros em (5.5), obtém-se:
1"
0
0.0 £0) + £0)-0.1 -0+ P 0.1 -0p
sen(0) 9
£(0,5) = sen(0) + cos(0) - 0,1 — -0,1°=0+4+0,1-0=0,1 (5.8)

Nesse caso, a comparac¢ao mostra que nao houve qualquer melhora na aproximacao.
e Aproximacao obtida com polinémio do 1° grau: 0,1

e Aproximagao obtida com polinémio do 2° grau: 0,1

e Valor de Referéncia: 0,09983...

Levados a refletir sobre o porqué de nao haver qualquer diferenca entre as aproximacoes obtidas
com polinémios de 1° e de 2° graus, os alunos concluiram corretamente que os termos que contém
derivadas de f de ordem par sao dependentes do sen(0) e, por esse motivo, ndo produzem qualquer
melhora. Mesmo sem calcular, sugeriram que a melhora na aproximacao sé aconteceria se fosse utili-
zado um polinémio aproximador de 3° grau.

5.3 Problema Proposto

Para encerrar este trabalho, propoe-se ao leitor o seguinte problema:

Em certo instante, um automdvel em movimento possui velocidade de 16 m/s e acelera¢ao de
3m/s%. Estime a distancia percorrida por esse carro durante os proximos 2 sequndos.

A solucao desse problema é apresentada no Apéndice A.
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Apéndice A
Resolvendo o problema proposto

A principio, se a fungao horéria de posicao s(t) desse automével fosse conhecida, o problema seria
trivial. Entretanto, nao se sabe qual o tipo de movimento do carro. Logo, a funcao s(t) nao estd
disponivel.

Por outro lado, sabe-se que as funcoes horarias de velocidade e de aceleracao sao dadas, respecti-
vamente, por:

v(t) = §'(t)
a(t) = s"(t).

Como essas informagoes correspondem as duas primeiras derivadas de s(t), podemos estimar s(t)
por um polinémio de 1° grau ou de 2° grau. Para que se tenha uma melhor estimativa, sera utilizado
o polinémio de 2° grau de tal forma que:

(t— to)? (A1)

s(t) = s(to) + 5'(to) - (£ — to) + <2to>

Considerando-se que a contagem do tempo (em segundos) é iniciada a partir do instante citado no
enunciado, pode-se dizer que ty = 0. Assim, os pardmetros a serem substituidos em (A.1) séo

o tp=0
o t=2
e s'(tp) = 16
o s"(ty) =3

o que conduz a:
S//(O)
2
A distancia D percorrida por esse movel nos dois segundos seguintes ao instante descrito no
enunciado é dada por D = s(2) — s(0). Portanto, uma aproximacao para D é:

5(2) = s(0) + 5'(0) - (2—0) + (2 -0)? (A.2)

Dgs/(o).(g_o)jusﬁéo) .(2—0)2:16.2+;4:38m (A.3)
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