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RESUMO

A proposta deste trabalho € produzir um texto matematico abordando técnicas
de resolugdo de exercicios sobre tabuleiros nas olimpiadas de matematica.
Analisaremos as dificuldades dos alunos em descobrir quais sdo as solugdes dos
problemas de tabuleiro que, por vezes, necessitam de raciocinio légico e escolhas
de estratégias vencedoras. Sugerimos um modelo de aula com jogos e problemas
voltados para alunos do ensino publico que se preparam para a OBMEP, com o

objetivo de criar um material que sirva de guia para alunos e docentes.

Palavras Chave: Técnicas de problemas sobre Tabuleiro; jogos de tabuleiro e

Olimpiadas de Matematica.



ABSTRACT

The purpose of this work is to produce a text addressing mathematical
problem solving techniques on trays in Mathematics Olympiads. Analyze students'
difficulties in finding out what are the solutions of board problems sometimes require
logical thinking and choices of winning strategies. We suggest a class model with
games and problems facing public school students who are preparing for the
OBMEP, aiming to create a material that serves as a guide for students and
teachers.

Keywords: Techniques of Resolutions of Board; Game Board and Mathematics

Olympics.
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1 INTRODUGAO

Observando os problemas de Olimpiadas de Matematica, percebemos uma
grande incidéncia de questdes que envolvem tabuleiros. O estudo combinatério a
respeito desses exercicios é algo que sempre necessita de raciocinio légico e
escolha de caminhos favoraveis que nos leve a desencadear a resolucido do
problema de forma breve e inteligivel.

Ao longo das edigbes das olimpiadas, encontramos diversos problemas sobre
tabuleiros na Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas publicas (OBMEP), na
Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM), na Olimpiada de Maio, na Olimpiada
Ibero Americana, na Olimpiada Internacional de Matematica (IMO), na Canguru de
Matematica, na Olimpiada dos Paises de Lingua Portuguesa, em olimpiadas
regionais e em muitas outras olimpiadas pelo mundo.

Neste trabalho vamos mostrar alguns exercicios resolvidos de olimpiadas de
matematica e analisar resultados de situacbes com alunos em sala de aula,
observando o desenvolvimento do raciocinio do estudante quando exposto a
problemas que envolvem tabuleiros de forma ludica e concreta.

Os capitulos 2 e 3 foram feitos em conjunto com dois autores: Antonio Marcus
Dias Moreira e Pedro Paulo Cavalcante. Ja os capitulos 1, 4 e 5 foram producdes
individuais do autor deste trabalho.

No capitulo 2 temos um pouco da histéria dos jogos de tabuleiros e da criacéo
das olimpiadas de matematica.

No capitulo 3, com o objetivo de produzir um texto matematico que aborde as
técnicas de resolucdes de exercicios sobre tabuleiros, mostraremos cinco técnicas
utilizadas na resolugao de exercicios sobre tabuleiros. Essas técnicas sao estudadas
com base em problemas olimpicos com solugbes elaboradas pelo autor. As
Técnicas apresentadas nesse capitulo foram apresentadas pelos autores no |l
Coléquio de Matematica da Regido Centro-oeste em Novembro de 2013 e na VI
Bienal da Sociedade Brasileira de matematica em Novembro de 2014.

Em vista do exposto no capitulo 3, sdo apresentados no capitulo 4,
experimentos com jogos e exercicios sobre jogos de tabuleiro para uma turma de
alunos da rede publica que se preparam para a OBMEP. Antes de resolver cada
exercicio proposto, os alunos jogaram cada jogo por diversas vezes para que eles
proprios pudessem intuir estratégias vencedoras. O objetivo desta atividade foi
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mostrar e desenvolver o raciocinio légico do aluno no que tange a técnica da
simetria em jogos. N&o foi pretendido com isso criar uma formula fechada para
resolver jogos e problemas sobre tabuleiros, mas sim auxiliar na busca da solugao
de forma mais rapida e objetiva.

Por fim, apresentamos no capitulo 5 as consideragdes finais do nosso

trabalho.
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2 Contextualizagio’

Neste capitulo falaremos um pouco sobre a histéria dos jogos de tabuleiros
desde o inicio da civilizagao até os dias atuais. Também falaremos sobre a histéria
das Olimpiadas de Matematica, com a criacdo da IMO em 1894 até o sucesso da
OBMEP em dias atuais.

2.1 BREVE HISTORIA SOBRE TABULEIROS

Desde de que se conhece a civilizagdo sabemos da existéncia de jogos.
Vejamos o texto retirado do site http://www.jogos.antigos.nom.br/artigos.asp, em
18/11/2015.

“Desde os mais remotos tempos, quando a espécie humana surgiu no planeta, nasceu junto a

ela uma necessidade vital para seu crescimento intelectual: jogar.

Manuscritos milenares falam de jogos praticados em todas as regibes do planeta. Dificilmente

se podera delinear exatamente qual foi o primeiro jogo surgido no mundo. Adeptos da teoria
Darwiniana afirmam que foi um jogo chamado de Jogo da Evolugéo, praticado pelos Neanderdhal.
Consta que era um jogo bem simples e rude, jogado com um grande 0sso. Marcava-se pontos

destrogcando a cabecga dos adversarios e com isso conseguindo o dominio de territérios.”

Apesar de ndo possuirmos dados concretos, diz-se que 0s primeiros jogos de
tabuleiros surgiram milhares de anos antes de Cristo como forma de lazer e
entretenimento entre as pessoas da época. Um dos jogos mais antigos que
conhecemos é o Senet, que tem registros de 2000 anos antes de Cristo. O senet é
jogado num tabuleiro retangular e conforme tradigdo da época, os donos dos jogos

eram enterrados com eles para que suas almas tivessem lazer eterno.

' Este capitulo € comum aos Trabalhos de Conclusao de Curso do Profmat de Antonio

Marcus Dias Moreira e Pedro Paulo Cavalcante.
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Figura 1 - Nefertari jogando Senet. Pintura da tumba da Rainha Nefertari
do Egito (1295 — 1255 a.C.)

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Senet

Outro jogo muito antigo e jogado até hoje é o xadrez. Varias sao as histérias
sobre a origem do xadrez?, mas talvez a mais curiosa delas seja a dos grdos de
soja. Um Bramane apresentou o xadrez a um Rei para que ele saisse da depressao
apos ter perdido uma guerra. O tabuleiro era o mesmo dos dias atuais, quadrado,
8X8, preto e branco se alternando em casas vizinhas. O rei, extremamente satisfeito
por ter saido da sua profunda depressao, sugeriu que o Bramane fizesse um pedido
para recompensar seu gesto de apresenta-lo ao jogo. Entédo ele pediu ao rei que lhe
desse um grao de soja na primeira casa do tabuleiro, dois grdos no segundo, quatro
no terceiro e assim sucessivamente até a 642 casa do tabuleiro. Achando o pedido
do Bramame humilde, o rei lhe concedeu tal pedido. Se arrependeu mais tarde por
ter aceitado pois até hoje ndo teriamos graos suficientes para pagar o tal Bramame®.

Porém, embora diversas civilizagées antigas tenham sido apontadas como o
berco do xadrez, na atualidade a maioria dos pesquisadores concorda que o jogo
tenha se originado na india por volta do século VI, com regras diferentes das atuais

e denominado Chaturanga em sanscrito.

2 Historias sobre xadrez disponivel em CASTRO, Celso. Uma histéria cultural do xadrez.
Cadernos de Teoria da Comunicacgéao, Rio de Janeiro, V.1, n°2, p.3-12,1994.
® Ver mais no Livro Avila, Geraldo. Varias faces da matematica: topicos para licenciatura e

leitura geral. Sdo Paulo, editora Blucher, 2010. (Cap 6, pag.47)
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Figura 2 — Tabuleiro de xadrez

(Fonte: http://lwww.soxadrez.com.br/conteudos/tabuleiro_pecas/)

O jogo de damas também é muito popular, sendo jogado em pragas de todo
Brasil nos dias de hoje. Pouco se sabe da sua origem. No Brasil o jogo de Damas foi
introduzido como esporte em 1935*.

Outro conhecido nosso e muito jogado nas escolas € o jogo da velha. Dizem
que foi nomeado na Inglaterra, quando mulheres se reuniam no fim da tarde para
tomar cha, conversar e bordar. Dai, as mais idosas, sem habilidade para bordar se
reuniam para jogar em um tabuleiro 3X3, com pecas em forma de cruz e outras
redondas. Temos também o Resta um, que usualmente € um presente dado a
criancas entre 8 e 12 anos. E um jogo de tabuleiro em forma de cruz com 33 casas,
jogado com 32 pecgas, onde o objetivo € deixar apenas uma pec¢a no tabuleiro,

saltando umas sobre as outras.

* Retirado de http://www.xadrezregional.com.br/damas_hist.html, acesso em 18/11/2015,

03:48


http://www.soxadrez.com.br/conteudos/tabuleiro_pecas/
http://www.xadrezregional.com.br/damas_hist.html

Figura 3 — Tabuleiro de damas

(Fonte: http://www.ilhadotabuleiro.com.br/jogos/damas/imagem/18611)

OIX|xX
XI|0|O

X|OIO

Figura 4 - Exemplo de um jogo da velha em que o circulo O ganha a
partida

(Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Jogo_da_velha)

Figura 5 - Jogo resta um

(Fonte: http://gervasio010.blogspot.com.br/2010/11/jogo-resta-um.html)
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Existem na histéria dos tabuleiros diversas producdes de problemas que
encantam os admiradores da matematica. Um problema classico € o dos cavalos,
registrado no livro Bagavantabhaskara, escrito por volta do século XVI. O problema
consiste no movimento de um cavalo percorrendo o tabuleiro vazio. Ele deve visitar
todas as casas apenas uma vez em movimentos consecutivos. Atualmente existem
diversas solugdes para esse problema, inclusive as ditas abertas e fechadas, de
acordo com a ultima posi¢cao do cavalo no tabuleiro. Se na ultima casa tivermos a
possibilidade de retornar a casa inicial, dizemos que é uma solugéao fechada. Caso

contrario ela é aberta.

1 [4e[31]%e]3]16]6] 18
3051 ]46] 3 [sa]a0]14]35
47] 2 [99]32[15]34] 1764
32|29| 4 |43]20]61[36]13]
|5 [4a]25]36] 9 [40[21 60
|28|35] & |41 ]24|37) 12|37
43] 6 | 33| 26] 39| 10| 3922
EIREHEEEEIN
(a) Solugéo aberta (b) Solugdo fechada  (c)Solugdo com refinamento matematico

onde a soma das colunas e fileiras é 260

Figura 6 (a), (b) e (c) — Solu¢cdes do problema do cavalo

(Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Problema_do_cavalo)

Os jogos de tabuleiros hoje em dia estédo disponiveis em diversas plataformas
online. Conseguimos jogar no computador e no celular. Um dos jogos muito jogados,
apesar de nao ser de tabuleiro propriamente dito é o Tetris, que tem como principio
0 encaixe de quadriminds e cada linha completa é eliminada. Perde o jogo aquele
que chegar na ultima linha do “tabuleiro”. Também temos o Sudoku, muito vendido
em revistas, que consiste em completar um tabuleiro 9X9 com numeros de 1 a 9
sem repeti-los em nenhuma linha e em nenhuma coluna, além de ter os numeros de

1 a 9 contidos em subtabuleiros 3X3.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Problema_do_cavalo

EN tetris

tetrisaxis.nintendo.com

S B |

es.wikipedia.org

o
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Figura 7 - Fotos de capturas de tela de um smartphone com o jogo tetris

a esquerda e o jogo sodoku a direita.

(Fonte: capturas de tela do celular do Autor.)

Enfim, como podemos ver, os tabuleiros estdo no nosso dia a dia, seja na

historia, nas bancas, no computador ou na palma de nossa mao através de telefones

celulares.
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2.2 AS OLIMPIADAS DE MATEMATICA

As Olimpiadas de Matematica estdo cada vez mais presentes no dia a dia dos
estudantes. Essas competicdes matematicas tém o objetivo de melhorar o ensino de
matematica no nosso pais, através de estimulos a alunos e professores. O intuito
com isso, € descobrir jovens com talento matematico excepcional e coloca-los em
contato com matematicos profissionais e instituicdes de pesquisa de alto nivel, como
o IMPA, propiciando condi¢des favoraveis para a formagao e o desenvolvimento de
uma carreira de pesquisa. Para entendermos melhor o que sdo as olimpiadas de

matematica, vamos ler o texto retirado do sitio da OBM?®:

“As Olimpiadas de Matematica, nos moldes atuais, sdo disputadas desde 1894,
quando foram organizadas competicbes na Hungria. Com o passar dos anos,
competicbes similares foram se espalhado pelo leste europeu, culminando, em
1989, com a organizagéo da 12 Olimpiada Internacional de Matematica, na Roménia,
com a participagédo de paises daquela regido.

A Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) organizou em 1979 a 1°
Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM). Ao longo destes anos, a OBM passou
por diversas mudancas em seu formato (veja abaixo quadro ilustrativo), mantendo a
ideia central que é a de estimular o estudo da Matematica pelos alunos, desenvolver
e aperfeicoar a capacitagcdo dos professores, influenciar na melhoria do ensino, além
de descobrir jovens talentos.

Dentre os premiados sdo selecionados aqueles que formam as equipes
brasileiras na Olimpiada do Cone Sul (4 estudantes, com até 16 anos); na Olimpiada
Internacional de Matematica (6 estudantes do ensino médio, com até 19 anos); na
Olimpiada Ibero-americana (4 estudantes, com até 18 anos) e na Competicdo
Internacional de Matematica (universitarios).Estas competicbes sdo realizadas

anualmente, sempre em um pais diferente.”

5Dispom’vel em < http://www.obm.org.br/opencms/quem_somos/breve_historico/>, acesso em
18/11/2015, 02:29.


http://www.obm.org.br/opencms/quem_somos/breve_historico/
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A maior competicido de Matematica do Brasil € a OBMEP® — Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Publicas. Apresentando uma média de 19
milhdées de alunos participantes por ano realizando, teve seu maior evento em 2010,
onde 19.665.928 alunos foram inscritos para realizar a prova da primeira fase. Em
2014 a OBMEP distribuiu 6500 medalhas a alunos participantes, onde todos
receberdo uma bolsa durante um ano no Programa de Iniciagdo Cientifica Junior.

Além dessas, existem diversas competicdes regionais de matematica. Ha
Olimpiadas estaduais e municipais no Brasil, entre elas dos municipios de Joao
Pessoa, Duque de Caxias e Sao Carlos e nos estados do Rio de Janeiro, Minas
Gerais, Alagoas, Para e Ceara.

As olimpiadas de matematica apresentam problemas que estimulam o
raciocinio légico dos estudantes. Os problemas costumam vir das seguintes areas:
Algebra, Geometria, Teoria dos numeros e Combinatéria. Esta Gltima, por sua vez,
apresenta alta incidéncia de questdes envolvendo tabuleiros. Este tipo de problema
requer estratégias peculiares para resolugdo, que sempre necessitam de raciocinio
l6gico e escolha de caminhos favoraveis. Escolher um caminho errado pode nos
levar a obtencdo de resolugbes muito longas ou até mesmo inserir elementos
alheios a resolucao dos problemas, que nos levardo a resultados equivocados. No
préximo capitulo apresentaremos algumas técnicas que podem ser utilizadas na

resolucao deste tipo de problema.

6 Disponivel em <http://portal. mec.gov.br/component/tags/tag/32707>, acesso em 02/02/2016,
13:06.


http://portal.mec.gov.br/component/tags/tag/32707

20

3 ALGUMAS TECNICAS DE RESOLUGAO PARA PROBLEMAS DE
TABULEIRO’

O objetivo deste capitulo é ajudar alunos e professores a determinarem
caminhos que facilitem achar solugbes para problemas envolvendo tabuleiros. Para
isso, vamos mostrar cinco técnicas utilizadas para resolucdo desses tipos de
exercicios, enfatizando-as com exemplos retirados das principais olimpiadas
brasileiras e internacionais. Damos as estas técnicas os seguintes nomes:

1. Marcagao de casas:
Movimentos e preenchimento de um tabuleiro
Cobertura de tabuleiros (Poliminos)

Redugao a um caso menor

o &~ b

Simetria em jogos

3.1MARCACAO DE CASAS

Marcar as casas de um tabuleiro significa definir um comportamento para o
nosso problema. Seja com cores ou de modo numérico, utilizando dois, trés ou
quatro tipos de marcagao, o importante € identificarmos qual padrao é interessante
para iniciarmos a solugdo. Talvez esta seja a técnica mais utilizada em problemas
com tabuleiros ja que muitas vezes temos que marcar as casas de um tabuleiro para
nos guiar, estabelecer padrées ou instituir coberturas. Vamos comegar com um
problema simples de marcagcao que nos ajudara como identificar o que queremos

nesta secao.

Problema 1 — (OBM 2005 — Nivel 1 - 12 Fase)

As nove casas de um tabuleiro 3x3 devem ser pintadas de forma que cada

coluna, cada linha e cada uma das duas diagonais nao tenham duas casas

de mesma cor. Qual é o menor numero de cores necessarias para isso?
A)3 B)4 C)5 D)6 E)7

" Este capitulo € comum aos Trabalhos de Conclusdo de Curso do Profmat de Antonio

Marcus Dias Moreira e Pedro Paulo Cavalcante.
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Solugao:
Seja o tabuleiro 3X3 abaixo, com linhas e colunas rotuladas por a, b,ce 1, 2,

3, respectivamente.

Vamos chamar as cores de A, B, C, assim sucessivamente. Sem perda de
generalidade marcamos a casa a1 com a cor A. Logo, as casas b1 e c1, também

sem perda de generalidade, devem ter as cores B e C conforme a figura abaixo.

11213
alA
b|B
c|C

Podemos deduzir automaticamente que a casa a2 nao pode ser pintada com

A, mas pode com B ou C. Pintaremos com B.

1 12 |3
a |A|B
b |B
c |C

A casa b2 nao pode ser pintada com nenhuma das cores existentes, mesmo
se tivéssemos escolhidos a cor C no passo anterior, uma nova cor para pintar b2 é

inevitavel. Logo pintaremos b2 com uma cor D.
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1 12 |3
a |A|B
b |B |D
c |C

A casa c2 nao pode ser pintada por B, C nem D, mas pode por A. Logo,

pintemos com A.

1123
alA|B
b|B|D
c|ClA

A casa a3 ndo pode ser pintada com nenhuma das cores existentes no
tabuleiro. Pintemos com a cor E.

Ol T >
>l Ol @™ N

A casa b3 nao pode ser pintada com B, D nem E. Pode ser pintada com A ou
C. A escolha ¢é indiferente pois como a linha ¢ ja tem as cores A e C, sua escolha

nao altera a pintura do tabuleiro. Entao, por escolha, pintemos com a cor A.



1 12 |3
a |A |B |E
b |[B |D
c |[C |A
A casa c3 pode ser pintada com a cor B.
1123
alA|BJ|E
b|B|D|A
c|C|A|B
Portanto, temos a seguinte configuracao:
B|E
B
AlB
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Reparamos que na 12 coluna temos de escolher trés cores. Na 22 coluna

independente da escolha da cor de a2 (B ou C), b2 sera pintado com uma nova cor.

Ja na 3? coluna, se escolhermos para a2 a cor B, a3 tem de ser uma nova cor, € se

a2 for pintada por C, c3 tera uma nova cor.

Ja sabemos que podemos utilizar apenas cinco cores. Vamos supor que

dispomos apenas de quatro cores, A, B, C e D.

A cor A iremos por no meio do tabuleiro e depois iremos tentar distribuir as

cores de modo que consigamos cumprir a condi¢ao do enunciado.
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C ?

Como podemos ver, ficamos sem opcado para preencher a casa destacada.
Assim, o menor numero de cores necessarias que podemos utilizar sdo cinco.
Resposta letra C.

Este € um exemplo que podemos fazer para pensar bem na forma que
decidimos marcar um tabuleiro. Observar as consequéncias do que marcamos é
fundamental. Ver os nossos objetivos, que no caso do problema acima era néo
permitir que tivéssemos linhas, colunas e diagonais com as mesmas cores.

No préximo exemplo, utilizaremos, para marcar as casas, a coloragao do tipo

xadrez para resolver o problema.



Problema 2 — (OBM 2001 - Nivel 2 — 3? Fase)

As 42 criangas de uma escola infantil deram as maos formando uma fila e
cada uma delas recebeu um numero da seguinte maneira: a primeira delas
ficou com o numero 1, a segunda ficou com o numero 2 e, assim
sucessivamente, até a ultima, que ficou com o numero 42. Continuando de
maos dadas, foram para um patio, onde cada uma delas ficou sobre uma
lajota quadrada; duas criangas com numeros consecutivos ficaram em
lajotas vizinhas com um lado comum (ou seja, do lado esquerdo, do lado
direito, na frente ou atras, mas nunca em diagonal). Ao relatar esse fato
para a diretora, a inspetora Maria fez o desenho a esquerda, mostrando a
posicao de trés criangas sobre o retangulo formado pelas 42 lajotas, sobre
as quais estavam as criangas. Num outro comunicado, a inspetora Célia
fez outro desenho, mostrado a direita, com a posicdo das mesmas criangas
sobre o mesmo retangulo. Ao receber os dois desenhos a diretora disse a
uma das inspetoras: "O seu desenho esta errado".

a) Com qual das duas inspetoras a diretora falou? Qual foi o raciocinio da
diretora?

b) Complete o desenho correto satisfazendo as condi¢gbes do enunciado.

11 ] 20 11 20

3

31

{Desenho de Maria) {Desenho de Célia)

25
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Solugao:

Resolveremos apenas o item a) do problema.

Neste exercicio iremos utilizar um conceito matematico comumente utilizado
em problemas olimpicos: a paridade. Apesar de a ideia de paridade ser
extremamente simples, combinada com um pouco de imaginagao ela se torna uma
poderosa ferramenta na resolugcao de problemas matematicos envolvendo numeros
inteiros, sobretudo quando queremos provar que € impossivel o resultado de algum
tipo de contagem dado um certo valor.

A primeira coisa é pensar qual seria a melhor forma de marcar este tabuleiro.
Pelas regras do problema, € impossivel elas ficarem de méos dadas na diagonal. Ou
elas ficam na horizontal ou, na vertical. Outra informagao importante é que, se as
criangas sdo numeradas com um numero par, elas ficarao de maos dadas com duas
criancas com numeracgao impares. Por exemplo, a crianga de numero 10 da as maos
para as criangas de numeros 9 e 11. Da mesma forma, a crianga com numeracao
impar dara as maos para duas criangas de numeracgao par. Portanto, uma marcagao
dupla, considerando pares e impares € interessante, observando que eles estarao
sempre na horizontal ou vertical.

Chamemos | de impares e P de pares

| [P |l |P
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Se continuarmos a marcar, vemos que fica com uma marcagao similar ao

tabuleiro de xadrez. Logo, podemos fazer desse jeito:

Com essa configuragéo, podemos afirmar entdo que uma cor € dos pares € a

outra é dos impares. Assim, de acordo com o enunciado, temos:

(Desenho de Maria) (Desenho de Célia)

No segundo tabuleiro, temos numeros impares em cores diferentes, o que é

impossivel pela nossa marcagao. Portanto, a diretora falou com a Célia.
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Problema 3 — (OBM 1986 — Nivel Sénior)

A figura 1 mostra o tabuleiro do jogo "resta um”. Comega-se 0 jogo com pegas
em todas as casas, exceto na central, que inicialmente esta vazia. Sao
permitidas jogadas da seguinte forma: Suponha trés casas imediatas A, B e C
situadas em linha reta horizontal ou vertical e dispostas na ordem A, B, C ou C,
B, A. Se A ou B Estiverem ocupadas por pecas e C vazia, entdo a peca que
ocupa A pode saltar para C, retirando-se do jogo a que esta em B (veja figura
2). O objetivo do jogo é remover do tabuleiro todas as pecas, exceto uma. Diga

se é possivel, partindo da posicdo inicial e fazendo apenas os movimentos

permitidos, chegar a posi¢ao final mostrada na figura 3.

Solugao:

Inicialmente vamos pensar como funciona o jogo do resta um. Cada jogada
envolve trés casas: a casa de onde sai o pino, a casa que vai receber o pino e a
casa que é “pulada” na jogada. Entdo, é plausivel que utilizemos uma marcagao

tripla neste tabuleiro.
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Vamos marcar este tabuleiro de modo que sempre tenhamos uma jogada

envolvendo casas com trés cores diferentes.

Podemos perceber que cada uma das cores estda em 11 casas. Na disposicao
inicial do “resta um” temos 11 casas azuis com pecas, 11 casas cinzas com pecgas €
10 casas vermelhas com pecas. Notem que novamente aparece o conceito de
paridade neste exercicio.
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O ponto crucial € o seguinte: a cada movimento do “resta um” altera-se o
numero de casas ocupadas de cada cor, pois pensemos como exemplo: retiramos a
peca da casa azul e colocamos na casa cinza, “pulando” a casa vermelha. Logo a
casa azul que estava ocupada nao esta mais assim como a casa vermelha. Ja a

casa cinza que estava vazia passou a ser ocupada.

Vejamos trés movimentos como exemplo, agora no tabuleiro do resta um:
Comegamos com

A=11

C=11

V=10




ApO6s o primeiro movimento temos
A=10
Cc=10
V=11

Apos 0 segundo movimento temos
A=11

C=9

V=10

ApOs o terceiro movimento temos:
A=10

c=38

V=11

31
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O ponto principal € que A, C e V trocam de paridade a cada jogada. Isto
implica que as cores azul e cinza sempre tém a mesma paridade, ou seja, se eu
tenho um numero par de pegas nas casas azuis, também tenho um numero par de
pegas nas casas cinzas, e vice-versa. Ja o vermelho tem paridade distinta das
outras duas. Quando o vermelho é impar, as outras duas cores sao pares e quando
o vermelho é par, as outras duas sdo impares. Como no jogo deve sobrar apenas
uma peca, duas cores devem ter zero pecas e a outra cor deve ter uma peca.
Considerando que as cores azul e cinza tém a mesma paridade, obrigatoriamente
ambas devem ter zero no fim do jogo e a pega restante deve ficar em uma casa
vermelha. Como a disposicao do enunciado mostra a ultima peca em uma casa azul,

€ impossivel chegar a posigao final indicada.

Assim, apenas marcando as casas, muitas vezes chegamos diretamente ao
resultado pretendido. Nao existe uma féormula de como marcar as casas, mas se
pensarmos com cuidado no nosso objetivo no problema, conseguimos em geral

deduzir nossa marcacgao de forma simples.

3.2 MOVIMENTOS E PREENCHIMENTO DE UM TABULEIRO

Questdes que envolvem perguntas do tipo “qual o numero minimo de
movimentos” ou “preencha o tabuleiro de modo que”, aparecem usualmente em
provas de Olimpiadas de Matematica.

Para esse tipo de problemas devemos ter bastante atencao, pois, apesar de
muitas vezes nao terem um alto grau de dificuldade, podemos ficar envolvidos muito
tempo aplicando tentativas. Um roteiro interessante para resolvermos esses
exercicios é:

1. Qual o padrdao de movimentos que €& dado pelo exercicio ou qual padrao
queremos encontrar?

2. De qual forma nao existe chance de eu fechar o ciclo de movimento ou de
percurso em um tabuleiro?

3. Quais opgdes eu tenho?
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Problema 1 — (OBM 2002 - Nivel 2 — 22 Fase)

Jodo gosta de verificar propriedades do jogo de xadrez em um tabuleiro
5x5. Num de seus experimentos, Jodo coloca um cavalo na casa inferior
esquerda do tabuleiro 5x5. Qual o numero minimo de movimentos do cavalo

para que ele possa chegar a qualquer casa do tabuleiro 5x57?

Solugao:
Vamos as nossas perguntas:

1) Qual o padrdo de movimentos que é dado pelo problema ou qual padrao
gueremos encontrar?

Resposta: Utilizaremos o movimento de um cavalo, ou seja, anda duas casas
em uma diregdo e, logo em seguida, uma casa na diregdo perpendicular (movimento
emlL)

2) De qual forma nao existe chance de eu fechar o ciclo de movimento ou de
percurso em um tabuleiro?

Resposta: Se eu quero descobrir o0 numero minimo de movimentos, n&o
devemos fazer movimentos que voltem para a mesma casa. Devemos sempre ir
para casas nao ocupadas.

3) Quais opgdes eu tenho?

Resposta: O interessante nesse exercicio € marcar as casas que ja foram
ocupadas com numeros, para nao repetirmos movimentos. A Unica opcao € verificar
todos os movimentos possiveis a partir da casa determinada.

Vejamos o tabuleiro abaixo:
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Com um movimento podemos chegar apenas a duas casas. As marcaremos

com o numero 1.

Agora vamos analisar quais as possibilidades de movimento do cavalo a partir

das casas marcadas com 1. Lembrando que, ndo vamos marcar as casas ja

visitadas.
2 2
2 2
211 2
112
C 2 2

As casas marcadas com 2 necessitam apenas de dois movimentos para
serem ocupadas.

Iremos repetir o processo para o terceiro movimento:

OJlwINd]Iw ]I
[N
WINJWI]IDN]®
N JTWIN]W
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Repetindo o processo para o quarto movimento:

21312134
312]13]12]3
211141312
3141112]3
Cl3]2]|3]2

Como todas as casas ja estao preenchidas, podemos afirmar que quatro € o
numero minimo de movimentos para chegar em qualquer casa do tabuleiro, pois o
cavalo ja possui um movimento com o numero de casas pré- determinadas, ndo

admitindo atalhos.

Problema 2 — (OBM 1998 — Nivel 2 — 3? Fase)

Em um jogo existem 20 buracos vazios em fila e o jogador deve colocar
um pino em cada buraco de acordo com as seguintes regras:

a) Se colocar um pino em um buraco e se os dois buracos vizinhos
estiverem vazios, o pino permanece.

b) Se colocar um pino em um buraco e se um dos buracos vizinhos
estiver ocupado, o pino deste buraco vizinho deve ser retirado.

c) Se colocar um pino em um buraco e se os dois buracos vizinhos
estiverem ocupados, entdo um dos pinos vizinhos deve ser retirado.

Determine qual € o numero maximo de pinos que podem ser colocados.

Solugao:
Ao contrario de outros exercicios, neste padrao queremos fechar o ciclo, ou

seja, encontrar a forma de completar o maximo de casas vazias do tabuleiro abaixo.
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Vamos ver o que acontece em quatro casas deste tabuleiro:

Colocando um pino na primeira casa

Agora pino na terceira casa

Colocando um pino na segunda casa, vamos optar por retirar o pino da

terceira

Colocando um pino na quarta casa temos:

Usaremos a logica de nunca colocarmos um pino entre uma casa ocupada e
uma casa vazia. Se tivermos a opcao de colocar entre duas, essa sera nossa
prioridade, sempre retirando o pino da direita. Caso contrario, colocamos ela entre

duas casas vazias.
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Seguindo essa regra, teremos a seguinte sequéncia:

10
11

12
13
14
15
16
17
18
19
20

21

22
23
24
25
26
27

28

29
30

31

32
33

34
35

36

Portanto, em 36 movimentos, conseguimos colocar 19 pinos, que € o numero

maximo de pecas que é possivel colocar neste tabuleiro, pois sempre que

colocamos um pino, alguma casa vizinha fica sem pino. Logo n&o é possivel ocupar

todo o tabuleiro.
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Problema 3 - (Olimpiada de Maio — 2007)

Um tabuleiro 7x 7 tem uma lampada em cada uma de suas 49 casas, que
pode estar acesa ou desligada. A operagdo permitida é escolher 3 casas
consecutivas de uma linha ou de uma coluna que tenham duas lampadas
vizinhas entre si acesas e a outra desligada, e trocar o estado das trés.

Quer dizer:

g8 B mom amenr

Exiba uma configuracdo de exatamente 8 lampadas acesas localizadas
nas primeiras 4 linhas do tabuleiro tais que, mediante uma sucessado de
operagdes permitidas, cheguemos a ter uma unica lampada acesa no tabuleiro e
que esta esteja localizada na ultima linha. Mostre a sequéncia de operagdes que

se utilizam para alcangar o objetivo.

Solugao:

Vamos as nossas perguntas.

1) Qual o padrao de movimentos que é dado pelo exercicio ou qual padrao
queremos encontrar?

Resposta: O padrdo dado no enunciado, conforme a figura, e que devemos
ter inicio nas quatro linhas superiores do tabuleiro 7X7.

2) De qual forma nao existe chance de eu fechar o ciclo de movimento ou de
percurso em um tabuleiro?

Resposta: Devemos analisar quais formas ndo teremos mais de uma casa
acesa no tabuleiro e a unica casa acesa deve estar na ultima linha.

3) Quais opgdes eu tenho?

Resposta: Podemos marcar oito casas aleatoriamente na parte superior do
tabuleiro e fazer por tentativas. Porém, alguns exercicios vale a pena comegarmos
pelo fim, ou seja, colocamos uma uUnica casa acesa na ultima linha e fazemos o

percurso inverso, visando chegar a oito casas acesas nas quatro linhas superiores.
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Vale ressaltar que, como a cada movimento eu apago uma luz e comego com
oito luzes acesas, devo fazer exatamente sete movimentos.

Importante destacar que os movimentos sao inversiveis, por iSso comecgar
pelo fim. Isso significa que quando eu fago determinado movimento, eu consigo, com
apenas um movimento, voltar a posi¢ao anterior.

Vamos inicialmente numerar as linhas e nomear as colunas.

~N | OO (o B~ W DN

Vamos colocar a casa central da ultima linha (d7) acesa:

N OO o B W DN
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Como queremos subir para as quatro primeiras linhas, nosso raciocinio deve
ser sempre procurar subir no tabuleiro. Logo, € interessante o primeiro movimento

ser subindo.

~N | OO o B~ W N

Se eu subir a casa d5, eu inviabilizo a casa d6 de subir. Logo, faremos o

movimento para abrir caminho para d6, apagando d5 e acendendo e5 e f5.

~N (OO o B~ W DN
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Assim podemos fazer o movimento de apagar d6 e acender d5 e d4.

~N (OO | o bW DN

Seguindo a mesma légica, vamos abrir o caminho para d5, apagando d4 e
acendendo c4 e b4.

~N (OO o B~ W DN
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Os outros trés movimentos s&o similares, apagando d5, e5 e f5 e acendendo

d4, d3, e4, e3,f4 e f3

~N (OO | o bW DN

Que é uma solugao para o problema. Porém, ndo devemos escrever assim,

pois 0 enunciado pede a sequencia de operagdes. Logo, vamos formalizar esta

solugao.

As acesas inicialmente sao b4, c4, d3, d4, e3, e4, f3 e f4

Quadro de movimentos:

MOVIMENTO APAGA APAGA ACENDE

1 d3 d4 d5
2 e3 e4 ed
3 f3 f4 f5

4 b4 c4 d4
5 d4 d5 dé
6 f5 ed5 d5
7 d5 dé d7

Note que d7 € a unica casa acesa do tabuleiro e que esta na ultima linha

como pediu o enunciado.
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3.3COBERTURA DE TABULEIROS ( POLIMINOS )

A ideia desta secdo é desenvolver o raciocinio de cobertura de tabuleiro
através de polimindés, que s&o pecas obtidas unindo-se quadrados 1x1 pelas
arestas. Por se tratar de um assunto muito atraente, ele se destaca nas principais
olimpiadas de matematica. Cobrir tabuleiro com poliminés € como completar as
pecas de um quebra-cabega e para isso, precisamos de raciocinio légico de
combinagbes que nos levem ao objetivo da cobertura. Vamos comegar a
desenvolver essa técnica de cobertura de tabuleiro mostrando as pegas de alguns

poliminds:

e Domind

e Trimind

Trimino reto L-trimino

e Tetramind

Quadrado Tetramino reto Ltetraminé T-tetramino Z-tetramino

80s pentaminds possuem 12 pecas e os hexaminds 35 pegas. O niimero de

pecas de um polimind a partir da ordem sete é grande e ndo convém mostrar aqui.

8 Informacgdes retirada das paginas 64 e 65 do livro “21 Aulas de Matematica Olimpica” do
Carlos Yuzo Shine, Editora SBM.
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Problema 1 - (OBM 2013 - Nivel 1 — 12 Fase)

Luisa tem seis pecas iguais formadas por 4 quadradinhos de area 1. Ela
quer encaixar todas essas pegas no quadriculado formado por 24 quadradinhos
de area 1 e ja colocou uma dessas pecgas, em destaque na figura abaixo, e as
pecas podem ser colocadas em qualquer orientacdo. De quantas maneiras

diferentes ela pode terminar seu trabalho?

A)2 B)3 C)4 D)5 E)6

Solugao:
S6 ha uma possibilidade para encaixar uma pega que cubra as duas primeiras
casas da primeira coluna, que € colocar uma peca na posicao vertical conforme a

figura (peca vermelha):

Agora, vamos pensar para encaixar nossa segunda pega. Analisando a figura
vemos que as duas ultimas casas da primeira coluna obrigatoriamente tém que
receber uma pecga na posi¢cao horizontal, que pode ser disposta de duas formas

diferentes, conforme as figuras abaixo:

1°modo 2°modo



45

A partir do 1°modo s6 temos uma forma de continuar o preenchimento

Assim, com esta configuragdo temos uma maneira de completar o

quadriculado.

Ja com o 2° modo, temos trés modos de encaixar a proxima peca

Modo 2.1 Modo 2.2 Modo 2.3

Analisando o0 modo 2.1, s6 teremos uma maneira de encaixar 0s proximos

quadriculados.
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Assim como no modo 2.1 o0 modo 2.2 também sé tem uma maneira de

completar o quadriculado.

Ja o modo 2.3 possui duas maneiras de completar o quadriculado

12 maneira:

22 maneira

Desta forma, o 2°modo possui quatro maneiras distintas de se completar o
quadriculado.
Logo, Luisa possui 5 maneiras diferentes de terminar seu trabalho.
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Problema 2 - (OBMEP 2014 — Nivel 2 - 22 Fase)

Maria possui muitas pecas, todas iguais, formadas

por quatro quadradinhos, como mostra a figura ao lado. Sem

sobrepor pecas, ela tenta cobrir todas as casas de varios

tabuleiros quadrados, fazendo coincidir aos quadradinhos

das pecas com os do tabuleiro.

a) Desenhe na figura abaixo uma maneira de cobrir um tabuleiro 4X4 com

essas pegas.

b) Expligue por que nenhum tabuleiro quadrado pode ser coberto com
exatamente vinte pecas.
c) Explique por que Maria nunca conseguira cobrir um tabuleiro 10X10 com

suas pegas.
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Solugao:
a) Vamos pintar de vermelho a casa da primeira linha e primeira coluna para
fixarmos a colocagcdo da primeira peca, e isso podemos fazer de dois

modos.

Fixada a primeira pega, basta agora encaixar as outras pegas para cobrir 0

tabuleiro.

Desta forma, as figuras acima apresentam as duas unicas formas possiveis, a

menos da rotacéo, de cobrir o tabuleiro 4x4 com essas pecas.

b) Cada peca possui 4 quadrados. Desta forma, com 20 pecgas teremos
4x20=80 quadrados. Como 80 ndao é um numero quadrado perfeito, pois
80 = 2*x 5, ndo é possivel cobrir um tabuleiro quadrado com 20 pegas.

c) Para cobrir um tabuleiro 10x10, Maria necessita de 25 pecas, pois cada
peca possui 4 quadrados e 4x25 = 100 = 10x10. Do item a) podemos
observar que cada pecga cobre 3 quadradinhos de uma cor e 1 da outra

cor. Assim, o tabuleiro através da distingado das cores das casas, possui
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dois modelos de pecas. O modelo 1 que cobre exatamente uma casa
amarela e trés azuis e o modelo 2 que cobre trés casas amarelas e uma
azul.

Supondo que Maria conseguisse cobrir o tabuleiro com as 25 pecas e
sabendo que o tabuleiro possui 50 casas amarelas e 50 casas azuis, teremos duas
situacdes a analisar:

12 situagdo: o numero de pegas do modelo 1 é par.

Se isso ocorrer o numero de pegas do modelo 2 € impar pois, s6 a soma de
par com impar pode resultar em 25. Nesta situacdo, teriamos um numero impar de
casas azuis pois, 3 x par + impar resulta em um numero impar. Esta situacdo é
absurda porque o numero de casas azuis € 50 que € par.

22 situacao: o numero de pecas do modelo 1 impar.

Se isso ocorrer o numero de pecas do modelo 2 é par pois, s6 a soma de par
com impar pode resultar em 25. Nesta situagdo, teriamos um numero impar de
casas amarelas, pois 3 x par + impar resulta em um numero impar. Esta situagcao é

absurda porque o numero de casas azuis € 50 que € par.

Problema 3 — (OLIMPIADA DE MAIO — Nivel 2 — 2008)

Matias cobriu um tabuleiro quadrado de 7x7, dividido em casas de 1x1,

com pegas dos trés tipos a seguir

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3

sem buracos nem superposicoes, e sem sair do tabuleiro.

Cada peca do tipo 1 cobre exatamente 3 casas e cada peca do tipo 2 ou
do tipo 3 cobre exatamente 4 casas.
Determine a quantidade de pecas do tipo 1 que Matias pode ter utilizado.

(As pecas podem girar e ser viradas).
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Solugao:

Para cobrir o tabuleiro, nossa ideia fundamental € marcar este tabuleiro antes
de dispor as pecgas. Conforme vimos na seg¢ao 3.1, onde tratamos de marcagao de
casas, toda marcacgao nossa deve ter uma légica e cumprir um determinado objetivo.
Aqui vamos nos propor marcar o tabuleiro de modo que cada pega possa, no
maximo, cobrir uma dessas casas pintadas, pois assim podemos definir o numero

minimo de pegas que podemos utilizar.

H H H N
H E H N

H H H N
H HH N

Note pela marcacao do tabuleiro acima, que Matias utilizaria, pelo menos, 16
pecas para cobrir todo o tabuleiro.
Desta forma, se a, b e ¢ sdo as quantidades de pecas do tipo 1, tipo 2 e tipo
3, respectivamente, que Matias pode ter usado, entdo teremos:
a+tb+c=16 (I).
Agora, se contarmos o numero de casas teremos:
3a+4b+4c=49(ll)
Multiplicando por 4 a inequacgao (), temos:
4da+4b +4c =64
a+3a+4b+4c=>64
(1)
Substituindo (Il) em (I):
a+49 =64
a=64-49
az15

Portanto, Matias utilizou no minimo 15 ou 16 pecgas do tipo 1.



51

Porém, se considerarmos a = 16, teremos pela equacéo (ll) que:
316 +4b +4c =49
Logo, 4b + 4c = 1. Como 1 ndo é multiplo de 4, temos que Matias usou
exatamente 15 pecas do tipo1.

Exemplo:
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3.4REDUCAO A UM CASO MENOR

Muitas vezes nos deparamos nas olimpiadas de matematica com problemas
envolvendo tabuleiros mxn, contendo linhas e colunas muito grandes, até mesmo
infinitas. Estes casos sao impossiveis transportar para o papel. Entretanto, podemos
verificar recorréncias que, aplicadas em um caso menor, estabelecem um padrao
que nos leva aos resultados. Nesta secao veremos alguns desses casos, onde, para
um tabuleiro suficientemente grande, conseguimos uma versao reduzida que nos
apresenta resultados similares.

Para melhor compreensao do assunto, vejamos as resolugdes dos problemas

a sequir.

Problema 1 — (OBM 2008 — Nivel 2 — 3? Fase)

Em cada casa de um tabuleiro n x n, colocamos um dos numeros 1, 2, 3, 4, de
modo que cada casa tem exatamente uma casa vizinha com 0 mesmo numero.
E possivel fazer isso quando

(@) n=20077

(b) n =2008?

Observagao. Duas casas sao vizinhas se possuem um lado em comum.

Solugao:

Inicialmente, vamos observar o padrdao que temos. Cada casa deve ter
exatamente uma casa vizinha com o mesmo numero. Logo, estamos falando que
deve existir um domin6é que contenha 0s mesmos numeros e sera encaixado nas
casas do tabuleiro e nunca podemos ter domindés com os mesmos numeros tendo

lados adjacentes.



Vejamos dois exemplos em um tabuleiro 4x4:

1141114
1141114
213]12]3
213]12]3

(1)

ou
1111414
212]13]3
4141111
31312]2

(I1)
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No primeiro tabuleiro utilizamos dominds na vertical e conseguimos um

exemplo de configuragao desejada pelo enunciado.

Domind na vertical

Ja no segundo tabuleiro, a configuracdo do problema foi fechada com

dominds na horizontal.

Domind na horizontal
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Vamos pensar nas figuras (1) e (II) como se fossem espécies de “carimbos”. O
tabuleiro 8 x 8 pode ser “carimbado” de modo que cumpra as exigéncias do

enunciado. Vejamos como fica se utilizarmos a figura (ll):

w2l |-
3N IF G I O PSR (YU IO [ OO N
Nl Id]m o |~
Nl laId]m o |~
w2 lwln]d |-
w2l |-
N =]l Id]m|w ]|~
Nl=]wlrId]m|w]|s~

Se expandirmos a ideia, chegaremos a conclusdo que podemos usar esses
carimbos em tabuleiros do tipo 4n x 4n. Logo no tabuleiro 2008x2008 é possivel,
pois 2008 = 4 x 502. Entretanto, para um tabuleiro 2007x2007, essa disposi¢cao &
impossivel, jd que ndo seria possivel “carimbar’ todo o tabuleiro. De fato, um
tabuleiro 2007x2007 tem um numero impar de casas, logo € impossivel cumprir a

exigéncia do enunciado, pois ndo encaixariamos todas as pec¢as do nosso domind.
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Problema 2 - (Olimpiada Iberoamericana de Matematica — 2008)

Os numeros 1, 2, 3, . . ., 20082 sdo distribuidos num tabuleiro 2008 x
2008, de modo que em cada casa haja um numero distinto. Para cada linha e
cada coluna do tabuleiro calcula-se a diferenca entre o maior e o menor dos
seus elementos. Seja S a soma dos 4016 numeros obtidos.

Determine o maior valor possivel para S.

Solugao:

Inicialmente vamos frisar que a importancia de usar um tabuleiro menor em
um problema desse tipo € visualizar de modo mais simples o comportamento da
questao e expandir o raciocinio para casos maiores.

Queremos maximizar o valor de S. Como o tabuleiro tem um numero par de
casas e € um tabuleiro quadrado, vamos observar o que fariamos para maximizar as

diferengas em um tabuleiro 4 x 4.

1616 ]|5]| 2|

=15 =9 =11 =13

Deste tabuleiro menor podemos destacar que:

1. As casas destacadas em amarelo nao influenciam em nada as diferencgas e a
soma S é alcangada com a seguinte expressao:
2x(16+15+14+13)-2x(1+2+3+4)=96
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2. Se pensarmos em uma nomenclatura semelhante a matrizes, os elementos
da diagonal principal sdo os menores numeros e da diagonal secundaria os

maiores numeros.

Vamos utilizar o mesmo raciocinio pensando agora em um tabuleiro n x n com
n par.

Vamos considerar a sequéncia de numeros K=(1, 2, 3, ..., n, ..., n%1, n2)

Os n menores numeros séo (1, 2, 3, ..., n-1,n)

Os n maiores nimeros sdo (n% n1, ..., n-n+1)

Conforme o item (2), vamos distribuir os n menores numeros na diagonal
principal do tabuleiro e os n maiores na diagonal secundaria. Conseguimos
chegar a conclusao o disposto no item (1) também se aplica a este tabuleiro nxn.
Logo, temos

S=2x(n*+n*-1+n*=2+...+n°—n+1)=2x(1+2+3+..+n) Utilizando
a formula de Soma de Progressdes aritméticas:

S=2%((n*+ (n*-(n—1)))*(n/2) - (1 + n)*(n/2))

S=(n*+(n*-(n-1)))*(n) - (1 +n)*(n) S = (2n* — n + 1)*(n) — (n* + n)

S=2n*-n*+n-n*-n

S =2n*-2n?

S=2n?(n-1)

Como nosso n no caso é 2008, temos como solugao 2 x 20082 x 2007 =
16.184.704.896.

Logicamente em uma olimpiada de matematica nao seria necessario efetuar a

multiplicagao.
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Problema 3 - (Olimpiada de Maio — 2007)

Seja n > 2 um inteiro par. Nas casas de um tabuleiro de nxn devem-se
colocar fichas de modo que em cada coluna a quantidade de fichas seja par e
distinta de zero, e em cada linha a quantidade de fichas seja impar. Determinar
a menor quantidade de fichas que precisamos colocar no tabuleiro para cumprir
esta regra. Mostrar uma configuragao com essa quantidade de fichas e explicar

porque com menos fichas ndo se pode cumprir a regra.

Solugao:

Aqui temos que buscar uma situagdo que seja necessaria e suficiente para
resolver o problema.

Inicialmente vamos analisar a situagdo das colunas. Este tabuleiro tem n
colunas. Logo, como cada coluna tem que ter pelo menos duas fichas, podemos
afirmar desde ja que temos que usar pelo menos 2n fichas.

Se conseguirmos uma configuragdo com todas as linhas com uma quantidade
impar de fichas e 2n fichas no total, conseguimos resolver nosso problema.

Vamos avaliar o menor tabuleiro possivel para o problema que é o 4 x 4:
Queremos tentar resolver nosso problema com 2n fichas, que no caso sao 8 fichas.

Inicialmente usaremos a estratégia de por uma ficha em cada diagonal.

0]
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Ja utilizamos 4 fichas. Nos restam apenas quatro. Vamos pegar estas fichas

restantes e pensar em duas pecgas de dominds conforma a figura abaixo:

0|0 0|0

Vamos encaixar estas pegas nas linhas de modo que nenhuma coluna seja
ocupada por mais de duas pecas.

©)

Esta claro que conseguimos resolver o problema do tabuleiro 4x4 com 8
fichas. Se estendermos o raciocinio para um tabuleiro nxn, iremos chegar a
conclusdo que é possivel chegar a solugdo do problema proposto utilizando 2n
pecas e preenchendo o tabuleiro com n pecas nas casas da diagonal e utilizando n/2

dominds nas linhas de modo que nenhum ocupe a mesma coluna.

©) 00
O} NORIN©)
O
0]
0|0 )
)
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Exemplo de situacdo ndo permitida: uma coluna com duas pegas (conforme

marcado em azul)

O 0|0 0|0

Exemplo de uma configuragédo possivel em um tabuleiro 12x12.



3.5SIMETRIA EM JOGOS
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Existem variados jogos que vem sendo abordados em problemas de

olimpiadas de matematica no qual exige-se do aluno a descoberta de uma estratégia

vencedora de um dos jogadores, ou seja, que um deles possa ganhar sempre,

independentemente de como seu adversario jogue. Consideraremos nesta seg¢ao

jogos de jogadores que se alternam nas jogadas e que sao obrigados a jogar na sua

rodada. Além disso, suponhamos que os dois jogadores ndo cometam erros, afinal

queremos descobrir qual jogador possui uma estratégia vencedora. A técnica

abordada nesta se¢éo € baseada na ideia de simetria, que € uma estratégia simples

e comum em problemas olimpicos.

Problema 1 — (OBM 2004 - Nivel 1 — 3? Fase)

Arnaldo e Bernaldo disputam um jogo num tabuleiro 2 x n:

As pecgas do jogo sdo dominos 2 x 1. Inicialmente Arnaldo coloca um dominé
cobrindo exatamente duas casas do tabuleiro, na horizontal ou na vertical. Os
jogadores se revezam colocando uma pega no tabuleiro, na horizontal ou na
vertical, sempre cobrindo exatamente duas casas do tabuleiro. Nao é

permitido colocar uma pega sobre outra ja colocada anteriormente

_________________________ A ——

ka3
T
|
[

[
IEpsaretied yebeseers|
[

[
|
4+
[
|
[
LEARIRLE

ri

Quem nao conseguir colocar uma pecga no tabuleiro perde.

————— Dromindg na vertical

_.n'Jﬁu.lr'ur] na Jrfn-.l':rjrrn.f.f_ i ) ) o
Qual dos dois jogadores tem uma estratégia vencedora, ou seja, uma
estratégia que o leva a vitéria quaisquer que sejam as jogadas de seu
adversario, para:
(@) n=20047
(b) n =20057?
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Solugao:
No item (a) temos um numero par de colunas. Utilizando o pensamento visto

na secgao anterior, jogaremos em um tabuleiro 2x8.

Vamos pensar na dinamica deste jogo. A estratégia vencedora é colocar a
ultima pecga no tabuleiro, pois isto impossibilita o0 nosso adversario de jogar. Vamos
supor que Arnaldo comegou pondo a pecga na posigao mostrada abaixo: (para fins de

ilustracdo, vamos utilizar as pecas vermelhas para Arnaldo e as azuis para Beraldo).

Agora Beraldo vai utilizar a estratégia da simetria, ou seja, fazer a mesma
jogada que Arnaldo utilizando um ponto de simetria. O que significa isso? Beraldo
vai achar o ponto central da figura e reproduzir a jogada de Arnaldo simetricamente,
conforme o ilustrado:

PONTO DE SIMETRIA

Z

Mantendo a légica, obteremos o seguinte resultado:
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Como cada jogador pés 0 mesmo numero de pegas, a vez de jogar é de
Arnaldo. Como ele n&o tem a possibilidade de encaixar nenhuma peca, ele perdeu o
jogo.

O raciocinio para n = 2004 ¢é similar, pois Beraldo vai manter as jogadas de
modo simétrico e Arnaldo n&o ira conseguir gerar situagdes que o faga vencer o
jogo. Logo, para 2004 jogadas teremos como vencedor sempre Bernaldo, o segundo
jogar, sendo necessario e suficiente que coloque, a cada jogada, o dominé na
mesma posic¢ao (vertical ou horizontal) que Arnaldo de forma simétrica, utilizando a
estratégia do ponto de simetria.

Ja no item (b), para n = 2005, quem vence é Arnaldo, pois apds colocar o
primeiro domind na posigao vertical na primeira ou na ultima coluna, ele podera
utilizar a mesma estratégia de Beraldo no item (a).

Generalizando podemos concluir que, a estratégia vencedora desse jogo se
verifica através da paridade de n. Se n for par, quem comega o jogo perde e se n for
impar quem comecga ganha. Basta que os jogadores sigam as técnicas utilizadas

nos itens (a) e (b) da solugao acima.
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Problema 2 — (OBM 2002 - Nivel 1 — 3? Fase)

Sao dados um tabuleiro de xadrez (8X8) e palitinhos do tamanho dos lados
das casas. Dois jogadores jogam alternadamente e, em cada jogada, um dos
jogadores coloca um palitinho sobre um lado de uma casa do tabuleiro, sendo
proibido sobrepor palitinhos.

Vence o jogador que conseguir completar primeiro um quadrado 1X1 de
palitinhos. Supondo que nenhum jogador cometa erros, qual dos dois jogadores
tem a estratégia vencedora, ou seja, consegue vencer independentemente de

como jogue seu adversario?

Solugao:
Visualizando um tabuleiro 8X8 reparamos que suas casas possuem posicoes
simétricas em relagao ao centro do tabuleiro, localizado no ponto vermelho na figura

abaixo.

(Os lados pintados de vermelho s&o simétricos em relagéo ao centro do tabuleiro.)




64

O objetivo do jogo é completar primeiro com palitinhos um quadrado 1x1. Vale
observar que se algum jogador puser o terceiro palito em um quadrado ele perde.

Exemplo:

Se colocar o palito vermelho perde!

O vermelho perde, pois o azul vai poder fechar o quadrado.

Entdo vamos raciocinar. N6s nao queremos de jeito nenhum colocar o terceiro
palito em um quadrado. Logo, temos que forgar o nosso adversario a fazer isso. Pela
l6gica, se ele joga primeiro, ele tem que ser o primeiro a colocar o terceiro palito e
nos temos que forga-lo a isso.

Vamos fazer isso utilizando a simetria, pois se cada vez que ele fizer um
movimento nds fizermos a mesma coisa, ele vai ficar sem op¢des antes da gente.

Portanto, quando ele for obrigado a pér o terceiro palito no quadrado, nos
vamos e fechamos esse quadrado ganhando o jogo. Vejamos um jogo onde quem

comeca € o palito vermelho:
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Ambos puseram a mesma quantidade de palitos até agora. Logo € a vez do
vermelho jogar. Ele é obrigado a pér o terceiro palito e fatalmente perder o jogo.
Podemos ver que o azul sempre posicionou seus palitos de forma simétrica ao
vermelho em relagao ao centro do tabuleiro.

Observando a simetria acima, o segundo jogador entdo sempre vencera o
jogo se puser seu palito simetricamente oposto, em relagdo ao centro, a cada jogada
do primeiro jogador. Vale observar que o segundo jogador deve abandonar a
estratégia assim que o seu adversario puser o terceiro palito, pois ele tera a
oportunidade de completar o quadrado.

Problema parecido, e ainda mais interessante, caiu no mesmo ano e fase da

questao anterior, s6 que agora no nivel 2. Vejamos a seguir.

Problema 3 — (OBM 2002 - Nivel 2 — 32 Fase)

S&o dados um tabuleiro quadriculado m x n e palitinhos do tamanho
dos lados das casas. Dois jogadores jogam alternadamente e, em cada
jogada, um dos jogadores coloca um palitinho sobre um lado de uma casa do
tabuleiro, sendo proibido sobrepor palitinhos.

Vence o jogador que conseguir completar primeiro um quadrado 1 x 1
de palitinhos. Supondo que nenhum jogador cometa erros, qual dos dois
jogadores tem a estratégia vencedora, ou seja, consegue vencer

independentemente de como jogue seu adversario?

Solugao:

No problema anterior resolvemos um tabuleiro 8X8 a partir da simetria dos
lados em relagao ao centro. Percebemos entdo, que nesse novo problema devemos
encontrar a simetria do tabuleiro m x n. Para isso, observaremos as paridades de m

en.
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Se m e n sdo pares devemos ter a simetria dos lados das casas em relagao
ao centro.

par X par

Se m e n sdo ambos impares devemos ter a simetria dos palitos em relacao a
casa central do tabuleiro, vejamos:

impar X impar

Nos casos em que as paridades de m e n sao iguais, o segundo jogador tera
uma estratégia vencedora jogando simetricamente em relagdo a cada jogada do
primeiro jogador. Quando o primeiro jogador colocar o terceiro palito em uma das
casas, 0 segundo jogador abandona a estratégia e completa a casa com o quarto
palito e vence o jogo.

Agora, vamos analisar quando m e n tém paridades diferentes. Como

exemplo, mostraremos o que acontece quando jogamos num tabuleiro 3X4.
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A simetria nesse tabuleiro 3x4 ocorre a partir do lado central do tabuleiro,
paralelo em relacdo a m=3 (impar). A estratégia agora cabe ao primeiro jogador,
colocando seu primeiro palito neste lado (destacada de vermelho na figura acima) e
em seguida imitar simetricamente as jogadas do segundo jogador, em relagdo ao
lado central pintado de vermelho. Quando estiver todas as casas preenchidas com
dois palitos e a vez do segundo jogar preenchendo uma casa com trés palitos e ai o
primeiro jogador vence a partida colocando o quarto palito na casa.

Neste caso de m e n terem paridades diferentes, a simetria ocorre no lado

central paralelo a “m” ou “n” impar. Repare na figura:

par X impar

Em resumo, se m e n tem paridades iguais o segundo jogador tem a
estratégia vencedora e se m e n tem paridades diferentes o primeiro jogador tem a

estratégia vencedora.
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4 JOGOS DE TABULEIRO EM SALA DE AULA

O intuito deste capitulo € mostrar como levamos a sala de aula trés jogos de
tabuleiro que estimulam a interagcdo social dos alunos, através de competicbes
matematicas que possibilitem o desenvolvimento do raciocinio sobre a técnica de
simetria em jogos de tabuleiro.

As aulas foram aplicadas na Escola Municipal Cora Coralina, situada na
cidade do Rio de Janeiro. Como nao existia nenhum programa de treinamento
olimpico de matematica na escola, tivemos que criar uma turma com alunos
voluntarios que queriam se preparar para a prova da OBMEP. Dentre esses alunos
ja existiam duas alunas medalhistas da OBMEP e Canguru de Matematica. Eles
eram todos do segundo segmento do Ensino fundamental.

Para isso, elaboramos trés aulas com jogos de tabuleiro encontrados em
exercicios olimpicos que foram adaptados para a sala de aula. O nosso objetivo era
desenvolver o raciocinio do aluno em relacdo a estratégia vencedora aplicada
nesses jogos. Posteriormente, sera aplicado um problema nos moldes do jogo com o
intuito de facilitar o caminho da solugdo da questdo. A principio, os alunos acham
esses jogos divertidos e faceis por estarem em contato direto com eles. Em
consequéncia disso, por vezes, resumem 0 jogo com o seguinte pensamento “Se ele
fizer isso, farei aquilo” como fonte de estratégia vencedora. A partir dai que surgem
as dificuldades quando eles tentam montar uma estratégia efetiva que os permita
vencer sempre e posteriormente demonstrar que os seus argumentos utilizados
sempre os levarao a vitoria.

Os trés jogos foram apresentados em aulas com duragdo de duas horas e
trinta minutos. No inicio, as regras e o objetivo do jogo foram bem explicados,
assegurando que os alunos entendessem como se joga. Além disso, foi permitido
que eles jogassem diversas vezes para descobrirem uma estratégia vencedora sem
nenhum tipo de auxilio do professor.

Apés terem jogado exaustivamente, resolveram um problema com o perfil do
jogo. E no final de cada aula, foi apresentada a técnica de simetria em jogos através

do jogo e do problema apresentado.
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4.1 JOGO 1

O jogo é constituido por:
e 1 Tabuleiro 2x12.

e 12 pecas de dominos.

e 2jogadores.

Regras do jogo

e Dado tabuleiro 2x12 com cores alternadas (tipo xadrez), dois jogadores se
revezam cobrindo pares de quadrados com dominés.

e Cada domind consiste em um retdngulo com 1 quadrado de largura e 2
quadrados de comprimento (que podem ser colocados na posi¢cao horizontal
ou vertical).

e Um domindé ndo pode ser colocado com um quadrado em cima de outro
dominé.

Objetivo do jogo

e Perde o jogador que ndo conseguir colocar seu dominé.
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Problema proposto apés o Jogo 1

Arnaldo e Bernaldo disputam um jogo num tabuleiro 2xn:

As pecas do jogo sao dominds 2x1. Inicialmente Arnaldo coloca um domino
cobrindo exatamente duas casas do tabuleiro, na horizontal ou na vertical. Os
jogadores se revezam colocando uma pega no tabuleiro, na horizontal ou na vertical,
sempre cobrindo exatamente duas casas do tabuleiro. Nao é permitido colocar uma

pecga sobre outra ja colocada anteriormente.

| |
| |
[ |
| |
B R e e e +———-
| |
[ |
I |
| |

I y
I 1
n

Quem nao conseguir colocar uma pega no tabuleiro perde.

————— Damind na vertical

Daming na harizontal
Qual dos dois jogadores tem uma estratégia vencedora, ou seja, uma

estratégia que o leva a vitoria quaisquer que sejam as jogadas de seu adversario,

para:
(@) n =20047
(b) n =20057?

4.1.1 Estratégia vencedora do Jogo 1

O Jogo 1 é um tabuleiro 2x12 e a estratégia esta em observar a simetria do
tabuleiro em relagao ao centro do tabuleiro, conforme a marcagao em vermelho do

tabuleiro abaixo.




71

A partir dai, o segundo jogador monta a sua estratégia jogando
simetricamente em relagdo ao centro, os dominds que o primeiro jogador colocar na
vertical. J& os domindés que o primeiro jogador colocar na horizontal, o segundo
jogador deve colocar seu dominé simetricamente ao centro e invertido. Vejamos na
figura abaixo um exemplo de jogada simétrica, em relagdo ao centro do tabuleiro,

com dominos na horizontal.

Dominé azul — jogada do 1° jogador.

Dominé verde — jogada do 2° jogador.

Seguindo essa estratégia até o final, o segundo jogador possui uma estratégia

vencedora ndo importando como jogue o primeiro jogador.

4.1.2 Solugao do problema proposto apds o Jogo 1

Esse problema ja foi resolvido na subsecgao 3.5, problema 1, paginas 61 e 62.

4.1.3 Acgdes do Jogo 1

¢ Receptividade

Os alunos receberam o jogo com entusiasmo e o acharam interessante.

e Duvidas

A Unica duvida que os alunos tiverem foi em relagdo a realizar jogadas que
deixassem casas vazias sem a possibilidade de serem preenchidas por um domind

por qualquer jogador.
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4.1.4 Estratégias do Jogo 1 apresentada pelos alunos

Apenas duas alunas, em um total de sete presentes na aula, expuseram suas
estratégias, os demais jogaram sem possuir alguma estratégia.

A aluna 1, percebeu que o tabuleiro do jogo tem um numero par de casas, ou
seja, tem 24 casas. E, o domin6 cobre 2 casas que também é par. Entdo, se
comegasse 0 jogo, teoricamente perdia. Porém, se deixasse um numero impar de
casas isoladas sem que o segundo pudesse encaixar seu domind, ela venceria.
Caso contrario, se ela fosse a segunda a jogar, deixava um numero par de casas
isoladas sem possibilidade de encaixe de um domino pelo primeiro jogador.

Ao ser questionada se sempre venceu com essa estratégia, ela respondeu
que havia perdido algumas partidas quando as comecou.

Ja a aluna 2, observou que a estratégia sé deu certo quando foi a segunda a
jogar, pois ela casava os dominds igualmente ao seu adversario. Como exemplo, se
ele colocasse o domind na horizontal, ela encaixava sua pega na horizontal em cima
ou embaixo do domindé que o primeiro jogador colocou e se ele encaixasse na
vertical ela colocaria a esquerda ou a direita dessa peca.

Quando questionada se ela sempre venceu com essa estratégia, respondeu

que sim.

4.1.5 Resultados obtidos com o problema

Apenas a aluna 1 apresentou solucdo para o problema. Os demais alunos
nao fizeram ou apresentaram resposta incoerente.

No item (a), a aluna 1 fracionou o tabuleiro 2x2004 em 167 tabuleiros 2x12.
E, a partir dai, utilizou a estratégia vencedora apresentada pelo o aluno 2 durante o
jogo. E concluiu que o segundo jogador possui uma estratégia vencedora.

Ja no item (b), ela percebeu que se tratava de um tabuleiro com numero
impar de colunas, ou melhor, ela justificou que o tabuleiro 2x2005 é um tabuleiro
2x2004 mais um tabuleiro 2x1. Assim, ela conclui que agora o primeiro jogador
possui a estratégia vencedora, bastando para isso colocar o primeiro dominé na

primeira coluna e na posig¢ao vertical e a partir dai, utiliza a ideia do item (a).
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Vejamos a solugéo apresentada:

4.1.6 Conclusbes da aula
Nenhum aluno descobriu a estratégia vencedora do jogo a partir da nossa
estratégia que era a simetria em relagdo ao centro do tabuleiro, no qual era o nosso
objetivo inicial. Porém, a aluna 2, quando mostra sua estratégia, vé-se que ela se
utiliza de elementos de simetria quando diz “casava os dominés igualmente ao

primeiro jogador”. Logo podemos dizer que o experimento com o Jogo1 teve efeito,
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pois, uma aluna conseguiu determinar uma estratégia vencedora eficaz utilizando
intuitivamente a técnica de simetria.

Diante disso, vamos analisar as estratégias apresentadas por elas:

A aluna 1, tentou mostrar uma estratégia que a fazia vencer ndo importando
se é a primeira ou a segunda a jogar, o que € equivocado.

Analisando a estratégia da aluna 1 e supondo que dois jogadores joguem sem
cometer erros, vamos supor que o primeiro a jogar utilize essa estratégia. Basta
apenas que o segundo jogador utilize a estratégia apresentada para o Jogo 1, ou até
mesmo a estratégia vencedora da aluna 2 para anular essa estratégia.

Agora, sendo o segundo a jogar e utilizando essa estratégia apresentamos a
seguir um modelo de jogo finalizado em que o primeiro jogador vence a partida com

duas casas isoladas sem a possibilidade de encaixe de domind.

6 42 | 42 & |2 1

62 52 | 52 3 | 22 32

1° Jogador - dominé azul (6 jogadas)

2° Jogador - dominé verde (5 jogadas)

Ja a estratégia da aluna 2 s6 funcionou, pois 0 numero de colunas € par. Se
fosse um numero impar de colunas a estratégia nao funcionaria para o segundo

jogador. Vejamos um exemplo com um tabuleiro 2x11.

3a 43 2a 23 5a 1 a 1 a

33 48 23 28 58 1 a 1 a

Dominé azul — Primeiro jogador

Dominé verde — Segundo jogador

Reparamos neste tabuleiro que o numero de dominds azuis sao 6 pecas e o
de dominds verdes sao 5 pegas. Como o segundo jogador fica impossibilitado de

jogar, ele perde.
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Ao analisarmos agora a resposta do problema dada pela a aluna 1,
percebemos que no item (a), associou o tabuleiro maior 2x2004 como multiplo do
tabuleiro 2x12 visto no jogo, e com isso, intuitivamente utilizou a técnica de redugao
a um caso menor. Porém, ndo mencionou o ponto de simetria no centro do tabuleiro
2x2004.

Ja no item (b), percebeu que com a quantidade de colunas sendo impar a
estratégia vencedora mudaria do segundo para o primeiro jogar, utilizando
intuitivamente a técnica de cobertura com a ideia de paridade.

Um fato curioso é que a aluna 1 desenvolve sua resposta no problema com a
estratégia vencedora apresentada pela a aluna 2 durante o jogo. Essa situagao nos
propde que o jogo, no que tange a interagao social, apresenta uma oportunidade de

trocas de informacgdes que contribui para o aprendizado dos alunos.
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4.2 JOGO 2

O jogo é constituido por:
e 1 Tabuleiro de damas 5 X 5

e 25 pecas de Damas

e 2 jogadores

Regras do jogo

e Coloca-se uma pega em cada quadrado de um tabuleiro de Damas 5X5.

¢ Os jogadores se revezam retirando um numero arbitrario de pegas vizinhas ao
longo de uma linha ou de uma coluna.

Objetivo do jogo

e Vence o jogador que retirar a ultima peca.
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Problema proposto apés o Jogo 2

Coloca-se uma peca em cada quadrado de um tabuleiro 8x8. Dois jogadores
se revezam retirando um numero arbitrario de pecgas vizinhas ao longo de uma linha
ou de uma coluna. Vence o jogador que retirar a ultima pega. Qual jogador possui

uma estratégia vencedora?

4.2.1 Estratégia vencedora do Jogo 2

Observe que para esse jogo, o primeiro jogador possui uma estratégia
vencedora retirando inicialmente a peca de dama localizada no centro do tabuleiro
(pintada de vermelho) e a partir dai repete todas as jogadas do segundo jogador

simetricamente a essa casa.
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4.2.2 Solugéo do problema proposto apos o Jogo 2

No tabuleiro 8x8 o segundo a jogar possui uma estratégia vencedora se
observar que esse tabuleiro possui uma simetria em relagdo ao centro. Vejamos o

ponto de simetria no tabuleiro:

A partir dessa simetria o0 segundo jogador repete a jogada do primeiro a jogar,

simetricamente ao ponto de simetria.

4.2.3 Acdes do Jogo 2
¢ Receptividade
Eles receberam o jogo, ansiosos para jogarem.
e Duvidas
Os alunos tiveram duvidas durante o jogo quanto a quantidade de pecas a
serem retiradas por linha ou coluna. Fizeram perguntas se podiam retirar linhas ou
colunas inteiras ou se era valido na ultima jogada vencer o jogo retirando mais de

uma peca.

4.2.4 Estratégias do Jogo 2 apresentada pelos alunos
Estavam presentes na aula nove alunos, dos quais trés apresentaram uma
estratégia. Os demais alunos nao conseguiram desenvolver uma estratégia

vencedora.
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O aluno 1, apresentou como estratégia vencedora isolar o maior numero
possivel de pegas unitarias e a partir dai, observava a jogada do outro jogador e
fazia a conta para sobrar uma peca para ele no final do jogo. Ao perguntar esse
aluno se ele venceu, respondeu que havia vencido bastante.

Em uma linha de pensamento parecida com a do aluno 1, a aluna 2
apresentou como estratégia deixar um grupo de duas ou trés pecgas vizinhas para o
final do jogo. Ao ser questionada se havia vencido com essa estratégia, respondeu
que so venceu quando comegou 0 jogo.

Ja a aluna 3, observou que o tabuleiro tinha 13 casas brancas e 12 casas
pretas. Em cosequéncia disso, se comegasse 0 jogo retirava uma pega de uma casa
branca qualquer e em seguida retirava a mesma quantidade de pecas pretas e
brancas que seu adversario realizasse em cada jogada. Sendo a segunda a jogar,
retirava na primeira jogada o mesmo numero de pegas de casas pretas e brancas
que o adversario tirou na primeira jogada com mais uma pe¢a de uma casa branca,
nas jogadas seguintes, retirava a mesma quantidade de pecgas que seu oponente.

Ao ser questionada sobre seu desempenho no jogo respondeu que venceu todas.

4.2.5 Resultados obtidos com o problema

Apenas as alunas representadas por aluna 2 e aluna 3 da subsec¢ao anterior
apresentaram solugdes para o problema. Os demais ndo responderam ou
simplesmente responderam objetivamente qual jogador tinha a estratégia
vencedora.

Analisando a resposta da aluna 2, percebemos que ela apresentou a técnica
da simetria em jogos de acordo com a paridade do tabuleiro. Com essa ideia, ela
determinou que quando um tabuleiro quadrado for de ordem par, a simetria estaria
no ponto de intersegcédo das diagonais do tabuleiro e desta forma o segundo jogador
possuia a estratégia vencedora. E sendo o tabuleiro de ordem impar, o ponto de
simetria estaria na casa central que continha o ponto de intersecdo das diagonais do
tabuleiro, em consequéncia disso o primeiro a jogar detinha a estratégia vencedora.

Vejamos a sua solugao:



80

DDW GOWWONWY\% RAceoin wmwkmmm
o WWMWO\'MOW\@@W& RN Y minon,
emﬂmmﬁ%&awmmnmaew,—cwda&h-

Yo
4 yiown 0o qp»wdmo\&. Pou, ,,)g,oxqopo, A Kool Lvn -
dmﬂo»da Wbﬂ.% Wﬁ’m de Mo, DOVY\'DG’)IH’OM
;WLMWWMLWQ,W Yl o i neliloion £

Ja a aluna 3, apresentou uma solugdo preenchendo o tabuleiro 8x8 com
pares de numeros de 1 a 32 colocados simetricamente em relacdo ao centro do
tabuleiro. Em consequéncia a essa marcagao, conseguiu justificar que o segundo a
jogar, retirando as mesmas pecas marcadas que o primeiro a jogar, possuia uma

estratégia vencedora. Vejamos a sua solugao:
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4.2.6 Conclusdes da Aula

Nenhum aluno chegou ao objetivo do jogo que era descobrir uma estratégia
vencedora utilizando a técnica de simetria em jogos. Apenas a aluna 3 teve uma
ideia proxima a estratégia desejada, faltando apenas encaixar o padrao de retiradas
das pecas.

Nas estratégias dos alunos 1 e 2, basta o adversario ndo permitir que eles
consigam desenvolver suas ideais.

Em ambos os casos, cada vez que os alunos tentam implementar suas
estratégias, temos como objetivo em ndo deixar que isso acontega. Como ambos os

casos possuem a mesma logica, vejamos um exemplo onde o primeiro a jogar tenta
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executar a estratégia de isolar pecgas. Considere o jogador 1 o aluno com a

estratégia do isolamento e o jogador 2 seu adversario.

Jogador 1 Jogador 2 Jogador 1

Jogador 1

\

Bl l°

\

Jogador 2

Jogador 2

Como podemos observar, o aluno (jogador 1) perdeu. Logo sua estratégia

nao é sempre vencedora.
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Vamos agora analisar a estratégia da aluna 3. Inicialmente consideramos que
a aluna 3 comece o jogo (Jogador 1). Nossa estratégia aqui sera isolar duas pegas
de modo que esta aluna nao consiga retirar a mesma quantidade de pecas que a
gente. Como nds jogamos sem cometermos erros, N0sso primeiro movimento sera

na linha central para tirar a possibilidade da aluna executar um jogo por simetria.

Jogador 1 Jogador 2 Jogador 1

Jogador 2

Jogador 1 Jogador 2
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Este € um exemplo de jogo que a aluna 3 (Jogador 1) perde com sua
estratégia vencedora.

Agora, sendo a segunda a jogar, podemos mostrar que sua estratégia nao é
eficaz na primeira jogada. Bastando para isso que o primeiro a jogar retire uma linha
ou uma coluna inteira e, desta forma, a aluna 3 teria que retirar 6 pegas de uma so6
vez, 0 que é impossivel conforme a regra do jogo nesse tabuleiro.

Ja nos exercicios, tivemos bons resultados com as solugdes. A aluna 2
conseguiu associar o tabuleiro do jogo 5x5, que tem paridade impar de casas, com o
tabuleiro do exercicio 8x8, que tem paridade par de casas. Além disso, ela
conseguiu mostrar através de outros exemplos como os tabuleiros 6X6 e 7X7, que
de acordo com a paridade dos numeros de casas do tabuleiro, a estratégia
vencedora pertenceria a um dos jogadores, sendo impar para o primeiro jogador e
par para segundo jogador.

A aluna 3 além de observar uma simetria no centro do tabuleiro 8X8, fez uma
boa marcagao das casas que o fez perceber que ndo importando como o primeiro
jogador jogue, 0 segundo jogador sempre leva o primeiro a uma posigao perdedora.

Percebemos com esses resultados do problema que, mesmo néo
conseguindo de fato uma estratégia vencedora eficaz para o jogo, as alunas
conseguiram resolver o problema. Porém, isso nos propde que o jogo contribuiu

para um pensamento mais concreto para resolver o problema.
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4.3 JOGO 3

O jogo é constituido por:

1 Tabuleiro de papel 5 X 5

2 canetas

2 jogadores

Regras do jogo:

¢ Dois jogadores se revezam escrevendo X e O em casas de um tabuleiro 5X5.

e O primeiro jogador marca X e ganha um ponto por cada linha ou coluna que
contém mais X do que O.

e O segundo marca O e ganha um ponto por cada linha ou coluna que contém
mais O do que X.

Objetivo do jogo:

e Vence o jogador que fizer mais pontos.
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Problema proposto apés o Jogo 3

Tom e Jerry jogam o seguinte jogo. Eles se revezam escrevendo X e O em
um papel quadriculado 9X9. Tom é o primeiro a jogar e escreve O, enquanto que
Jerry escreve X. Ao final do jogo, Tom ganha um ponto por cada linha ou coluna que
contém mais O do que X, enquanto que o Jerry ganha um ponto por cada linha e
coluna que contém mais X do que O. Vence o jogador que fizer mais pontos.

Determine quem possui a estratégia vencedora.

4.3.1 Estratégia vencedora do Jogo 3

Para este jogo, o primeiro jogador possui a estratégia vencedora colocando
seu primeiro X na casa central (conforme tabuleiro abaixo) e depois responder a
cada jogada do segundo jogador com um X colocado simetricamente em relagdo ao

quadrado central (conforme casas em verde abaixo).

O

4.3.2 Solugao do problema apds o jogo 3

A solugdo desse problema € analoga a estratégia vencedora apresentada

para o Jogo 3.
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4.3.3 Agdes do jogo 3

e Receptividade
Os alunos receberam este ultimo jogo sem muita euforia, pois disseram que o
jogo é semelhante ao jogo da velha. Talvez por conter as mesmas marcagdes de X
e O.
e Duvidas
No inicio da aula alguns alunos tiveram duvidas em relagdo ao objetivo do
j0ogo, pois associaram esse jogo com o jogo da velha. Depois de algumas jogadas

essa duvida foi sanada.

4.3.4 Estratégias do Jogo 3 apresentada pelos alunos

Nessa aula estavam presentes seis alunos e apenas uma aluna apresentou
estratégia vencedora. Os outros cinco alunos jogaram sem perceber alguma
estratégia.

Ela utilizou a estratégia de quando comegasse 0 jogo, sempre marcar a casa
central (terceira linha com terceira coluna) e a partir disso, imitava o jogo do
adversario simetricamente a casa central do tabuleiro.

A aluna ao ser perguntada se sempre venceu com essa estratégia, respondeu
que sim, mas sO6 quando comegava o jogo. Além disso, expds que quando era a
segunda a jogar, ndo percebeu nenhuma estratégia vencedora e que aconteceu
todos os resultados possiveis, vencer, empatar e perder, mesmo que tivesse a
chance de na primeira jogada marcar a casa central para aplicar a simetria que tem

o tabuleiro.

4.3.5 Resultados com o problema

Com uma solugédo bem interessante, a aluna que observou a estratégia

vencedora durante o jogo no tabuleiro 5x5, conseguiu resolver o exercicio

mostrando argumentos para a veracidade de sua estratégia. Vejamos a solugao:
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4.3.6 Conclusoes da aula

Por ser a terceira aula dada a essa turma e por eles ja conhecerem a técnica
de simetria em jogos de tabuleiros, foi surpreendente que apenas uma aluna, dentre
seis alunos, conseguiu observar e apresentar a estratégia vencedora.

Fazendo uma analise do jogo com o problema, podemos perceber que o jogo
antes do exercicio possibilitou a aluna associar sua estratégia utilizada no jogo para
a criacao de argumentos que comprovassem sua estratégia vencedora em um
tabuleiro maior com as mesmas caracteristicas.

Além de mostrar a estratégia geométrica do jogo, que era utilizar a técnica de
simetria, ela faz uma marcagao de casas, outra técnica explorada neste trabalho.
Essas duas técnicas em conjunto, conduziram a aluna de forma didatica para a
solucao do exercicio.

Podemos perceber, ainda, que ela utilizou da contagem total de pontos (18
pontos) ao dizer que utilizando das técnicas garantiria 8 pontos para cada jogador e
que a unica possibilidade de vitéria nesse momento seria um dos jogadores garantir

dois pontos, ou seja, vencer por 10X8.
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5 CONCLUSOES

Este Trabalho de Conclusdo de Curso teve como objetivo produzir um texto
matematico abordando algumas técnicas de resolugbes de exercicios sobre
tabuleiros nas olimpiadas de matematica. Propds também, uma analise dos
resultados de trés aulas com problemas e jogos de tabuleiros em uma turma de
alunos voluntarios da rede publica que se preparavam para a prova da OBMEP.

Ao longo deste experimento percebemos que os alunos se motivaram muito
com a utilizagdo de material concreto na resolugao de problemas de tabuleiro, porém
observamos que, quando abstraimos o problema, eles ainda tém dificuldades, o que
nos leva a crer que esta ferramenta é util, mas deve ser usada por um periodo de
tempo maior e ndo deve ser a unica utilizada no ensino deste tipo de conteudo.

Em trabalhos futuros, além de estudarmos apenas o aspecto combinatorio da
solugdo destes problemas, podemos também interagir com relagbes geométricas,
propondo aos alunos a construcido destes tabuleiros e explorar solugcdes aritméticas
que visem o desenvolvimento e fortalecimento do calculo para estes alunos que,

infelizmente, ainda apresentam grandes dificuldades matematicas.
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