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RESUMO

Na ultima década, a aplicagcdo de avaliacbes externas peridédicas nacionais e

internacionais tais como SAEB, ENEM, PROVA BRASIL e PISA possibilitou o
monitoramento da evolucéo dos estudantes da educacao basica brasileira, indicando
uma piora crescente a medida que o aluno avanga na direcdo das séries finais do
ensino fundamental. Esse fato provoca uma defasagem ainda maior nos alunos
durante o ensino médio fazendo com que haja um déficit consideravel com relagcéao
ao nivel de aprendizagem esperado. Internacionalmente, o cenario se mantém. Na
edicdo de 2013 do PISA, o Brasil ocupou o 58° lugar entre 63 paises participantes
na avaliacdo em Matematica. O problema nao possui solucdo simples, pois envolve
questdes curriculares, formagcao de professores, escolas mal equipadas, gestao
escolar deficitaria, familias ausentes e alunos desmotivados.
O objetivo desse trabalho €& colaborar com os professores de Matematica,
principalmente do ensino médio, no sentido de fornecer subsidios para que as aulas
sejam mais dindmicas, envolventes, motivadoras e eficientes. Nesse sentido, estdo
destacados aspectos relevantes comuns a pratica diaria de professores de escolas
cujos alunos obtiveram destaque em avaliagées promovidas pela S.E.E. do Estado
de Sao Paulo. As estratégias de ensino propostas tém inicio com a apresentacao de
um video motivador sobre a sequéncia de Fibonacci e sua conexdao com a razao
aurea, a qual é o eixo condutor/motivador desse trabalho. Os aspectos histéricos das
sequéncias numéricas, definicbes, demonstracbes e féormulas da PA e PG sao
abordados em seguida juntamente com uma série de exercicios resolvidos para a
utilizacdo do professor. Também sao apresentadas curiosidades e aplicacées das
PAs e PGs aproximando a Matematica da realidade e motivando o aluno, de modo a
tornar a aprendizagem mais prazerosa e revestida de significado. Este trabalho é
finalizado com sugestdes de planos de aula com propostas de atividades visando
proporcionar ao professor estratégias de ensino diversificadas objetivando uma
melhora na qualidade de suas aulas.

Palavras-chave: matematica, aprendizagem, professor, aluno, Fibonacci



ABSTRACT

In the last decade, the application of national and international periodic evaluations
and such as SAEB, ENEM, PROVA BRAZIL and PISA made possible monitoring the
evolution of Brazilian’s students of basic education, indicating an increasing
worsening to the measure that the pupil advances in the direction of the final series
of basic education. This fact still provokes a bigger imbalance in the pupils during
average education making with that it has a considerable deficit with regard to the
waited level of learning. Internationally, there is no change. In the edition of 2013 of
PISA, Brazil occupied 580 place enters 63 participant countries in the evaluation in
Mathematics. The problem does not possess simple solution, therefore it involves
curricular questions, formation of professors, schools badly equipped, deficit
pertaining to school management, absent families and not motivated pupils. The
objective of this work is to collaborate with the professors of Mathematics, mainly of
average education, in the direction to supply involving, motivational and efficient
subsidies so that the lessons are more dynamic. In this sense, will highlight relevant
issues common to the daily practice of school teachers whose students achieved
prominence in assessments carried out by Sdo Paulo State ESS. The teeeducation
strategies proposals have beginning with the presentation of a motivational video
about Fibonacci sequence and its connection with the golden reason, which is the
conducting axle of this work. The historical aspects of the numerical sequence,
definitions, demonstrations and formulas of PA and PG are boarded after that
together with a series of exercises decided for the use of the teacher. Also curiosities
and applications of PAs and PGs are presented approaching the Mathematics from
reality and motivating the pupil, in order to become the coated learning most pleasant
and coated with meaning. This work is finished with suggestions of plans of lesson
with proposals activities aiming at to provide to professor diversified strategies of
education objectifying an in the quality of its lessons.

Keywords: math, learning, teacher, student, Fibonacci.
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1 INTRODUCAO

A educacgao brasileira ndo possui motivos para comemorar. Pelo contrario.
Nossos alunos, ao final do ensino médio, ndo dominam a norma culta da lingua e
tampouco conseguem resolver problemas simples de aritmética e algebra.

Segundo dados divulgados pelo Instituto Nacional de Pesquisas Educacionais
Anisio Teixeira (Inep), os alunos do 5% ao 92 ano vém apresentando resultados cada
vez mais distantes das metas estabelecidas pelo Ministério da Educagédo (MEC),
tanto em Lingua Portuguesa quanto em Matematica. A Prova Brasil € uma avaliagao
bianual que avalia desde 2005 o nivel de proficiéncia dos alunos dessas duas
disciplinas nas escolas publicas do pais e de acordo com as trés ultimas avaliagcdes
podemos observar que apesar de uma pequena melhora, o desempenho dos alunos
se deteriora a medida que estes avancam para as séries finais do ensino
fundamental. Ainda segundo o Inep, na avaliagédo de 2013, 35,6% dos alunos do 9°
ano apresentaram baixo desempenho em Matematica, indice um pouco melhor que
0s 38,9% do ano de 2009, porém muito acima dos 13,3% obtidos por alunos do 5°
ano na mesma avaliacao.

No ensino médio a situacao também nao é nada animadora, pois segundo dados
do PISA, Programa Internacional de Avaliagdo dos Estudantes, exame aplicado a
alunos com idade entre 15 e 16 anos abordando conteudos de Leitura, Ciéncias e
Matematica, elaborado pela Organizacdo para a Cooperagdo e Desenvolvimento
Econdémico (OCDE), em sua edi¢do de 2012, o Brasil ocupou a 582 posic¢éo entre os
65 paises avaliados.

Segundo Ocimar Munhoz Alavarse, Doutor em educacéo pela USP (Universidade
de Sao Paulo), o pais ainda tem muitos alunos com baixo desempenho nas areas
avaliadas.

"Quando a gente olha o Brasil nos resultados desse Pisa, ndao s6 a média
geral é baixa como tem muita gente concentrada abaixo do nivel adequado.
Esses alunos que saem do ensino fundamental e sao avaliados pela prova
acabam tendo o desempenho que se espera de um aluno do 5° ou 62 ano".
(http://educacao.uol.com.br/noticias/2013/12/03)

O cenario é desalentador. Mudancas sdo prementes. O fato € que a escola

brasileira mudou muito pouco desde nossos avls e os professores, em sua maioria,



continuam ensinando como se os alunos também nao tivessem mudado.

Nas décadas de 1960 e 1970, considerando o nivel de desenvolvimento da
industrializagdo na América Latina, a politica educacional vigente priorizou, como
finalidade para o Ensino Médio, a formagao de especialistas capazes de dominar a
utilizacdo de maquinarias ou de dirigir processos de producao (PCNEM 2000, p.5).
Nessa perspectiva, durante o ensino médio, Ultima etapa da educacao basica, as
dindmicas educacionais privilegiavam a técnica e a memorizagao.

Os conteudos eram trabalhados de modo compartimentado, sem preocupacao
com a aplicagdo e sem justificativas dos motivos pelos quais esses conteudos
seriam trabalhados.

Assim o modelo educacional vigente visava basicamente a formacao profissional
do individuo em detrimento de sua formagcdo moral e cidada. A qualidade
educacional definia-se pelo objetivo de "formar um cidaddo capaz de participar
eficazmente das atividades produtivas da nagao". Para tanto, "o saber que a escola
democratica transmitird tera de ser um saber das coisas e ndo um saber sobre as
coisas, com que se contenta a escola tradicional" (Brasil/MEC, 1971, p. 15-16). Esse
modelo predominou até o final da década de 80 com o advento da revolugéao
tecnolégica.

Na década de 1990 o ensino médio foi desmembrado em duas modalidades
distintas e independentes: o ensino meédio tradicional e o ensino técnico
profissionalizante. De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educac¢ao Nacional
(LDB/96) em seu artigo 35: O ensino médio, etapa final da educagédo bésica, com
duracdao minima de trés anos, tera como finalidades:

| - a consolidacao e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no ensino
fundamental, possibilitando o prosseguimento de estudos;

Il - a preparagdo basica para o trabalho e a cidadania do educando, para
continuar aprendendo, de modo a ser capaz de se adaptar com flexibilidade a novas
condi¢des de ocupacgao ou aperfeicoamento posteriores;

lll - o aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a formacao
ética e o desenvolvimento da autonomia intelectual e do pensamento critico;

IV - a compreensdo dos fundamentos cientifico-tecnolégicos dos processos
produtivos, relacionando a teoria com a pratica, no ensino de cada disciplina.

De acordo com o as Orientagdes Curriculares Para o Ensino Médio (MEC, 2004),

a proposta pedagdégica do Ensino Médio deve ter como referéncia a continuidade



dos estudos, o exercicio da cidadania e o mundo do trabalho, considerando-se:

a) a formacdo de pesquisadores para o0 desenvolvimento de novos
conhecimentos, da ciéncia e do pais;

b) os processos produtivos de bens, servigos e conhecimentos tecnoldégicos com
0s quais o aluno se relaciona no seu quotidiano, bem como 0s processos com 0s
quais se relacionara no ambito do trabalho.

No ambito pedagdgico e metodolégico, conforme definido na LDB, os principios
norteadores da organizacdo curricular sdo a interdisciplinaridade e a
contextualizacdo no trabalho e no exercicio da cidadania. A reforma curricular
emergiu, entdo, com pretensées de mudancas radicais na escola média, com as
diretrizes instituindo os principios de interdisciplinaridade, a organizagdo do curriculo
por areas de conhecimento, a contextualizacdo dos conteudos, a énfase na
aprendizagem, o protagonismo dos alunos, bem como o desenvolvimento de
competéncias.

Com a nova proposta, o aluno tende a abandonar uma postura passiva,
caracteristica do ensino tradicional, e é estimulado a ser parte integrante do
processo da construcdo do conhecimento.

Atualmente os alunos sao irrequietos, questionadores, capazes de realizar varias
tarefas simultaneamente e lidam com desenvoltura com a tecnologia. Nesse
contexto, o docente deve atuar como mediador/facilitador/estimulador dos processos
que almejam que o aprendiz tenha uma aprendizagem significativa. Assim, o aluno
deve ter papel ativo em sua propria formacao, deixando o papel de coadjuvante e
assumindo o protagonismo na busca por uma aprendizagem eficaz.

Para assumir uma postura proativa € necessario que o aluno esteja motivado,
fazendo com que todos os recursos mentais estejam disponiveis para trilhar o
caminho em busca do conhecimento.

Muitos alunos tém uma visdo distorcida do que realmente a Matematica
representa, muitas vezes com a nossa colaboracdo, pois em nossa pratica nada
inovadora repetimos 0 modelo que conhecemos, ou seja, da mesma forma como
aprendemos.

A verdadeira Matematica ndo se trata de uma disciplina baseada em férmulas,
regras € sem conexao com a realidade. Cabe ao professor fazer com que os alunos
a vejam como ela realmente é: a ciéncia mae, encantadora, base para as demais

ciéncias, recheada de aspectos historicos interessantes e com reais aplicagcdes no



mundo real.

E razoavel imaginar que muitas mudancgas devam ocorrer para que a educacido
brasileira seja colocada nos trilhos. Essas mudangas passam obrigatoriamente pela
formacao docente, revisdo da grade curricular e criagdo de um curriculo basico a ser
adotado em todo o pais.

Mudancas dessas dimensfes nao sao realizadas rapidamente e, por esse
motivo, sdo propostas estratégias que dependem basicamente da agcado docente.

Com esse trabalho pretende-se colaborar com os professores partilhando
experiéncias, disponibilizando estratégias de ensino, citando algumas aplicacdes
Matematicas em diferentes areas do conhecimento além de propor a utilizacdo da
tecnologia através da utilizagdo de midias alternativas, computador e softwares.

Inicialmente sdo discutidos aspectos que envolvem a aprendizagem/ensino de
matematica e formas de torna-la mais atrativa, mais intuitiva e com menor
dependéncia de féormulas e regras. A motivagcdo € um aspecto fundamental em se
tratando do processo ensino/aprendizagem e, nesse sentido, o Capitulo 3 foi criado
com a intengdo de motivar o aluno agugando sua curiosidade pelo tema sequéncias
numeéricas. Nesse capitulo sdo abordados a razao aurea e o niumero de ouro, o valor
numérico de & e sua conexdo com a sequéncia de Fibonacci que possibilita a
conexdao com o tema central desse trabalho. No Capitulo 4, sdo apresentados
aspectos formais das sequéncias numéricas, especialmente PA e PG, definicoes,
propriedades, e deducdes de férmulas, além de uma série de exercicios resolvidos.
Ha nesse capitulo o cuidado de se contextualizar historicamente as sequéncias
numéricas associando-as com fendmenos naturais e sociais com a intencao de
aproxima-las da realidade e revesti-las de significado.

A aplicacao dos conteudos estudados € um dos aspectos mais questionados
pelos alunos junto aos professores, portanto, no Capitulo 5 sdo apresentadas
curiosidades e aplicacoes praticas das progressdes aritméticas e geométricas em
diversas areas do conhecimento, tais como juros simples e compostos,
decomposicdo de substancias radioativas, fractais, crescimento populacional e Lei
do resfriamento dos corpos.

O Capitulo 6, composto por sugestoes de atividades diferenciadas possibilita o
fechamento da estratégia idealizada e iniciada no Capitulo 2, isto é, subsidiar os
colegas professores para que possam enriquecer sua pratica diaria, fazendo com
que o conteudo sequéncias numéricas PA e PG, pertencente a grade curricular do
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ensino médio das escolas publicas e privadas seja apresentado de forma
contextualizada, permeada por aspectos historicos e enriquecida com aplicacoes.
Espera-se que esse trabalho proporcione alternativas para que os professores
consigam efetivar parcerias com seus alunos objetivando uma aprendizagem efetiva

e revestida de significado.
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2 SOBRE ENSINAR E APRENDER MATEMATICA

“A Matemaitica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a
estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também desempenha
um papel instrumental, pois é uma ferramenta que serve para a vida
cotidiana e para muitas tarefas especificas em quase todas as atividades
humanas”. (PCN, 1999)

Uma parcela consideravel dos alunos acredita que a matematica é dificil,
complexa, repleta de regras e férmulas e acima de tudo sem conexdo com a

realidade.

“A falta de ligacdo entre a Matematica que se aprende na escola e os reais
interesses dos alunos, que olham para a disciplina como tendo um nivel de
abstracao exagerado e pouco compreensivel (...) faz com que a vontade de
aprender va se perdendo, a medida que o nivel de complexidade vai
aumentando.” (Diniz 2003, p. 26)

Ensinar matematica ndo se limita a memorizacdo de férmulas, teoremas e
resolucao de exercicios sem que os alunos tenham sequer a nogao de onde podem
ser aplicados os conteudos estudados.

Investir na desmistificacdo dessa imagem € uma tarefa ardua e que cabe
primordialmente ao professor. De modo geral, os professores brasileiros aprendem
nas universidades os conteddos que devem ser ensinados, porém nao aprendem
como fazé-lo. O que ocorre € que os professores passam a reproduzir as dinamicas
as quais foram submetidos em sua formacao especifica, ou seja, os professores
sabem dar aula, mas muitas vezes ndo conseguem ensinar. Segundo os resultados
obtidos por estudantes da educacao basica brasileira tanto em avaliagdes internas
como externas, os alunos passam pela escola, porém aprendem muito pouco. As
aulas estao sendo dadas. O que falta entdo? Como fazer com que os alunos tenham
uma aprendizagem mais significativa e eficiente? Pelos resultados obtidos nas mais
diversas avaliagdes internas (ENEM, PROVA BRASIL, etc) ou externas (PISA)
podemos perceber que o desafio que enfrentamos é gigantesco. E o papel do
professor nesse contexto? O professor deve ser capaz de pensar estratégias,
redefinir rotas, estimular/provocar a reflexdo do aluno, a formulacdo de hipoéteses e

sua verificacdo, a fim de proporcionar ao aluno oportunidades para aprimorar suas



12

potencialidades. Um dos maiores desafios para o professor atualmente,
principalmente para o professor de matematica, € o de conseguir motivar o aluno,
formalizando um trabalho de parceria em busca de uma aprendizagem significativa.
Todo professor de matemética gostaria de contar com alunos motivados e dispostos
a aprender, o que dificilmente acontece. O individuo motivado demonstra o desejo
de aprender, que é fundamental, pois no processo ensino-aprendizagem o aluno
deve exibir uma atitude proativa, ser agente de sua propria formagédo buscando no
professor o parceiro ideal na busca pelo conhecimento.

A motivacao esta associada ao interesse por algo ou quando algum objetivo deve
ser atingido por alguém. A motivacao ocorre sempre que precisamos atender nossas
necessidades de qualquer ordem. Sempre que uma necessidade € contemplada
elegemos uma nova que procuramos saciar e assim sucessivamente. A motivagao,
portanto, esta associada a nossa vivéncia e as experiéncias que temos ao longo de
nossas vidas.

Como relata Zaboli (1999, p. 46):

Motivacio € algo que leva os alunos a agirem por vontade prépria. Ela inflama
a imaginacio, excita e pdoe em evidéncia as fontes de energia intelectual, inspira
o aluno a ter vontade de agir, de progredir. Em suma, motivar é despertar o
interesse e o esforco do aluno. E fazer o estudante desejar aprender aquilo que
ele precisa aprender.

Conforme Bzuneck (2000, p. 9) “a motivagao, ou o motivo, € aquilo que move uma
pessoa ou que a pde em agao ou a faz mudar de curso”.

Para motivar um aluno € necessario conhecer como ele aprende e investir em
estratégias que mobilizem seus recursos cognitivos em busca da aprendizagem.

A utilizacdo da aula expositiva, tdo criticada atualmente, e tao utilizada pelos
professores de matematica, pode ser extremamente Util caso seja utilizada com
critério pelo professor. O grande diferencial é tornar a aula expositiva 0 mais atrativa
possivel. A combinacdo com midias alternativas, tais como videos e simulagdes séo
bem vindas.

Quando inicia uma aula o professor precisa ter ideia do conhecimento prévio do
aluno, isto é, o que ele sabe a respeito de um determinado tema para que possa
intervir e auxilia-lo a atingir os objetivos propostos. Saber o que o aluno sabe a
respeito do tema a ser trabalhado é fundamental para que o ponto de partida seja

definido, pois de acordo com os PCNEM (2000) “O jovem nao inicia a aprendizagem
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escolar partindo do zero, mas com uma bagagem formada por conceitos ja
adquiridos espontaneamente, em geral mais carregados de afetos e valores por
resultarem de experiéncias pessoais”.

Nesse sentido, a interagdo do professor com os alunos € fundamental. Durante o
desenvolvimento da aula, o professor deve fazer intervencdes, questionando seus
alunos para que a validacao da estratégia de ensino seja feita a todo 0 momento de
modo a permitir que alteragcbes sejam efetuadas instantaneamente e sem prejudicar
a dinamica da aula. A participagdo dos alunos, portanto, € de suma importancia e
deve ser estimulada.

O professor ndo pode apenas ser um transmissor de informagdes, ele deve
mediar a relacdo do educando com as informagdes, pois a producdo de
conhecimento é um fen6meno individual, fruto da interpretacdo de dados e
informagdes obtidas.

A simples transcricdo, na lousa, dos conteudos retirados do material didatico em
nada contribui para estimular os alunos. O professor pode e deve contribuir
sugerindo aplicagdes, citando aspectos historicos e curiosidades sobre 0 assunto em
pauta.

Contextualizar historicamente os fatos e conceitos mateméaticos € importante para
que o aluno perceba que a Matematica ndo é ciéncia pronta e acabada e permite
explicitar as conexdes da Matematica com as demais ciéncias e consequentemente
com a realidade.

E de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL,1999):

A Histéria da Matematica pode oferecer uma importante contribuicio ao
processo de ensino e aprendizagem dessa area do conhecimento. Ao revelar a
Matematica como uma criacdo humana, ao mostrar necessidades e
preocupacoes de diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos, ao
estabelecer comparacées entre os conceitos e processos matematicos do
passado e do presente, o professor cria condicdoes para que o aluno desenvolva
atitudes e valores mais favoraveis diante desse conhecimento (p. 42).

Compreender a Matematica como a Ciéncia Mae, cujos conceitos e propriedades
sao utilizados nas demais areas do conhecimento € extremamente importante para o
aluno, pois aprender algo que tem utilidade real motiva o aprendiz, logo, pesquise e
mostre onde é possivel aplicar os conceitos estudados. A interdisciplinaridade
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principalmente com fisica, quimica e biologia pode ser muito util nesse processo.

O professor deve dedicar especial atencao a Linguagem Matematica, pois alguns
termos emprestados da Lingua Portuguesa mantéem o significado, outros nao.

Novamente os PCNs (1999, p. 251) dizem que: “E preciso que o aluno perceba a
matematica como um sistema de cbdigos e regras que a tornam uma linguagem de
comunicacao de ideias e permite modelar a realidade e interpreta-la.”

A compreensdo da linguagem matematica € essencial no entendimento de
enunciados, no desenvolvimento das resolugbes de problemas e, especialmente
durante a aula expositiva quando o professor utiliza o recurso didatico do método
axiomatico-dedutivo. As demonstracdes sao de extrema importancia, pois validam o
conhecimento matematico e garantem que o aluno esteja convencido da veracidade
da proposicdo matematica em questao. A nao utilizacdo de demonstragcées durante
a aula expositiva pode frustrar o aluno, desmotivando-o.

A motivacao do aluno contempla aspectos intrinsecos e extrinsecos e a atuacao
docente deve ocorrer de forma a maximizar as suas intervengdes sejam no campo
emocional ou no campo didatico-pedagdgico.

Uma pergunta permeia o pensamento da maioria dos professores de Matematica
realmente interessados no sucesso de suas intengbes pedagogicas: Minha aula
favorece a aprendizagem de meus alunos? Sou um bom professor? Atendo as
expectativas de meus alunos? Posso realmente fazer a diferenca em sala de aula?
Na busca por respostas a esses intrigantes questionamentos, George Pdlya (1887 —
1985), professor hungaro, teérico do ensino de matematica, formulou os Dez
Mandamentos Para o Bom Professor (Revista do Professor de Matematica, da
Sociedade Brasileira de Matematica, n°10, 12 semestre de 1987). :

1. Tenha interesse por sua matéria.

Conhecga sua matéria.
Procure ler o semblante dos seus alunos; procure enxergar suas expectativas
e suas dificuldades; ponha-se no lugar deles.

4. Compreenda que a melhor maneira de aprender alguma coisa € descobri-la

vOCé mesmo.

5. Dé aos seus alunos ndo apenas informagdo, mas know-how, atitudes

mentais, 0 habito de trabalho metddico.
Faca-os aprender a dar palpites.

Faca-os aprender a demonstrar.
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8. Busque, no problema que estd abordando, aspectos que possam ser Uteis
nos problemas que virdo - procure descobrir 0 modelo que esta por tras da
presente situacdo concreta.

9. Nao desvende o segredo de uma sé vez - deixe os alunos darem palpites
antes - deixe-os descobrir por si proprios, na medida do possivel.

10.Sugira; ndo os faca engolir a forga.

Na mesma direcdo, uma pesquisa (http:/fvc.org.br/estudos-e-pesquisas/2011/boas-

praticas-docentes-ensino-matematica-688828.shiml)  foi encomendada  pela

Fundacao Victor Civita (FVC), junto a Fundagao Cesgranrio com o apoio do Banco
ltal BBA e do Instituto Unibanco e gerou um banco de dados com informagdes que
podem ser extremamente Uteis para que figuemos menos angustiados e sejamos
mais confiantes no sucesso de nossa missao. Essas informac¢des ndo sdo garantia
de sucesso, mas oferecem pistas muito boas nessa direcdo. As informacdes foram
reunidas a partir de um grupo de docentes da rede educacional paulista, escolhidos
por seu desempenho individual nas Avaliagcbes por Mérito promovidas pela
secretaria da educacdo do estado de Sdo Paulo e pelos resultados satisfatérios
obtidos pelas escolas onde lecionam em pelo menos duas edicdes do Sistema de
Avaliacao de Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo (Saresp) entre 2008 e
2010.
O estudo gerou as seguintes praticas:
» Pratica 1: Dominar o contetudo
Dominar amplamente o conteddo ministrado significa caminhar sobre solo
firme, o professor se sente seguro e faz com que essa seguranga gere
credibilidade perante os alunos além de favorecer intervengcées sempre
com a intencdo de produzir avangos em diregado aos objetivos a serem
alcangados.

= Pratica 2: Estruturar a aula
Planejar é fundamental nesse caso. O professor sabe onde deseja que
seus alunos cheguem, por isso € necessario saber se ha conhecimentos
prévios que devam ser bem entendidos para seguir adiante. Se necessario
fazer uma revisdo rapida. Avaliar é imprescindivel durante o processo,

mesmo oralmente. Incentivar os alunos a argumentar também é


http://fvc.org.br/estudos-e-pesquisas/2011/boas-praticas-docentes-ensino-matematica-688828.shtml
http://fvc.org.br/estudos-e-pesquisas/2011/boas-praticas-docentes-ensino-matematica-688828.shtml
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necessario, pois estimula o raciocinio l6gico além de aprimorar o discurso.

Pratica 3: Contextualizar o conteudo

Propor um problema que tenha conexdo com a realidade pode ser
estimulante para os alunos. Aprender técnicas de contagem apés obter um
a um todos os anagramas de uma palavra convence os alunos da utilidade

do conteudo trabalhado, tornando-o mais atrativo.

Pratica 4: Respeitar o tempo de aprendizagem

As salas de aula sao repletas de heterogeneidade, sendo assim é certo
que durante as atividades propostas os ritmos sejam diferentes e desse
modo o professor deve atuar para segurar a ansiedade daqueles que tém
maior facilidade garantindo que todos tenham oportunidade de participar

das atividades propostas.

Pratica 5: Usar o erro a favor da aprendizagem

Os alunos devem ser encorajados a refletir, formular hipdteses e
argumentar caso necessario. Em sala de aula o erro deve ser tratado
como apoio para a aprendizagem e é papel do professor zelar para que o
aluno se sinta a vontade para expressar-se sem o0 medo de ser

ridicularizado.

Pratica 6: Promover o uso de estimativa
Estimar ndo é sin6nimo de chutar valores sem reflexdo. Para que um
aluno faca uma estimativa ele deve possuir um referencial que permita que

ele desconfie de um resultado discrepante.

Pratica 7: Comunicar o conteudo com clareza

A comunicacgao € a chave de tudo, portanto o professor deve se dirigir aos
alunos com clareza, tomando o cuidado de evitar frases muito extensas e
verificando se os significados dos termos utilizados sdo conhecidos pelos
alunos. Evitar competir com o som vindo dos alunos. Em caso de
conversas paralelas ou brincadeiras, pare de falar e aguarde o siléncio da

classe. Valorize-se e valorize os alunos que estdo com vocé como
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ouvintes. Faga sempre que possivel contato visual com os alunos, pois
muito deles deixam transparecer suas duvidas através de expressdes

faciais.

Pratica 8: Utilizar bem o quadro e os recursos tecnolégicos

Organizacao €& fundamental nos apontamentos e nos registros das
corregcdes dos exercicios propostos como tarefa para que a leitura e
compreensao por parte dos alunos ndo seja prejudicada. Atualmente, os
alunos lidam muito bem com a tecnologia e esse pode ser um aliado do
professor na tentativa de envolver o aluno nas estratégias rumo a
aprendizagem. O uso do computador, softwares de apresentacao,
planilhas eletrénicas, simuladores e plotters podem ser de extrema
utiidade para o professor, principalmente em atividade de construcao
geométrica onde a precisdo é determinante nos resultados. O professor
pode ser habil com o compasso e régua, porém, dada a precariedade da
precisdo dos instrumentos os resultados obtidos podem ser frustrantes.
Nesse caso a utilizagdo de softwares tipo GEOGEBRA (disponivel em
https://www.geogebra.org) ou WINPLOT (disponivel em

http://math.exeter.edu/rparris/winplot.himl) pode ser a solucéo.

Pratica 9: Promover relagcbes entre procedimentos matematicos
Estabelecer relacbes entre conceitos matematicos é fundamental, pois
reforca a ideia da utilizacdo de conceitos adquiridos e a aquisicao de
outros conceitos (aprender a aprender). Dissociar a algebra da geometria
analitica no estudo da reta, por exemplo, ou mesmo da equacgéao horaria do
M.R.U.V. (Movimento Retilineo Uniformemente Variado) e a funcgéao
quadratica.

Pratica 10: Interagir com os alunos

Entrar e sair da sala de aula falando sobre Matematica se recusando a
abordar outros assuntos pode ser prejudicial no sentido de criar uma
barreira entre o professor e 0 aluno. Podemos aproveitar os momentos de
trabalho em sala de aula e caminhar pela sala, questionar os alunos sobre

os resultados, orientando-os, enfim deixando claras as intengbes com


https://www.geogebra.org/
http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html

18

relacdo ao aprendizado do aluno. Uma atengdo especial deve ser dada
aqueles alunos mais retraidos, calados e com dificuldade em se expressar

publicamente nesse momento.

= Pratica 11: Promover a interacao entre os alunos
A heterogeneidade dos alunos pode gerar bons frutos e nesse sentido as
explanagdes orais e trabalhos em grupo (duplas ou trios) deve ser
estimulada.

= Pratica 12: Propor e corrigir a licao de casa
A aula ndo termina com o sinal. Ela continua em casa quando o aluno vai
realizar as tarefas sozinho. Suas duvidas geram questionamentos que
deverdao ser sanados no ato da correcdo da tarefa pelo professor. Um
detalhe ndo deve ser ignorado: estimule os alunos a acompanharem a
correcdo da tarefa sem realizar a copia dos exercicios errados ou nao
realizados. Insista para que no momento da corre¢do os alunos dediquem

a sua atencao apenas as resolugdes na lousa.

Em seguida sera detalhada uma estratégia de ensino contemplando os aspectos
abordados até o momento. Nao se trata de uma receita, trata-se apenas de uma
referéncia para que os educadores possam implementar planos de aula eficientes

tendo em vista a aprendizagem dos alunos.



19

3 ARAZAO AUREA E A SEQUENCIA DE FIBONACCI

A proposta desse trabalho é apresentar estratégias alternativas contemplando os
topicos abordados anteriormente e apresentando como tema Sequéncias
Numéricas: Progressao Aritmética e Progressao Geométrica que proporcionem uma
aprendizagem efetiva e repleta de significado.

Na maioria dos materiais didaticos disponiveis as progressdes aritmética e
geométrica sdo apresentadas aos alunos de modo tradicional baseada em
definicoes, propriedades e resolucdo de exercicios. O formalismo algébrico em
excesso dificulta a aprendizagem pelo excesso de abstracado e distanciamento da
realidade do aluno.

A estratégia pedagdgica sugerida investe na contextualizacdo histérica e na
aplicabilidade dos conceitos estudados. Nesse sentido, A Razdo Aurea e o Nimero
de Ouro sao utilizados como catalisadores do processo ensino aprendizagem pelo
seu potencial ludico e as diversas conexbes com as mais diversas areas do
conhecimento.

Durante o desenvolvimento do tema podemos explorar construcbes geométricas
com régua e compasso, construgcdes geométricas com auxilio de softwares graficos
(GEOGEBRA) além da irracionalidade de & e sua presenca na pintura, arquitetura,
esculturas e fenébmenos naturais.

De acordo com as possibilidades do professor e os recursos disponiveis na
escola o professor pode iniciar a aula com a apresentagédo de video sobre a Razao
Aurea e 0 Numero de Ouro utilizando um dos links:

https://www.youtube.com/watch?v=2VuS8JOkr7s

https://www.youtube.com/watch?v= EDaNLRUyxl

https://www.youtube.com/watch?v=ziN7Nu5Niyw

https://www.youtube.com/watch?v=13v9I5WPqg Y

Na impossibilidade da apresentagéo de um dos videos sugeridos a aula pode ser
iniciada com a apresentacdo da Razdo Aurea e o Numero de Ouro, a obtencgao
geomeétrica do valor numérico de & e exemplos de sua presenca em diversas formas
geomeétricas planas como o pentagrama, retangulo aureo, espiral aurea, triangulo

aureo, decagono aureo, de acordo com a sequéncia apresentada a seguir.


https://www.youtube.com/watch?v=2VuS8JOkr7s
https://www.youtube.com/watch?v=_EDaNLRUyxI
https://www.youtube.com/watch?v=ziN7Nu5Niyw
https://www.youtube.com/watch?v=13v9I5WPg_Y
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3.1 O NUMERO DE OURO

O numero de ouro & (Phi), € um numero irracional cujo valor aproximado é 1,618.
Sua origem é desconhecida, mas desde a antiguidade esta associado a perfeicao
estética e a padrées numéricos presentes na natureza.

Segundo Boyer (1974), no Egito, as piramides de Gizé (2550 a.C.) apresentam
em suas dimensdes 0 numero de ouro: a razdo entre a altura de uma de suas faces
e a metade do lado da base € igual ao numero de ouro. Os Pitagoricos ficaram
aténitos ao ndo conseguirem expressar a razao entre a medida do lado do
pentagono estrelado e a medida do lado do pentagono regular inscrito utilizando-se
coeficientes inteiros, o que para os matematicos da época era algo irracional, dando
origem ao nome do conjunto dos numeros ndo racionais. Em 1855 o advogado e
antiquario escocés A. H. Rhind (1833 - 1863) descobriu no Egito um documento
datado de 1650 a.C. contendo 85 problemas copiados em escrita hieratica pelo
escriba Ahmes de um trabalho mais antigo. Nesse documento batizado papiro
Rhind, em homenagem ao seu descobridor, ha referéncias a uma razao sagrada,

provavelmente o numero de ouro.

SR BTION

FETALe

e
M

Figura 3.1: Papiro de Rhind

3.2 A RAZAO AUREA

A primeira definicdo da Razdo Aurea aparece no livro Elementos de Euclides
(300 a.C.), matematico grego conhecido como o “Pai da Geometria”. Na obra
Euclides ndo aborda apenas conteudos de geometria, mas também de teoria dos
nameros e algebra elementar (geométrica). O livro se compde de quatrocentos e

sessenta e cinco proposicoes distribuidas em treze livros ou capitulos, dos quais os
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seis primeiros sao sobre geometria plana elementar, os trés seguintes sobre teoria
dos numeros, o livio X sobre incomensuraveis e os trés ultimos tratam sobre
geometria no espago.

O nome Razdo Aurea foi dado por Kepler, filésofo, matematico e astrénomo
alemao (1571-1630), que a este respeito escreveu:

"A Geometria possui dois grandes tesouros: um é o Teorema de Pitdgoras, o
outro, a divisdo de um segmento em média e extrema razao."

Segundo Euclides, se um ponto C divide um segmento de reta AB em média e
extrema razdo entdo a razao entre segmento maior e o segmento menor é igual a

razao entre o segmento inteiro e 0 segmento maior.

']
LJ

A C B

Figura 3.2: Segmento Aureo

_ a+b
Se o ponto C divide o segmento AB em média e extrema razao, entao =
a

SIS

3.3 O VALOR NUMERICO DE &

A C B

Figura 3.3: Segmento Aureo

med(AB) = a+b;med(AC) = a;med (BC) =b

a+b a
=—=a’=ab+b*

a
Particularmente para a=1, temos:

_1_‘519"—_“‘/5
b=

2

b’ +b-1=0=b'=
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—1+’\F a+b a 1
Assim, b=——— a_ ~1,618.
ssim 2 90 9 - b —1+45
2

3.4 A RAZAO AUREA E GEOMETRIA

Nessa sessdao sdo apresentadas sugestbes de construcdo geométrica com o
auxilio de régua e compasso e de acordo com as possibilidades e recursos da
escola ha a alternativa da utilizagdo do software GEOGEBRA, disponivel em
https://www.geogebra.org/.

3.4.1 Obtencao do Numero de Ouro Geometricamente

+ Considere o ponto médio do segmento AB.

A M B
Figura 3.4: Ponto médio

» Pelo ponto B traga-se o segmento BC, perpendicular a AB, de comprimento
BC = AM. Os pontos A, B e C serdo vértices do triangulo retangulo ABC com catetos
AB e BC e hipotenusa AC.

A M B

Figura 3.5: Tridngulo retangulo


https://www.geogebra.org/
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« Com centro em C, trace o arco de circunferéncia de raio BC até encontrar a

hipotenusa AC no ponto D.

A M B

Figura 3.6: Construcao do arco BD

« Com centro em A, trace o arco de circunferéncia de raio AD para obter o

ponto P sobre AB.

C
D e
D
A M P B

Figura 3.7: Construciao do arco DP

O ponto P divide o segmento AB em média e extrema razao.
Algebricamente, temos:

ABza:BCz%

Pitdgoras = AC* = AB* + BC”

2
AC2=a2+(g):3AC2=
AD = AC—CD

cp=Bc=4%
2
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\/ga a (xﬁ—l).a

AD="""_"~=
2 2 2
AB_ AP a  _1+45
AP PB (1_\5)_0 2
2

3.4.2 O Retangulo Aureo

O retangulo aureo é um retangulo cujas dimensdes sdo proporcionais ao numero
de ouro. O retangulo 4ureo é tido como um retdngulo com dimensdes perfeitas e, por
isso largamente utilizado em jornais, revistas, logomarcas, cartdes de crédito, na
arquitetura, etc.

Pode-se construir um retangulo aureo partindo de um segmento AE = a e a partir

deste, construir o quadrado ABEF, como abaixo:

i-)

Figura 3.8: Quadrado ABFE
Marcar o ponto meédio G, do segmento AE



Figura 3.9: Ponto médio do Segmento AE

Com a ponta seca do compasso em G e abertura = GF tracar o arco FD, que jaz
na reta AE e E é interno ao segmento AD.

Figura 3.10: Arco FD

Prolongar o segmento BF e tracar CD perpendicular ao segmento AD.

B F C
F “‘\_
’ LY
Fl %
r b
] b
r J k'
Fl L]
i '*1
Irf
lrl"
A G E D
a/2

Figura 3.11: Segmento CD
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GF=GD=r
E usando o fato de que o triangulo EFG é retangulo em E:

Figura 3.12: Triangulo retangulo EFG

Do Teorema de Pitdgoras no tridngulo retangulo EFG, tem-se:

F= 512+a—2=aﬁ'Ilrg

4 2

Logo, pode-se construir o retangulo ABCD de lados AB=CD=a e

g+ax/§:a(1+»\/§)

AD=BC= —+r=
2" 2

2 2
— 8 a F b C
.-" . “
JJI '.‘\
r “
C] r ,; \1. a
.'; 1'-
,f
A I
A G E D

2
5 |

Figura 3.13: Retdngulo ABCD
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3.4.3 A Espiral Aurea

A partir de dois quadrados de lado 1, obtém-se um retangulo de lados 2 e 1.
Anexando ao retangulo um quadrado de lado 2, constréi-se um novo retangulo 3x2.
Anexando agora um quadrado de lado 3, obtemos um retangulo 5x3 e assim

sucessivamente.

13

Figura 3.11: Construcio da Espiral Aurea

Utilizando o compasso traca-se o quarto de circunferéncia inscrito em cada
quadrado e assim obtém-se uma espiral formada pela concordancia desses arcos.

<
2

Figura 3.12: A Espiral Aurea

3.4.4 Pentagrama

O pentagrama, simbolo grego que representava os Pitagéricos (Boyer,1974) é
um pentagono regular estrelado onde cada um dos cinco segmentos divide outros
em média e extrema razao. O ponto de interse¢ao entre duas diagonais divide cada
uma delas na proporcao aurea.



Figura 3.13: Pentagrama

3.4.5 O Triangulo Aureo

28

Dado o triangulo ABC, isésceles com &ngulos internos medindo 36°, 72° e 72°,

traca-se a bissetriz do < ABC. O ponto P, intersec¢édo da bissetriz com o lado AC é

vértice do tridngulo isésceles BCP, semelhante ao tridngulo ABC.

B

Figura 3.17: Tridngulo Aureo

Da semelhanca, temos:
AB AC BC «x y
— p— :> -

BC BP CP y Xx-—Yy
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Tomando y=1

X —-x-1=0=x'= 1_\E;x"=l+\ﬁ
2 2

Assim, temos que:

£:1+Jg;L6B:¢

y 2

3.4.6 O Pentagono Regular e a Razdo Aurea
A partir do pentagono regular de lado L inscrito na circunferéncia de centro O e
raio R, traca-se o didametro AF e a corda BE. Os triangulos retangulos em destaque

sdo semelhantes, pois possuem angulos internos medindo 90°, 54°e 36°.

AB ?
a=—= 2 =36°
2
2
LB
Da semelhanca, tem-se: R L

2
Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo de angulo agudo a:

2 2
ﬁ+@)=ﬁ:f:ﬁ—i
2 4
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O lado do pentagono regular, L, é o segmento aureo de d e consequentemente:

d:L.(“‘EJ

2
Logo,
£_1+\/§_¢
L 2

3.4.7 O Decagono Regular e a Razao Aurea

O decéagono regular de lado L, inscrito na circunferéncia de centro O e raio R
pode ser dividido em dez triangulos isésceles congruentes entre si, cuja base
corresponde ao lado do decagono regular, os lados congruentes tém medida igual a

medida do raio da circunferéncia circunscrita e angulos internos medindo 36°, 72° e
72°.

Figura 3.14: Decagono Regular

Tragando a bissetriz GP do <« OGF do triangulo GOF, defini-se o A FGP,
semelhante ao triangulo GOF.

GO GF OF _x 'y

Da semelhanga: = = ===
FG FP GP 'y x-Yy
Tomando y=1

X—x-1=0=x'=

1—J§_x,,_ 1++/5
2 9

2
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X 1+\/§

Assim, @ =2 = ~1,618
y 2

R
| J—
ogo —=¢

3.5 A SEQUENCIA DE FIBONACCI E O NUMERO DE OURO

Leonardo Pisano, Leonardo de Pisa, ou simplesmente Fibonacci (fillius Bonacci)
gracas ao nome de seu pai, foi um conhecido matematico nascido em Pisa, ltalia em
1175 (Eves, 2011). Na sua infancia Fibonacci conheceu o Oriente e o Norte da Africa
onde o sistema de numeracao Indo-arabico era largamente utilizado. Influenciado
pelo conhecimento matematico obtido em suas viagens Fibonacci escreveu em 1202
sua obra mais conhecida, o livro “Liber Abacci” (o livro dos abacos), responsavel
pela difusdo dos algarismos Indos-arabicos por toda a Europa. Foi na segunda
edicdo dessa obra que Fibonacci apresentou um problema envolvendo a arvore
genealdgica de um casal de coelhos.

"Um casal de coelhos pode reproduzir-se apos dois meses de vida e, a
partir dai, produz um novo casal a cada més. Comecando com um unico casal
de coelhos recém-nascidos, quantos casais existirdo ao final de um ano?"

O problema deve ser solucionado considerando que nenhum coelho morresse e
que nao houvesse problemas envolvendo cruzamentos consanguineos.

Assim:

No primeiro més, haveria apenas um casal, pois 0 primeiro casal ainda nao
poderia se reproduzir.

No segundo més, o primeiro casal se reproduziria, havendo dois casais.

No terceiro més, o primeiro casal se reproduziria novamente, mas nao o outro,
havendo trés casais.

No quarto més, os dois primeiros casais se reproduziriam, mas nao o terceiro,
havendo cinco casais e assim sucessivamente até o 12° més.

Dessa forma, a quantidade de casais de coelhos més a més, obedece a
sequéncia 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, totalizando 233 pares de coelhos
ao final de 1 ano.
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A sequéncia infinita obtida por Fibonacci pode ser representada pela lei de
formacao F(n)=F(n-2)+F(n—-1), com F(1)=F(2)=1 e neN, n>2.
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Figura 3.20: Arvore Genealégica de Casal de Coelhos

A sequéncia de Fibonacci esta relacionada com a razdo Aurea, pois considerando-
se a razao entre dois numeros consecutivos da sequéncia de Fibonacci, observamos

que essa razao tende para 1,618.

N F(n) F(n+1)/F(n)
1 1

2 1 1

3 2 2

4 3 1,5

5 5 1,666...
6 8 1,6

7 13 1,625
8 21 1,615...
9 34 1,619...
10 55 1,617...
11 89 1,618...
12 144 1,617...
13 233 1,618...

Tabela 1: Razio entre nimeros de Fibonacci consecutivos
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Note que a partir de uma oscilagao inicial a razao e estabiliza em 1,618.
Graficamente:

F(n+1)/F(n)

1 1 3 g 5 8 13 21 34 55 89 144 F(n)

Figura 3.21: Razio entre nimeros de Fibonacci consecutivos
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4 SEQUENCIAS NUMERICAS

Contextualizar historicamente os conteldos matematicos estudados pelos alunos
em sala de aula desmistifica a ideia de que a matematica € uma disciplina distante
da realidade, pois a matematica sempre esteve ao lado do homem nas mais
diferentes areas proporcionando o entendimento do universo em que esté inserido e
favorecendo a evolucdo humana nos mais diferentes contextos.

4.1 HISTORIA DAS PROGRESSOES ARITMETICAS E GEOMETRICAS

As progressoes foram estudadas desde povos muito antigos como os babilénicos
e egipcios. Os povos que habitavam as margens do rio Nilo 5000 anos atras
observavam que os periodos de cheia obedeciam a padrées e, desse modo,
poderiam estabelecer a melhor época para o plantio e assim garantir a
sobrevivéncia.

Os babilénios (3000 a.C. a 300 d.C.) habitavam o vale dos rios Tigre e Eufrates e
assim como 0s egipcios produziram conhecimento matematico relacionado com as
atividades agrarias e comerciais e da engenharia que foram registrados em tabulas
de argila que vém sendo estudadas desde o século XIX. Dentre mais de 50.000
tabulas encontradas, 400 foram identificadas como estritamente matematicas.

Na Mesopotamia surgiram varias tabletas babilénicas muito interessantes, mas
nenhuma delas foi tdo extraordinaria quanto a tableta Plimpton 322 (1900 a 1600
a.C.). Numa dessas tabletas, a progressdo geométrica 1+2+22+...+2° é somada de
forma que a série de quadrados 12+22+32+...+10%2 é achada. (Adaptado de Eves,
Howard, 2011).

Figura 4.1: Tableta Babilonica
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O papiro Rhind (ou Ahmes) data aproximadamente de 1650 a. C. e nada mais €
do que um texto matematico na forma de manual pratico que contém 85 problemas
copiados em escrita hieratica pelo escriba Ahmes de um trabalho mais antigo.

Esse papiro foi adquirido no Egito pelo egiptélogo escocés A. Henry Rhind, sendo
mais tarde comprado pelo Museu Britanico.

O papiro Rhind é uma fonte priméria rica sobre a matematica egipcia antiga,
deixando evidéncias de que sabiam fazer a soma dos termos de uma progressao
aritmética. O seguinte problema envolvendo progressdées se encontra no papiro
Rhind: “Divida 100 paes entre 5 homens de modo que as partes recebidas estejam
em Progressao Aritmética e que um sétimo da soma das trés partes maiores seja
igual a soma das duas menores”.

Muitos dos calculos no Papiro Rhind sdo evidentemente exercicios para jovens
estudantes. Embora uma grande parte deles seja de natureza pratica, em algumas
ocasides o escriba parece ter tido em mente enigmas ou recreagdes matematicas. O
problema 79, por exemplo, cita apenas “sete casas, 49 gatos, 343 ratos, 2041
espigas de trigo, 16. 807 hectares”. E presumivel que o escriba estava tratando de
um problema bem conhecido, em que uma das sete casas havia sete gatos, cada
um deles come sete ratos, cada um dos quais havia comido sete espigas, cada uma
delas teria produzido sete medidas de grao. O problema evidentemente nao pedia
uma resposta pratica, que seria 0 numero de medidas de graos poupadas, mas a
nao-pratica soma dos numeros de casas, gatos, ratos, espigas e medidas de gréao.

Figura 4.2: Papiro Rhind
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No Papiro de Rhind também aparece uma progressao geométrica muito
interessante formada pelas fracdes 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, 1/64 do Hekat, (unidade
comum do volume usada para medir quantidade de graos). Os termos dessa
sequéncia sao conhecidos como fragcées dos olhos do deus Horus.

1
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Figura 4.3: Olho de Hérus

O papiro Rhind é uma fonte primaria rica sobre a matematica egipcia antiga,
deixando evidéncias de que sabiam fazer a soma dos termos de uma progressao
aritmética. O seguinte problema envolvendo progressdes se encontra no papiro
Rhind: “Divida 100 paes entre 5 homens de modo que as partes recebidas estejam
em Progressao Aritmética e que um sétimo da soma das trés partes maiores seja
igual a soma das duas menores”.

Presume-se que se deve a Pitagoras (585 aC. — 500 aC.) e aos sabios gregos
que viveram depois dele, a criagdo da Aritmética tedrica, pois os pitagéricos
conheciam as progressdes aritméticas, as geométricas, as harmonicas e musicais,
as proporcgdes, os quadrados de uma soma ou de uma diferenca.

Os Numeros Figurados se originaram através dos membros mais antigos da
escola pitagérica em aproximadamente 600 a. C.. Esses numeros, que expressam 0
namero de pontos em certas configuracbes geométricas, representam um elo de
ligacdo entre a geometria e a aritmética.

Na figura abaixo se justifica a nomenclatura “niumeros triangulares”:
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Figura 4.4: Numeros triangulares
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Figura 4.6: Numeros pentagonais

Evidentemente o enésimo numero triangular Tn é dado pela soma da Progressao
Aritmética, lembrando que a soma dos termos de uma Progressao Aritmética finita &
a metade do produto do numero de termos pela soma dos dois termos extremos,

tem-se: T, =1+2+3+..+n= n(n+1)

O grego Euclides de Alexandria (300 a.C.) também teve grande éxito na histéria
da matematica, produzindo a obra Os Elementos.

Os Elementos se compdem de 465 proposicoes distribuidas em treze livros, e é
no livro VIII que encontramos as proporgdes continuas e Progressdes Geométricas
relacionadas, de forma que, se temos uma proporcao continuaa:b=b:c=c:d,
entdo a, b, ¢, d formam uma Progressdo Geométrica.

O problema 21 do livro IV diz: “Encontre trés numeros em Progressao
Geométrica de maneira que a diferenca entre dois quaisquer deles € um quadrado”.

Segundo o autor do problema a resposta é 81/7, 144/7 e 256/7.
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Figura 4.7: Pagina do livro Os Elementos
Fonte: http://special.lib.gla.ac.uk/exhibns/treasures/euclid.html

A proposicao 35 do livro IX, o ultimo dos trés sobre teoria dos numeros, contém
uma formula para a soma de numeros em “progressdao geomeétrica”, expressa em

termos elegantes, mas poucos usuais:

“Se tantos numeros quantos quisermos estao em proporcao continuada, e
se subtrai do segundo e ultimo numero iguais ao primeiro, entdo assim como o
excesso do segundo esta para o primeiro, o excesso do ultimo estara para

todos os que o precedem”.

Esse enunciado, é claro, é equivalente a férmula:

a,., —a _az—al

n+l

a +a,+..+a, q
que por sua vez equivale a

n
g _Gh-ar
=1

1-r


http://special.lib.gla.ac.uk/exhibns/treasures/euclid.html
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Os paradoxos de Zenao (490-425 a.C.) sobre o movimento desconcertaram
matematicos por séculos. Eles envolvem a soma de um numero infinito de termos
positivos a um numero finito, o qual é a esséncia da convergéncia de uma série
infinita de numeros.

Diofanto de Alexandria (século Il d. C.) teve uma importancia enorme para o
desenvolvimento da algebra e uma grande influéncia sobre os europeus. Ele
escreveu trés trabalhos, sendo o mais importante a Aritmética, que era composta por
treze livros.

O problema 7 do livro Il € o seguinte: “Encontre trés numeros em Progresséo
Aritmética, sabendo-se que a soma de dois quaisquer deles € um quadrado.
Segundo Diofanto, a resposta é 120 2, 840 V2, 1560 '%.

Os hindus também foram habeis aritméticos e deram contribuigdes significativas
a algebra, somando Progressdes Aritméticas e Geométricas rapidamente. Os
problemas de aritmética hindus comumente envolviam irracionais quadraticos, o
teorema de Pitagoras, Progressdes Aritméticas e permutacdes.

O Matematico hindu mais importante do século doze foi Bhaskara (1114 a cerca
de 1185). O seu tratado mais conhecido, o “lilavati”, contém numerosos problemas
sobre os topicos favoritos dos hindus: equacdes lineares e quadraticas, tanto
determinadas quanto indeterminadas, simples mensuragao, “progressoes aritméticas
e geomeétricas”, radicais, triadas pitagoricas e outros. Um deles cita o seguinte
problema:

“Numa expedicao para calcular os elefantes de seu inimigo, um rei marchou
2 yojanas no primeiro dia. Diga, calcular inteligentemente, a razao com que sua
marcha diaria aumentou, se ele alcancou a cidade do inimigo, a uma distancia
de 80 yojanas, em uma semana?”

Michael Stifel (1486- 1567), um grande algebrista alemao do século XVI, em sua
obra mais importante, “Arithmética” salienta as vantagens de se associar uma
‘progressao aritmética” a uma “geométrica”.

Por volta de 1590, John Napier (1550-1617) com seu grande conhecimento em
progressdes aritméticas e geométricas desenvolveu uma importante ferramenta de
célculo: o logaritmo, pois reduziu as multiplicagdes e divisdes a simples adicdes e
subtracoes.

Johann Friederich Carl Gauss nasceu em Brunswick, Alemanha, em 30 de Abril

de 1777. De familia humilde, mas com o incentivo de sua méae, obteve brilhantismo
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na sua carreira. Gauss deu sinais de ser um génio antes dos trés anos de idade.
Nesta idade aprendeu a ler e a fazer célculos aritméticos mentalmente. Aos dez
anos de idade, durante uma aula de matematica seu professor pediu para que todos
os alunos obtivessem a soma dos numeros de 1 a 100. Em poucos minutos Gauss
apresentou o resultado correto. Até entdo, ninguém era capaz desse feito. Ele se
baseou no fato de que a soma dos numeros opostos € sempre constante como

mostra a figura a seguir.

1+2+ +4+... +97 +98 +99 + 100

101
™
01
101

Figura 4.8: Soma dos termos de uma P.A

Entdo ele multiplicou a constante (101) pelo niumero de termos e dividiu pela
metade, chegando a férmula da soma da progressao aritmética:

< _a +a,
=
2

No Darwinismo — teoria estudada em Biologia, criada por Charles Robert Darwin

n

também podemos encontrar as Progressdes Aritméticas e Geométricas. Num dos
quatro itens fundamentais da teoria Darwin, encontramos uma referéncia as
Progressbes Geométricas e Aritméticas, uma influéncia das ideias de Thomas
Malthus, famoso economista.

Diz o item “As populagdes crescem em PG ao mesmo tempo em que as reservas
alimentares para elas crescem apenas em P. A.”

Em consequéncia deste item, Darwin afirmou que “devido a tal desproporgéo, os
individuos empenhar-se-iam numa luta pela vida, ao final da qual seriam
selecionados 0s mais fortes ou 0s mais aptos — a selegdo natural — de alguns
individuos em detrimento de muitos outros”.

A comparacdo de Malthus entre o crescimento populacional e as reservas
alimentares ndo €& mais aceita atualmente, pois, apesar da maior taxa de
crescimento populacional, ndo ha uma despropor¢ao tdo grande como mostra o
diagrama a seguir.
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Figura 4.9: Populacio x Reservas alimentares

Historicamente as sequéncias numéricas tém estado presente nas mais diversas
areas do conhecimento ao longo da evolugdo humana. Proporcionar ao aluno o
acesso aos aspectos histéricos dos conteudos matematicos pode favorecer a

aprendizagem, pois conecta a matematica da sala de aula ao mundo real.

4.2 Definigéao

Uma sequéncia é toda funcao cujo dominio é o conjunto dos nimeros naturais.
Seja np € N, uma funcgéo f, cujo dominio é {n €N/ n>ng} ou {ne N/ n< ng}, e que,
associa a cada elemento deste conjunto um namero real, € chamada uma
sequéncia numérica. Quando o dominio é {n €N/ n> no} pode-se afirmar que a
sequéncia é infinita e, no outro caso, finita.
(a1, ay, as, ag, ... , an, ... ) Sequéncia infinita.
(a1, ag, as, a4, ..., an) sequéncia finita.
Para sequéncias, o numero real associado por f ao natural n € chamado termo geral
da sequéncia e notado por a,, em lugar de f(n), como é usual para funcdes. As

notacdes {anin<no ou {an}n>ny séo utilizadas para a representacao da sequéncia de
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termo geral a,. Em linguagem matemaética, temos:
f:N->R / f(n) = a,, onde n é o indice da sequéncia e a, é 0 n-ésimo termo da
sequéncia.

Exemplos:

e Numeros naturais: 0, 1, 2, 3, 4, 5,...

e Numeros pares: 0, 2, 4, 6, 8,...

e Numeros impares: 1, 3,5, 7,9,...

e Numeros quadrados: 1, 4, 9, 16, 25,...

e Numeros triangulares: 1, 3, 6, 10, 15,...

e Numeros de Fibonacci: 1,1, 2, 3,5, 8,...

e Multiplos de 5: 0, 5,10,15, 20,....

e Poténcias de base 10: 1, 10, 100, 1000, 10000,...

4.3 Progressao Aritmética
» Definicao

Chama-se Progressao Aritmética — PA — a toda sequéncia numérica cujos
termos, a partir do segundo, sédo iguais ao anterior somado com um valor constante
denominado razao.

Exemplos:
A=(1,59,13,17, 21, ...), razdo = 4 (PA crescente)
B=(3,12,21, 30, 39, 48, ... ), razdo = 9 (PA crescente)
C=(5,5,5,5,5,5,5, ...),razdo = 0 (PA constante)
D = (100, 90, 80, 70, 60, 50, ... ), razdo = -10 ( PA decrescente)

» Termo Geral de uma Progressao Aritmética
Seja a PA genérica (ai, az, as, ... , an, ...) de razaorr.
De acordo com a definicdo podemos escrever:
az=ar+1.r
azg=a+r=(@i+r+r=ar+2r
a4=a3+r=(a1 +2r)+r=a1 + 3r
Pode-se inferir (deduzir) das igualdades acima que: a,= a1+ (n — 1) . r. A

expressao a, = a1 + (n—1) . r é denominada termo geral da PA.
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7

Nesta féormula, a, € o termo de ordem n (n-ésimo termo),ré a razdo e a;é o

primeiro termo da Progressao Aritmética — PA.

» Propriedades das Progressdes Aritméticas
I.Numa PA, cada termo (a partir do segundo) € a média aritmética dos
termos vizinhos deste.
Il.Numa PA, os termos opostos, ou equidistantes, ou seja, 0s que estdo a
mesma distancia do termo central da PA, tém a mesma soma.

= P.A.de 3termos
A fim de facilitar a resolugéo de alguns problemas uma PA de trés termos,

genérica, pode ser representada da forma: (x-r, X, x+r)

» Interpolagao aritmética
Interpolar n meios aritméticos entre dois elementos significa determinar os
nameros reais existentes entre os valores extremos de uma sequéncia

numeérica, de modo a torna-la uma Progressao Aritmética com n+2 termos.

n termos

= Soma dos n primeiros termos de uma Progressao Aritmética
Seja a PA ( a4, ay, as, ..., @n-1, an).
A soma dos n primeiros termos S, = a; + a2 + asz + ... + an.1 + an, pode ser
deduzida facilmente da aplicagdo da segunda propriedade acima.
Sn=a1 +ads+ad3z+ ...+ anp1+ an
A expressao acima pode ser representada pela expressao equivalente:
Sh=an+anq+..+az+a»+ay
Somando membro a membro estas duas igualdades, obtem-se:
2.Sh=(as +ap) + (a2 + an-1) + ... + (an + a1)
Logo, pela segunda propriedade acima, as n parcelas entre parénteses possuem
0 mesmo valor (s&o iguais a soma dos termos extremos a; + a ).
Portanto:
2.5n = (a1 + ap).n, onde n € o numero de termos da PA.
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Dai :

4.4 Progressao Geométrica
» Definicdo
Uma progressao geométrica - PG — pode ser entendida como qualquer sequéncia
de numeros reais ou complexos, onde cada termo a partir do segundo, € igual ao
anterior, multiplicado por uma constante denominada razéo.
Exemplos:
(1,2,4,8,16,32, ... ) PG de razdo 2
(5,5,5,5,5,5,5, ... ) PG de razao 1
(100,50,25, ... ) PG de razao 1/2
(2,-6,18,-54,162, ...) PG de razao -3
» Termo Geral da PG
Seja a PG genérica: (ay, az, as, a4, ... , @an ), onde a; € o primeiro termo, e a, é o
n-ésimo termo, ou seja, o termo de ordem n. Sendo q a razdo da PG, da definigéo
segue que:
az=2as.q
az=a.9=(ar.q9).g=2as.q

Infere-se (deduz-se) que: a, = a; . 9", que é denominada férmula do termo geral
da PG.
» Propriedades principais

.LEm toda PG, um termo é a média geométrica dos termos
imediatamente anterior e posterior.
Exemplo: PG (A,B,C,D,E,F,G...)
B®=A.C;C?=B.D;D?°=C.E;E*=D.Fetc.

I.O produto dos termos equidistantes dos extremos de uma PG é
constante.
Exemplo: PG ( A,B,C,D,E,F,G,...)
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A.G=B.F=C.E=D.D=D?

» Soma dos n primeiros termos de uma PG
Seja a PG (a1, az, as, a4, ... , an, ...) . Para o célculo da soma dos n primeiros
termos S, , considera-se:
Sp=aj+a>+az+as+ ...+ an1+ an
Multiplicando ambos os membros pela razao q:
Sh.g=ai.q+a.q+...+an1.q+an.q.
Logo, conforme a definicdo de PG, a expressdao acima pode ser reescrita da
forma:
Sh.q=a+az+..+an+an.q
Observe que az + az + ... + ap €igual a S, - a4 . Logo:
Sh.q=Sp-ar+an.q
Dai, simplificando convenientemente, obtem-se seguinte férmula da soma:
_a,q—aq

qg—1

S

n

Segue que an, = a:.q"", entdo a soma dos termos da PG podera ser representada

da forma:

» Soma dos termos de uma PG decrescente e ilimitada
Considere uma PG ILIMITADA (infinitos termos) e decrescente (0<qg<1). Nestas
condigdes, quando n tende ao infinito " tende a 0 e entdo a soma dos termos da PG

ilimitada podera ser representada da forma:

limS, =/ima,."—— =
n—»o n—0 q_l 1_q

4.5 PROBLEMAS PROPOSTOS E RESOLVIDOS
Problemal. Um pintor consegue pintar uma area de 5 m? no primeiro dia de
servigo e, a cada dia, ele pinta 2 m? a mais do que pintou no dia anterior. Quantos
m? ele conseguira pintar no 142 dia?
Resolucao
Do enunciado sabe-se que se trata de uma P.A. de raz&o 2 e primeiro termo igual
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a 5 e deseja-se obter o 14° termo, logo deve-se utilizar o termo geral da P.A.
a, =a,+n-1.r
a, =5+14-1)2

a, =5+132
a, =5+26
a, =31

No 142 dia o pintor conseguira pintar 31m?.

Problema 2. Quantos termos formam a PA (5, 10, ..., 785)?
Resolucao
Sabe-se que arazado da P.A. é 5, o primeiro termo € 5 e o enésimo termo é 785.
Assim, utilizando o termo geral da P.A., teremos:
a, =a, +n-1.r
785=5+((n-1).5
780 =(n—1).5
156 =n-1
n=157
A P.A. tera 157 termos.

Problema 3. O valor de x, de modo que os numeros 3x-1,x + 3 e x +
9 estejam, nessa ordem, em PA é:
Resolucao
Na P.A. de 3 termos o termo médio € média aritmética dos extremos, assim:

3x—-1+x+9
X+3="—-—-
2
_4x+38
2
x+3=2x+4

+3

x=-1

O valor de x sera -1.

Problema 4. Um estacionamento cobra R$ 6,00 pela primeira hora. A partir da
segunda hora, 0s precos caem em progressao aritmética. O valor da segunda hora é
R$ 4,00 e o da sétima é R$ 0,50. Quanto gastara o proprietario de um automoével
estacionado 5 horas nesse local?
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Resolucgao
A primeira hora custa R$6,00 e nao fara parte da P.A.
A partir da segunda hora, teremos uma P.A. cujo primeiro termo é 4 e o sexto
termo € 0,50.
Assim, o valor a ser pago sera dado por: 6+Sg, onde Sg corresponde a soma dos
6 termos da P.A. formada pelos valores a partir da segunda hora até a sexta hora.

5, = (a, +ay).6
2
(4+0,50).6
Sy =—""T—"—
2
s, - 4,5.6
2
27
S6 =7
S, =13,50

Desse modo a quantia a ser paga sera R$6,000+R$13,50=R$19,50.

Problema 5. Um teatro tem 18 poltronas na primeira fila, 24 na segunda, 30 na
terceira e assim na mesma sequéncia até a vigésima fila, que é a ultima. Determine
0 numero de poltronas desse teatro.

As quantidades de poltronas das fileiras correspondem a P.A. (18, 24, 30,....,a2).

Assim, a1=18, r=6 e o total de poltronas sera dado pela soma dos 20 termos da
P.A.

S (a, +a,).20
20 2

ay =a, +(20-1).r

a,, =18+19.6

a,, =132
(18+132).20

Sy = #

S,, =1500

Problema 6. Arazdoda P.G. (a,a+3,5a—-3) é
Resolucao

A razdo de uma PG é constante e sera dada pelo quociente entre dois termos
consecutivos da sequéncia, logo:



a+3 5a-3

a a+3
(a+3) =a.(5a-3)
a’>+6a+9=5a"-3a
4a* —9a-9=0

A =(-9)* —4.4.(-9)

A=81+144
A =225
. bJA  —(-9)+225 9415
2 2a 2.4 8
6 3
alz——:——
8
24
02=§=3

( 39 27]

Paraa=__: R q:
4’4" 4 _
Paraa=3:>(3,6,12:>)q:g:%:2
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Problema 7. Ao escalar uma trilha de montanha, um alpinista percorre 256 m na

primeira hora, 128 na segunda hora, 64 na terceira hora e assim sucessivamente.

Determine o tempo (em horas) necessario para completar um percurso de 480 m.

Resolucao

As distancias percorridas pelo alpinista sdo termos da P.G. (256, 128, 64, ...) de

primeiro termo 256, e razédo ¢ =

128 64 1
256 128 2

Assim, a distancia de 480m percorrida pelo alpinista sera dada pela somatéria

dos termos da P.G.
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480 = 256.

L)
2

[
2

)
480 =256~

2

]

Problema 8. A medida do lado, o perimetro e a area de um quadrado estéo,
nessa ordem, em progressao geométrica. Qual a area do quadrado?
Resolucgao

Sendo x, a medida do lado do quadrado, 4x 0 seu perimetro e x? sua area, temos a
P.G. de 3 termos: (x, 4x, x°)

Entao, 4x é média geométrica entre x e X2.

4x=\/)?
4x:ﬁ
16x° = x°

X —16x" =0
x(x-16)=0
x=0;x=16

Desse modo,

A solugao x=0 nao convém, logo para x=16, a area do quadrado sera 256
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Problema 9. O sexto termo de uma P.G. é igual a 12500. Se a razao € igual a 5,
qual é o terceiro termo?

Resolucao

Temos que ag=12500 e g=5, logo utilizando a expressao do termos geral da P.G.,
temos:

a, =a.q"

a, =a,.5%"

12500 = @,.5°

a - 12500 _ 4
3125

Assim,

a, =4.5

a, =4.25

a, =100

Problema 10. Uma bola é lancada, na vertical, de encontro ao solo, de uma altura h.
Cada vez que bate ao solo, ela sobe até a metade da altura de que caiu. Determine
a distancia total percorrida pela bola em sua trajetéria, até atingir o repouso.

Resolucao

As distancias percorridas pela bola a partir do momento em que é abandonada em
queda livre da altura h correspondem aos termos da sequéncia

[h,ﬁ,ﬁ,ﬁ,ﬁ,ﬁ,ﬁ...j.que pode ser decomposta em outras duas sequéncias

(hgggje (ﬁ,—,ﬁ,...j que sdo P.Gs infinitas de razéo L

[\

A distancia total percorrida pela bola até o repouso sera dada pela soma dos termos
das duas sequéncias.

h
+%:>S=2h+h=3h
2

4.6 CURIOSIDADES E APLICACOES DAS SEQUENCIAS NUMERICAS
Se os conceitos sdo apresentados de forma fragmentada, mesmo que de forma
completa e aprofundada, nada garante que o aluno estabeleca alguma significacao
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para ideias isoladas e desconectadas umas das outras. Acredita-se que o aluno
sozinho seja capaz de construir multiplas relagdes entre os conceitos e formas de
raciocinio envolvidos nos diversos conteudos, no entanto o fracasso escolar e as
dificuldades dos alunos frente a Matematica mostram claramente que isso néao €
verdade. (PCNEM, 1999. p.255)

Nesse sentido sdo apresentadas a seguir aplicacées das progressoes aritméticas
e geométricas em diversas areas do conhecimento.

» Matematica Financeira

No regime de capitalizacdo simples o capital inicial aplicado (C) a uma
determinada taxa (i) num determinado periodo (n) sofrera um acréscimo constante
(j), periodo a periodo, gerando o montante (M).

Observemos a evolugdo do montante periodo a periodo.

Inicialmente: My=C

Apoés 1 periodo: My=C+J

Apos 2 periodos: Mo=M+J=C+2J

Apos 3 periodos: Mz=My+J=C+3J

Apo6s n periodos: M,=C+n.J
A sequéncia My, My Ma,..., M, é uma progresséao aritmética de primeiro termo a1=C e
razdo r=J
No regime de capitalizagcdo composta o capital inicial C, aplicado a uma taxa i, sofre
ajustes periodo a periodo, configurando o que chamamaos juro sobre juro.

DATA | APOS 1 | APOS 2 PERIODOS | APOS 3 PERIODOS APOS n PERIODOS
INICIAI_| PERIODO

Me=C | Mi=C.(1+)) | Mp=My.(14)=C.(14i)°_| Mg=Ma.(1+i)= C.(1+i)° My=C.(1+])"

Tabela 2: Evolucdo do montante a Juros compostos

A sequéncia Mo, My, My, ..., M, € uma progressao geométrica de primeiro termo

ai= C e razdo q=1+i

» Biologia

Quando a célula de um ser unicelular (protozoario, alga ou fungo) sofre uma

mitose, gera duas células-filhas com a mesma informacédo genética da célula-mae.
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Dessa forma, a célula reproduziu-se assexuadamente.

@ %"@@ |

Figura 4.10: Reproduciao assexuada

A evolucao da quantidade de individuos corresponde a uma progressao geométrica
de primeiro termo 1 e razéo 2.

» Quimica
As massas de substancias radioativas decaem periodicamente fazendo com que

sua massa se reduza a metade da massa anterior. Esse periodo de tempo é

conhecido como meia vida e varia de substancia para substancia.

T L™ ™ Ll

m, m, m,
m, -° -9 -°

2 4 8

Figura 4.11: Degradacio da massa radioativa

A sequéncia obtida pela decomposigdo da substancia radioativa é uma PG de
primeiro termo ai=mg e razéo g=1/2.
» A Lendado Xadrez

Ha uma lenda que diz ter um rei perguntado ao inventor do jogo de xadrez o que
ele queria como recompensa. O inventor respondeu entdo 1 grdo de trigo pela
primeira casa, 2 graos de trigo pela segunda casa, 4 pela terceira, 16 pela quinta, e
assim sucessivamente, sempre dobrando a quantia da nova casa.

O rei, apesar de ter concordado, ndo pode dar a recompensa ao inventor porque
nem toda a produg&o de milho de seu reino daria o total da recompensa pedida.

A impossibilidade de o rei cumprir a promessa deve-se ao seguinte calculo:

Como o tabuleiro de xadrez tem 64 casas, o rei teria que dar a soma dos 64
primeiros termos da PG:

1,2,4,8,16, 32, ..... (onde a razéo é g=2)

Assim, teria o rei que dar: S, = a;(q" - 1) / (q -1), ou seja:
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Ses = 1(2%%-1) / (2-1) = 2°* - 1 = 18446744073709551615 gréos de trigo.

Realmente o rei ndo poderia cumprir a promessa de recompensar o inventor.

» Fractais

Mandelbrot em 1975 criou o termo Fractal que vem do latim, do adjetivo fractus,
derivado do verbo frangere que significa quebrar, fracionar. De acordo com
Mandelbrot, os fractais sdo formas geométricas abstratas de uma beleza incrivel,
com padrdes completos que se repetem infinitamente, mesmo limitados a uma area
finita. O autor constatou ainda que havia uma relagcédo entre estes objetos e aqueles
encontrados na natureza. Existem duas caracteristicas frequentes na Geometria
Fractal sdo elas:
Auto-similaridade: Um fractal costuma apresentar cdpias aproximadas de si mesmo
em seu interior. Um pequeno pedago é similar ao todo. Visto em diferentes escalas a

imagem de um fractal parece similar.

Complexidade Infinita: E uma propriedade dos fractais que significa que nunca
conseguiremos representa-los completamente, pois a quantidade de detalhes &

infinita. Sempre existirdo reentrancias e saliéncias cada vez menores.

s(n=0y=1

Sih=1)= 413

S(n=2)=16r9

Sin=3) =64/27

Figura 4.12: Os quatro primeiros niveis para a construcio da curva de Koch

Note que a sequéncia formada pelos comprimentos da curva de Koch apo6s cada

interacdo é uma progressao geométrica de primeiro termo 1 e razéao 4/3.
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1, 4/3, 16/9, 64/27, ....

» Lei do resfriamento dos corpos:

Um individuo foi encontrado morto em uma sala com temperatura ambiente
constante. O legista tomou a temperatura do corpo as 21:00 h e constatou que a
mesma era de 32 graus Celsius. Uma hora depois voltou ao local e tomou
novamente a temperatura do corpo e constatou que a mesma estava a 30 graus
Celsius. Aproximadamente a que horas morreu o individuo, sabendo-se que a
temperatura meédia de um corpo humano normal € de 37 graus Celsius?

A curva que associa a temperatura corporal ao tempo passa pelos pontos (21,32) e
(22,30) onde abscissas representam o tempo e as ordenadas a temperatura do

corpo e representam uma fungao exponencial decrescente.

404
37 graus Celsius
3] H\\H\\‘\,
32
cll AN
™,

1718 19 20 21 22 23 24
Figura 4.13: Lei do resfriamento dos corpos

Fonte: http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/expolog/exponenc.htm

A curva que descreve este fendmeno é uma fungcédo exponencial da forma:

f(t) = C e, entdo obtemos que:

A = Ln(30)-Ln(32)

C = 32/ (30/32)?

A funcao exponencial que rege este fendmeno de resfriamento deste corpo é dada
por:

f(t) = 124,09468 e %%%**3%! ¢ quando f(t) = 37 temos que:

t = 18,7504... = 18 horas + 45 minutos.

= Crescimento populacional:
Em 1798, Thomas Malthus, no trabalho "An Essay on the Principle of Population"

formulou um modelo para descrever a populacdo presente em um ambiente em
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funcéo do tempo. Considerou N=N(t) o numero de individuos em certa populacao no
instante t. Tomou as hip6teses que os nascimentos e mortes naquele ambiente eram
proporcionais a populacao presente e a variacdo do tempo conhecida entre os dois
periodos. Chegou a seguinte equagao para descrever a populagdo presente em um
instante t: N(t)=N, e", onde N, é a populacdo presente no instante inicial t=0 e r é
uma constante que varia com a espécie de populacao.

O grafico correto desta fungéo depende dos valores de N, e de r, mas sendo uma
funcdo exponencial, a forma do grafico sera semelhante ao da funcéo y=Ke”*.

Este modelo supbe que o meio ambiente tenha pouca ou nenhuma influéncia
sobre a populagao.

Como aplicagdo numeérica, considere-se uma colénia de bactérias se
reproduzindo normalmente. Se num certo instante havia 200 bactérias na colénia,
passadas 12 horas havia 600 bactérias. Quantas bactérias havera na colénia ap6s
36 horas da ultima contagem?

No instante inicial havia 200 bactérias, entdo N,=200, ap6s 12 horas havia 600
bactérias, entao
N(12)=600=200 e""?, logo e'*=600/200=3
assim
In(e'®)=In(3)

Como Ln e exp sao fungdes inversas uma da outra, segue que 12r=In(3), assim:
r=In(3)/12=0,0915510
N(48) = 200 80091510 _ 16200 bactérias

Entdo, apdés 36 horas da ultima contagem, ou seja, 48 horas do inicio da

contagem, havera 16200 bactérias.
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5 PLANOS DE AULA

Nesse capitulo serdo apresentadas sugestbes de planos de aula relativos aos
conteudos relacionados as progressdes aritméticas e geométricas, os quais poderao
ser utilizados na integra ou mesmo adaptados pelo professor de acordo com sua
estratégia de ensino.

Aula 1: Termo Geral da PA

12 Etapa: apresentar aos alunos o seguinte exercicio para que seja resolvido em

grupos:

A companhia que administra uma rodovia quer colocar radares eletronicos de
controle de velocidade ao longo de 500 quildbmetros. O primeiro radar deve ser
instalado no Km 10, o os demais instalados a cada 40 km. Quantos radares devem
ser instalados ao longo da rodovia?

Possivelmente os alunos devem, em sua maioria obter a quantidade de radares
distribuindo-os ao longo dos 500 km da rodovia.

1° radar - Km 10

2" radar — 10+40 = 50 — Km 50

3 radar — 50+40=90 — Km 90

4 radar — 90+40=130 — Km 130

5- radar — 130+40=170 — Km 170

6- radar — 170+40=210 — Km 210

7- radar — 210+40=250 — Km 250

8 radar — 250+40=290 — Km 290

9" radar — 290+40=330 — Km 330

10- radar — 330+40=370 — Km 370

11- radar — 370+40=410 — Km 410

12" radar — 410+40=450 — Km 450

13" radar — 450+40=490 — Km 490

Assim, no quildbmetro 490 seria colocado o décimo terceiro radar, portanto
haveriam 13 radares no trecho planejado da rodovia.
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22 Etapa: resolver o exercicio utilizando a férmula do termo geral da PA destacando
uma maior facilidade na obtencao do resultado.

Primeiro termo — a;1=10

Razédo —» r=40

Numero de termos — n (quantidade de radares)

Termo Geral —» aj=a+(n-1).r

Supondo a, = 500 e considerando ne N, temos:

500=10 + (n—1).40

500=10+40n-40

530=40n

n=530/40

n=13,25

Lembrando que a quantidade de radares deve ser um numero natural, entao
devem ser instalados 13 radares ao longo da rodovia.

Para a obtencdo do marco quilométrico onde serd instalado o 13° radar basta
substituir n=13 na expressao a,=ai+(n-1).r

a13=10+(13-1).40

a13=10+12.40

a13=10+480

a13=490

32 Etapa: Sistematizacédo dos conteudos abordados (vide Capitulo 4)

Aula 2: Soma dos termos de uma PA

12 Etapa: Primeiro momento: apresentar aos alunos o seguinte exercicio para que
seja resolvido em grupos:

Um atleta em fase de treinamento prepara-se pra voltar a pratica esportiva de
ciclismo depois de um tempo que ficou afastado. No entanto ele mesmo sabe que
nao pode pedalar a mesma quantia de quildbmetros como antigamente, ou seja, tem
que realizar um treinamento mantendo um crescimento constante. No primeiro dia
ele deveria percorrer 3 km, no segundo dia 5 km, no terceiro dia 6 km e assim
sucessivamente até o 12° dia. Determine a distancia total percorrida pelo atleta
durante os 12 dias de treinamento.
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Provavelmente os alunos calculariam as distdncias percorridas diariamente e

somariam as parcelas obtidas para obter a solugao do exercicio.
12 dia— 3 km

2% dia— 5 km

3% dia— 5+3=8 km

42 dia— 8+3=11 km

52 dia—>11+3=14 km

6° dia—>14+3=17 km

7° dia—>17+3=20 km

8° dia— 20+3=23 km

92 dia— 23+3=26 km

102 dia— 26+3=29 km

112 dia— 29+3=32 km

122 dia— 32+3=35 km

A distancia total percorrida € 243Km

22 Etapa: o professor apresenta aos alunos a estratégia de Gauss para a soma dos

termos de uma PA e resolve o exercicio utilizando a férmula.

As distancias percorridas pelo atleta diariamente, a partir do segundo dia, séo

elementos de uma PA formada por n=11 termos, de primeiro termo a;=5 e razao 3.
Para n=11, temos: a11=5+(11-1).3=35 km

_5+35

S, 12 = 240km

A distancia total percorrida pelo atleta ao final dos 12 dias de treinamento sera
obtida por 3+S11=3+240=243 km
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32 Etapa: Sistematizagdo da soma dos termos da PA como no capitulo 4.
Aula 3: Interpolacao aritmética.

12 Etapa: apresentar aos alunos o seguinte exercicio para que seja resolvido em
grupos:

Uma empresa foi contratada para instalar telefones entre o km 5 e o km 362 de uma
rodovia de modo que a distancia entre dois telefones consecutivos seja constante e

igual a 3 km. Determinar quantos telefones serdo utilizados.

Uma parcela dos alunos provavelmente somando 3 a cada marco quilométrico a
partir do km 5 até o km 362, encontrando a solugdo do problema. Outros
perceberiam que a distdncia entre o primeiro e o ultimo telefone instalado é dada
pela diferenca 362 — 5 = 357km e poderiam concluir equivocadamente que deveriam
ser instalados 357: 3 = 119 telefones na rodovia. Nesse caso o professor deve
mostrar ao aluno que a estratégia utilizada foi valida, porém destacar que a razéo
119 ndo corresponde ao total de telefones instalados e sim a quantidade de
espacamentos de 3 km existentes entre o primeiro € o ultimo telefone. Assim, entre
dois telefones haveria um espacamento, entre trés telefones haveria dois

espacamentos e entre n+1 telefones haveria n espagamentos.
22 Etapa: resolver o exercicio utilizando interpolagcéo aritmética

Inserir n telefones entre dois telefones ja existentes configura uma PA com n+2
elementos, pois sabemos que a distancia entre dois telefones consecutivos sera
sempre igual a 3 km, o que configura uma PA de primeiro termo a=5 e a,=362.
Assim, podemos utilizar a expressao do termo geral da PA, o que tornara a
resolucao do problema muito mais simples.

ap=ai+(n—1).r
362=5+(n-1).3
362=5+3n-3
362=3n+2

3n=362-2
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3n=360

n=360/3

n=120 telefones
32 Etapa: sistematizar interpolacao aritmética como sugerido no Capitulo 4.
Aula 4: Termo Geral da PG

12 Etapa: apresentar aos alunos o seguinte exercicio para que seja resolvido em
grupos:

Num torneio de ténis havia 4096 jogadores inscritos. A cada rodada as duplas que
se enfrentardo sao definidas por sorteio. O vencedor permanece na disputa e o

perdedor é eliminado. Determine quantas partidas fara o vencedor do torneio.

Os alunos, percebendo a regularidade determinariam a quantidade decrescente de
jogadores rodada a rodada.

12 rodada — 4096
22 rodada — 2048
32 rodada — 1024
42 rodada — 512
52 rodada — 256
62 rodada — 128
72 rodada — 64
82 rodada — 32
98 rodada — 16
102 rodada — 8
112 rodada — 4

122 rodada — 2
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Obtendo assim a resposta do problema, pois o campedo tera disputado 12 jogos
para sagrar-se campeao do torneio.

22 Etapa: o professor apresenta aos alunos a expressao que determine o termo geral
da PG e resolve o exercicio.

As quantidades de jogadores, rodada a rodada, configuram uma PG decrescente
com primeiro termo a1=4096 (h4 4096 jogadores na primeira rodada), ultimo termo
an=2 (0 vencedor da ultima rodada é o campedo do torneio) e razdo g=1/2 (a
quantidade de jogadores cai pela metade rodada a rodada). Assim, dada a PG
(4096, 2048, ...., 2) pretendemos determinar a quantidade de termos.

_ n—1
a, =a.q

1 n—1
2= 4096.(—}
2

2 - ljn—l
4096 2

32 Etapa: sistematizar a soma dos termos da PG como sugerido no Capitulo 4.
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Aula 5: Quadrado de Koch

Aula disponivel em http:/objetoseducacionais2.mec.gov.br/, acessada em
02/10/2015

Conteudos: PG, termo geral da PG, soma dos termos da PG
Estratégia: Estudar PG através do estudo dos fractais
Material necessario:

Folha de papel quadriculado (32cm x 44cm) ou folha pontilhada; lapis; borracha;

calculadora; régua.

Figura 5. 1: Material necessario

Preparacao:

Antes de iniciar a atividade, divida os alunos em duplas, lhes entregue uma Folha
do Aluno e duas folhas de papel quadriculado (ou, se preferir, duas folhas
pontilhadas ou duas folhas de papel milimetrado). Caso ndo seja usada a folha
pontilhada, é necessario adequar a unidade utilizada para que o comprimento do
lado do quadrado inicial seja multiplo de 27, pois isso facilitara a construgdo do
fractal. Também, como sera justificado posteriormente, a largura e o comprimento da

folha devem ter, no minimo, o dobro da medida do lado do quadrado.

Etapa 1: os primeiros passos para a construcdo do Quadrado de Koch


http://objetoseducacionais2.mec.gov.br/
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1. Oriente os alunos para que desenhem, no centro da folha, um quadrado, como
indicado na Preparacdo. Se estiver usando o anexo, utilize 28 pontinhos para cada

lado;

2. Substitua cada segmento pelo padrao da Figura 5.2. Observe que serdo formados
segmentos com 1/3 do comprimento do lado do quadrado anterior, o que é
equivalente a acrescentar a cada segmento do quadrado inicial outro quadrado de
lado 1/3, e assim sucessivamente;

Figura 5.2: Padrao Figura 5.3: Fim do passo 2

3. Repita o procedimento trés vezes, totalizando quatro passos. E importante
substituir pelo padrdo todos os segmentos resultantes do fim de cada um dos

passos. Para uma melhor visualizacao da figura, ao final de cada passo, hachure-a.
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Durante a construc¢ao, os alunos deverdo completar uma linha da Tabela 2 ao final
de cada passo. Para facilitar a analise dos dados na Etapa 2, pega para que eles

considerem o comprimento do lado do primeiro quadrado como sendo 1 unidade.

Etapa 2: anélise de dados.
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Passos Comprimento dos Perimetro da Area acrescentada
segmentos figura

1 1 4 0

2 1/3 20/3 4/9

3 1/9 100/9 20/81

4 1/27 500/27 100/729

Tabela 2: Coleta de dados do experimento

Nesta etapa, com base nos dados da Tabela 2, coletados na Etapa 1, os alunos
tentardo responder a algumas perguntas sobre o comprimento dos segmentos,
perimetro e area da figura. Para isso, com excec¢do da “area da figura limite” que é
dada pela soma dos termos de uma PG, € necessario que os alunos ja conhegam a
definigdo de Progressao Geométrica e saibam como encontrar seu termo geral.

Questoes aos alunos:

1. Vocé saberia responder qual sera o comprimento de cada segmento apds o
quinto passo? Por qual constante € necessario multiplicar o comprimento de um

segmento para obter o comprimento do segmento obtido no passo seguinte?

2. Que tipo de sequéncia formam os valores dos comprimentos? Encontre uma

expressao para o comprimento apds o n-ésimo passo.

3. O que acontece com o comprimento dos segmentos quando repetimos 0 processo
indefinidamente, ou seja, quando o valor de n torna-se muito grande?

4. Vocé saberia responder qual sera o perimetro da figura apds o quinto passo? Por
qual constante é necessario multiplicar o perimetro de uma figura para obter o

perimetro da figura no passo seguinte?

5. Que tipo de sequéncia formam os valores dos perimetros? Ache uma expressao

para o perimetro da figura apds o n-ésimo passo.
6. O que acontece com o perimetro quando repetimos o processo indefinidamente?

7. Vocé saberia responder qual sera a area da figura apds o quarto passo?
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8. Calcule a area da figura apds o quinto passo.
9. O que acontece com area quando repetimos o processo indefinidamente?
Solugdes:

Os comprimentos dos segmentos das quatro figuras obtidas constitui a seguinte
A 111
sequencia: 1,—,—,—
3927

A qual é uma PG com o primeiro termo a; = 1 e razdo q = 1/3. Assim, a constante

que deve ser multiplicada para obter os termos da sequéncia é igual a 1/3 e o

. , . . . 11 1
comprimento dos segmentos ap6s o quinto passo a sera igual a FEyiaPrE Agora,

como conhecemos o primeiro termo a; e a razao q, podemos escrever a expressao

do termo geral da PG, ou seja, a expressao para o segmento apds o n-ésimo passo:

] <]

Como a razado é menor que 1, a medida que n cresce, a, decresce. E, se o valor de
n torna-se muito grande, o valor de a, torna-se muito pequeno, aproximando-se cada
vez mais de zero. Neste caso, dizemos que o limite de a, € zero quando n cresce

ilimitadamente.

Os perimetros das quatro figuras obtidas sao: 4,?,@ 500

9 " 27
A sequéncia obtida configura uma PG com o primeiro termo @, =4 e razéo g =§.

. A . .5 , : .
Assim, o fator que gera os termos da sequéncia é 3 e 0 perimetro da figura apés o

. L 5 500 2500 o
quinto passo sera igual a 5.2—7:?. . Agora, como conhecemos 0 primeiro

~ 5 ~
termo a, =4 erazdo ¢ = gpodemos escrever a expressao do termo geral da PG, ou

n—1
, ~ , , . L 5
seja, a express&o para o perimetro da figura apos o n-ésimo passo: a, = 4.&} .
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Como a razao é maior que 1, a medida que n cresce, a, cresce. E, se o valor de n
torna-se muito grande, o valor de a, também se torna muito grande, crescendo

ilimitadamente.

Em cada passo, sdo acrescentados novos padrdes a figura e, observa-se pelas
figuras 5.3, 5.4 e 5., também h& um acréscimo a area. Deste modo, a area total da
figura apés o quarto passo serd a soma da area do quadrado inicial com os

o . , 4 20 100
acréscimos realizados nos passos 2, 3 e 4, ou seja, 1+§+—+—

81 729

Para calcular a area da figura ap6s o quinto passo, deve-se descobrir 0 acréscimo
realizado a ela. Para isso, deve-se observar que, a partir do segundo passo, a area

acrescentada forma a seguinte sequéncia:

4 20 100

R e
9 81 729
. o 4 - 5
Visto que se trata de uma PG com o primeiro termo q, = 5 e razao g = 5 temos que

. . , . 100 5 500
a area acrescentada apos o quinto passo sera —.— =

7299 6561

: . . L 4 20 100 500 12497
e assim a area da figura sera igual a 1+§+—+ - =

81 729 6561 6561

Note que a medida que a quantidade de parcelas tende ao infinito a soma tende a 2.

. 4 20 100 500 2500 12500
limS =14+—-+—+ + + +. +...
oo " 9 81 729 6561 59049 531441

Aula 6: Tridngulo de Sierpinski (Aula disponivel em http://www.neteducacao.com.br -
acesso em 02/10/2015)

Conteudo: PG, soma dos termos da PG

Estratégia: utilizar os fractais para introduzir a soma infinita dos termos de uma PG.
12 Etapa: Introducao do tema — tridngulo de Sierpinski

Antes de introduzir a atividade, os alunos ja devem conhecer as principais
caracteristicas das progressoes aritméticas e geométricas.
Inicie a aula explicitando algumas caracteristicas dos fractais. Leve imagens para a


http://www.neteducacao.com.br/
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sala e mostre alguns fractais.
Nesse inicio, os alunos devem ter contato com as propriedades de auto-semelhanca
e a complexidade infinita dos fractais. Nao entraremos em detalhes sobre a

dimensao dos fractais.

Em seguida, divida os alunos em duplas ou trios. Cada grupo precisara de:
* Régua.

» Compasso

* Folha sulfite

* Lapis e borracha.

Entregue uma folha aos alunos com as seguintes instrug¢oes:

Tridngulo original Estagio 1

Estagio 3

Estagio2

Nesta etapa os alunos irdo construir os quatro primeiros estagios do triangulo de
Sierpinski e responder a um questiondrio no final.

TRIANGULO ORIGINAL
12 passo: Construa um triangulo equilatero com 16 cm de lado com auxilio da régua
e compasso.

ESTAGIO 1:



68

12 passo: Construa um tridngulo equilatero com 16 cm de lado com auxilio da régua
€ compasso.

2° passo: Divida cada lado do triangulo em duas partes iguais (ou seja, encontre o
ponto médio).

3¢ passo: Trace o triangulo no centro e ilustre-o da maneira que preferir.

ESTAGIO 2:

19 passo: Repita o estagio um.

2° passo: Divida cada lado dos novos triangulos brancos em duas partes iguais (ou
seja, encontre o ponto médio).

3° passo: Trace o tridngulo no centro de cada triangulo branco e ilustre-os da

maneira que preferir.

ESTAGIO 3:

12 passo: Repita o estagio dois.

2° passo: Divida cada lado dos novos triangulos brancos em duas partes iguais (ou
seja, encontre o ponto médio).

3?2 passo: Trace o triangulo no centro de cada triangulo branco e ilustre-os da

maneira que preferir.

ESTAGIO 4:

12 passo: Repita o estagio trés.

2° passo: Divida cada lado dos novos triangulos brancos em duas partes iguais (ou
seja, encontre o ponto médio).

3° passo: Trace o tridngulo no centro de cada triangulo branco e ilustre-os da

maneira que preferir.

QUESTOES:
1. Escreva os cinco primeiros termos da sequéncia onde o 1° termo indica a
quantidade de triangulos brancos no estagio original, o 2° termo indica a quantidade

de triangulos brancos no estagio 1, e assim sucessivamente.

2. Qual é o proximo termo desta sequéncia?
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3. O que acontece a cada novo termo?

4. Se continuarmos o processo, quantos triangulos brancos teremos no estagio 107?
5. Agora, vamos analisar o numero total de triangulos em cada estagio. Escreva os
cinco primeiros termos da sequéncia onde o 1° termo indica a quantidade de
triangulos no estagio original, o 2° termo indica a quantidade de tridngulos brancos
no estagio 1, e assim sucessivamente.

6. Qual é o préximo termo desta sequéncia?

7. O que acontece a cada novo termo?

8. Quantos tridngulos teremos se continuarmos o processo indefinidamente?
Observe que foi pedido ao aluno que, a cada etapa da construcdo do triangulo de
Sierpinski, pintasse o triangulo do centro. De fato, o triangulo central deve ser
removido, mas optou-se pela ilustracdo para facilitar o manuseio dos materiais e a

aplicacao da atividade.
22 Etapa: Situagao-Problema

Depois que os grupos terminarem de registrar as respostas comente que, se
continuarmos o padrdo da construcao do triangulo de Sierpinski indefinidamente,
serdo obtidos infinitos triangulos. Em seguida, proponha a seguinte questao: Ja que
0 numero de tridngulos € infinito, podemos dizer que a area pintada também sera
infinita?

O objetivo é gerar um conflito. Em geral, os alunos ndo aceitam com facilidade a
ideia de que a soma da area de infinitos triangulos ndo € um ndamero infinito. O
professor pode conduzir a discussao da seguinte forma:

1. Construa a tabela com os valores da medida do lado do tridangulo branco (cm) e a
area de cada triangulo branco (cm?) em cada estagio.
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Estagio [ Medida do lado do triangulo Area de cada triangulo branco
branco (cm) {cm®)
0 16 3
1 1643
2 - 4.3
3 2 3
4 1 J_-g
4
5 Ya 53
16

Tabela 3: Area de cada tridngulo branco

2. Pergunte o que ocorre com a medida do lado do tridngulo branco a cada novo
termo. Espera-se que os alunos percebam que a cada novo termo a medida do lado
do triangulo branco se reduz a metade.

3. Pergunte o que ocorre com a area do triangulo branco a cada novo termo.
Espera-se que os alunos percebam que a cada novo termo a area do triangulo
branco se reduz a quarta parte.

4. Peca aos alunos que calculem a area dos triangulos brancos nos seis primeiros
estagios. Basta multiplicar a area do triangulo branco pela quantidade de triangulos
brancos em cada estagio.

5. Pergunte o que ocorre com a soma da area dos triangulos brancos a cada novo
termo. Espera-se que os alunos percebam que a cada novo termo a area do

triangulo branco é multiplicada por %.

6. Peca aos alunos que calculem a é&rea pintada do tridngulo nos seis primeiros
estagios. Basta subtrair a soma da area dos triangulos brancos da area do tridngulo

inicial.



Estagio | Area de cada trdngulo Quantidade de Soma da drea de cada
branco (cm?) tridngulos brancos tridngulo branco (cm®)
0 64'-1'6 1 64,,)@
A 163 3 48,3
e 43 2 365
3 M3 27 2.8
4 W3 81 81./3
4
? 3 e 243,
16 16

Tabela 4: Soma das areas dos tridngulos brancos
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7. Conclua, com os alunos, que a cada novo termo a area se aproxima a area do

triangulo inicial, ou seja, a area tende a 6443. Esse valor é resultado

de 643 - G)w 643 = 6443

32 Etapa: Sistematizagdo dos conteudos abordados

Sistematize a soma infinita de termos de uma PG, demonstracdo realizada no

Capitulo 4. Em seguida, relacione a atividade anterior a formula e proponha novas

questdes.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A situagdo precaria da educacdo brasileira é inquestionavel. As avaliagbes
externas nacionais e internacionais atestam essa realidade. Sabe-se que mudancas
profundas devem ocorrer e os professores ndao podem ficar de maos atadas
aguardando o momento em que as autoridades e governantes entendam que sem
uma educagédo de qualidade nosso pais ndo experimentara um salto de qualidade
tanto na producédo de riquezas quanto na qualidade de vida de sua populacao.

Nesse sentido a participacdo do professor é decisiva e a utilizacao de estratégias
de ensino diversificadas pode fazer diferenca na aprendizagem dos nossos alunos.

Ensinar ndo é tarefa facil e ensinar matematica é tarefa ainda mais dificil. Na
intencdo de amenizar essas dificuldades, no Capitulo 2, Sobre Ensinar e Aprender
Matematica, foram apresentadas praticas diarias utilizadas por professores de
escolas da rede publica do estado de Sdo Paulo que vém tendo desempenho
satisfatorio nas avaliagbes externas regulares a que vem sendo submetidas. Sao
atitudes simples, mas que podem fazer a diferenca na aprendizagem de nossos
alunos. No mesmo capitulo, foi destacada a importancia da motivacdo no ato de
aprender. Alunos desmotivados abrem mao do protagonismo e assumem o papel de
meros coadjuvantes em sua propria aprendizagem.

No Capitulo 3, Estratégia de Ensino, foram apresentados subsidios para que o
tema sequéncias numéricas — PA e PG- trabalhado no ensino médio de escolas
publicas e privadas no ensino médio, pudesse ser abordado de forma menos
ortodoxa, investindo na contextualizacdo histérica e no ludico, sem abrir mdo do
conteudo.

A sequéncia de Fibonacci e sua relacdo com a razdo aurea possibilita o
encantamento dos alunos e a tdo sonhada motivagdo no ato de aprender.

Reproduzir o modelo de ensino tradicional ao qual a maioria dos professores foi
submetida é assumir um risco altissimo de fracassar, pois os alunos atualmente
diferem muito dos alunos de outrora. Assim, espera-se que abordagem diferenciada
das sequéncias numéricas, proposto nesse trabalho, possa contribuir provocando
uma reflexdo por parte dos colegas professores em relagdo a sua pratica e os

caminhos a serem trilhados na busca por uma aprendizagem significativa.
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