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Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma definicao para a expansao em fracoes continuas,
identificando as caracteristicas mais simples e buscando através da analise de alguns exem-
plos, nos familiarizarmos com esta forma de representacao numérica. Mostramos a ligagao
desta expansao e o algoritmo de Euclides para o cdlculo do mdc. Explorando as propri-
edades dos convergentes, abordamos a aproximacgao de nimeros irracionais por nimeros
racionais, mostrando que as melhores aproximacoes sao obtidas via fragoes continuas.
Apresentamos, de forma breve, a denominada equacgao de Pell e um método para resol-
ver este tipo de equagao com esta representacao. Abordamos a conexao da expansao em
fracoes continuas e a transformacao de Gauss através do estudo das iteracoes desta trans-
formacao. E no final, trazemos uma série de atividades para alunos do Ensino Médio
visando apresentar a expansao em fracoes continuas, suas principais propriedades e as
conexoes que aparecem neste trabalho. Aproveitamos também para fazer uma primeira

caracterizagao dos numeros irracionais entre algébricos e transcendentes.

Palavras-chave: Fracoes continuas - Algoritmo de Euclides - Aproximacao de nimeros

irracionais - Equacao de Pell - Transformacao de Gauss
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Capitulo 1
Introducao

E possivel caracterizar as melhores aproximacoes de um dado nimero real, identificar
uma forma de obté-las e o que esperar da qualidade dessas aproximagoes comparadas com

a complexidade das aproximacoes racionais?

A representacao decimal de um ntmero real tem como um de seus méritos a pratici-
dade para efetuar calculos porém, sua utilizagao esta relacionada a uma escolha arbitraria
de uma base 10 e, ainda pode ocultar outras aproximacgoes racionais muito melhores do
que se pode esperar, comparando os tamanhos do denominadores envolvidos em uma re-

presentagao e na outra.

A representacao por fracoes continuas possui uma conceituagao simples e fornece apro-
ximagoes racionais muito boas, chegando a causar surpresa, pois consegue alcancar com

denominadores relativamente pequenos, uma grande eficiéncia na aproximacao.

Além disso, a teoria basica de fracoes continuas se relaciona com outros temas de
Aritmética, como o algoritmo de Euclides. Também podemos utilizar fracbes continuas

para estudar um certo tipo de equagao diofantina, denominado equacao de Pell.

No Capitulo 2, apresentaremos uma definicao para a expansao em fragoes continuas,
identificando as suas caracteristicas mais simples e buscando através da andlise de alguns
exemplos, nos familiarizarmos com esta forma de representacao numérica pouco difun-
dida. Aqui ja aparecerao classes distintas de niimeros - racionais, irracionais algébricos e
irracionais transcendentes -, mas sem que sejam plenamente caracterizados. Nos capitulos

posteriores, vamos nos ater a descricao destas caracterizagoes.

No Capitulo 3, serd mostrada, através da divisao euclidiana, a ligacao da expansao em
fragoes continuas de um ntmero racional com o algoritmo de Euclides para o calculo do

méaximo divisor comum entre dois nimeros. Neste caso, os dois serao os termos da fracao



irredutivel que representa o nimero racional em questao. Isto também colabora para

ratificar a natureza finita da expansao em fragoes continuas para essa classe de nimero.

No Capitulo 4, através da exploracao das propriedades dos convergentes da expansao
em fragoes continuas, abordaremos a aproximacao de nimeros irracionais por nimeros

racionais, mostrando que as melhores aproximacoes sao obtidas via fragoes continuas.

No Capitulo 5, faremos uma breve apresentacao da chamada equacao de Pell. Mostra-
remos um método para resolver este tipo de equagao com a expansao em fragoes continuas.
Neste processo, apresentaremos uma breve diferenciagao entre niimeros algébricos e nimeros

transcendentes.

No Capitulo 6, mostraremos a conexao da expansao em fragoes continuas e a trans-
formacao de Gauss através do estudo das iteracoes desta transformacao. Este fato nos

permitira analisar a dinamica da obtencao dos quocientes parcias da expansao.

No Capitulo 7, trazemos uma série de atividades para alunos do Ensino Médio visando
apresentar a expansao em fragoes continuas, suas principais propriedades e as conexoes
que aparecem neste trabalho: com o Algoritmo de Euclides para o mdc, com a equagao
de Pell e com a transformacao de Gauss. Aproveitamos também para fazer uma primeira

caracterizacao dos numeros irracionais entre algébricos e transcendentes.

E finalmente, no Capitulo 8, apresentamos as conclusoes deste trabalho e as possiveis

indicacoes de continuidade.



Capitulo 2

Definicao e Exemplos

2.1 Definicao

Uma fragao continua é uma expressao da forma

b

ba
bs

by
ay —|—

CLO+
ay +

as +
as +

onde ag, ay, as, ... € by, by, b3, ... podem ser niimeros reais ou complexos, ou fungoes de

variaveis reais ou complexas. O nimeros de termos pode ser finito ou infinito.

Uma forma mais simplificada da expressao acima ¢é a fragao continua simples ou

fragcao continua regular

1
az + — 1
az + ———
ay + ...
onde ay, as, as, ... sa0 numeros inteiros positivos e ag, um inteiro qualquer. Esta expressao
pode escrita na forma [ag; a1, as, as, a4, ...], tornando mais facil a sua apresentacao. Os a;’s

sao chamados de quocientes parciais da fracao continua.

A expressao acima representa uma fracao continua simples infinita, isto é, com sequéncia

infinita de a;’s.



Uma fracao continua simples finita é uma expressao da forma

1

CLO+
a; +

as + ...—

que pode ser denotada por [ag; a1, as, as, ..., a,].

Doravante neste trabalho, sem prejuizo da clareza, iremos denominar simplesmente
de fragoes continuas, as fragoes continuas simples, pois abordaremos apenas as carac-

teristicas e potencialidades deste tipo de representacao.

2.2 Exemplos

2.2.1 Alguns niimeros racionais

O nosso objetivo principal é utilizar a representacao em fragoes continuas com nimeros
irracionais, porém vamos obter esta representagao (também chamada de expansdo) de

alguns nimeros racionais, para podermos nos acostumar com essa forma de representar

numeros.
N , 41
Exemplo 2.1. Obtendo a representacdo do nimero 3 :
Dividimos 41 por 13 e obtemos
41 =13-3+2.
Assim, podemos escrever
41 13-3+2 _3.4 2
13 13 713
Agora, fazemos 13 dividido por 2 e temos
13=2-6+1.
Dai, encontramos
41 2 1 1 1
2 2 2



Como 2 dividido por 1 da resto zero, paramos o processo e escrevemos

41
— =[3:6,2]

13

Exemplo 2.2. Encontrando as representacoes de outros niumeros racionais:

11
a)7
41 or 1
—=lto=ltm=1+—xg= -=1+ :
: 14° 1+ - 14—
4 4 1 1+1
3 3
11
Assim, - = [1;1,1,3].
51
b) — =
) 23
51 69 18 18 1 1 1 1
237 2323 Cla W T E T T T T
18 18 18 o
) )
1 1 1 1
— 3+ — =3+ : — 3+ T — 3+ :
1+ —— 1+ - 1+ - 1+ -
3—1—3 3+ —75 34— 3+ T
2 2
Assim, —— =1[-3;1,3,1,1,2].
)114
C_
235
14 111 1 1 1
235 235 7T 1 - r T 1
= 16 + = 16 + = 16 + ——
7 7 7 3+1
2 2



114
Assim, — =1[0;2,1 2|.
ssim, oo [0;2,16, 3, 2]

31
d) —
12
31 7 1 1 1 1
= 1+ = 1+ = 1+
7 7 7 1+g
5 5
-2 L =2+ L
- 1T 1
2 2
Assi 1 2:1,1,2,2]
SS1m, — = ; .
712 bR Bt B |
12
6)3—1
12 1 1 1 1 1 1
31~ 31 — 7 = T~ 1 1 1 -
31 S 2+ 24§y 24— 2+—7 2+ :
= 1+ = 14+ = 1+ ——=
7 7 ’ 1+
5 5
B 1 B 1
- 1 - 1
2+1+ T 2+1+ :
1 1
1+ & 1+ —
Z 24 =
2 *3

12
Assim, = = [0;2,1,1,2,2).
31

Com estes primeiros exemplos ja podemos notar que ag representa a parte inteira do

nimero que queremos representar com fragoes continuas.



2.2.2 Os ntdmeros V2 e /3

Agora vamos obter a expansao em fracoes continuas dos irracionais v/2 e /3. Para

isso, utilizaremos o procedimento que aparece em (CARNEIRO).
a) V2
—Com01<\/§<2temos\/§:1+n,send00<n<1,eag:1.

1 .
- Fazendo n = — teremos z > 1 e assim,
x

1 1
V2ml4+—p=—"=V2+1
T V2 -1

1
-Como2<x<3temosxr =2+ —,sendoy >1,ea; =2.
Y

-Assim,

1 1 1
r=24-=1y= = =V24+1=12x
Y

r—2 2-1

1
- Como 2 <y < 3temosy =2+ —,sendo z > 1, e ay = 2.
z

-Assim,
1 1 1
z

y—2 V2-1

1
- Como 2 < z < 3 temos z =2+ —, sendo w > 1, e azg = 2.
w

-Assim,

1 1 1
z2=24+— = w= = :\/§+1:z:>2<w<3:>a4:2

w z—2 2-1

Assim, podemos observar que a expansao de v/2 apresenta um comportamento notével

para os quocientes parciais: as = a3 = a4 = a5 = ... = a1 = 2. Por isso, podemos escrever:
V2=1[1;2,2,2,.] = [1;2]

b) V3

—Com01<\/§<2temos\/§:1+§,comx>1,ea0:1.

-Assim,

10



1 V3+1
V31 2

1 3
V3=1l4+4-=1zx= :>1<x<§:>a1:1
xr

1 1 2
r=14+-=—=y= = =V34+l=—=2<y<3=—ay=2
2—|—1:> ! ! —
Y > y—2 \/g—l 3 1
1 1 1
z=14+4 —=—= w= = =Y = a4 = Qo
w z—1 r—1

No célculo dos quocientes parciais para a expansao de /3, encontramos as = as =

a7 =...= Qa1 € a4 = ag = g = ... = Ay. Assim,
V3=[1;1,2,1,2,..] = [I;T,2]

As expansoes em fragoes continuas de V2e3 apresentam uma caracteristica infinita
e periédica, o que nao ocorreu com os exemplos envolvendo niimeros racionais. Estes fatos

serao analisados com mais rigor nos capitulos seguintes.

Podemos também com o auxilio de uma calculadora, obter os valores dos quocientes

parcias, conforme as tabelas a seguir.

11



V2 =1, 41421356237309... ap =1
1
no = 0,41421356237309... | — = 2,41421356237309... | a; = 2
g
1
ny = 0,41421356237309... | — = 2,41421356237309... | as = 2
n
1
ny = 0,41421356237309... | — = 2,41421356237309... | a3 = 2
no
1
V2=1+ i
+ 1
2+ —
V2 =1[1;2,2,2,..] = [1;2]

Tabela 2.1: Célculo dos quocientes parciais da expansao de /2

V3 =1, 73205080756887... ag =1
1
no = 0, 73205080756887... | — = 1,36602540378443... | a; = 1
N
1
ny = 0,36602540378443... | — = 2,73205080756887... | as = 2
ny
1
ne = 0, 73205080756887... | — = 1,36602540378443... | a5 =1
N2
1
ng = 0, 36602540378443... | — = 2,73205080756887... | ay = 2
nj
1
V3=1+ T
1+ ;1
1+ —
V3=1[1;1,2,1,2,1,2,..] = [;1,2]

Tabela 2.2: Célculo dos quocientes parciais da expansao de v/3

12




Os valores que aparecem nas tabelas foram obtidas utilizando o aplicativo TechCalc

versao 3.5.6 para o sistema operacional Android.

2.2.3 O numero 7

O numero 7 = 3,14159265358979... é um dos irracionais mais conhecidos da Ma-
teméatica. Para obtermos a sua representacao em fragoes continuas, vamos repetir o pro-

cesso de construgao das tabelas dos nimeros V2 e V3.

m = 3,14159265358979... ap =3

1
ng = 0,14159265358979... | — = 7,06251330593105... ay =17

o

1
ny = 0,06251330593105... | — = 15,99659440668267... | as = 15

n

1
ny = 0,99659440668267... | — = 1,00341723101643... as =1

N9

1
ns = 0,00341723101643... | — = 292,63459075196853... | ay = 292

ns
1
ng = 0,63459075196853... — = 1,57581874128789... as =1
Ty
1
ns = 0,57581874128789... — =1,73665761167023... ag =1
Ny
1
T=3+ 1
7+ . 1
T 1
1+ 1
292 + 1
1+ T

m=[3:7,15,1,292,1,1, ...

Tabela 2.3: Célculo dos quocientes parciais da expansao de 7

Na Tabela 2.3, os valores dos quocientes parciais nao apresentam o mesmo comporta-

mento periédico observado nos casos de v/2 e v/3. Este fato, sugere que entre os nimeros

13



irracionais a expansao em fragoes continuas apresenta caracteristicas diferentes depen-

dendo do nimero que esta sendo expandido.

2.2.4 O numero de ouro ¢

14++5

g = 1,61803398874989..., conhecido como numero de ouro, pos-

sui uma representacao em fragao continua bastante curiosa. Vejamos na Tabela 2.4.

O numero ¢ =

¢ = 1,61803398874989... ay =1

1
ng = 0,61803398874989... | — = 1,61803398874989... | a1 =1

U]

1
ny = 0,61803398874989... | — = 1,61803398874989... | az = 1

ni

1
ny = 0,61803398874989... | — = 1,61803398874989... | ag =1
U

¢=1[1;1,1,1,..]

1]

Tabela 2.4: Calculo dos quocientes parciais da expansao de ¢

2.2.5 O numero e

O nimero e = 2, 71828182845904..., que é a base do sistema dos logaritmos neperia-
nos, também apresenta uma expansao em fragoes continuas com quocientes parciais com

um comportamento bem peculiar.

14



e = 2,71828182845904... ag = 2

1
ng = 0, 71828182845904... | — =1,39221119117733... | a1 =1

U]

1
ny = 0,39221119117733... | — = 2,54964677830384... | ay = 2

ni

1
ny = 0,54964677830384... | — = 1,8193502435980... | ag3 =1
N9

1
nsy = 0,8193502435980... | — = 1,22047928564542... | a4y =1
ns

1
ng = 0,22047928564542... | — = 4,53557347608704... | a5 = 4
Ty

1
ns = 0,53557347608704... | — = 1,86715743898691... | ag = 1
ns

1
ng = 0,86715743898691... | — = 1,15319312853763... | ay =1
Ne

1
ny = 0,15319312853763... | — = 6,52770793015254... | ag = 6

ny

e=1[2:1,2,1,1,4,1,1,6,..]

Tabela 2.5: Célculo dos quocientes parciais da expansao de e

Neste primeiro contato com as fragoes continuas tivemos a oportunidade de verificar

algumas propriedades, que serao demonstradas em capitulos posteriores:

e numeros racionais apresentam expansao finita;

15



e alguns numeros irracionais apresentam expansao periddica, enquanto outros nao.

Porém, quando o nimero é irracional, a representacao em fragoes continuas ¢ infinita.

16



Capitulo 3

Fracoes continuas e o algoritmo de
Euclides

Em vista das expansoes em fragoes continuas de alguns nimeros racionais obtidas no

capitulo anterior,

41

1_3:[37672]7
11
7:[17]-7]-’3]7
51
——=1-3;1,3,1,1,2
23 [ sy LIy Ly Ly ]7
1 0:2,16,3,2]
235_ ) < » )
31
_:[271717272]7
12
12
— =10;2,1,1,2,2
31 [a ) Ly Ly 4y ]7

nos parecem naturais as seguintes questoes:

e Um numero racional quando respresentado por uma fracao continua apresenta sem-

pre uma expansao finita?

e Se temos uma fracao continua finita podemos afirmar ser esta a representacao de

um numero racional?

Para responder a estas duas perguntas apresentaremos uma proporsi¢cao, que sera
demonstrada com os argumentos da divisao euclidiana e que tem no algoritmo de Euclides
para o obter o maximo divisor comum (daqui em diante, apenas mdc) um grande auxilio.

Antes porém, de enunciar o resultado central deste capitulo, vamos relembrar a divisao

euclidiana, que pode ser proposta assim:

17



Proposicao 3.1 (Divisao euclidiana). Dados dois inteiros p e q, com q # 0, ezistem um

unico par de inteiros a e r tais que
p=aq+r com 0<r<|q,

onde a € chamado de quociente e r, de resto.

Demonstra¢ao. Tomando ¢ > 0 (para ¢ < 0 o processo é analogo), existe a que satisfaz a:
aqg <p<(a+1)q.

Deste modo, temos p —aq > 0 e p — aq < aq + q < q. Portanto, ao definir r = p — agq,
garantimos a existéncia de r e de a. O fato de serem tnicos, pode ser comprovado, se
supormos que existam outros nimeros a; e 1 tais que p = a1q +1r; com 0 < r; < gq.

Se isso for verdadeiro, temos
p=aq+r=aq+m
Decorre dai que
(ag+71)—(a1g+1m)=0=qgla—ay) =ri —r = q|(r; — 1)

Porém, como r < q e r; < ¢, temos r;, —r < q e, portanto, devemos ter r; —r = 0,
isto é, ry = r. Assim, a;q = aq = a1 = a, ja que q # 0.
O]

Por isso, quando fizemos a primeira divisao no Exemplo 1 do capitulo anterior, encon-
tramos 3 e 2 tais que 41 = 3- 13 + 2, que sao Unicos para a divisao euclidiana. Da mesma
forma, 6 e 1 na segunda divisao e, 2 e 0 na terceira.

O Algoritmo de Fuclides (que aparece no sétimo livro dos Elementos) é usado para
obter o mdc de dois nimeros inteiros. Se considerarmos p e ¢ como estes inteiros, o

algoritmo pode descrito pelas equacoes
p=aoq+re, 0<ry<g,

qg=airg+ry, 0<r <rg,

To = QoT1 + T2, O<7’2<T1,

Tn—3 = Gp_1Tp—2 + Tn_1, 0< Tn—1 < Tp—2,

Tn—2 = ApTp—1, 0= Tn,

18



e afirma que r,_1 é o mdc de p e q.

Para mostrar que este 1ltimo resto nao nulo realmente é o mdc de p e ¢, precisamos

verificar se ele satisfaz as duas condigoes a seguir:
(a) o mdc divide ambos os inteiros p e ¢;
(b) qualquer divisor comum de p e de ¢ divide o mdc.

Além disso, precisamos observar que dados r, s e t inteiros tais que r = s + t, entao
qualquer inteiro k£ que divide r e s deve dividir t. Se k divide r entao r = km; onde m,
é um inteiro. Se k divide s entao s = kmsy onde mo é um inteiro. Visto que r — s = t,
temos

r—s=kmy —kmy = k(m; —ms) =t,

de modo que k divide t. Também, se qualquer k divide s e t entao k divide r.

Agora vamos analisar a situacao de r,_;. A equagao
Tn—2 = AnTn-1,
mostra que r,_; divide r,_5. A equagao imediatamente acima, ou seja,
Tp—3 = Qp—1Tp—2 + T'n—1,
mostra que r,_; divide r,_3, ja que ele divide r,,_5 € 7,_1. Do mesmo modo, da equagao
Tn—4 = Qp—2Tn—3 + Tn—2,

vemos que 71,_1 divide r,_4, visto que ele divide 7,_5 e r,_3. Assim, trabalhando de
equacao em equacao, descobrimos que r,_; divide 75 e r3 e assim, divide também ry.
Dividindo 7y e 71, ele divide rg; dividindo rg e 71, ele divide ¢; e finalmente, dividindo ¢ e
ro, r1 divide p. Por isso, a condicao (a) é satisfeita, pois r; divide p e gq.

Em seguida, mostramos que se um nimero ¢ € divisor comum de p e g entao ¢ divide rg,
por causa da primeira equagao. Se c divide g e ry entao c divide r; na segunda equacao. Se
c divide 71 e ry entao, na terceira equacao, c¢ divide ro. E assim, até alcangar a pentultima
equacao onde se ¢ divide r,,_3 e 1,,_5 entao ¢ divide r,,_;. Desta forma, provamos que r,_;
é omdc de p e q.

O algoritmo ainda pode ter sua equacoes sintetizadas da forma:

Qo | ai | az | as Ap—2 | Ap-1 G,
Pl q | To | T |T2|...|Th=3]|Thn—2|Tn-1
To | 1| T2 | T3 Tn—1 | O

Posto isso, podemos enunciar o seguinte resultado:
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Proposicao 3.2. Toda fracdo continua finita representa um numero racional. Recipro-

camente, todo numero racional é representado por uma fragcao continua finita.

Demonstracao. A primeira parte segue naturalmente da possibilidade de reversao do pro-

cesso de expansao. A reciproca pode ser demonstrada considerando um numero racional

x tal que
r==, q>0.
q

Tomando a primeira equacgao do algoritmo de Euclides, e dividindo os termos por g,

temos

r
I:E:ag—i‘—o, 0<7ry<q.
q q

Se 1o = 0 entao x = [ay]. Caso contrério, podemos escrever

™
g:a1+—, 0<r <ro,
To To

que é a segunda equacao do algoritmo de Euclides com os termos divididos por 7.

Se r; = 0 entéo .
z="2 =ag + — = [ag; a1].
q aj

Caso contrario, escrevemos

To T2
—=ay+—, 0<ry<ry.
1 1

Imediatamente, percebemos que escrevendo as equacoes do algoritmo de Euclides, na

forma
p To
—=aqp+—, 0<rg<y,
q
q T
— =a; + —, O<T1<7”0,
To To
To )
—=ay+ —, 0<ry<ry,
™ 1
'n—3 Tn—1
= Gp-1+ , 0<ry <y,
T'n—2 T'n—2
T'n—2

= Qp, 0= Tn,
Tn—1

podemos utilizar o algoritmo de Euclides para obter também a representacao em fragao
continua de qualquer niimero racional e que a quantidade de als é finita pois o processo

possui no maximo rq etapas. Assim, a nossa proposicao fica demonstrada.

]

Além disso, a sintetizacao do processo facilita ainda mais a obtencao da expansao em
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fracao continua. 195
Por exemplo, no caso do nimero —, temos no processo utilizado no inicio do capitulo

2,
125 14_3 1 _3 1 _3 1 _3 1 _3 1 B
ETAR A b Al A R S e S D
— 2+ — 2+ = 24+ ——~ 2+ ——
14 14 1 142 s
9 9 9
5
1 1 1
2+ 1 2+ 1 24 I
4 4
e agora podemos fazer,
3|2 1]4
12513711419 |5
14 19 |5 |4

5}
que também nos d4, através da primeira linha, 37 = 3;2,1,1,1,4].

Considerando que o ultimo termo a, pode ser substituido por a,, — 1 + —, notamos
que um ndmero racional x que é representado por [ag; a1, as, ...,a,| também pode ser

representado por [ag; ay, ag, ..., a, — 1, 1]. Isto faz com que 37 Possa ter [3;2,1,1,1,3,1],

que corresponde a
1
+ : 1
1

também como representacao.

Assim, podemos enunciar a seguinte proporsicao:

Proposicao 3.3. Todo numero racional € representado por uma fracdo continua finita
de apenas duas formas; uma com um niumero par de termos, e a outra, com um nUMETo

impar. Uma com ultimo termo igual a 1, e a outra, com esse termo maior do que 1.
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Lembramos que este tipo de fenomeno também ocorre na representagao decimal, como

por exemplo, no caso do nimero 5 que pode ser escrito como 5,0000... ou 4,9999... .

31 12

Terminamos este capitulo, generalizando o resultado ocorrido com T 31’ onde se

p>qe
p
- = [a03a17a27'“7an]

entao
q
- = [0; Qgp, a1, az, ..., an]'

Por simples observacao, temos

q 1
==0+ ?
q
. P N
Assim, se = = [ag; aq, ag, ..., a,] entdo
q
1
g =0 + 1 = [0, ap, a1, g, ...,an].
a; +
6L2+ . 1
Qn,
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Capitulo 4

Convergentes e a aproximacao de

Irracionais

4.1 Definicao de convergente

, . . , . p .
Nos capitulos anteriores vimos que todo nimero racional = pode ser expandido em

uma fragao continua finita

p_ .
g_ [a07a17a2a"'7an]a

onde ag é um inteiro qualquer e aq,as, ..., a, sao inteiros positivos. Esses nuimeros, no

Capitulo 2, foram chamados de quocientes parciais. Com eles podemos formar as seguintes

fracoes:
aop

e assim sucessivamente, interrompendo a sequéncia de a;’s.

Estas fracoes sao chamadas, respectivamente, de primeiro, segundo, terceiro, ...

- , p
vergentes da fracao continua que representa —.

O convergente de ordem n + 1,

cn:a0+ 1
as +...—

é igual a propria fracao continua.

23
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Retomando a expansao em fracao continua de 13’ temos

31
Ta [Qa 17 17272]7

12

isto é, a0 =2,a; =1, ay =1, a3 = 2 e ay = 2. Entao, os convergentes de 12 sao:

Como a expansao de um numero racional é finita, o ultimo convergente é o proprio
namero. No caso de um numero irracional, nao obtemos o nimero propriamente dito,

mas valores cada vez mais préximos dele, a medida que tomamos convergentes de ordens
superiores.

Vamos agora observar, por exemplo, o comportamento dos 5 primeiros convergentes
oriundos da representacéo de v/2. No Capitulo 2, vimos que /2 = [1;2,2,2,...]. Portanto,

C():l

1 3
01:14—5:5:1,5



41
cs =1+ = — =1,4137931
I 29
2t —1—

2+ —

24 =
+2

Se compararmos estes valores com a aproximacgao decimal de V21, 4142136, pode-
mos notar que:

e conforme a ordem do convergente aumenta, o seu valor se torna mais proximo do

valor do nimero que foi expandido na fracao continua.

e para estes 5 convergentes temos
Co<Ca<cy<V2<c3<ac

Em secoes posteriores deste capitulo veremos estes dois fatos serem consolidados. Em
primeiro lugar, analisando as propriedades dos convergentes, e depois, constatando que

estes fornecem as melhores aproximagoes racionais para os nimeros irracionais.

4.2 Propriedades dos convergentes

Sendo ¢, = Pn temos,
dn

Proposicao 4.1. Dada uma sequéncia (finita ou infinita) ag, a1, as,as,... € R tal que

ar > 0, para todo k > 1, temos as sequéncias (py) € (q,) definidas por py = ag, qo = 1

2
p1 = apa1 +1, g1 = a1, Pmt2 = Ami2Dmt1 T Pm € Gmt2 = Gmt-2Gm+1 + Gm, para todo m > 0.
Temos entao

= &,Vn > 0.

[ao; a1, ag, as, ..., a,| = ag + i .
aq —+ n

+_

an
Além disso, pps1Gn — PnGni1 = (—1)", para todo n > 0.

Demonstracao. A demonstracao sera por indugao em n.

e Para n = 0, temos
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e Para n =1, temos

1 1

ai ay q1
e Para n = 2, temos
1 1 as apa1ao + ag + ao

Qaop; a1, a = g+ ——=ay+ —— =ag + = =
(03 a1, az) 0 1 0" ajay +1 0 ajas + 1 a1as + 1

a +— e

D) p)
_ as(apar + 1) + ag _ @pitpo P2
ayas + 1 aq1 +q Q2

Suponha que a afirmagao seja valida para n. Para n + 1 em lugar de n temos

Qp+1

1
(an + ) Pn—1 + Pn—2
Ap+1

1
(an + ) Gn—1 + qn—2
Ap41

1
[ag; ay, ag, ..., Gp, Gpy1] = [ao; ay, g, ..., Ay +

an+1 (anpn—l + pn—Z) + Pn—1
an+1(anQn—1 + Qn—2) + dn—-1
Ap4+1Pn + Pn-1

Uni1Gn + Gn-1
pn+1

Gn+1

Vamos agora mostrar, por inducao, a segunda afirmacao. Temos, para n = 0,
Pigo — poqi = (agay + 1) — agay =1 = (=1)°

€, S€ Pn+1qn — Pnlnt+1 = (_l)n para algum valor de n, entao Prn+2qn+1 — Pn+1qn+2 =

(an+2pn+1 +pn)Qn+1 - (an+2Qn+1 + Qn)pn—l—l = _(pn—HQn - ann-H) = _(_1)n = (_1)n+1-

[]

Com a segunda parte da proposicao anterior, podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposicao 4.2. Os termos p; e q; do convergente ¢; = ]ﬁ, 1 > 0 de uma fragao continua
i

simples sao primos entre si.

Demonstragdo. Uma vez que temos p;1q; — pigir1 = (—1), segue que todo niimero que

divide p; e ¢; também é um divisor de (—1)*. Porém, (—1)" é divisivel apenas por 1 e —1.

Desta forma, o maior divisor comum de p; e ¢; é 1.

]
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Na secéo anterior, ao analisar alguns convergentes de v/2, verificamos que quando au-
mentamos a ordem do convergente, nos aproximamos do valor do nimero irracional em

questao e, que os valores dos convergentes se alternam entre maiores e menores do que o
namero dado.

Assim, vamos considerar o seguinte resultado:

Proposicao 4.3. Os convergentes de uma fra¢ao continua formam uma sequéncia cgy, c1, Ca, ...
que satisfaz as sequintes propriedades:
(’L.)Co<C2<C4<C6<...<CQn

(11) ¢y > c3 > 5 > €7 > ... > Contt

(i) Con < Cony2 < Cony1
Demonstracao. Tomamdo a segunda parte da Proposicao 4.1 temos
Pi+14i — PiGi+1 = (‘Ui
Dividindo os dois lados desta igualdade por ¢;.1¢;, teremos:

Piv1  Pi (=)’
qi+1 qi qi+194;

Assim, temos

Civ1 — G

— 4.1
qi+19; ( )

Sendo
Pit2 _ Pi _ Pi+2qi — Pigi+2
qi+2 q; qi+29;

e, considerando que p;12 = @;oPit1 + Pi € Giv2 = Air2Gi+1 + ¢, obtemos

Cit2 — G =

(@ivopiv1 + pi)q — Pi(Qitaivt + Gi) _ Gig2Pit1Gi + Diqi — Qir2PiGi+1 — Dids
qi+29; qi+24i

Cit2 — G =

i i+1qi — Piqi iv2(—1)’
g — ¢ = G2 Pin1 @ = Pitin1) _ Giga(—1) (4.2)
qi+-29; qi4-24;

Fazendo i = 0 e i = 1 nas igualdades (4.1) e (4.2), temos

1 — a
cp—cg=——>0 co—cp=——<0 02_C0:_2>0 (43)
190 4291 4290

uma vez que as, qo, q1 € g2 sao todos positivos.
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Assim, com (4.3), obtemos
c1 > ¢, e < ¢, ca > ¢
E, dal, ¢y < ¢o < ;.
Considerando, i =2,i =3¢ ¢ =4 em (4.1) e (4.2), teremos:
o <c3<a

Co < g4 < C3
Ccy < C5 < C3

Combinando estas desigualdades temos
<<y <...<Cp < ...<Chpt1 < ...<c5<c3<

o que conclui a demonstracao.
O

O que acabamos de mostrar é que a sequéncia dos convergentes de indice par forma
uma sequéncia crescente que ¢ limitada superiormente e que a sequéncia dos convergentes

de indice impar forma uma sequéncia decrescente e limitada inferiormente.

H& um resultado fundamental em Anélise que diz que toda sequéncia crescente e li-
mitada superiormente converge e que toda sequéncia decrescente e limitada inferiormente

também converge.

Sejam, pois, L; o limite da sequéncia ¢y, c3, Cs, ..., C2i11, ... € Lp o limite da sequéncia
CpyC2,C4y ey Coy nnn

Como os numeros ¢;s sao calculados através da relacao ¢; = a;q;—1 + ¢;—2 € 0s numeros
a;(i > 2) e ¢;(i > 1) sao todos positivos concluimos que a sequéncia dos ¢;s cresce

indefinidamente. Isto implica que se tomarmos i = 2j em (4.1), teremos

1

Coj — Coj—1 = ————
4259251

o que nos permite concluir que o lim;_,o(c2; — ¢2j-1) = 0.

Sendo lim;_, c2j—1 = L; e lim;_, cg; = Lp concluimos que L; = Lp.
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4.3 Aproximacao de nimeros irracionais por nimeros

racionais

Provamos, a seguir, que o limite L para o qual a sequéncia dos convergentes converge
é, na realidade, o niimero irracional que deu origem a fragao continua. Embora este fato

pareca Obvio ele precisa ser provado. Para isto necessitamos do seguinte resultado.

Proposicao 4.4. Para qualquer nimero real o temos:

_api1+pi2
[ao, ay, ag, ..., A1, CY] =
agi—1+ gi—2

onde ag, ay, as, ... € uma sequéncia infinita de inteiros positivos com a possivel excecao de

ap e as sequéncias dos pis e qis sao dadas por
p-1=1, p2a=0, ¢1=0, ¢go=1p=api1+tpi-2, ¢ =0gi-1+¢-2, 121

Demonstracao. Para ¢ = 0 o resultado deve ser visto como

_ ap- +p_2
ag—1+q-o

o qual é verdadeiro pelas condic¢oes iniciais.

Para i = 1 temos

apo+p-1  aay+1 1
[ag, a] = = =aqag+ —.
aqo + q—1 o} o}

Estabelecemos, agora, o resultado por inducao. Considerando verdadeiro o resultado

para [ag, aj, as, ..., G;, @] temos

1
1 (ai + —> Pi—1 + Di—2
} B a

lag, a, as, ..., a;, o) = a07a1>a27~-7ai—17ai+a = 1
(Gi + a) qi—1 + qi—2

alapi 1 +pio) t i1 api+pia

alagi—1 + ¢i—2) + gi—1 ag; + gi—1

0 que completa a prova.
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Proposicao 4.5. Toda fragdo continua infinita [ag, a1, as, ...] representa um irracional.

Demonstragao. Denotando [ag, a1, ag, ...] por a nés observamos, pela Proposigao 4.3, que
a estd entre ¢; e ¢;41 e, portanto, 0 < |a — ¢;| < |cip1 — ¢

Multiplicando por ¢; esta desigualdade temos

1
0 < |ag —pi| < |cin1qi — ciqs| < .
di+1
a
Supondo « racional, isto é, a = 7 a e b inteiros com b > 0, a desigualdade acima,
apés a multiplicacao por b nos fornece
b
lag; — bp;| < :
di+1

Como a sequéncia dos ¢; ¢ crescente podemos escolher i suficientemente grande de
forma que b < q;1.

Desta forma o inteiro ag; — bp; estaria entre 0 e 1, o que é impossivel.

4.4 As melhores aproximacoes

Vejamos agora o comportamento do erro relativo de uma aproximagao com conver-

gentes da expansao em fragoes continuas de um numero real.

Proposicao 4.6. Temos, para todo n € N,

1 1
dn dndn+1 qn
Além disso
Pn 1 Pn+41 1
a——| < ou a— 5
| 24, 1| 2Gn1a
Demonstra¢ao. O nimero « sempre pertence ao segmento de extremos Pn e ! cujo
4n An+1

comprimento é

; . 1) 1 . 1 1
Pnt1 Pn| _ (-1) _ :>‘a_p_§ < .
In+1 dn dndn+1 nfn+1 dn nGn+1 dpn
Além disso, se
n 1 n 1
’ Y R ‘a—p“_ L
|~ 2q; 1|~ 2¢u 1
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entao
1

qndn+1

Pnt1 1 1
o — 2 o5 T a3 = Gnt1 = Gn,
2%21 2q72l+1

Gn+1

absurdo.

]

O resultado devido a Hurwitz e Markov a seguir, também aborda o comportamento

do erro relativo, e consequentemente da aproximagao.
Proposicao 4.7 (Hurwitz, Markov). Para todo « irracional e todo inteiro n < 1, temos

1
V5¢2

p
a__

q

<

para todo menos um racional

p c {pnl Pn Pn+1}
q dn—1 ’ Qn, Qn+1

Em particular, a desigualdade acima tem infinitas solucoes racionais E.
q

Demonstracao. Suponha que o teorema seja falso. Entao, existe « irracional, n < 1
com a, + Bn < V5, it + Bus1 < VB € ania + Bare < V5. Devemos portanto ter
Qi1 = Qi = 1 ja que claramente a; < 2 para k =n,n+1,n+2 e se algum a; = 2 com

1
k=mn+41,n+ 2, terfamos ay + £ < 2 + 3 > /5, absurdo.

Sejam x = ey = Bni1. As desigualdades acima se traduzem em
Opyo
1 1 1 1
+-<Vh, 1+4z+y<V5 e —4— <5
1+2 gy x l1+y
Temos
1 1 1 )
l+24+y<Vo=1+2<Vo—y—> —+-> + - = V5
Itz y Vi-y v y(W5-y)

e portanto

Por outro lado temos

_ 1 n 1 _ \/3
l+y = V5—1-y 1l+y (1+y)(Vb-1-y)

Vb —1 Vb -1

5 e portanto devemos ter y = 5

1
xﬁ\/g—l—y:——l—
x

e portanto (1+y)(\/5—1—y) <l=y<
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Gn—1

o que é absurdo pois y = B,11 = € Q.
O
: p 1 e . P
Em particular provamos que o — =| < —— tem infinitas solugoes =, para todo «
a|  Vbg? q
o . . : : 1++5
irracional. O nimero v/5 é o maior com essa propriedade. De fato se € > 0, o = 5
p‘ 1
e |la——| < ————, temos
q (V5 + €)¢?

. , 1, 1+v5 p

ou seja, [p? —pq—q?| < . Se ¢ é grande, — € pequeno, e —=é
VB +e q 2 q

muito proximo de 0, donde o lado direito da desigualdade é muito proximo de <1,

absurdo, pois |p? — pq — ¢*| > 1, de fato se p* — pqg — ¢*> = 0 teriamos

(B) - () rmo=te 157

o que é absurdo, pois P € Q.
q

Outra maneira de ver que, para todo € > 0,

1
< -

(V5 + €)q?

1+V5 p
2 q

. . ~ P P . ~
tem apenas um numero finito de solucoes = € QQ é observar que as melhores aproximacoes
q

1 ) n - ,
racionais de +2\/_ sao os convergentes Pn de sua fracao continua [1;1,1,1,...], para as
4n
. 145 n 1 .
quais temos V5 _ D 5> Com Quyq + Bni1 se aproximando cada
an (an+1 + ﬁn+l)Qn

_ V5 V-

vez mais de [1;1,1,1,..] +[0;1,1,1,...] = 5 5

3

Em consequéncia das proposicoes anteriores, segue o resultado abaixo.

Proposicao 4.8. Para todo p,q € Z, com 0 < q < @uy1 temos |gnoa — pu| < |qa — p).
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Além disso, se 0 < q < q, a desigualdade acima € estrita.

Demonstra¢ao. Como mdc(py,q,) = 1, temos que se P _Proontdo p = kp, e ¢ = kq,

q n
para algum inteiro k # 0 e neste caso o resultado é claro. Assim, podemos supor que

1 1

b #+ Pn 46 modo que b_Pn > — > ja que ¢ < @ny1. Assim, P est4 fora do
q qn q dn qqn qnqn+1

intervalo de extremos Pn e Pnt1 e portanto

dn dn+1
1
q q dn q qn+1 qqn+1
1

o que implica |gz — p| > > |qnx — pnl. Além disso, a igualdade s6 pode ocorrer
n+1

, donde a, 1 > 2, € ¢,11 > 2q,, pois numa fracao continua finita, como no

qn+1
algoritmo de Euclides, o ultimo coeficiente a,, ¢ sempre maior do que 1. Nesse caso, se

q < qp teremos

x_g‘z‘g_@_pnﬂ_@zi_ L n—g 1
q q dn dn+1 dn 44n Anqn+1 4d9n4n+1 qqn+1
o que implica [gz — p[ > > |gax — pal-

n+1

E entao seguem os préximos resultados.

Pn
In

Proposicao 4.9. Para todo q < @y, | — < |l —=|.

q

1

/

Proposicao 4.10. Se |qo — p| < |¢'a — p'|, para todo p' e ¢ > q tais que b + g/, entao
q q

p . ,
= € um convergente da fragdo continua de «.

q
Demonstrag¢ao. Tome n tal que ¢, > q < q,41. Pela proposigao, |g.a — pn| > |qa — pl, e
portanto b_ &.
dn
]
1
Proposicao 4.11. Se |a — b < 5 entao P ¢ um convergente da fracao continua de «.
q q q

Demonstra¢ao. Seja n tal que g, > q < ¢p+1. Suponha que d #+ Pn. Como na de-
q

n

monstracao da proposi¢ao anterior, |x — }—j‘ > e assim P esta fora do intervalo de
q qqn+1 q
Pn pn+1 1 et
extremos — e . Temos duas possibilidades:

dn dn+1
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n N 1 1
a) Se q > fni1 entao |xr — p > > ——, absurdo
2
2 q] 7 qn+1 — 2q
(b) Se q < QTH-I
2
J;_B’ p__f_” P PR 78 255
q I q ny1 Gn| 990 Guln+1  Q@nlny1  299n ~ 2q

o que também é um absurdo.

Retomando os cinco convergentes de v/2 e sua aproximacao decimal 1,4142136, pode-
mos analisar o erro relativo, comparando com aproximagcoes decimais. Observe a tabela

abaixo:

1 G |\/§ - Ci‘
0 1 0,4142136
3

1 1,5 = 5 0,1142136

2 1,4 = g 0,0142136
17

3| 1,4166667 = T2 0,0024531
41

411,4137931 = 29 0,0004205

Tabela 4.1: Anélise do erro relativo dos convergentes da expansio de v/2

Observando o quinto convergente da expansao de v/2 podemos verificar que

41 141
‘\/_ 29| = 2000 'f_ 100
41 141 )
e isto nos diz que 29 é uma aproximacio para v/2 melhor do que 100’ considerando o

tamanho do denominador envolvido.

Se tomarmos o proximo convergente (o sexto), conseguiremos uma aproximagao melhor

ainda:

‘\/5__ ‘\/__1414‘

13850 1000
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e isso, sem considerar um denominador muito maior do que o anterior (entre os conver-

gentes).

Vejamos agora o comportamento dos convergentes do niimero 7. Na tabela a seguir,
vamos fazer como no caso do v/2.

Para efeito de comparacao, consideraremos a aproximacao 7 = 3, 14159265.

i C; [T — ci
0 3 0,14159265
22

1| =3 14285714 0,00126449

2 % = 3, 14150943 0,00008322

3 % = 3,14159292 0,00000027
103993

4 = 3,141592 111902 1079
33100 3, 59265 | 3,01119026 x 10

Tabela 4.2: Anélise do erro relativo dos convergentes da expansao de 7

O quinto convergente, por ter um denominador consideravelmente grande, pode rela-
tivizar a propriedade das fragoes continuas de apresentar boas aproximacoes, mas consi-

derando os trés convergentes anteriores a ele temos:

2| _ 1 _ 314
T 5500 7 100
333 1 _ 3141
T 706| = 10000 =~ |7 1000
355 1 314159
T — < < |m —
113| = 1000000 100000

0 que mostra que conseguimos, através as fragoes continuas, aproximagoes de 7 mais

eficientes e com denominadores relativamente pequenos.
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Capitulo 5

A Equacao de Pell

5.1 Definicao

A equacao 22 — dy? = 1, onde d é um ntimero inteiro positivo, é geralmente conhecida

como equagao de Pell.

Se d é um quadrado perfeito, terfamos algum k inteiro tal que d = k? e assim,
o —dy =2 -k = (v +ky)(z —ky) =1
Isto implica em x + ky = © — ky = £1.

Assim, por simples inspecao, as unicas solucoes desta equacao acabam sendo r = +1

ey =0.

Desejamos analisar as solucoes da equacao de Pell quando d nao é quadrado perfeito,
e portanto v/d é um nimero irracional.

Mas antes, vamos observar a expansao em fracoes continuas periédicas, e com qual
tipo de ntimero irracional ela se relaciona. Esse fato, nos dard uma ferramenta para en-

contrar as solucoes de 22 — dy? = 1, quando d nao é um quadrado perfeito.

5.2 Fracoes continuas periddicas

Uma fracao continua infinita [ag; a1, as, ...] é dita periddica se existe um inteiro n
tal que a, = a,,, para todos os inteiros r suficientemente grandes. Assim uma fracao

continua periédica pode ser escrita na forma
[bo, bl, bg, ceey bj, ag, A1y ey Ap—1, A0, A1y oy Ap_1, ] = [bo, bl, bQ, ceey bj, ag, A1y .oy Ap_1
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onde a barra sobre ag, ay, ..., a,_1 indica que este bloco de inteiros é repetido indefinida-

mente.

5.3 Irracionais quadraticos

Suponha que
f(x) =ap+arx+ ... + aa”

¢ um polinomio de grau n com coeficientes inteiros ag, ay, ..., a,. Entao, uma raiz «
deste polinomio é dita ser algébrica. Uma vez que todo niimero racional a = % pode ser
definido como a raiz de uma equacao do primeiro grau bx — a = 0, o conceito de niimero
algébrico é claramente uma generalizacao do conceito de niimero racional. Se um dado
nimero algébrico satisfaz uma equagao f(x) = 0 de grau n e nao satisfaz nenhuma equagao
de menor grau (com coeficientes inteiros), ele é chamado de nimero algébrico de grau n.
Em particular, os ntimeros racionais podem ser definidos como nimeros algébricos de
primeiro grau. O nimero v/2, sendo uma raiz do polinémio z2 — 2, é um nimero algébrico
do 2° grau ou, como dizemos, um irracional quadratico. Irracionais cubicos, do 4° grau
ou de graus superiores sao definidos de forma analoga. Todo niimero nao-algébrico é dito

transcendente. Exemplos de ntimeros transcendentes sao e e .

Proposicao 5.1. Toda fragao continua periddica representa um numero irracional quadrdtico

e todo numero irracional quadrdtico € representado por uma fra¢do continua periodica.

Demonstragao. Seja o = [ag; a1, g, ..., Qry—1, Gkgs Thgt1s s Choth_1)-
A primeira afirmacgao pode ser provada em poucas palavras. Obviamente, os restos da
fragdo continua periddica satisfazem a relagao riop, = i, (k> ko).

Portanto, temos, para k > kg,

o = PE=1TE T Pk—2  Dkth—1Tk+h + Dk+h—2  Dkth—1Tk T Pkth—2

)
Qe—1"k + Qr—2 Qk+h-1Tk+h T Qit-h—2 Qk+h—1Tk + Qkth—2

de modo que
DPk—-1Tk + Dk—2 _ Prth—1T + Prth—2

Qk-1Tk + Qr—2 Qorh-1Tk + Qeih_2

Assim, o numero r; satisfaz uma equacao quadratica com coeficientes inteiros e, conse-
quentemente, ¢ um numero irracional quadratico. Mas neste caso, a primeira igualdade
mostra que a também é um ntmero irracional.

O inverso é um pouco mais complicado. Suponha que o niimero « satisfaga a equacao

quadratica aa? + ba + ¢ = 0 com coeficientes inteiros. Se escrevemos o em termos de seus
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restos de ordem n
Pn—1Tn Pn—2
a S

qn—lrn‘+'qn—2’

vemos que 7, satisfaz a equacao
Anr?1 + B,r, + C, =0,
onde A,, B,, e C, sao inteiros definidos por
A, = api_1 + 0pn—1qn—1 + qu_p

lgn:: zapnflpnAQ +'b(pn71qnf2'+'pn72Qn71)2cqn71Qn727
Co = ap_y + bpn_a2Gn-2 + ¢q s,
para os quais, em particular, segue que C,, = A,,_1.
Com estas férmulas, é facil verificar diretamente que

B2 — 4A,C, = (b — 4ac)(pn_1Gn_2 + Pn_2Gn-1)*> = (b* — 4ac)(—1)* = b* — 4ac,

isto é, que o discriminante da equagao de 7, ¢ o mesmo para todo n e é igual ao discrimi-

nante da equacao de a. Além disso, uma vez que

1

2
qn—l

Y

‘ Pn—1
a_
dn—1

segue que

G
Prot = agn 1+ 2= (|0,_1] < 1).

n—1

Portanto, a férmula de A,, nos da

5,1 \> S
Gn—1 Gn—1

52
= (ae® + ba + ¢)q2_; + 2aab, 1 + a—a— + bd,_1,

n—1

para o qual, com base na equacao de «, temos

2

5
2a00,-1 + a—3= + bd, 1

n—1

’An’ =

< 2|ace| + |a| + 10|,

e, com base em C, = A,,_1,

|G| = [Ana| < 2Jac] + |af + [b].
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Assim, os coeficientes A,, e C), na equacao de r,, sao limitados em médulo e, portanto,
podem assumir apenas um numero finito de valores distintos quando n varia. Entao,
segue que B, deve tomar apenas um numero finito de valores distintos. Assim, quando
n aumenta de 1 a oo, encontraremos somente um numero finito de equacoes quadraticas
distintas para r,. Mas, em qualquer caso, r, pode tomar apenas um ntumero finito de
valores distintos, e portanto, para k e h devidamente escolhidos, r, = rgip-

Isto mostra que a representacao em fragao continua de « é periddica e, assim, prova a
segunda afirmagao da proposicao.

m

As expanSoes em fragoes continuas cujas expressoes tém a forma [ag, ag, ..., Gn| sS40
denominadas puramente periddicas. Elas estao associadas a um tipo especial de irra-

cionais quadraticos.

O irracional quadrético o dado por A + BV/d, A e B racionais, é dito reduzido se o

é maior do que 1 e se seu conjugado o/, dado por A — BV/d, estd entre —1 e 0.

Proposicao 5.2. A expansao em fracao continua do irracional quadrdtico o € puramente

periodica se, e somente se, a € um irracional quadrdtico reduzido.

Demonstracao. Primeiro, assumimos que o > 1 ¢ —1 < o/ < 0. Escrevemos «q para « e

sendo ag = |, tomamos os conjugados para obter

1

—_ / p— .
— =, — ;.
Qi1

Agora a; > 1 para todo i, mesmo para i = 0, uma vez que ag > 1. Por isso, se af, < 0

entao

1

!
Qg

<1,

e temos —1 < o ; < 0. Uma vez que —1 < ¢, < 0 vemos, por inducdo matematica, que

—1 < o} < 0 ¢ valido para todo i > 0. Entao, uma vez que

/
Oéz— 7

Qi

+a7§7

temos

1 1
0<—, —a; <1, ai:{—, J
it ity

Agora o é um irracional quadratico, entao existem inteiros j e k, com 0 < j < k, tais
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. X ! /
que a; = ay. Entao, temos o = ;e

1 1
a.;_ = _— = _— = A1._
j—1 Oé;» Oé;c k—1

1
Qj1=0j1+— =0ax-1+ — = Q1.
a; (073

Assim, o; = o implica em «;_; = ag—1. Uma iteracao j-vezes desta implicacao nos da

ap = y_j, € temos o = o = [Gog, ar, ., Ap—j—1)-

Para provar a reciproca, vamos assumir que « é puramente periddica, quer dizer

a = [ag, ar, -, Gy—;_1), onde ag, ay, ..., ax_;—1 sdo inteiros positivos. Entdo o > ag > 1.
Também, temos

ahy—1+ hy_o
a = [a, a1, ..., ap_1,0] = m
n—1 n—2

Assim, « satisfaz a equacao
F@) = 2%k g + 2(ky g — hy1) = hy o= 0.

Esta equacao quadratica tem duas raizes, « e seu conjugado . Uma vez que a > 1,
precisamos apenas provar que f(z) tem uma raiz entre —1 e 0, a fim de estabelecer
que —1 < o/ < 0. Devemos fazer isto mostrando que f(—1) e f(0) tém sinais opostos.
Primeiro, observamos que f(0) = —h,_5 < 0, uma vez que a; > 0 para i > 0. A seguir,

vemos que para n > 1
f(_]-) = kn—l_kn—2+hn—1_hn—2 = (kn—2+hn—2)(an—1_1)+kn—3+hn—3 Z kn—3+hn—3 > 0.

Isto completa a prova.

5.4 A fracio continua de vd

Se d > 0 é um inteiro que nao é quadrado perfeito, a fracio continua para v/d tem uma
forma interessante. Primeiro note que v/d é maior do que 1, e portanto, seu conjugado

nio pode estar entre —1 e 0, por isso v/d ndo é reduzido, e sua expressao

1 1 1
Vi —ay+ - 1
a + ... + Gp—1 + An +
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nao pode ser puramente periddica. Por outro lado, uma vez que ag é o maior inteiro menor
do que V/d, o nimero v/d + ag é maior do que 1, e seu conjugado —v/d + ag, estéd entre
—1 €0, de modo que v/d + ag é reduzido. Adicionando ay a ambos os lados da igualdade

acima, temos

1 1
\/E—FGQZQCLO—'—— — s
a; + a2 +

e uma vez que esta expansao é puramente periddica, ela deve ter a forma

1 1 1 1 1
a:\/a+a0:2ao+— — -— —
ay + ay + ... Gp_1 + 200 + a1 +

Consequentemente, a expansao para vd é

1 1 1 1 1
Vd=ay+— — - — = [ag; ay, az, ..., an—1,2a0] .
ap + Gz + ... Gp1 + 200 + a1 +

onde o periodo comeca depois do primeiro termo e termina com o termo 2ag. Aqui n

denota o comprimento do menor periédo na expansao de V/d.

5.5 Aplicacao de convergentes na resolucao da equacao
de Pell

A expansio em fracoes continuas para v/d fornece todas as ferramentas que precisamos

para resolver a equacao de Pell 22 — dy? = 1. Sabemos que

1 1 1 1 1 1 1
Vd = ay+ — - = =ag+ — N
ar + ... + Qo1 + 200 + a1 + ... a + ... + Qp1 + Qp
onde
1
oy, = 2a9 + — = Vd + ap.
ar + ...

De novo, usamos o fato de que

\/_ _ OpPn—1 +pn—2
AnQn—1 + Gn—2 ’

Pn—1
qn-1
que vém imediatamente antes do termo 2ay no desenvolvimento acima. Substituindo

onde P,_1, Pn_2, ¢n_1 € Gn_2 sao calculados dos dois convergentes ¢, =
Pn—2
qn—2

€ Ch2 =
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Qp, produzimos
(Vd + ag)pn—1+ Pu—2 _

Vi = :
(\/E + aO)Qn—l + Gn—2

entao, multiplicando ambos os lados pelo denominador, temos
VA(Vd + a0)gn-1 + gnsVd = (Vd + ag)pp_1 + Pn_s
que é equivalente a
dgn—1 + (a0Gn-1 + Gn—2)Vd = (aoPn-1 + Pn—2) + pu1Vd.

Agora, isto é uma equacio da forma a + bv/d = ¢ + dvV/d, onde a, b, ¢ e d sdo inteiros e
V/d é irracional, e isto implica que a = ¢ e b = d. Portanto, a dltima equacio exige que
dgn—1 = AoPn-1+ Pn—2 € G0qn-1 + Gn—2 = Pn—1.

Resolvendo estas equacoes para p,_2 € ¢,_2 em termos de p,_1 € ¢,_1, encontramos
que

Pn—2 = dQn—l — GoPn—1 € Gn—2 = Pn—1 — Ao4n—1-

Mas, sabemos que p,_1¢n_2 — ¢u_1Pn—2 = (—1)""1, e com os valores de p,_ 2 € G, o,

esta equacao tem a forma

Pr-1(Pn-1 — @0Gn-1) = ¢u-1(dgn—1 — aopn-1) = (—1)n_1;
isto é,
pi—l - dqg—1 = (_1)n_1-
Se n é {mpar, a equagao anterior torna-se p2_; —dg?_, = (—1)""! = 1, e portanto,

uma solucao particular da equacao de Pell 22 —dy? =1 ¢é 21 = pp_1 € Y1 = Gn_1-

Se n é par, entdo p? | —dg®? , = (-1)"' = -1, ex; = pp1 e y1 = g1 dd uma

solucao particular da equacao 2% — dy? = —1.

Se n é par e ainda desejarmos uma solucao da equacao r? — dy? = 1, avancamos para
o segundo periodo na expansio de V/d, isto é, além do termo a,_; onde ele ocorre pela

segunda vez.

Exemplo 5.1. Encontre uma solucdo particular da equacdo x* — 11y = —1.
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Solucao: Aqui d = 11, e a expansao em fragao continua de v/11 é dada por

(W -3)(V1i+3) . 21
VIL=3 = VII+3 S VII+3 Jil+3

2
— 1 1 1
1 —3 — — —
6+vIl-3 . VII-3 3, 1
2 2 V11 +3
1 1
3 . - 3 3+ il
+1/ —
6++v11 -3
1
V11 =3+ T
3+
1
3+ —Fr—
6++v11 -3
isto é, V11 = [3;3,6,3,6,..] = [3;3,6] = [ao; a1, 2a0].
Isto mostra que a,_1 = a;, de modo que n = 1, numero impar. O calculo dos

10
convergentes mostra que ¢; = 3 de modo que x1 =p; =10ey; =q =3, e

r] — 11y} =10 — 11-3* =100 — 99 = 1;

portanto, z; = 10 e y; = 3 ¢é solugao particular da equacao dada.

5.6 Obtendo outras solucoes da equacao de Pell

Vimos na secao anterior que a equacao de Pell 22 —dy? = 1, sendo d um inteiro positivo
que nao é quadrado perfeito, sempre pode ser resolvida. Porém, o método apresentado
sempre produzird a menor solugao positiva (minima); isto é, sempre produzira os
dois menores inteiros r; > 0 e y; > 0 tais que x5 — dy? = 1.

Uma vez que a menor solugao positiva tenha sido obtida, podemos gerar sistematica-

mente todas as outras solucoes positivas.

Proposigao 5.3. Se (x1,y1) € a menor solugdo positiva de z* — dy* = 1, entdo todas as

outras solugoes positivas (x,,y,) podem ser obtidas da equagao

Tp + yn\/Zl = (xl + yl\/a)n (5.1)
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definindo, por sua vez, n =1,2,3,....

n
Os valores de x,, e ¥, sao obtidas expandindo o termo <J:1 + 1 \/c_l> pelo teorema
binomial e igualando as partes racionais e as partes puramente irracionais da equacao
resultante. Por exemplo, se (z1, ;) é a menor solugao positiva de 22 — dy? = 1, entdo a

solugdo (x2,ys) pode ser encontrada tomando n = 2 na igualdade acima. Isto da
2
T+ yoVd = (931 + y1\/3> = 22 1 2mpVd + dy? = (22 + dy?) + (2x1y,)Vd.

de modo que xy = 2?2 + dy} e yo = 211Y1.

Usando estes valores, um calculo direto mostra que
w3 — dyy = (21 + dyi)* — d(2x131)* = a1 + 2daiy] + PPy — Adaiy =

= xy — 2driy; + &’y = (af — dyi)? = 1* =1,

Isto implica que (z2,y2) também ¢é uma solugao de x? — dy? = 1, j& que por suposigao
(1,91) é uma solucao de z* — dy* = 1.
E facil mostrar que se x, e y, sio calculados pela equacio (5.1), entdo z2 — dy2 = 1.

Temos,

T+ YV d = <x1 + ylx/E) (xl + yp/&) (xl + yl\/c_l) :

onde existem n fatores no lado direito da expressao. Uma vez que o conjugado de um

produto é o produto dos conjugados, isto da
Tn — yn\/_ = (171 - 3/1\/8) (551 - 1/1\/3) (951 - Z/l\/a) )

ou

Ty — yn\/_ = (ml — yl\/c_zl)n. (5.2)

Agora fatoramos x2 — dy? e usamos as duas igualdades (5.1) e (5.2):
xi_dyi - (x” + y"\/g> (In - yn\/g> = (5131 + ynﬂ) <ZE1 — y1\/g> = (xf — dy%)n =1.

Assim, x,, e y,, sao solucoes da equacao 22 — dy? = 1.

Exemplo 5.2. No Ezemplo 5.1, encontramos que r1 = 10 e y; = 3 é uma solugao

(minima) da equagdio x*> —11y*> = 1. A sequnda solugao (z2,y2) pode ser obtida definindo
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n =2 na equagao (5.1); isto dd
Ty + yoV/11 = (10 + 3v/11)? = 100 + 60v/11 4 99 = 199 + 60+/11,

que implica que x5 = 199 e yy = 60. Estes valores satisfazem a equagdo x*> — 11y* = 1,

uma vez que

1992 — 11 - 60% = 39601 — 39600 = 1.

A terceira solu¢ao (r3,ys) € dada pela equagao

Ty + oV 11 = (10 + 3v/11)% = 1000 + 900v/11 + 2970 + 297v/11 = 3970 + 119711,
de modo que x3 = 3970 e y3 = 1197. Isto é verdade, pois

39707 — 11 - 1197% = 15760900 — 15760899 = 1.
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Capitulo 6

Os aspectos dinamicos das fracoes

continuas

A representagao decimal de niimeros reais estd intimamente ligada a funcao f : [0,1) =
[0,1) dada por f(x) = {102} = 10z — |10x], mais precisamente, & dindmica da fungao

f. Aqui, a notacao {z} representa a parte fracionéria de x.

Por dinamica da funcao f queremos dizer o estudo de suas composicoes sucessivas:
para cada ponto x € [0, 1), estamos interessados na sequéncia z, f(z), f(f(z)),... € [0, 1),

cujos termos sao os chamados iterados sucessivos da f.

De fato, se € [0, 1) tem representacao decimal 0, a;asas..., entdao a; = [10z] e f(x) =
0, asasay.... Assim, definindo f!' = fe f"™ = f(f"(x)), temos f™(x) = 0, Gy 10n 120013
para todo n > 1.
. 1
Assim, por exemplo, se z = — = 0,111..., temos f(z) = 0,111... = = (nesse caso, te-
1 5)
mos em & = o um ponto fixo de f); se x = 3= 0,151515..., temos f(x) = 0,515151... e

f(f(x)) =0,151515... = x (nesse caso temos em = = 33 um ponto periédico de periodo
2 de f) e, se x € [0,1) é irracional, os seus iterados por f serdo todos distintos, pois sua

representacao decimal nao sera periddica a partir de nenhum digito.

J& a representacao em fracoes continuas esta intimamente ligada a dinamica de uma

funcao, também conhecida como transformacgao de Gauss.

A transformagao de Gauss g ¢ definida por

g:(0,1)=1[0,1),  dadapor g(z)= {l} _ H
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1
onde se x = [0;aq,a9,as,...] € (0,1), entdao a; = {—J e g(x) = [0;a9,as,a4,...]. As-
x

sim, definindo, como antes g! = g e ¢g"™' = g(¢") para todo n > 1, temos g"(x) =

[0; apt1, Gnta, Anes, ...], para todo n > 1.

0.2 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1

Figura 6.1: Grafico da transformagao de Gauss

Relacionaremos agora a transfromacao de Gauss e a expansao em fragoes continuas de
um nimero racional. Considere x = [0;ay, as, ..., ax| e lembre que a construgao no capitulo
3 implica que se um numero racional z verifica x = [0;ay,as, ...,ax] entdo rpy; = 0 e
ro, 71, ..., Tk sao diferentes de zero. Escrevemos

1 T2 Tk Tk+1

r=go=—, G1=— . Gp-1=—, gGi=— =0.
To 1 Tk—1 Tk

Lembrando a defini¢ao dos a,, e dos r, obtemos,

To 1 1
ro=ar1+1r, —=—=a+g¢g =|—|=g).
™ T T

Além disso,
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Suponha agora indutivamente que ¢’(z) = g;, que a; e r; estao definidos e que

1 .
a; = LMJ,paratod01§j§n<k-

Escrevemos (usando a divisao euclidiana) r,, = @, 11741 + Thio € Observamos que

S ten s i reel)

Logo,

o Tn+2 o Tn o Tn Tn
In+1 = - — OQpy1 = - .
Tn+1 Tn+1 Tn+1 Tn+1

Por outro lado, pela hipétese de inducao e das expressoes acima,

@) = 90" (@) = 9(g0) = g () _ { I J = .

Tn T'n4+1 T'n+1

para todo

]

Assim, obtemos das expressoes acima que ¢"(x) = g, e que a,, = L

Estas expressoes relacionam (no caso racional, até o momento) os quocientes a; de um

nimero racional x e os seus iterados pela transformacao de Gauss:

1
T = |ag;ay, ..., ag|, ap,=|——|, n=1,..k.
i | {g”‘l(fc)J

No caso em que x é racional as sequéncias dos quocientes e dos convergentes sao finitas,
e finaliza na etapa n-ésima quando = = [0;ay, ..., a,]. Também observamos que no caso
racional os quocientes a;s obtidos sao os mesmos que os dados pelo Algoritmo da Divisao.

. Pn . , .
Finalmente, quando escrevemos — expressamos duas coisas, um numero racional e
Gn
uma representacgao dele onde p,, e g, sao relativamente primos (sem divisor comum dife-

rente de um).

Um ntmero = € (0, 1) é irracional se, e somente se, g(x) ¢ irracional. Portanto, um
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nimero x é irracional se, e somente se, g"(z) é irracional (logo néo nulo) para todo n > 0.
O ponto chave é que os quocientes a,, da expansao em fragoes continuas de um nimero

x € [0,1) estao determinados pela sua érbita positiva (¢g°(z));>o pela transformagao de

Gauss segundo a seguinte férmula

onde definimos indutivamente '™ (x) = g(¢’(x)). Esta relagao permite fazer a ponte entre

as expansoes em fragdes continuas e a dinamica (estudo das iteragoes da transformacao

de Gauss).

A cosntrugao anterior sugere a seguinte notagao, dado = € [0, 1) escrevemos
ar=|—1> az = | —/—=
x g(x)

e definimos de forma indutiva, para n > 1,

Pelas definigoes de g(x) e a; temos

a; + g(x)

Repetindo o processo,
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isto é,

x = [0;ay,as,...,a, + g"(x)].

Quando x é um nimero real qualquer, escolhemos ag = |z| € Z. Portanto, x — ag €

[0,1). Aplicando o processo anterior a  — ag temos que

v =] +la(z = [2]), . an(@ = [2]) + ¢"(x = [2])].

Escrevemos ag = |z ], a; = a;(x — |z]), 1 > 1, e obtemos
= ao(x) + [a1(2), az(2), ...an(z) + ¢"(x — [2])].

Assim, dado um niimero z irracional temos uma sequéncia (ay)g>o infinita de nimeros

racionais ([ag; ay, ..., ag])k>0-

Finalizamos este capitulo, lembrando alguns nimeros cuja expansao em fracoes continuas
foi abordada neste trabalho, e observamos que segundo a transformacao de Gauss:
5—1 -
e Os ntmeros v2 — 1 = [0;2,2,2,..] e ¢ — 1 = \/_2 = [0;1,1,1,...] sdo pontos

fixos.

e Ontimero v/3—1=[0;1,2,1,2,1,2,...] é um ponto periédica de perfodo 2. Podemos

também dizer que v/3 — 1 tem uma érbita de ciclo 2 formada por ele mesmo e o

. V3 —1
numero 2 .

e Os numeros 7 e e possuem érbitas sem ciclo ou que “passeiam” pelo intervalo (0, 1).

e Os numeros racionais possuem orbitas que vao morrer no zero.
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Capitulo 7

Atividades para o Ensino Basico

Neste capitulo, apresentaremos algumas atividades a serem aplicadas com alunos de

Ensino Médio, com o objetivo de apresentar a expansao em fragoes continuas e suas prin-

cipais caracteristicas.

7.1 Uma (nova) forma de representar niimeros reais

Veremos nas préximas paginas uma forma de representar niimeros reais que é pouco

conhecida, mas que possui caracteristicas muito interessantes.

Comecamos, tomando um ntmero racional: 3 Vamos representa-lo de uma forma

diferente.
- Primeiro dividimos 65 por 12, e obtemos 65 = 12 -5 4+ 5. Assim, podemos escrever
65 12-5+5 _54 5
2 12 712

- Da mesma forma, como 12 =5 -2 + 2, temos

65 1
E:5+ﬁ:5+2+—2
5 5
- Também, como 5 =2 -2+ 1, temos

65 1 1
5254——1:54‘—1
2+ ¢ 24+ —
he 94 =
2 +2

- Como 2 dividido por 1 d& resto 0, paramos o processo.
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. 65 : ~ ~
Esta forma de representar o niimero — ¢é denominada representagao ou expansao

em fragoes continuas.
Para facilitar a apresentacao podemos escrever para a expansao de E:

65

= =5
20T

DN | —
N | —

1
2+ 2+

12
A primeira forma alternativa ja reduz a escrita, mas daremos preferéncia para a se-

ou 65
[5:2,2,2].

gunda forma.

. . B i ) , 114
Vejamos COImMo € expansao ern fragoes continuas dO numero ﬁl
4 111 1 B 1 B 1
235 235 T 1 1 1 1
235 20 o L9 1 9y S S
114 114 11 2 T 1
- 16 + = 16 + = 16 4+ ——
7 7 7 5. 1
2 2
Assi 1 [0;2,16,3, 2]
SS1m, —— — ] .
) 235 ) ) b )

Atividade 1: Expresse os seguintes racionais sob a forma de fragao continua:

11 34 21
a) —_ b) i C) 3—4

E claro que podemos ter a expansao em fragoes continuas para nuimeros racionais

. o1 : .
negativos, por exemplo ——. Mas para isso, precisamos “arrumar” o nimero dado:

23
51 —69+18__3+§
23 23 23
. B 18
Agora, podemos seguir na expansao de ﬁ:
51 1 1 1 1
—2—3:—3+§:—3+ =-3 =3+ — =3+ i
- 1+ — [ E—— 1+ —— 1+ ——o
18 18 18 3+3 3. 1
5 5 5
3
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1 1
— 3+ - — 3+ - — 3+ -
1+ I 1+ 1 1+ 1
3+—2 3+—1 3+ 1
1+§ 1+§ 1+1+—1
2 2

o1
Assim, —— =[—-3;1,3,1,1,2].
SS111, 23 [ 77777]

Aqui cabe uma observacao importante: para “arrumar” o numero racional negativo
dado, tomamos o menor miltiplo do denominador que seja maior do que o numerador.

Com isso, o primeiro termo da expansao em fragoes continuas pode ser qualquer nimero
inteiro.

Atividade 2: Expresse os seguintes racionais sob a forma de fragao continua:

31 12 7
c)

3) -5 B3 10

Agora, vamos inverter o processo: dada uma expansao em fragoes continuas descobrir

qual nimero racional esta relacionado a ela.

Tomamos entao para isso, a expansao [2; 1, 4].
Sabemos, pelo que foi definido anteriormente, que se um nimero z é tal que z = [2; 1, 4]

entao temos .

T=2+—7

14 =
+4

assim, aplicando as operacoes pertinentes, obtemos

14
Logo, o ntiimero racional que possui a expansao [2;1,4] é o =

Atividade 3: Encontre o niimero racional representado sob a forma de fracao continua

em cada item abaixo:

a) [1:2,3,4]  b)[0:6,5] ) [-3:6,1,7]
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Agora, podemos escrever que uma fracao continua simples finita é uma expressao da

forma
1
ai + 1
as + ...—
Qp,
Que pode ser denotada por [ag; a1, as, as, ..., a,], onde ay, as, as, ... sao nimeros intei-

ros positivos e ag, um inteiro qualquer. Os a;’s sao chamados de quocientes parciais da

fracao continua.

7.2 As fragoes continuas e o algoritmo de Euclides

para o mdc

Em vista das expansoes em fragoes continuas de alguns niimeros racionais obtidas na

secao anterior, nos parecem naturais as seguintes questoes:

e Um numero racional quando respresentado por uma fracao continua apresenta sem-

pre uma expansao finita?

e Se temos uma fracao continua finita podemos afirmar ser esta a representacao de

um numero racional?

Para responder a estas duas perguntas apresentaremos um teorema, que pode ser de-
monstrado com os argumentos da divisao euclidiana e que tem no algoritmo de Euclides

para o obter o méximo divisor comum (daqui em diante, apenas mdc) um grande auxilio.

Antes porém, vamos relembrar a divisao euclidiana, que pode ser proposta assim:

Teorema. Dados dois inteiros p e q, com q # 0, existem um unico par de inteiros a e r
tais que

p=aqg+r com 0<r<|q),

onde a é chamado de quociente e r, de resto.

Por isso, quando fizemos a primeira divisao na secao anterior, encontramos 5 e 5 tais
que 65 =12 -5+ 5, que sao unicos para a divisao euclidiana. Da mesma forma, 2 e 2 na

segunda divisao, 2 e 1 na terceira e, 2 e 0 na quarta.
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O Algoritmo de Euclides (que aparece no sétimo livro dos Elementos) é usado para
obter o mdc de dois nimeros inteiros. Se considerarmos p e ¢ como estes inteiros, o

algoritmo pode descrito pelas equagoes
p=aoq+re, 0<ro<g,

g=a1rg+ry, 0<r <rg,

To = Q9T + T2, O<r2<r1,

Th—3 = Qp—1Tp—2 + Tn—1, 0< Tp—1 < Tn—2,
T'n—2 = QnpTn-1, 0= Tn,
e afirma que r,_1 € o mdc de p e q.
Para mostrar que este 1ltimo resto nao nulo realmente é o mdc de p e ¢, precisamos
verificar se ele satisfaz as duas condigoes a seguir:

(a) o mdc divide ambos os inteiros p e ¢;

(b) qualquer divisor comum de p e de ¢ divide o mdc.

Além disso, precisamos observar que dados r, s e t inteiros tais que r = s + t, entao
qualquer inteiro k£ que divide r e s deve dividir t. Se k divide r entao r = km; onde m,
¢ um inteiro. Se k divide s entao s = kmsy onde my é um inteiro. Visto que r — s = t,
temos

r—s=kmy—kmy = k(m; —ms) =t,

de modo que k divide t. Também, se qualquer k£ divide s e t entao k divide r.

Agora vamos analisar a situacao de r,_;. A equacao
'n—2 = QpTn-1,
mostra que r,_; divide r,,_s. A equacao imediatamente acima, ou seja,
The3 = Gp_1Tp—2 + Tn_1,
mostra que r,_q divide r,_3, ja que ele divide r,,_o e 7,_1. Do mesmo modo, da equagao
Tn—g = Qp—2Tp—3 + Tn—2,

vemos que 71,_1 divide r,_4, visto que ele divide 7, 5 e r,_3. Assim, trabalhando de

equacao em equacao, descobrimos que r,_; divide 75 e r3 e assim, divide também ry.
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Dividindo 75 e rq, ele divide ry; dividindo rg e rq, ele divide ¢; e finalmente, dividindo q e
o, 1 divide p. Por isso, a condigao (a) é satisfeita, pois r divide p e q.

Em seguida, mostramos que se um nimero c é divisor comum de p e g entao ¢ divide r,
por causa da primeira equacao. Se ¢ divide g e ry entao ¢ divide r; na segunda equagao. Se
c divide 71 e 7y entao, na terceira equacao, c¢ divide ro. E assim, até alcancar a pentultima
equacao onde se ¢ divide r,_3 e r,,_5 entao ¢ divide r,_;. Desta forma, provamos que r,_1
¢ omdc de p e q.

O algoritmo ainda pode ter sua equagoes sintetizadas da forma:

Qo | a1 | G2 | a3 Ap—2 | Ap—1 ap
Pl q | To | T |T2|...|Th=3]|Th—2|Tn-1
ro|T1| T2 | T3 Trn—1 0

onde a primeira linha fornece os quocientes parciais da expansao em fragoes continuas do

P . p
numero racional representado por —.
q

Posto isso, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema. Toda fragao continua finita representa um nimero racional. Reciprocamente,

todo numero racional € representado por uma fracao continua finita.

Além disso, a sintetizacao do processo facilita ainda mais a obtencao da expansao em

fracao continua.
) 125 . o .
Por exemplo, no caso do niimero 37 temos no processo utilizado no inicio do se¢ao

7.1,

125 14 1 1 1 1 1
— =3+—-=834+7=3+—F3=34+—— =34+ ———— =3+ ———— =
37 37 37 9 I 1 |
= 2+ — 24— 24+ —= 24+ —
14 14 1 o 14k
9 9 9
5
1 1 1
2+ 2+ 2+
I I I
L+ — 1+ — 1+ 1
1+ - 1+ = 1+ ——
5 0 14k
4 4

e agora podemos fazer,

3| 2 4
12513711419 |5
1419115 |4
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125
que também nos da, através da primeira linha, 37 = 13;2,1,1,1,4].

Considerando que o ltimo termo a, pode ser substituido por a,, — 1 + —, notamos

que um ndmero racional x que é representado por [ag; a1, as, ..., a,| também pode ser
25
representado por [ag; ay, az, ..., a, — 1, 1]. Isto faz com que 37 Possa ter [3;2,1,1,1,3,1],
que corresponde a
1
3+ , 1 ,
+ I

=

também como representacao.

Assim, podemos enunciar o seguinte teorema:
Teorema. Todo nimero racional é representado por uma fra¢ao continua finita (simples)
de apenas duas formas; uma com um niumero par de termos, e a outra, com um nUMETO

impar. Uma com ultimo termo igual a 1, e a outra, com esse termo maior do que 1.

Lembramos que este tipo de fenomeno também ocorre na representacao decimal, como

por exemplo, no caso do nimero 5 que pode ser escrito como 5,0000... ou 4,9999... .
Atividade 4: Determine a expansao em fragoes continuas dos seguintes nimeros ra-

clonais:

51 67 35
- b) — 22
") 2 )% 9

Atividade 5: Expresse os nimeros racionais a seguir sob a forma de fragdes continuas,

com auxilio do algoritmo de Euclides:

a) [2;1,4] b) [3;2;12] c) [1;15,7,3]
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7.3 A expansao dos numeros irracionais

E como seria a expansao em fracoes continuas dos nimeros irracionais? De certo que
nao ¢ finita, pois nao podemos representar um nimero irracional como um ntimero racio-
nal. Apenas podemos utilizar um racional para dar um valor aproximado de um irracional

dado.

Por isso, vamos utilizar uma forma um pouco diferente de obter os quocientes parciais

da expansdo em fracdes continuas dos irracionais v/2 e v/3.

a)\/§
- Como 1 < v2 < 2temos vV2=1+n,sendo0<n<1,eaqy=1.

1 .
- Fazendo n = — teremos =z > 1 e assim,
x

1 (V241 V21
V2—1  (V2-1)(vV2+1) 2-1 = V2l

1
-Como2 <z <3temosz=2+—,sendoy >1,ea; =2.
Y

1
VIiel4tmao
x

-Assim,

1 1 1
r=2+4-=y= = =\V24+l=0=—=2<y<3=a=2=a,
Yy

r—2 2-1

E facil observar que a expansio de /2 apresenta um comportamento notavel para os

quocientes parciais: as = az = a4 = a5 = ... = a; = 2. Por isso, podemos escrever:
V2 =[1;2,2,2,..] = [1;2]

onde a barra vertical sobre o 2 indica repeticao da mesma forma como na representacao

decimal das dizimas periodicas.

b) V3
1

—Com01<\/§<2temos\/§:1+—,comx>1,ea0:1.
x

-Assim,

1 V3+1
V3—1 2

1 3
V3=14-=2z= :>1<:1:<§:>a1:1
xr
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1 1 2

r=14+-=y= = =V3+l=2<y<3=ay,=2
y r—1 3-1

2+1:> L L -
= — z = = =T as = a

Yy > y—2 \/3_1 3 1
1 1 1

z=14+4 — = w= = =Y = a4 = Q9
w z—1 x-1

No célculo dos quocientes parciais para a expansao de /3, encontramos as = a5 =

a7 = ...= Qa1 € a4y = g = g = ... = Ay. Assim,

V3=[1;1,2,1,2,..] = [1;1,2]

As expansoes em fracoes continuas de V2e+3 apresentam uma caracteristica infinita

e periddica, o que nao ocorreu com os exemplos envolvendo niimeros racionais.
Atividade 6: Expresse os niimeros irracionais a seguir sob a forma de fragoes continuas:
a)vh  b)VT o) v8  d) V10

Atividade 7: Determine a expansao em fragoes continuas dos seguintes nimeros ir-

racionais:

<%

a) V2 —1 b) c) 2v/2 d)

1
V2
Podemos também com o auxilio de uma calculadora, obter os valores dos quocientes

parcias. Para isso, vamos retomar o processo de expansao de v/2:

- Em primeiro lugar, definimos a parte inteira de v/2, que é igual a 1 (para facilitar, vamos

utilizar a notacdo || para represenatar a parte inteira de z). Com isso, ag = |v/2] = 1.

- Depois, chamamos de n a parte fraciondria de v/2 que corresponde a v/2 — [\/ﬁj Este

valor tev seu inverso calculado e denominado de z. E ai, a; = |z] = 2.
- Depois, com o inverso de x — | x| sendo chamado de y, temos as = |y]| = 2.

E como surge dai o comportamento periédico da expansao de v/2, escrevemos /2 =
[1:2,2,2,...].
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Entao, com o auxilio de uma calculadora:

Atividade 8: Expresse os nimeros irracionais a seguir sob a forma de fragoes continuas:

a) V3 b) V6 ) V12 d) V17

Atividade 9: Determine a expansao em fragoes continuas dos seguintes nimeros ir-

racionails:
a) m b) e(base dos logaritmos neperianos) ¢) ¢(ntmero de ouro) d) log 2

Nao podemos representar (por definicdo) um numero irracional com um racional,
mas podemos dar aproximagcoes racionais tao boas quanto desejarmos. Vamos comparar
aproximacoes decimais com as aproximacoes obtidas via expansao em fracoes continuas.

Porém, antes vamos definir convergentes.

~ . , . p . ~
Na secao 7.1, vimos que todo nimero racional = pode ser expandido em uma fragao
q
continua finita

p .
- = [a07a17a27""an]’

onde ag ¢ um inteiro qualquer e aq,ao, ..., a, sao inteiros positivos. Esses nimeros, na
secao 7.1, foram chamados de quocientes parciais. Com eles podemos formar as seguintes
fragoes:

Co=—i

CQZCL0+—1;

e assim sucessivamente, interrompendo a sequéncia de a;’s.
Estas fracoes sao chamadas, respectivamente, de primeiro, segundo, terceiro, ... con-

vergentes da fracao continua que representa ]—9.
q

O convergente de ordem n + 1,

Cnhn = Qg + T

é igual a propria fracao continua.
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Pro exemplo, para expansao em fracao continua de I temos

31
Ta [Qa 17 17272]7

12

isto é, a0 =2,a; =1, ay =1, a3 = 2 e ay = 2. Entao, os convergentes de 12 sao:

Como a expansao de um numero racional é finita, o ultimo convergente é o proprio
namero. No caso de um numero irracional, nao obtemos o nimero propriamente dito,
mas valores cada vez mais préximos dele, a medida que tomamos convergentes de ordens
superiores.

Vamos agora observar, por exemplo, o comportamento dos 5 primeiros convergentes
oriundos da representacdo de v/2. No inicio desta secdo, vimos que v2 = [1;2,2,2,...].
Portanto,

Co = 1
1

3
01:1+§:§:1,5
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1 41
cs =1+ = — =1,4137931
I 29
2t —1—
2+ —7
2 _
+2

Se compararmos estes valores com a aproximacgao decimal de V21, 4142136, pode-

mos notar que:

e conforme a ordem do convergente aumenta, o seu valor se torna mais proximo do

valor do nimero que foi expandido na fracao continua.

e para estes 5 convergentes temos

co<62<04<\/§<03<cl

Atividade 10: Calcule os cinco primeiros convergentes de:

a) V3 b) V5 c)m d)e

Retomando os cinco convergentes de v/2, podemos analisar o erro relativo, compa-

rando com aproximagoes decimais. Observe a tabela abaixo:

i C; |\/§ - Ci‘
0 1 0,4142136
3
1 1,5 = 3 0,1142136
7
2 Ld=: 0,0142136
17
3| 1,4166667 = D 0,0024531
41
4| 1,4137931 = 29 0,0004205

Observando o quinto convergente da expansao de v/2 podemos verificar que

2000 100

1 141
< 555 < |V~ 109

1 141
e isto nos diz que 29 é uma aproximacdo para v/2 melhor do que 100’ considerando o
tamanho do denominador envolvido.
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Se tomarmos o proximo convergente (o sexto), conseguiremos uma aproximagao melhor
ainda:

‘\/5__ ’f_1414'

13850 1000

e isso, sem considerar um denominador muito maior do que o anterior (entre os conver-

gentes).
Este fato, expoe uma caracteristica poderosa da expansao em fragoes continuas: o de
fornecer as melhores aproximagoes racionais (com seus convergentes) para um nimero

irracional dado.

Atividade 11: Para cada um dos ntmeros irracionais abaixo, determine o convergente

de menor ordem, para que o erro relativo seja menor do que 1000°

a) V6 b) V10 c) ¢ d) log 3

Atividade 12: Repita a atividade anterior para que o erro relativo seja menor do que
1

50000

a)v6  b)v1I0 )¢  d)log3

7.4 Irracionais algébricos x Irracionais transcenden-

tes

No final da secao anterior trabalhamos com ntimeros irracionais que apresentaram
expansoes em fragoes continuas com comportamento diferente. Por um lado, alguns irra-
cionais cuja expansao é periddica; por outro, expansao infinita nao periédica. Os primeiros
sao denominados algébricos, enquanto os outros sao chamados de transcendentes. Mas

0 que vem a ser um numero irracional algébrico? Vejamos.

Suponha que
f(z) =ag+ a1z + ... + ax”

¢ um polinomio de grau n com coeficientes inteiros ag, ay, ..., a,. Entao, uma raiz «
e A e . P , . a
deste polinomio ¢é dita ser algébrica. Uma vez que todo nimero racional a = 7 pode

ser definido como a raiz de uma equacgao do primeiro grau br — a = 0, o conceito de
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nimero algébrico é claramente uma generalizacao do conceito de niimero racional. Se um
dado numero algébrico satisfaz uma equacao f(x) = 0 de grau n e nao satisfaz nenhuma
equagao de menor grau (com coeficientes inteiros), ele é chamado de nimero algébrico de
grau n. Em particular, os nimeros racionais podem ser definidos como niimeros algébricos
de primeiro grau. O nihero v/2, sendo uma raiz do polinémio z2—2, é um nimero algébrico
do 2° grau ou, como dizemos, um irracional quadratico. Irracionais cibicos, do 4° grau
ou de graus superiores sao definidos de forma anédloga. Todo nimero nao-algébrico é dito

transcendente. Exemplos de ntimeros transcendentes sao e e 7.

Com isso, podemos recompor um numero irracional quadratico dada a sua expansao
em fragoes continuas. Por exemplo, vamos considerar o nimero z cuja expansao ¢ [4; 1, 8].

Pelo que ja foi dito antes:

Mas, se tomarmos o nimero x + 4, temos:

r+4=8+
1+

1
1
14—
+8+...

8 +

E assim, podemos reescrever esta igualdade:

r+d=8+ ——7—

1
+x—i—4

Arrumando esta equacao encontramos x? — 24 = 0 cuja raiz positiva é v/24.
Portanto, v/24 = [4;1, 8].
Atividade 13: Encontre o niimero irracional que tem expansao em fracoes continuas:

@) 21 b)BTI o [%9.18  d) (13,12
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7.5 A equacao de Pell

A equacao 22 — dy? = 1, onde d é um ntimero inteiro positivo, é geralmente conhecida
como equagao de Pell.

Se d é um quadrado perfeito, terfamos algum k inteiro tal que d = k? e assim,
2 —dy? = 2% — kK = (v + ky)(z — ky) =1
Isto implica em x + ky = x — ky = £1.

Assim, por simples inspecao, as unicas solucoes desta equacao acabam sendo r = +1

ey=0.

Desejamos analisar as solucoes da equacao de Pell quando d nao é quadrado perfeito,
e portanto v/d é um nimero irracional. A expansdo em fracées continuas para v/d fornece

todas as ferramentas que precisamos para resolver a equacao de Pell 22 — dy? = 1.

Vamos encontrar uma solucao particular da equacao z? — 11y* = —1.

Aqui d = 11, e a expansao em fracao continua de /11 é dada por

VT — g (WIL=3)(V11+3) 2 1

V1143 T V/Il+3  Jil+3

1 1 1
V1l -3 = = -

1
VI =3+ :
3+
I
6+3+ 1
6411 —3
isto é, V11 = [3;3,6,3,6,...] = [3;3,6] = [ao; a1, 2a].

que mostra que a,_; = a1, de modo que n = 1, nimero impar. O calculo mostra que
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10
cl:3,demodoquexlzplzloeylqu:3,e
r] — 1y} =10 — 113> =100 — 99 = 1;

portanto, x; = 10 e y; = 3 é solugao particular da equacao dada.

Esta também é a menor solucao positiva. Para obter a préxima precisamos observar
que a expansao de y/11 tem periodo com dois termos. Por isso, a solucao desejada esta

relacionada com o convergente c¢3. Vamos verificar esta afirmacao.

3+ = 3+ ! 3+ ! 3+ . 3+19 199
Cq = _— = = _— = —_ = _— = —
’ 341 g4 L 5.3 60 60 60
1 19
64 L 19 19 19
3 3

de modo que x5 = 199 e y, = 60, e
2 2 _ 1002 2 _
x5 — 11y; =199° — 11 - 60 = 39601 — 39600 = 1

Note que foi necessario “pular” dois convergentes, pois

5 1 _ 3 17 6763
Cy = +3+—1— +1—9— 1—9—1—9
6 6

e 632 — 11 -19% = 3969 — 3971 = —2.

Atividade 14: Encontre a menor solugao positiva de:
c) x? — 18y =1 d) 22 —29y* =1

a) 22 —2y* =1 b) 22 —5y? =1

Atividade 15: Encontre as trés menores solugoes positivas de 22 — 10y* = 1.
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Capitulo 8
Conclusao

Quando do primeiro contato com a representacao em fragoes continuas, a utilizacao
de ntimeros racionais torna o processo mais amigavel, mesmo quando este se estende por
algumas etapas, pois os termos utilizados tendem a diminuir de valor. Porém, é preciso
tornar clara a forma como sao obtidos os quocientes parciais, para que a migracao para
os numeros irracionais seja mais suave. No caso destes ultimos, ¢ bastante ilustrativo o
uso de exemplos de tipos distintos, principalmente quando surgem expansoes periodicas

e expansoes nao periédicas.

Os primeiros exemplos de expansao para nimeros racionais trazem a tona a primeira
caracteristica importante das fracoes continuas: “Toda fragao continua finita representa
um numero racional, e reciprocamente, todo ntmero racional é representado por uma
fracao continua finita”.

A intima ligacao existente entre a expansao em fragdes continuas com duas ideias
basicas da Aritmética, a divisao euclidiana e o algoritmo de Euclides para o célculo do
maximo divisor comum de dois nimeros, torna a desmonstracao desse fato bem natural,
visto que a primeira (divisao euclidiana) faz com que a segunda (algoritmo de Euclides)
seja limitada em suas etapas.

A utilizacao do algoritmo ainda traz uma simplificagdo no processo de obtencao dos
quocientes parciais. Foi visto ainda, que é possivel ter duas formas de representar niimeros

racionais, assim como acontece na representacao decimal.

Através dos quocientes parciais da expansao em fracoes continuas formamos os cha-
mados convergentes. Para um nimero racional, eles nao trazem nenhum resultado im-
portante, apenas realcam o fato de que o tltimo convergente é o préprio niimero racional.
Por outro lado, para um numero irracional, os convergentes (com a sua caracteristica de
convergéncia e sucessdo) trazem aproximagoes surpreendentemente boas, a medida que
avancamos nas ordens superiores deles.

A segunda caracteristica marcante da expansao em fragoes continuas, “toda fragao
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continua infinita representa um nimero irracional”, também é comprovada com o auxilio
dos convergentes.

E o resultado mais importante para a aproximacao de niimeros irracionais através de
numeros racionais, é que os convergentes da expansao em fragoes continuas fornecem erros
relativos (isto é, boas aproximagoes) utilizando denominadores relativamente pequenos se
comparados com equivalentes provenientes de aproximagoes decimais. Isto foi verificado

para os nimeros v/2 e 7, mas facilmente observado em outros casos.

Ainda encontramos uma outra utilidade para a expansao em fracoes continuas de
ndmeros irracionais: a obtencao das solucoes de um tipo de equacao, denominada equacao
de Pell.

Antes porém, foi possivel através da andlise da expansdo caracterizar irracionais
algébricos e irracionais transcendentes, pois “toda fracao continua peridédica representa
um numero irracional quadratico (algébrico de grau 2)”.

Para obter sucesso no processo de encontrar solucoes para a equacao de Pell fizemos
uso de um irracional quadrético do tipo reduzido, cuja expansao em fragoes continuas
apresenta um comportamento puramente periédico, associado ao coeficiente da equacao.
A menor solucao positiva é obtida através dos convergentes da expansdao. As outras

solugoes podem ser obtidas fazendo composicoes com a primeira solugao.

O processo para se obter cada um dos quocientes parciais na representacao em fracoes
continuas que consiste em tomar a parte inteira do nimero e, invertendo a parte fra-
ciondria, e novamente tomar a parte inteira e assim sucessivamente, revela a forte ligagao
que essa forma de representagao tem com a transformacgao de Gauss, em particular para
nimeros entre 0 e 1.

A sequéncia de quocientes parciais forma um conjunto (érbita) que também gera uma
distincao as classes de nimeros tal como o aspecto da sua expansao: os racionais apresen-
tam érbita que acaba em zero; os irracionais quadréticos possuem uma érbita com ciclo
bem definido e e os irracionais algébricos de grau superior a 2 e os irracionais transcen-

dentes tem 6rbita que “percorre” o intervalo (0,1), sem contudo estabelecer um ciclo.

No final do nosso texto, propomos uma série de atividades a serem realizadas com
alunos que ja estejam no Ensino Médio. Acreditamos que pela maior bagagem desses
alunos, em particular com uma boa nocao de operacoes com radicais e equacoes do segundo
grau, o trabalho serda mais proveitoso.

Neste roteiro, iniciamos com a expansao de nimeros racionais de forma bem rudimen-
tar para que a representacao acontecesse de maneira bem amigavel. Niumeros racionais
negativos também foram contemplados nesta introducao, bem como a possibilidade de

reversao do processo. Esta tultima etapa, também ja era preparatoria para a utilizagao
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das fragoes continuas com os nimeros irracionais.

Na se¢ao seguinte, mostramos a ligacao da expansao com o algoritmo de Euclides para
o calculo do mdc; e o quanto este garante a finitude da representacao de niimeros racionais
e simplifica o seu processo.

Ao passar para as atividades com nimeros irracionais, visamos mostrar que a expansao
destes é infinita, periddica ou nao. Neste ponto, incentivamos os alunos a utilizarem uma
calculadora cientifica (simples) para obterem os quocientes parciais. Note que o uso da
calculadora deve acontecer depois que o aluno ja tiver percebido quais sao informagoes
desejadas e quais as operagoes envolvidas.

A analise do erro cometido na aproximacao de irracionais por racionais, também é alvo
de atividades na terceira parte do roteiro. A comparacao com as aproximagoes decimais
(de uso mais comum) realga a caracteristica de apresentar aproximagoes melhores que a
expansao em fragoes continuas possui.

Fizemos uma breve introducao na diferenciacao entre ntimeros algébricos e nimeros
transcendentes. Este conteido é praticamente inacessivel aos alunos do Ensino Médio,
mas que pode encontrar nas fra¢ées continuas um bom suporte.

Terminamos, aproveitando uma caracteristica da expansao de irracionais quadraticos:
a infinitude aliada a periodicidade. Essa caracteristica serve como ferramenta para apre-
sentar solugoes para a equagao de Pell.

Acreditamos que com essas atividades, um aluno comum do Ensino Médio conseguira
conhecer a representacao em fragoes continuas em seus aspectos basicos e suas principais

potencialidades.

A utilizacao de fragoes continuas na representacao de nimeros reais amplia as pos-
sibilidades de conceituacao destes nimeros, com uma melhor distingao entre racionais e
irracionais, proporciona uma configuracao mais exata de suas operacoes, faz ligacao com
topicos importantes da Aritmética, traz para ganhos consideraveis para a aproximacao de

irracionais com racionais e ainda pode ser utilizada na resolugao de equagoes nao triviais.
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