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ABSTRACT

Since the earliest times, man has used a very intuitive sense of numbers. With the
expansion of civilizations and the need to count, group and organize their possessions came
the first form count. However, it was necessary to systematize the way they counted to meet
the needs that arose with the passage of time. After the systematization of the counting
process, it is clear that not all numbering systems were simple to use, such as non-positional
numbering systems that only used the addition of amounts that each symbol represented. By
contrast, there were the positional numbering systems, whose symbol would have its value
changed according to the position it occupied in writing the number. The purpose of this work
is to use of some numbering systems in order to aid understanding of mathematical content,
such as divisibility and divisibility criteria, in addition to present some applications and
peculiarities of numbering schemes presented here. We will also show that we can work with
generalized way numbering systems, avoiding the convenience that the decimal numbering
system promotes, as the system adopted by almost the entire planet.

Keywords: Arithmetic, Number Systems, Severability Criteria.



RESUMO

Desde os tempos mais primitivos, 0 homem utilizava uma no¢do bem intuitiva de
numeros. Com a expansao das civilizacdes e com a necessidade de contar, agrupar e
organizar seus bens surgiu a primeira forma de contagem. No entanto, foi necessario
que sistematizassem a maneira como eles contavam para suprir as necessidades que
surgiam com a passar do tempo. Depois da sistematizacdo do processo de contagem,
percebe-se que nem todos os sistemas de numeragdo eram simples de serem utilizados,
como por exemplo, os sistemas de numeragdo ndo posicionais que utilizavam apenas a
adicdo de quantidades que cada simbolo representava. Em contrapartida, surgiram os
sistemas de numeracédo posicional, cujo simbolo teria seu valor alterado de acordo com
a posicao que ocupava na escrita do numero. A proposta desse trabalho ¢ a utilizacdo de
alguns sistemas de numeracdo com o objetivo de auxiliar a compreensdo de conteudos
matematicos, como por exemplo, divisibilidade e critérios de divisibilidade, além de
apresentar algumas aplicacdes e peculiaridades dos sistemas de numeracdo aqui
apresentados. Mostraremos também, que é possivel trabalhar com sistemas de
numeracdo de maneira generalizada, fugindo a comodidade que o sistema de numeracgao
decimal promove, por ser o sistema adotado por quase todo o planeta.

Palavras chaves: Aritmética, Sistemas de Numeracao, Critérios de Divisibilidade.
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INTRODUCAO

Desde os tempos mais primitivos, o0 homem utilizava uma nog¢do bem intuitiva
de numeros. Com a expansdo das civilizagdes e com a necessidade de contar, agrupar e
organizar seus bens, rebanhos e etc, surgiu a primeira forma de contagem, utilizando
pedras. No entanto, foi necessario que sistematizassem a maneira como eles contavam
para suprir as necessidades que surgiam com o passar do tempo. A partir de entéo,
surgiram 0s primeiros sistemas de numeragdo, como por exemplo, o sistema de
numeracdo romano, egipcio, grego dentre outros.

Depois da sistematizacdo do processo de contagem, percebe-se que nem todos 0s
sistemas de numeracdo eram simples de serem utilizados, um exemplo claro, era o0s
sistemas de numeracdo nao posicional, que utilizavam apenas a adi¢do de quantidades
que cada simbolo representava. Em contra partida, surgiram os sistemas de numeracgéo
posicional, cujo simbolo teria seu valor alterado de acordo com a posicao que ocupava
na escrita do numero.

Por ser natural, trabalhamos com o sistema de numeracdo decimal, pois, tornou-
se o sistema mais adotado pelas civiliza¢fes atuais, no entanto, é importante que outros
sistemas sejam conhecidos. Devido a grande dificuldade de se trabalhar com sistemas
que ndo utilizam a base 10 como padrédo, resolvemos neste trabalho, mostrar, que na
realidade, é possivel generalizar todas as aplicagdes do sistema decimal para um sistema
de numeracdo em uma base qualquer, para tanto, dividimos o presente trabalho em
capitulos.

No primeiro capitulo, mostraremos um pouco da histéria dos sistemas de
numeracdo. Falaremos a respeito dos sistemas de numeracao egipcia, romana e grega,
devido a sua grande importancia para o desenvolvimento das civilizacGes antigas.
Faremos um confronto entre os sistemas de numeracao posicional e ndo posicional, com
0 objetivo de mostrar qual sistema possui maior praticidade em sua utilizacdo, e ainda,
faremos um breve comparativo entre os sistemas de numeracdo que julgamos mais
essenciais, com o intuito de mostrar qual seria o sistema de numeracgdo ideal para
utilizarmos cotidianamente, além de citarmos diversas caracteristicas interessantes
presentes em cada sistema de numeracao escolhido.

No segundo capitulo, mostraremos que é sempre possivel trabalhar com sistema
de numeracdo em uma base b qualquer, ou seja, generalizaremos o0 conceito de sistemas
de numeracdo, bem como efetuar as operagdes numéricas de adi¢do e multiplicacdo
nessa base. Faremos, também, um breve relato a respeito dos sistemas de numeracgao
decimal, binério, ternario, quinario, sistema de numeracdo na base 7 e o sistema
duodecimal. Evidenciaremos algumas peculiaridades do sistema binario, ternario e
duodecimal, e mostraremos, ainda, como efetuar conversdes de uma base numérica para
outra, com o objetivo de mostrar que trabalhar com sistemas de numeragdo em uma
base qualquer ndo é algo complicado, é simplesmente questdo de adaptacéo.



No terceiro capitulo, definiremos divisibilidade, mostraremos algumas
propriedades que auxiliam no desenvolvimento dos critérios de divisibilidade,
definiremos critérios de divisibilidade em uma base b qualquer e por fim, mostraremos
alguns critérios de divisibilidade no sistema de numeracdo decimal.

No quarto capitulo, mostraremos algumas aplicacbes em forma de truques. A
primeira aplicacdo serd baseada em problemas, propostos pelo matematico Martin
Gardner (1914 — 2010) que através do seu trabalho inspirou centenas de leitores a
apreciar e a querer saber mais sobre o vasto mundo da matematica, problemas estes, que
utilizam cartas de baralho como suporte, para mostrar de maneira divertida, como se
trabalhar divisibilidade por 3 e por 9. Na segunda aplicacdo, mostraremos um truque
que envolve divisibilidade por 7, 11 e 13, com o objetivo de apresentar alguns conceitos
de divisibilidade de maneira simples, tornando o aluno um investigador para descobrir o
porqué de o truque ser possivel. A terceira aplicagdo “Resgatando o digito perdido” é
baseada no critério de divisibilidade por 9, no entanto no decorrer da explicacdo de
como é possivel resgatar o digito perdido, faremos algumas abordagens no minimo
curiosas a respeito dos restos de divisdes por 9 e mostraremos que a diferenca entre um
namero inteiro e soma de seus algarismos é sempre divisivel por 9. A quarta aplicacéo,
intitulada por “Adivinhacdo Egipcia” ¢ baseada na maneira que os egipcios efetuavam
suas multiplicagdes, que recorriam a decomposicdo de um numero como soma de
poténcias de 2 e também esté relacionada ao algoritmo das divisGes sucessivas para
transformar um ndmero escrito na base 10 para base 2. Por fim, temos a quinta
aplicacdo, que é baseada em um desafio proposto por um Rei Maligno a Princesa
Generosa para que seu Principe seja libertado, nesta aplicacdo, € necessario que a
Princesa tenha conhecimento a respeito dos sistemas de numeragdo em uma base b
qualquer, para determinar qual a melhor base que tornar possivel a solu¢do do desafio
proposto pelo Rei.
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1 UM POUCO DA HISTORIA

Nos tempos mais primitivos 0 homem trabalhava com nimeros de forma bem
intuitiva. Com a necessidade de verificar a quantidade de ovelhas em seu rebanho, ou
outros bens, surgiu a primeira forma de contagem, onde era comparada a quantidade de
ovelhas com certa quantidade de pedras, se ao fim do dia sobrassem pedras o rebanho
estaria menor, se faltassem pedras o rebanho estaria maior. Naquele tempo era
complicado fazer contagem de grandes quantidades, afinal, contava-se, um, dois ou
muitos. A partir de grupos com trés ou mais elementos dizia-se que havia muitos
elementos naquele determinado grupo.

Havendo a necessidade de contar quantidades ainda maiores, foi imprescindivel
que sistematizasse 0 processo de contagem, e a partir de entdo surgem as primeiras
ideias para um sistema de contagem que lhes pudesse ser Util. Diversos povos
desenvolveram seu préprio sistema de contagem, onde estabeleceram regras, para
facilitar o ato de contar, além de tornar possivel a escrita através da cria¢do de simbolos,
pois, havia a necessidade de registrar suas atividades. O processo da criacdo dos
sistemas de contagem deu inicio, ao que hoje chamamos, de sistema de numeragdo, que
consiste em um conjunto de simbolos capaz de representar qualquer quantidade, de
forma simples e réapida.

1.1 SISTEMAS DE NUMERACAO ANTIGOS

Alguns sistemas de numeracao antigos, ndo adotavam um sistema posicional, ou
seja, bastava apenas escolher um conjunto de simbolos e regras que permitiam formar
nameros através da repeticdo de simbolos e a soma de seus valores. Podemos citar como
exemplo, os sistemas de numeracdo egipcio, romano e grego.

1.1.1 SISTEMA DE NUMERACAO EGIPCIO

Com a descoberta do Papiro de Rhind, escrito por volta de 1650 a.C, o Egito se
tornou o grande foco da histéria da matematica, devido a quantidade de problemas que
0 papiro apresentava, foi descoberto também, provavelmente dois séculos mais tarde, o
Papiro de Moscou, que continha 25 problemas. Esses papiros se tornaram referéncia
para a historia que conhecemos hoje da matematica egipcia, inclusive seu sistema de
numeragcéao.

Os egipcios desenvolveram um sistema de numeragdo que consistia em agrupar
objetos em grupos de dez, no entanto enfrentavam um pequeno problema para
simbolizar o zero, dessa forma, utiliza simbolos distintos dos simbolos béasicos para
representar os multiplos de 10. Esse sistema de numeracdo focava em sete numeros
chaves: 1,10,100,1.000,10.000,100.000,1.000.000 cuja representacdo era feita
conforme figura abaixo.
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Simbolo egipcio  descricio nosso nimero
| bastdo 1
m calcanhar 10
9 rolo de corda 100
b ¢ flor delotus 1000
7
o

dedo apontando 10000

peixe 100000

ﬁ homem 1000000

Figura 1 - Simbolos Egipcios
1.1.2 SISTEMA DE NUMERACAO ROMANO

O Império Romano deixou grandes marcas na historia das civilizagdes, e uma
dessas, foi a criagdo do seu sistema de numeracgdo, possuindo apenas sete simbolos e as
repeticdes desses simbolos eram feitas no maximo trés vezes. Eles utilizavam letras do
seu alfabeto para representar nimeros e algumas delas se posicionavam em diferentes
lugares para expressar maior ou menor valor.

As letras e 0s seus respectivos valores estdo representados na tabela abaixo:

1

S
10
50
100
500
M 1000

Tabela 1 - Simbolos Romanos

gloirIx|<|—

O sistema de numeracdo romano adotava ndo so a idéia da adi¢do dos valores
que cada simbolo representava, mas também levavam em consideragéo algumas regras
basicas:

e Os Numeros V, L e D néo repetiam;

e O numero I coloca-se a esquerda V ou de X;

e O numero X coloca-se a esquerda de L e C;

e O numero C coloca-se a esquerda de D ou de M;

e Se o0 simbolo de maior valor for colocado primeiro que o simbolo de menor
valor, somamos 0s numeros. Por exemplo: X111 = 10 + 3
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e Se o0 simbolo de menor valor for colocado primeiro que o simbolo de maior
valor, subtraimos os nimeros, por exemplo: CM = 1000 — 100.

e Usava-se uma barra sobreposta ao um simbolo ou a um grupo de simbolos para
multiplicar seu valor por 1000, exemplo: V = 5000.

Uma curiosidade no sistema de numeracdo romano era a auséncia de uma letra
relacionada ao numero zero. Esse fato se deu, porque, 0S romanos nao estavam
interessados na realizacdo de célculos, a ideia era apenas utilizar numeros
representativos de quantidades.

Quando houve o desenvolvimento da expansdo comercial, o sistema de
numeracdo romano comegou a ser questionado, pois, os calculos matematicos
tornavam-se cada vez mais importantes e a auséncia de uma letra que representasse o
zero fazia com os célculos fossem ainda mais complexos, além de ndo possuirem
técnicas matematicas tao eficazes.

1.1.3 SISTEMA DE NUMERACAO GREGO

Os gregos ficaram conhecidos como pais da filosofia e da democracia. Na
filosofia, por exemplo, temos um grande destaque, o filosofo Pitdgoras que também
contribuiu de forma generosa para a matematica, e sua contribuicdo mais conhecida
hoje, € 0 “O Teorema de Pitagoras”.

Os gregos também possuiam um sistema de numeragdo proprio, que, a primeira
vista, ndo era um dos mais faceis. Eles utilizavam 27 letras para representar 0s nUmeros:
e essas 24 letras eram do alfabeto grego e trés letras eram do alfabeto fenicio.

O sistema de numeracdo grego, também conhecido como sistema jénico aditivo,
obedecia algumas regras basicas, como por exemplo, separar 0s hiUmeros em grupos de
9, da seguinte forma:

e Os nimeros de 1 a 9, eram representados pelas nove letras iniciais do alfabeto
grego;

e Os numeros de 10 a 90 eram representados pelas nove letras seguintes;

e Os ultimos simbolos representavam as centenas de 100 a 900;

Segue figura com as representacdes desses nimeros:

UNIDADES DEZENAS CENTENAS
A a afa 1 [ ¢ iota 10 P P ré 100
B [ beta 2 K Kk kapa 20 S o sigma 200
[ 7y oama 3 A A lambdaso| | T 7 tau 300
A 5 deita 4 M B mu 40 Y U upsilon 400
E € epsilon s Nv 59 ® ¢ ehi s00
E C:’ digama 6 = z‘;‘ ksi 60 X X khi 600
Z [ zta 7 O o émicron 70| | Y ys psi 700
H 71 eta 3 N 7 » 80 () @ omega 800
@ 6 teta 9 q ? kopa 90 m % san 900

Figura 2 - Simbolos Gregos
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Quando um numero ultrapassava 1000 era necessario colocar um pequeno sinal,
semelhante ao acento agudo, abaixo ou acima, e a esquerda da sequéncia de simbolos. E
as dezenas de milhares eram representadas de forma multiplicativa, eles usavam o M
(10000) abaixo do numeral a ser multiplicado.

Exemplo 1: B y
QL /B Y M M M
1000 2000 3000 10000 20000 30000

Figura 3 - Sistema Jonico

Para representar os nimeros intermediarios, como por exemplo, 12, 15, 19, 28 e
etc, os gregos utilizavam a justaposicdo dos simbolos, do maior valor para 0 menor, e
adicionavam os valores de cada simbolo.

Exemplo 2: 12 = ;15 = 1&; 19 =16;20 = k1

Antes do sistema jénico aditivo, 0s gregos possuiam um sistema mais antigo
conhecido como sistema de numeragdo atico (Acrofénico) semelhante ao sistema dos
Romanos na maneira de operar, ou seja, usavam o principio aditivo e os simbolos eram
repetidos quantas vezes necessarias para obter o nimero desejado.

Os simbolos utilizados eram os seguintes:
I[=1,I1=5,A=10,H=100, X =1000, e M = 10000

Se observarmos, 0s nimeros de base 10 eram representados pelas letras iniciais
das palavras gregas correspondentes a eles: A para 10 (deka), H para 100 (Hekaton), X para
1000 (Khilioi) e M para 10000 (Myrioi).

1.2 SISTEMA DE NUMERACAO POSICIONAL x NAO
POSICIONAL

A idéia de um sistema que utilizava apenas a adicdo das quantidades que cada
simbolo representava, parecia suficiente para suprir as necessidades da época, no
entanto, com o passar do tempo, era preciso realizar calculos cada vez mais complexos,
0 que tornava o sistema de numeracdo ndo posicional muito trabalhoso, ja que, o valor
de um simbolo independe da posicdo que ocupa no conjunto de simbolos que
representam um namero.

Para que o método de contagem se tornasse ainda mais viavel naquela época,
primeiramente 0s povos antigos tiveram que deixar de depender das méos como
principal objeto de contagem, e buscar ferramentas mais eficientes para desenvolverem
esse processo, foi a partir de entdo que surgiu o abaco.

O abaco é um instrumento de calculo muito antigo, que teve sua versao primitiva
no Oriente Médio por volta do século Il a.C, no entanto, foram os chineses que
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aperfeicoaram e utilizam até os dias atuais, com tal preciséo e rapidez que desafiam uma
simples calculadora.

!

Figura 4 - Abaco

Devido ao desenvolvimento dos povos da antiguidade, utilizar um sistema de
numeracgado que consistia apenas em agrupamentos de objetos, se tornava cada vez mais
ineficaz, portanto a ideia de representar quantidades através da posicdo que o algarismo
ocupa quando representa certo namero, facilitava o ato de registrar e operar com
grandes quantidades.

O surgimento do sistema de numeracdo posicional deu-se através da
contribuicdo de muitos povos, mas, foi na Asia, no vale do rio Indo, que surgiu o
sistema que utilizamos atualmente, o sistema de numeragdo indo — arabico. O grande
feito desse sistema se dava pela praticidade de se representar qualquer numero e pela
pequena quantidade de simbolos que possuia.

O sistema posicional indo-ardbico permite representar qualquer quantidade
numérica utilizando apenas 10 simbolos, e por esse motivo ficou conhecido como
sistema de numeracdo decimal. Talvez a principal razdo de se trabalhar com a base 10
seja pelo simples fato de que os povos antigos utilizavam, primeiramente, os dedos das
maos como ferramenta para a contagem.

Todo ndmero, nesse sistema, pode ser representado por uma sequéncia
a,a,_1..a1ay, onde a posicdo que cada algarismo ocupa, define seu valor. Por
exemplo, no numero 4444, cada 4 a depender da posicdo que ocupa, representa uma
quantidade diferente, ou seja, 0 segundo 4 da direita para esquerda é dez vezes maior
que o primeiro, o terceiro 4 é dez vezes maior que o segundo e assim por diante, dessa
forma o nimero 4444 nada mais é que a soma das seguintes parcelas 4+40+400+4000,
onde cada parcela possui valor dez vezes maior que a anterior.

O sistema posicional revolucionou o processo de contagem, tornando o ato de
calcular mais facil e eficaz. Observe no exemplo a seguir, uma adi¢éo feita no sistema
posicional e outra utilizando um sistema de numeragao néo posicional:

Exemplo 3: 2468 +MCDLXVIII
+1432 MCDXXII

3900 MMMCM
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O sistema posicional é mais eficiente quando € preciso resolver multiplicacGes e
divisdes, por exemplo, imagine multiplicar MCDXXV por 111 sem transcrever 0 nimero
para o sistema posicional. No entanto, 0s povos egipcios possuiam um método muito
interessante para efetuar qualquer multiplicacéo, eles utilizavam a multiplicagéo por 2.

Exemplo 4:

Suponha que fosse necessario multiplicar 15 x 32. Criava-se uma tabela onde a
primeira linha consistia em escrever o numero 32 ao lado do nimero 1 e a partir de
entdo realizavam sucessivas multiplicacbes por 2. Na coluna iniciada por 1, as
multiplicacbes ndo devem ultrapassar 15. No desenvolvimento da multiplicacdo, na
coluna onde o0 1 se encontra, somavam-se 0s valores cujo resultado é 15, sdo eles:
1+ 244+ 8= 15, finalizava-se 0 processo somando os valores correspondentes aos
algarismos 1, 2, 4 e 8, ou seja, 32 + 64 + 128 + 256 = 480.

1 32
2 64
4 128
8 256

Tabela 2 - Multiplicacdo Egipcia

Apesar de grandes contribuigcdes, o sistema de numeracdo posicional sofreu
resisténcia na Europa por questdes politicas e religiosas, e, portanto iniciou-se uma
grande disputa entre os abacistas, que afirmavam que o sistema posicional néo
representava uma grande vantagem, afinal, o uso do abaco supria grande parte das
necessidades de efetuarem célculos da época, e os algoristas, que defendiam o sistema
posicional pela praticidade de efetuar contas complexas apenas com o uso de papel e
lapis.

Mesmo com grande resisténcia o sistema posicional, conhecido como sistema de
numeracdo indo-arabico, foi sendo disseminado na Europa por volta dos séculos XII —
XI11, devido a influéncia de um grande matematico italiano, conhecido como Fibonacci.

A disputa entre os abacistas e algoristas permaneceu por varios séculos. Mesmo
apos a vitoria dos algoristas, 0 uso do abaco permaneceu para conferir se os célculos
feitos a méo estavam realmente corretos.

1.3 COMPARACAO ENTRE OS SISTEMAS DE NUMERACAO

Como os sistemas de numeracdo posicional sdo praticos e eficazes, faremos
algumas comparag0es entre eles com o objetivo de identificar quais os mais indicados
para melhor representar algumas situagdes.

Observe que, quando nos referimos a algum sistema de numeragéo,
implicitamente estamos nos referindo a uma base que define esse sistema, por exemplo,
o sistema de numerag&o atual é um sistema de numeracgdo posicional com 10 simbolos,
por esse motivo, é conhecido como sistema de numeracao de base 10.
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Geralmente as bases ndo interferem de maneira significativa na resolucdo dos
calculos, afinal quando operamos, operamos a quantidade que o nlimero representa e
ndo os algarismos em si, portanto ndo iremos encontrar nenhum critério para avaliar 0s
sistemas de numeracdo em relacdo a resolugdo de célculos.

Avaliaremos, por exemplo, qual sistema de numeracdo é mais viavel para
determinadas representacGes numeéricas, além de outros aspectos.

Note que, algumas representagdes decimais se tornam mais viaveis em uma base
numérica diferente da base 10, como por exemplo, o nimero fracionario 3 due pode ser

representado na forma decimal como (0,333 ...),, (base 10), possui uma representacao
bem mais simples se representado na base ternéria (base 3), ou seja, teriamos
(0,333...);, = (0,1),, contudo, mesmo um determinado nimero sendo representado de

uma forma mais simples em uma outra base, esse ndo seria motivo suficiente para
avaliarmos um sistema de numeracéo.

Para avaliarmos um sistema de numeragdo é necessario analisarmos qual sistema
€ mais pratico e menos dubio de se trabalhar, por exemplo, nas bases numéricas impares
a nocdo de paridade néo é suficientemente clara, e, portanto trabalhar com esse tipo base
néo seria tdo simples, fugindo ao objetivo de encontrarmos uma base cuja praticidade
seja especialmente sua caracteristica marcante. Por exemplo, para descobrirmos a
paridade de um ndmero qualquer em uma base b basta somarmos os valores dos
simbolos, se o resultado for par, 0 nimero nessa base é par, caso contrario 0 nimero
serd impar.

Note que o sistema de numeracgdo binario, aparentemente pode ser um sistema
cuja praticidade pode ser uma de suas caracteristicas marcantes, afinal, possui apenas
dois simbolos para representar qualquer numero e € facil identificar quando um nimero
é ou ndo par. No entanto, trabalhar com bases numéricas muito pequenas, nos causaria
alguns transtornos, como por exemplo, a representacdo de alguns ndmeros pode se
tornar muito extensa. Observe que o nimero (53),, possui uma escrita simples na base

10, ja na base 2, a escrita € um tanto mais complicada (110101), .

Evidentemente, trabalhar com bases numéricas muito grandes é inviavel, por
exemplo, se tomassemos o sistema de numeracdo de base 60, como o sistema de
numeracdo atual, teriamos que utilizar 60 simbolos distintos para representarmos
qualquer namero, além da tabuada multiplicativa se tornar 6 vezes maior que a atual, 0
que nos causaria um grande transtorno para efetuarmos calculos relativamente simples
utilizando essa base. E claro que trabalhar com um sistema de numeracio diferente do
usual sempre podera causar algumas dificuldades, no entanto, isso € apenas questdo de
adaptacéo.

Embora ndo sendo um sistema de numeracédo tdo conhecido, o sistema de base
12 é um sistema interessante de se trabalhar, por possuir um grande ndmero de
divisores, o que facilita o reconhecimento dos divisores de um ndmero qualquer escrito
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nessa base, por exemplo, para identificarmos os divisores de um ndmero a escrito na
base 12 basta verificar se a é divisivel por 2,3,4,e 6. E um sistema que possui dois
simbolos a mais que o sistema decimal e, portanto operar com ndmeros nessa base ndo
seria tdo trabalhoso.

E claro, que ndo seria conveniente mudar o sistema de numeracéo decimal por
algum outro, afinal, esse sistema é adotado pela maior parte do planeta o que o torna
insubstituivel.

Dessa forma, trabalhar com novos sistemas de numeracdo deve ser feito no
ambiente em que for melhor aproveitado, como por exemplo, o sistema de numeragéo
binario, que é de extrema importancia para a linguagem computacional, dentre outros
casos de aplicabilidade.

Como, existem diversos tipos de sistemas de numeragdo posicional, e cada um
possui caracteristicas especificas. No proximo capitulo, abordaremos a respeito de
sistemas de numeracgdo posicional em uma base qualquer, e mostraremos como operar
neste sistema.
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2 SISTEMA DE NUMERACAO POSICIONAL EM UMA BASE
QUALQUER

Um sistema de numeracdo posicional consiste em escolhermos uma base e
trabalharmos de forma, que certa quantidade de unidades deve constituir uma unidade
de ordem imediatamente superior, um exemplo simples, é o sistema de numeracdo
decimal cuja juncdo de 10 unidades nos da uma dezena, a juncdo de 10 dezenas obtém-
se uma centena e assim por diante.

Um sistema em uma base qualquer (que chamaremos de base b), € um conjunto
de b simbolos {0,1, 2, ..., b — 1} que utilizamos para representar quaisquer numeros. O
Teorema a seguir nos garante que € sempre possivel a representacdo desses numeros
nessa base b.

Teorema 1: Seja b um ndmero natural e M ={0,1,2,...,b —1}com b > 1. Todo
namero natural n pode ser representado, de modo Unico, da seguinte maneira:

n=ay+ab+ab*+-+ab"
onder >20,q; € M,comi=0,1,2,..,rea, #0.
Demonstragédo: Vamos mostrar a existéncia da representacdo por inducdo em n.
Se n < b, neste caso, basta tomar n = a, e a representacdo esta definida.

Suponha agora, n = b e que para todo q € N entre 1 < g < n a representagédo
esteja definida.

Pelo algoritmo de Euclides temos n = bq + a,, com a, € M. Observe que de
q < n, pois, caso contrario teriamos:

n=bq+ay=bqg>qz=n
absurdo.
Pela hipotese de indugdo podemos escrever g na base b, ou seja,
q=ay+ab+ab?+-+ab" !
comay € Meay+ 0.

Logo, n=b(ay+ ab + a,b* + -+ a,b"') =ay +a;b + ayb® + -+
a,.b”, o que conclui a existéncia da representacéo.

Devemos garantir a unicidade da escrita e também faremos por meio do segundo
principio de inducéo.
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E facil ver que para n < b a unicidade é 6bvia. Suponhamos que n > b, e que a
unicidade é valida para todo g, com 1 < g < n. Suponhamos também que n tenha duas
representacdes em b:

n = b(a1 + azbz + -+ arbr_l) + ayg = b(Cl + Czbz + -+ Cr_lbr_l) + Co

Sendo b > ay e b > ¢y, pela unicidade do Algoritmo de Euclides, temos que
ap = cp € (a1 +ab” + -+ arbr_l) = (c1 +cb% + -+ cr_lbr_l) =gq.Como q < n,
pela hipdtese de indugdo obtemos r=s e a;=c;=:--=a,=c,. Logo a
representacdo é unica. L

Dessa forma, podemos perceber que independente da base a ser utilizada a
representacdo numérica sempre sera possivel.

2.1 OPERACOES NUMERICAS

Escolhida a base b como sistema de numeracgdo padréo veremos como proceder
com as operacg0es de adi¢do e multiplicacéo.

2.1.1 ADICAO EM UMA BASE QUALQUER

Considere dois numeros quaisquer @ = a,a,_1 ...a1ag € B = CyCp—1 - C1Co
escritos na base b. Pelo Teorema 1 temos:

a=ay+ab+ab’>+--+a.b"ef =cy+cih+cb?+ -+ cpyb™
Considere também a, #0ec,, # 0,comm >r.
Vejamos como realizar a adi¢do entre esses dois numeros.
Note que: a=ay+ab+ab’>+-+ab”
B =co+cib+cb?+ -+, b™

Entdo, a+ B = (ap+ a;b+ ayb®+--+a,b") + (cy +c1b+ cyb% + -+
cnb™)

Evidenciando os termos da base de mesmo indice, obtemos:
a+ L =cphb™+cCp_h™ 1+t b+ (a, +¢,)b" + -+ (¢ + a;)b + co + ag

Portanto, para adicionar dois nimeros « € 8 numa base b basta adicionar seus
coeficientes.

Caso tenhamos ¢; + a; = b, entdo c; + a; = b + x, com 0 < x < b. Dessa forma,
se ¢y + ay = b + x entédo:

a+pL =cyb™+cp_1h™ 1+t b+ (a +c,)b" + -+ (cy +a;))b+ b +x

a+pf =cpb™+cp_1b™ 1+ 4 b+ (a, + ¢ )b" + o+ (c; +a; + )b+ x
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2.1.2 MULTIPLICACAO EM UMA BASE QUALQUER

Vejamos agora como proceder com a multiplicacdo em uma base b.
Considere os mesmo numeros « € f3, tal que:
a=ay+ab+ab?+--+a.b"e f=cy+ch+c,b?+-+c,b™

Entdo, o produto @ x 8 € uma adicéo de termos do tipo al-c,-bi“. Caso o produto
entre dois coeficientes seja maior que b, devemos realizar 0 processo para que esse
resultado seja menor que b. Dessa maneira, podemos escrever a;b; = gb +t, onde g é

quociente da divisdo de a;b; por b e t o resto. Observe que multiplicando a;b; = qb + t
por b"*/ em ambos os membros da igualdade obtemos a;b;b™ = gb™/*" + tb™, onde
q e t sdo inteiros positivos menores que b.

2.2 TABELAS DE ADICAO E MULTIPLICACAO EM ALGUMAS
BASES NUMERICAS

Nosso objetivo & mostrar as diferentes tabelas de adicdo e a multiplicacdo em
alguns sistemas de numeracdo especificos, por exemplo, nos sistemas de numeracao
decimal, binario, ternario, quinario, sistema de numeragdo na base 7 e duodecimal.

2.2.1 SISTEMA DE NUMERACAO DECIMAL

O sistema que normalmente utilizamos é o sistema de numeracdo decimal, pois,
0s agrupamentos sdo feitos de 10 em 10 unidades, ou seja, 0 agrupamento de 10
unidades simples forma uma dezena, 10 dezenas formam uma centena, 10 centenas
formam uma milhar e assim por diante. Esse sistema utiliza apenas de 10 simbolos para
representar qualquer namero, de forma que todo numero natural n é escrito como:

n=ay+a;10 +a,10? + -+ a, 10"

onde =0 e a;€{0,1,..,9}; para i ={0,1,2,..,r} e 0 representamos por
a,a,_q ...a;ay com a; sendo um digito de n.

Por exemplo:
11547 =74+ 4 x10+5x 102+ 1 x 103 + 1 x 10*

Como o sistema de numeracdo decimal é o sistema de numeracdo oficial adotado
por quase todos os povos do planeta, a tabela de adicdo e multiplicacdo € de féacil
compreensao.



Vejamos como se comporta as tabelas de adicdo e multiplicacdo na base 10:
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
3 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
4 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
5 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
6 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
7 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
8 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
9 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Tabela 3 - Adi¢do na base 10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
3 0 3 6 9 12 15 18 21 24 27
4 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36
5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
6 0 6 12 18 24 30 36 42 48 54
7 0 7 14 21 28 35 42 49 56 63
8 0 8 16 24 32 40 48 56 64 72
9 0 9 18 27 36 45 54 63 72 81

Tabela 4 - Multiplicacéo na base 10

2.2.2 TABELAS DE ADICAO E MULTIPLICACAO NA BASE

BINARIA

O sistema binario (base 2) é constituido apenas de dois simbolos 0 e 1 capazes
de representar qualquer quantidade utilizando somente sequéncias de 0 e 1, neste caso
0s agrupamentos sdo feitos de 2 em 2 e a representacao é da forma:

x=ay+a;2' ++a, 12" +a,2"

ou de modo geral teremos a seguinte representacéo: x = (a,a,_1 -.-a1ag)>

Observe que o nimero (53),, € escrito no sistema binario como (110101),, de
formaque (53),, =1x2°+0x 2" +1x2°+0x 2> +1x2* + 1% 2°.

Tabela de Adicdo na base 2:

0

1

0

1

1

1

10

Tabela 5 - adi¢do na base 2




Tabela de Multiplicacdo na base 2:

0 1
0 0
0 1
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Tabela 6 - Multiplicagdo na base 2

2.2.3 TABELAS DE ADICAO E MULTIPLICACAO DA BASE
TERNARIA

O sistema de numeracdo ternario € o sistema de base 3, ou seja, utiliza trés
simbolos {0, 1, 2} distintos para representar qualquer nimero.

Um ndmero p na base 3 é da forma p = ay +a;3 + -+ a,_13" ' +a,3".
Tabela de adicdo na base 3:

0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 10
2 2 10 11

Tabela 7 - Adigéo na base 3

Tabela de multiplicacdo na base 3:

0 1 2
0 0 0 0
0 1 2
2 0 2 11

Tabela 8 - Multiplicacéo na base 3

2.24 TABELAS DE ADICAO E MULTIPLICACAO DE BASE
QUINARIA

O sistema de numeracdo quinario, é o sistema de numeracédo que utiliza a base 5,
ou seja, sdo necessarios cinco simbolos distintos para representar qualquer numero
{0,1,2,3,4}.

Um numero qualquer na base 5 pode ser escrito como u =ag+ a5+ -+
a,_15""1 + a, 5".
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Tabela de Adicdo na base 5:

0 1 2 4
0 0 1 2 4
1 0 2 3 4 10
2 2 3 4 10 11
3 3 4 10 11 12
4 4 10 11 12 13

Tabela 9 - Adigéo na base 5
Tabela de Multiplicacdo na base 5:

0 1 2 3 4
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 12 13
3 0 3 12 14 22
4 0 4 13 22 31

Tabela 10 - Multiplicagdo na base 5

2.2.5 TABELAS DE ADICAO E MULTIPLICACAO NA BASE 7

O sistema de numeracdo na base 7 utiliza sete simbolos distintos para
representar qualquer nimero.

Um namero qualquer pode ser escrito na base 7 como:
a=ay+a; 7+ +a, 17" +a,7"

Tabela de adi¢éo na base 7:

0 1 2 3 4 5 6
0 0 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 10
2 2 3 4 5 6 10 11
3 3 4 5 6 10 11 12
4 4 5 6 10 11 12 13
5 5 6 7 11 12 13 14
6 6 10 11 12 13 14 15

Tabela 11 - Adicéo na base 7



Tabela de multiplicacéo na base 7:

0 1 2 3 4 5 6
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6
2 0 2 4 6 11 13 15
3 0 3 6 14 15 21 24
4 0 4 11 15 22 16 33
5 0 5 13 21 16 34 42
6 0 6 15 24 33 42 51

Tabela 12 - Multiplicacéo na base 7

2.2.6 TABELAS DE ADICAO E MULTIPLICACAO NA BASE 12
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O sistema de numeracdo duodecimal é o sistema de base 12, ou seja, utiliza 12

simbolos {0,1,2,3,4, 5, 6,7,8,9, A,B} distintos para representar um numero
qualquer.

Um ndmero no sistema duodecimal pode ser escrito da forma:

B=ay+a12++a, ;120D +q, ;12"

Tabela de adicdo na base 12:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B 10
2 2 3 4 5 6 7 8 9 A B 10 11
3 3 4 5 6 7 8 9 A B 10 |11 12
4 4 5 6 7 8 9 A B 10 |11 12 13
5 5 6 7 8 9 A B 10 |11 12 13 14
6 6 7 8 9 A B 10 11 12 13 14 15
7 7 8 9 A B 10 11 12 13 14 |15 16
8 8 9 A B 10 11 12 13 14 |15 16 17
9 9 A B 10 |11 12 13 14 |15 16 17 18
A A B 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
B B 10 (11 12 13 14 |15 16 |17 18 19 1A

Tabela 13 - Adi¢éo na base 12
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Tabela de multiplicacdo na base 12:

6 7 8 9 A

0 0 0 0 0

W o |

5
0
5 6 7 8 9 A
A 10 12 14 16 18 12

10 13 16 19 20 23 26 29

10 14 18 20 24 28 30 34 38

13 18 21 26 2B 34 39 42 47

10 16 20 26 30 36 40 46 50 56

12 19 24 2B 36 41 48 53 52 65

14 20 28 34 40 48 54 60 68 74

16 23 30 39 46 53 60 69 76 83

18 26 34 42 50 52 68 76 84 92

W (> |V | |N|oOn[DhlwN (KL O
OO 0|00 0O|0O|O|O|O|O |O
W[|I>|O|o N[O |D|W|N|F|[O|F

12 19 38 47 55 65 74 83 92 Al

Tabela 14 - Multiplicagdo na base 12

2.3 PECULIARIDADES DOS SISTEMAS DE NUMERACAO
BINARIO, TERNARIO E DUODECIMAL.

Nesta se¢do, comentaremos a respeito de algumas peculiaridades do sistema de
numeracao binario, ternaria, sistema de numeracao de base 7 e duodecimal.

2.3.1 SISTEMA DE NUMERACAO BINARIO

Alguns povos antigos da Australia e da Polinésia ja utilizavam esse sistema de
numeracdo, embora, com alguma imperfeicéo.

Do ponto de vista matematico, o sistema binario é o mais pratico por utilizar
apenas dois simbolos distintos e o mais simples para realizar as operacoes
fundamentais. Apesar da simplicidade desse sistema de numeracdo, a desvantagem se
da pela representagdo extensa de alguns numeros, por exemplo, o nimero (2015),, é
escrito da forma (11111011111),.

Mesmo com alguma desvantagem, o sistema se torna muito Gtil para o uso
computacional, ou seja, 0s computadores usam a base 2 para efetuar o processamento de
dados. Todo computador possui em seu processador um codigo, chamado cddigo da
maquina, que sdo representados por sequéncia de bits. O bit, na realidade, € como sdo
chamados os digitos 0 ou 1 do sistema binario de numeracdo. Um agrupamento de 8
bits corresponde a um byte, por exemplo, cada simbolo digitado no teclado alfa—
numérico do computador possui um conjunto singular de oito digitos binarios para
representa-lo.

2.3.2 SISTEMA DE NUMERACAO TERNARIO

Uma propriedade notavel do sistema de numeracdo ternaria € a capacidade
numérica que possui, ou seja, € quantidade de nimeros que pode ser escrito com uma
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quantidade determinada de digitos. Por exemplo: para escrevermos os 1000 primeiros
nameros da base 10, sdo necessarios 30 digitos (10 para cada ordem), no entanto, se
pensarmos no sistema binario, com 30 digitos (15 pares de 0 e 1), podemos representar
2% = 32768 nlimeros, isto 6, podemos escrever numeros de até 15 ordens binarias.
Portanto, dizemos que o sistema binario tem maior capacidade que o sistema decimal de
numeragao.

Se utilizarmos a capacidade numérica como meio de avaliarmos um sistema de
numeracdo, € facil perceber que o sistema de numeragdo ternaria € o mais indicado,
pois, é o sistema de numeracdo capaz de escrever uma maior quantidade de numeros
comparada ao sistema decimal e binario com uma quantidade determinada de digitos.

Dada uma base qualquer b, considerando n digitos, é possivel escrevermos
n
nameros de até % ordens. A capacidade numérica desse sistema sera dada por bb.

Considere n = 60, a tabela abaixo nos mostra que sistema de numeracao
ternaria tem maior capacidade numérica.

Base Poténcia Capacidade numerica
2 230 1.073.741.824
3 32 3.486.784.401
4 4% 1.073.741.824
5 512 244.140.625

6 61° 60.466.176

10 10° 1.000.000

12 12° 248.832

15 15* 50.625

20 203 8.000

30 302 900

60 60 * 60

Tabela 15 - Capacidade numérica de algumas bases

Portanto a base 3 é a base do sistema de numeragdo de maior capacidade.

2.3.3 SISTEMA DE NUMERACAO DUOCECIMAL

O sistema duodecimal estd intimamente ligado ao corpo humano e tudo indica
que essa ligacdo ocorreu na antiguidade com 0s povos sumerios, pois, eles usavam um
método particular de contagem. Quando contavam, moviam o polegar da mao direita
sobre as falanges dos outros quatro dedos, como cada dedo possui 3 falanges, entdo era
possivel contar até 12 com apenas uma mao. Ja a mao esquerda era utilizada para contar
guantas méaos direitas haviam sido completadas na contagem.
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Note que cinco dedos da méo esquerda vezes 12 falanges da mao direita
encontramos 0 nimero 60 que é & base da contagem para a medida de arcos e angulos, e
expressamos, também, a unidade de tempo em grupos de 60, ou seja, 60 segundos nos
d& 1 minuto e 60 minutos nos 1 hora.

Outra particularidade do sistema duodecimal é o grande nimero de divisores que
essa base possui, o que facilita verificar se um nimero escrito nessa base é divisivel por
2, 3, 4 e 6, ou seja, basta verifica se ultimo algarismo do namero é divisivel por 2, 4, 3
ou 6.

Um exemplo interessante de contagem na base 12 é a ddzia, muito utilizada em
alguns ramos do comércio atual. Antigamente, em alguns paises de lingua espanhola, se
utilizavam a gruesa que significava 12 duzias.

2.4 CONVERSAO DE UM NUMERO DE UMA BASE NUMERICA
PARA OUTRA

Como vimos, ha inimeros sistemas de numeracao, e a possibilidade de escrever
um mesmo numero em diversas bases € bastante curioso, afinal, 0 mesmo ndmero
possui diferentes representacbes em bases distintas, por exemplo, o nimero 7 do
sistema decimal, equivale ao nimero 10 no sistema de numeracao cuja base € 7.

Vejamos um exemplo de como proceder com a conversdo de um ndmero no
sistema decimal para o sistema de base 7.

Exemplo: Considere o nimero (1035),, . Como proceder para escrevé-lo na
base 7?

Todo namero escrito na base 10 para ser convertido em uma outra base, basta
utilizar divisdes sucessivas cujo dividendo seja exatamente 0 nimero que representa a
base para a qual desejamos converter.

Como desejamos converter o numero (1035),, para a base 7, devemos efetuar
divisGes sucessivas de (1035),, por 7.

1035 7
6 147 7
0 21

Neste caso o numero (1035),, = (3006).,.

Note que para escrevermos a representagdo numerica de (1035),, na base 7, foi
necessario trabalharmos com o ultimo quociente das divisdes sucessivas e 0s restos,
além de utilizarmos a ordem reversa como a representacdo desejada.
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Agora faremos o processo de conversdo da base 7 para a base 10.

Considere o numero (3006).,.

Para efetuarmos a conversdo de (3006), para a base 10 € necessario

escrevermos o nimero (3006), como 3 X 7° +0x 7>+ 0 X 7 + 6 x 7° e resolvermos
os caculos, logo (3006), = (1035),,.

Se desejamos converter um ndmero escrito na base 5 para a base 12 de uma
maneira pratica, primeiramente, precisamos converté-lo para a base 10, e a partir de
entdo, converté-lo para a base 12.

Considere o numero (24423).. Para converté-lo para o sistema duodecimal,
primeiramente devemos converté-lo para a base 10 e dai converté-lo para a base 12.

Vejamos:
(24423), =2 x 5" +4x5° +4 x5 +2x5+3
(24423), = (1863),,

Agora devemos converter (1863),, para a base 12 através das divisdes
sucessivas.

1863

Dessa forma obtemos: (1863),,=1x12°+0x12°+Bx12+3, dai,
(1863),, = (10B3) ,

Portanto (24423), = (10B3),,.
Vejamos, como converter da base 2 para a base 4

Exemplo 5: Considere o nimero (10101010),, iremos converté-lo para a base

Note que 4 =22, portanto devemos agrupar os algarismos do ndmero
(10101010), em grupos de 2 da direita para esquerda, assim obtemos (10 / 10 / 10 /
10),, agora basta converté-lo da base 2 para a base 10 e o resultado obtido estara
automaticamente na base 4, dessa forma:

(10 /10 /10 /10), = (2222), = (170),,

Note que 0 processo ¢ mesmo para convertermos da base 3 para a base 9.



32

Exemplo 6: Considere o nimero (110201),, iremos converté-lo para a base 9.

Como 9 = 32, devemos agrupar os algarismos do niimero (110201)5 de 2 em 2
da direita para esquerda e em seguida converter cada grupo para a base 10, o resultado
obtido é o nimero obtido na base 9.

(11/02 /01), = (421), = (343),

Observando o processo de conversdo da base 4 para 2 e da base 9 para a base 3,
é possivel perceber que se uma base € poténcia inteira da outra é facil converter um
ndmero escrito nessas bases de maneira direta.

Trabalhando agora com as bases 27, 9 e 3 e também com as bases 16, 4 e 2,
vejamos 0s respectivos valores dos 27 simbolos do sistema de base 27 equivalentes no
sistema de base 9 e base 3, e dos 16 simbolos do sistema de base 16 equivalentes no
sistema de base 4 e base 2.

Base 16 Base 8 Base 4 Base 2
0 00 000 0000
1 01 001 0001
2 02 002 0010
3 03 003 0011
4 03 010 0100
5 05 011 0101
6 06 012 0110
7 07 013 0111
8 10 020 1000
9 11 021 1001
A 12 022 1010
B 13 023 1011
C 14 030 1100
D 15 031 1101
E 16 032 1110

Tabela 16 - Conversado da base 16 para a base 2
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Base 27 Base 9 Base 3
0 00 000
1 01 001
2 02 002
3 03 010
4 04 011
5 05 012
6 06 100
7 07 101
8 08 102
9 10 100
A 11 101
B 12 102
C 13 110
D 14 111
E 15 112
F 16 120
G 17 121
H 18 122
I 20 200
J 21 201
K 22 202
L 23 210
M 24 211
N 25 212
@) 26 220
P 27 221
Q 28 222

Tabela 17 - Conversdo da base 27 para a base 3

Note que, cada simbolo do sistema de base 27 corresponde a trés simbolos no
sistema de base 3, 0 mesmo acontece com 0s simbolos da base 16, cada um deles
corresponde a quatro simbolos na base 2, portanto, para a conversao de uma base para
outra, basta fazer a simples substituicdo do valor correspondente de um digito em uma
base pelos digitos correspondentes da outra.
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3 DIVISIBILIDADE

Divisibilidade é uma caracteristica ou particularidade daquilo que é possivel
dividir. Como nem sempre € possivel dividir um ndmero inteiro por outro,
estabelecemos essa possibilidade atravées da relacdo de divisibilidade.

Definicdo 1: Dados dois numeros inteiros a e b, diremos que a divide b, quando
existir c € Z tal que b = ca.

Por exemplo:

e Podemos dizer que 5 divide 15, pois, 15 = 3 X 5;
e Podemos dizer que 2 divide 18, pois, 18 = 9 X 2;

Dessa forma podemos dizer que 5 é um divisor de 15 ou um fator de 15 ou,
ainda, que 15 é um mdltiplo de 5.

De maneira geral, se a divide b, podemos dizer que a é um divisor de b ou um
fator de b ou, ainda, que b € um mdltiplo de a ou, simplesmente, que b € divisivel por
a.

Adotaremos a nota¢do a|b quando a dividir b € a t b quando a nao dividir b. A
sentenga a|b ndo representa nenhuma operacao nos inteiros, e também ndo representa
uma fracdo, é apenas uma afirmacéo que diz existir um ¢ € Z tal que b = ca.

A seguir algumas propriedades da divisibilidade.
Proposicédo 1: Sejam a, b, c € Z. Tem-sSe que:

. 1lla,alaeal0sea+#0
Il. adivide b se, e somente se, |a| divide |b|.
I1l.  Sealbeb|c, entdo alc.

Mostraremos apenas as propriedades I e I11.
Demonstracao:

Propriedade I: Por definicdo temos que se a|b entdo existe c € Z tal que b =
ca,comoa=a-1l,a=1-ae0=0-alogo apropriedade I é verificada.

Propriedade I1I: Como a|b e b|c, entdo existem f, g e Z tais que b = fa e
¢ = gb. Substituindo o valor de b na equagdo ¢ = gb, obtemos:

c=g(fa)=(gf)a
portanto a|c. n
Proposicédo 2: Se a,b,c,d € Z, entdo se a|b e c|d = ac|bd.

Demonstracgéo:
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Se a|b e c|d, entdo existem f,g € Z, tal que b = fa e d = gc, multiplicando
membro a membro ambas as equagdes obtemos bd = (fa)(gc) = (fg)(ac), logo,
ac|bd.

Em particular se a|b, entdo ac|bc, paratodo ¢ € Z..

Proposicdo 3: Sejam a, b, c € Z tais que a|(b £ ¢). Entdo a|b < alc.
Demonstracéo:

Suponha que a|(b + ¢), entdo existe f € Z tal que b + ¢ = fa.

Agora se a|b, entdo existe g € Z tal que b = ga. Substituindo o valor de b na
equacdo b + ¢ = fa obtemos ga +c = fa = c = fa — ga = (f — g)a, logo a|c.

A demonstra¢do da implicacdo contréria é analoga.

Por outro lado se a|(b — ¢) e a|b, pelo caso anterior, temos que a| — ¢, 0 que
implica que ajc.
phcaq | -

Proposicédo 4: Se a, b, c,d € Z séo tais que a|b e a|c, entdo para todo x, y € Z,
temos a|(xb + yc).

Demonstracdo: Como a|b e a|c entdo existem f,g € Z tais que b = fa e
¢ =ga.Logo xb + yc = x(fa) + y(ga) = (xf + yg)a, 0 que prova o resultado.

Embora existam mais proposicdes a respeito de divisibilidade, focaremos apenas
nessas quatro, pois, serdo suficientes para o definirmos alguns critérios de
divisibilidade. -

3.1 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE EM UMA BASE
QUALQUER

Critérios de divisibilidade, na realidade, sdo métodos que utilizamos para
descobrir se um namero inteiro € divisivel por outro sem necessariamente efetuarmos a
divisdo.

Nosso intuito é mostrar que podemos desenvolver esses métodos para uma base
qualquer, dessa forma apresentaremos um teorema que nos garante essa possibilidade.

Teorema 2: Considere n um numero natural escrito na base b, isto é,
n=ag+ab+ab*+--+ab”, com r#0 e a e€M={01,.,b—1} para
j=0,..,7r.Sejad um divisor de b. Assim valem 0s seguintes critérios:

a) n édivisivel por b se, e somente se, o algarismo das unidades de n, na base b, é
zero.

Demonstracdo: Como n estd escrito na base b. Pelo Algoritmo de Euclides,
temos n = bq + ag, paraalgum q € N.
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Por hipdtese, n é divisivel por b, entdo, n = bk para algum k € N. Dessa forma
podemos reescrever n = bq + ay como bk = bq + ay = ay = (k — q)b, ou seja, a, é
maltiplo de b, como a, € M entdo a, = 0, isto é, o algarismo das unidades de n na base
b ¢ zero.

Reciprocamente, se o0 algarismo da unidade de n escrito na base b for zero, entdo
n = bq + 0, paraalgum q € N, logo n é multiplo de b e, portanto é divisivel por b..

b) n é divisivel por b* com teN e 1 < t <r se, e somente se, os Ultimos t
algarismos de n, na base b, sdo zero.

Demonstracdo: Como n esta escrito na base b, temos que:
n=ay+ab+-+a_1bt" ! +abt

Por hipétese n divisivel por b¢, entdo, n = bk para algum k € N. Dessa forma,
podemos reescrever n = ay + a;b + -+ + a,_1b* ! + a,b* como

b'k=ay+ab+-+a_1b +ab =a,=b0b" k—a, ——ab™h
logo a, é multiplo de b, como a, € M, entdo ay = 0.

Se repetirmos 0 mesmo processo t — 2 vezes, obteremos: a; = a, = - =a,_1 =
0. De forma que os ultimos t algarismos de n sejam iguais a zero.

Reciprocamente, se n=a,b*+ a,_;b*" '+ -+ a;b+a, por hipdtese
ai_1=a,=--=ay=0 entdio n = a,b* + 0, logo n é miltiplo de b e, portanto
divisivel por bm

¢) n édivisivel pord® comt e Nel < t <r se, e somente se, ay + a;b + -+
a,b" for divisivel por d*.

Demonstracgdo: Como n é da forma n = ag + a;b + -+ a,_b* "t + a,bt e d
é um divisor de b, entdo b = dc, para algum ¢ € N. Dessa forma, pode reescrever n
como:

n=ay+ab+-+a_bt ! +a,(dc)t

Por hipétese n é divisivel por d* e d é divisor de b, logo n = d'k, para algum
k e N. Entdo, podemos reescrever n = ag+ a;b + -+ a,_;b*~1 + a,(dc)® como
segue:

dtk=ay+ah+-+a,_b" ' +a,(dc)t = ay + a;b + -+ a,_1 bt = dt (k — a,ch)

Portanto ay + a;b + -+ a,_; bt =1 é mdltiplo de dt.
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Reciprocamente, como n = ay + a;b + -+ a,_1b* ! + a,b* e d é divisor de
b, e ainda, por hipétese, ag + a;b + -+ + a,_;b""* é maltiplo de d, entdo n é divisivel
pord' g

Note que € possivel identificar se um numero é divisivel por outro sem
necessariamente efetuarmos a divisdo, para tanto, utilizaremos os critérios de
divisibilidade.

3.1.1 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE NA BASE 10

Vejamos alguns critérios de divisibilidade para a base 10.

Teorema 3: Um numero natural n é divisivel por 10 se, e somente se, 0 seu
algarismo das unidades é 0.

Demonstracdo: Note que n pode ser escrito da forma n = 10g + a,. Como
desejamos que n seja divisivel por 10, entdo n = 10K, com K € N. Assim:

n = 10q + a
10K = 10q + ay
10K — 10q = qy
10(K —q) = ag

Dessa forma a, €é divisivel por 10, logo a, = 0, visto que a, = {0,1,2, ...,9}. E
imediato, concluir que se ay, = 0, temos que n € divisivel por 10. -

3.1.2 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 2

Teorema 4: Um numero € divisivel por 2 se, e somente se, o algarismo das
unidades € par.

Demonstracdo: Considere n par, ou seja, n pode ser escrito da forma n = 2m,
comm € N.

Sendo m= ay+a;10 +--+a,_;10""! +a,10" podemos reescrever m
como m=10(a; + -+ a,_110"% + a,10""1) + a,, tome a; + -+ a,_110"7% +
a,10""1 = M, entdo m = 10 x M + a,, substituindo m = 10 X M + a, em n = 2m,
obtemos:

n=2(10xM + ay) = 2(10 x M) + 2a,
Como 2ay € {0, 2,4, 6,8}, entdo o algarismo das unidadesde n é 0,2,4,6 e 8.

Reciprocamente, o nimero que possui algum dos algarismo 0,2,4,6 ou 8 na
unidade, é par. De fato, se escrevermos n =10 X M + a,, como aq = {0, 2,4, 6,8}
entéo:
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donde n é par. o

3.1.3 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 3E 9

Teorema 5: Um namero n é divisivel por 3 ou por 9 se, e somente se, a soma de
seus algarismos for um maultiplo de 3 ou 9, respectivamente.

Demonstracao:

Tome um ndmero n na base 10, logo n =ag+ a;10 + -+ a,,_; 10" "1 +
a, 10™, se subtrairmos de n a soma dos seus algarismos, ou seja, ag + a1 + -+ a,_1 +
a,, obtemos a seguinte equacao:

n—(ay+a ++a,4+a,)=ay—ay+a,10—a, +--+a, 110" ' —a,_; +a,10" —a,
n—(ag+a; ++a,_4+a, =10-1Da; + -+ (10" ! = Da,_; + (10" — 1)a,
(ap+a;++a,_1+a,) =n—[10-1a; +--+ (10" - 1a,_; + (10" — Da,]
Como, por hipotese n é divisivel por 9, entdo n = 9k, com k € N. Dai, obtemos:
(ap +ay + -+ a,_; +a,) =9% — (10 — Day + -+ (10" ! — Da,_; + (10" — Da,
Sendo (10 — Day + -+ (10" ! — 1)a,_; + (10" — 1)a,, um multiplo de 9 entdo:
(ap+a;+-+a,_1+a,) =9k, comk’ e N.
Por tanto a soma dos algarismos de n também é divisivel por 9.

Reciprocamente, se a soma dos algarismos de um numero n for divisivel por 9,
ou seja, se (ap + a; + -+ a,_1 +a,) = 9q, com q € N, entdo:

n=(10-Da; + -+ (10" = 1)a,_; + (10" = Da, + 9q

Logo n é divisivel por 9..

Se considerarmos n ou (ay + a; + -+ + a,,_; + a,) multiplos de 3 e utilizarmos
0s mesmos argumentos da demonstragdo acima, fica provado que todo numero n é
divisivel por 3 se, e somente se, as somas dos seus algarismos é divisivel por 3.

3.1.4 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 7

Esse critério de divisibilidade ndo acompanha o mesmo raciocinio dos outros
critérios citados anteriormente. Neste caso, € necessario repetir um determinado
processo até encontrar um determinado valor que seja facilmente verificado como
maltiplo de 7. Vejamos:
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Um ndmero natural n = a,a,_1 ...a;ay € divisivel por 7 se, e somente se, 0
ndmero que ndo contém o algarismo das unidades (a,a,_1 ...a;) subtraido do dobro do
algarismo das unidades (2a,) for divisivel por 7, ou seja:

(a ap—q...a1) — Ray) =7Tk=n=7k'
Se 0 nimero obtido for grande, repita o processo até verificar a divisdo por 7.
Primeiramente iremos justificar o processo analisando a seguinte afirmacao:
Sen =a,a,_; ...a;ay é divisivel por 7, entdo, (a,a,_1 ...a;) — (2ay) = 7k.
Vejamos:

Sejan = a,a,_1 ...a;a, divisivel por 7. Suponha que (a,a,_1 ...a;) — (2ay) =
tk, com t e k primos, entdo (a,a,_1 ..a;) = tk + (2ayp).

Note que n = a,a,_1 ...a;ay = 10(a,a,_1 ...a;) + a,, assim:
10(a,a,_1 ...a1) + ag = 10(tk + 2a,) + a
10(a,a,_1 -.a1) + ay = 10tk + 21aq,

Comon = a,a,_; ...a;a, € divisivel por 7, devemos ter 10tk + 21a, divisivel

por 7, no entanto isso sO sera possivel se t ou k for igual a 7. -

Agora, analisaremos a seguinte afirmacéo:

Se (a,a,_q...a;) subtraido do dobro do algarismo das unidades (2a,) for
divisivel por 7, entdo, n = a, a,_; ... a;a, € divisivel por 7.

Seja (a,a,_1 ...a1) — 2ag = 7k, para algum k € N, entdo (a,a,_1 ...a1) = 7k +
2ag,. Note que:

n=a,a,_1..a1ay = 10(a,a,_1 ...a1) + ag = 10(7k + 2ay) + ag = 70k + 21a,
Portanto n € divisivel pori.

3.1.5 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 11

O critério de divisibilidade por 11 é bem diferente dos métodos ja citados
anteriormente, antes de demonstrarmos como proceder para saber se um namero € ou
ndo divisivel por 11 devemos conhecer o lema a seguir.

Lema: Para todo n € N, temos que 10" = 11 X q,+(—1" onde g, € N. Em
outras palavras, para qualquer poténcia n-ésima de 10, pode ser escrita como soma de
um multiplo de 11 com a poténcia (—1)".

Por exemplo: Considere as poténcias 10,102, 103,10* e 10°, podemos escrevé-
las como a soma de um multiplo de 11 com a poténcia (—1)".
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10=11x1-1
102 =11 %9 + (—1)2
10 =11 x 91 + (-=1)3
10* = 11 x 909 + (—1)*
10° =11 X 9091 + (—1)5

Para mostrarmos que de fato o lema é valido para qualquer poténcia n-ésima de
10, iremos demonstra-lo através da inducéo finita.

Demonstracéo:

Para n=1 temos 10 =11x1—1e portanto a afirmacdo é verdadeira.
Suponha, agora que a proposicao seja verdadeira para todo n = k, ou seja, 10% = 11 x
qr + (—1)*. Devemos mostrar a validade da proposi¢do paran = k + 1.

Considere 10"*" = 10 x 10, por hipétese indugo temos que 10* = 11 x q, +
(=1, entdo:

101 =10 x 10 =10 (11 x g, + (1))
1041 = 11 (10 x g,) + 10 x (=1)"

10 =11- (10 x q,) + (11 — 1) X (—1)*
10441 = 11 (10 x q,) + 11 X (=1)* + (=1)+!1
10" =11+ (10 x q, + (—DF) + (—D)k+!

Tome 10 X q; + (—1)* = q441, logo 10" =11xq,,, + (—D**!, assim
concluimos a demonstracéo. m

De posse dos conhecimentos prévios para entendermos o critério de
divisibilidade por 11 iremos enuncia-lo e demonstra-lo.

Teorema 6: Um numero natural n é divisivel por 11 se, e somente se, quando
somamos os seus digitos de ordem par e subtraimos os digitos de ordem impar, o
resultado é divisivel por 11.

Demonstracio: Tome um n escrito na base 10, ou seja, n = a, 10" + a,_;10" 1 +
-t a1101 + ayp.

De acordo com lema anterior, podemos substituir todas as n-ésimas poténcias de
10 por multiplos de 11 somados as poténcias n-ésimas de (—1). Assim:

n=a(11xq +(D")++a;(11xq — 1) +ay
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n=11'(a; ¢ + -+ a2 ta1q) +ao—ay +a; — -+ (-D’a,

Se, por hipétese, n é maltiplo de 11, entdo ag — a; + a; — -+ + (—1)"a, também
é maltiplo de 11.

Reciprocamente, se ag — a; + a; — -+ + (—1)"a, é multiplo de 11, ent&o:
n=11-(a,q, + -+ a2 + a1q1) +ap —ay +a; — -+ (=1)"a,
n=11-(a,q, + -+ ayq, + a;q1) + 11k.

Por tanto n € mdltiplo de 11. g
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4 APLICACOES

Neste capitulo, nosso objetivo é apresentar algumas aplicacbes que podem ser
utilizadas em sala de aula para introduzir conceitos e contetdos relacionados com
divisibilidade, tendo em vista, que os discentes se sentem mais atraidos por desafios em
forma de jogos ou enigmas que instigam a curiosidade e o interesse de saber o que ha
por trés de cada jogo ou desafio.

4.1 APLICACAO 1: TRUQUES COM CARTAS DE BARALHO

Os truques com cartas sdo famosos especialmente entre 0os magicos e sdo 6timos
para agucar a curiosidade de quem aprecia as apresentagdes. No mundo da matematica,
ndo sdo, necessariamente, 0s mAagicos que roubam a sena com seus truques quase
indecifraveis, um exemplo claro é o matematico Matin Gardner (1914 — 2010) que se
dedicou a divulgar interessantes enigmas e desafios matematicos e, durante sua vida
escreveu mais de 70 obras, por esse motivo, iremos apresentar dois problemas de sua
autoria e mostraremos como solucionar esses desafios.

Problema 1: Nove cartas de um baralho de cartas, com valores diferentes, do
um (As) ao nove (9), sdo misturadas dentro de um chapéu. Em seguida retiram-se as
nove cartas, uma a uma, e alinham-se as cartas ao longo de uma fila, a medida que sao
retiradas, de modo a formar um nimero com nove algarismos. Qual é a probabilidade de
um namero obtido ser divisivel por 9?

Figura5 - llustracéo do problema 1

O que torna esses desafios interessantes é que, a primeira vista, o leitor tem ideia
de que os célculos por trés desses problemas sdao muito sofisticados, quando na verdade,
apenas o0s conhecimentos que envolvam critérios de divisibilidade, sdo suficientes para a
sistematizacéo e resolucédo desse problema.

A solugdo do problema 1 é bem simples, no entanto, € necessario que o leitor
conheca o critério de divisibilidade por 9. Como vimos anteriormente um namero é
divisivel por 9 se, e somente se, a soma de seus algarismos for divisivel por 9. De
acordo com a figura 5 temos que o nimero descrito pela retirada das cartas de baralho
foi o numero 482139756, cuja soma dos algarismos € 4 +8+2+1+3+9+7+
5+ 6 =45 como 45 = 4+ 5 = 9 entdo o nimero descrito acima é divisivel por 9. E
facil ver que qualquer numero descrito pelas 9 cartas sera sempre divisivel por 9, ou
seja, a probabilidade é de 100%, afinal asoma 1+2+3+4+5+6+7+8+9 =
45 e portanto divisivel por 9.
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Problema 2: Se repetirmos o mesmo procedimento do problema 1, mas agora
com 4 cartas, com valores diferentes, do um (As) ao quatro (4), qual € a probabilidade
de o nimero obtido ser divisivel por 3?

Figura 6 - llustracdo do Problema 2

Novamente o leitor, para solucionar esse problema, deve ter conhecimento a
respeito dos critérios de divisibilidade. Neste caso, deve-se conhecer o critério de
divisibilidade por 3, a saber: um namero é divisivel por 3 se, e somente, a soma de seus
algarismos for divisivel por 3. Neste caso, a probabilidade ¢ de 0% pois, qualquer
namero descrito pelas cartas de baralho tem soma 1+ 2 + 3 +4 = 10 como 10 ndo é
divisivel por 3, entdo nenhum numero formado por esses 4 algarismos sera divisivel por
3.

4.2 APLICACAO 2: UM TRUQUE COM DIVISIBILIDADE

A sensacdo de desvendar trugues matematicos € de extrema realizacao,
agucando assim, a criatividade e a busca por algo mais instigante e mais desafiador. Na
realidade ndo é necessario ser um génio da matematica para desvendar o que ocorre
durante a realizacdo dos truques, basta ter os conhecimentos matematicos necessarios
para entendé-lo.

Por exemplo: Pense em nimero de 3 algarismos (eu pensei em 245).

Escreva-o duas vezes formando um ndmero de 6 algarismos (no meu caso
encontrei 245245).

Divida esse numero por 13 ( 0 meu resultado foi 18865)

Divida o nimero 188665 por 11 (o meu resultado foi 1715)
Divida o numero 1715 por 7 (0 meu resultado foi 245)

Agora faca 0 mesmo com 0 numero que VOCé pensou e vera que:

e As divisOes serdo exatas
e O numero final serd o que vocé escolheu

Por que isto acontece?
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Observe que ao duplicarmos o numero de 3 algarismos para obtermos o numero
de 6 algarismos, na realidade encontramos um novo numero que é multiplo do primeiro,
ou seja, 245245 = 245 x 1000 + 245 ou ainda 245245 = 245 x 1001.

As divisbes por 13,11 e 7 sdo exatas, pois, 0 numero 1001 = 13 x 11 x 7,
entdo o0 numero 245245 = 245(13x 11 X 7) e dessa forma o “mistério” estd
explicado, ou seja, ao duplicarmos um nimero sempre de 3 algarismos, na realidade,
multiplicamos o nimero original por 13, 11 e 7.

Os truques mostrados a seguir, sdo retirados do livro “Magica, Matematica e
outros Mistérios” de Sampaio e Malagutti.

4.3 APLICACAO 3: RESGATANDO O DIGITO PERDIDO

Imagine que esteja assistindo uma aula e, de repente, o professor Ihe prop6e o
seguinte desafio:

O professor pede para que vocé escreva, em segredo, um numero inteiro, de
quatro ou cinco algarismos, que ndo precisam ser diferentes entre si e, que ndo faca uso
do algarismo zero.

Em seguida o professor pede-lhe para calcular a soma dos algarismos do nimero
que vocé escolheu.

Suponha que tenha escolhido o nimero 73214. A soma dos algarismos deste
namero é 17.

O professor pede que suprima um dos algarismos de seu numero, riscando-o e,
com os algarismos que restaram formar um novo ndmero alterando a ordem dos
algarismos como quiser.

Neste caso, vocé pode suprimir, do seu numero original, o algarismos 4 e, em
seguida, com os algarismos restantes, formar o numero 1237.

Novamente, o professor pede que subtraia desse novo nimero (1237), a soma
dos algarismos do numero original. VVocé encontrara 1237 — 17 = 1220.

O professor pede que lhe informe o resultado dessa subtracdo e, ouvindo o
resultado, revela imediatamente o algarismo suprimido do niumero original.

A pergunta que fazemos é: “como isso € possivel?”

Para que esse truque seja possivel, & necessario que o professor conhega o
critério de divisibilidade por 9. Como citamos anteriormente, um nimero é divisivel por
9 se, e somente se a soma de seus algarismos for divisivel por 9.

Antes da explicacdo sobre como encontrar o digito perdido, daremos algumas
explicagOes adicionais.
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Por exemplo, para sabermos qual o resto da divisdo de 73214 por 9, calculamos
a soma dos algarismos 7+ 3+ 2+ 1+ 4 = 17. O resto da divisdo de 17 por 9 é 8.
Note que, 74+3+2+14+4=17e 1+ 7 = 8, ou seja, 0 resto da divisdo de 73214
por 9 € 8.

Dessa forma, a diferenca entre um namero inteiro e a soma de seus algarismos €
sempre divisivel por 9, j& que os restos das divisdes por 9 sdo 0s mesmos.

Por exemplo, 73214 — (7 + 3+ 2+ 1 + 4) = 73197 é divisivel por 9, pois,

7%x10000+3x1000+2x1004+1x10+4—-(7+3+2+1+4) =
=7%X9999+3Xx999+2Xx99+1x%x9

Voltando a explicacdo da descoberta do digito perdido.

De acordo a situacdo descrita a cima, a pessoa submetida ao truque do professor,
escolheu 0 nimero 73214 e suprimiu o algarismo 4, e com, os algarismos restantes
formou o novo nimero 1237.

A diferenca 1237 — (7 + 3+ 1+ 2 + 4) = 1220 ndo sera um numero divisivel
por 9, pois, foi suprimido o algarismo 4 do nimero original.

Foi informado ao professor o resultado 1220, somando os algarismos desse
resultado obtemos 5, revelando ao professor que ndo encontrou um 9 ao final por falta
de 4 unidades e, portanto o digito perdido € o algarismo 4.

4.4 APLICACAO 4: ADIVINHACAO EGIPCIA

O professor pede a uma pessoa que pense em um numero de 10 a 100. O
professor executa entdo 0s seguintes passos:

a) Pergunta a pessoa se 0 numero pensado € par ou impar. Ouvindo a resposta, se
for par, pede a pessoa que divida o0 numero por 2. Se for impar, pede a pessoa
que subtraia 1, e em seguida divida o resultado por 2.

b) Pergunta entdo se o0 novo resultado é par ou impar.

c) O procedimento continua com cada novo resultado. Isto é, 0 magico pergunta se
0 numero resultante é par ou impar e, ouvido a resposta pede a pessoa que repita
0 procedimento descrito no item (a). O professor pede a pessoa para avisa-lo
guando o resultado tornar-se igual a 1, quando entdo os célculos da pessoa
termina.

O professor vai fazendo anota¢bes enquanto a pessoa lhe passa as informagoes
solicitadas e, quando é informado de que o resultado € igual a 1, ele revela
imediatamente a pessoa 0 numero pensado por ela.

Como foi possivel a subita descoberta do professor?
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Suponhamos que a pessoa tenha escolhido o nimero 74. Vamos simular o que
foi feito pelo voluntério e quais foram as anotac6es do professor.

NUmero pensado pelo voluntario e Anotac¢des do magico (cada nimero impar
resultado das sucessivas divisdes por 2 informado pelo voluntério é selecionado)

74 (numero pensado) 1

37 2

18 4

9 8

4 16

2 32

1 64

Tabela 16 — Adivinhacéo egipcia

O professor anota, nos sucessivos estagios da brincadeira, poténcias de 2
iniciando por 2° = 1. Em seguida, o professor soma as poténcias de 2 selecionadas pela
cor cinza, 64 + 8 + 2 = 74, e resgata o numero que foi pensado.

O mistério desse truque, esta relacionado ao algoritmo das divisdes sucessivas
para transformar um numero escrito na base 10 para a base 2.

O passo a passo descrito, sempre permite ao professor a composi¢cdo do numero
pensado como soma de poténcias de 2.

Se nos remetermos a historia, veremos que esse truque foi inspirado pelo
algoritmo da multiplicacdo dos antigos egipcios, que recorria a decomposi¢cdo de um
nimero como soma de poténcias de 2.

4.5 APLICACAO 5: OS CALENDARIOS MAGICOS DO APAGAO

Neste trugue, o professor exibe sequencialmente cinco calendarios, que
supostamente, diz ele, foram elaborados a época do racionamento de energia elétrica do
pais, vulgo "apagédo".

Cada calendario apresenta algumas datas destacadas. Essas datas, diz o
professor, foram propostas como datas em que as empresas de producdo industrial
teriam que desligar suas maquinas, como forma de racionamento de energia elétrica.
Com esse calendario, segundo o professor, ele pode adivinhar a data de aniversario de
qualquer um dos espectadores.

Tendo escolhido um espectador para participar da brincadeira, ao exibir cada
calendario pergunta-lhe se o dia de seu aniversario aparece em destaque ou nao.

Os calendarios exibidos, com os seus dias demarcados, devem obedecer aos
seguintes padrdes. Os nimeros destacados s@o indicados em negrito, e sublinhados.
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calendario 1 calendario 2
dom seg ter qua qui sex sab dom seg ter qua qui sex sab
1 2 3 4 5 1.2 3 4 5
6 7 8 9 10 11 12 6 7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18 19 13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26 20 21 22 23 24 25 28
27 28 29 30 31 27 28 29 30 3
calendario 3 calendario 4
dom seg ter qua qui sex sab dom seg ter qua qui sex sab
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
6 17 8 9 10 11 12 6 7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18 19 13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26 20 21 22 23 24 25 26
27 28 29 30 A 27 28 29 30 3
calendario 5
dom seg ter qua qui sex sab
1 2 3 4 5
6 7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26
21 28 29 30 A

Figura 7 - Calendario Magico do Apagéao
A explicagéo do truque envolve conhecimentos a respeito de poténcias de 2.

Suponha que a pessoa faca aniversario no dia 09 de setembro. O méagico observa
0 primeiro numero grifado em cada calendario que aparece o numero 9 grifado,
indicado pelo espectador. No caso do nosso exemplo, os calendarios indicados, com 0 9
grifado, serdo os calendarios 1 e 4. Os primeiros nimeros grifados nesses calendarios
sdo 1 e 8, o professor faz mentalmente a soma 1 + 8 obtendo 9.

A pessoa dird que é do signo de virgem. O professor observa que o signo de
virgem é das pessoas nascidas de 23 de agosto a 22 de setembro. Como a pessoa faz
aniversario no dia 9, ela s6 pode ter nascido em setembro.

Ao ler o hordscopo, o professor tera @ mao uma tabela dos signos dos zodiacos,
como a seguinte:

Signo Datas

Avries 21/03 a 20/04
Touro 21/04 a 20/05
GEémeos 21/05 a 20/06
Cancer 21/06 a 21/07
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Ledo 22/07 a 22/08
Virgem 23/08 a 22/09
Libra 23/09 a 22/10
Escorpido 23/10 a 21/11
Sagitario 22/11 a 21/12
Capricornio 22/12 a 20/01
Aquério 21/01 a 19/02
Peixes 20/02 a 20/03

Tabela 18 - Signos do Zodiaco

Se a pessoa fizer aniversério dia 21 e for de Cancer, ou dia 20, e for de Peixes, 0
magico poderd adicionalmente perguntar se a pessoa € do primeiro ou do ultimo
decanato de seu signo.

Os primeiros dias grifados, nos cincos calendarios, sdo as cinco primeiras

poténcias de 2: 2°,2%,22,2° e 2%, Cada inteiro positivo pode ser expresso, de uma
Unica maneira, como poténcia de 2 ou como soma de poténcias de 2 distintas entre si. O
primeiro calendario mostra grifados apenas os numeros expressados por somas de
poténcias de 2 em que o numero 1 participa. O segundo calendario mostra grifados os
nlmeros expressados por tais somas em que o0 numero 2 participa. Os calendarios 3, 4 e
5 mostram, grifados, os nameros expressados por somas tendo a participacdo das
poténcias 4, 8 e 16, respectivamente.

Assim, por exemplo, o Unico nimero a aparecer nos calendarios 1, 4 e 5 sera
1+8+ 16 = 25.

4.6 APLICACAO 6: O TRIUNFO DA PRINCESA GENEROSA

O Rei maligno aprisionou o principe da Princesa Generosa e para salva-lo é
preciso que ela resolva um desafio proposto pelo Rei, caso contrario o principe serd
executado. O desafio consiste em adivinhar 3 nimeros de dois algarismos a, b e ¢ que 0
Rei escrevera secretamente nos livros oficiais do reino. Para isso a Princesa deve
fornecer trés nimeros X, Y e Z e logo depois que o Rei anunciar o valor da soma
aX + bY + cZ, a Princesa devera dizer os valores de a, b € c.

Para que a Princesa Generosa resolvesse o problema proposto pelo Rei maligno,
foi necessario conhecimento a respeito de bases numeéricas, neste caso, base 100, ou
seja, para salvar o principe, foi suficiente a Princesa Generosa dizer os numeros
X =100%,Y =100e Z = 100°, dessa forma o niimero sera escrito como (abc)1p-
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