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RESUMO

A proposta deste trabalho € produzir um texto matemético abordando
técnicas de resolucdo de exercicios sobre tabuleiros nas olimpiadas de
matematica. Vamos expor aqui algumas técnicas para resolver exercicios e
comparar solugcdes nossas com a da banca para assim analisar quais seriam
as formas mais vantajosas para facilitar o raciocinio do estudante ao abordar
este tema.

Palavras Chave: Técnicas de problemas sobre Tabulei  ro; Exercicios e

Olimpiadas de Matemética.



ABSTRACT

The purpose of this work is to produce a mathematical text addressing
problem solving techniques on trays in Mathematics Olympiads. Expose here
some techniques for solving exercises and compare our solutions with the
banks so as to analyze what would be the most advantageous ways to facilitate
the student's reasoning to address this issue.

Keywords: Technical problems on board; Exercises an d Mathematics

Olympics.



Lista de Figuras

Figura 1 - Nefertari jogando Senet. Pintura da tumba da Rainha Nefertari do

EQItO (1295 — 1255 @.C.) iii i ittt eeaeaaeaae 13
Figura 2 — Tabuleiro de XadrezZ..........ccooeiiiiiiiiiiiieeee et eeeaeees 14
Figura 3 — Tabuleiro de damas..........oiiiieeeiiieeiiiiie e e e e e e e et e e e e eeannnnes 15
Figura 4 - Exemplo de um jogo da velha em que o circulo O ganha a partida.......... 15
FIQUIa 5 - JOQO FESTA UIM ...ttt e e e e e e e e e e st b e e e e e e eeenennes 15
Figura 6 (a), (b) e (c) — Solugdes do problema do cavalo ...........ccooevviiviiiiiiiiiiiieeiins 16

Figura 7 - Fotos de capturas de tela de um smartphone com o jogo tetris a

esquerda e 0 JOgO SOAOKU @ AIr€ItaL. .....cuvvvuuiiieeeeeeeiiiiiiiie e e e e e 17



SUMARIO

1 INTRODUGAO ....ooiiitieie ettt ettt ee ettt st et e v e tesre e sre e 11
2  CONTEXTUALIZACAO ....cooveceeeieceeeeeee e e Erro! Indicador ndo definido.
2.1 Breve histéria sobre tabuleiros.........ccccccceeee i Erro! Indicador ndo definido.
2.2 As olimpiadas de matematica.........ccccccevvvveer venns Erro! Indicador ndo definido.
3 ALGUMAS TECNICAS DE RESOLUCAO PARA PROBLEMAS DE

TABULEIRO ...cooiiiiiiiiiiiiiiiie e, Erro! Indicador ndo definido.
3.1 Marcagao de CaASAS.......ccvvviriiiiiiiiiiiiiiiiiies ceeeeaaaeeeenns Erro! Indicador nao definido.

3.2 Movimentos e preenchimento de um tabuleiro...  Erro! Indicador n&o definido.

3.3 Cobertura de tabuleiros ( polimings ).............. ... Erro! Indicador ndo definido.
3.4 ReduGao a um CasO MENON...........cceeeeeeeeeereees evvvenns Erro! Indicador ndo definido.
3.5 Simetria €M JOgOS ....ooeeiiiiiiiiiiiiiee et e Erro! Indicador ndo definido.
4. ANALISE DE PROBLEMAS OLIMPICOS SOBRE TABULEIROS.... .............. 69
4.1 OBM 2012 — NiVEI 2 = 22 FASE ...ueeiiieeeeiiiiiiiis ciiiiiieeeee e e s asiteieeeeae e e e s s snneeaeeeeaens 69
2 O RS Yo [W o= To o = = - 1 o> 70
4.1.2 SOIUGAO O AULOK ... e 70
4.1.3 Comparagao entre as SOIUGOES ........ccoevvies ceiiiiieie e 71
4.2 OBM 2006 — 32 FASE ..eveviiieeeeiiiiiiiiiiieaaeaaas ceeesitieeeeaaaeesaasnsbaneeeaaaeeeaasnnrraeeeeaes 72
4.2.1 Solucéo de Leonardo Burato retirada da Revist a Eureka............ccccceeeeen.. 73
4.2.2 SOIUGAO O AULOK ... e 73
4.2.3 Comparagao entre as SOIUGOES ........cooevvies ceiiiiieiee e 74
4.3 OBMEP 2015 — 22 Fase — NIVEI 3 ....ccoiiiiiiiiies e 75
VG T M ST [W [or=To o = = - 1 [ - 76
4.3.2 SOIUGAOD O AULOK ... e 77
4.3.3 Comparagao entre as SOIUGOES ........ccoevvies ceeiiiieeeeee e 81
4.4 OBM 2006 — NIVEI 1 — 12 FASE ...ueviiieeeiiiiiiiiis citiiiieeeeeeeaaeiiieeieeeae e e e s s snnneeeeeeeens 82
2 R ST [W o= To o = = - 1 o - 82
2 S Yo 18 o= To o [0 A\ U | o P 83
4.4.3 Comparagao entre as SOIUGOES ........ccoevvies coeiiiieie e 84
4.4.3.1 EXErciCio adaptadO..........uuuiriiiiiiiiis ceriieieieeeee e 84
4.5 OBM 2007 — 22 FASE — NIVEI 2 ...eeiiiiiiiiiiiiiiis ittt e s 86

T RS To] [Wor=To o F= W = - 1 [o - P 86



VTS To] 18 or=To e [0 1 A\ U | (o A 87

4.5.3 Comparagao entre as SOIUGOES ........ccoevvies ceeeiiieeeeee e 92
4.6 OBM 2007 — NIVEI 2 = 32 FASE ....uuuuiiiiiiiiiiiiis ceeeeieeeeeeeee e 93
T RS0 [W [or=To o = = - 1 [o > 93
VSRS To] 18 o= To e [o 1 A\ U | (o 96
4.6.3 Comparagao entre as SOIUGOES ........ccovvvies coiiiiieeeeeee e 98
4.7 OBM 2010 — 28 Fase — NIVEl 3.....ueit e 99
4.7.1 SOIUGAO A DANCA......cceeeeeeiiie e e 99
V2 S T 18 o= To o [o = LU | (o ] P 100
4.7.3 Comparagao entre as SOIUGOES ........ccoevviis ceeieiieieeee e 101
4.8 IMO = 1999 ..ot e et e e e e aa e 102
V2 T ST [W [or=To o = = - 1 [o > H P 102
V2 TS To] 18 o= To o [o 1 A\ U | o P 103
4.8.3 Comparagao entre as SOIUGOES ........cooevvies ceieiiieeee e 106
4.9 OBM 1999 — 32 FASE ..eieiiuiiiiieeiiiiiiie e e aitiies ceeaiittee e e e ettt e e e e e ntee e e e e aneeeaeeanreeee e 108
Ve B RS0 [W [or=To o F= = - 1 (o> F P 108
Ve TS To] 18 o= To o [o 1 A\ U | o NP 110
4.9.3 Comparagao entre as SOIUGOES .......cccoevviis coiieiieie e 114
5. CONCLUSAOD ...ttt ettt s et ne e 115

6 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS......ocevveeevee. Erro! Indicador nao definido.



1 INTRODUCAO

Observando os problemas de Olimpiadas de Matematica, percebemos
uma grande incidéncia de questdes que envolvem tabuleiros. O estudo
combinatério desses exercicios requer raciocinio légico e a escolha de
caminhos favoraveis que nos levem a desencadear a resolucdo do problema
de forma breve e inteligivel.

Ao longo das edi¢cbes das olimpiadas, encontramos diversos problemas
sobre tabuleiros na Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas publicas
(OBMEP), na Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM), na Olimpiada de
Maio, na Olimpiada Ibero Americana, na Olimpiada Internacional de
Matematica (IMO), na Canguru de Matematica, na Olimpiada dos Paises de
Lingua Portuguesa, em olimpiadas regionais e em muitas outras olimpiadas
pelo mundo.

Neste trabalho vamos mostrar alguns exercicios resolvidos de
olimpiadas de matematica e analisar resultados de situagbes com alunos em
sala de aula, observando o desenvolvimento do raciocinio do estudante quando
exposto a problemas que envolvem tabuleiros de forma ludica e concreta.

Os capitulos 2 e 3 foram feitos em conjunto com dois autores: Antonio
Marcus Dias Moreira e Pedro Paulo Cavalcante. J& os capitulos 4 e 5 foram
producdes individuais do autor deste trabalho.

No capitulo 2 temos um pouco da historia dos jogos de tabuleiros e das
olimpiadas de matematica.

No capitulo 3, com o objetivo de produzir um texto matematico que
aborde as técnicas de resolucdes de exercicios sobre tabuleiros, mostraremos
cinco técnicas utilizadas na resolucdo de exercicios sobre tabuleiros. Essas
técnicas sdo estudadas com base em problemas olimpicos com solucdes
elaboradas pelo autor. As técnicas apresentadas nesse capitulo foram
apresentadas pelos autores no Il Coloquio de Matematica da Regidao Centro-
oeste em Novembro de 2013 e na VII Bienal da Sociedade Brasileira de
matematica em Novembro de 2014.

Por fim, apresentamos no capitulo 5 as consideracgfes finais do nosso
trabalho.



2 Contextualizacdo *

Neste capitulo falaremos um pouco sobre a historia dos jogos de
tabuleiros desde o inicio da civilizacdo até os dias atuais. Também falaremos
sobre a histéria das Olimpiadas de Matemética, com a criacdo da IMO em 1894

até o sucesso da OBMEP em dias atuais.

2.1 BREVE HISTORIA SOBRE TABULEIROS

Desde de que se conhece a civilizacdo sabemos da existéncia de jogos.
Vejamos o texto retirado do site http://www.jogos.antigos.nom.br/artigos.asp,
em 18/11/2015.

“Desde 0s mais remotos tempos, quando a espécie humana surgiu no planeta, nasceu

junto a ela uma necessidade vital para seu crescimento intelectual: jogar.

Manuscritos milenares falam de jogos praticados em todas as regides do planeta.

Dificilmente se podera delinear exatamente qual foi o primeiro jogo surgido no mundo. Adeptos
da teoria Darwiniana afirmam que foi um jogo chamado de Jogo da Evolucao, praticado pelos
Neanderdhal. Consta que era um jogo bem simples e rude, jogado com um grande 0sso.
Marcava-se pontos destrogando a cabeca dos adversarios e com isso conseguindo o dominio

de territérios.”

Apesar de ndo possuirmos dados concretos, diz-se que 0s primeiros
jogos de tabuleiros surgiram milhares de anos antes de Cristo como forma de
lazer e entretenimento entre as pessoas da época. Um dos jogos mais antigos
gue conhecemos é o Senet, que tem registros de 2000 anos antes de Cristo. O
senet é jogado num tabuleiro retangular e conforme tradicdo da época, 0s
donos dos jogos eram enterrados com eles para que suas almas tivessem lazer
eterno.

! Este capitulo é comum aos Trabalhos de Conclusdo de Curso do Profmat de Antonio
Marcus Dias Moreira e Pedro Paulo Cavalcante.



Figura 1 - Nefertari jogando Senet. Pintura da tumba da Rainha
Nefertari do Egito (1295 — 1255 a.C.)

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Senet

Outro jogo muito antigo e jogado até hoje é o xadrez. Varias sdo as
histérias sobre a origem do xadrez?, mas talvez a mais curiosa delas seja a dos
graos de soja. Um Bramane apresentou o xadrez a um Rei para que ele saisse
da depressao apos ter perdido uma guerra. O tabuleiro era o mesmo dos dias
atuais, quadrado, 8X8, preto e branco se alternando em casas vizinhas. O rei,
extremamente satisfeito por ter saido da sua profunda depressao, sugeriu que
0 Bramane fizesse um pedido para recompensar seu gesto de apresenta-lo ao
jogo. Entéo ele pediu ao rei que Ihe desse um grao de soja ha primeira casa do
tabuleiro, dois grdos no segundo, quatro no terceiro e assim sucessivamente
até a 642 casa do tabuleiro. Achando o pedido do Bramame humilde, o rei lhe
concedeu tal pedido. Se arrependeu mais tarde por ter aceitado pois até hoje
ndo teriamos gréos suficientes para pagar o tal Bramame®.

Porém, embora diversas civilizagbes antigas tenham sido apontadas
como o berco do xadrez, na atualidade a maioria dos pesquisadores concorda
que o jogo tenha se originado na India por volta do século VI, com regras

diferentes das atuais e denominado Chaturanga em sanscrito.

% Histdrias sobre xadrez disponivel em CASTRO, Celso. Uma histéria cultural do
xadrez. Cadernos de Teoria da Comunicacéo, Rio de Janeiro, V.1, n°2, p.3-12,1994.
® Ver mais no Livro Avila, Geraldo. Varias faces da matematica: topicos para

licenciatura e leitura geral. Sdo Paulo, editora Blucher, 2010. (Cap 6, pag.47)



Figura 2 — Tabuleiro de xadrez

(Fonte: http://www.soxadrez.com.br/conteudos/tabule iro_pecas/)

O jogo de damas também é muito popular, sendo jogado em pracas de
todo Brasil nos dias de hoje. Pouco se sabe da sua origem. No Brasil o jogo de
Damas foi introduzido como esporte em 1935%.

Outro conhecido nosso e muito jogado nas escolas € o jogo da velha.
Dizem que foi nomeado na Inglaterra, quando mulheres se reuniam no fim da
tarde para tomar chd, conversar e bordar. Dai, as mais idosas, sem habilidade
para bordar se reuniam para jogar em um tabuleiro 3X3, com pecas em forma
de cruz e outras redondas. Temos também o Resta um, que usualmente é um
presente dado a criancas entre 8 e 12 anos. E um jogo de tabuleiro em forma
de cruz com 33 casas, jogado com 32 pecgas, onde o0 objetivo € deixar apenas

uma peca no tabuleiro, saltando umas sobre as outras.

* Retirado de http://www.xadrezregional.com.br/damas_hist.html, acesso em

18/11/2015, 03:48



Figura 3 — Tabuleiro de damas

(Fonte: http://www.ilhadotabuleiro.com.br/jogos/damas/imagem/18611)

Figura 4 - Exemplo de um jogo da velha em que o cir  culo O ganha a
partida

(Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Jogo_da_velha)

Figura 5 - Jogo resta um

(Fonte: http://gervasio010.blogspot.com.br/2010/11/jogo-resta-um.html)



Existem na historia dos tabuleiros diversas producdes de problemas que
encantam os admiradores da matematica. Um problema classico é o dos
cavalos, registrado no livro Bagavantabhaskara, escrito por volta do século XVI.
O problema consiste no movimento de um cavalo percorrendo o tabuleiro
vazio. Ele deve visitar todas as casas apenas uma vez em movimentos
consecutivos. Atualmente existem diversas solugcdes para esse problema,
inclusive as ditas abertas e fechadas, de acordo com a Ultima posicdo do
cavalo no tabuleiro. Se na ultima casa tivermos a possibilidade de retornar a

casa inicial, dizemos que é uma solucédo fechada. Caso contrario ela é aberta.
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fileiras é 260

Figura 6 (a), (b) e (c) — Solu¢bes do problema do c avalo

(Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Problema_do_cavalo)

Os jogos de tabuleiros hoje em dia estdo disponiveis em diversas
plataformas online. Conseguimos jogar no computador e no celular. Um dos
jogos muito jogados, apesar de nao ser de tabuleiro propriamente dito é o
Tetris, que tem como principio o encaixe de quadriminos e cada linha completa
€ eliminada. Perde o jogo aquele que chegar na ultima linha do “tabuleiro”.
Também temos o Sudoku, muito vendido em revistas, que consiste em
completar um tabuleiro 9X9 com numeros de 1 a 9 sem repeti-los em nenhuma
linha e em nenhuma coluna, além de ter os niameros de 1 a 9 contidos em
subtabuleiros 3X3.
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Figura 7 - Fotos de capturas de tela de um smartpho ne com o jogo
tetris a esquerda e o jogo sodoku a direita.

(Fonte: capturas de tela do celular do Autor.)

Enfim, como podemos ver, os tabuleiros estdo no nosso dia a dia, seja
na histéria, nas bancas, no computador ou na palma de nossa méo através de

telefones celulares.



2.2 AS OLIMPIADAS DE MATEMATICA

As Olimpiadas de Matematica estdo cada vez mais presentes no dia a
dia dos estudantes. Essas competicbes matematicas tém o objetivo de
melhorar o ensino de matematica no nosso pais, através de estimulos a alunos
e professores. O intuito com isso, é descobrir jovens com talento matematico
excepcional e colocd-los em contato com matematicos profissionais e
instituicbes de pesquisa de alto nivel, como o IMPA, propiciando condi¢cdes
favoraveis para a formacéo e o desenvolvimento de uma carreira de pesquisa.
Para entendermos melhor o que séo as olimpiadas de matematica, vamos ler o
texto retirado do sitio da OBM®;

“As Olimpiadas de Matematica, nos moldes atuais, sdo disputadas desde
1894, quando foram organizadas competicoes na Hungria. Com o passar dos
anos ,competicbes similares foram se espalhado pelo leste europeu,
culminando, em 1959, com a organizacdo da 12 Olimpiada Internacional de
Matematica, na Roménia, com a participacdo de paises daquela regido.

A Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) organizou em 1979 a 12
Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM). Ao longo destes anos, a OBM
passou por diversas mudancas em seu formato (veja abaixo quadro ilustrativo),
mantendo a ideia central que é a de estimular o estudo da Matematica pelos
alunos, desenvolver e aperfeicoar a capacitacdo dos professores, influenciar na
melhoria do ensino, além de descobrir jovens talentos.

Dentre os premiados sdo selecionados aqueles que formam as equipes
brasileiras na Olimpiada do Cone Sul (4 estudantes, com até 16 anos); na
Olimpiada Internacional de Matematica (6 estudantes do ensino meédio, com
até 19 anos); na Olimpiada Ibero-americana (4 estudantes, com até 18 anos) e
na Competicdo Internacional de Matematica (universitarios).Estas competicdes

séo realizadas anualmente, sempre em um pais diferente.”

°Disponivel em < http://www.obm.org.br/opencms/quem_somos/breve_historico/>,
acesso em 18/11/2015, 02:29.



A maior competicdo de Matematica do Brasil ¢ a OBMEP® — Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Publicas. Apresentando uma média de
19 milhdes de alunos participantes por ano realizando, teve seu maior evento
em 2010, onde 19.665.928 alunos foram inscritos para realizar a prova da
primeira fase. Em 2014 a OBMEP distribuiu 6500 medalhas a alunos
participantes, onde todos receberdo uma bolsa durante um ano no Programa
de Iniciacdo Cientifica Junior.

Além dessas, existem diversas competicdes regionais de matematica.
Ha Olimpiadas estaduais e municipais no Brasil, entre elas dos municipios de
Joédo Pessoa, Duque de Caxias e Sao Carlos e nos estados do Rio de Janeiro,
Minas Gerais, Alagoas, Para e Ceara.

As olimpiadas de matematica apresentam problemas que estimulam o
raciocinio logico dos estudantes. Os problemas costumam vir das seguintes
areas: Algebra, Geometria, Teoria dos nimeros e Combinatéria. Esta Ultima,
por sua vez, apresenta alta incidéncia de questdes envolvendo tabuleiros. Este
tipo de problema requer estratégias peculiares para resolucdo, que sempre
necessitam de raciocinio l6gico e escolha de caminhos favoraveis. Escolher um
caminho errado pode nos levar a obtencédo de resolu¢cdes muito longas ou até
mesmo inserir elementos alheios a resolucao dos problemas, que nos levarédo a
resultados equivocados. No préximo capitulo apresentaremos algumas

técnicas que podem ser utilizadas na resolucao deste tipo de problema.

® Disponivel em <http:/portal.mec.gov.br/component/tags/tag/32707>, acesso em

02/02/2016, 13:06.



3 ALGUMAS TECNICAS DE RESOLUCAO PARA PROBLEMAS DE
TABULEIRO’

O objetivo deste capitulo é ajudar alunos e professores a determinarem
caminhos que facilitem achar solu¢cdes para problemas envolvendo tabuleiros.
Para isso, vamos mostrar cinco técnicas utilizadas para resolucédo desses tipos
de exercicios, enfatizando-as com exemplos retirados das principais olimpiadas
brasileiras e internacionais. Damos as estas técnicas 0s seguintes nomes:

1. Marcacéo de casas:
Movimentos e preenchimento de um tabuleiro
Cobertura de tabuleiros (Polimings)

Reducdo a um caso menor

a k0D

Simetria em jogos

3.1MARCACAO DE CASAS

Marcar as casas de um tabuleiro significa definir um comportamento
para 0 nosso problema. Seja com cores ou de modo numeérico, utilizando dois,
trés ou quatro tipos de marcacéo, o importante € identificarmos qual padrao é
interessante para iniciarmos a solugdo. Talvez esta seja a técnica mais
utilizada em problemas com tabuleiros ja que muitas vezes temos que marcar
as casas de um tabuleiro para nos guiar, estabelecer padrdes ou instituir
coberturas. Vamos comecar com um problema simples de marcacado que nos

ajudard como identificar o que queremos nesta secao.

Problema 1 — (OBM 2005 — Nivel 1 - 12 Fase)

As nove casas de um tabuleiro 3x3 devem ser pintadas de forma que cada
coluna, cada linha e cada uma das duas diagonais ndo tenham duas casas
de mesma cor. Qual é o menor nimero de cores necessarias para isso?

A) 3 B)4 C)5 D)6 E)7

" Este capitulo € comum aos Trabalhos de Conclusdo de Curso do Profmat de Antonio

Marcus Dias Moreira e Pedro Paulo Cavalcante.



Solucéo:
Seja o tabuleiro 3X3 abaixo, com linhas e colunas rotuladas por a, b, c e

1, 2, 3, respectivamente.

Vamos chamar as cores de A, B, C, assim sucessivamente. Sem perda
de generalidade marcamos a casa al com a cor A. Logo, as casas bl e cl,
também sem perda de generalidade, devem ter as cores B e C conforme a

figura abaixo.

Ol @] >»|

Podemos deduzir automaticamente que a casa a2 nao pode ser pintada

com A, mas pode com B ou C. Pintaremos com B.

O
Ol @™l >»| ~

A casa b2 néo pode ser pintada com nenhuma das cores existentes,
mesmo se tivéssemos escolhidos a cor C no passo anterior, uma nova cor para

pintar b2 é inevitavel. Logo pintaremos b2 com uma cor D.



Ol @W| >»| ~

A casa c2 nao pode ser pintada por B, C nem D, mas pode por A. Logo,
pintemos com A.

O| @] >»|
> Ol m| N

A casa a3 nao pode ser pintada com nenhuma das cores existentes no
tabuleiro. Pintemos com a cor E.

O
Ol m| >»| »
>l Ol m| N

A casa b3 ndo pode ser pintada com B, D nem E. Pode ser pintada com
A ou C. A escolha é indiferente pois como a linha c ja tem as cores A e C, sua
escolha ndo altera a pintura do tabuleiro. Entdo, por escolha, pintemos com a
cor A.



Ol @W| >»| ~
>l gl o N

A casa c3 pode ser pintada com a cor B.

1123
alA|B|E
BID]A
cC|C|A|B

Portanto, temos a seguinte configuracao:

B|E

w

A|B

Reparamos que na 12 coluna temos de escolher trés cores. Na 22 coluna
independente da escolha da cor de a2 (B ou C), b2 sera pintado com uma nova
cor. Ja na 32 coluna, se escolhermos para a2 a cor B, a3 tem de ser uma nova
cor, e se a2 for pintada por C, ¢3 terd uma nova cor.

Ja sabemos que podemos utilizar apenas cinco cores. Vamos supor que
dispomos apenas de quatro cores, A, B, C e D.

A cor A iremos por no meio do tabuleiro e depois iremos tentar distribuir

as cores de modo que consigamos cumprir a condi¢do do enunciado.



C ?

Como podemos ver, ficamos sem opcado para preencher a casa
destacada. Assim, 0 menor numero de cores necessarias que podemos utilizar
sao cinco. Resposta letra C.

Este € um exemplo que podemos fazer para pensar bem na forma que
decidimos marcar um tabuleiro. Observar as consequéncias do que marcamos
é fundamental. Ver os nossos objetivos, que no caso do problema acima era
nao permitir que tivéssemos linhas, colunas e diagonais com as mesmas cores.

No préximo exemplo, utilizaremos, para marcar as casas, a coloracao do

tipo xadrez para resolver o problema.



Problema 2 — (OBM 2001 — Nivel 2 — 32 Fase)

As 42 criangas de uma escola infantil deram as maos formando uma fila e
cada uma delas recebeu um namero da seguinte maneira: a primeira delas
ficou com o numero 1, a segunda ficou com o numero 2 e, assim
sucessivamente, até a ultima, que ficou com o numero 42. Continuando de
maos dadas, foram para um patio, onde cada uma delas ficou sobre uma
lajota quadrada; duas criangcas com numeros consecutivos ficaram em
lajotas vizinhas com um lado comum (ou seja, do lado esquerdo, do lado
direito, na frente ou atras, mas nunca em diagonal). Ao relatar esse fato
para a diretora, a inspetora Maria fez o desenho a esquerda, mostrando a
posicéo de trés criangas sobre o retangulo formado pelas 42 lajotas, sobre
as quais estavam as criancas. Num outro comunicado, a inspetora Célia
fez outro desenho, mostrado a direita, com a posi¢cdo das mesmas criancas
sobre o mesmo retangulo. Ao receber os dois desenhos a diretora disse a
uma das inspetoras: "O seu desenho esta errado".

a) Com qual das duas inspetoras a diretora falou? Qual foi o raciocinio da
diretora?

b) Complete o desenho correto satisfazendo as condigdes do enunciado.

11 20 11 20

3

31

(Desenho de Maria) (Desenho de Celia)




Solucéo:

Resolveremos apenas o item a) do problema.

Neste exercicio iremos utilizar um conceito matematico comumente
utilizado em problemas olimpicos: a paridade. Apesar de a ideia de paridade
ser extremamente simples, combinada com um pouco de imaginacéao ela se
torna uma poderosa ferramenta na resolucdo de problemas matematicos
envolvendo numeros inteiros, sobretudo quando queremos provar que é
impossivel o resultado de algum tipo de contagem dado um certo valor.

A primeira coisa € pensar qual seria a melhor forma de marcar este
tabuleiro. Pelas regras do problema, é impossivel elas ficarem de maos dadas
na diagonal. Ou elas ficam na horizontal ou, na vertical. Outra informacéo
importante € que, se as criangcas sao numeradas com um nuamero par, elas
ficardo de méaos dadas com duas criangcas com numeracdo impares. Por
exemplo, a crianga de niumero 10 da as maos para as criangas de numeros 9 e
11. Da mesma forma, a crian¢ga com numeracao impar dara as méaos para duas
criancas de numeracdo par. Portanto, uma marcacdo dupla, considerando
pares e impares € interessante, observando que eles estardo sempre na
horizontal ou vertical.

Chamemos | de impares e P de pares

| P |l |P




Se continuarmos a marcar, vemos que fica com uma marcacao similar
ao tabuleiro de xadrez. Logo, podemos fazer desse jeito:

Com essa configuracdo, podemos afirmar entdo que uma cor € dos

pares e a outra é dos impares. Assim, de acordo com o enunciado, temos:

11

(Desenho de Maria) (Desenho de Célia)

No segundo tabuleiro, temos nuimeros impares em cores diferentes, o

gue é impossivel pela nossa marcagdo. Portanto, a diretora falou com a Célia.



Problema 3 — (OBM 1986 — Nivel Sénior)

A figura 1 mostra o tabuleiro do jogo "resta um”. Comecga-se 0 jogo com pecas
em todas as casas, exceto na central, que inicialmente esta vazia. S&o
permitidas jogadas da seguinte forma: Suponha trés casas imediatas A, B e C
situadas em linha reta horizontal ou vertical e dispostas na ordem A, B, C ou C,
B, A. Se A ou B Estiverem ocupadas por pecgas e C vazia, entdo a peca que
ocupa A pode saltar para C, retirando-se do jogo a que esta em B (veja figura
2). O objetivo do jogo é remover do tabuleiro todas as pecas, exceto uma. Diga
se é possivel, partindo da posicao inicial e fazendo apenas 0os movimentos

permitidos, chegar a posicao final mostrada na figura 3.

Solucéo:

Inicialmente vamos pensar como funciona o jogo do resta um. Cada
jogada envolve trés casas: a casa de onde sai 0 pino, a casa que vai receber o
pino e a casa que é “pulada” na jogada. Entdo, é plausivel que utilizemos uma
marcacao tripla neste tabuleiro.




Vamos marcar este tabuleiro de modo que sempre tenhamos uma

jogada envolvendo casas com trés cores diferentes.

Podemos perceber que cada uma das cores esta em 11 casas. Na
disposicao inicial do “resta um” temos 11 casas azuis com pecgas, 11 casas
cinzas com pecas e 10 casas vermelhas com pecas. Notem que novamente

aparece o conceito de paridade neste exercicio.




O ponto crucial € o seguinte: a cada movimento do “resta um” altera-se o
namero de casas ocupadas de cada cor, pois pensemos como exemplo:
retiramos a pec¢a da casa azul e colocamos na casa cinza, “pulando” a casa
vermelha. Logo a casa azul que estava ocupada ndo esta mais assim como a

casa vermelha. Ja a casa cinza que estava vazia passou a ser ocupada.

Vejamos trés movimentos como exemplo, agora no tabuleiro do resta

um:

Comecgamos com
A=11
c=11
V=10




ApGs o primeiro movimento temos

A=10
Cc=10
V=11

ApGs o segundo movimento temos

A=11
Cc=9
V=10

ApGs o terceiro movimento temos:
A=10
c=8



V=11

O ponto principal é que A, C e V trocam de paridade a cada jogada. Isto
implica que as cores azul e cinza sempre tém a mesma paridade, ou seja, se
eu tenho um numero par de pecas nas casas azuis, também tenho um namero
par de pecas nas casas cinzas, e vice-versa. Ja o vermelho tem paridade
distinta das outras duas. Quando o vermelho é impar, as outras duas cores sao
pares e quando o vermelho é par, as outras duas sao impares. Como no jogo
deve sobrar apenas uma pega, duas cores devem ter zero pecas e a outra cor
deve ter uma peca. Considerando que as cores azul e cinza tém a mesma
paridade, obrigatoriamente ambas devem ter zero no fim do jogo e a peca
restante deve ficar em uma casa vermelha. Como a disposi¢éo do enunciado
mostra a ultima peca em uma casa azul, é impossivel chegar a posicao final

indicada.

Assim, apenas marcando as casas, muitas vezes chegamos diretamente
ao resultado pretendido. Nao existe uma férmula de como marcar as casas,
mas se pensarmos com cuidado no nosso objetivo no problema, conseguimos

em geral deduzir nossa marcacao de forma simples.



3.2 MOVIMENTOS E PREENCHIMENTO DE UM TABULEIRO

Questdes que envolvem perguntas do tipo “qual o numero minimo de
movimentos” ou “preencha o tabuleiro de modo que”, aparecem usualmente em
provas de Olimpiadas de Matematica.

Para esse tipo de problemas devemos ter bastante atencéo, pois, apesar
de muitas vezes nao terem um alto grau de dificuldade, podemos ficar
envolvidos muito tempo aplicando tentativas. Um roteiro interessante para
resolvermos esses exercicios é:

1. Qual o padréo de movimentos que € dado pelo exercicio ou qual padrao
gueremos encontrar?

2. De qual forma nao existe chance de eu fechar o ciclo de movimento ou
de percurso em um tabuleiro?

3. Quais opc¢des eu tenho?

Problema 1 — (OBM 2002 — Nivel 2 — 22 Fase)

Joao gosta de verificar propriedades do jogo de xadrez em um tabuleiro
5x5. Num de seus experimentos, Jodo coloca um cavalo na casa inferior
esquerda do tabuleiro 5x5. Qual o niumero minimo de movimentos do cavalo

para que ele possa chegar a qualquer casa do tabuleiro 5x5?

Solucéo:
Vamos as nossas perguntas:

1) Qual o padrdo de movimentos que é dado pelo problema ou qual
padrdo queremos encontrar?

Resposta: Utilizaremos o movimento de um cavalo, ou seja, anda duas
casas em uma direcao e, logo em seguida, uma casa na dire¢cao perpendicular
(movimento em L)

2) De qual forma néo existe chance de eu fechar o ciclo de movimento
ou de percurso em um tabuleiro?

Resposta: Se eu quero descobrir o numero minimo de movimentos, ndo
devemos fazer movimentos que voltem para a mesma casa. Devemos sempre

ir para casas nao ocupadas.



3) Quais opcdes eu tenho?

Resposta: O interessante nesse exercicio € marcar as casas que ja
foram ocupadas com numeros, para nao repetirmos movimentos. A Unica
opcao é verificar todos 0s movimentos possiveis a partir da casa determinada.

Vejamos o tabuleiro abaixo:

C

Com um movimento podemos chegar apenas a duas casas. As

marcaremos com o numero 1.

C

Agora vamos analisar quais as possibilidades de movimento do cavalo a

partir das casas marcadas com 1. Lembrando que, ndo vamos marcar as casas

ja visitadas.
2 2
2 2
211 2
112
C 2 2




As casas marcadas com 2 necessitam apenas de dois movimentos para
serem ocupadas.

Iremos repetir 0 processo para o terceiro movimento:

213]12]3

312]13]2]3
211 312
3 11213
Cl|3]|]2]3]|2

Repetindo o processo para o quarto movimento:

OJwldpdITw]dN
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Como todas as casas ja estdo preenchidas, podemos afirmar que quatro
€ 0 numero minimo de movimentos para chegar em qualquer casa do tabuleiro,
pois 0 cavalo ja possui um movimento com 0 numero de casas pré-

determinadas, ndo admitindo atalhos.



Problema 2 — (OBM 1998 — Nivel 2 — 32 Fase)

Em um jogo existem 20 buracos vazios em fila e o jogador deve colocar
um pino em cada buraco de acordo com as seguintes regras:

a) Se colocar um pino em um buraco e se os dois buracos vizinhos
estiverem vazios, 0 pino permanece.

b) Se colocar um pino em um buraco e se um dos buracos vizinhos
estiver ocupado, 0 pino deste buraco vizinho deve ser retirado.

c) Se colocar um pino em um buraco e se os dois buracos vizinhos
estiverem ocupados, entdo um dos pinos vizinhos deve ser retirado.

Determine qual é o nUmero maximo de pinos que podem ser colocados.

Solucéo:
Ao contrario de outros exercicios, neste padrdo queremos fechar o ciclo,
ou seja, encontrar a forma de completar o maximo de casas vazias do tabuleiro

abaixo.

Vamos ver 0 que acontece em quatro casas deste tabuleiro:

Colocando um pino na primeira casa

Agora pino na terceira casa




Colocando um pino na segunda casa, vamos optar por retirar o pino da

terceira

Colocando um pino na quarta casa temos:

Usaremos a légica de nunca colocarmos um pino entre uma casa
ocupada e uma casa vazia. Se tivermos a opcao de colocar entre duas, essa
sera nossa prioridade, sempre retirando o pino da direita. Caso contrario,

colocamos ela entre duas casas vazias.

Seguindo essa regra, teremos a seguinte sequéncia:

OO N WIN P




24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

Portanto, em 36 movimentos, conseguimos colocar 19 pinos, que é o
namero maximo de pecas que é possivel colocar neste tabuleiro, pois sempre
que colocamos um pino, alguma casa vizinha fica sem pino. Logo nao é

possivel ocupar todo o tabuleiro.

Problema 3 — (Olimpiada de Maio — 2007)

Um tabuleiro 7x 7 tem uma lampada em cada uma de suas 49 casas, que
pode estar acesa ou desligada. A operacdo permitida é escolher 3 casas
consecutivas de uma linha ou de uma coluna que tenham duas lampadas
vizinhas entre si acesas e a outra desligada, e trocar o estado das trés.

Quer dizer:

g5 B o o

Exiba uma configuracdo de exatamente 8 lampadas acesas localizadas
nas primeiras 4 linhas do tabuleiro tais que, mediante uma sucessao de
operacdes permitidas, cheguemos a ter uma Unica lampada acesa no tabuleiro e
gue esta esteja localizada na dltima linha. Mostre a sequéncia de operacdes que

se utilizam para alcancar o obijetivo.




Solucéo:

Vamos as nossas perguntas.

1) Qual o padrdao de movimentos que é dado pelo exercicio ou qual
padrdo queremos encontrar?

Resposta: O padrédo dado no enunciado, conforme a figura, e que
devemos ter inicio nas quatro linhas superiores do tabuleiro 7X7.

2) De qual forma néo existe chance de eu fechar o ciclo de movimento
ou de percurso em um tabuleiro?

Resposta: Devemos analisar quais formas nao teremos mais de uma
casa acesa no tabuleiro e a Unica casa acesa deve estar na ultima linha.

3) Quais opc¢des eu tenho?

Resposta: Podemos marcar oito casas aleatoriamente na parte superior
do tabuleiro e fazer por tentativas. Porém, alguns exercicios vale a pena
comecgarmos pelo fim, ou seja, colocamos uma Unica casa acesa na Ultima
linha e fazemos o percurso inverso, visando chegar a oito casas acesas nas
quatro linhas superiores.

Vale ressaltar que, como a cada movimento eu apago uma luz e comeco
com oito luzes acesas, devo fazer exatamente sete movimentos.

Importante destacar que 0s movimentos s&o inversiveis, por isso
comecar pelo fim. Isso significa que quando eu faco determinado movimento,
eu consigo, com apenas um movimento, voltar a posicao anterior.

Vamos inicialmente numerar as linhas e nomear as colunas.

a|b|lc|d|e]| f|dg

~N o (o B W DN |




Vamos colocar a casa central da ultima linha (d7) acesa:

~N (O (0o B W DN

Como queremos subir para as quatro primeiras linhas, nosso raciocinio
deve ser sempre procurar subir no tabuleiro. Logo, é interessante o primeiro

movimento ser subindo.

~N (o (o B W DN |

Se eu subir a casa d5, eu inviabilizo a casa d6 de subir. Logo, faremos o

movimento para abrir caminho para d6, apagando d5 e acendendo e5 e 5.



~N (o (o bk TN |

Assim podemos fazer o movimento de apagar d6 e acender d5 e d4.

~N (O (o Bk W DN |

Seguindo a mesma légica, vamos abrir o caminho para d5, apagando d4

e acendendo c4 e b4.



~N (o (o b W DN |

Os outros trés movimentos sdo similares, apagando d5, e5 e 5 e
acendendo d4, d3, e4, e3, f4 e f3

a|blc|d|e]|f|dg

~N (O (o B W DN |

Que é uma solucdo para o problema. Porém, ndo devemos escrever
assim, pois o enunciado pede a sequencia de operacgdes. Logo, vamos
formalizar esta solucéao.

As acesas inicialmente sado b4, c4, d3, d4, e3, e4,f3 e f4



Quadro de movimentos:

MOVIMENTO APAGA APAGA ACENDE

1 d3 d4 d5
2 e3 ed ed5
3 f3 f4 f5

4 b4 c4 d4
5 d4 d5 dé
6 5 eb5 d5
7 d5 dé d7

Note que d7 é a Unica casa acesa do tabuleiro e que esta na ultima linha

como pediu o enunciado.



3.3COBERTURA DE TABULEIROS ( POLIMINOS )

A ideia desta secao é desenvolver o raciocinio de cobertura de tabuleiro
através de poliminds, que sdo pecas obtidas unindo-se quadrados 1x1 pelas
arestas. Por se tratar de um assunto muito atraente, ele se destaca nas
principais olimpiadas de matematica. Cobrir tabuleiro com poliminés é como
completar as pecas de um quebra-cabeca e para isso, precisamos de
raciocinio légico de combinacdes que nos levem ao objetivo da cobertura.
Vamos comecar a desenvolver essa técnica de cobertura de tabuleiro

mostrando as pecas de alguns poliminds:

« Dominé

e Trimin6

Triminé reto L-trimind

¢ Tetramind

Quadrado Tetraminé reto Lt etramind T-tetraminé Z -

tetramind

80s pentaminds possuem 12 pecas e os hexaminds 35 pecas. O niimero
de pecas de um poliminé a partir da ordem sete € grande e ndo convém

mostrar aqui.

® Informacdes retirada das paginas 64 e 65 do livro “21 Aulas de Matematica Olimpica”
do Carlos Yuzo Shine, Editora SBM.



Problema 1 — (OBM 2013 — Nivel 1 — 12 Fase)

Luisa tem seis pecas iguais formadas por 4 quadradinhos de area 1. Ela
quer encaixar todas essas pecas no quadriculado formado por 24 quadradinhos
de area 1 e j& colocou uma dessas pecas, em destaque na figura abaixo, e as
pecas podem ser colocadas em qualquer orientagdo. De quantas maneiras

diferentes ela pode terminar seu trabalho?

A)2 B)3 C)4 D)5 E)6

Solucéo:
S6 ha uma possibilidade para encaixar uma peca que cubra as duas
primeiras casas da primeira coluna, que é colocar uma peca na posicéo vertical

conforme a figura (peca vermelha):

Agora, vamos pensar para encaixar nossa segunda peca. Analisando a
figura vemos que as duas Ultimas casas da primeira coluna obrigatoriamente
tém que receber uma peca na posicdo horizontal, que pode ser disposta de

duas formas diferentes, conforme as figuras abaixo:

1°modo

2°modo




A partir do 1°modo s6 temos uma forma de continuar o preenchimento

Assim, com esta configuracdo temos uma maneira de completar o
quadriculado.

Ja com o 2° modo, temos trés modos de encaixar a proxima peca

Modo 2.1 Modo 2.2 Modo 2.3

Analisando o modo 2.1, s6 teremos uma maneira de encaixar 0S

proximos quadriculados.




Assim como no modo 2.1 o0 modo 2.2 também s6 tem uma maneira de

completar o quadriculado.

Ja o modo 2.3 possui duas maneiras de completar o quadriculado

12 maneira:

22 maneira

Desta forma, 0 2°modo possui quatro maneiras distintas de se completar
0 quadriculado.

Logo, Luisa possui 5 maneiras diferentes de terminar seu trabalho.



Problema 2 — (OBMEP 2014 — Nivel 2 — 22 Fase)

Maria possui muitas pecas, todas iguais, formadas

por quatro quadradinhos, como mostra a figura ao lado. Sem

sobrepor pecas, ela tenta cobrir todas as casas de varios

tabuleiros quadrados, fazendo coincidir aos quadradinhos

das pecas com os do tabuleiro.

a) Desenhe na figura abaixo uma maneira de cobrir um tabuleiro 4X4 com

essas pecas.

b) Expligue por que nenhum tabuleiro quadrado pode ser coberto com
exatamente vinte pecas.
c) Explique por que Maria nunca conseguira cobrir um tabuleiro 10X10 com

suas pecas.




Solucéo:
a) Vamos pintar de vermelho a casa da primeira linha e primeira coluna
para fixarmos a colocacéo da primeira peca, e isso podemos fazer de

dois modos.

Fixada a primeira peca, basta agora encaixar as outras pecas para cobrir

o tabuleiro.

Desta forma, as figuras acima apresentam as duas Unicas formas

possiveis, a menos da rotacao, de cobrir o tabuleiro 4x4 com essas pecas.

b) Cada peca possui 4 quadrados. Desta forma, com 20 pecas teremos
4x20=80 quadrados. Como 80 ndo é um numero quadrado perfeito,
pois 80 = 2*x 5, ndo é possivel cobrir um tabuleiro quadrado com 20

pecas.

c) Para cobrir um tabuleiro 10x10, Maria necessita de 25 pecas, pois
cada peca possui 4 quadrados e 4x25 = 100 = 10x10. Do item a)

podemos observar que cada peca cobre 3 quadradinhos de uma cor



e 1 da outra cor. Assim, o tabuleiro através da distingcdo das cores
das casas, possui dois modelos de pecas. O modelo 1 que cobre
exatamente uma casa amarela e trés azuis e o modelo 2 que cobre
trés casas amarelas e uma azul.

Supondo que Maria conseguisse cobrir o tabuleiro com as 25 pecas e
sabendo que o tabuleiro possui 50 casas amarelas e 50 casas azuis, teremos
duas situacoes a analisar:

12 situacdo : 0 numero de pecas do modelo 1 € par.

Se isso ocorrer o numero de pecas do modelo 2 é impar pois, s6 a soma
de par com impar pode resultar em 25. Nesta situacdo, teriamos um numero
impar de casas azuis pois, 3 x par + impar resulta em um numero impar. Esta
situacao é absurda porgue o niumero de casas azuis é 50 que € par.

22 situacdo : 0 numero de pecas do modelo 1 impar.

Se isso ocorrer o numero de pecas do modelo 2 € par pois, s6 a soma
de par com impar pode resultar em 25. Nesta situacdo, teriamos um numero
impar de casas amarelas, pois 3 x par + impar resulta em um numero impar.

Esta situacao € absurda porque o numero de casas azuis € 50 que é par.

Problema 3 — (OLIMPIADA DE MAIO — Nivel 2 — 2008)

Matias cobriu um tabuleiro quadrado de 7x7, dividido em casas de 1x1,

com pecas dos trés tipos a seguir

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3

sem buracos nem superposi¢coes, e sem sair do tabuleiro.

Cada peca do tipo 1 cobre exatamente 3 casas e cada peca do tipo 2 ou
do tipo 3 cobre exatamente 4 casas.
Determine a quantidade de pecas do tipo 1 que Matias pode ter utilizado.

(As pecas podem girar e ser viradas).




Solucéo:

Para cobrir o tabuleiro, nossa ideia fundamental é marcar este tabuleiro
antes de dispor as pecas. Conforme vimos na secédo 3.1, onde tratamos de
marcacao de casas, toda marcacdo nossa deve ter uma légica e cumprir um
determinado objetivo. Aqui vamos nos propor marcar o tabuleiro de modo que
cada peca possa, no maximo, cobrir uma dessas casas pintadas, pois assim

podemos definir o nimero minimo de pecas que podemos utilizar.

Lk

Note pela marcacdo do tabuleiro acima, que Matias utilizaria, pelo
menos, 16 pecas para cobrir todo o tabuleiro.
Desta forma, se a, b e ¢ sdo as quantidades de pecas do tipo 1, tipo 2 e
tipo 3, respectivamente, que Matias pode ter usado, entdo teremos:
a+tb+c=16 (I).
Agora, se contarmos 0 numero de casas teremos:
3a+4b+4c =49 (ll)
Multiplicando por 4 a inequacéo (I), temos:
4da+4b + 4c 264
a+3a+4b+4c=64
(I1)
Substituindo (1) em (I):
a+49 =64
a=64-49
a=15



Portanto, Matias utilizou no minimo 15 ou 16 pecas do tipo 1.

Porém, se considerarmos a = 16, teremos pela equacao (I) que:
316 + 4b + 4c = 49
Logo, 4b + 4c = 1. Como 1 n&do é multiplo de 4, temos que Matias usou
exatamente 15 pecas do tipol.
Exemplo:




3.4REDUCAO A UM CASO MENOR

Muitas vezes nos deparamos nas olimpiadas de matematica com
problemas envolvendo tabuleiros mxn, contendo linhas e colunas muito
grandes, até mesmo infinitas. Estes casos sado impossiveis transportar para o
papel. Entretanto, podemos verificar recorréncias que, aplicadas em um caso
menor, estabelecem um padrdao que nos leva aos resultados. Nesta secéo
veremos alguns desses casos, onde, para um tabuleiro suficientemente
grande, conseguimos uma versdo reduzida que nos apresenta resultados
similares.

Para melhor compreensdo do assunto, vejamos as resolu¢cdes dos

problemas a seguir.

Problema 1 — (OBM 2008 — Nivel 2 — 32 Fase)

Em cada casa de um tabuleiro n x n, colocamos um dos nameros 1, 2, 3, 4, de
modo que cada casa tem exatamente uma casa vizinha com 0 mesmo numero.
E possivel fazer isso quando

(@) n=2007?

(b) n = 20087

Observacgao. Duas casas sao vizinhas se possuem um lado em comum.

Solucéo:

Inicialmente, vamos observar o padrdo que temos. Cada casa deve ter
exatamente uma casa vizinha com o mesmo numero. Logo, estamos falando
gue deve existir um dominé que contenha 0sS mesmos numeros e sera
encaixado nas casas do tabuleiro e nunca podemos ter dominés com o0s

mesmos numeros tendo lados adjacentes.




Vejamos dois exemplos em um tabuleiro 4x4:

114]11]4
114]11]4
2131213
2131213

(1

ou
111144
2121313
414111
313]|2]2

(I

No primeiro tabuleiro utilizamos dominds na vertical e conseguimos um

exemplo de configuracdo desejada pelo enunciado.

Dominé na vertical

J& no segundo tabuleiro, a configuracdo do problema foi fechada com

domindés na horizontal.

Dominé na horizontal



Vamos pensar nas figuras (I) e (I) como se fossem espécies de
“carimbos”. O tabuleiro 8 x 8 pode ser “carimbado” de modo que cumpra as

exigéncias do enunciado. Vejamos como fica se utilizarmos a figura (11):

WA NP WO ]A~ N ]
WA NP WO ]A~ N ]
N RPN WA
N R W > IN]|IP]W >
W I IN|IP WIS IN]PE
W IR IN|IP WIS IN]IE
N P IWIIA~INIP WIS
N P WIIA~INIPTWIID>

Se expandirmos a ideia, chegaremos a conclusdo que podemos usar
esses carimbos em tabuleiros do tipo 4n x 4n. Logo no tabuleiro 2008x2008 é
possivel, pois 2008 = 4 x 502. Entretanto, para um tabuleiro 2007x2007, essa
disposicéo é impossivel, ja que ndo seria possivel “carimbar” todo o tabuleiro.
De fato, um tabuleiro 2007x2007 tem um numero impar de casas, logo é
impossivel cumprir a exigéncia do enunciado, pois ndo encaixariamos todas as

pecas do nosso domino.



Problema 2 - (Olimpiada Iberoamericana de Matematic a — 2008)

Os ndmeros 1, 2, 3, . . ., 2008% s&o distribuidos num tabuleiro 2008 x
2008, de modo que em cada casa haja um namero distinto. Para cada linha e
cada coluna do tabuleiro calcula-se a diferenca entre o0 maior e o0 menor dos
seus elementos. Seja S a soma dos 4016 numeros obtidos.

Determine o maior valor possivel para S.

Solucéo:
Inicialmente vamos frisar que a importancia de usar um tabuleiro menor
em um problema desse tipo € visualizar de modo mais simples o
comportamento da questao e expandir o raciocinio para casos maiores.
Queremos maximizar o valor de S. Como o tabuleiro tem um nimero par
de casas e é um tabuleiro quadrado, vamos observar o que fariamos para

maximizar as diferencas em um tabuleiro 4 x 4.

11121111574

9| 4]14|10]|=t0

16| 6|52 |74

=15 =9 =11 =13

Deste tabuleiro menor podemos destacar que:

1. As casas destacadas em amarelo ndo influenciam em nada as
diferencas e a soma S é alcancada com a seguinte expressao:
2x(16+15+14+13)—-2x(1+2+3+4)=96




2. Se pensarmos em uma nhomenclatura semelhante a matrizes, o0s
elementos da diagonal principal s&o os menores numeros e da diagonal

secundaria os maiores nimeros.

Vamos utilizar o mesmo raciocinio pensando agora em um tabuleiro n x
n com n par.

Vamos considerar a sequéncia de nimeros K=(1, 2, 3, ..., n, ..., n>1, n?

Os n menores nameros séo (1, 2, 3, ..., n-1, n)

Os n maiores nimeros sdo (n?, n1, ..., n>n+1)

Conforme o item (2), vamos distribuir os n menores nimeros na diagonal
principal do tabuleiro e os n maiores na diagonal secundaria. Conseguimos
chegar a concluséo o disposto no item (1) também se aplica a este tabuleiro
nxn. Logo, temos

S=2x(N*+n?-1+n°=2+..+n =n+1)-2x@A+2+3+..+n)
Utilizando a formula de Soma de Progressdes aritméticas:

S=2*((n*+ (n>-(n-1)))*(n/2) - (1 + n)*(n/2))

S=(n2+ (>~ (n-1)*(n)— (1 +n)*(n) S=(2n%2—n + 1)*(n) — (N2 + n)

S=2n3—-n2+n-n2-n

S =2n3-2n?

S=2n2(n-1)

Como nosso n no caso é 2008, temos como solugdo 2 x 20082 x 2007 =
16.184.704.896.

Logicamente em uma olimpiada de matematica ndo seria necessario

efetuar a multiplicacao.



Problema 3 — (Olimpiada de Maio — 2007)

Seja n > 2 um inteiro par. Nas casas de um tabuleiro de nxn devem-se
colocar fichas de modo que em cada coluna a quantidade de fichas seja par e
distinta de zero, e em cada linha a quantidade de fichas seja impar. Determinar
a menor quantidade de fichas que precisamos colocar no tabuleiro para cumprir
esta regra. Mostrar uma configuragdo com essa quantidade de fichas e explicar

porgue com menos fichas ndo se pode cumprir a regra.

Solucéo:

Aqui temos que buscar uma situacdo que seja necessaria e suficiente
para resolver o problema.

Inicialmente vamos analisar a situacao das colunas. Este tabuleiro tem n
colunas. Logo, como cada coluna tem que ter pelo menos duas fichas,
podemos afirmar desde ja que temos que usar pelo menos 2n fichas.

Se conseguirmos uma configuracdo com todas as linhas com uma
qguantidade impar de fichas e 2n fichas no total, conseguimos resolver nosso
problema.

Vamos avaliar o menor tabuleiro possivel para o problema que € 0 4 x 4:
Queremos tentar resolver nosso problema com 2n fichas, que no caso séo 8
fichas.

Inicialmente usaremos a estratégia de por uma ficha em cada diagonal.




Ja utilizamos 4 fichas. Nos restam apenas quatro. Vamos pegar estas

fichas restantes e pensar em duas pec¢as de dominds conforma a figura abaixo:

N NN

Vamos encaixar estas pecas nas linhas de modo que nenhuma coluna
seja ocupada por mais de duas pecas.

[]
I RN N
HN N N
[]

Esta claro que conseguimos resolver o problema do tabuleiro 4x4 com 8
fichas. Se estendermos o raciocinio para um tabuleiro nxn, iremos chegar a
conclusdo que é possivel chegar a solugcédo do problema proposto utilizando 2n
pecas e preenchendo o tabuleiro com n pecas nas casas da diagonal e

utilizando n/2 domindés nas linhas de modo que nenhum ocupe a mesma

coluna.
[] N i
Jjoyd
[l
[]
o []
[]

Exemplo de situacdo ndo permitida: uma coluna com duas pecas
(conforme marcado em azul)



Exemplo de uma configuracdo possivel em um tabuleiro 12x12.



3.5SIMETRIA EM JOGOS

Existem variados jogos que vem sendo abordados em problemas de
olimpiadas de matematica no qual exige-se do aluno a descoberta de uma
estratégia vencedora de um dos jogadores, ou seja, que um deles possa
ganhar sempre, independentemente de como seu adversario jogue.
Consideraremos nesta secao jogos de jogadores que se alternam nas jogadas
e que sao obrigados a jogar na sua rodada. Além disso, suponhamos que o0s
dois jogadores ndo cometam erros, afinal queremos descobrir qual jogador
possui uma estratégia vencedora. A técnica abordada nesta secdo € baseada
na ideia de simetria, que € uma estratégia simples e comum em problemas

olimpicos.

Problema 1 — (OBM 2004 — Nivel 1 — 32 Fase)

Arnaldo e Bernaldo disputam um jogo num tabuleiro 2 x n:

As pecas do jogo sdo dominds 2 x 1. Inicialmente Arnaldo coloca um dominé
cobrindo exatamente duas casas do tabuleiro, na horizontal ou na vertical. Os
jogadores se revezam colocando uma peca no tabuleiro, na horizontal ou na
vertical, sempre cobrindo exatamente duas casas do tabuleiro. Nao é

permitido colocar uma peca sobre outra ja colocada anteriormente

I
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Quem nao conseguir colocar uma peca no tabuleiro perde.

— ) | p——— Promind na vertical
[ ]
|
[ ]

_.r;.r;-.u,-r'm'. (] .’rm-.-':urr_r:.r.f_ ] ) ) .
Qual dos dois jogadores tem uma estratégia vencedora, ou seja, uma
estratégia que o leva a vitéria quaisquer que sejam as jogadas de seu
adversario, para:
() n =2004?
(b) n = 20057




Solucéo:
No item (a) temos um numero par de colunas. Utilizando o pensamento

visto na secao anterior, jogaremos em um tabuleiro 2x8.

Vamos pensar na dinamica deste jogo. A estratégia vencedora € colocar
a Ultima peca no tabuleiro, pois isto impossibilita 0 nosso adversario de jogar.
Vamos supor que Arnaldo comecou pondo a peca na posi¢cado mostrada abaixo:
(para fins de ilustracdo, vamos utilizar as pecas vermelhas para Arnaldo e as

azuis para Beraldo).

Agora Beraldo vai utilizar a estratégia da simetria, ou seja, fazer a
mesma jogada que Arnaldo utilizando um ponto de simetria. O que significa
isso? Beraldo vai achar o ponto central da figura e reproduzir a jogada de
Arnaldo simetricamente, conforme o ilustrado:

/7 PONTO DE SIMETRIA

i

Mantendo a légica, obteremos o seguinte resultado:




Como cada jogador p6s o0 mesmo namero de pecas, a vez de jogar € de
Arnaldo. Como ele ndo tem a possibilidade de encaixar nenhuma peca, ele
perdeu o jogo.

O raciocinio para n = 2004 é similar, pois Beraldo vai manter as jogadas
de modo simétrico e Arnaldo ndo ird conseguir gerar situacfes que o faca
vencer 0 jogo. Logo, para 2004 jogadas teremos como vencedor sempre
Bernaldo, o segundo jogar, sendo necessario e suficiente que coloque, a cada
jogada, o dominé na mesma posicao (vertical ou horizontal) que Arnaldo de
forma simétrica, utilizando a estratégia do ponto de simetria.

Ja no item (b), para n = 2005, quem vence é Arnaldo, pois apds colocar
o primeiro domindé na posi¢cdo vertical na primeira ou na ultima coluna, ele
poderd utilizar a mesma estratégia de Beraldo no item (a).

Generalizando podemos concluir que, a estratégia vencedora desse jogo
se verifica através da paridade de n. Se n for par, quem comeca o jogo perde e
se n for impar quem comeca ganha. Basta que os jogadores sigam as técnicas

utilizadas nos itens (a) e (b) da solugcéo acima.



Problema 2 — (OBM 2002 — Nivel 1 — 32 Fase)

S&o dados um tabuleiro de xadrez (8X8) e palitinhos do tamanho dos lados
das casas. Dois jogadores jogam alternadamente e, em cada jogada, um dos
jogadores coloca um palitinho sobre um lado de uma casa do tabuleiro, sendo
proibido sobrepor palitinhos.

Vence o jogador que conseguir completar primeiro um quadrado 1X1 de
palitinhos. Supondo que nenhum jogador cometa erros, qual dos dois jogadores
tem a estratégia vencedora, ou seja, consegue vencer independentemente de

como jogue seu adversario?

Solucéo:
Visualizando um tabuleiro 8X8 reparamos que suas casas possuem
posi¢cdes simétricas em relacdo ao centro do tabuleiro, localizado no ponto

vermelho na figura abaixo.

(Os lados pintados de vermelho sdo simétricos em relagdo ao centro do tabuleiro.)




O objetivo do jogo € completar primeiro com palitinhos um quadrado 1x1.
Vale observar que se algum jogador puser o terceiro palito em um quadrado ele
perde.

Exemplo:

Se colocar o palito vermelho perde!

O vermelho perde, pois o0 azul vai poder fechar o quadrado.

Entdo vamos raciocinar. N0s ndo queremos de jeito nenhum colocar o
terceiro palito em um quadrado. Logo, temos que for¢ar o nosso adversario a
fazer isso. Pela légica, se ele joga primeiro, ele tem que ser o primeiro a
colocar o terceiro palito e nés temos que forga-lo a isso.

Vamos fazer isso utilizando a simetria, pois se cada vez que ele fizer um
movimento nos fizermos a mesma coisa, ele vai ficar sem opc¢des antes da
gente.

Portanto, quando ele for obrigado a pér o terceiro palito no quadrado,
nos vamos e fechamos esse quadrado ganhando o jogo. Vejamos um jogo

onde quem comeca € o palito vermelho:




Ambos puseram a mesma quantidade de palitos até agora. Logo € a vez
do vermelho jogar. Ele é obrigado a por o terceiro palito e fatalmente perder o
jogo. Podemos ver que o azul sempre posicionou seus palitos de forma
simétrica ao vermelho em relagéo ao centro do tabuleiro.

Observando a simetria acima, o segundo jogador entdo sempre vencera
0 jogo se puser seu palito simetricamente oposto, em relagéo ao centro, a cada
jogada do primeiro jogador. Vale observar que o segundo jogador deve
abandonar a estratégia assim que o seu adversario puser o terceiro palito, pois
ele tera a oportunidade de completar o quadrado.

Problema parecido, e ainda mais interessante, caiu no mesmo ano e

fase da questao anterior, s6 que agora no nivel 2. Vejamos a seguir.

Problema 3 — (OBM 2002 — Nivel 2 — 32 Fase)

Sé&o dados um tabuleiro quadriculado m x n e palitinhos do tamanho
dos lados das casas. Dois jogadores jogam alternadamente e, em cada
jogada, um dos jogadores coloca um palitinho sobre um lado de uma casa do
tabuleiro, sendo proibido sobrepor palitinhos.

Vence o jogador que conseguir completar primeiro um quadrado 1 x 1
de palitinhos. Supondo que nenhum jogador cometa erros, qual dos dois
jogadores tem a estratégia vencedora, ou Seja, consegue vencer

independentemente de como jogue seu adversario?

Solucéo:

No problema anterior resolvemos um tabuleiro 8X8 a partir da simetria
dos lados em relacdo ao centro. Percebemos entdo, que nesse novo problema
devemos encontrar a simetria do tabuleiro m x n. Para isso, observaremos as

paridades de m e n.

Se m e n sdo pares devemos ter a simetria dos lados das casas em

relacdo ao centro.



par X par

Se m e n sdo ambos impares devemos ter a simetria dos palitos em
relacdo a casa central do tabuleiro, vejamos:

impar X impar

Nos casos em que as paridades de m e n sédo iguais, o segundo jogador
terd uma estratégia vencedora jogando simetricamente em relacdo a cada
jogada do primeiro jogador. Quando o primeiro jogador colocar o terceiro palito
em uma das casas, 0 segundo jogador abandona a estratégia e completa a
casa com o quarto palito e vence o jogo.

Agora, vamos analisar quando m e n tém paridades diferentes. Como

exemplo, mostraremos o que acontece quando jogamos num tabuleiro 3X4.

A simetria nesse tabuleiro 3x4 ocorre a partir do lado central do

tabuleiro, paralelo em relacdo a m=3 (impar). A estratégia agora cabe ao



primeiro jogador, colocando seu primeiro palito neste lado (destacada de
vermelho na figura acima) e em seguida imitar simetricamente as jogadas do
segundo jogador, em relagdo ao lado central pintado de vermelho. Quando
estiver todas as casas preenchidas com dois palitos e a vez do segundo jogar
preenchendo uma casa com trés palitos e ai o primeiro jogador vence a partida
colocando o quarto palito na casa.

Neste caso de m e n terem paridades diferentes, a simetria ocorre no

lado central paralelo a “m” ou “n” impar. Repare na figura:

par X impar

Em resumo, se m e n tem paridades iguais o segundo jogador tem a
estratégia vencedora e se m e n tem paridades diferentes o primeiro jogador

tem a estratégia vencedora.



4. ANALISE DE PROBLEMAS OLIMPICOS SOBRE TABULEIROS
Neste capitulo, ordenamos as questdes por dificuldade de acordo com a
nossa percepgao. Vamos apresentar nove questdes com solucdes da banca
retiradas dos sitios da OBM e da OBMEP ou de autores que encontramos nas
publicacdes da Revista Eureka. Apenas em um exercicio ndo conseguimos
encontrar nenhuma solugdo. Iremos comentar as solu¢des encontradas e
faremos uma solucao alternativa para servir como base de comparacdo. Por

fim faremos algumas consideracfes e compararemos as solugoes.

4.10BM 2012 — Nivel 2 — 22 Fase
Técnica utilizada: Movimentos e preenchimento de tabuleiro

Jodo gosta de verificar propriedades do jogo de xadrez em um tabuleiro
5 x 5. Num de seus experimentos, Jodo coloca um cavalo na casa inferior
esquerda do tabuleiro 5 x 5. Qual o nimero minimo de movimentos do cavalo
para que ele possa chegar a qualquer casa do tabuleiro 5 x 5?

Observacgéo: O cavalo movimenta-se em L, isto é, anda duas casas em
uma dire¢do e, logo em seguida, uma casa na direcdo perpendicular, como

ilustrado na figura abaixo:




4.1.1 Solucao da Banca (retirada de www.sbm.org.br em

1. [Resposta 04]

Na figura a seguir, os nimeros representam o nimero minimo de movimentos que o cavalo
deve fazer para chegar na respectiva casa. Portanto, é possivel verificar que o nimero minimo
de movimentos para se chegar em qualquer casa do tabuleiro é (4.

2
3
2
3

[ =S U

B | s |

LA sl | L | D e
B L | NI L | B

25/01/2016)

Imagem retirada do site da SBM.

4.1.2 Solucdao do Autor

Vamos fazer as marcagfes das casas com numeros da seguinte forma:

O cavalo sai da casa inferior esquerda do tabuleiro, que chamaremos de
posicdo 0. Vamos marcar as casas que podem receber o cavalo no primeiro
movimento com o numero 1. Vamos marcar com 0 numero 2 as casas que
recebem o cavalo no segundo movimento e assim sucessivamente. Vamos

marcar somente as casas que ainda nao foram marcadas.

z 2 2
2
1 2 1

1 1

0 0 0 2




2 3] 2 3 2 3 2 3|4
3 2 3 2 3 3 2 3 2 3
2 1 3 2 2 114]|3]2
3 1 2 3 3] 4 1 2 3
0 3 ]2 3 2 0 3 2 3] 2

Podemos observar que qualquer casa do tabuleiro pode ser visitada com

guatro movimentos.

4.1.3 Comparacao entre as solucoes

S&o bem parecidas. Foi utilizada a mesma estratégia.

Vale a pena observar que o tabuleiro utilizado na solugdo da banca tem
as casas pintadas em preto e branco. Os movimentos impares ocupam as
casas pretas e 0S movimentos pares ocupam as casas brancas. Neste
exercicio ndo é muito importante esse tipo de marcacdo, mas para outros

exercicios € fundamental observar essas marcagdes do tabuleiro.



4.20BM 2006 — 32 Fase

Técnica utilizada: Movimentos e preenchimento de tabuleiro

A partir do tabuleiro mostrado nas figuras abaixo e quatro pecas, duas

circulares cinzas e duas quadradas pretas, Esmeraldinho inventou o seguinte

jogo:

Inicialmente, as pecas sao colocadas no tabuleiro como mostra a

figura 1.

m |
o |
O

Figura |

A meta do jogo é, apdés um certo nimero de movimentos, trocar

as pecas de posicéo, chegando na situacdo mostrada na figura 2.
0]
8

Cada movimento consiste em mover uma das quatro pecas uma

Figura 2

OuU mais casas acima, abaixo, a esquerda ou a direita; todavia, tal
peca ndo pode “pular’ nenhuma peca que, eventualmente, esteja
no caminho, ou ocupar uma casa onde ja existe uma peca. Por
exemplo, a peca marcada com A sO pode se mover para alguma

das casas destacadas em cinza.

o]
&

Os movimentos dos circulos e dos quadrados sdo alternados. O
jogo comeca com um movimento de um dos quadrados.
Determine a menor quantidade total de movimentos necessarios
para terminar 0 jogo. Mostre, passo-a-passo, atraves de
desenhos, como movimentar as pegas com esta quantidade de
movimentos e prove que ndo é possivel terminar o jogo com

menos movimentos.




4.2.1 Solucao de Leonardo Burato retirada da Revista Eureka

SOLUGAO DO PROBLEMA 5: LEONARDO BURATO FOUREAUX (LINHARES - ES)
Com & movimentos.

| - 2 = 3 - 4
= ] |4 m O m| O
&) o o O >
&) © b m

n
=
-1
=

& O o
n o o o = »
v o m| o = =
| | -l |
Resultado final
(&}
o MNao existe outra maneira de mover as pegas com menos
] movimentos, pois 0 minimo de cada pecga para chegar ao
™ lugar da outra ¢ de 2 movimentos e sendo 4 pegas, 530 no

minimo 4 - 2 = § movimentos.

4.2.2 Solucdao do Autor

Todas as pecas, para ocupar o lugar das outras, precisam realizar dois
movimentos, pois estdo sempre em L. Como sdo quatro pegas, € impossivel
fazer com menos de oito movimentos. Vamos mostrar agora que € possivel

fazer com 8 movimentos. Basta observarmos o exemplo abaixo:




Determinamos que oito € o minimo de movimentos para que possamos
trocar as pecas de posicao.

4.2.3 Comparacao entre as solucoes

As solugcbes sao idénticas. Vale destacar que o Leonardo faz os
movimentos e depois fala que o minimo € mesmo de 8. Na nossa solucéo

fizemos na ordem inversa, o que nao afeta o desenvolvimento da questéo.




4. 30BMEP 2015 — 22 Fase — Nivel 3

Técnicas utilizadas: Movimentos e Preenchimento de tabuleiro /

Reducdo a um caso menor

Monica desenha caminhos poligonais em tabuleiros formados por um 1
cm de lado. Cada caminho comeca e termina na borda do tabuleiro, contém
somente esses dois pontos da borda e nunca passa duas vezes pelo mesmo

ponto.

Exemplo, no tabuleiro 4x4 ao lado, ela desenhou um

desses caminhos com 6¢cm de comprimento.

a) Trace um possivel caminho desenhado por Monica no tabuleiro 4x6

abaixo, com 16 cm de comprimento.

b) Explique por que o comprimento, em centimetros, do maior caminho que

Monica pode desenhar em um tabuleiro m x n € igual a
(m—1)(n-1)+1

c) Ha4 varios tipos diferentes de tabuleiros retangulares com 100
quadradinhos. Monica formou tabuleiros de todos esses tipos e, em
cada um, ela desenhou um caminho com o maior comprimento possivel.

Qual o comprimento do maior desses caminhos?




4.3.1 Solucdo da Banca (retirada do site www.obmep. org.br
em 25/01/2016)

Item a)
Podemos tracar varias linhas poligonais diferentes de comprimento 16
cm, as quais dividem o tabuleiro em duas regifes. Abaixo estdo alguns

exemplos.

T = 21 [2n i

Item b)

O comprimento de qualquer linha poligonal que comeca e termina na
borda do tabuleiro sempre sera igual a quantidade de vértices dos
quadradinhos que estdo no interior do tabuleiro pelos quais o caminho passa,
mais um. Assim, a linha poligonal de maior comprimento deve ter os seus
pontos inicial e final no contorno do tabuleiro e passar por todos os vértices dos
quadradinhos que estdo no seu interior. Sempre € possivel fazer um caminho
assim, por exemplo serpenteando o interior do tabuleiro como na primeira
figura acima. O numero de veértices dos quadradinhos que estdo no interior do

tabuleiro mxn & (m—1)-(n— 1), pois, nos lados do contorno do tabuleiro
temos (m —1) e (n— 1) pontos. Portanto, o tamanho da linha poligonal de
maior comprimento é (m — 1) (n — 1) + 1 cm.

Item c)

Dentre todos os tabuleiros possiveis com 100 casas, 0 comprimento da
maior linha poligonal que Mdénica tragcou € 82 cm, pois para 0S comprimentos
dos lados de tabuleiros retangulares com 100 quadradinhos temos as

possibilidades listadas no quadro abaixo.



Comprimentos dos lados
1= n

Compeimentn da maior poligonal
{m=1}n=1)41

1 = 100

O=99+1=1cm

4x 25 Ix2M+1m7lcm
3% 20 4x19+1=77cm
10x 10 9x9+1 =02 em

4.3.2 Solucdao do Autor

Vamos apenas falar sobre o item b), que tem a ver com o teor deste
trabalho, pois o item a) pode ser feito por tentativas, de modo completamente
intuitivo e o item c) tem uma resolugdo meramente aritmética, o que torna

nossa solucéo idéntica a da banca, ja exposta acima.

No item b), o exercicio pede que mostremos que 0 maior caminho

possivel € (m —1)-(n—1) + 1. Neste trabalho vamos procurar utilizar em
todas as questbes que envolvem vértices de um tabuleiro m x n, um tabuleiro
(m+1)x (n+1), onde o0s vertices estariam “contidos” nas casas desse
tabuleiro maior. Nossa justificativa € que um tabuleiro m x n tem m + 1 vertices

em todas as suas linhas e n + 1 vértices em todas as suas colunas.

O O o | ... O O O
O O O O O O
O O O O O O
O O O O O O
O O O O O O
O O o | ... O O O

(O) é cada vértice do tabuleiro mxn



Obs: Vale ressaltar que duas casas marcadas no nosso tabuleiro
representa um caminho de 1 cm, trés casas um caminho de 2 cm, quatro casas

um caminho de 3 cm e k casas um caminho de k-1 cm.

Vamos supor que existe um caminho de comprimento

(m—1)-(n—1) + 2 ou maior. Isso significa que podemos marcar neste N0Sso

tabuleiro (m—1)-(n —1)+ 3.

Nosso tabuleiro tem (m+1)(n-1) casas. Somando as casas que temos na
primeira e Ultima linha e primeira e dltima coluna, que representam os vértices

das bordas, temos o total de 2m + Zn + 2.

O enunciado é claro ao dizer que s6 podemos utilizar dois vértices das
bordas. Logo o total de casas que podemos pintar € (m+1)(n+1) + 2 — 2m — 2n.

Escrevendom+n+mn +1+2—2m— 2n  de forma reduzida temos

(m—1)-(n—1)+ 2.

Isto mostra que nossa suposicéo leva a uma contradicdo. Portanto ndo a

caminho de comprimento (m—1)+(n—1)+ 2

Vamos mostrar agora que € possivel construir um caminho pintando

(m—1)-(n—1)+ 2 casas.

Vale ressaltar que as casas pintadas fazem uma bijecdo com o0s
caminhos pedidos no enunciado. Fazemos deste modo para a solucéo ficar

mais visual e de melhor entendimento.

(m—1)- (n—1) é a quantidade das casas que ndo pertencem nem a

primeira linha, primeira coluna, ultima linha e Gltima coluna do nosso tabuleiro,

Ou seja, sao as casas internas do tabuleiro.



Vamos entdo pintar todas as casas internas considerando m impar (a

paridade de n nao vai alterar nossa solugédo, pois iremos pintar 0 Nosso

tabuleiro imaginando um caminho horizontal):




Agora que ja preenchemos (m—1):(n—1) casas, vamos pintar as

duas da borda que nés € permitido pelo enunciado. Como m € impar, as casas

que podemos preencher para o caminho existir sdo casas na primeira e na

ultima coluna. Vide exemplo abaixo:

Se me fosse par, devemos pintar nas bordas uma casa na primeira

coluna e outra casa na primeira ou na ultima linha.




Mostramos assim que € possivel preencher o tabuleiro com

(m—1)-(n—1)+2 casas pintadas e que é impossivel fazer com
(m=1)(n—1)+ 3 casas. Logo o maior caminho é com (m—1):(n—1)+ 2

casas pintadas, o que € o mesmo que dizer que nosso caminho tem

(m—1)-(n—1)+ lcm.

4.3.3 Comparacao entre as solucoes

O gabarito oficial destaca que devemos passar por todos os vértices do
interior do tabuleiro e afirma que isto € sempre possivel. Um leitor que tenha

mais dificuldade na visualizacdo desta figura em um tabuleiro m x n ndo vai

compreender esta possibilidade. Em contrapartida, a estrutura do exercicio
mostra claramente o uso da técnica de redugdo a um caso menor quando no
item a) ele pede para preenchermos um caminho de 16 cm no tabuleiro 4x6.
Para explorar melhor esta técnica o ideal seria que o enunciado do item a)
pedisse para o aluno preencher o maior caminho possivel ou pedir a medida do
maior caminho naquele tabuleiro para o aluno descobrir que o valor era 16 cm.
Ja na nossa solucdo procuramos utilizar marcacdes de casas para mostrar a
impossibilidade de formar um caminho maior e a possibilidade de pintar o
namero de casas pedidas no enunciado, mostrando a relacdo entre o

necessario e o suficiente.



4.40BM 2006 — Nivel 1 — 12 Fase

Técnicas utilizadas: Movimentos e preenchimento de um tabuleiro /

Marcacédo de casas

Sara foi escrevendo nas casas de um tabuleiro 95 por 95 os multiplos

positivos de 4, em ordem crescente, conforme a figura a seguir.

R 8 12 16 | 20 376 | 380
To0 | 756 | 752 | 748 | 744 JBE | 384
74| - | - | = | = — | =
— |« | e | « | « — | «

U

O nGimero que Sara escreveu onde se encontra a letra U é:

A) 35192
B) 35196
C) 36100
D) 36104
E) 36108

4.4.1 Solucao da Banca (retirada do site www.obm.org.br em

25/01/2016)

O tabuleiro contém 95x95 = 9025 casas. Nas linhas impares, a
sequéncia € crescente e nas linhas pares, é decrescente. Portanto, na 952

linha, a dltima casa da direita apresenta o maior multiplo de 4 no tabuleiro, ou

seja, Sara escreveu ha casa U o numero 9025x 4 = 36100 .




4.4.2 Solucao do Autor

Inicialmente, vamos perceber que o tabuleiro € formado da seguinte

forma:
4x1 4x2 4x3 4x4 4x5 e 4x94 4x95
4x190 4x189 4x188 4x187 4x186 e 4x97 4x96
4x191 ) —_— —_— — " [ )
<= <4mm < < < T o < .
»
L]
L
U
Vamos reescrevé-lo e marcar suas casas da seguinte forma:

B ° 4 ooe 94
190 (IEEER| 188 187 186 oee 96
BEE — = — [ e | -

L]
L
.
] ] ] ]
] ] ]
[ ] [ ] [ ]

Podemos claramente perceber que nas linhas impares da ultima coluna,
ficam os mudltiplos impares de 95. Logo, o valor de U é 95x95x4 = 36100.
Portanto, letra C.




4.4.3 Comparacao entre as solucoes

A solucdo do Autor pode parecer mais complicada que a solucdo da

Banca, porém pode ser muito Util para exercicios desse tipo. Vamos a uma
adaptacao deste exercicio que ilustra esse ponto:

4.4.3.1 Exercicio adaptado

Sara foi escrevendo nas casas de um tabuleiro 85 por 73 os multiplos

positivos de 4, em ordem crescente, conforme a figura a seguir.

4 8 12 16 20 ese 284 288 292
584 580 576 572 568 ese 304 300 296
588 I " I T I ) I ) ene I T I T I )

& & & [ag— - (T T & & 4

.

.

™

24820

Sara colocou uma letra U na casa formada pela 182 linha e 322 coluna.
Qual o valor de U?

Podemos resolver esse problema a partir de solugdes com marcagéo ou

solucbes basicamente aritméticas. Entretanto uma solucdo aritmética seria
bastante enfadonha.



Uma solugcdo com marcacao de tabuleiro:

Sabemos que as linhas que tem a primeira casa vermelha sao

ordenadas de modo crescente e as que tem a primeira casa branca sao

ordenadas de modo decrescente.

B & ] e 72
146 145 144 143 142 ees 76
l — = — R — =
= R e Kl = | v | <= |Kaml
.
L]
— — — — —
— — —
— — — —

Como a linha é par, sabemos gque o primeiro elemento da linha é 4 x 18

x 73 = 5256 e que ela é decrescente. A cada casa que “pulamos”, diminuimos

o valor em 4. Como para chegar na 322 casa desta linha devemos “pular” 31

casas,

temos:

Logo, 0 32° elemento € 5256 — 4 x 31 = 5132

Outra solugao com marcacao:

Sabemos que as linhas que tem a primeira casa vermelha séo

ordenadas de modo crescente e as que tem a primeira casa branca sao

ordenadas de modo decrescente.

A Gltima casa da linha 17 é 4 x 17 x 73 = 4964. Logo, a uitima casa da

182 linha é 4968. Para chegar na casa 32 da 182 linha, devemos andar (73 —

32) casas, ou seja 41 casas.

Portanto, U = 4968 + 4 x 41 = 5132




4.50BM 2007 — 22 Fase — Nivel 2

Técnica utilizada: Cobertura de tabuleiros

Um quadrado 4x4 é dividido em 16 quadrados unitarios. Cada um dos 25
vértices desses quadrados deve ser colorido de vermelho ou azul. Ache o
namero de coloracdes diferentes tais que cada quadrado unitario possua

exatamente dois vértices vermelhos.

4.5.1 Solucao da Banca (retirada do site www.obm.org.br em

25/01/2016)

Vamos comecar colorindo a primeira linha de vértices. Cada coloracéo
dessa linha € uma sequéncia de letras “A” e “V”, por exemplo, AV V A V.
Observe gque, uma vez colorida a primeira linha, se aparecerem duas letras
consecutivas iguais, o restante dos veértices do tabuleiro ja estdo determinados.

De fato, ao aparecer dois V’'s consecutivos, o0s dois veértices
imediatamente abaixo deles deveréo ser coloridos com dois A’s, 0s que estéo
mais abaixo deverao ter dois V’s, e assim por diante. Isto completa a coloragéo
dessas duas colunas. Dessa forma, cada coluna vizinha também estara
determinada, pois em cada retangulo teremos trés vértices previamente
coloridos, o que obriga o quarto vértice a ter sua cor determinada. Entdo, para
cada sequéncia de A’s e V’s na primeira linha que contém pelo menos duas
letras iguais consecutivas, ha exatamente uma maneira de colorir o tabuleiro.

Como h& 2° — 2 = 30 de tais sequéncias, contamos 30 coloracdes possiveis.

AW AW

< Pk =
= P <| F <




Falta-nos analisar um segundo caso, em que ndo h& duas letras
consecutivas iguais na primeira linha. Ha duas possibilidades de sequéncias:

comecando com A ou comecando com V.

A VAV A
W

Para cada uma dessas sequéncias, ha duas maneiras de escolhermos a
primeira letra da segunda linha. Uma vez escolhida esta letra, a segunda linha
inteira também estara determinada. Para a primeira letra da terceira linha
também h& 2 possibilidades. Com este raciocinio, cada vez que escolhemos a
primeira letra de uma linha, determinamos a coloragéo desta linha. Logo, como
ha duas maneiras de escolhermos a primeira letra de cada linha, ha 2° = 32
maneiras de colorirmos o tabuleiro, neste segundo caso. Logo, o total de

coloragdes é igual a 30 + 32 = 62.

Observagao: Veja que, no caso geral, para um quadrado n x n, o

2n+1

raciocinio € analogo. No primeiro caso, teremos — 2 coloragbes; no

segundo caso, mais 2"**. Logo, teremos 22" — 2 = 2"*2 _ 2 coloragdes.

4.5.2 Solucdo do Autor:

Inicialmente, vamos tratar os 25 vértices como um tabuleiro 5x5 onde
gueremos que todo quadrado 2x2 formado por quatro casas tenha duas casas

vermelhas e duas casas azuis conforme o exemplo abaixo:




Para facilitar a compreensdo da nossa solugdo, nomeamos as linhas
com letras e as colunas com nameros. Por exemplo, chamaremos a casa da 32

linha e 42 coluna de CA4.

Existem apenas dois tipos de quadrados 2 x 2 com quatro casas

possiveis, considerando suas rotacdes:

Logo, vamos supor que esses quadrados sejam formados por dois

dominds dentre os trés abaixo, podendo usar o mesmo dominé duas vezes.

PecaA PecaB PecaC
Fixado isso, vamos iniciar a solu¢gdo do nosso problema.

No tabuleiro 5x5 podemos encaixar 12 pecas de dominds, ocupando
assim 24 casas. Vamos dizer que a casa que sobra é a casa Al. Como
podemos preencher este tabuleiro. Vamos convencionar para iniciar a solucéo

que Al é vermelha.

Agora vamos colocar os dominés um a um neste tabuleiro. Vamos
escolher para encaixar nosso primeiro dominé a casas B1-C1l. Poderia ser

qualquer uma, mas esta escolha facilitara a viséo do leitor.



Podemos encaixar nosso primeiro domind de quatro formas tendo em

vista que a peca C pode girar. Vamos ver as quatro combinac¢des possiveis:

( ()

N (V)

Observando os tabuleiros 1, Il e Ill, podemos facilmente concluir que
estes encaixes obrigam que as trés primeiras linhas tenham seus dominés ja

definidos para o encaixe. Estas figuras vao possuir as seguintes configuracgoes:

(1) V)



(D) (V1)

(11) (v
Vistas estas trés formas, podemos perceber que os tabuleiros V, VIl e VI
permitem qualquer domin6 nas casas D1-E1. Logo, assim como na casa Bl-
C1, temos quatro opcdes. Isto obriga as demais casas terem uma Unica opc¢ao.
Logo temos 4 formas de completar os tabuleiros V, VI e VII. Portanto temos

3x4=12 opcdes para colorir o tabuleiro.

Vamos agora estudar as possibilidades de preencher o tabuleiro IV.

O tabuleiro IV inicialmente tem esta coloracéo:




Com essa coloracéo, as casas A2-B2 podem receber pecas do tipo C
colocadas em qualquer disposicdo. Ou seja, temos duas opgdes para encaixar
o domindé neste espaco. O mesmo acontece com A3-B3, A4-B4 e A5-B5.
Fazendo qualquer coloracdo nessas duas primeiras linhas, veremos que a
terceira linha fica apenas com uma opcao. Portanto temos 2x2x2x2=16 formas

distintas de preencher as trés primeiras linhas do nosso tabuleiro.

Porém, em quinze delas, a quarta e a quinta linha ficam somente com

uma opc¢éao de coloracdo também,

Apenas quando as trés primeiras linhas do tabuleiro apresentam o

formato abaixo que teremos variacoes:

Podemos perceber que as casas D1-E1 podem receber qualquer das
quatro opcdes de dominds. Porém, quando escolhemos qual dominé por em
D1-E1, todos 0s outros que posso encaixar ja estdo definidos. Logo neste caso

temos 4 combinagfes possiveis.

O total de configuragcbes € 12 + 15+ 4 =31

Vamos supor que a casa Al agora é azul e ndo vermelha. Fazendo o
processo de forma analoga também chegamos a 31 configuracdes distintas,

apenas invertendo as cores.

Portanto temos 31+31=62 colora¢gbes diferentes de modo que cada

quadrado unitario do tabuleiro 4x4 tenha exatamente dois vértices vermelhos.



4.5.3 Comparacao entre as solucoes

A solucédo da banca busca marcar uma linha para fixar a solucdo do
problema enquanto o autor prefere buscar o preenchimento do tabuleiro de
forma, digamos, menos sofisticada. Para o leitor, a solugdo da banca tem uma
leitura mais dificil, uma vez que busca uma generalizacdo. Inclusive ao fim da
solucéo, a banca observa a forma geral do preenchimento de um tabuleiro nxn.
Como o exercicio ndo pedia isso, acreditamos que a solucdo do autor seja de

melhor entendimento, além de ter maior apelo visual.



4.60BM 2007 — Nivel 2 — 32 Fase

Técnicas utilizadas: Simetria em jogos / Redugéo a um caso menor

Quadradinhos iguais estdo arrumados formando um tabuleiro n x n.
Ludmilson e Ednalva jogam o0 seguinte estranho jogo. Cada jogada de
Ludmilson consiste em retirar 4 quadradinhos que formem um quadrado 2 x 2.
Cada jogada de Ednalva consiste em retirar apenas 1 quadradinho. Ludmilson
e Ednalva jogam alternadamente, sendo Ludmilson o primeiro a jogar. Quando
Ludmilson ndo puder fazer sua jogada, entdo Ednalva fica com todas as pecas
restantes do tabuleiro. Ganha o jogo aquele que possuir mais quadradinhos no
final. Diga se e possivel que Ednalva ganhe o jogo, ndo importando como
Ludmilson jogue, em cada um dos seguintes casos:

a) n =10.

b) Caso geral (n qualquer).

4.6.1 Solucao da Banca

BASEADA NA SOLUCAO DE JOAO MENDES VASCONCELOS
(FORTALEZA — CE) — Retirada da Revista EUREKA! n° 28 paginas 47, 48 e
49.

2
a) Se n é par, dividimos o tabuleiro em % guadrados 2 x 2. Em cada

jogada, Ludmilson retira um quadrado 2 x 2 desses em que dividimos o

2
tabuleiro. Nas primeiras {%J jogadas, Ednalva retirou quadrados pertencentes

2 2
a, No maximo, {%J desses quadrados 2 x 2. Assim, se k—1<%, no momento

de Ludmilson fazer a k-ésima jogada, foram tocados no maximo

n“| n° n°_n
k-1+ ) <§+§=Z desses quadrados 2 x 2, e portanto sobra algum




desses quadrados para Ludmilson retirar. Assim, Ludmilson consegue retirar

2 2 2
pelo menos {%W desses quadrados, que contém 4[%}2% quadrados 1 x 1,

ficando com pelo menos a metade dos quadradinhos do tabuleiro.

2 2
Se n =10, 4{%} =4El3:52>%, e Ludmilson de fato ganha o jogo.

Obs.: [ x] denota 0 menor inteiro que é maior ou igual a x

b) Para fazermos o caso geral, dividiremos em casos:

Primeiro caso: n é par:

Como vimos acima, Ludmilson consegue retirar pelo menos metade dos
quadradinhos do tabuleiro, e logo Ednalva ndo consegue ganhar o jogo. Na
verdade Ludmilson ganha se n for da forma 4k + 2 e o jogo empata se n for da
forma 4k.

Segundo caso: n é impar.

Nés faremos uma pintura como segue:

A cada duas linhas, uma ficara em branco e outra sera pintada em um

guadradinho sim e um néo.

Veja a figura para melhor compreensao:



B
s

Como n é impar, as linhas pintadas terdo um quadradinho pintado a
menos que 0s ndo pintados. Pelo mesmo motivo, o numero de linhas pintadas
sera uma unidade menor que o de néo pintadas. Isso garante que o numero de
casas pintadas seja minimo e nds possamos ter ao mesmo tempo todos os
quadrados 2 x 2 com uma casa pintada. Agora vamos contar 0 numero de

guadrados pintados:

Em cada linha pintada, nds temos nT_l guadrados pintados.

Como sao nT—l linhas pintadas, o total de quadradinhos pintados sera
(n-9°
4
A estratégia de Ednalva se resume a retirar, a cada jogada, um
quadradinho preto até que néo reste mais nenhum. Percebemos também que a
cada jogada de Ludmilson ele também retira um quadradinho preto
obrigatoriamente, ja que todos os quadrados 2 x 2 do tabuleiro estdo pintados

eém uma casa.

_1\2
Desse modo, apos {% jogadas

Y
W jogadas de Ludmilson, e {%J

_1\2 _1\2 _1\2
de Ednalva, séo retiradas {(n 81) }Vn 81) Jz(” 41) casas pintadas, ou seja,

todas as casas pintadas, e Ludmilson ndo consegue mais jogar. Como, ao final,

_n2 _1\? N2 2
Ludmilson tem 4%” 81) }54(01 81) +%]=%+2<% guadradinhos (pois

n>3 nesse caso), Ednalva vence sempre nesse caso.



4.6.2 Solucao do Autor

Vamos pensar inicialmente no objetivo do jogo: Ludmilson quer retirar o
maior numero possivel de pecas na partida enquanto Ednalva quer
impossibilitar Ludmilson de retirar pecas, uma vez que as pecas que sobrarem

ficam para ela.

Ludimilson retira a cada jogada dele um quadrado 2 x 2 enquanto

Ednalva retira uma Unica peca. Logo Ludmilson vai jogar de modo que o
tetraminG que ele retire ndo deixe pecas mortas e Ednalva vai jogar para

eliminar tetramindés.

Vamos marcar de L as jogadas de Ludmilson e de E as jogadas de

Ednalva. Inicialmente vejamos exemplos de jogadas ruins, que eles ndo devem

fazer.
E
L L
L L

Esta jogada de Ludmilson é ruim pois ele esta deixando duas pecas as
quais ele ndo vai poder retirar. A jogada de Ednalva também é ruim pois ela

nao impossibilita Ludmilson de retirar nenhuma peca.



Vamos olhar agora uma jogada aparentemente mais inteligente, onde

ambos realizaram o melhor movimento:

E
L L
L L

Ludmilson retira seu quadrado de modo que ndo deixa nenhuma peca
“morta” para Ednalva enquanto Ednalva impossibilita Ludmilson de retirar trés
pecas (marcadas em vermelho). Ou seja, conseguimos perceber neste
tabuleiro que a cada quadrado que Ludmilson tira, Ednalva consegue retirar
uma peca e “matar” trés, o que equivale a ambos retirarem a mesma

quantidade por jogada.

Como nosso tabuleiro € 10x10, isto significa que temos 25 quadrados

2 x 2 neste tabuleiro. Como é Ludmilson que comeca, ele consegue retirar pelo
menos 13 quadrados 2 x 2 , 0 que significa que ele retira 52 pecas. Logo

Ednalva nunca vai vencer Ludmilson neste tabuleiro.

b) Generalizando a situacédo, podemos ver que sempre que tivermos o
tabuleiro com n par Ednalva ndo vai vencer pois ambos sempre retiram a
mesma quantidade de pecas por jogada (Repetindo, por mais que Ednalva

retire apenas uma peca ela consegue matar 3, conforme visto no item a)).



Para n impar a situacdo é um pouco diferente, pois ndo conseguimos

fazer uma cobertura com quadrados 2 x 2 .

Quadrados 2x2 sO cobrem tabuleiros onde a ordem das linhas e

colunas é par. Quando um dos dois é impar sempre ira sobrar a quantidade de
casa equivalente a uma linha ou coluna vazia. Isso faz com que Ednalva ja
tenha uma vantagem de n quadradinhos Sobre Ludmilson. Como Ludmilson so
consegue retirar quatro pecas a mais que Ednalva, se n for impar maior que
quatro, Ednalva j& ganhou o jogo. Para n=3 o resultado € Obvio pois um
tabuleiro 3x3 sO possui um tetramindé quadrado. Assim sobram 5 pecas e
Ednalva vence. Portanto, Ednalva vence sempre que o tabuleiro for de ordem

impar.

4.6.3 Comparacao entre as solucoes

No item a) temos a famosa “pegadinha”. O aluno que ler este enunciado
fica tendenciado a provar que é possivel que Ednalva venca. NO6s aqui também
ficamos inclinados a acreditar nisso, o que fez com que nossa solucao
demorasse um pouco mais também. A solucdo da Eureka generaliza o item a)
para n par, enquanto nés nos prendemos a n=10 para generalizar apenas no
item b). Neste item, a solugdo da Eureka cria toda uma demonstracdo para
provar que Ednalva vence para n impar. Deixemos claro que o enunciado pede
para dizer se é possivel. Logo mostrar as possibilidades através de figuras e

deducdes é valido, como nés fizemos.



4.70BM 2010 — 22 Fase — Nivel 3

Técnica utilizada: Cobertura de tabuleiros

Considere um tabuleiro 2015 x 37, pintado como um tabuleiro de xadrez.
Cada linha e coluna tem um botdo que inverte a cor de cada casinha da linha
ou coluna correspondente, num total de 2015 + 37 = 2052 botdes. Quantas

coloracdes diferentes do tabuleiro podem ser obtidas?

4.7.1 Solucao da banca (retirada do site www.obm.org.br em

25/01/2016)

A resposta é 22951, Primeiro, note que o que determina a cor final da casinha é a paridade da
soma da quantidade de vezes que os botdes da sua linha ou da sua coluna sio apertados. Com
1550, concluimos que:

s apertar duas vezes o mesmo botio € 0 mesmo que nio apertar o botio,

* 3 ordem em que os botdes sdo apertados nio importa.

Com 1ss0, podemos escolher apertar ou ndo cada botio, dando duas escolhas para cada, em um
total de 22952 combinagdes dos botdes.

Sejam L e € os conjuntos dos botdes aperiados nas linhas e nas colunas, respectivamente.
Denote por L e C os conjuntos dos botdes mio apertados nas linhas e nas colunas,
respectivamente. Portanto:
® a5 casas nas interse¢des das linhas e colunas correspondentes a L e C mudam de estado
duas vezes, ou seja, se mantém 1guals,
& 35 casas nas intersecdes das linhas e colunas correspondentes a L e € mudam de estado
uma vez, ou seja, mudam de cor;
e as casas nas intersecoes das linhas e colunas correspondentes a L e € mudam de estado
uma vez, ou seja, mudam de cor;
s as casas nas intersecdes das linhas e colunas correspondentes a L e € nio mudam de
COr.

Em resumo: (L,L) e (Efj ndo mudam e (L,C) e (L, C) mudam.

Note que se fizermos outra combinagio de botdes, correspondentes a L e € (ou seja, apertamos
o0s botdes que ndo apertamos na outra combinacio e vice-versa), obtemos a mesma
configuracio. Reciprocamente, se temos uma configuracio, podemos identificar as casas que
niao mudaram, e com 1ss0, encontrar (L, C) ou (E,E} Mas esses pares sdo correspondentes entre
si, entdo cada tabuleiro & gerado por exatamente dois pares.

2052
— p2051

Entdo cada configuragio pode ser obtida de duas maneiras e logo ha
configuragoes.




4.7.2 Solucao do autor

Inicialmente vamos pensar na situacdo. Cada linha e cada coluna tem
duas configuracdes distintas apenas, considerando que nenhum botéo foi
apertado. Logo, apertar o botdo duas vezes é o mesmo que nao apertar. Entdo
podemos convencionar que cada botdo pode ser apertado uma vez ou néo

pode ser apertado.

Agora vamos considerar cada configuracdo uma sequencia de apertos

no botdao. Vamos observar um tabuleiro 3x4:

C1 C2 C3 C4

L1

L2

L3

Um exemplo de sequencia seria L1, C2, C4, L3

Outro exemplo seria L3, C1

Ou seja, podemos montar sequencias de um a sete elementos, que é a

totalidade dos botdes que temos.

Logo, considerando a totalidade das sequencias que existem e incluindo
a configuracao inicial, podemos afirmar que a quantidade de configuracdes

possiveis € a soma da sétima linha do Triangulo de Pascal, ou seja, 27

configuracoes.

Porém, vamos analisar as sequencias (L1, C2, C4, L3) e (L2, C1, C3).
Estas sequencias apresentam a mesma configuracdo, pois todas as casas que
trocam de cor na sequencia A também trocam de cor na sequencia B. Entdo
temos uma relacdo neste tabuleiro onde cada configuracdo pode ser

representada por duas sequencias distintas.




Por outro lado, dadas duas sequencias cuja intersec¢ao € nao vazia ou é
vazia, mas na unido das duas sequencias nao constam todos os botdes, nunca
teremos uma configuracdo igual, pois as casas que trocam e cor em uma
sequencia sdo diferentes das casas que trocam de cor na outra sequencia. S6
teremos uma igualdade de configuracdes quando todas as casas forem
apertadas na mesma paridade em ambas as sequencias, ou seja, se uma casa
troca de cor um numero impar de vezes em uma sequencia, na outra tem que
ser apertada um numero impar de vezes. Se iSso ndo acontecer com todas as
casas, as configuracdes serdo diferentes. E isso s6 vai acontecer quando uma

seguencia tem todos os elementos que nao tem na outra.

Logo, devemos pegar 0 nosso resultado e dividir por 2. Entdo a resposta

= 2°,

v |u|

seria

Podemos estender este pensamento para qualquer tabuleiro de qualquer

tamanho que a resposta sera 2"~1, onde n é o nimero de botdes. Logo o

tabuleiro do enunciado possui 2*°** configuracdes distintas.

4.7.3 Comparacao entre as solucoes

As soluges utilizam a mesma légica. A diferenca € que a banca ja faz o
processo no tabuleiro 2015x37 enquanto o autor utiliza o recurso de reduzir a
um caso menor, visando facilitar seu entendimento e ajudar a compreensao de

guem lé.



4.8IMO — 1999

Técnica utilizada: Cobertura de tabuleiros

Considere um tabuleiro quadrado n x n, onde n € um inteiro positivo par
fixo. O tabuleiro esta dividido em n? quadrados unitarios. Dizemos que dois
guadrados distintos do tabuleiro sdo adjacentes se eles tém um lado comum.
Marcam-se N quadrados unitarios do tabuleiro de tal forma que qualquer

guadrado (marcado ou ndo) € adjacente a pelo menos um quadrado marcado.

Determine o menor valor possivel para N.

4.8.1 Solucao da Banca

Adaptacéo da solugéo de Humberto Silva Naves (Goian  ia - GO):
(Revista Eureka n°6)

Vamos criar um algoritmo para preencher estes quadrados n x n .

Quando pintarmos um dos quadradinhos temos que pintar pelo menos

outro quadradinho adjacente.

F

o

Procedemos da seguinte maneira:

Pintamos os dois quadradinhos do canto superior esquerdo (1,1) e (1,2).

"Caminhamos” no sentido horario no bordo do quadrado, de modo que



pintamos 2 quadradinhos e pulamos outros 2. Isso é possivel pois 0 nUmero de
qguadradinhos no bordo é multiplo de quatro. Agora formamos outro quadrado
menor de canto superior (3,3) e continuamos 0 mesmo procedimento para este
quadrado,que também possui lado de medida par e assim sucessivamente.

O namero de quadrados pintados vai ser:

Nnxn)=2n—2+N((n—4)x (n—4))

Este algoritmo determina o menor N, pois cada quadradinho s possui

um, e somente um "vizinho" pintado.

2
~ . ~ . . n n
Essa construgdo mostra por indugdo que é possivel marcar 3

quadrados e obter uma solucéo.

Para provar que esse numero de quadrados marcados € o menor
possivel associamos a cada quadrado coordenadas (X, y)coml<x<nel<y
< n. Se considerarmos os quadrados {(x, ¥) | (x e y sdo imparese x +y =2
(mod 4)) ou (x € impar, y é par e x +y =n + 1 (mod 4))} verificamos que

nenhuma peca € adjacente a mais de um dos quadrados deste conjunto. Como
2
. n n . ;. .
este conjunto tem " +E elementos, necessitamos no minimo esta quantidade

de pecas.

4.8.2 Solucao do Autor

A primeira parte da solucao iremos manter aqui da mesma forma.

A prova da segunda parte, ou seja, provar que nao é possivel utilizar

menos quadrados marcados, faremos de modo diferente.

Inicialmente vamos convencionar que quadrados marcados sao

vermelhos e quadrados ndo marcados sao brancos.



Vimos que é possivel completar o problema proposto com todos os
guadrados brancos tocando apenas um lado de um unico quadrado vermelho.
Logo, mesmo se tirarmos um quadrado vermelho, a solucdo Gtima tera todos
os quadrados brancos tocando apenas um quadrado vermelho.

Além disso, sabemos que o0s quadrados vermelhos sempre
formardo dominds, pois eles também tem que ter pelo menos uma fronteira

comum.

Com estas informacdes, podemos afirmar que todo tabuleiro n x n

pode ser marcado com trés tipos de poliminés:

Pentamind Hexamind Octamind

(aparecem quando |(aparecem quando (aparecem quando colocamos um
colocamos um colocamos um dominé na  Jdomind no tabuleiro sem encostar na
domind no canto do |borda do tabuleiro) borda)

tabuleiro)

Nenhum outro poliminé pode aparecer, pois consideramos que
em cada domind vermelho que colocamos no tabuleiro, todas as casas brancas

que fazem fronteira com o dominé pertencem ao nosso polimind.

Segundo a primeira parte da prova, sabemos que é possivel preencher o
tabuleiro em n%/4 + n/2. Se x for o nUmero de pentaminds, y 0 niamero de
hexaminds e z o nimero de octaminds, logo sdo verdadeiras as equagdes?

e X+y+2z=n?%8+ n/4 (quantidade de dominds vermelhos)

e 5Xx+06y+8z=n?




* 3x+4y+ 6z=3n?%4 - n/2 (quantidade de pecas brancas)

Queremos provar que se deixarmos de pintar K quadradinhos
vermelhos ndo conseguimos resolver o problema. Isso € o mesmo que afirmar
que o sistema de equacdes abaixo sO é possivel se K=0. Vamos considerar k
par pois ja conseguimos deduzir que um quadrado vermelho sempre esta

colado com outro, formando assim um domin6.

e X+y+z=n2%8+n/4-K ()
e 5X+6y+8z=n2 (D)}
e 3X+4y+6z2=3n34-n/2+K (1)

Onde n é um numero par fixo.

Substituindo a equacéao Il em Il temos:

y=n-2k—-3x/2

Substituindo y em Il teremos:

Z=n2/8 —3n/4 + x/2 + 3K/2

Vamos agora substituiry e zem I:

X+ n—2K —=3x/2 + n2/8 -3n/4 + x/2 + 3K/2 =n?/8 + n/l4 — K

Simplificando teremos

-2K +3K/2 + K =0

K=0

O gue completa a prova.



4.8.3 Comparacao entre as solucoes

Inicialmente, vamos observar na solucédo da revista Eureka um

erro no tabuleiro 6x6, onde a marcacdo foi feita errada. O tabuleiro

correto é

Este erro nado influi no desenvolvimento da solucao, logo podemos
deduzir que € apenas um erro grafico, sem relevancia no

desenvolvimento.

Vale destacar neste tabuleiro que existe uma simetria em relagéo
ao eixo vertical do tabuleiro, que € a linha que separa a terceira e a
quarta coluna. Ja no tabuleiro 8x8 a simetria acontece com relacédo ao
eixo horizontal. Estendendo o raciocinio para tabuleiros maiores,
veremos que a simetria existe em todos os tabuleiros. Quando n é
multiplo de 4, a simetria € em relagdo ao eixo horizontal. Quando néo é
multiplo de 4 a simetria acontece com relacdo ao eixo vertical.

Lembrando que n é sempre um numero par.

A simetria, apesar de nao ter sido nossa opcéo, poderia ser um

caminho para resolver o problema.

Quanto a segunda parte do exercicio, que foi feita diferente da
solucédo que tinhamos da Revista Eureka, escolhemos um caminho que
pode ser mais longo mas exige menos conhecimento matematico. Para

um aluno do ensino médio, a aritmética modular ndo € algo que ele



conhece, ou seja, iria ler a solugcdo e ndao compreender. Logicamente
alguns poderiam argumentar que a 32 fase da OBM ¢ feita apenas para
alunos especiais, preparados. Mas um aluno que quer se preparar por
meios proprios pode nao ter esse conhecimento e ndo compreender a
solucéo. Por isso optamos por utilizar um sistema linear onde o aluno
poderia chegar a prova apenas desenvolvendo o sistema pelo método
da substituicdo. Utilizar os poliminds na solugdo foi uma alternativa para,
além de auxiliar na construcdo do sistema, concretizar a solucdo do
problema para o leitor visualizar a construcdo do pedido no enunciado

atraves de pecas.



4.90BM 1999 - 32 Fase

Técnica utilizada: Marcacéao de casas

Temos um tabuleiro quadrado 10 x 10.

Desejamos colocar n pecas em casas do tabuleiro de tal forma que nao
existam 4 pecas formando em retangulo de lados paralelos aos lados do
tabuleiro.

Determine o maior valor de n para o qual é possivel fazer esta

construcao.

4.9.1 Solucao da Banca

O problema é equivalente a encontrar subconjuntos Aj, Az, ..., Aip do
conjunto {1, 2, 3, ..., 10} cuja soma do numero de elementos seja a maior
possivel tais que a intersecao de dois quaisquer deles tenha no maximo um
elemento (A; € o conjunto das posi¢cdes das pecas na i-ésima linha do
ki (ki —1)

2

tabuleiro). Se A; tem k; elementos entdo ha Ckzi = ———=subconjuntos de 2

elementos ndo pode pertencer a dois dos conjuntos A, e ha no total

CZ =45 subconjuntos de 2 elementos de

10 —
{1, 2,...,10}. Assim, devemos ter > Ms
i=1
Por outro lado, se existem i, j com k > k + 1, temos
K, k;
Cot Ck_1 K(KH) (& -2 K+, ( +K +1-k; <q§+C§j.Assim para

2 2
N O ki(k -1 » : :
minimizar z ————= mantendo z k, fixo devemos ter ‘ki —kj‘ <1para todo i,
i=1 i=1
j. Se observamos que 5C; +5CZ7 =5[6+50B =45, concluimos que se

L,k (k ~1) L |

>~~~ <45entdo ) k <5[#+5[3=35 valendo a igualdade se e
i=1 i=1

s6 se 5 dos k; séo iguais a 4 e os outros 5 iguais a 3. Para que a construcao

seja possivel nesse caso precisamos de que cada par de elementos apareca




em exatamente um dos conjuntos A; . Nesse caso, cada elemento de {1, 2, 3...,
10} deve aparecer em 3 conjuntos com 4 elementos ou em um conjunto com 4
elementos e 3 conjuntos com 3 elementos (pois cada um dos outros 9
elementos aparece exatamente uma vez junto com ele). Como haveria 5
conjuntos com 4 elementos, o numero médio de conjuntos com 4 elementos
aos quais cada elemento pertence é 2, donde ha elementos que pertencem a 3
conjuntos com 4 elementos (pois um elemento ndo pode pertencer a
exatamente 2 conjuntos com 4 elementos). Assim, podemos supor sem perda
de generalidade que A; ={1, 2, 3,4}, A, ={1,5,6, 7} e A3 ={1, 8,9, 10}, mais
entdo qualquer outro conjunto de 4 elementos deve estar contido em {2, 3, ...,
10}, e portanto deve intersectar um dos conjunto Az, Ay, Az, A4, em pelo menos

10
2 elementos. Portanto, ndo é possivel que Zki seja igual a 35. Por outro lado
i=1

10
é possivel construir exemplos com Zki =34, como abaixo:
i=1
A1={1,2,3,4}, A,={1,5,6,7}, As={2,5, 8, 9}, A, ={3, 6, 8, 10},
As={1,9,10}, As={2,7,10}, A7 =1{3, 7,9}, As = {4, 5, 10}, Ag ={ 4, 6,
9} eAp= {4, 7, 8}




4.9.2 Solucao do Autor

Inicialmente vamos marcar este tabuleiro com coordenadas, como se
fosse um tabuleiro de batalha naval, utilizando as letras, ao invés de A, B, C,
utilizaremos Al, A2, A3:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

10

Al

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

A9

Al10

Formar um retangulo neste tabuleiro € o mesmo que dizer que

marcamos duas linhas em duas colunas iguais.

Exemplo: Marcamos as linhas Al e A4 nas colunas 7 e 9. Est4 formado

assim um retangulo.

N&o queremos que isto aconteca. Portanto, s6 podemos ter duas ou

mais colunas marcadas em uma Unica linha.

Para resolver essa questdo vamos pensar em cada linha como um

conjunto 4; e os nimeros das colunas representam elementos. Entdo, nenhum
conjunto k = {a, b}, com a e b distintos e 1L < g,k < 10, g,k € N, pode estar

contido em mais de um 4..




Como séo dez elementos, existem €, = 45 conjuntos K distintos que

satisfazem o proposto.

Devemos buscar conjuntos 4, de modo que cada conjunto K esteja
contido em exatamente um dos 4., de modo a maximizar o nimero total de
elementos.

Para achar a melhor forma de distribuir estes conjuntos K, devemos

resolver a equacéao abaixo:

10
Uy +Z:C}-2 "u; = 45
=1

Onde u; € a quantidade de conjuntos A4,que possuem j elementos, ou

seja, contém Cf conjuntos K.
Vale ressaltar que sabemos que X2, u; = 10.

A Unica solugéo inteira dessa equagéo € u, = 5, ug = 5 € 0s demais

Isto significa que temos 5 conjuntos 4, com 4 elementos e 5 conjuntos

A, com 3 elementos. Vamos entéo construir estes conjuntos.

Vamos levar em consideragdo que vamos sempre conseguir encaixar o
maior numero de elementos se a interseccdo entre dois conjuntos for néo

vazia. Logo, pela nossa analise feita aqui, a intersec¢do s6 pode ser unitaria.

Tomemos, sem perda de generalidade, que 4,={1, 2, 3, 4}



Com o objetivo de maximizar o tamanho dos 4., escreveremos 4,com
apenas um elemento na intersecgdo com A4,. Podemos entéo ter, por exemplo,

A4,={1,5,6,7}.

Escreveremos 4, com apenas um elemento na intersec¢édo com 4, e um
outro elemento na intersec¢cdo com 4,. Qualquer conjunto que satisfaca essa

condigdo serve para nossa hipotese. Tomemos entéo 4, ={2, 5, 8, 9}.

Repetindo o processo para 4,, tomemos 4, = {3, 6, 8, 10}

Quando formos fazer em 4. 0 mesmo processo ficamos impossibilitados

pois teremos que ter 4 elementos distintos onde cada um pertence a um

4; diferente.

Vejamos:

* de A4,tomamos 0 4. Logo ndo nos serve o 1, 2, 3.

» de A,tomamos o 5. Logo ndo nos serve 0 1, 6, 7.

* de A; tomamos o 8. Logo né&o nos serve 0 2,5¢e 9.

* 0 Unico que em tese nos serve de 4, € 0 10, mas nédo pode
aparecer no mesmo conjunto que 8 por 4, ja conter

K = {8, 10}.

Logo € impossivel construir A.com 4 elementos.

Vamos tentar entdo resolver a equacao para 44, 43, 42, 41, até

conseguir um resultado valido.



Deixaremos para o leitor verificar que as equacdes abaixo ndo possuem

solugdes inteiras positivas.

10
uy -I-ZC}? ;= 44
=2

10
Uy +ZC}2 "u; = 43
=1

Faremos entdo

10
Uy +ZC}-‘ ;= 42
=1

Achamos nesta equagdo as solucdes inteiras positivas u, = 4, u; =6 €

os demais u; = 0.

Isto significa que podemos montar 4 conjuntos 4. com 4 elementos e 6

conjuntos 4, com 3 elementos.

Isto é possivel, conforme exemplo abaixo:

Al={1,2, 3, 4}
A2={1,5,6,7}
A3={2,5,8,9)
A4 = {4, 6, 9}

A5 = {3, 6, 8, 10}
A6 = {4, 5, 10}
A7 ={4,7, 8}

A8 = {2, 7, 10}
A9 = {3, 7, 9}

A10 ={1, 9, 10]



Podemos perceber que Z1I, #4. = 34.

Logo podemos marcar 34 casas. Vejamos no tabuleiro:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Al O O O O
A2 O O O O
A3 O O O O
A4 O O O
A5 O O O O
A6 O O O
A7 O O O
A8 O O O
A9 O O O
Al10 O O O

4.9.3 Comparacao entre as solucoes

As duas solu¢gBes usam o mesmo principio de conjuntos. A solugéo da
banca parte do nimero de elementos do mesmo conjunto enquanto nossa
solugdo utiliza os subconjuntos de dois elementos que devem estar em

conjuntos 4, distintos. A principal diferenca € que a banca utiliza as

combina¢des de modo bem formal e complexo, enquanto autor busca utilizar
uma linguagem mais simples, mesmo que nao seja simples achar as solugdes

inteiras de uma equacao com dez incognitas.




5. CONCLUSAO

Nosso objetivo neste trabalho era discorrer sobre as técnicas que
podemos utilizar para resolver exercicios sobre tabuleiros em olimpiadas de
matematica. Inicialmente resolvemos quinze exercicios para ilustrar as técnicas
gue sugerimos.

No capitulo 4 fizemos comparacdes entre exercicios com resolugdes que
utilizam nossas técnicas e outras solucdes, seja de alunos olimpicos que
estavam na revista Eureka ou de resolu¢cdes da Banca.

Podemos concluir que muitas vezes a solucao da banca, apesar de ser
mais completa e generalizada, cria dificuldade para o entendimento de um
leitor que ndo esta acostumado com a simbologia matematica. Também
existem algumas solu¢cdes da banca que envolvem conteddos que ndo séo
ministrados no ensino médio, o que atrapalha um estudante comum de se
preparar por conta propria para uma olimpiada. As nossas resolugdes, apesar
de algumas vezes serem mais longas que as da banca, visaram trabalhar as
técnicas propostas neste trabalho e utilizar somente conteddos os quais um
aluno compreenderia ao ler a resolucéo.

Acredito que as bancas das olimpiadas devem sim ter solugbes
generalizadas inclusive para poder manter uma boa pauta de correcéo, porém
deve divulgar solu¢cdes mais acessiveis, para entendimento mais simples dos
alunos.

Por fim, chegamos a conclusdo que na maioria das vezes as técnicas
propostas aqui neste trabalham ajudam o aluno a estruturar seu raciocinio
neste tipo de exercicio além de facilitar o entendimento de quem Ié a solucdo

de um exercicio deste tipo.
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