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RESUMO

Neste trabalho mostramos nogoes vistas no Calculo I aplicadas em diversas areas do
conhecimento tais como: fun¢oes marginais e indice de Gini na Administragdao e Economia;
valor futuro e presente no fluxo de renda na Matematica Financeira; modelagem do prob-
lema de biologia populacional na Biologia; decaimento radioativo na Quimica e derivadas
temporais e trabalho de uma for¢a na Fisica; analisamos o significado de taxa de variacao,
ponto de maximo e minimo em diversos exemplos de aplica¢ao; comentamos a necessidade
que tais nogoes sejam abordadas a partir da educacgao bésica e apresentamos um estudo mais
dindmico com a utilizacao do software Geogebra.

Palavras-chave: Calculo I. Funcao. Educacao Béasica. Geogebra.



ABSTRACT

We show views notions in Calculus I applied in various areas of knowledge such as marginal
functions and Gini index in Business and Economics; future value and present the income
stream in Financial Mathematics; modeling of population biology problem in biology; ra-
dioactive decay in chemistry and time derivatives and work of a force in physics; We are
analyzing the meaning of rate of change, maximum point and the minimum in many ap-
plication examples; commented the need that such notions are addressed from the basic
education and present a more dynamic study using the Geogebra software.

keywords: Calculus I. Function. High School. Geogebra.
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INTRODUCAO

Segundo as normas [6] do Programa de Mestrado Profissional em Mateméatica (PROF-
MAT), os TCC (dissertagdes) devem versar sobre temas especificos pertinentes ao curriculo
de Matemaética do Ensino Bésico que tenham impacto na pratica didatica em sala de aula.
Uma proposta desse trabalho é intervir no curriculo da educacao basica com possiveis con-
sequéncias em sala, a partir do estudo das nogoes do Calculo I nesta modalidade de ensino.
Sabemos que existem instituigdes de nivel superior como o Centro de Instru¢ao Almirante
Braz de Aguiar (CIABA), por exemplo, que contemplam nos conteidos programéticos [7| de

seus processos seletivos as nogoes do Calculo I, justificando seu ensino.

Nesse sentido, mostramos algumas aplicagoes das nogdes do Calculo I (Limite, Derivada
e Integral) em diversas areas do conhecimento, dando um enfoque mais dinadmico através da
utilizacao do software Geogebra. Enfatizamos a necessidade da abordagem dessas nogoes a
partir do ensino bésico, principalmente no ensino médio, pois se configura como uma signi-
ficativa ferramenta no estudo de func¢oes com a qual é possivel ampliar o nivel de abrangéncia,
favorecendo a aprendizagem dos contetudos e, consequentemente, capacitando os alunos na
perspectiva de ingressarem em instituicoes que exijam tais nocoes e, também, para uma

futura aplicabilidade em varios campos profissionais, outra proposta desse trabalho.

Atualmente o governo, seguindo determinagao do PNE, esta discutindo propostas da
Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para definir os objetivos da aprendizagem na
educacao publica. O documento vai reformular e determinar o curriculo minimo para todos
os alunos das escolas de educagao basica do Brasil. Segundo o documento preliminar, o
curriculo tera 60% de conteidos comuns para a Educacao Bésica do ensino publico e do pri-

vado. Os 40% restantes serao determinados regionalmente, considerando as escolhas de cada
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INTRODUCAO 12

sistema educacional. A proposta final devera ser entregue até abril deste ano ao Conselho

Nacional de Educacao. (http://gl.globo.com/educacao/noticia/2015/09/)

O Conselho Diretor da Sociedade Brasileira de Matemaética (SBM) relangou, em novem-
bro de 2014, estudos com vista a elaboracao de uma proposta curricular para os diferentes
segmentos da Matematica. No caso do Ensino Médio, o estagio atual das suas conclusoes ja
foi endossado pelo Conselho Diretor e é apresentado como uma contribui¢ao da SBM ao de-
bate do tema na comunidade e & construcao da Base Nacional Comum que estéa sendo levada
a cabo pelo Governo Federal. Nessa proposta consta, na se¢ao Temas Complementares, o es-
tudo de Taxa de variagao Média e Instantanea com as seguintes habilidades: calcular a taxa
de variagao média, calcular a taxa de variacao instantanea, determinar o coeficiente angular
da reta tangente a uma curva num determinado ponto e resolver problemas que envolvam
taxas de variacao média e instantanea. (http://www.sbm.org.br/destaque/contribuicao-da-

sbm-para-a-discussao-sobre-curriculo-de-matematica)

Observamos que, em nossa opniao, as escolas vem reduzindo o ensino médio a dois anos
e transformando o terceiro ano em um cursinho preparatorio para o Enem que, apesar de
ser um mecanismo de democratizagao do acesso as politicas publicas de educagao, é um dos
grandes responsaveis pelo curriculo dessa etapa uma vez que “ditam” o modelo de Ensino

Médio.

Aliado a essa situagao ainda temos os seguintes dados alarmantes: No Brasil, pouco
mais da metade dos jovens terminam o ensino médio aos 19 anos de idade: 54,3%. O in-
dicador foi calculado com base na Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios (Pnad)
de 2013, realizada pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE). De acordo
com as projecoes da Meta 4 do Todos pela Educacao, em 2013, esses percentuais deve-
riam ser de 84%. A taxa de distor¢ao idade-série mostra a propor¢ao de alunos com atraso
escolar de dois anos ou mais em relagdo a série que deveriam estar cursando. Os dados
mostram que, de forma geral, a porcentagem esta regredindo desde 2007: caiu de 42,5%
para 29,5% em 2013. De acordo com o Censo Escolar 2011, a taxa de abandono nessa

etapa do ensino ¢ de 9,2%, sendo que no 1° ano o indice de desisténcia é ainda maior,
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INTRODUCAO 13

11,6%. O Ideb do ensino médio vem se mantendo estagnado em 3,7 nos ultimos anos.

(http:/ /revistaeducacao.uol.com.br/textos/214 /artigo338126-1.asp)

Na avaliagdo da Organizagao para a Cooperagao e Desenvolvimento Econémico (OCDE),
divulgada em fevereiro de 2016, a maior parte dos 64 paises desenvolvidos ou emergentes en-
volvidos na pesquisa fez pouco progresso para diminuir a quantidade de estudantes que nao
aprendem o minimo necessario na escola. O Brasil ¢ um dos poucos que tiveram melhora, com
queda de 18% no numero de alunos nessa situacao em Matematica, nos tltimos dez anos. A
nota no Programa de Avalia¢ao Internacional (Pisa) também cresceu nesse periodo e chegou
a quase 400 pontos. Mas continua bem abaixo da média geral, de quase 500 pontos. No
ranking, o pais esta entre os seis piores. (http://www.ormnews.com.br/noticia/estudantes-

brasileiros-melhoraram-em-matematica-diz-estudo)

Diante do exposto, fica evidente a necessidade de uma reforma curricular que, além de
capacitar efetivamente o aluno em determinados contetdos, sejam “atraentes” na perspectiva

de corrigir as distor¢oes supra mencionadas.

Nesse trabalho apresentaremos, no capitulo 1, fundamentacao teérica para o ensino das
noc¢oes do Calculo na Educagao Basica. No capitulo 2 um breve histérico sobre o Célculo: sua
contextualizacao historica e seu ensino nas escolas brasileiras a partir de 1930. No capitulo 3,
faremos uma abordagem tedrica sobre as nogoes de limite, derivada e integral. No capitulo
4 apresentaremos alguns exemplos de aplicagoes das nogoes de Calculo I em diferentes areas

do conhecimento.

R. SENA PROFMAT - UFPA



Capitulo 1

O CALCULO NA EDUCACAO
BASICA

1.1 Fundamentacao Teérica

Segundo a proposta dos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) [14], o curriculo do
Ensino Médio deve ser estruturado de forma a assegurar ao aluno a possibilidade de ampliar
e aprofundar os conhecimentos matemaéticos adquiridos no Ensino Fundamental de forma
integrada com outras areas do conhecimento e orientada pela perspectiva historico-cultural
na qual estao ligados os temas em estudo. Isto é proposto visando a preparagao do aluno
para o trabalho, exercicio da cidadania e também a continuacao de seus estudos em niveis

superiores.

E comum ouvir reclamacoes dos estudantes de todos os niveis sobre a Matematica, em
especial sobre o quao distante da realidade ela é ou parece ser e, ultimamente, o mau desem-
penho dos alunos tem desencadeado um ntumero elevado de discussoes na busca de caminhos
para uma melhora. Neste universo, em nivel superior, enquadra-se o Calculo Diferencial
e Integral, disciplina introdutoéria de vérios cursos, considerada béasica porque visa ofertar
s6lida formacgao em relagao a contetidos gerais que, por sua vez, sustentarao aprendizagens

posteriores em disciplinas especificas.

A respeito da abrangéncia e importancia do estudo de Calculo, Lopes [11] faz uma re-

flexao afirmando que:

14



CAPITULO 1. O CALCULO NA EDUCACAO BASICA 15

O Calculo Diferencial e Integral permite, nas mais variadas
areas do conhecimento, como Engenharia, Quimica, Fisica,
Biologia, Economia, Computacao, Ciéncias Sociais, Ciéncias
da Terra, etc, a anélise sisteméatica de modelos que permitem
prever, calcular, otimizar, medir, analisar o desempenho e per-
formance de experiéncias, estimar, proceder anélises estatisti-
cas e ainda desenvolver padroes de eficiéncia que beneficiam o
desenvolvimento social, econémico, humanistico dos diversos

paises do mundo. (LOPES, 1999, p.125)

Logo, o Calculo pode ser utilizado para que problemas das mais diversas areas de
conhecimento possam ser resolvidos, o que justifica seu ensino. Entretanto, o desempenho
dos académicos frente a essa disciplina tem se revelado insatisfatorio, gerando excessivo
namero de reprovagoes. Segundo Rezende [15], as dificuldades encontradas frente a disci-

plina de Célculo I nao representam a situacgao particular de uma instituicao:

O problema relativo ao ensino de Calculo se apresenta na
grande maioria das universidades brasileiras.  Engana-se
porém quem acredita que o problema é cultural e/ou especifico
do sistema educacional brasileiro. Em verdade, o problema vai
além de nossas fronteiras e se encontra presente também no
ambito educacional dos paises “desenvolvidos”. (REZENDE,
2004, p.22)

Varios fatores contribuem para o insucesso dos alunos neste componente curricular e um
deles é a caréncia de conhecimentos matematicos relativos aos niveis fundamental e médio,
considerados essenciais para a abordagem dos contetidos de Célculo Diferencial e Integral I,

conforme relata Barbosa [4]:

Certamente, a falta de elo, de um relacionamento maior entre
os niveis de ensino, principalmente entre o nivel secundario
e o universitario, tem trazido grandes dificuldades na relagao

ensino-aprendizagem dos alunos que fazem a disciplina de Cal-
culo Diferencial e Integral I. (BARBOSA, 1994, p.02)

O relato acima evidencia que a transicao para o ensino superior esta trazendo dificul-
dades para alunos e professores, pois muitos estudantes apresentam lacunas em termos de
conhecimentos pré-requisitos. Em muitos casos, essa falta de bagagem matematica, que de-
veria ter sido adquirida pelo aluno em seu percurso escolar, é reflexo de uma aprendizagem

mecanica bastante estimulada na escola, que serve para “passar’ nas avaliacoes, com pouca
M) b
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CAPITULO 1. O CALCULO NA EDUCACAO BASICA 16

retencao e nao requer compreensao.

Portanto, o estudo do Calculo na Educagao Bésica poderia contribuir para corrigir os

problemas mencionados e, segundo Geraldo Avila [3]:

O conceito de derivada pode ser ensinado, com grande van-
tagem, logo na primeira série do segundo grau, ao lado do
ensino de fungoes.

Para Avila o ensino do Céalculo é de grande importancia, pois além de ajudar no trata-
mento de intimeras propriedades das funcoes e de ter aplicagoes interessantes em problemas
de méximo e minimo, crescimento e decrescimento, dentre outras, integra-se com muitas
das ciéncias conhecidas, pois o Célculo pode tornar o estudo de alguns destes tépicos mais

simples e compreensiveis para os alunos do Ensino Médio.
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Capitulo 2

UM BREVE HISTORICO SOBRE O
CALCULO

2.1 Contextualizacao Historica

Acreditamos que professores “negligenciam” a histéria da ciéncia que ensinam por diversos
motivos, por exemplo, falta de tempo para comentar fatos historicos. Klein apud Tahan [16]
afirma que: “O professor que ensina a Matemética desligada de sua parte histoérica, comete

verdadeiro atentado contra a ciéncia e contra a cultura em geral”.

Os PCNs [14] de Matemaética também mencionam a importancia da historia da Matematica

ao afirmar que:

Em muitas situagoes, o recurso & Historia da Matematica
pode esclarecer ideias matematicas que estao sendo construi-
das pelo aluno, especialmente para dar respostas a alguns
“porqués” e, desse modo, contribuir para a constitui¢ao de um
olhar mais critico sobre os objetos de conhecimento.

Portanto, é recomendavel que o professor fale um pouco sobre a histéria do Calculo para os
alunos. Nesse sentido, segundo Maria José Aragao [1] o grande contributo do século XVII,
para a Matematica, foi a invencao do cdlculo infinitesimal, principalmente, por Newton na

Inglaterra e Leibniz na Alemanha, independentemente um do outro.

Isaac Newton (1642-1727), matemaético e fisico inglés, era essencialmente um fisico e
considerava a Matemaética como um instrumento. A nocao de infinito ja era conhecida desde

ha muito, desde o tempo de Eudéxo de Cnidos e Arquimedes. Fermat e Descartes retomaram

17



CAPITULO 2. UM BREVE HISTORICO SOBRE O CALCULO 18

a nocao. Newton, com apenas vinte e um anos, ja assimilara bastante os conhecimentos
essenciais da Matemética e, trabalhando incansavelmente, apos trés anos, criou o Célculo
Infinitesimal. Newton precisava medir a velocidade de um ponto moével em cada porgao
do percurso e em qualquer instante, ou seja, precisava conhecer em cada instante quanto
aumentava ou diminuia a velocidade. Seguiu o conceito de acréscimo, ou de decréscimo, de
uma grandeza em relacao a outra e a dependéncia das variagoes de uma grandeza em fungao
de outra. Entao, da necessidade de conhechecer o que foi “acrescentado”, ou “subtraido”
surge o conceito de derivada ou diferencial e a razao de infinitésimos, tornando-se entao a
razao do qué chamou de fluxoes. Atualmente a estes calculos chamam-se Cdlculo Diferencial.
Porém Newton foi mais longe. Admitindo uma certa entidade como funcao de outra, e que a
derivada dessa funcgao ¢é igual a segunda grandeza, Newton quis saber se poderia haver uma
fungao Y(x) cuja derivada seria igual & fungao de x. Se for possivel obter esse valor, entao

obter-se-a a antiderivada da funcao de x, ou seja, a sua primitiva ou o seu integral.

A associacao do Calculo Integral com o Calculo Diferencial deu origem ao Calculo

Infinitesimal. Newton descobriu-o através de meios especificamlente fisicos.

Newton publicou as suas teorias no seu trabalho Philosophiae Naturalis Principiae Math-
ematica em 1687, ostentando a autorizacao de impressao de Samuel Peys, presidente da Royal
Society. Este livro, que imortalizou o trabalho de Newton, exerceu influéncia no pensamento,
e é considerado ter paralelo apenas noutro trabalho, a Origin of Species de Charles Darwin,
em 1859. O Principiae é constituido por trés partes, o livro 1 é um tratado de mecanica
com uma série de defini¢oes, axiomas e leis de movimento; O livro 2 trata do movimento
num meio resistente, discute casos nos quais a resisténcia varia, o movimento pendular num
meio resistente e a resisténcia de projéteis e como ¢é a propagagao do movimento ondulatério
através de um fluido; O livro 3 intitulado Os Sistemas do Mundo abre com as “Regras para
filosofar”. A maior parte do livro constitui uma visao para a compreensao da teoria plan-
etaria, lua, cometas e apresenta uma teoria sobre as marés e conclui com “scholium” que

expressa a visao de Newton sobre a ciéncia e a religiao.

A invengao do Célculo Infinitesimal levou a uma contenda grave entre Newton e Leibniz.
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Ambos desenvolveram este ramo da Matematica, que é a base da maior parte da Fisica
moderna, de modo completamente independente. Sabe-se agora, que Newton descobriu o
Calculo algum tempo antes de Leibniz, mas publicou o trabalho muito mais tarde. Leibniz
cometeu o erro de apelar para Royal Society para decidir a contenda. Newton, como presi-
dente, nomeou uma comissao independente, constituida apenas por amigos seus, “por coin-
cidéncia”. Foi Newton quem redigiu o relatorio da comissao e conseguiu que a Royal Society

o publicasse, acusando Leibniz de plagio.

Da historia desta controversa contenda, resultou que Newton conseguiu para si vantagem.
Leibniz foi um inventor independente. A notacao usada por Leibniz com “d” para Calculo
Diferencial, ou dx, foi superior & notacao de Newton com o uso de pontos como simbolos.
Por tltimo, a devocao excessiva pelo método matematico de Newton nao contribuiu para o
desenvolvimento da Mateméatica na Gra-Bretanha durante o século XVIII, até os simbolos

por pontos terem sido excluidos das universidades.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), filosofo, jurista, matematico e historiador alemao,
era filho de um jurista, professor da Universidade de Leipzig. Perdeu o pai com seis anos
de idade e entrou para a universidade aos quinze anos para frequentar o curso de Direito.
Dois anos depois, foi frequentar a Universidade de Lena, apds o conhecimento que teve das
obras de Kepler, Galileu e Descartes. Em 1666 apresentou-se para o exame do curso de
Direito, com vinte anos, mas nao conseguiu aprovagao em Leipzig. E nao teria sido por
falta de conhecimentos, mas por inveja e aversao dos seus professores de Direito, por ser
tao jovem. Inscreveu-se entao na Universidade de Nuremberga onde obteve aprovagao por
unanimidade e foi-lhe oferecida a catedra de Direito, mas Leibniz nao aceitou. Seguiu a
carreira diplomética que lhe proporcionou contato com os expoentes maximos da cultura
europeia. Em Londres, frequentou a Royal Society e apresentou a sua maquina de calcular.
Foi eleito membro estrangeiro da sociedade. Encorajado por Huygens, prosseguiu os seus
estudos de Matematica. Inventou o Calculo Infinitesimal, tal como Newton, mas por pro-
cesso estritamente racional. Na sua publicacao De arte combinatoria, idealizou um método
simbolico na logica, com regras formais, que se comecou a usar a partir de 1693. Na verdade,

Leibniz atribuiu todas as suas descobertas matematicas ao melhoramento que introduziu na
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notagdo. A notagao dx para um aumento infinitesimal de x e o simbolo [ para o integral
de hoje sao ainda invengoes de Leibniz. O calculo foi desenvolvido por Newton e os dois
matemaéticos acusaram-se mutuamente de plagio, j& que nenhum deles publicou o seu tra-
balho durante um periodo consideravel. Enquanto Newton aproximou o calculo da dindmica
de Galileu, Leibniz aproximou-o da Geometria algébrica de Descartes. Aplicou os seus méto-

dos a solugao de vérios problemas em Geometria e Mecénica.

Leibniz publicou suas descobertas com relutancia e deliberadamente com obscuridade,
em 1684. Passou os ultimos anos da sua vida na biblioteca de Handver entregue & investi-

gagao no dominio da historia e a escrever obras e reflexoes de interesse filosofico.

Os métodos de Newton e Leibniz sao distintos. No entanto, as justificativas de Newton
nao parecem ser, matematicamente falando, tao diferentes das de Leibniz. A diferenca prin-
cipal entre eles estava no modo de expor suas teorias. Os resultados sao apresentados na
linguagem da geometria sintética. Preocupado desde o principio em fundar um Célculo
universal, os métodos de Leibniz sao apresentados como métodos e algoritmos, o que, jun-
tamente com a praticidade da notagao, fez com que tivessem uma melhor recep¢ao do que o

de Newton.

Figura 2.1: Personagens Importantes para o Célculo

Arquimedes de Siracusa Johann K epler Brozerbyn Elanceecy Pierre de Fermat Isaac Barrow Isaac Newtan, Sir

Cavalieri
(287 -212 aC) (1571 - 1630) 1558 - 1647) (1601-1665) (1630 - 1677) (1642-1727)
! -~

Gotifried Wilhelm von . . s . . GeargFriedrich Bernhard)l
Leibriz Jacques Bemoulli Jchann Bernoulli Carl Fridrich Gauss Augustin Louis Cauchy Riemann

R (1634 - 1705) (1667 - 1748) (1777 - 18355) (1789-1857) e

Fonte: www.matematiques.com.br
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2.2 O Ensino do Calculo na Educacao Basica no Brasil

A Reforma Francisco Campos de 1931 dividiu o ensino secundario no Brasil em dois
ciclos: o fundamental (cinco anos de duragao) e o complementar (dois anos de duragao).
Na quinta série do fundamental ja constava o ensino das noc¢oes de derivada, conforme

Dassie [5]:

Quinta série - Aritmética, Algebra e Geometria: |...]
Derivada de um polinémio inteiro em x; Nocao de Limite;
Derivada de v/z; Derivada de sinz, cosz, tanz e cotx; In-
terpretagao geométrica da nocao de derivada; Aplicacao da
nocao de derivada ao estudo da variacao de algumas fungoes
simples; Processos elementares de desenvolvimento em série;
Convergéncia de uma série; Desenvolvimento em série do seno,
cosseno e tangente; Problema inverso da derivacao; Primitivas
imediatas; Aplicacao ao calculo de certas areas; Volumes do
Prisma, Cilindro, Cone e Piramide e dos respectivos troncos;
Volume da Esfera e suas partes; Estudo sucinto das segoes
conicas. (Bruno Alves Dassie, 2008, p. 248.)

Conforme consta no artigo 4° do Decreto Federal de 1931, relacionado ao curso comple-

mentar, o aluno estudaria por dois anos as seguintes matérias:

Art 4°: O Curso Complementar, obrigatério para os can-
didatos a matricula em determinados institutos de Ensino
Superior, sera feito em dois anos de estudo intensivo, com
exercicios e trabalhos praticos individuais, e compreendera
as seguintes matérias: Alemao ou Inglés, Latim, Literatura,
Geografia, Geofisica e Cosmografia, Historia da Civiliza-
¢ao, Matematica, Fisica, Quimica, Historia Natural, Biologia
Geral, Higiene, Psicologia e Logica, Sociologia, Nogoes de
Economia e Estatistica, Historia da Filosofia e Desenho.
(Brasil, 1931)

O curso complementar se subdividia em curso pré-médico, curso pré-politécnico e curso
pré-juridico. O ensino de Nogoes de Cadlculo, além de estar no curso no pré-politécnico,

estava presente no pré-médico como podemos observar no programa:
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[...] 19- Derivadas e Diferenciais das fungoes de uma variavel;
defini¢oes, notagoes e interpretacao geométrica. 20- Funcoes
de mais de uma varidvel. Derivadas e diferencas parciais.
Diferenca total. 21- Derivadas e diferenciais sucessivas.
22- Desenvolvimento em série de funcgoes de uma variavel.
Formula de Taylor. Resto da férmula de Taylor. Expressao
de Lagrange. Féormula de Mac-Laurin. Aplicagoes as funcoes
elementares. 23- Formas indeterminadas. Regra de L’Hopital.
24- Estudo das curvas definidas por equacao de duas variaveis
resolvidas em relacao a uma delas. Tangentes e normais.
Assintotas, Concavidade, Méaximo e Minimo. Pontos de
Inflexdao. Pontos Notaveis. (Otone e Silva, 2006, p. 58)

Os alunos que ingressassem no pré-politécnico, também estudariam os conceitos do Céal-

culo Diferencial, conforme Otone e Silva [13]:

[...] Limites. [...] Fungao continuas. [...|] Fungoes elementares.
Diferenga finita, derivada, diferencial. Calculo das derivadas
e das diferenciais. Aplicacao as func¢oes elementares. Teorema
de Rolle. [...] Regra de L’Hopital. Comparagao das fungoes
exponencial e logaritmica com polindémios. |[...| Méximos e
Mininos. Estudo da variagao de uma funcao. Representacao
cartesiana. (Otone e Silva, 2006, p. 60)

Em 1942, uma nova legislagao (decreto-lei n° 4.244), a Lei Orgdnica do Ensino Se-
cunddrio, conhecida como Reforma Capanema, modificou a organizacao curricular do se-
cundéario. Separando em dois ciclos, o Ginasial (quatro anos de duragao) e o Colegial (trés
anos de duragdo). O ensino secundario apresentava em seu programa curricular o estudo
de conceitos do Calculo no terceiro ano do curso Cientifico do Colegial e na terceira série
do curso Classico do Colegial. Entre eles, o ensino de derivadas e aplicagoes envolvendo

problemas de méximos e minimos.

Em 1951, a Portaria n® 966 do Ministério de Educagao e Satide incumbiu o colégio Pedro
IT da elaboracao das disciplinas de todo o curso secundario. Todas as escolas brasileiras de-
veriam seguir esse programa e, para a terceira série do curso colegial, o programa proposto

para o ensino de Matematica no secundério era o seguinte:
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Conceito de funcao; Representacao cartesiana; Reta e Cir-
culo; Nocao intuitiva de Limite e continuidade; Nocoes
sobre derivadas e primitivas; Interpretagoes e aplicagoes;
Introducao & teoria das equacgoes; Polinémios; divisibili-
dade por x + a; Problemas de composicao, transformacao
e pesquisa de raizes; equagoes de tipos especiais. (Brasil, 1951)

Mas, a partir de 1960, o ensino de Calculo foi sendo excluido das escolas brasileiras. Os

defensores da Matemética Moderna priorizavam outros topicos que melhor se prestavam as

necessidades que eles consideravam modernas e, por outro lado, nao haveria muito espago

no programa, ja que o rigor e o formalismo que se exigia da Teoria dos Conjuntos e varios

detalhamentos axiomaticos, tomavam muito tempo. Além disso, o ensino de Célculo exigia

um estudo detalhdo dos ntimeros reais, o que levava muito tempo, e por isso seria totalmente

inviavel. Também o vestibular da época nao cobrava mais, em seu edital, o estudo de Céalculo.
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Capitulo 3

UM POUCO SOBRE O CALCULO

O objetivo deste capitulo é apresentar as nocoes de Limite, Derivada e Integral, no
ambito da Educagao Basica, de uma forma bem intuitiva, fugindo de algumas formalidades
e rigor que o assunto requer quando estudado no ensino superior. Serd dada mais énfase as
propriedades e técnicas que serao utilizadas no capitulo 4, necessarias para o entendimento

das aplicacoes que exibiremos.

3.1 Nocao de Limite

O conhecimento das nocoes de limite é importante para o desenvolvimento do Calculo e

todas as técnicas mais significativas, incluindo diferenciagao e integracao.
e O que é limite?

Comecemos com uma fungao simples f(z) = 2z + 3. O valor namerico de f(z) quando
r =2éigual a f(2) =2-2+43 =7. Isso quer dizer que o ponto (2,7) pertence grafico de
f(z). Estudemos, agora, os valores da fun¢do f quando x assume valores proximos de 2,

porém diferentes de 2, conforme mostram os quadros 3.1 e 3.2.

Quadro 3.1: z aproximando-se de 2 pela esquerda

z [1.5]18]1.9|1.99 | 1.999
f(z)| 6 |6.6]6.8]6.98]|6.998

Fonte: Autoral

24



CAPITULO 3. UM POUCO SOBRE O CALCULO 25

Quadro 3.2: x aproximando-se de 2 pela direita

r | 251225211201 ] 2001

f(x) 8 75 | 7.2 7.02 7.002
Fonte: Autoral

Notamos que quanto mais o valor de z se aproxima de 2 mais a imagem f(x) se aproxima
de 7. Ainda que nao se soubesse que f(2) = 7 seria possivel descobrir um provavel resultado
utilizando um namero suficientemente préximo de 2, como 1,99999. E 6bvio que f tende ao

ponto (2,7), e é isso o que significa limite.

e Definigao: Limite é o ponto maximo ao qual uma fun¢ao tende com um dado valor
da variavel z, nao importando se ela o alcanca ou nao. Em linguagem matematica nosso

exemplo fica escrito da seguinte forma:

lim f(x) =7

T—2

e le-se: “O limite de f(x) quando = tende a 2 é igual a 7". Veja o grafico de f(z) (figura 3.1)
a seguir:

Figura 3.1: Gréafico da fungao f(z) = 2x + 3

Fonte: Autoral-Geogebra

Analisemos agora, um exemplo um pouco mais desenvolvido. Consideremos a fungao
2> -1 -6
r—3

dominio de uma fungao. No caso de g(x), claramente ha uma restrigao, pois o denominador

g(x) = No 1° ano do Ensino Médio os estudantes aprendem a determinar
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de uma fracao nunca pode ser zero. Construindo o gréafico no Geogebra, temos a figura 3.2:

2 —r—6

Figura 3.2: Grafico da Funcao: g(z) = 3
'Z‘ —

..

.
/2 M

Fonte: Autoral-Geogebra

Como fizemos no exemplo anterior, se tomarmos niimero incrivelmente proximo de x = 3,
por exemplo, x = 2,99999 teremos g(2,99999) = 4,99999. Assim, ainda que g(z) nao esteja
definida para x = 3 o lin% g(x) = 5. Esse ¢ um exemplo de limite existente porque a fungao

r—

tende a um valor apesar de nao alcanca-lo na verdade.

3.1.1 Limites Laterais

r+1, x<1

2 x>1 representada pelo grafico da figura 3.3.

Consideremos a funcao h(x) = {

Se tomarmos valores de x aproximando-se de 1 pela esquerda, ou seja, por valores menores

do que 1, entdo os valores de h(x) aproximam-se de 2. Assim, lim h(x) = 2 e é chamado
rz—1~

limite a esquerda.

Se tomarmos valores de x aproximando-se de 1 pela direita, ou seja, por valores maiores

do que 1, entdo os valores de h(x) aproximam-se de 1. Assim, lim h(x) = 1 e é chamado
z—1
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limite ¢ direita.

Figura 3.3: Gréafico da Funcao h(z)

Aproximando-se de
x = 1 pela esquerda - 7

Aproximando-se de
X =1 pela direita
Ve
'

N
wH

-1

Fonte: Autoral-Geogebra

¢ Quando Existe um Limite?

Com o que ja vimos até aqui é possivel determinar se o limite de uma funcao existe ou
nao. Para que exista limite de uma funcao f em um valor z, generalizando com z = a, devem

ocorrer trés condigoes:

1. O limite pela esquerda deve existir em x = a;
2. O limite pela direita deve existir em x = a;
3. Os limites pela esquerda e pela direita devem ser iguais.

A figura 3.3 acima mostra o grafico da fungdo h(z). Onde existe limite nesse grafico?
Analisando os valores de x em 1 e 2 observamos que em x = 2 existe limite, ao passo que
em x = 1 nao existe limite, pois, nesse ponto, apesar de existir limites pela esquerda e pela

direita eles sao diferentes, o que contraria a 3* condigao.

Visualmente, existe limite se o grafico ndo quebrar nesse ponto. Para o grafico de h(z)
em questao, ha uma quebra em x = 1, mas nao em x = 2, o que significa que nao existe

limite na quebra, mas pode existir num intervalo do grafico. Quando dizemos que um limite
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existe, isso significa que esse limite é igual a um ntimero finito. Alguns limites sdo iguais

ao infinito ou infinito negativo, mas nesses caso dizemos que os limites nao existem.

Assim, o limite de uma fungdo em um determinado valor de z é o valor a que a fungao
tende; mesmo que a fun¢ao nao esteja definida em um determinado ponto, ainda assim pode
haver limite nesse ponto; se houver quebra no grafico, entao nao ha limite no ponto da
quebra; o limite existe em um ponto z = ¢, quando os limites pela esquerda e pela direita

existem e sao iguais.

e Avaliando Limites Numericamente
Até o momento, aproximamos limites usando valores de z suficientemente proximos ao
nimero de que estavamos nos aproximando. Porém, com o passar do tempo, esse método

torna-se exaustivo. Vamos verificar os principais processos para avaliar limites.

A grande maioria dos limites pode ser avaliada por meio de trés técnicas: substituicao,
fatoragao e conjugacgao. Normalmente, apenas uma dessas técnicas vai funcionar em de-
terminado problema de limite, entao deve-se tentar um método de cada vez até achar aquele

que funcione.

3.1.2 Técnica da Sustituicao

Se as fun¢oes forem continuas muitos limites podem ser avaliados simplesmente utilizando-
se o valor de z do qual se aproxima na funcao. O termo especial para isso é método da
substituigdo (ou método da substituicao direta). Por exemplo, avaliando a fungao f(z) =
23 —22% 4 1, quando z tende a 1, basta utilizar o niimero do qual estamos nos aproximando

como variavel:

(1 —2(1)*+1=0

lim f(z) = lim (2* — 22% + 1)
z—1 z—1

A medida que nos aproximamos de x = 1 a partir da esquerda ou da direita, a funcao

tende a 0, o que garante a existéncia do limite. Entao, lirr% flz)=0
T—r
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3.1.3 Técnica da Fatoracao

2
—4
’ 5 Vamos calcular o limite de f(z), quando z tende

Consideremos a fungao f(x) =
a 2 aplicando o método da substituigao.
> —4 22—4 0

lim fo) =lim ——— =55 =3

O que é uma indeterminacao. Entao estamos diante de um problema que o método da
substitui¢ao nao consegue resolver. Nesse caso, o método da fatoragao torna-se eficaz. Note-
mos que o numerador dessa fracao é uma diferenca de quadrados perfeitos. Dessa forma,
podemos reescrever o limite assim:

% —4 (x4 2)(x —2)

=y T =M T Gy

Cancelando os fatores (x — 2), obtemos lir% flz) = lin% (x + 2). Agora sim podemos
z— T—
aplicar o método da subtituicao, pois a indeterminacao que aparecera ja nao existe. Dessa

forma:

lim f(z) = lim(z +2) = (2+2) =4

r—2

3.1.4 Técnica da Conjugacao

Caso a substitui¢ao e a fatoragdo nao tenham funcionado a conjugacao pode resolver o
problema, apesar de este método ser bastante restritivo em relacao aos ja comentados, pois

¢é util apenas para limites que contém radicais.

A ideia desse método é multiplicar pares conjugados, pois aparecera uma diferenca de
quadrados. Dessa forma, é possivel eliminar os radicais. Porém esse método s6 deve ser

aplicado caso o da substitui¢ao nao tenha funcionado.

-2
Por exemplo, para calcular o lim Ve
r—4 I — 4

o o~ . 4-2 0 L
Primeiramente, usando o método da substituicao, temos: thl; \Z_ -0 Como ja vi-
T— —

mos, esse resultado ¢ uma indeterminacao. Logo, usando o método da conjugacgao, multipli-
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cando o numerador e o denominador da fra¢ao pelo conjugado de v/z —2, que é \/x+2. Da :

Vr-2)(Ve+2) . (V&) -2 : (z —4)

lim = lim = lim

e B Y (VD) R e E s (VD) e [ V)

Cancelando os fatores (z — 4), segue que: lim . Aplicando o método da substitu-
T—

1
4\/r+2
icao, temos:

1 1

1
i = = —
Pt 242 4

Portanto, para calcular o limite de uma funcao quando a variavel z tende a um valor

finito basta utilizar uma das técnicas supra mencionadas.

3.1.5 Limites e infinito

Até o momento, analisamos limites a4 medida que z se aproximava de um ntmero finito.
Agora, iremos avaliar limites onde z se aproxima do infinito ou infinito negativo. Para isso,

1
analisemos o grafico 3.4 da fungao f(x) = —.
x

1
Figura 3.4: Grafico da Funcao f(z) = —
x

Fonte: Autoral-Geogebra
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Notamos que a medida que tomamos valores de = cada vez maiores, ou seja, aproximando-

se do infinito o valor da func¢ao fica cada vez menor, mas nunca chega a zero. Portanto,

lim — = 0. Analogamente, quando tomamos valores, cada vez menores, de z a funcao
x—00 I
. .1 .

f também aproxima-se de zero, logo lim — = 0. O grafico de f possui uma assintota

T——00 U
: : .1 . a

horizontal. Portanto, observa-se que: lim — = —oo, lim — = 4oc0e lim — =0,Va € R
z—0— T z—0t T x—o00 M

en e N.

Em Matematica, uma assintota de uma curva C é um ponto ou uma curva de onde os
pontos de C se aproximam a medida que se percorre C. Quando C é o grafico de uma fungao,
em geral o termo assintota refere-se a uma reta. Calcular o limite no infinito ou no infinito

negativo de uma fungao racional é o mesmo que determinar o local da sua assintota.

3.1.6 Usando a algebra para calcular limites no infinito

Em geral avaliar limites no infinito é um pouco diferente de avaliar limites comuns; a

substituicao, a fatoracao e a conjugacao nao vao funcionar. Por exemplo, vamos analisar:

3xr 4+ 2
im
z—+o00 br — 1

Aplicando o método da substituicao, isto é, inserindo co no lugar de z em qualquer uma
~ . . . &) , . . ~ ~ . .,
das funcOes irracionais, obtemos —, que é uma interminagao e nao igual a 1, ji que oo
00
nao é um numero. Logo, a ideia para se resolver limites desse tipo é olhar para o grau do
polinémio do numerador e denominador, ou seja, para a maior poténcia de cada polinémio.

Dai, colocamos z em evidéncia da seguinte maneira:

3z + 2 z(3+ 2)
lim = lim
T—+400 51} — 1 T—+00 1‘(5 — —)
1
Usando o fato de que lim - 0,YVa € Ren € N, entao: lim — = lim — = 0.
z—oo N T—+00 T r—+00 T

Cancelando os fatores  no numerador e denominador segue que:

. z(34+2) 3+0 3
lim = = —

atoox(5—1)  5—-0 5

Portanto, de uma maneira geral, digamos que vamos calcular lim r(x) sendo que r(z)
T—r00

é definida como uma fra¢do cujo numerador, n(z), e denominador, d(xz) sao simplesmente
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polindmios. Comparando os graus (expoentes maiores) de n(z) e d(z), tem-se:

e Se o grau do numerador for mais alto, entdo lim r(z) = oo ou —oo (ndo hé limite
T—00

porque a fungao cresce ou decresce infinitamente.

e Se o grau do denominador for maior, entdo lim r(z) = 0.
T—r00

e Se os graus forem iguais, entao lim r(x) é igual ao coeficiente principal de n(z) dividido
T—r00

pelo coeficiente principal de d(z).

3.1.7 Continuidade de uma funcao

Quando se estuda Calculo alguns dos mais importantes teoremas da éarea trazem uma
condi¢ao muito significativa: a continuidade. Na verdade, quase nenhuma de nossas con-
clusdes mais importantes em Calculo (inclusive o seu Teorema Fundamental) funciona se
as funcoes em questao nao forem continuas. Testar a continuidade em uma fungao ¢ muito

similar a testar a existéncia de limites em uma funcao.

Intuitivamente uma funcao é continua, se nao houver buracos, quebras ou saltos; que

pode ser desenhada por completo sem precisar levantar o lapis.

A definicao matematica de continuidade faz muito sentido se mantivermos uma coisa em
mente: enquanto os limites nos dizem a que tende uma funcao, a continuidade garante que
a funcdo chegue la. Uma fungao f(z) é continua em um ponto z = ¢ se as trés condigoes a
seguir forem verdadeiras:

e lim f(x) existe;
Tr—cC

e f(c) é definida;

e lim f(x) = f(c).

Tr—cC

Em outras palavras, o limite existe em x = ¢ (o que significa que a fungao tende a um valor

finito); a fungao existe em = = ¢ (o que significa que ndo ha um “buraco"); e o limite é igual
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ao valor da fungao (ou seja, o valor numérico da fun¢ao em x é igual ao valor a que ela tende).

A maioria das fungoes estudadas no Ensino Médio tém a garantia de serem continuas
em qualquer ponto de seu dominio, incluindo fungoes polinomiais, exponenciais, logaritmi-
cas, racionais e trigonométricas. A maioria das fungoes descontinuas encontradas devem-se
a pontos indefinidos em funcgoes racionais e saltos devido a funcoes definidas por varias

sentencas.

3.2 Nocao de Derivada

A derivada de uma fungdo y = f(z) num ponto x = =z, , é igual ao valor da tan-
gente trigonométrica do angulo formado pela tangente geométrica a curva representativa de
y = f(z), no ponto x = x, ou seja, a derivada é o coeficiente angular da reta tangente ao

grafico da fungao no ponto xg.

A derivada de uma funcdo y = f(z), pode ser representada também pelos simbolos:

dy
/ / s
Y, frou—

A derivada de uma fun¢ao f(z) no ponto z, ¢ dada por:

G ) = o) = i TEF@0) _ Fo+ A) = fla)

dx T—T0 xr — X Az—0 Ax

Geometricamente, a derivada é utilizada para encontrar a reta tangente a uma curva
num determinado ponto. Vejamos o grafico de f(x) = 2° —4x +5 e a reta tangente no ponto

zo = (3,2) (figura 3.5).
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Figura 3.5: Reta tangente no ponto zo = (3, 2)

Fonte: Autoral-Geogebra

3.2.1 Algumas Derivadas Basicas

Nas formulas a seguir, f(z) e g(z) sdo fungoes da variavel z e a, b, ¢, n sdo constantes.

Derivada de uma constante: d—(c) =0
x

n—1

Derivada da poténcia: d—(:ﬁ”) =nx
T

e Soma ou Subtragao: C%[f(x) +g(2)] = %f(x) + %g(z) = f'(z) £ ¢'(2)
e Produto por uma constante: %[cf(x)] = c%f(x) =cf'(x)
e Derivada do produto: %[f(x) cg(x)] = f(x) - g(x) + f(z) - ¢'(x)
o Derivada do aquociente: & [£@)] _ /(@) -9(z) — f(2) - ¢'(2)
Derbaa do uocentes 7 | ) o)

d
Derivada de uma fun¢ao composta: . [fogl(x)=flg(x)] ¢ (x)

3.2.2 Regra da Cadeia

A férmula di [fog](z) = f'lg(x)]-¢'(x) é conhecida como regra da cadeia. Ela pode
T

ser escrita como:
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du_du_do
dr  dv dx

3.2.3 Outras Derivadas Importantes
d

e Derivada da fungao seno: %[sen(f(x))] = cos(f(x)] - f'(x)

e Derivada da fungao cosseno: %[cas(f(x))] = —sen[f(x)] - f'(x)

e Derivada da fungao logaritmo: 4 [1 (f(x))] = ! - f(@)
¢ & Cdr LB ~ f(z)-Ina

e Derivada do logaritmo natural: % In(f(x))] = % - f(x)

Derivada da funcao exponencial: e [af(””)} =a’® .Ina- f'(z)
x

3.3 Nocao de Integral

3.3.1 Integrais Indefinidas

Da mesma forma que a adigao e a subtragao, a multiplicacao e a divisao, a menos de

uma constante, a operacao inversa da derivagao é a antiderivacao ou integracao indefinida.

Dada uma fungao g¢(z), qualquer funcao f(z) tal que f'(x) = g(x) é chamada integral

indefinida ou antiderivada de g(z). Exemplos:

5 4
e 1) Se f(z) = %, entao f'(x) = 5% = 2* = g(z) ¢ a derivada de f(z). Uma das

5
T
antiderivadas de g(z) = z* ¢ 5

e 2) Se f(z) = 2°, entdo f'(z) = 32* = g(xr). Uma das antiderivadas ou integrais

indefinidas de g(r) = 3z% ¢ f(z) = 2>

32

e 3) Se f(x) = 2 + 4, entdo f'(x)
indefinidas de g(z) = 3z* é f(z)

g(x). Uma das antiderivadas ou integrais

3+ 4.

Nos exemplos 2 e 3 podemos observar que tanto 2 quanto 244 sao integrais indefinidas

para 3x%. A diferenga entre quaisquer destas fungoes (chamadas fungdes primitivas) ¢ sem-
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pre uma constante, ou seja, a integral indefinida de 322 ¢ z3+C, onde C é uma constante real.

3.3.2 Propriedades das Integrais Indefinidas

Sao imediatas as seguintes propriedades:

o P : /[f(x) + g(z)|dx = /f(x)dx + /g(x)dm, ou seja, a integral da soma, ou da

diferenca, é a soma, ou diferenca das integrais.

o Py /kf(a:)da: =k / f(z)dz, ou seja, a constante multiplicativa pode ser retirada do

integrando.

d
o P;: o /[f(:c)dx] = f(x), ou seja, a derivada da integral de uma fungao é a propria

funcao.

3.3.3 Integracao por Substituicao
Seja a expressao /g[f(a:)] - f'(x)dz. Através da substitui¢ao u = f(x) por u' = f'(x) ou

d
é = f'(z), tem-se:

/ glf ()] - f'(w)de = / g(u)du = h(u) + C = h[f ()] + C

Admitindo que se conhece / g(u)du. O método da substitui¢ao de variavel exige a identifi-

cagao de u e u” ou u e du na integral dada.

3.3.4 Integrais Definidas

Seja uma funcao f(z) definida e continua num intervalo real [a, b]. A integral definida de

f(x), de a até b, ¢ um ntmero real, e é indicada pelo simbolo:

/a b f(2)dz

Onde:

e a é o limite inferior de integragao;
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e ) ¢ o limite superior de integracgao;
e f(x) é o integrando.

b
Se f(z) >0, / f(z)dx representa a area entre o eixo z e a curva f(z), para a < x < b.
a

Figura 3.6: Area sobre a curva f(z)

Fonte: Autoral-Geogebra

b
Se f(z) > g(x), / [f(z) — g(x)]dz, representa a area entre as curvas f(z) e g(z), para
a<z<hbh. ‘

Figura 3.7: Area entre as curvas f(z) e g(z)

Fonte: Autoral-Geogebra

Calculo de integrais definidas constituem-se técnicas para determinacao de areas. Ela
serve para obter dreas mais complicadas de calcular pelos métodos tradicionais. Por exemplo,
como calcular a drea a seguir (figura 3.8) dada pela regido embaixo da funcio f(x) =

entrez =06ex =147
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Figura 3.8: Integral de f(z) = 2%, 0.6 <z <14

224

2]
181
161
14
121

1
0.8
0.6 | A
0.4

0.2+

T T T T T T T T Ll
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Fonte: Autoral-Geogebra

3.3.5 Soma de Riemann

Podemos estimar a area A, calculando uma &rea aproximada, usamos retangulos do

seguinte modo:

Figura 3.9: Somas de Riemann

(a) Soma de Riemann Inferior (b) Soma de Riemann Superior
224 224

24 24

1.8 1.8+

1.6 164

1.4 1.4+

1.2 1.2 7
1

14 AR
0.8 | 0.8 - 7
0.6 A 0.6+ A
0.4 - o 0.4
0.2 0.2+
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 f 0 02 04 0608 1 12 14 16 18 2>

Fonte: Autoral-Geogebra

Percebemos que a soma das areas dos retangulos na figura 3.9a é menor que a area A
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e, na figura 3.9b é maior que A. Essas duas situacoes de somas de retangulos chamamos de

soma de Riemann, e como foi visto, ela tem duas formas diferentes de ser tomada.

Agora, podemos escolher uma dessas aproximagoes e fazer o niumero de retangulos tender
a um numero infinito deles. Quanto mais retangulos for construido, mais proximo da area

se chega, vejamos a figura 3.10:

Figura 3.10: Soma de Riemann com 20 retangulos

224
o
18-
161 y
14 i
1.2
1]
0.8 -
06
0.4
02

T T T T T T T Ll
02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Fonte: Autoral-Geogebra

Observamos que o espago entre o grafico e os retangulos diminui bastante e, quanto mais

retangulos forem acrescentados no intervalo, mais se aproxima da area real.

Generalizando, vamos tomar um intervalo que vai de a até b em uma funcdo f(z). Di-

vidimos (parti¢do) em n intervalos para termos a base Az dos retangulos. Dai, temos:

h—
Axr = a
n
1.4—-06 0.8
Na fi 1 cAr=———=—=0.04
a figura 3.10 temos: Ax 0 20 0.0

e Soma de Riemann pela esquerda (S,): Para a Soma de Riemann a esquerda,
aproxima-se a fungao pelo seu valor no ponto final a esquerda, dando multiplos retangulos

com base Az e altura f(a+iAx) parai =0,1,2,...,n—1, e adicionando as areas resultantes,
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temos:

Sn = f(@0) - Av + f(a1) - Ax+ f(z2) - Az + o 4 fwna) - A

Onde z; = a + 1Az com ¢ variandode ¢ =0 até : =n — 1.

e Soma de Riemann pela direita (5,): Nessa soma, aproxima-se a func¢ao de seu

valor no ponto final & direita. Sao gerados, entao, multiplos retangulos de base Az e altura

f(a+iAz). Tomando para i = 1,2,...,n e adicionando as &reas resultantes, temos:

Sp = f(x1) - Az + f(xa) - Az + f(z3) - Ax + ... + f(z,) - Az

Onde z; = a + i¢Ax com 4 variando de i = 1 até i = n.

Através desse processo nasce a integral que é o limite da soma de Riemann quando

pegamos infinitos retdngulos, ou seja, n — oco. A integral de Riemann é um valor absoluto

e equivale & adrea compreendida entre a curva e o eixo das abscissas.

lim S, = /b f(z)dz

n—oo

3.3.6 Calculo da Integral Definida

Seja F(x) uma antiderivada qualquer de f(z). Entao:

b
f(a)dz = [F(x)], = F(b) — F(a)
e Exemplos:
! 210 12 02 1 1
1 = | — - = _0==
° )/Oajdaj {2}0 5 5 5 0 5
2 3 2 3 3
2 1 20 7 13
2 24 dr = | =422 =(=422)— (=42 1)="-L=22
.)/1(x+)x [3+xL (3+ ><3+ ) 3 3= 3

V2

I

T n
. / (cox)dx = [senx]; = sen — sen() =
0
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3.3.7 Propriedades das Integrais Definidas
. Pl)/a f(x)dz = 0, pois / f(@)dz = [F(z)]" = F(a) — F(a) = 0

. PQ)/abf(x)dx S /b f(2)dz, pois /b f(x)dz = F(a) — F(b)

b b
) Pg)/ kf(z)dr = k:/ f(x)dx, como nas integrais indefinidas.

o P4)/bf(a:)da::/Cf(aj)da:—i—/bf(a:)da:, coma<c<b

Como propomos, foi apresentado, nesse capitulo, técnicas para a utilizagao das nogoes de
Limites, Derivadas e Integrais de uma forma bem intuitiva. Em nenhum momento, os rigores
e formalismos que o assunto requer, quando estudado em nivel superior, foram abordados e
acreditamos que, as técnicas apresentadas, estao ao alcance de entendimento dos alunos da

Educagao Basica.
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Capitulo 4

APLICACAO EM OUTRAS AREAS
DO CONHECIMENTO

O Calculo é usado em diversos ramos das ciéncias fisicas, na ciéncia da computacao,
estatistica, engenharia, economia, medicina e em outras areas cujas aplicagoes podem ser
modeladas e resolvidas com a utilizacao das suas técnicas. Observamos novamente que, em
nenhum momento nesse trabalho, o aluno do Ensino Médio necessitaré conhecer os assuntos
de nivel superior para entender e resolver os problemas ou seja, tudo que seré tratado esta
ao alcance dos alunos desse nivel de ensino. O que se pretende é explorar as competéncias e
habilidades matematicas que podem ser desenvolvidas no aluno, a partir do conhecimento e

aplicagao das suas nogoes.

e A Fisica faz uso intensivo do Célculo. Os conceitos na mecanica classica sao interrela-
cionados pelo Calculo. A massa de um objeto de densidade conhecida, o momento de inércia
dos objetos, assim como a energia total de um objeto dentro de um sistema fechado podem

ser encontrados usando o Calculo;

e A teoria do eletromagnetismo de Maxwell e a teoria da relatividade geral de Einstein
também podem ser expressas na linguagem do Calculo Diferencial. Outro exemplo historico
do uso do Calculo na fisica é a segunda lei de Newton que usa a expressao “taxa de variacao”
que se refere a derivada: A taxa de variagao do momento de um corpo é igual a forca

resultante que age sobre o corpo e na mesma dire¢ao;

e A quimica também usa o Calculo para determinar as variacoes na velocidade das reagoes
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e no decaimento radioativo;

e Na esfera da medicina, o Calculo pode ser usado para encontrar o angulo 6timo na

ramificacao dos vasos sanguineos para maximizar a circulagao;

e Na economia o Calculo permite a determinacao do lucro maximo fornecendo uma for-

mula para calcular facilmente tanto o custo marginal quanto a renda marginal;

e Também ha utilizagdo das nogoes do Calculo nas seguintes situagoes: Medigoes de
variagoes constantes da corrente elétrica; estimativa da variacao de um tumor na terapia
radioativa; previsao de resultados economicos; fabricacao de embalagens pelo menor custo;
fluxo maximo de trafego em uma ponte; calculo do nimero de pogos petroliferos a serem
abertos para obter uma produgao mais eficiente; calculo da expansao de uma mancha de

6leo no mar; etc.

Veremos, nesse capitulo, algumas dessas aplicagoes em diversas areas do conhecimento
como, por exemplo, a ilustracao da figura 4.1. Faremos a modelagem e a resolugao desse
tipo de problema, estudado no Ensino Médio, utilizando as técnicas do Calculo Diferencial

e Integral.

Figura 4.1: Taxa de crescimento de uma cultura de bactérias
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e
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Fonte: www.matematiques.com.br
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4.1 O Calculo na Economia e Administracao
4.1.1 Fungoes Marginais

Nesta segao, veremos algumas Fungoes Marginais como, por exemplo, o Custo Marginal,
a Receita Marginal, o Lucro Marginal e o Custo Médio Marginal. Para entender o

significado econémico do termo “marginal”, vamos analisar a seguinte situacao:

Em uma industria, na producao de q unidades de um certo tipo de aparelho, o custo
C, em reais, foi estudado e suponhamos que C' = 0,1¢® — 18¢® 4+ 1.500¢q + 10.000. Nessas
condigoes vamos responder e relacionar as respostas das perguntas: Qual o custo quando

sao produzidos 50 aparelhos? Qual o custo na producao do 51° aparelho? Qual a taxa de

variagao do custo em relacao & quantidade quando ¢ = 507

e Para determinar o custo quando sao produzidos 50 aparelhos, basta substituir ¢ = 50

na fungao custo:

q=50= C(50) = 0,1-50° — 18 - 50% + 1.500 - 50 + 10.000 = 52.500

Entao, para a fabricagao de 50 aparelhos, o custo é de R$ 52.500,00

e Para determinar o custo na produgao do 51° aparelho, como ja sabemos qual o custo

para fabricar 50 aparelhos, basta calcular o custo para fabricar 51 aparelhos

g=51=C(51)=0,1-51%— 18- 51% + 1.500 - 51 + 10.000 = R$ 52.947, 10

e calcular a diferenca dos custos

C(51) — C(50) = 52.947, 10 — 52.500, 00 = 447, 10

Entéao, para a fabricacao do 51° aparelho, o custo é de R$ 447,10, ou seja, nesse caso, foram

gastos R$ 447,10 por uma unidade. Também podemos interpretar tal resultado de outra
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maneira: no nivel de producgao de 50 aparelhos, o custo adicional para a producao de mais

uma unidade é de R$ 447,10.

e Para determinar a taxa de variagao do custo, em relacao a q quando ¢ = 50, lembramos
que a Taxa de Variacao no ponto ¢ = 50 é sinénimo da derivada da funcao C no ponto
g = 50, ou seja, devemos calcular C’(50). Portanto, calculamos a fungao derivada do custo,

C’(q), e substituimos ¢ = 50 nessa funcao:

C(q) = 0,1¢*> — 18¢* + 1.500¢ + 10.000 = C’(q) = 0, 3¢*> — 36q + 1.500
q =50 = C'(50) = 0,3-50% — 36 - 50 + 1.500 = 450 = C"(50) = 450

Entao, a taxa de variagdo do custo em ¢ = 50 ¢ C’(50) = 450 (R$/unidade). lem-
brando que, para a fabricagao do 51° aparelho, o custo encontrado para uma unidade foi
de R$ 447,10, notamos que tal valor “é prézximo” da taxa de variagdo 450 (R$/unidade)
em ¢ = 50. A intengao é mostrar que nao é casual a proximidade entre os valores 447,10 e
450 encontrados, ou seja, existe um vinculo entre o custo na fabricacao do 51° aparelho e a
taxa de variacao em ¢ = 50. Como obtivemos o valor 447,10 fazendo C(51) - C(50), pode-
mos reescrever essa diferenga como C(50+1) - C(50). Dividindo essa diferenga dos custos
pela diferenga das quantidades, obteremos a Taxa de Variagcao Média (T,,,) do custo em
relagao a quantidade no intervalo de 50 até 51, ou seja:

C(51) — C(50) C(50 + 1) — C(50)

Ty = = = 447,1
51 — 50 1 7,10

Entao, a Taxa de variagao média de C(q) para o intervalo de 50 até 50 + h é dada por:

C(50 + h) — C(50)
h

Como a derivada da fungao custo no ponto ¢ = 50 é obtida ao calcular o limite da divisao:

C(50 + h) — C(50)
h

para h — 0, temos:
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C/(50) = lim C(50 + h) — C(50)

lim Y = 450

Entao, o acréscimo de custo para o acréscimo de 1 unidade produzida, C(51) - C(50) =
447,10, é conhecido como Custo Marginal. Portanto, custo marginal, representa o custo

adicional para a producao de mais 1 unidade.

Percebemos pelos célculos que tal valor pode ser aproximado pelo calculo da derivada do
custo, C’(q), no ponto g = 50, ou seja, C’(50). Como tal aproximagao é bastante razoavel e
como o significado da derivada do custo em um ponto esté intimamente ligado ao célculo do
custo marginal, além, é claro, da rapidez e praticidade de calcular o custo marginal a partir
da derivada do custo, os economistas costumam também considerar o Custo Marginal, em
nivel producao dado, como a derivada da funcao custo em um ponto dado. Portanto, em
analises econ6micas e administrativas, definimos a funcao Custo Marginal, simbolizada

por Ci,g, como a derivada da funcao custo:

Cmg = Funcao custo marginal = C'(q)

Estendendo para outras situacoes praticas e analises os raciocinios desenvolvidos que nos

levaram a conceituar o Custo Marginal, dessa forma, temos:

e A Receita Marginal nos dé a variacao da receita correspondente ao aumento de uma
unidade na venda de um produto. A fun¢ao Receita Marginal é obtida pela derivada

da fungao receita. Se a fungdo Receita ¢ simbolizada por R(q), entao:

R,,, = Fungao Receita Marginal = R’(q)

e O Lucro Marginal nos da a variagao do lucro correspondente ao aumento de uma
unidade na venda de um produto. A fun¢ao Lucro Marginal é obtida pela derivada da

funcgao lucro. Se a fungao lucro é simbolizada por L(q), entao:

L,y = Fungdo Lucro Marginal = L’(q)
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e O Custo Médio Marginal nos dé a variagao do custo médio de um produto correspon-
dente ao aumento de uma unidade na producgao dele. A fun¢ao Custo Médio Marginal
¢ obtida pela derivada da fungao Custo Médio. Se a fungao custo médio é simbolizada

por Cme (Cme = %>, entao:
q

Cremg = fung¢ao Custo Médio Marginal = C!, (q)

A Exemplo resolvido 1: Suponhamos que em uma fabrica de portoes eletronicos, o custo
ao se produzir q unidades de um tipo de portao ¢ C' = 5¢° + 50q + 125, e queremos:

a) Obter as fungoes Custo Marginal, Custo Médio e Custo Médio Marginal;

b) Obter o ntimero de portdes produzidos que da o custo médio minimo. Obtenha também
o custo médio minimo;

c) Esbogar o grafico do custo médio;

d) Esbogar, sobrepostos, os graficos do custo médio e do custo marginal.

VResolugoes:

a) A fungao Custo Marginal (C,,,) é a derivada da funcao Custo, entdo:

Crng = C"(q) = Crg =2-5¢*° 1 + 50" + 0 = 10g + 50 = C,,y, = 10q + 50

A fungao Custo Médio (C,e) € dada por: Cp,e = ¢ , entao:
q

5% 450 +125
q

125
Chne 5q + 50 + —
q

A fungao Custo Médio Marginal (Cemg) € a derivada da funcao Custo Médio, entao:

0-g—125-1 125 125
Cmemg:C;ne:5+0+ ! 2 :5__2:>Omemg:5__2
q q q
125 125
b) Fazendo Cinemg = 0, temos: 5——2:O:>q2=?=25=>q=ﬂ:v2 =+0=¢=9
q
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125
Agora, substituindo ¢ = 5 em C,,, temos: Cp,.(5) =5-5+ 50 + - = 25 + 50 + 25 = 100
Portanto, deve ser produzido 5 portoes para obter um custo médio de R$ 100.

c¢) Grafico da fun¢ao Custo Médio (Cy,.)

Figura 4.2: Grafico da Fungao Custo Médio
A

300+

200+

100--=-----7=

Y

Fonte: Autoral-Geogebra

d) Grafico da fun¢ao Custo Médio com a fung¢ao Custo Marginal

Figura 4.3: Grafico da Fungao Custo Médio x Custo Marginal

3004
125
Chne = _CEIQ) =5q+50+ >

CTng = C(q) = 10qg + 50

200+

100+

Y

'
I
T T T

0 5 10 15

Fonte: Autoral-Geogebra
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Obs: Vemos, no grafico da figura 4.3, que o Custo Médio Minimo ocorre em um ponto

em que o Custo Marginal ¢ igual ao Custo Médio: C,,; = Cy,., de fato, vejamos:

. (C@Y C'(q)-q—Clg) -1 C'(q) -4 — Clg
G = (Q2) 5 0., - CWUCWA L, Cl0)0Cly
q q q
Fazendo o Custo Médio marginal igual a zero, Cy,epmg = 0, temos: (9)- q2— ¢la) =0
q

Supondo ¢ # 0 tal divisao é zero somente se o numerador for zero, ou seja:

C'(q)-q—C(q)=0=C'(q) - q=C(q) = C'(q) = ¢ Crmg = Cre

q

A Exemplo resolvido 2: Suponhamos que o custo total envolvido na fabricacao de x
calculadoras seja dado por C(x) = 0.02z% + 4z + 110, e queremos:

a) Encontrar o Custo Real envolvido na fabrica¢ao da 50° calculadora,

b) Encontrar a fungao Custo Marginal;

c) Determinar e interpretar C’(49).

V¥ Resolucoes: Entao, temos:

a) O custo real na fabricacao da 50° calculadora é dado por: C(50) — C'(49), logo:
C(50) = 0.02 - (50)% + 4 - 50 + 110 = 50 + 200 + 110 = 360

C(49) = 0.02 - (49)? + 4 - 49 + 110 = 48.02 + 196 + 110 = 354.02

C(50) — C(49) = 360 — 354.02 = 5.98

Portanto, o custo real é de R$ 5.98

b) A fungao Custo Marginal é a derivada da func¢ao Custo, logo:

Cg(x) = C'(x) = 0.04x + 4
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c) C'(49) =0.04-494+4 =196 +4 =5.96 = C'(49) = C,,,(49) = R$ 5.96
(C’(49) indica a taxa de variacdo em z = 49, ou seja, o custo marginal na produgao da 50°
calculadora. Observamos a proximidade com o Custo Real, onde os calculos foram mais

simples com o uso da nogao de derivada.

A Exemplo resolvido 3: Suponhamos que em uma fabrica de ventiladores, a receita na
venda de um tipo de ventilador ¢ dada por R(q) = 400q — 5¢*. Suponha que o custo para
producio dos ventiladores seja dado por C(q) = 0.5¢* + 70q + 200. Desejamos determinar:
a) A quantidade “6tima"produzida que minimiza os custos;

b) A quantidade produzida que maximiza a receita;

c) A quantidade produzida que maximiza o lucro.

¥ Resolucoes:
a) Devemos fazer o Custo Médio igual ao Custo Marginal: Cy,e = C,y,4, entao:

C(q)  0.5¢% + 70q + 200 200

Cine = = 0.5¢+ 70+ —
q q q

Cmg = C'(q) = ¢+ 70, dai temos:

200 200 200
05¢ +70+~— =q+70 = =— =050 = ¢ = — = ¢
q q

05 =400 = q¢ = V400 =
q==120=q=20

Logo, devem ser produzidos 20 ventiladores para que o custo seja minimo
b) Devemos fazer a Receita Marginal igual a zero: R,,,(¢) = R'(¢) = 0, entao:

R'(q) =400 — 10 = 0 = 10q = 400 = ¢ = 40

Logo, a produgao de 40 ventiladores maximiza a receita.

c¢) Devemos fazer o Lucro Marginal igual a zero: L,,,(¢) = L'(¢), entao:
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L(q) = R(q)—C(q) = L(q) = 400g—5¢*—(0.5¢*+70g+200) = 400g—5¢*—0.5¢>*—70q—200 =
_5.5¢% 4 330¢ — 200 = L'(q) = —11¢ + 330 = 0 = 11¢ = 330 = ¢ = 30

Logo, a producao de 30 ventiladores maximiza o lucro.

4.1.2 1Indice de Gini

Um dos niimeros mais trazidos para discussoes sobre liberalismo econdémico é o indice de
Gini, criado em 1912 pelo italiano Corrado Gini. Esse indice (que é melhor descrito como
um coeficiente) pode ser usado como medida de dispersao de variaveis de uma amostra,
como altura, peso, nimero de filhos, por exemplo, mas seu uso mais comum é para medir a

desigualdade de renda entre as pessoas em uma economia.

Esse indice, denotado por G, apresenta uma variacao numérica dentro do intervalo
0 < G < 1, determinando duas situacoes extremas, a medida que G se aproxima de zero ou
de um. Na primeira situagao (G — 0), podemos afirmar que esta ocorrendo uma pequena
dispersao ou pequena desigualdade na renda de uma regiao ou populagao; porém, a segunda
situagdo, quando (G — 1), implica uma grande dispersao ou grande desigualdade na renda

de uma dada populagao.

A curva de Lorenz, por sua vez, carateriza a representacao da propor¢ao acumulada
da populacao em porcentagem subdividida no eixo horizontal, com a proporcao acumulada

correspondente da renda, em porcentagem, dessa mesma populacao, no eixo vertical.

Apesar de sua formula matemaética ser complexa, é relativamente simples de ser explicado
com um exemplo. Podemos supor uma economia de apenas dez pessoas, sendo que a renda
da primeira delas é de R$ 1.000, a da segunda é de R$ 2.000, e assim por diante até a ultima

de renda igual a R$ 10.000. Vamos colocar esses dados, nessa ordem, no quadro 4.1.
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Quadro 4.1: Distribui¢ao das rendas (Realidade x Igualdade)

Renda | Acumulada | Renda | Acumulada
1.000 1.000 5.500 5.500
2.000 3.000 5.500 11.000
3.000 6.000 5.500 16.500
4.000 10.000 5.500 22.000
5.000 15.000 5.500 27.500
6.000 21.000 5.500 33.000
7.000 28.000 5.500 38.500
8.000 36.000 5.500 44.000
9.000 45.000 5.500 49.500
10.000 55.000 5.500 55.000

Fonte: Autoral

A segunda coluna recebe a renda acumulada dessas dez pessoas. Entao o primeiro valor
é igual aos R$ 1.000 de renda da primeira pessoa; o segundo é igual a esses R$ 1.000 mais
os R$ 2.000 de renda da segunda pessoa; e assim por diante até a décima pessoa com uma

renda acumulada (que sera igual a renda total da economia) de R$ 55.000.

As duas ultimas colunas mostram como seriam esses nimeros se a renda dessa economia

fosse distribuida uniformemente por toda a populagao. Podemos ver que nesse caso cada
55000

10

um receberia seus 10% de R$ 55.000, ou seja = 5500, e na ultima coluna temos essa

renda acumulada como feito anteriormente.

Agora, precisamos colocar as duas colunas de renda acumulada em um grafico (Figura
4.4). A primeira renda acumulada, g(z), é representada pela parébola, e a ultima, f(x), pela

reta.
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Figura 4.4: Grafico de distribuicao das rendas

Renda
Acumulada
55.000F —=========—-=-------———————-—-—-—-
49.500
44.000

38.500

33.0001
f(z) = 5.500x
27.5001

22.000-

16.500 191.670

11.000 g(z) = 5002 + 500z

5.500+ Sy

T T T T T T T T T ——
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
funcionarios

Fonte: Autoral-Geogebra

Essas duas linhas formam duas areas no grafico, Sy e Sy. O coeficiente de Gini (G) ¢é igual
a area S; (R$ 83.330) dividida por toda a area, Sy + S, do gréfico (83.330 + 191.670 = R$

275.000). Portanto, nesse nosso exemplo, teremos:

10 x 55.000

= 275.000
2

Contudo, a area S; nao representa uma figura geométrica conhecida, dai a necessidade

de utilizar a nogao de integral para fazer o calculo que é realizado da seguinte forma:

10 10 10
G = / [f(z) — g(x)]dx = / (55002 — (5002% 4 500z))dx = / (50002 — 5002%)dz =
0 0 0

500022 500237 " 500
{ > T 3‘” } = 2500 - (10)” — 2= - (10)° = 250.000 — 166.666, 66 = 83.330

0

Dali, teremos:

83.330
G = 375000 = 030

Agora vamos mostrar as informagoes no quadro 4.2 e no grafico da figura 4.5, dados a

seguir, organizados em percentuais, para a construgao da curva de Lorenz (curva vermelha,

g(x), da figura 4.5).
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Quadro 4.2: Distribui¢ao das rendas em % (Curva de Lorenz x Igualdade)

% dos funcionéarios | % da renda acumulada | % dos funcionarios | % da renda
0.1 0.02 0.1 0.1
0.2 0.05 0.2 0.2
0.3 0.11 0.3 0.3
0.4 0.18 0.4 0.4
0.5 0.27 0.5 0.5
0.6 0.38 0.6 0.6
0.7 0.51 0.7 0.7
0.8 0.65 0.8 0.8
0.9 0.82 0.9 0.9
1.0 1.0 1.0 1.0

Fonte: Autoral

Figura 4.5: Grafico de distribuicao das rendas em %
Curva de Lorenz x Igualdade

Renda acumulada (%)
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0.6 1
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Fonte: Autoral-Geogebra

1
O coeficiente de Gini (G) ¢ dado por: |G = 2/ [f(z) — g(x)]dx |, entao temos:
0

L

G=2- /l[f(m) —g(x)|dz =2 - /l[az — (0.912% + 0.097)]dx = 2 - / (0.91x — 0.912%)dxr =

11 1
=182 (=—-) =182->20.30
(2 3) 6

—_
00
&)

| —

| 8,
|
w| 8,
| |

~
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No modelo matemaético de Gini devemos multiplicar por 2 o valor da integral definida,
1-1
pois os dados estao organizados em percentuais. No calculo da area total obtemos: - =

0.5 = 50%, dai a necessidade da multiplicacao.

A Exemplo Resolvido: Um orgao governamental, através dos resultados da Pesquisa
Nacional por Amostra de Domicilios (PNAD), certificou-se que a Curva de Lorenz para a dis-
tribuicao de renda de uma cidade pode ser caracterizada pela fungao L(x) = 0.25x + 0.75z>
e pela reta de igualdade I(z) =z, 0 <z < 1. Pedimos:

a) O indice de Gini e sua interpretagdo quanto ao nivel de concentragao;

b) A representagao grafica da Curva de Lorenz em decis (10%).

¥ Resolucgoes:
a) Calculando o indice de Gini:

1 1 1
G=2 / [I(z)— L(z)|de = G =2 / [z — (0.252 + 0.752°|dx = 2 / [0.752 — 0.752%]dx =
0 0 0

22 237! 1 1 1
15— -2 =15.-|-—-|=15--=025=25
{2 SL {2 3} 6 %

Logo, G = 0.25, o que indica um baixo grau de concentragao ou pequena desigualdade na

renda dessa cidade.

b) Gerando o quadro 4.3 para a construcao grafica (figura 4.6), temos:

Quadro 4.3: Populacao(%) x Renda(%)

x (decis) em % | 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

y (renda) em % | 0.033 | 0.080 | 0.143 | 0.220 | 0.313 | 0.420 | 0.543 | 0.680 | 0.833 | 1.000

Fonte: Autoral
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Figura 4.6: Curva de Lorenz

Renda (%)
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Fonte: Autoral-Geogebra

4.2 O Calculo na Matematica Financeira
4.2.1 Valor Futuro e Valor Presente de um Fluxo de Renda

e Capitalizacao Continua: Sabemos que o Montante M de uma aplicagao inicial P no
sistema de capitaliza¢do a juros compostos a uma taxa i (escrita na forma decimal) durante

um periodo n é dado por:

M=P- (14"

Reescrevendo o perfodo como n = z, temos: M = P - (1 +1)"

Se durante o periodo x quisermos realizar k capitalizagoes, obtemos uma nova expressao
N k1%
1
1+ —
k

Se fizermos o numero de capitalizagoes crescer indefinidamente, ou seja, k — oo, obte-

k-x
para o montante: M:P-(l—l—%) = M=PFP-

mos a chamada capitalizacao continua, e o fator de correcao do montante tenderé a um

k
.. . . 1
nimero limite. Estimando numericamente <1 + %) , quando k — oo, observamos que:
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De um modo geral, na capitalizagao continua para uma aplicacao em que o capital inicial

P, a taxa nominal anual 7 e o periodo em anos é x, o montante M sera:

M=P:e*

e Valor Futuro de um Fluxo de Renda: A renda gerada em uma empresa nao é cal-
culada apenas ao final de um ano, més ou semana. A renda gerada pode ser calculada
diariamente e em varios instantes; nesse sentido, podemos falar de um fluxo de renda. E
comum uma empresa, ao gerar uma renda, investi-la para obter juros, acumulando assim
as rendas geradas e os juros obtidos no investimento de tais rendas; nesse sentido, podemos

falar do Valor Futuro Acumulado de um Fluxo de Renda.

Podemos utilizar a integral definida para calcular o Valor Futuro Acumulado de um
Fluzo de Renda. Em varios instantes, a renda gerada compoe o Fluxo de Renda mas, por
simplicidade, consideramos anual a taxa de geracao da renda. Tal taxa sera dada pela fungao

R(z), onde x representa o tempo dado em anos.

Segundo Murolo [12], o Valor Futuro de um Fluxo de Renda (V' F'), apés N anos, onde
R(z) é a taxa na qual a renda ¢ gerada anualmente e i ¢ a taxa de juros compostos anual-

mente, ¢ dado por:

N
VF =¢e?m / R(x)e “dx
0

A Exemplo Resolvido: Para uma empresa, um determinado produto gera uma renda de
R$ 500.000 por ano. Ao ser obtida, tal renda é aplicada varias vezes ao dia a uma taxa anual
de 8% composta continuamente. Vamos calcular o valor futuro acumulado para esse fluxo

de renda ap6s 5 anos.
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¥ Resolugao: Segundo os dados temos: i =0.08, N =5e R(x) = 500.000, entao:
5 5
VE =085 / 500.000e "% dz = 500.000¢"* / e 0% dy
0 0
Calculando a integral indefinida correspondente / e %% dx pelo método da substituicdo:

u(z) = —0.08z = du = —0.08dr = dr =

— _12 —0.082 —
—0.08du:>dx 5du:>/e dz

/eu(—12.5du) = —12.5/e“du = —12.5¢" = —12.5¢ %" entdo a integral definida sera:

5
/ e 00y = [~12.5¢7007]) = —12.5¢ 70085 — (~12.5¢70080) = 8379 4 12.5 = 4.121
0

Vejamos esse valor, obtido a partir do esbo¢o no Geogebra, ilustrado no gréafico da figura 4.7

a seguir:

Figura 4.7: Integral de f(z) = e "™ com 0 <z <5

A

0.5 4

4.121

y

Fonte: Autoral-Geogebra

Logo, obtemos o Valor Futuro do Fluxo de Renda:

5
V F = 500.000e"* - / e 0982 g = 500.000€’ - 4.121 = 3.073.904, 36
0
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Assim, o Valor Futuro Acumulado é de R$ 3.073.904,36.

e Valor Presente de um Fluxo de Renda: Existem situacoes em que ¢é interessante
conhecer o Valor Presente de um Fluxo de Renda, ou seja, para um certo periodo, qual o
capital que deve ser aplicado inicialmente para que, ao final desse periodo, o montante obtido

seja equivalente ao Valor do Futuro de um Fluxo de Renda correspondente.

Para Murolo [12], com a mesma taxa ¢ de juros compostos continuamente, se aplicarmos
um capital P apés N anos, obtemos um montante M = P - eV, e tal montante deve ser

igual ao Valor Futuro do Fluxo de Renda:

N
P.etV =l / R(x)e “dx
0

Dividindo ambos membros da igualdade por e, obtemos o capital inicial (Valor Pre-
sente do Fluxo de Renda) que, aplicado inicialmente, iguala-se ao montante do Valor Futuro

do Fluxo de Renda:
P = /R(x)ei’”dx
Assim, temos a expressao que calcula o Valor Presente de um Fluro de Renda

(VP), onde N ¢ o namero de anos, R(z) ¢ a taxa na qual a renda ¢ gerada anualmente e ¢

¢ a taxa de juros compostos anualmente:

N .
VP = / R(x)e “dx
0

A Exemplo Resolvido: Em uma empesa, a produgao de uma maquina é vendida e pro-
porciona uma renda de R$ 25.000 por ano. Ao ser obtida, tal renda é aplicada varias vezes

ao dia a uma taxa anual de 10% composta continuamente. Vamos obter o Valor Presente
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dessa maquina, considerando sua vida ttil de 15 anos e mantidas as mesmas taxas de renda

e de juros nesse periodo.

¥ Resolugao: O Valor Presente da maquina sera o Valor Presente do Fluxo de Renda

gerado por ela. Considerando os dados N = 15, R(x) = 25.000,00 e ¢ = 0.1, teremos:
N ‘ 15 15
VP = / R(z)e ™dwr = VP = / 25.000e % dz = 25000 / e M dy
0 0 0
Calculando a integral indefinida / e " dz pelo método da substituicao:

1
u(z) = =01z = du = —0.1dx = dx = ﬁdu = dxr = —10du = /6—0.1xdx _

/e“(—lOdu) = —10/e“du = —10e" = —10e*1*
Entao, a integral definida sera:

15
/ e 170y = [~10e7017] )" = ~10e 1 — (~10e7010) = —2.231 + 10 = 7.769
0

Vejamos esse valor, obtido a partir do esbogo no Geogebra, ilustrado no gréfico da figura 4.8

a seguir:

Figura 4.8: Integral de f(z) = e "' com 0 <z < 15

A

0.5

7.769

Fonte: Autoral-Geogebra
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Logo, obtemos o Valor Presente do Fluxo de Renda:

15
VP = 25000 / e %1% dr = 25000 - 7.769 = 194.225,00 = VP = R$ 194.225, 00
0

4.3 O Calculo na Biologia
4.3.1 Modelagem do Problema de Biologia Populacional

Uma populagao ¢ um grupo de individuos da mesma espécie que tem uma grande proba-
bilidade de interacao entre si, sendo que Biologia Populacional é o estudo de populagoes
biologicas. Biologia Populacional é, por natureza, uma ciéncia preocupada com nimeros, no

sentido de compreender, explicar, predizer alteracoes no tamanho da populagao.

Compreender, explicar e predizer a dindmica de populagoes biologicas requer Modelos
Matematicos. Os Modelos Mateméaticos sao importantes para se ter argumentos tebricos

precisos sobre fatores que afetam a variagao do tamanho populacional.

Um crescimento populacional é independente da sua densidade se as taxas de nascimento
e mortalidade nao dependem do tamanho da populagao. Examinaremos modelos para uma
lnica espécie, sendo que as seguintes hipoteses sao consideradas:
e A taxa de crescimento é proporcional ao niimero de individuos;

e A taxa de mortalidade é proporcional ao nimero de individuos.

Sejam T' = T'(t) o tamanho da populagdo num instante ¢, n a taxa de natalidade per
capita e m a taxa de mortalidade per capita. A taxa de variagao do tamanho da populacao
é dada pela taxa de nascimento menos a de morte. A taxa de nascimento numa populacao
¢ dada pela taxa de nascimento per capita multiplicada pelo niimero de individuos, ou seja,
nT. De maneira andloga, a taxa de mortalidade é mT. A taxa de variagao é denotada por
dT

o que é derivada de T em relacao a t, entao:

T dT
= —nT—-mT = — =1T
dt n m :>dt T
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Onde r = n — m é a taxa de crescimento.

Existem problemas, em particular os biologicos, que é dada uma informacao inicial sobre
a problematica. Por exemplo, a populagao inicial é 500 individuos, ou seja, T7'(0) = 500.
Uma Equacao Diferencial com uma condicao inicial é chamada Problema de Valor Inicial
(PVI). Considerando o problema de crescimento populacional com a condi¢ao T'(0) = Tp

temos o seguite PVI:

ar
E:rT e T(0) =Tp

Neste caso, para resolver a equacao a técnica de separacao das variaveis ¢é utilizada, entao:

dT dr dr
%—TT:?—rdt:/?—/rdt—r/dt:ln|T|—rt+C'

Onde C é uma constante qualquer. Aplicando a func@o exponencial de ambos lados da

equagao, segue que:

eln T — "t = et Y = Ae™ onde A = €€ é uma constante qualquer positiva, desde que

e > 0, entdo:

IT| = Ae" = T = Ae"™

Como T'(0) = Tp, obtemos que A = T} e portanto a solugao do (PVI) ¢ dada por:

T = Toe”

Este modelo, que é conhecido como modelo de Malthus, prediz que:
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e Se r = 0 nao ha alteracao no tamanho populacional;

e Se r > 0 a populagao cresce exponencialmente;

e Se r < 0 a populagao decresce exponencialmente.

Os gréficos representativos da solucao deste PVI estao representados na Figura 4.9, onde
trés diferentes valores de r sao usados, a citar, -1,0 e 1, sendo a condi¢ao inicial dada por
T(0)=1.

Figura 4.9: Grafico para o modelo de Malthus
0 A

3

r>0

r<o0

Fonte: Autoral-Geogebra

A Exemplo Resolvido 1: Uma cultura de bactérias, com uma quantidade inicial de
Qo bactérias, cresce a uma taxa proporcional & quantidade presente. Ao fim de 20 minutos
cresceu 5%. Vamos determinar:
a) A quantidade de bactérias em qualquer tempo t;

b) O tempo que levard para a cultura duplicar.

V¥ Resolugoes:
a) Seja Q(t) a quantidade presente de bactérias no instante t. Como a taxa de crescimento

das bactérias é proporcional & quantidade presente, tem-se:
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T~ k@ = Q) = Que*

1
Como Q(20) = 1.05Qy = Qoe*™* = 1.05Qy = k = % In 1.05 = 0.00243, portanto:

Q(t) — Q060.00243t

b) Vamos agora determinar para qual valor de t tem-se Q(t) = 2Q.

Qoe” P = 2Qp = "¥ = 2 = 0.00243t = In2 = ¢ =

t = 284, 13 min.

n2 — 284.1
0.00243 " 13 =

A Exemplo Resolvido 2: Os bidlogos afirmam que, sob condi¢oes ideais, o ntimero de
bactérias numa cultura cresce exponencialmente. Suponha que existam inicialmente 2000
bactérias em certa cultura e que existirao 6000 bactérias 20 minutos depois. Vamos deter-

minar quantas bactérias existirao ap6s 1 hora.
¥ Resolugao: Das informagoes iniciais do problema, temos que: Qo = 2000 e Q(20) = 6000

Q) = Que™ = Q(20) = 2000e*®* = 6000 = 2000e*** = €*** = 3 = Ine* = In3 =

In3
k= —=0.055
50 0.05

Entdo, Q(t) = 2000e”%" ¢ como 1 hora = 60 minutos, temos: Q(60) = 2000e’%>% =
Q(60) = 2000e*? =2 54000

Portanto, ap6s 1 hora existirao, aproximadamente, 54000 bactérias.

4.4 O Calculo na Quimica
4.4.1 Decaimento Radioativo

Resultados experimentais mostram que elementos radioativos desintegram a uma taxa

proporcional a quantidade presente do elemento. Se @) = Q(t) é a quantidade presente de
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certo elemento radioativo no instante t, entdo a taxa de varia¢do de @(¢) com respeito ao

d
tempo t, denotada por d_?’ é dada por:

aqQ
“E = —kQu)

onde k£ é uma constante que depende do elemento. Por exemplo, para o carbono-14 o

valor aproximado é k = 1,244 x 107, para o radio o valor aproximado é k = 1,4 x 107,

O valor da constante k£ de um elemento radioativo pode ser determinado através do tempo
de “meia-vida” do elemento. A “meia-vida” é o tempo necessario para desintegrar metade da
quantidade do elemento. Portanto, se a “meia-vida” do elemento for conhecida, a constante
k pode ser obtida e vice-versa. As “meias-vidas” de varios elementos radioativos podem ser
encontradas nos livros de Quimica. Por exemplo, a meia-vida do carbono-14 esta entre 5538
e 5598 anos, sendo em média 5568 anos com um erro, para mais ou para menos, de 30 anos.
O carbono-14 ¢ uma importante ferramenta em pesquisa arqueologica conhecida como teste

do radiocarbono. Denotamos a quantidade inicial do elemento radioativo por Q(0) = Q.
A Exemplo Resolvido 1: Suponhamos que um is6topo radioativo tenha uma meia-vida
de 16 dias. Vocé deseja ter 30g do isdtopo no final de 30 dias. Vamos calcular a quantidade

inicial do is6topo.

¥ Resolugao: Seja Q(t) a quantidade presente no instante ¢t e Q(0) = )y a quantidade

d
inicial. Resolvendo a equacao d_Ct? = —kQ(t), jA modelada na segao anterior, temos que:
1
Q(t) = Que ™ e, para t = 16 = Q(16) = @ = Qo _ Qoe 1 = 710k = =

2 2 2

Aplicando o logaritmo natural em ambos os lados da igualdade, obtemos:

1
Ine 1% =1n 5= —16k = —0.693 = k = 0.0433

Portanto, temos a fun¢ao que determina a quantidade de is6topo radioativo em qualquer

instante: Q(t) = QO€—0-0433t
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= 110g

| 30
Para t = 30 dias e Q(30) =309 = Qo = £—0.0433-30

Entao, a quantidade inicial do isétopo é, aproximadamente, 110g.

A Exemplo Resolvido 2: O is6topo radiotativo de Tério desintegra-se numa taxa pro-
porcional & quantidade presente. Se 100 gramas desse material sao reduzidos a 80 gramas
em uma semana. Vamos determinar:

a) Uma expressao para a quantidade de Tério em qualquer tempo t;
b) O intervalo de tempo necessario para a massa decair & metade do seu valor inicial. (meia

vida)

¥ Resolucgoes:
a) Seja Q(t) a quantidade de Tério em um instante t (dias). Como o Tério desintegra-se
numa taxa proporcional & quantidade presente, temos:

aqQ
@ e

onde k < 0, pois Q(t) é descrescente. Como ja vimos, a solu¢do dessa equacao diferencial é

dada por Q(t) = Qoe™. Como a condicio inicial ¢ Q(0) = Qo = 100, entdo:

1
Q(t) = 100" = Q(7) = 100e™ = 80 = ¢ = 08 = 7Tk = In0.8 = k = = n08 —
—0.031 = k = —0.031, logo tem-se: Q(t) = 100e~ 031

b) Para calcular a meia vida do Tério deve-se considerar Q(t) = % = 50, entdo:

50 = 100000 = 091 = L o3l or = T 05 = 0 = 2236
2 ' 2 0.031 ' '

dias.

Vejamos o grafico (figura 4.10) de Q(t), a seguir, que busca denotar tal situagao:
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Figura 4.10: Gréafico da fungao Q(t)

Fonte: Autoral-Geogebra

4.5 O CAlculo na Fisica
4.5.1 Derivadas Temporais

E a taxa de variacdo em funcao do tempo de grandezas como deslocamento e velocidade.

Esse conceito é usado, por exemplo, na definicao da grandeza velocidade instantanea.

e Posicao: A posicao x de uma particula em um eixo z localiza a particula em relagao a
origem desse eixo. A posicao é uma grandeza vetorial, pois é caracterizada por sua diregao,

sentido e sua magnitude que corresponde ao seu valor numérico.

e Deslocamento: O deslocamento Ax de uma particula é a variagdo de sua posi¢ao. O

deslocamento é uma grandeza vetorial, pois é uma operagao entre dois vetores.

’Am:xg—xl

e Velocidade média: Quando uma particula se desloca de uma posi¢ao x; para uma
posicao xo durante um intervalo de tempo At = ty — t1, sua velocidade média durante esse

intervalo é dada por:

Ar  x9— 1

Vid = — =
CTAt T -t

e Velocidade instantanea: A wvelocidade instantdnea v, ou simplesmente velocidade,

de uma particula é dada por:
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_ i D _
CT AN Ar T dr

e Aceleracao média: A aceleracao média é a razao entre a variagao em velocidade Awv

e o intervalo de tempo At no qual essa variacao ocorre:

B Av
Amd = Ny

e Aceleragao instantanea: A aceleracao instantdinea a, ou simplesmente aceleracao,
¢ igual a derivada primeira em relagao ao tempo da velocidade v(t) ou a derivada segunda

da posi¢ao z(t) em rela¢do ao tempo:

dv B d*x

T e

e Posicao em funcao do tempo: Considerando a aceleragdo a constante, a posicao
inicial xg, a velocidade inicial vy e o tempo ¢, temos a seguinte equacao para a posicao x:

1
T = 2o+ vot + EatQ, modelada conforme abaixo:

d
a:—U:>dU:adt
dt

Integrando ambos lados da igualdade temos: / dv = / adt = v =at+C
Fazendot=0=v=0a4-0+C = C=v9=v =1+ at

dx -
Dado que v = i = dx = vdt, entao:

1
da;:(vo—l—at)dt:>/dx:/(vo—i—at)dt:>x:vot—|—§at2—|—0’

Fazendo, novamente, t =0 = z = vy - 0 + %a 02+ C" = C' = z9, entao:

1 2
$:$0+U0t+§at
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t3
A Exemplo Resolvido: Um corpo desloca-se segundo a equagao horéria z(t) = 37 2% 4

3t 4+ 2. Vamos determinar:

a) A equagdo horaria da velocidade;

b) A equagao horaria da aceleragao;

c) A velocidade instantanea no tempo t = 4s e t = 6s;

d) A aceleragao instantanea no tempo t = 3s e t = 6s.

Vv Resolucgoes:
2

a) A equagao horaria da velocidade v ¢ dada por v(t) = Z—i, entao: v(t) = 5 2-2t+3 =
v(t) =1 — 4t +3

b) A equacgao horaria da aceleragao a(t) é dada por a(t) = %, entdo: a(t) =2t —4

c) Basta substituir ¢ =4 e t = 6 na equagao horaria da velocidade, entao:
v(d)=4*—-4-44+3=0v(4)=16—-16+3 = v(4) =3 m/s

v(6) =6 —4-6+3=v(6)=36—24+3=v(6)=15m/s

d) Basta substituir ¢ = 3 e t = 6 na equagcao horaria da aceleragao, entao:
a(3)=2-3—4=a(3)=6—4=a(3)=2m/s*

a(6) =2-6—4 = a(6) =12 — 4 = a(6) = 8 m/s”

Vejamos os resultados expostos nos graficos 4.11a e 4.11b a seguir:

Figura 4.11: Velocidade x Aceleracao

(a) Velocidade 0 <t <6 (b) Aceleragdo 0 <t <6
A

a (m/s?)

0 2 3 4 61 (s)

t(s) *

Fonte: Autoral-Geogebra
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4.5.2 Trabalho e Energia Cinética

Muitos problemas de Mecéanica nao tém solucao simples usando as Leis de Newton. Exem-
plo: velocidade de um carrinho de montanha-russa durante seu percurso (mesmo desprezando
atrito e resisténcia do ar). Em algumas situagoes, esses problemas podem ser resolvidos
usando os conceitos de trabalho e energia e o principio de conservagao da energia. O princi-
pio de conservacao da energia tem validade muito além da Mecanica Classica, tratando-se

de um principio geral da Fisica.

e Trabalho com Forgas Variaveis: Se a for¢a nao for constante (mas em movimento
retilineo), suponha que a componente x da for¢a varie com a posigdo da seguinte forma:
dividindo o deslocamento entre x; e o em pequenos deslocamentos de tamanho A, e em
cada pequeno deslocamento a forca é aproximadamente constante de modo que AW = FAX,

conforme a figura 4.12b:

Figura 4.12: Trabalho com Forgas Variaveis

(b) Soma das areas dos retangulos sob a
(a) Pequenos deslocamentos entre 21 e 2  curva

Fy A A

77 /

I — o

Fonte: Autoral-Geogebra

Desta forma, somando-se todos pequenos trabalhos realizados, em cada deslocamento
infinitesimal, obtemos o trabalho total entre x; e x5 como a soma das areas de todos os

retangulos, no limite quando AX — 0
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Conforme ja visto, esta area ¢ a integral definida da fun¢ao F(z) entre as posigoes

T2
W:/ Fdx

A Exemplo 1: Seja uma forca constante F' que o grafico da figura 4.13 esboca, entao:

€ To.

2
1

T2
W:/ de:F/ de = F - (3 — 01) = Fd = [W = Fd]
1

Figura 4.13: For¢a Constante

Fx
Fl--

I
|
|
|
|
|
|
|
|
1
z

1 d=zs— 11 T2 oz

Fonte: Autoral-Geogebra

A Exemplo 2: Modelando o trabalho realizado para esticar uma mola (Lei de Hooke):
k ¢ a constante elastica da mola (unidade S.I.: N/m). De acordo com essa lei para pequenas

deformagoes da mola, temos: F(x) = —kz. Veja a figura 4.14b a seguir, entao:

W:/ Fdx:/ —kxdr = —kx® = |W = —ka?
0 0 2 2

Figura 4.14: Lei de Hooke

(a) Forca Elastica (b) Trabalho Realizado
F
3F| Fy
2F|
B-
4 |
|
|
|
| kX
W
|
|
1
0 z

Fonte: (a) Google Imagens (b) Autoral-Geogebra
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e Energia Cinética e Teorema Trabalho-Energia: O trabalho esté relacionado a

variacoes na velocidade de um corpo. Considere o trabalho de uma forca resultante sobre

X9 T2
um corpo, entao: W, = / Fdx = ma,dx
T 1
dv dv dx dv

Notemos que: a = — — =

‘ T2 dU V2
Tl I assim: Wi, = /ﬂc1 mv%dm = m/v1 vdv

1 1
Wiot = §mv§ — §m012

1
Da definicao de Energia Cinética, sendo K = émv2, temos: | Wiy = Ko — K3

Mostramos, neste capitulo, alguns problemas que podem ser modelados e resolvidos com
os conhecimentos das nogoes do Céalculo, onde se apresenta como uma ferramenta que poderia
facilitar o processo de ensino-aprendizagem da Matemaética, e de outras disciplinas, no En-
sino Médio, justificando a inclusao dos seus conceitos bésicos nesta etapa. Também poderia
proporcionar nos alunos motivagao para o ingresso no ensino superior uma vez que evidencia

a interdisciplinaridade, o que é amplamente cobrada nos planos pedagbgicos dos PCNs.
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ALGUMAS CONSIDERACOES

Longe de ser uma lista completa, nesse trabalho mostramos a aplicabilidade das nog¢oes
do Calculo I em diversas areas do conhecimento. Fundamentamos a possibilidade da inclusao
do ensino de suas nogoes a partir do Ensino Médio, favorecendo a aprendizagem nesse nivel
de ensino. Apresentamos um estudo teérico das técnicas para o calculo de Limites, Derivadas
e Integrais com uma posterior aplicacao dessas técnicas em situagoes-problemas inerentes ao
curriculo tradicional do Ensino Médio, especificamente, na Fisica, Biologia e na Quimica,

evidenciando a possibilidade do Calculo favorecer a interdisciplinaridade.

Estudos mostram que, no ensino superior, ha um nitimero elevado de reprovacoes na dis-
ciplina Calculo I, conforme citamos nesse trabalho. Dali, ratificamos a necessidade de se
promover uma reforma no curriculo da educagao béasica, a qual contemple a abordagem das

nocoes do Calculo, na expectativa de minimizar tal situacao.

Nesse sentido, mencionamos as discussoes que estao sendo realizadas sobre esse tema e
acreditamos que uma reforma curricular significativa, além de capacitar efetivamente o aluno

em determinados contetdos, pode corrigir certas distor¢oes do ensino brasileiro.

Portanto, diante do exposto, a iniciacao as no¢oes do Céalculo I, a partir do Ensino Bésico,
deve ser considerada necessaria nessas discussoes curriculares, dando um novo enfoque no
estudo das fungoes favorendo o processo de ensino-aprendizagem e, por conseguinte, capac-
itando o aluno para a continuidade dos estudos no ensino superior visto que tais nog¢oes sao

aplicadas em diversas areas do conhecimento, conforme apresentamos nesse trabalho.
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