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RESUMO

Encontrar as raizes de uma equacgdo ndo linear f(x) = 0, onde f: R™ — R™, é um problema
comum em diversas areas da Ciéncia e especialmente em Engenharia. Em geral, tais problemas
ndo possuem solucdo exata, ou mesmo que exista, € dificil expressar essa solucdo
analiticamente. Para solucionar este problema, surgem os métodos numéricos. Estes métodos
sdo utilizados para obter uma solugdo aproximada do problema em estudo. Critérios de medida
sdo aplicados para saber se a solucdo aproximada esta suficientemente proxima da solucao
exata. Neste trabalho, métodos numeéricos sdo estudados na obtengdo da solucdo aproximada
de equacdes e sistemas de equacOes nao lineares, com énfase no Método do Ponto Fixo e
Método de Newton. O estudo teérico da convergéncia da sequéncia iterativa gerada por cada
método é desenvolvido. Utilizando o software MATLAB, alguns dos métodos numéricos em
estudo sdo implementados. Para verificar o desempenho destes métodos, problemas

selecionados sao apresentados e resolvidos numericamente.

Palavras-chave: Equac@es ndo lineares. Ponto fixo. Método de Newton.



ABSTRACT

Finding the roots of a nonlinear equation f(x) = 0, where f: R™ — R", is a common problem
in several areas of science and especially in Engineering. Usually, such problems do not have
an exact solution, or even if there is, it is difficult to express this solution analytically. To solve
this problem, there are numerical methods. These methods are used to obtain an approximate
solution of the problem under study. Measurement criteria are applied in order to know whether
the approximate solution is sufficiently close to the exact solution or not. In this paper,
numerical methods are studied in order to obtain the approximate solution of equations and
systems of nonlinear equations, with emphasis on the Fixed Point and Newton's method. The
theoretical study of the convergence of iterative sequence generated by each method is
developed. Using MATLAB software, some of the numerical methods under study are
implemented. In order to verify the performance of these methods, selected problems are

presented and solved numerically.

Keywords: Nonlinear equations. Fixed point. Newton's method.
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CAPITULO 1

1.1 INTRODUCAO

Determinar as raizes de uma equacgao f(x) = 0, onde f: R - R é uma funcéo real de
uma variavel real, ¢ um problema que ocorre com frequéncia em diversos campos da ciéncia.

No estudo do movimento de queda de um paraquedista, por exemplo, procuramos
relacionar a sua posicéao vertical em relacdo ao solo com o tempo de queda. Utilizando leis da
fisica, podemos construir uma fungédo h: R — R que nos fornece valores da posicédo vertical h
em funcao do tempo de queda t. Se estivermos interessados em determinar em qual instante t
de seu movimento o paraquedista ira atingir o solo, estamos diante do problema de determinar
as raizes da equacéo h(t) = 0.

De forma geral, temos o problema de determinar as raizes da equagéo f(x) = 0, onde
f:D c R* - R™, sendo f = (fi, ..., f»)T uma funcéo de vérias variaveis reais a valores no R"
e D um subconjunto de R™. As fungdes fi, ..., fn: R™ = R representam as componentes da
fungéo f. Por exemplo, quando queremos determinar os pontos de interseccdo de duas curvas
no plano, temos que resolver a equacdo f(x) = 0. Neste caso a funcdo f: D c R? - R? é dada
por f = (f1, f2)T, sendo f;(x,y) = 0e f,(x,y) = 0 as equacles cartesianas das curvas em
analise.

S&0 poucos 0s casos praticos em que € possivel obter a solucéo analitica da equagdo ndo
linear f(x) = 0. Quando ndo é possivel obter a solucdo exata do problema ou mesmo quando
esta solucdo requer grandes esforcos, é possivel utilizar métodos numéricos para obter uma
solucdo aproximada.

Os métodos numeéricos representam uma poderosa ferramenta para a obtencdo de
solucBes aproximadas de diversos problemas. Um método numérico é um algoritmo que busca
obter a solucdo aproximada de um problema a partir de um namero finito de operagdes. Os
métodos numéricos sao0 compostos por uma sucessdo de passos que podem ser convertidos em
linguagem computacional, para realizar a quantidade necessaria de iteragbes e obter uma
solugédo considera suficientemente proxima da solucdo exata do problema.

Com o avango dos computadores, 0s métodos numéricos sdo cada vez mais utilizados
na Ciéncia, com destaque a sua aplicacdo em Engenharia. A implementagdo dos métodos
numericos é feita a partir de certos softwares, capazes de transcrever em linguagem

computacional os passos do algoritmo, efetuando as iteragdes necessarias e obtendo valores de



12

saida. Por obterem solucbGes aproximadas, a aplicacdo de um método numérico estd
condicionada a anélise de erros e critérios de paradas, a fim de que se determine quando uma
solucdo esta suficientemente proxima da solucéo real do problema.

Neste trabalho, estudaremos métodos numeéricos na solucdo de problemas envolvendo
equacdes ndo-lineares. Dentre os métodos estudados, daremos énfase ao Método do Ponto Fixo
e 0 Método de Newton, sendo este ltimo um método numérico muito aplicado em problemas
praticos. Alguns importantes teoremas gque garantem a convergéncia e a aplicabilidade dos
métodos serdo estudados. Além dos métodos citados, outros métodos e variagdes do Método de
Newton serdo apresentados de maneira mais sucinta. Alguns dos métodos em estudo s&o
implementados utilizando o software MATLAB e aplicados na solugdo de problemas

selecionados.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho é estudar métodos numéricos na solucao de equagdes

ndo-lineares e implementar alguns destes métodos utilizando o software MATLAB.

1.2.2 Objetivos Especificos

a) Realizar um estudo de conceitos basicos de Analise Real para funcbes de uma
variavel, com énfase em sequéncias de nUmeros reais.

b) Realizar um estudo de conceitos basicos de Analise Real para funcbes de varias
variaveis.

c) Realizar um estudo do Método do Ponto Fixo e Método de Newton na solucéo de
equac0es e sistemas de equades néo lineares.

e) Aplicar alguns dos métodos estudados na solucdo de problemas selecionados
utilizando o software MATLAB.
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1.3 METODOLOGIA

Conceitos da analise real de funcdes de uma variavel, bem como conceitos basicos da
analise real de funcdes de varias varidveis, sdo fundamentais para o estudo dos métodos
numericos desenvolvido neste trabalho. Assim, uma revisdo bibliografica destes temas é
realizada, construindo-se um referencial tedrico que servirA como base para o bom
entendimento dos teoremas apresentados em capitulos posteriores.

Dentre os métodos numéricos estudados, é dada maior énfase ao Método do Ponto Fixo,
pela importancia tedrica dos conceitos assimilados no seu desenvolvimento, e ao Método de
Newton, um método com grande aplicabilidade pratica. A abordagem escolhida neste trabalho
para a construcdo do Método de Newton é a partir dos conceitos e resultados obtidos no estudo
do Método do Ponto Fixo. Outros métodos numéricos como o método da Bissecdo e algumas
varia¢cBes do Método de Newton séo brevemente apresentados.

Neste trabalho, os métodos numéricos sdo analisados na obtencdo de uma solucdo
aproximada de equacdes nao lineares. Para tanto, sdo apresentados e demonstrados teoremas
gue garantem, sob certas condi¢des, a convergéncia dos métodos para uma solucdo aproximada.
A ordem de convergéncia dos metodos numéricos é definida e relacionada a sua rapidez. Sdo
também apresentados critérios de parada para as iteragdes. No estudo de equagdes ndo lineares
f(x) =0,onde f: D c R™ - R", as equac¢des sdo escritas na forma equivalente de um sistema
de equac@es ndo lineares, sendo 0os métodos numéricos analisados na solucdo de equagdes ndo
lineares simultaneas.

Alguns dos métodos numéricos estudados sdo implementados utilizando-se o software
MATLAB para obtencdo da solucdo aproximada de equacGes ndo lineares e também para um
sistema de equacdes ndo-lineares em problemas selecionados, com o objetivo de ilustrar o

funcionamento do método em aplica¢fes na Matematica, Fisica e, também, na Engenharia.

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

Este trabalho foi dividido em quatro capitulos, cuja descri¢do é apresentada a seguir.

Apbs os capitulos, seguem a Concluséo e as Referéncias.

Capitulo 1: Fornece uma visdo geral do trabalho, apresentando uma introducdo ao tema, o
objetivo que se pretende alcancar, os objetivos especificos, a metodologia empregada na

elaboracdo do trabalho e a sua estrutura.



14

Capitulo 2: S&o abordados conceitos basicos que serdo utilizados no estudo realizado sobre 0s
métodos numéricos. Trata-se de um referencial tedrico, no qual se discute alguns conceitos e

propriedades da Andlise Real de funcdes de uma e de varias variaveis.

Capitulo 3: E realizado um estudo dos métodos numéricos na solucao de equagdes ndo-lineares,
com énfase no Método do Ponto Fixo e Método de Newton. Outros métodos numéricos também

sdo brevemente apresentados.

Capitulo 4: E realizado um estudo dos métodos numéricos na solucéo de sistemas de equacdes
ndo-lineares, ampliando-se noc¢Bes do Ponto Fixo e Método de Newton para um espago n-

dimensional. Outros métodos numéricos também séo brevemente apresentados.

Capitulo 5: E realizada a implementacdo de alguns dos métodos numéricos estudados para a
obtencdo de uma solucdo aproximada de problemas envolvendo equacgbes e sistemas de

equacOes néo lineares, utilizando para tanto o software MATLAB.
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CAPITULO 2

Neste capitulo, construiremos um referencial tedrico para o estudo da solugdo numeérica
de equacdes ndo lineares. O objetivo deste referencial é apresentar alguns dos conceitos e
desenvolver importantes resultados da Analise Real de funcdes de uma e de varias variaveis
que, por diversas vezes, sdo utilizados nas definicbes e demonstracbes dos teoremas

realcionados aos métodos numéricos estudados.

2.1 CONJUNTOS LIMITADOS

Conceitos sobre conjuntos sdo fundamentais no desenvolvimento de muitos resultados
de Analise Real e Analise Numérica. Apresentamos a seguir algumas das principais definicdes

neste tema que serdo exploradas ao longo deste trabalho.

Definicdo 2.1 (Conjunto limitado): Um conjunto X c R é limitado superiormente quando
existe algum a € R tal que
x<a Vx€X. (2.1)
Neste caso, a € chamado de cota superior de X. Analogamente, um conjunto X c R €
limitado inferiormente quando existe algum b € R tal que
x=b,Vx €X. (2.2)
Quando (2.2) acontece, 0 nimero b é chamado de cota inferior de X.
Se o conjunto X é limitado superior e inferiormente, diz-se que X € um conjunto
limitado (LIMA, 2012).

Para conjuntos que sao limitados superiormente ou inferiormente, é possivel falar de
supremo e infimo do conjunto.

Seja X < R um conjunto limitado superiormente e ndo-vazio. Denomina-se supremo
do conjunto X o nimero a € R tal que a € a menor das cotas superiores de X. Escreve-se a =
sup X.

Assim, um nimero a é surpremo de um conjunto X se, e somente se, a satisfaz as
propriedades (LIMA, 2009):

S1. Paratodo x € X,x < a;

S2.Secétalquex < cVx € Xentdoa < c.
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Analogamente, seja X < R um conjunto limitado inferiormente. Um nlermo b € R é
denominado infimo de X quando b é a maior das cotas inferiores de X. Em notagéo, b = inf X.

Portanto, um ndmero b é infimo de um conjunto X se, e somente se, b satisfaz as
propriedades (LIMA, 2009):

I1. Paratodo x € X, x > b;

I2.Secétalquex > cVx € Xentdo b > c.

Exemplo 2.1

Sejad = (0,1).

Sex € A= 0<x < 1. Logo, das definicdes de cota inferior e superior, resulta que
b = 0 é uma cota inferior de A e a = 1 é uma cota superior de A. Assim, o conjunto 4 é limitado
inferiormente e superiormente e, portanto, A € um conjunto limitado.

Qualquer que seja 0 numero real menor que x < b, x é também cota inferior de A.
Analogamente, qualquer nimero real y > a é também cota superior de A.

Provaremos agora que a = 1 € o supremo de A, ou seja, vamos mostrar que a é a menor
das cotas superiores do conjunto A.

Para isto, provaremos que, dado um ¢ € R,

se ¢ < 1,entao c nao é cota superior de A, ou seja,3x € A tal que c < x.

De fato, sejac < 1.

Sec<1,entdo 0 < ¢ < 1 o0uc < 0.Analizaremos os dois casos separadamente.

Se ¢ < 0, é 6bvio, pela propria definicdo do conjunto dado, que existe x € A tal que
x > c e, portanto, ¢ ndo é cota superior de A.

Analizemos agorao casoemque 0 < ¢ < 1.

Sejam = C:—l Temos:

0<c<c+1<2= 0<%<1=>m=%EA.

. 1, . . 1
Onumerom=%emalordoquec,p0|sc<1=>c+c<1+c=>c<%. Logo,

¢ néo é cota superior de A.
Portanto, a = 1 é supremo de A. E possivel mostrar de maneira similar que b = 0 é

infimo de A.
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2.2 PRINCIPIO DA INDUCAO

Um importante conjunto no qual diversas propriedades matematicas sdo observadas é o
dos nimeros naturais. O conjunto dos numeros naturais € caracterizado pelos seguintes fatos
(LIMA, 2012):
1. Existe uma fungdo injetiva s: N — N. A imagem s(n) de cada numero natural n €
N chama-se o sucessor de n.

2. Existe um Gnico nimero natural 1 € N tal que 1 # s(n) paratodon € N.

3. Seumconjunto X c NeétalqueleXes(X)cX(istoé neX = s(n)EX)
entdo X = N.

As propriedades acima sdo os chamados axiomas de Peano, e a propriedade 3 nada
mais é que o principio da inducdo, um principio matematico que serve de base na
demonstracdo de teoremas sobre nimeros naturais utilizando-se o método da inducéo.

Provar que uma propriedade P é vélida para todos os ndmeros naturais utilizando o
método da indugdo consiste em mostrar que P é valida para o nimero 1 e que sempre que P é

valida para um namero natural n, resulta que P é valida para o seu sucessor s(n).

Exemplo 2.2

E possivel provar por indugio que a soma dos n primeiros nimeros impares € igual a

Antes disso, observemos que sendo p 0 n — ésimo numero natural impar, ele pode ser
escrito na forma p = 2n — 1. Queremos entdo provar por inducdo a seguinte igualdade:
143+-+4+2n—-1=n?
Paran = 1 a propriedade é verificada, uma vez que 1 = 12
O segundo passo da prova por inducdo é, supondo que a propriedade é valida para n
(hipétese de Inducdo), temos que provar que ela é valida também paran + 1.
Hipotese de Indugdo: 1 + 3 + -+ 2n — 1 = n?
A soma dos n + 1 primeiros numeros impares é dada por:
Soma=1+3+-+2(n+1)—-1.
Queremos provar que
Soma = (n+ 1)2
Temos:
Soma=1+3+--+2(n+1)—-1=143+--+2n—-1+4+2(n+1)-1
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ou
Soma= (1+3+--+2n—-1)+2(n+1) - 1.
Usando a hipotese de inducdo na equacdo acima, resulta:
Soma=n*+2n+1)—-1=n*+2n+1={n+1)>%
Soma = (n+ 1)?
isto é,

1+3+-+2n—-1+2(n+1)-1=Mn+ 1=
Assim, supondo que a igualdade era verdadeira para a soma dos n primeiros nimeros
impares, mostramos que ela também é valida para a soma dos n + 1 nimeros impares. Conclui-

se por inducdo que ela é valida para todo n natural.

2.3 SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

Uma sequéncia de nameros reais € uma fungdo x: N — R, que associa a cada nimero
natural n um namero real x,,, chamado de o n-ésimo termo da sequéncia (LIMA, 2012).
As notacles (xq, Xy, ) Xn, )y (Xn)neny OU mMais simplesmente (x,,), representam a

sequéncia cujo n-ésimo termo € o nUMero x,.

Definigdo 2.2 (Sequéncia limitada): Uma sequéncia (x,) é limitada superiormente quando
existe um numero real b tal que x,, < b para todo n € N. Analogamente, uma sequéncia (x,,)

é limitada inferiormente quando existe um numero real a tal que a < x,, paratodon € N.

Diz-se que uma sequéncia é limitada quando existem numeros reais a, b tais que a <
X, < b paratodo n € N. Do contrério, diz-se que a sequéncia é ilimitada (LIMA, 2012).

Tomando ¢ = max{|al, |b|}, vemos que—c < x,, < c. Portanto, dizer que a sequéncia é
limitada é equivalente a dizer que existe um ¢ > 0 tal que |x,| < ¢,V n € N.

A . .. , A x 1
Um exemplo de sequéncia limitada é a sequéncia x,, = ~ Uma vez que n assume

valores naturais, temos que |x,| < 1.

Defini¢do 2.3 (Subsequéncia): Dada uma sequéncia x = (x,),ey e nUmeros reais, uma
subsequéncia de x é a restri¢do da funcdo x a um subconjunto infinito N’ = {n; <n, < -+ <
n; < ---}de N. Escreve-se x" = (x,)nen, OU (xnl,xnz, O ) para indicar a subsequéncia

x' = x|N’ (LIMA, 2012).
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Definicdo 2.4 (Sequéncias monotonas): Uma sequéncia (x,) € dita crescente se x, <
Xns1 YN € N. Se x,, < x,41 Vn € N, a sequéncia é dita ndo-decrescente.

Analogamente, uma sequéncia (x,,) é descrescente se x,, > x,4+1 Vn € N. Sevale x,, =
Xn+1 VN € N, a sequéncia é dita ndo-crescente.

Em qualquer um destes casos, ou seja, se uma sequéncia é crescente, ndo-decrescente,

decrescente ou ndo-crescente, dizemos que (x,) é uma sequéncia mondtona.

Exemplo 2.3

. A - 1
Considere a sequéncia dada por a,, = ~
o e e . . . .1 . .1
Esta sequéncia é limitada inferiormente, pois —> 0Vn € N, e superiormente, pois — <
z A - — . 1 . .
1vn € N. E, portanto, uma sequéncia limitada. Ainda, a,, = — € monotona decrescente, uma

1 1 .
vez que — <~ vn € N, ou seja, x,41 < x, Vn € N,

2.3.1 Limite de Uma Sequéncia

As definigdes e teoremas a seguir estdo relacionadas ao estudo da convergéncia de uma

sequéncia.

Definicdo 2.5 (Limite de uma sequéncia): Um numero real a é dito ser o limite de uma
sequéncia x,, quando, para todo nimero real € > 0, dado arbitrariamente, pode-se obter n, €
N tal que todos os termos x,, com indice n > n, cumprem a condicéo |x,, — a| < & (LIMA,
2012).

Em simbolos, temos

a=limx, © Ve>0IngeN;n>ny, = |x,—a|<e.

Utiliza-se também as nota¢des a = lim x,, ou x,, — a.
n—->0oo

Uma observacdo imporante acerca do limite de uma sequéncia é que se limx,, = a,
entdo qualquer intervalo (a — €,a + €), de centro a e raio € > 0, contém todos 0s termos x,,
da sequéncia, com excecao de, no maximo, um numero finito n de termos.

De fato, seja lim x,, = a. Dado o intervalo (a — €, a + €), obtemos n, € N tal que n >

ng = |x, —al <e, ouseja n>n, =x, € (a—-¢a+¢), restando fora deste intervalo,
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portanto, apenas 0s termos x, ... x,,. Reciprocamente, se qualquer intervalo (a —¢,a + ¢)
contém todos os termos x,, de uma sequéncia, a exceg¢do de talvez um namero finito de termos,

entdo lim x,, = 0.

Definicéo 2.6 (Convergéncia): Se uma sequéncia possui limite, ela € dita convergente. Se néo,

diz-se que a sequéncia é divergente.

Teorema 2.1 (Unicidade do limite): Uma sequéncia ndo pode convergir para dois limites

distintos.

Prova: Sejalim x,, = a. Dado um numero real b # a, mostraremos que nao se tem b = lim x,,.

b_ -
b2l £ claro que & > 0.

Para isso, tomemos & =

Os intervalos (a — €,a + €) e (b — &, b + €) séo disjuntos.

De fato, vamos supor que existax € (a—s,a+¢) N (b—¢,b + ¢€).

Teriamos |a — x| < ee|b— x| <&, de onde concluimos que |a —b| < |a— x|+
|x —b| < 2¢ =|a—b| = |a—b| <|a— b|,0que é absurdo.

Como limx, = a, existe no €N tal que n>n,=x, € (a—¢,a+¢) e, pela
disjungdo dos conjuntos mostrada acima, x,, & (b — &, b + ¢) paratodo n > n,.

Logo b néo é limite de (x,). [ ]
Teorema 2.2: Se lim x,, = a ent&o toda subsequéncia de (x,,) converge para o limite a.

Prova: Seja (xnl,xnz, s Xnys ) uma subsequéncia de (x,,). Dado € > 0, existe n, € N tal que
n>ny, = |x, —al < e. Osindices da subsequéncia formam um conjunto infinito, logo existe
entre eles um n; >ny. Entdo, n; >n, = n; >ny = |xnz - a| <e. Logo limx, =

a. |
Teorema 2.3: Toda sequéncia convergente é limitada.

Prova: Seja (x,) uma sequéncia convergente. E dizer que lim x,, = a. Temos:

limx, =ae Ve>03an,EN;n>ny= |x, —al<e
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Em particular, para € = 1, existe n, e Ntalque n >ny = x, € (a—1,a+ 1), ou
seja, todos os termos da sequéncia cujo indice sdo maiores que n, pertencem a um conjunto
limitado inferiormente por a — 1 e superiormente por a + 1.

Agora, considere o conjunto finito F = {x;, x5, ..., Xp,, @ — 1, a + 1}, € sejam ¢ 0 menor
e d 0 maior elemento de F. Entdo todos os termos x,, da sequéncia estdo contidos no intervalo

[c, d]; logo a sequéncia é limitada. [

Teorema 2.4: Toda sequéncia monotona limitada é convergente.

Prova: Por hipotese, x,, € monotona, logo é ndo-decrescente ou nao-crescente.

Seja (x; < xp < -+ < x, <--+) uma sequéncia ndo-decrescente limitada e tomemos
a =sup{x,,n=12..}.

Dado um & > 0, como a — &€ < a, 0 nUMero a — & nao é cota superior do conjunto
{x,n=12..}

Logo, existe algum n, € N tal que x,,, > a — ¢.

Como a sequéncia € ndo-decrescente, n > ny = x,, = x,,,. Uma vez que x,, < a para
todo n, temos que x,, < a + ¢.

Logo, n>ny=a—-e<x,<a+e¢ 0 que é equivalente a dizer que limx, =

a. |

Teorema 2.5 (Teorema do Confronto): Se lim x,, = limy, = ae x,, < z, <y, paratodo n

suficientemente grande, entdo lim z,, = a.

Prova: Por hipétese, lim x,, = lim y,, = a. Logo, dado um & > 0 arbitrério, existem n,,n, €
Ntaisquen>n = a—-e<x,<a+ecen>n, =>a—-e<y,<a+e.

Tomemos ny = max{nq,n,}. Sen > ny, entdo—e <x, <z, <y <a+e= —¢e<
Zp < a+e.

Logo,lim z,a. [



22

2.3.1.1. O Limite lim a™

n—-oo

Um importante limite que sera utilizado ao longo deste trabalho é o lim a™ para valores

n—-oo

positivos de a.

Analizaremos as situagdes de convergéncia da sequéncia (a™).

Para a = 1, a sequéncia (a™) é constante, logo a convergéncia é imediata. Para a > 1,
a sequéncia (a™) € monotona crescente e ilimitada.

Para 0 caso em que 0 < a < 1, afirmamos que lim a™ = 0.

n—-oo
1 A= 1 a s
De fato, dado € > 0, como -> 1, as poténcias de - formam uma sequéncia crescente
A . 1\" _1 .01 1 n
ilimitada. Logo, existe n, € N tal que n > n, = (Z) > ouseja, — >-=a" <e.

Assim, n > n, = |a™ — 0| < &, 0 que mostra que lim a™ = 0.

n—-oo

2.3.2 Sequéncias de Cauchy

Um critério necessario e suficiente para a convergéncia de uma sequéncia de nimeros

reais é o critério de Cauchy.

Definicdo 2.6 (Sequéncia de Cauchy): Uma sequéncia (x,) se chama uma sequéncia de

Cauchy quando cumpre a seguinte condicéo:
Ve>0,I3ngENym>ngen>ny, = |x, —x,| <e.
Em palavras, a fim de que uma sequéncia (x;,) seja uma sequéncia de Cauchy, exige-se
gue seus termos x,,, x,,, para valores suficientemente grandes dos indices m e n, se aproximem

arbitrariamente uns dos outros (LIMA, 2009).

Teorema 2.6 (Convergéncia das sequéncias de Cauchy): Toda sequéncia convergente é de
Cauchy.

Prova: Seja lim x,, = a.
n—->oo
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Pela Definicdo 2.6 dado arbitrariamente um & > 0, existe n, € N tal que m > ny, =
Xm — al <§en>n0=> |, — al <§.
Logo, m>ngen>ny, = |x,, — x| < |x,, — al + |x, — al <§+§=s, 0 que

mostra que (x,) é uma sequéncia de Cauchy. [
Lema 2.1: Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Prova: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Tomando & = 1, podemos obter n, € N tal que
m>ngen>n, = |x, —x,| <1.
Em particular, n > ny = |x,, —x,| < 1, ou seja, n =ny = x, € (xn, — 1, %, +

1).
Seja a 0 menor € b 0 maior elemento do conjunto X = {xq, ..., Xn,—1,Xn 41}

respectivamente. Entdo x,, € [a, b] para cada n € N. Logo, (x;) € uma sequéncia limitada. m

Lema 2.2: Se uma sequéncia de Cauchy (x,,) possui uma subsequéncia convergindo para a €

R, entdo limx,, = a.

Prova: Dado € > 0, existe n, € N tal que m,n > ny = |x,, — x,| < § Existe também n, >
n, tal que |xn1 - a| < g Portanto, n > ny = |x, —al| < |xn - xn1| + |xn1 - a| < §+§=

. Logo, limx, = a. |

Teorema 2.7: Toda sequéncia de Cauchy de nimeros reais é convergente.

Prova: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Pelo Lema 2.1, (x,) é uma sequéncia limitada.
Logo, utilizando o fato (ver LIMA, 2009) de que toda sequéncia limitada possui uma
subsequéncia convergente e o Lema 2.2, concluimos que (x;,) converge. |

2.4 LIMITE E CONTINUIDADE DE FUNCOES

As sequéncias sdo fungdes cujo dominio esta sempre contido no conjunto dos nUmeros

reais. Podemos estender alguns conceitos estudados sobre sequéncias para fungdes definidas
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sobre um conjunto X < R. A seguir, definimos e apresentamos alguns resultados acerca do

limite e continuidade de funcdes.

Defini¢do 2.7 (Limite de uma func¢do): Sejam X < IR um conjunto de ndmeros reais, f: X - R
uma funcao real cujo dominio é X e a € X’ um ponto de acumulacdo do conjunto X. Diz-se que

0 numero real L é limite de f(x) quando x tende para a, e escreve-se lim f(x) = L, quando,
xX—-a

para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter § > 0 tal que se tem |f(x) —L| < ¢

semprequex € Xe 0 < |x —al < 6.

Em simbolos, temos:

limf(x)=LeVvVe>036§>0;3x€eX,0<|x—a|<d=|f(x)-L|<e.

x—-a

Definicéo 2.8 (Fungdo continua): Uma fungdo f: X — R, definida no conjunto X c R, diz-se
continua no ponto a € X quando, para todo para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se

obter§ >0talquex € Xe 0 < |x —a| < é impliqguem |f(x) — f(a)| < &.

Em simbolos, temos:
Ve>0,36>0,x€X,0<|x—a|<d=|f(x) - f(a)| <e.
Se a funcdo f: X - R for continua em todos os pontos x € X de seu dominio, ela é dita
ser uma funcéo continua.
O teorema a seguir estabelece matematicamente o principio de que uma fun¢édo continua
definida num intervalo ndo pode passar de um valor para outro sem passar por todos os valores

intermediarios.

Teorema 2.8 (Teorema do Valor Intermediario): Seja f: [a, b] » R uma funcéo continua. Se
f(a) < d < f(b), entdo existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = d.

Prova: Temos por hipotese que f(a) < d < f(b). Consideremos o conjunto
A={x€lab];f(x) <d}
Para x = a, por hipétese f(a) <d = x € A e vemos que A c [a, b], entdo A € um
subconjunto ndo vazio de R.
Como A c [a, b] € um conjunto limitado superiormente, possui supremo. Denotemos

por ¢ = supA, isto é
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NVxeAx<c

ii)Semétalquex <m Vx € A,entdo c < m.

Provaremos que f(c) = d.
Como d néo éigual a f(a) ou f(b), entdo c ndo pode ser a ou b. Assim, ¢ € (a, b).
O conjunto A possui supremo, entdo existe uma sequénia x, € A tal que x,, - supA
quando n — oo (LIMA, 2009).
Por hipotese, f é continua em [a, b] e ¢ € (a, b), entdo f é continua em c.
Agora, como x,, = supA = c e x, € A, entdo
f(©) = lim f(x,).
Mas V x,, € A, temos f(x,) < d, entdo resulta
Tlli_r)xgof(xn) <de& f(c) <d.

Mostraremos que f(c) néo pode ser menor que d.

Afirmamos que nenhum elemento de A é maior do que todos 0s outros.

De fato, seja @ € A. Tomando € = d — f(«), a continuidade de f no ponto a nos da
um § > 0 (que tomaremos pequeno, de modo a ter [a, @ + 6] < [a, b]) tal que, para todo x €
[a,a + 6) tem-se f(x) < f(a) + . Comod = ¢+ f(a), reulta f(x) < d. Assim, todos 0s
pontos do intervalo [a, @ + &) pertencem a A. Logo A ndo possui maior elemento, e por tanto
¢ = supA ndo pertence a A.

Logo nédo vale f(c) < d, pela propria definicdo do conjunto A4, o que nos obriga a

concluir que f(c) =d. |

Teorema 2.9 (Teorema do Valor Médio): Seja f:[a, b] - R uma funcéo continua. Se f é

derivavel em (a,b), entdo existe ¢ € (a, b) tal que

von_ fb)—f(a)
==
Prova: Seja
IOLIC]
—a

Defina-se F(x) = f(x) — f(a) — (x — a)Q.

F e continua em [a, b] e derivavel em (a, b). Ainda,

Fla)=f(a)-f(a)-(a—a)@=0e
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)M_
— =

a

F(b)=fb) - f(a)—(b—a 0.

A funcéo F satisfaz, portanto, as hipoteses do Teorema de Rolle (F € continua em [a, b]
e F(a) = F(b)), logo existe ¢ € (a,b) tal que F(c) =0

Temos, entdo, F'(c) = f'(c) —Q=0=f'(c) =Q = f(b;:{l(a)' "

2.5 NOCOES BASICAS SORE ERROS

Os erros sdo inerentes ao problema de modelamento matematico. Por mais precisas que
sejam as solugdes numéricas, elas sdo, geralmente, inexatas, e existem erros, Como 0s erros de
arredondamento e de truncamento. E importante distinguirmos os conceitos de erro absoluto e
erro relativo, porque eles permitem medir qudo proximas a solugdo aproximada encontra-se da

solucdo exata de um problema.
Definicéo 2.9 (Erro absoluto): O erro absoluto é a diverenca entre o valor exato de um nimero
x e de seu valor aproximado x*,

EA, =x—x" (2.3)

Se EA, é positivo, podemos dizer que a aproximacdo € por falta. Se EA, é negativo,

dizemos que a aproximacao é por excesso.

Definicdo 2.10 (Erro relativo): O erro relativo é definido como o erro absoluto dividido pelo

valor exato,
x—x"
ERy =— (2.4)
e o erro relativo percentual é dado por
ER%, = (ER,) * 100. (2.5)

Para obter os erros usando as equaces (2.3), (2.4) e (2.5), € necesséario conhecer o valor
exato x. Entretanto, esse valor €, geralmente, desconhecido. Quando aplicamos algum método
numerico, o objetivo é determinar uma aproximacgéo para o valor exato desconhecido. Se o

valor exato é conhecido, ndo ha sentido em aplicar algum método numérico para obter uma
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aproximacdo desse valor. Uma solucdo para este problema € a utilizacdo do erro relativo
estimado, o qual sera definido no Capitulo 3.

No estudo dos métodos numeéricos, critérios de parada sdo considerados para determinar
guando uma solucdo aproximada é suficientemente boa para um dado problema, levando ao fim

das iteracOes realizadas.
2.6 CONCEITOS BASICOS NO R™

Funcgdes do tipo f: D c R™ —» R" s&o essenciais no estudo de sistemas de equagdes néo
lineares. Assim, estudaremos nessa se¢do algumas conceitos basicos na analise de funcdes de
n varidveis que sdo frequentemente utilizadas em anélise numérica da resolugdo de sistemas de

equac0es ndo lineares.

2.6.1 Norma

Uma porcao significativa da Algebra Linear é, de fato, de natureza geométrica, porque
muito do que se é estudado desenvolveu-se a partir da necessidade de se generalizar conceitos
da geometria basica no R? e R® (MEYER, 2000). O conceito de norma é um dos assuntos da

Algebra Linear com motivagdo geométrica.

Definicdo 2.10 (Norma): Uma norma é uma funcéo ||*||: V — R definida do espaco vetorial
IV ao conjunto de nimeros reais que satisfaz as seguintes condi¢des (MEYER, 2000):

x| =0vVvxeVellx|]| =0 x=0,

lax|| = |a|llx]] Va e R,x €V,

lx + yll = llxll + [lyll vx,y €V

Uma norma muito utilizada no desenvolvimento de métodos numéricos no R™ é a
norma infinita.

Dado um vetor x = (x4, ...,Xn) € R", denotamos por [|x|l, @ norma infinita do
elemento x, sendo definida por

x|l oo = max]|x;].
1<i<n

No estudo dos métodos numéricos desenvolvido neste trabalho, R™ representa um

especao vetorial no qual esta definida a norma infinita. E importante destacar que muitos dos
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resultados aqui desenvolvidos poderiam ser executados com altera¢cdes minimas utilizando-se

uma p-norma, || . ||, em lugar da norma infinita.

2.6.2 Conceitos Basicos Sobre Conjuntos

A sequir, apresentaremos alguns conceitos basicos relacionados a conjuntos no R™.
Estes conceitos servem para definir limite, continuidade e diferenciabilidade de funcfes. Tais

conceitos sdo apresentados com referéncia em [MAYER, 2003].

Definicdo 2.11 (Bola aberta): Seja & € R™. Uma bola aberta de centro § e raio € > 0 em R"

com respeito a norma infinita é denotada por B, ($) e definida como sendo o conjunto.
B:(§) = {x € R |Ix — §llo < &}.

Definicédo 2.12 (Conjunto aberto): Seja D < R™. Dizemos que D é um conjunto aberto no R"

se, para todo & € D existe um ¢ = ¢(§) tal que B.(§) c D.

Por exemplo, pode ser provado que toda bola aberta no R™ é um conjunto aberto.

Definicédo 2.13 (Vizinhanga): Dado ¢ € R", qualquer conjunto aberto N(§) < R™ contendo &
é chamado de vizinhanca de €. Logo, qualquer cojunto aberto no R™ é uma vizinhanca de cada

um dos seus elementos.

Definicéo 2.14 (Conjunto fechado): Um conjunto D < R™ € dito ser um conjunto fechado no

R™ se o seu complementar, R™\D é um conjunto aberto.

Por exemplo, a bola fechada de centro € e raio € > 0 em R™ com respeito a norma
infinita, definida por
B:(®) = {x e R [[x — &l < &},
é um conjunto fechado no R", pois o0 seu complementar em R" é um conjunto aberto.

2.6.3 Limite e Continuidade de Funcdes de Varias Variaveis

Apresentamos a seguir a definicdo de limite de uma fungdo f:D c R™ - R" num

ponto x,.
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Definigdo 2.15 (Limite de uma fungéo f: D c R™ - R"): Seja f: D < R" - R". Afuncéo f
é dita possuir limite no ponto x,, e denotamos
lim f(x) =1L
se, dado um & > 0, existe um § > 0 tal que ||[f(x) — L||, < e sempreque 0 < [|x — x|l <
§,paratodox € D c R™.
De forma equivalente,

lim f(x) =L & Ve> 0,36 >0; Vx € D, 0 < [[x — xpllee <6 = [If(x) — Lllo < &.
X—Xq

A definicdo de limite independe da norma que esta sendo usada.

Definicdo 2.16 (Funcdo continua): Suponha que D é um subconjunto ndo vazio de R", e que
f:D c R* - R" é uma funcéo definida sobre D. Dado um numero ¢ € D, dizemos que f é
continua no ponto & se para cada € > 0 existe um § = 6(e) > 0 tal que, para todo x €
Bs(§)ND.
If(x) = FDlle <,
ou, equivalente,
Lim fx) =1

Quando uma funcdo f, definida sobre um conjunto D, é continua em todos os pontos

desse conjunto, dizemos que f € uma funcdo continua em D, ou simplesmente que f é uma

funcéo continua.

Lema 2.1: Seja D um subconjunto ndo-vazio de R™ e f: D ¢ R™ - R™ uma fungdo continua

em D. Se (x*®¥)) c D converge em R" para ¢ € D, entdo Lim f(x®) = £(®.

Prova: Por hipotese, f € continua em D, portanto é continua no ponto & € D. Entao, dado ¢ >
0,
36=6()>0; VxED,lx— &l <= [If(x) = f®)llw < & ()
Por outro lado, temos também por hipétese que (x*)) converge para £, isto é, para um
& > 0, em particular dado em (1), existe um ky = ko(6) = ko(6(€)) tal que
|x® —¢|| <8 V k=k.

Logo, se x = x%*) em (I), vemos que para cada € > 0 existe um k, = ko(8) =
ko(6(€)) tal que



30

Ix® =&, <5 = lfa@) —fOl_<e vk=k,

0 que significa que

lim £(x®) = £(§). .

2.6.4 Sequéncia de Cauchy No R"

Um fato importante que utilizaremos ao longo deste trabalho é o fato de que R™ é um
espago completo, isto &, se (x%9) é uma Sequéncia de Cauchy no R, entfo existe & € R" tal
que (x%) converge para &, ou seja,

i ) — =
lim [[x®0 — &[] = o.

Definimos a seguir o que vem a ser uma Sequéncia de Cauchy no R™,

Definicdo 2.17 (Sequéncia de Cauchy): Uma sequéncia (x()) c R™ é dita ser uma sequéncia
de Cauchy se, para todo € > 0 existe um inteiro positivo k, = kq(¢) tal que

|x® — x| <& Vk,m = k.

Lema 2.2: Seja D  R™ um subconjunto fechado n&o vazio do R™ e (x*)) c D uma sequéncia
de Cauchy.

Ent3o, ;éim x®) = Eexiste, e & € D.

Prova: Como (x®)) é uma sequéncia de Cauchy em R™ e R™ é completo, entfo existe § € R"
tal que (x®)) converge para &, ou seja, lim x®) = ¢

Resta provar que & € D. Provaremos este fato por contradicéo.

Suponhaque § ¢ D = & € R™\D. Como D é fechado, R™\D é aberto, portanto existe
um ¢ > 0 tal que B.(§) € R™\D.

Por hip6tese, temos que (x¥)) c D, logo nenhum elemento da sequéncia (x*)) pode
pertencer a B.(§). Isso quer dizer que a sequéncia (x®)) n&o converge converge para ¢.

Supor que &€& D nos leva a uma contradicdo das hipdteses, portanto € € D. A

contradicdo implica & € D. [
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CAPITULO 3

Neste capitulo, estudaremos métodos numeéricos para encontrar uma solucdo de uma
equacdo ndo linear f(x) = 0, onde f: R — R € uma funcdo de uma variavel real a valores reais.

Determinar as solugdes da equacao f(x) = 0 de forma analitica é, em geral impossivel
ou, por mais que seja possivel, requer grande esforco e tempo aplicado a essa tarefa.

Um caso em que nao é possivel trabalhar com férmulas analiticas € o problema de
calcular as raizes de polindmios com grau maior do que cinco. H& casos também em que a
propria funcéo f ndo é conhecida explicitamente, dentre outros. Para resolucdo de problemas
como estes, € necessario recorrer a metodos nUMericos.

Estudaremos o Método do Ponto Fixo e o Método de Newton, apresentando um
desenvolvimento para estes métodos e resultados que garantem sua convergéncia, bem como
andlise de erros e critérios de parada. O Método da Secante e Método da Bisse¢do sdo

brevemente apresentados.
3.1 ZEROS DE FUNCOES REAIS

Seja f: R — R uma fungdo de uma variavel real a valores reais. Chamamos de zero da
funcéo f a todo nimero x € R tal que f(x) = 0.

Uma funcdo pode ter mais de um zero em seu dominio, 0 que acontece muitas vezes. A
funcdo f: R — R dada pela equacdo f(x) = sen(x), por exemplo, possui infinitos zeros em
seu dominio, dados por x = km, k € Z.

A determinacdo dos zeros de uma funcdo a valores reais possui vasta aplicacdo em
diversas areas do cotidiano e da ciéncia, em especial na Engenharia.

Um exemplo de aplicacdo da determinacdo dos zeros de uma funcéo real é o de
determinar a deflexdo méaxima y,,4, da linha de centro de uma viga em I simplesmente apoiada,

sabendo que a deflex&@o y da linha de centro da viga em funcdo da posicao x € dada pela equagéo

y(x) = = (7L* — 10L2x* + 3x*), onde E é o0 modulo de elasticidade do material, L & o

comprimento da barra, I € o momento de inércia e w, é o valor do carregamento (GILAT,
2014).

Do calculo diferencial, sabe-se que o valor maximo da deflexdo y em funcéo de x €

dado pela equacdo 2 = 0, que resulta em —22— (7L% — 10L2x? + 3x*) + —2% (—10L2x +
dx 360LEI 360LEI

3x3) = 0. Resolver esse problema ¢, portanto, resolver uma equagao do tipo f(x) = 0.
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Em geral, em muitos problemas reais, ndo € possivel a obtencdo dos zeros de uma
equacdo f(x) = 0 de forma exata. Nesses casos, métodos numéricos séo aplicados na obtencéo
de solugbes aproximadas do problema, solugdes estas que devem ser consideradas

suficientemente boas a partir de critérios preestabelecidos.

3.2 METODO DO PONTO FIXO

Um dos métodos numéricos utilizados na resolugdo de uma equacao do tipo f(x) =0
é 0 Método do Ponto Fixo (MPF).

A principal motivacdo para o estudo do Método do Ponto Fixo reside no conhecimento
dos conceitos que sdo introduzidos ao longo do seu desenvolvimento. Conhecer as definicdes,
teoremas e outros resultados que surgem no estudo do MPF é uma tarefa de grande valia para
a boa compreensdo e utilizagdo de outros métodos numéricos como o Método de Newton e

Método da Secante, 0s quais possuem maior aplicacdo pratica na resolucéo de problemas.

3.2.1 Iteracéo Simples e o Método do Ponto Fixo

Seja f: [a, b] = R uma funcdo a valores reais real, definida e continua em um intervalo
limitado e fechado [a, b] da reta real. Vamos assumir que a < b, dessa maneira o intervalo é
ndo-vazio. Estamos interessados em encontrar um namero real & tal que f(é) = 0. Se esse
namero ¢ existe, ele é chamado de solucdo da equacgdo f(x) = 0. Para iniciar essse estudo, é
importante investigar a existéncia desta solucdo. A existéncia da soluca ¢ é dada pelo teorema

a sequir.

Teorema 3.1 (Teorema de Bolzano): Seja f: [a, b] = R uma fun¢do a valores reais, definida
e continua em um intervalo limitado e fechado [a, b] da reta real. Se f(a) * f(b) < 0, entdo

existe ao menos um ¢ € [a, b] tal que f (&) = 0.

Prova: Por hipétese, temos que f(a) . f(b) < 0.
Analisaremos separadamente os dois casos para a desigualdade dada na hipétese, ou
seja,0caso f(a).f(b) =0eo0caso f(a) * f(b) <O.
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Se f(a).f(b) =0, temos que f(a) =0 ou f(b)=0, entdo & =aoué = b,
respectivamente, e a prova esta completa.

Agora, se f(a).f(b) < 0,entdo f(a) <0< f(b)ouf(b) <0< f(a), ouseja 0 €
1f(a), f(b)[ ou 0 €]f(b), f(a)[, respectivamente.

Vamos considerar o caso 0 €]f (a), f(b)[. O outro caso € anélogo.

Pelo Teorema do Valor intermediario (Teorema 2.7, pagina 22), sendo f:[a, b] » R
continua, se f(a) < d < f(b) entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =d.

Temos que f(a) < 0 < f(b). Logo, conclui-se que existe & € (a, b) tal que f(&) = 0.

O Teorema 3.1 garante a existéncia de solugéo para a equacdo f(x) = 0 no intervalo
[a, b] verificada a hipotese f(a) * f(b) < 0, mas nada fala sobre a como encontra-la.

Um dos métodos numéricos utilizados para encontrar uma solucdo aproximada de
f(x) = 0 é o Método do Ponto Fixo. A fim de estuda-lo, apresentaremos a seguir a defini¢do

de ponto fixo de uma funcéo.

Definicédo 3.1 (Definicéo de ponto fixo): Seja g: D € R — R. Um ponto fixo de g é um ndmero
EeDtalque g(¢) =¢.

Observacao 3.1

E sempre possivel reescrever o problema f(x) = 0 na forma equivalente x = g(x),
onde g é uma funcéo de uma variavel real definida em [a, b].

Defato, f(x) =0 = f(x)+x=x = x=x— f(x).

A funcdo g(x) é continua, pois é subtracdo de funcBes continuas. Portanto, o problema

de encontrar x € [a, b] tal que f(x) = 0 € convertido em achar um namero real ¢ € [a, b] tal

que g(§) = ¢&.

O teorema a seguir nos da condicdes suficientes para a existéncia de ponto fixo de uma

funcdo g num determinado intervalo (a, b).

Teorema 3.2 (Teorema do Ponto Fixo de Brower): Seja g: [a, b] — R continua. Suponha que

g(x) € |a, b] paratodo x € [a, b]. Entdo, existe ¢ € (a, b) tal que g(&) = €.
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Prova: A ideia da prova é aplicar o Teorema 3.1. Para isso, defina-se uma fungéo auxiliar
f(x) =x—g(x) Vx € [a,b].
Por hipotese, g(x) € [a, b] ,istoé,a < g(x) <b= Vx € [a,b].

Para x = a, resulta

f(@)=a—-g(a) <0. (3.1)
De forma analoga, para x = b, resulta
f(b) =b - g(b) = 0. (3.2)

De (3.1) e (3.2), obtemos que f(a).f(b) < 0. E claro que f é uma funcio continua.
Logo, pelo Teorema 3.1, podemos afirmar que existe ¢ € [a, b] tal que f () = 0.

Mas, da definicdo de f, resulta que

0=f(=¢5-g)=o&—gl@) =0 g =¢. u

Quanto as hipoteses do Teorema do Ponto Fixo de Brower, é importante realizar 0s
seguintes comentarios:
o A continuidade da funcdo g é fundamental, pois oTeorema 2.1 é consequéncia
do Teorema do Valor Intermediario, o qual so6 é valido para fun¢Bes continuas.
o Acondicdo g(x) € [a, b], Vx € [a, b] surge naturalmente da forma equivalente
ao problema f(x) = 0, isto é:
f(x) =0 x=gkx), x €[a,b].
A recursdo definida a seguir é fundamental para a demonstracdo do Teorema do Ponto

Fixo.

Definicdo 3.2 (lteragdo simples): Seja g: [a, b] € R = R, definida e continua em [a, b] e que
tal que g(x) € [a, b] paratodo x € [a, b]. Seja x, € [a, b]. A recursdo definida por

Xee1 = 9(xx), k=012, ..,
é chamada de iteracéo simples.

E possivel mostrar que se a sequéncia (x;,) definida acima converge, entfo o seu limite
deve ser um ponto fixo da fungéo g.
De fato, supor que I!im X, = €. Temos:
&= Ilim Xy = Ilim Xi41 (3.3

Da Definicédo 3.1, sabemos que x,,; = g(xx), logo
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lim x4, = lim g(x) (3.4)

Como a fungdo g é continua, utilizando o Lema 2.2 (pagina 25), obtemos:
lim g(x) = g (Jim x,.) = g() (3.5)
Logo, das equagdes (3.3), (3.4) e (3.5), conclui-se que ¢ = g(§). Mas isto é verdade

desde que g seja continua e x;, — ¢.
A seguir, apresentamos uma definigdo para o Método do Ponto Fixo.

Definicédo 3.3 (Método do Ponto Fixo): O Método do Ponto Fixo é um método numérico que
consiste em transformar uma equagéo do tipo f(x) = 0 em uma equagéo equivalente x = g(x)
e a partir de uma aproximacao inicial x, gerar uma sequéncia (x;) de aproximacdes para a
solucéo ¢ do problema atraves da relacéo x;., = g(x;), pois a funcéo g(x) é tal que f(¢) =
0 se e somente se g(¢) = & (RUGGIERO, 1996).

Transformamos assim o problema de encontrar um zero da equacdo f(x) =0 no
problema de encontrar um ponto fixo de g(x). A funcdo g(x) é chamada de func¢éo de iteracéo
para a equagdo f(x) = 0. Consideremos a escolha de uma funcéo de iteracdo g(x) = ¢ (x).

Fazendo y = ¢(x) e y = x, podemos eshocar os graficos como vemos na Figura 3.2. O
ponto fixo procurado é dado pela interseccdo das curvas y = x e y = ¢(x), como podemos ver

na figura 3.1.

Figura 3.1 - Representacdo grafica da solucdo da equacdo x = ¢(x).

solucéo

f(x) ; v =@(x)

Fonte: BORJAS, 2013.



36

Para um determinado problema, a escolha da funcdo de iteracdo pode ndo ser adequada,
de modo que a sequéncia dada por x;.; = @(x;) pode ndo convergir e, consequentemente, 0
método ndo funcionarad. Quando o método funciona, os valores de x obtidos por meio dos
processos iterativos geram uma sequécia convergente na direcdo da solu¢do procurada, como

mostrado na Figura 3.2.

Figura 3.2 - Convergéncia do método do ponto fixo.

V=)

saflugdo I(P(Xl)

: :(P(x3 ):

Y.

@(x;)

A J

p X3 Xa X; X

Fonte: BORJAS, 2013.

Se a escolha da funcdo de iteracdo ndo € adequada, € possivel que as iteracBes nao
convirjam para o ponto fixo, mas ao contrario, gerem uma sequéncia numérica divergente,
como pode ser visto graficamente na Figura 3.3.

Figura 3.3 - Divergéncia do método do ponto fixo.

solugdo

Fonte: BORJAS, 2013.
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Vimos que se a sequéncia dada pela Definigdo 3.1 converge, ela converge para um ponto
fixo de g. Se conseguirmos garantir a convegéncia essa sequéncia, estaremos garantindo,
portanto, a eficacia do Método do Ponto Fixo na obengdo de uma solucdo aproximada do
problema. Portanto, investigaremos condi¢fes suficientes para a existéncia e unicidade do
ponto fixo de uma fungédo g, bem como para a convergéncia da sequéncia (x) . Antes disso,

vejamos quando uma funcéo é uma contracéo.

Defini¢do 3.4 (Contragdo): Seja g:[a,b] » R uma funcé@o continua em [a, b] tal que que
g(x) € [a, b] para todo x € [a, b]. A fungdo g é dita ser uma contracao sobre [a, b] se existe

uma constante Ltalque0 < L < 1e

lg(x) =g < Llx =yl Vx,y €[a,b] (3.6)

Generalizando, quando L é um namero positivo qualquer, a definicdo acima é referida
como Condigéo de Lipschitz.
O teorema a seguir fornece condiges suficientes para que a fungdo g(x) possua ponto

e a iteracdo simples dada pela Definicdo 3.2 seja convergente para o valor do ponto fixo.

Teorema 3.3 (Teorema da Contra¢do): Suponha que g: [a, b] — R é uma funcdo continua, com
g(x) € [a, b] paratodo x € [a, b]. Suponha, ainda, que g é uma contracéo sobre [a, b]. Entédo
g possui um dnico ponto fixo & no intervalo [a,b]. Mais ainda, x,,; = g(xx), k=

0,1,2, ... converge para ¢ quando k — oo para qualquer valor inicial x, € [a, b].

Prova: A prova deste teorema é dada em trés etapas: existéncia, unicidade e convergéncia.

e Existéncia

Por hipotese, g: [a,b] —» R é continua e g(x) € [a, b] para todo x € [a, b]. Logo, pelo
Teorema 3.2, existe ¢ € [a, b] tal que g(&é) = €.

e Unicidade

A unicidade € provada por contradi¢do. Suponhamos que a funcdo g tenha um segundo
ponto fixon € [a,b],n # ¢ .

Como ¢ e n séo pontos fixos de g, temos:

1€ — nl=19()— gl (3.7)

Por hipotese, g € uma contragéo, logo, pela Definicao 3.4,
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19(&) —gm| < LI — 7l (3.8)
De (3.7) e (3.8), temos que |§ — n| < L |¢ — n|, 0 que implica (1 —L)|§ — n| < 0.
Como (1—L)>0,entdo 0 < |§ — n| <0.
Portanto, & = 1.

e Convergéncia
Uma sequéncia é dita convergente se possui limite. Seja x, um elemento qualquer de
[a, b] e considere a expresséo |x; — &].

Pela definicdo de (x;), temos:

e = &1 =1g(x-1) —g ()], k= 1. (3.9)
Uma vez que g é uma contracéo, temos
lgCek-1) — g < Llxp—1 — &I, k=1 (3.10)
De (3.9) e (3.10), conclui-se que
lx, —&| < Llxp—1 — €|, k=1 (3.11)

Pode-se provar por inducéo que
[ = &1 < L¥|xo — ¢ (3.12)

De fato, para k = 1, de acordo com (3.11), obtemos
|x; —§| < Lixo — & (3.13)
e a desigualdade (3.12) é automaticamente verificada.
Supondo agora que a desigualdade (3.12) é valida para um dado k = n, isto é, |x, —
&| < L|xy — €], mostramos que ela também é valida parak = n + 1.

Para k = n + 1, de acordo com (3.11), obtemos

Ixn+1 - El < len - El (3-14)
Mas |x, — &| < L™|x, — &| (hip6tese de indugdo). Logo,
|Xn41 — &1 < L™ xg — & (3.15)

Portanto, |x, — &| < L¥|x, — &| Vk > 1.

Foi demonstrado no Capitulo 2, pagina 20, que, se L € (0,1), entdo Ilim L¥ = 0. Assim,
Ilim L¥|x, — &| = 0, uma vez que |x, — &| é constante.

Consideremos agora a seguinte desigualdade:
0 < |Xpy1 — &I < LM xo — €| (3.16)
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Aplicando o limite com k tendendo a infinito aos membros da inequacéo 3.16,
obtemos
llim 0< llim |Xpe1 — €| < ’limL’”lle — &=
=0< Ilim |Xpt1 — &1 <0 (3.17)
Logo, pelo Teorema do Confronto (pagina 21)
limfxpy —$|=0=

=>Ilim|xn+1—f|=0:>11im(xk)=§. [

A condicdo de contracdo enunciada na Definicdo 3.4, |g(x) —g(¥)| < L|x —

y| Vx,y € [a, b], pode ser reescrita na seguinte forma equivalente:

9(x) —gy)
xX—=Yy
com L € (0,1). Em outras palavras, pode ser dito que a inclinacdo da curva descrita pelo grafico

<L Vx,y € [a,b], x+Yy (3.18)

da funcdo g ndo excede L € (0,1). Assumindo que g é uma funcdo diferenciavel no intervalo
aberto (a, b), temos, pelo Teorema do Valor Médio, que

gx)—g»y)
Xy g m

para um n entre x e y e que, consequentemente, percente ao intervalo (a, b).
Podemos adotar, entdo, as seguintes hipo6teses que, quando verificadas, garantem a
validade da tese do Teorema 3.3 (MAYER, 2003):

. g ediferencidvel em (a, b) (3.19)
. dALe(0,Dtalquelg’'(x)| <L Vx€((ab).

As hipoteses dadas em (3.19) sdo mais restritivas do que as dadas em (3.6). Observemos,
por exemplo, que a fungdo g(x) = |x| satisfaz a condicdo de Lipschitz sobre qualquer intervalo
fechado da reta real, mas néo é diferenciavel no ponto x = 0. Apesar de mais restritivas, é mais
simples verificar, na pratica, as condi¢bes dadas em (3.19).

Discutiremos agora uma versdo local do Teorema da Contracdo, na qual as hipoteses
dadas em (3.19) séo assumidas apenas em uma vizinhanga do ponto fixo £ em vez de em todo

o intervalo [a, b].
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Teorema 3.5: Suponha que g é uma funcédo real, definida e continua em um intervalo limitado
e fechado [a, b] da reta real, e que g(x) € [a, b] paratodo x € [a, b]. Seja & = g(&) € [a, b]
um ponto fixo de g e assuma que g possui derivada continua em alguma vizinhanga de & com
lg'(§)| < 1. Entdo, a sequéncia (x;) definida por (x,,,) = g(xx), k =0, converge para é

quando k — oo, desde que x, seja suficientemente préximo de &.

Prova: Por hipotese, g possui derivada continua em alguma vizinhaga de ¢, entdo 3h > 0 tal
que g~ é continua no intervalo (¢ — h,& + h) = I,.

Podemos encontrar um subintervalo Is = [§ — 6, + 8], com 0 < & < h, tal que g” é
continua em I5. Como I5 é limitado, |g'(x)| < L Vx € I5.

Temos que g’(x) é continuaem x = & € I, ou seja,

Ve>0,36>0; [x—¢|<8=19g'(x)—g'()| <¢

Em particular, para € = w > 0, temos
1960 - g/ @ <L ey,
Por outro lado, Vx € Ig, temos que:
19"l < 1g'(x) —g" (D + 1g"(D < %‘gl(f)l Vx €ls =
= |g'(x)| < 1+ 1@l vx € Iy,

2
Tomemos, entdo, L = w. Como por hipotese |g'(€)| < 1, é claro que L < 1.
Temos também por hipdtese que g(x) € [a,b] para todo x € [a,b] € xgiq =

g(xx) Vk = 1, entdo, para x; pertencente ao intervalo I5. Portanto,

Xer1 —§ = 9g0) — & =gx) — g(&) = (x — ) g' ()
onde 7, pelo Teorema do Valor Médio, € um numero entre x;, e & e, portanto, também pertence
als.
Assim, |g'(m )| < Le
%41 — €1 < Llxg — €| (3.20)

Como |xp4q — &l < Llx;, —&| para L <1, entdo |xpp; — & < |xp —&| < 6. Isso

mostra que x;.,., também pertence ao intervalo I5.
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Por inducdo, pode ser provado que se x, € Is, entdo todo x;, € Is,k = 0, e se verifica

que
| = &1 < L¥xo — €I
Como L € (0,1), concluimos que
lim 0 < lim |x, — §] < lim L¥|xo — | = lim x; = §,
ou seja, a sequéncia (x;) converge para &. |

Se as condicBes do Teorema 3.5 sdo satisfeitas em uma vizinhanga do ponto fixo &,
entdo a sequéncia (x;) definida pela iteracdo x;,.,; = g(x;) converge para ¢ para qualquer
valor inicial x, que seja suficientemente préximo de &. Se, por utro lado, as condicBes do
Teorema 3.5 séo violadas, entdo ndo ha garantia de que a sequéncia (x;) ira convergir para o
ponto fixo & para qualquer valor inicial x, suficientemente proximo de &. Saber se x, esta
suficientemente proximo de uma solucdo exata desconhecida é um problema na utilizacdo do

Método do Ponto Fixo.

3.2.2 Ordem de Convergéncia do Método do Ponto Fixo

A ordem de convergéncia de um método numérico esta relacionada a rapidez com que

esse método converge para uma solugdo aproximada.

Definicéo 3.5 (Ordem de convergéncia): Seja (x; ) uma sequéncia tal que klim x, = & eseja

ex = X, — & 0 erro na iteracao k. Se existir um nimero g > 1 e uma constante u > 0, tais

que

lim ee1l =) (3.21)

k— oo legl?
entdo g é chamado de ordem de convergéncia da sequéncia (x;) e u é a constante assintética

de erro.

Se lim % = pcom 0 < pu < 1, entdo a convergéncia é linear. No caso em que p =

k- o ek
0, a convergéncia é denominada superlinear.
Conhecendo a ordem de convergéncia g de um método iterativo, obtemos uma
informacdo sobre a rapidez de convergéncia do processo. De (3.21), podemos escrever:

lex+1| =~ pleg|? parak — co.
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Supondo que a sequéncia (x;) é convergente, 0 erro e, da iteragdo k tende a zero
quando k — oo. Portanto, quanto maior for o valor de g, mais proximo de zero estara o valor
de ule,|?, independente do valor de u, o que implica que a sequéncia (x;) converge mais
rapidamente. Em outras palavras, uma sequéncia com maior ordem de convergéncia convergira
mais rapidamente do que uma sequéncia com menor ordem de convergéncia.

Mostraremos a seguir que a convergéncia do Método do Ponto Fixo é linear ou
superlinear.

Na demonstracdo do Teorema 3.5, obtivemos a equacéo

X1 — &= g(x) =& =g0y) —g(€) = (e — g’ (i)

onde 1y, pelo Teorema do Valor Intermediario, € um valor entre x; e ¢. Logo,

Xk+1 — §
g' () = ﬁ

Fazendo k — oo,

lim el — S Xes1— §
k—o (X — &)
Mas x;, — & = e, e |g'(§)] < 1 (hipbteses do Teorema 3.5). Portanto,

= lim g'(n) = g (giggo M) = 9.

lexsal
hm €k+1
k- oo |exl

= pcom0<pu<i,

ou seja, a convergéncia do Método do Ponto Fixo é linear ou superlinar.

lex+al _

lexl
valores grandes de k, o erro em qualquer iteracdo é proporcional ao erro anterior com fator de

Uma observacao pertinente sobre a relacdo 11m = u=1|g'(&)| é de que, para

proporcionalidade |g'(§)] € [0,1). Quanto menor for o valor de |g'(&)], menor serd o erro da

iteracdo k + 1 em relagdo a iteracdo k, ou seja, mais rapida sera a convergéncia.

3.2.3 Critérios de Parada

Todo método numérico busca encontrar uma solucdo aproximada para um problema.
Saber quando essa solucdo € boa o suficiente depende de critérios que sejam adotados. Sempre
haverd um erro na solugdo aproximada, mas é suficiente que ela esteja dentro de uma toleréncia
aceitavel.

Idealmente, as iteracOes se encerrariam quando a solucdo exata fosse obtida, ou seja,
quando se encontrasse um valor x tal que f(x) = 0. Uma vez que computacionalmente ndo
chegamos a uma solucdo exata, um critério de parada deve ser estabelecido para que se

encerrem as iteragoes.
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Em um fluxograma como o da Figura 3.4, podemos expressar uma ideia geral das etapas
de um méodo numérico, incluindo os testes de paradas, que analisam a solucdo aproximada
obtida a cada iteracdo com o objetivo de decidir se ela é suficientemente boa para o problema

em estudo, de acordo com critérios preestabelecidos.

Figura 3.4 - Fluxograma de um método numerico

Calcular a nova

aproximagao

Aproximagdo suficientements Calculos

préximo do zero exato

Fim
finais

Céloulos Intermediarios

Fonte: BORJAS, 2013.

As iteracBes do método param quando um erro estimado € menor do que algum valor
predeterminado. Dois erros estimados que sao tipicamente utilizados nos métodos iterativos sao
o0 Erro Relativo Estimado e Tolerancia em f(x) (GILAT, 2014).

Erro Relativo Estimado: As iteracdes param quando o erro relativo estimado, % ,
k
é menor do que um valor ¢ especificado, ou seja,
Xe+1 — Xk
o < (3.24)
Xk

Toleranciaem f(x): As iteracGes param quando o valor absoluto de f (x;) € menor que

algum valor 6 especificado, ou seja,
lfCadl <6 (3.25)

3.3 METODO DE NEWTON

Outro método numérico utilizado para solucionar de maneira aproximada uma equagao
do tipo f(x) = 0 € o Método de Newton.
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Existem diferentes formas de apresentar este método. Uma delas é utilizando
Polinbmios de Taylor. Outra abordagem é utilizando conceitos apresentados no estudo do

Método do Ponto Fixo. Neste capitulo, utilizaremos esta Gltima abordagem.

3.3.1 Relaxamento e o Método de Newton

Uma forma de construir um método iterativo tal que a sequéncia x; adotada converge
para a solucdo de f(x) = 0, exceto em alguns casos especiais, é através de um conceito

denominado relaxamento, cuja defini¢do é apresentada a seguir.

Definicdo 2.5 (Relaxamento): Suponha que f é uma funcdo de uma variavel real a valores
reais, definida e continua em uma vizinhaca de um namero real é. Relaxamento utiliza a

sequéncia (x;) definida por

Xk+1 = X — Af(xk), k= 0,1,2 (326)

onde A # 0 é um namero real fixo e x, € um valor inical dado préximo de &.

Se a sequéncia definida acima converge para um valor &, entdo ¢ é solucdo da equagdo
f(x) = 0, pois uma vez que f seja continua, teriamos

§=85- ) =f¢)=0

visto que 1 # 0.

O relaxamento acima definido é claramente uma iteracdo simples da forma xj,, =
9(xx), k=0,1,2,..,onde tomamos a funcao de iteracdo g(x) = x — Af (x).

Um questionamento pertinente é saber quais sdo as condi¢cGes necessarias para garantir
que a sequéncia dada pela Definicdo 2.5 ird convergir para uma solucdo aproximada ¢ da

equacdo f(x) = 0. O Teorema 3.6 enuncia estas condi¢oes.

Teorema 3.6: Suponha que f é uma funcé@o de uma variavel real, definida e continua em uma
vizinhaca de um nimero real &, e seja f(¢) = 0. Suponha ainda que f’ é definida e continua
numa vizinhanca de ¢, e seja f'(¢) # 0. Entdo, existem nimeros reais positivos A e § tal que a
sequéncia (x;,) da Definicdo 2.5, definida por relaxamento, converge para ¢ qualquer que seja
Xy € [ —6,& + 6.
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Prova: Suponha que f'(¢) = a > 0. Para (&) € negativo, a prova é similar, com as devidas
trocas de sinais.

Uma vez que f' é continua em alguma vizinhanga de ¢, podemos encontrar um nimero
real positivo § tal que f'(x) = %a > 0 nointervalo [§ — &, & + §], basta considerar € = @ =
% > 0, na defini¢do de funcao continua no ponto ¢.

Como f' é continuaem [¢ — §,¢ + &], pelo Teorema de Weierstrass, f' possui maximo
e minimo. Seja M uma cota superior para f'(x) nesse intervalo. Entdo %a < f'(x) <M.

A fim de fixar o valor do numero real A, comegamos por notar que

fl(x) €M = Af'(x) < AIM = —AM < Af'(x), V1> 0
=1-AM<1-Af"(x) < 1—%/1a,x €é—48,¢&+ 4]

Escolhemos agora o valor de A tal que os valores extremos da desigualdade acima sao

iguais e opostos, isto ¢, 1—AM = -9 e 1— %Aa = 49 para um valor 9 ndo negativo

adequado.
Temos:
1—-AM =-9

1 —%Aa = +9.

Somando estas equacdes, resulta

1
Z—AM—E/la—0=>/1—2M+a.

Substituindo-se este valor de A em 1 — AM = —9, resulta
4M 4M _2M -«

- = 9= 9= —1=
2M + 2M + a 2M + «a

1

Portanto, ha um unico valor de 9 para o qual isso é valido, dado pela equacao

9= 2M — «a
T 2M+a
Paraa>0eM >0,2M —a <2M +a =09 = =2 <1,
2M+«a
Agora considere g(x) =x — Af(x),vx € [§ — §,¢& + 6].

Temos que

gx)=1-2f'x) <1 —%Aa =9
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=|gx)|<9<1, x€[E-6E+76]. (3.27)
Assim, as hipoteses do Teorema 3.5 séo satisfeitas, e podemos aplica-lo para concluir
que a sequéncia (x;) definida por relaxamento na equacéo (3.26) converge para ¢, desde que

X, pertenca ao intervalo [§ — §,¢& + §]. |

E possivel estender a ideia de relaxamento permitindo que A seja uma funcéo continua

de x numa vizinhanca de £ e ndo apenas um valor constante. E dizer:

Xier1 = X — A0 f (), k=012..,
a qual corresponde a uma iteragdo simples onde g(x) = x — A(x)f(x). Se essa sequéncia
converge, o seu limite & € solucdo da equagdo f(x) = 0, exceto possivelmente quando A(§) =
0. A taxa de convergéncia é dada por g'(¢).

Supondo que g(x) = x — A(x)f(x) seja derivavel, temos g’'(x) = 1 — (A'(x)f(x) +
A(x)f'(x)). Sendo & uma raiz de f(x) =0, ou seja, f(§) =0, obtemos g'(§) =1-—
A9

A prova do Teorema 3.6 nos sugere a utilizagdo de uma fungdo A que faga 1 — (&) f'(§)
ser um valor pequeno, satisfazendo a condicéo |g'(¢)| < 1. Uma escolha é A(x) = 1/f'(x),

desde que f'(x) # 0, o que nos leva ao Método de Newton.

Definigdo 3.6 (Método de Newton): O Método de Newton para solucdo de f(x) =0 €
definido por

f )

Xk41 = Xk — 7

k+1 k f’(xk)
com um valor inicial x, preestabelecido. Nesta definicdo, assumimos implicitamente que
f'(xx) #0,Vk = 0.

k=012.., (3.28)

O Método de Newton é, portanto, uma iteragdo simples com g(x) = x — f(x)/f'(x).
Uma interpretacdo geométrica do Método de Newton é dada na Figura 3.5. Nesta figura,
a tangente da curva y = f(x) no ponto (xy, f (xx)) € a linha dada pela equacdo y — f(x;) =

f'(xy), interceptando o eixo das abcissas no ponto (x4, 0).
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Figura 3.5 - Interpretacdo geométrica do Método de Newton.

flx) |

OX

L J

Fonte: BORJAS, 2013.

Uma visdo grafica das iteracdes do Método de Newton € a de que elas comecam com a
escolha do ponto x, como primeira estimativa para a solu¢do da equacao f(x) = 0. A segunda
estimativa, x;, € obtida da intersecdo do eixo OX como a reta tangente ao gréafico de f(x) no
ponto (xo, f (xo))-

A inclinacédo f'(x,) da reta tangente no ponto (x,, f (x,)) € dada por

ooy f(xo) =0
frxo) =% (3.29)
Isolando x; na equacdo (3.29) obtemos
YA€)
PO f(x)

A terceira estimativa, x,, é obtida da intersecdo do eixo OX como a reta tangente ao

grafico de f(x) no ponto (x;, f (x1)).
A inclinacdo f'(x,) da reta tangente no ponto (x,, f(x;)) é dada por

f(x))—0
X1 — X2

f'x) = (3.30)

Isolando x, na equacéo (3.30), obtemos:
S (G
PN frx)
Generalizando este procedimento obtemos a estimativa para x,,,, dada por

_ f )

xk+1 = xk f,(x )F
k
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que corresponde a sequéncia apresentada na Definicdo 3.6. O método de Newton é conhecido
também como Método das Tangentes (BORJAS, 2013), o que fica claro a partir da
interpretacdo geométrica acima.

Um exemplo de divergéncia do Método de Newton para um valor inicial x, que ndo

esteja proximo o suficiente da solucdo exata é o problema de encontrar a solucao da equacéo
1 « . . - <
~—2=0. Aequacao dada pode ser facilmente resolvida analiticamente, obtendo-se a solugao

exatax = 0.5. Aplicando-se o Método de Newton partindo de um valor inicial x, = 1.4, temos:

1 1
fO=--2=f0=->

x2
1
- _2 — 9
f(xo) X0 1.4
X1 = Xg — =X, — =14 —= =-1.12
! 0 f'(xo) 0 _iz _%
X )
1 1
—_2 . 9
f(x1) X4 —1.12
Xy = Xq — =x; — =—-112——===——= —47488
X1 — 1.

f(xg)
f(xk)

exata do problema partindo-se de x, = 1.4. Consideremos agora x, = 0.4, e vejamos quais

A sequéncia (x;) dada por x;,q = x; — claramente ndo converge para a solucao

seriam os valores obtidos nas duas primeiras itera¢fes utilizando o Método de Newton.
1 1

-2 1
£ (xo) Xo 04 2
Xy =Xy — e =y — = (04— = = 0.48
! 0 f'(xo) 0 _iz _ﬁ
X5 .
1 1
__2 __2
f(x1) Xy 0.48
X, = X; — =x, — =048 — 22— 04992,
BT IR T
X3 .

Para x, = 0.4 os valores de x; e x, convergem para a solugédo exata do problema. Este
exemplo nos mostra a importancia da escolha de um valor inicial proximo da solucéo exatao
que é uma dificuldade na aplicacdo do Método de Newton, pois a solucéo exata é, em geral,
desconhecida.

Quanto aos critérios de parada para o Método de Newton, utiliza-se 0s mesmos

apresentados para 0 Método do Ponto Fixo.
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3.2.2 Ordem de Convergéncia do Método de Newton

No estudo do Método do Ponto Fixo, foi apresentada a definicdo para a ordem de

convergéncia de um método iterativo. Sendo (x,) uma sequéncia tal que k{im X, =¢&, e, =
— 00

leg+1l _

— & o erro na iteracdo k e u > 0 uma constante, tais que lzm el

= u,ondermo q > 1

foi definido como sendo a ordem de convergéncia da sequéncia (xy)

Em particular, seq =2, dizemos que a sequéncia (xyx) converge para ¢
quadraticamente.

Suponhamos que séo satisfeitas as hipdteses do teorema da convergéncia do método de

Newton (Teorema 3.6). Assim, a seqliéncia x,, converge para ¢. Temos que

Xk+1 = Xk — %_9( k)
_f( X) f(x)

Xk+1 _E E f (xk) = €k+1 = € — f,(xk) .

O desenvolvimento do polinémio de Taylor de f(x) em torno de xy, resulta

FG) = Fu) + f/Gad G — 1) + 1 (’”‘) (x — )%,
onde 7, esta entre x; e ¢.
Tomando x = ¢, obtemos
0=1(&)=/f0p)+ f'x) (€ —xx) +f (nk) (& = x)?
= F0) = £/ (o) e — ) — L ("") (x—¢)?
= f0) = f'Ce) (e L (”") (ex)?
f(xk) _ f”(nk) 2
TG Y T2 Gy
= Z{f(?k))( K)? = (e) — ff—,(():;)) = €n+1

€k+1 _ ()
ex 2 f'(x)

Como x,, converge para ¢ entdo n, também converge para ¢, e usando o fato que f, f’

e f'"' sdo continuas numa vizinhanca de ¢, temos que
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e o S(mn) e

koo ey’ v 21" (xn) 2 f (Ilimxn) 218 —H

Cr+1
2z —

= lim
k—> oo ek

Portanto o0 método de Newton tem convergéncia quadratica (q = 2).
3.4 OUTROS METODOS NUMERICOS

O estudo do Método do Ponto Fixo, conforme dito anteriormente, tem sua importancia
tedrica na apresentacdo de conceitos matematicos para o desenvolvimento de outros métodos.
O Método de Newton, por sua vez, € um dos métodos mais utilizados na préatica e possui uma
velocidade de convergéncia quadratica, a qual € maior que de outros métodos.

A seguir mostraremos de forma rapida outros métodos numéricos usados para
aproximar a solucdo da equacdo f(x) = 0. Entre eles, temos o Método da Secante e 0 Método

da Bissecao.

3.4.1 Método da Secante

No Método do Ponto Fixo e no Método de Newton, as iteracfes construidas sao do tipo
Xke1 = g(xx), k=0,12,.., ou seja, 0 novo valor é sempre expresso em termos do valor
anterior, a partir de um valor inicial x,. E possivel pensar também em um método no qual as
iteragBes sejam do tipo x;.q = g(xk, xk—1), k= 1,2,..., 0U Seja, 0 novo valor é expresso em
termos de dois valores imediatamente anteriores. Essa ideia é aplicada no Método da Secante.

A utilizacdo do Método de Newton requer o calculo da primeira derivada f' da funcéo
f. Todavia, algumas vezes esta derivada ndo pode ser obtida explicitamente, ou a sua
determinacdo requer grandes esforcos.

E possivel aproximar o valor de f'(x;) por um quociente de diferencas, a saber,

F &) = f(Xiem1)

Xk — Xg—1

f'(x) = (3.34)

Apresentamos a seguir a definicdo do Método da Secante.
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Definicéo 3.8: O Método da Secante ¢ definido por

_ _ Xg—Xk—1 _
Xps1 = X5 — FO0) (—f e (xk_l)), k=123.., (3.35)

onde x,e x; sdo valores iniciais dados. E implicitamente assumido que f(x,) — f(xx_1) #
0 Vk > 1.

Uma interpretacdo geométrica do Método da Secante é que, a partir de duas
aproximacoes x;_, e xj, 0 ponto x,, € obtido como sendo a abcissa do ponto de intersec¢édo
do eixo OX e da reta secante que passa pelos pontos (xx_1, f (x—1)) € (xx, £ (x;)), COMO vemos

na figura 3.6.

Figura 3.6 - Representacdo geométrica do Método da Secante.

flx) &

Fonte: Autoria prépria.

O Método da Secante aproxima o valor da derivada por um quociente de diferencas,

f'(x) = % Dessa forma, uma das desvantagens do Método da Secante € um maior
k—*k-1

erro a cada iteracdo com relacdo ao Método de Newton, que utiliza o valor exato da derivada.
E possivel provar que a convergéncia do Método da Secante ndo chega a ser de ordem
quadratica, como no Método de Newton.

3.4.2 Método da Bissec¢éo

Seja f uma funcdo a valores reais de uma varidvel real definida e continua em um

intervalo limitado e fechado [a, b] da reta real e tal que f(¢) = 0 para algum ¢ € [a, b]. Um
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método iterativo simples para a solugdo de uma equagéo do tipo f (x) = 0 pode ser construindo
selecionando-se, inicialmente, um intervalo inicial [a,, by] que contenha a solucéo . Podemos
escolher, por exemplo, o proprio intervalo [a, b]. O objetivo do Método da Bissec¢do é reduzir
sucessivamente o tamanho do intervalo que contém a raiz pela metade, até se atingir a precisao

requerida.

Cada iteracdo funciona da seguinte maneira:
Seja k > 0, e sunponha que f(ay) e f(bx) tém sinais opostos. E possivel concluir, pelo
Teorema 3.1, que o intervalo (ay, by) contém uma solucdo de f(x) = 0. Considere entdo o

ponto médio ¢, do intervalo (ay, by), dado por
1
k=3 (ax+by).
Determinado o valor ¢, do ponto médio, calcula-se valor de f(cy). Se f(cx) = 0, entdo
& = ¢, é a solucdo procurada de f(x) = 0, e as iteracBes param. Do contrario, define-se um

novo intervalo (a4, bx+,) dado por:

(ak, cx) se f(ap) * f(cx) <0
(¢, by) se f(ci) * f(br) <0

Podemos representar geometricamente o Método da Bisse¢do como na Figura 3.7, na

(Ag+1) br+1) = {

qual estdo identificados sobre o eixo das abicissas um o valor inicial x, e os valores x, para

as duas primeiras iteracoes.
Figura 3.7. Representacdo geométrica do Método da Bissecéao.

e

al x1=a2

xo=hl=h2

Fonte: Autoria propria.
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O processo é repitido até que seja satisfeito um critério de parada desejado. Um critério
de parada que pode ser utilizado no Método da Bissecdo € verificar se 0 tamanho do novo
intervalo obtido ap6s uma iteracdo é menor que uma tolerancia & considerada, ou seja,

|l — x| < e

Da mesma forma que no Método do Ponto Fixo e no Método de Newton, um critério de

erro relativo estimado também pode ser utilizado,

Xk+1 — Xk
Xk

<e.

Diferente dos métodos estudados anteriormente, o Método da Bissecdo nédo é
classificado como um método aberto. Nos meétodos abertos, um valor inicial de solucdo é
estimado. Esse valor deve estar proximo da solugdo exata do problema, e a partir dai sdo
calculados valores de aproximacdo melhores a cada iteracdo numeérica. O Método da Bissecéao
é classificado como um método de intervalos, no qual um intervalo que contém a solugédo é
inicialmente identificado. Por trabalhar com intervalos que contém a solucdo e reduzir a cada
iteracdo o tamanho destes intervalos, 0 Método da Bissecao apresenta a vantagem de ser sempre
convergente. Todavia, métodos abertos como o Método de Newton sdo geralmente mais

eficientes, dada a rapidez de sua convergéncia.
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CAPITULO 4

Neste capitulo, 0 Método do Ponto Fixo e o Método de Newton serdo estudados para
obtencdo de uma solugdo numérica da equacdo f(x) =0, onde f:D c R" - R", f =
(f1, - f)T € uma funcdo de varias variaveis reais a valores no R™.

Consideremos o problema de determinar os pontos de interseccao das curvas dadas pelas
52

X —-X 2
equagles y = %(e5+e7) e %+§= 1. Tais pontos de intersecgdo sdo determinados

solucionando-se o seguinte sistema de equacdes nédo lineares:

1, x  —x
fiky) =y - 5(62+62)=0
2 yZ .
f(x,y) = g2tz 1=0

Resolver um sistema de equacdes ndo lineares como este € uma forma equivalente de
resolver a equagdo f(x) =0, onde x = (x,y) € R?, f:D c R? - R?, sendo f = (f, f2)".
Problemas deste tipo, em geral, ndo apresentam uma solu¢do analitica, ou obter esta solucéo
requer grandes esforcos. Em situac6es assim, métodos numeéricos sao utilizados para obtencéo
de uma solucdo proximada do sistema, a qual deve atender a critérios de aproximacao
preestabelecidos.

Ao longo deste capitulo, estenderemos muitos dos conceitos apresentados na solugéo
numerica da equacdo f(x) =0, f:D € R — R parao R".

Apresentaremos o desenvolvimento do Método do Ponto Fixo e do Método de Newton
para equacgdes ndo lineares em R™, estudando as condi¢cBes necessarias par a convergéncia

destes métodos. Variacdes do Método de Newton serdo brevemente apresentadas.

4.1 PONTO FIXO E ITERACAO SIMULTANEA

Um sistema de equacdes ndo lineares é da forma

filxq, e, x) =0
fo (x4, ...:xn) = 0’ (4.1)

fn (x4, ...:xn) =0

onde cada funcdo f; mapeia um vetor x = (x4, ..., x,,) do espaco n-dimensional R™ na reta real
R.
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Seja f:D c R™ - R"™ onde D é um subconjunto ndo vazio de R", e consideremos 0
problema de encontrar & € D tal que f(§) = 0. Se tal § existe, ele é chamado de solu¢do em D
da equacao f(x) = 0.

Escrevendo em termos de suas componentes, a equacdo f(x) = 0 se torna um sistema
de n equagdes ndo-lineares simultaneas e n variaveis,

filxy, i, x) =0, i=1,..,n,
onde f;, ..., f, S40 as componentes de f.
As fundes fi, ..., f, também sdo chamadas de func¢des coordenadas da fungéo f.

Exemplo 4.1
Considere o sistema de duas equag6es simultaneas ndo lineares em duas variaveis, x; e

X, definido por

xZ+x2-1=0,
5xZ +21x5 — 1 = 0.

Aqui, x = (x1,x)" e f = (f1, )", com

filey, xp) = xf + x5 — 1,
fo(x1,x5) = 5x% + 21x% — 1.

O sistema acima é de rapida resolucdo anlitica, e a equacdo f(x) =0 tem quatro

solucdes, a saber:

V31, V31, V31, V31,
5 =G =g ) el =59

De fato, f(§1) = f(§2) = f(§3) = f(§4) = 0.

$1=(

Para este exemplo em particular é possivel achar x = (x,, x,) que satisfaz f(x) = 0.
Entretanto, de maneira geral, ndo é possivel encontrar a solucdo exata de um sistema de
equacOes ndo lineares.

De uma forma similar ao que foi desenvolvido no Capitulo 3, é possivel transformar a
equacdo f(x) = 0 em uma forma equivalente g(x) = x, onde g: D c R™ — R"™ é uma funcdo
continua, definida em um subconjunto fechado D < R" tal que g(D) c D.

Obter uma forma equivalente para o problema f(x) = 0 ser& sempre possivel. Podemos
escolher, por exemplo, a funcdo g(x) = x — af(x), onde a € R é um parametro apropriado.

Por equivalente entende-se que & € D satisfaz f(&) = 0 se, e somente se, g(§) = ¢.
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Definiremos a seguir o conceito de ponto fixo para uma fungdo g: R* — R™.

Definicdo 4.1 (Ponto Fixo ) Um vetor & € D tal que g(§) = & é chamado de ponto fixo da

funcdo g em D.

O problema de encontrar um & € D que seja solucdo da equacdo f(x) = 0 passa a ser,
entdo, encontrar um ponto fixo em D da funcéo g.

Portanto, para resolver a equacao f(x) = 0, podemos resolver a sua forma equivalente,
ou seja, encontrar um ponto fixo & de uma funcéo g: D ¢ R™ — R™ continua tal que g(D) c
D.

A seguir, apresentamos uma definicdo para iteracdo simultanea, uma extensdo do

conceito de iteracdo simples, apresentado na Definicéo 3.2.

Definicéo 4.2 (Iteracdo Simultanea): Suponha que g: D c R™ — R™ é uma funcéo continua,
definida em um subconjunto fechado D < R™ tal que g(D) c D. Dado x, € D, a recursao
definida por

xk+D = g(x(), k=012,.., (4.2)

é chamada de iteracao simultanea.

Para n = 1, a recursdo acima definida é exatamente uma iteracdo simples, tal qual
definida no capitulo anterior.

A motivacdo por tras da definicdo de iteracdo simultanea é a expectativa de que, com
condigdes apropriadas para g e D, a sequéncia (x(")) ird convergir para um ponto fixo § de g.

Assim, a sequéncia definida pela equacao (4.2) poderia ser aplicada para solucionar um
sistema de equacdes ndo lineares simultaneas. Para isto, € importante garantir a convergéncia
de sua sequéncia iterativa. A convergéncia da sequéncia definida por x*+1) = g(x(")) ocorre
sob certas condic¢Bes impostas a funcdo de iteracédo g.

A hipotese de que D é um conjunto fechado € crucial no desenvolvimento dessa
discussdo. Se D ndo é fechado, entdo g: D — D ndo teré necessariamente um ponto fixo em D,
ainda que x € D v k > 0 e x® seja convergente. Podemos verificar isso através do exemplo

a sequir.
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Exemplo 4.2 (MAYER, 2003)
Suponha que D é um disco unitario aberto em R? na norma infinita. D ¢, portanto, o
quadrado —1<x; <1, —1<x, < 1. Consideremos a iteragdo simultanea dada pela

Definicdo 3.1, tomando x(® =0 € De

gx) = %(x +w), u= (11T
Temos |||l < 1= |lg(®)|le < 1.
Entdo, iniciando a iteragio x** = g(x®) com x® =0 € D, segue que x® €
DVk>=0.

Da defini¢éo da funcéo g, temos:
x (et = %(x(k) +u) o axktD — gy = %(x(k) —u)

Logo,

k+1

1 1 1
(k+1) _ = _||xt — = .. =(= ) _ — (=
o~ = 2 == (3) @ ] = (3)

Portanto, x¥) converge para u em R2, mas u ¢ D.

k+1

Para garantir que a funcdo g tenha um unico ponto fixo em D, uma outra hipétese deve

ser verificada, além de D ser um subconjunto fechado de R™, a qual é apresentada a seguir.

Definigdo 4.3 (Contracdo): Seja g: D ¢ R™ — R™, D fechado. Se existe uma constante positiva
L tal que

lg(x) —gMlle < Lllx - ylle
para todo x e y pertencentes a D, 0<L<1, dizemos que g é uma contragédo sobre D na norma
infinita. Para uma constante positiva L qualquer, dizemos que g satisfaz a Condicédo de

Lipschitz sobre D.

Teorema 4.1 (Continuidade de fundes Lipschitz): Toda fungdo g que satisfaz a Condicéo de

Lipschitz sobre um conjunto D é continua neste conjunto.

Prova: Seja g uma funcao que satisfaz a Condicao de Lipschitz sobre um conjunto D, ou seja,

lg(x) =gl < Lllx -yl Vx,yeDelL>0.
Devemos provar que
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Dado x, € D e um & > 0 arbitrario, existe um § tal que, Vx € D,

X — x0lle <6 = 1lg(x) — g(xo)lle <&
Sejax, € D. Parax € D, temos:

lg(x) — g(xo)lleo < Lllx — xollco
Para um & > 0 arbitrario, define-se § = % Logo, se [|x — x,ll» < 8, entéo
Lllx — xglleo < L *8 = L||lx — x|l < €.
Portanto, dado x, € D e um & > 0 arbitrario, existe um § = % tal que paratodo x € D

lIx = %olle <& = llg(x) — g(x0)lleo < &. u

Comentario
Se g satisfaz a condicdo de Lipschitz na norma infinita || . || ., entdo ela satisfaz essa

condigdo em qualquer norma. O valor de L, entretanto, depende da norma utilizada.

O teorema a seguir € uma extensdo do Teorema 3.3 (Teorema da contragdo) apresentado

no Capitulo 3 para um caso n-dimensiona.

Teorema 4.1 (Teorema da Contragdo): Suponha que g:D c R™ - R", D fechado, é uma
contracdo em D com || . ||, € que g(D) < D. Entao

a) g possui um unico ponto fixo & em D.

b) A sequéncia (x®) definida por x**1 = g(x®)) converge para  para qualquer valor

inicial x(® € D.

Prova: A principio, assumimos a existéncia do ponto fixo para provarmos a sua unicidade e a

converténcia de (x*) para &.

a) Unicidade do ponto fixo

Seja g: D ¢ R™ — R™ uma fungéo continua e uma contracdo em D na norma infinita.
Assuma que g possui um ponto fixo . Suponha que n € R™ também é ponto fixo de g em D.
Entdo,

1§ =1l = lg(®) — gMllc

Como g é uma contragéo, temos:
19 (§) — gl < LII§ —7llos
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Logo,

1§ —nlle < LIS —nllo = 1 =LDIE—7nllo <0
Como (1 —L) > 0, pois L € (0,1), e como uma norma é sempre maior ou igual a zero,

temos que [|&€ —nll = 0, 0 que implica § = 7.

b) Convergéncia de (x*)) para o ponto fixo &

Assumindo que g possui um ponto fixo &, provaremos que a sequéncia (x*)) converge
para & a partir de qualquer valor inicial x(® € D.

Por hipétese, x(® € D, e usando o fato de que g(D) c D, temos x(V = g(x(®) € D e,
de maneira geral, x**1 = g(x®) € D.

Como & é um ponto fixo de g e g é uma contracgdo sobre D, entéo

5% £l = oG = g @Il < Ll ~ 5] vie =1
Seguindo 0 mesmo raciocinio apresentado na prova do Teorema 3.3 temos, por inducéo,
0 < [x® —g|l < L¥|x©@ —¢|,
Aplicando limite para k — oo e usando o fato de que Il{l_r)rol( L¥ =0 paraL € (0,1), resulta
Jim e =8l =0 = Jim < =

Para completar a prova do teorema, resta provar a existéncia do ponto fixo § e D de g.

A esséncia dessa parte da demonstracao seré provar que (x®) c D é uma sequéncia de
Cauchy em R™. A partir disso serd possivel aplicar os Lemas 2.1 e 2.2 para concluir que a
sequéncia converge para um ponto fixo ¢ da funcéo g.

Vimos que se x© € D entdo x**V = g(x®) € D,v k > 1. Além disso, se g é uma
contracdo sobre D na norma infinita, temos:

X% — xED|| = ||gx* D) — g(x®D)|| < Lk D —xED|| vk >2

Observe que:

Sek = 2, |x@ — x| < 1[|x® — x| _

Sek =3, [|x® — x@||_ < L]]x® — x| < 12[|x® — xO)|| _

Sek = 4, [|x® — x®||_ < L]]x® — x®)|_ < 13]|x® — xO)|| _

Por inducéo, temos

|2 — x| < L@ — x @] (4.3)
Suponha que m e k sdo inteiros positivos e m = k + 1, aplicando repetidas vezes a

desigualdade triangular para a norma infinita e usando 4.3, temos:
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£ — x®|| = [ — xm=D 4 xm-D) _ xm=2) 44yt _ 0| <

< [l — xm=D|| 4 [|xmD — g mD|| 4 [JxOeD — 2B <

< 1 x® — x| 4 1m2[x® — xO|| 4 g [K][x® — O <

S (@M 4L 4 4 L[ x® - x O
= 0 < ||x0 —x®|| < k@b g pmoztk 44 D||x®@ - x| vk =1
(4.4)
A série geométrica (1 + L + L? + --+) converge pararlL se L € (0,1). Ento, aplicando
lim k — oo em 4.4 e usando o fato de que Ill_{go L¥ = 0, resulta

lim [|x™ —x®|| =0
k—o0 co
m—oo

Segue que (x)), é uma sequéncia de Cauchy em R", isto é, para cada & > 0 3k, =
ko(¢) tal que
|20 — x®|| <& vm,k = ko(e).
Portanto, pelo Lema 2.2, a sequéncia (x®) converge par um ponto fixo & da funco

g. [

Como consequéncia da prova acima, concluimos que, dada uma tolerancia € > 0, é
possivel calcular uma aproximagdo x para a solucdo desconhecida & em no méaximo k, =

k(&) iteracdes, tal que o erro ||[x® — &||_seja menor que «.
De fato, vimos que
0<|x® —¢||  <L¥|x@—¢|| vk=1 M

Sek =1,
0 <[lx®—g], < Llx®—g].
Como
€0 =gl = x© = x4 20 ~g]| = O = 2O+ [x0 ],

= 5 = g1l = [x© = 2V, + £ — ],

— [+ -, <

< Tl -,
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De (1), resulta

1= =8l < L 7= 1= = =V,

1-L

logo, se L — [|x©@ — x@|| <&, entdo [|x®) — &|| < & parak > ko(e), onde

1 1 1\
@ _ @ i
(1—1L)e I = x| < (L)

1
= In(|[x® —x®|| ) —1In((1 - L)e) < ln(z)k
In( [|x©@ —x®|| ) —In((1 - L)e)
1
In ()
In(|[x©@-x®||_)-In((1-L)¢)
In(;)

O préximo teorema relaciona a constante de Lipschitz L com as derivadas parciais da

)

Defina-se k,(¢) =

funcdo g, o que nos dara condigdes suficientes para a convergéncia do método de uso mais
pratico. Antes dele, é importante conhecermos a defini¢do de matriz jacobiana de uma funcédo

de varias variaveis em um ponto.

Definicdo 4.4 (Matriz Jacobiana): Seja g: D ¢ R™ — R", g continua em uma vizinhaca N (§)

de & € R™. Suponha que as derivadas parcias %,j =1, ...,n, das fungbes componentes g;
J

existam no ponto & parai = 1,..n. A matriz Jacobiana J(&) de g no ponto & é a matriz nxn

cujos elementos séo dados por

ag; .
]g(f)i,j = %(E)I L] = 1,..n (45)

O teorema a seguir nos fornece condicBes suficientes para garantir que a sequéncia

definida por x*+9 = g(x*) converge para & para todo x(© que pertenga a uma bola fechada

B.(8).

Teorema 4.2: Seja g(9g4,...,9n)":D € R® - R™ continua. Seja & um ponto fixo de g, e

: - ag; . . x
suponha que as derivadas parciais de ordem 1, a—ff,] =1,..,nde g; i =1,..n, estdo
J

definidas e séo continuas em alguma vizinhanga N(§) < D de &, com

s, <1.
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Ent&o, existe ¢ > 0 tal que g(B.(§)) c B.(¢) e asequéncia x**1D = g(x®)) converge

para & para todo x(¥ € B.(&).

Prova: Seja g': N(§) c R™ —» (R",R"), entdo g’ pode ser considerada como uma aplicacéo
que a cada x € N(§) associa a matriz jacobiana /4 (x). Como por hipétese g € C*, implica que
a matriz J,(x) depende continuamente de x € N (), isto é, a cada uma de suas componentes

9gi

o (%) é uma funcdo continua de x.
j

. . . 0g; . ~
Escrevamos K = ||J4($)||_. Uma vez que as derivadas parciais a—i]l_,] =1,..,n s&0

continuas na vizinhanca N (§) c D de &, podemos encontrar uma bola fechada B, (§) c N(§) c

D de raio ¢ e centro & tal que
@l <5(K+1) <1 vzeB () (4.6)
De fato, Vz € B,(§) e considerando que g € C?, resulta
@l = 7@ =1, + 1@l < W@y =@, + Il

1=, @I, 1+ @,
2 2

Portanto || (z)y|| < L,ondeL =2(K+1) <1.

= 1@, =

+ s @I, =

Sejam x,y € B.(§) e, paracada i € {1, ...n} fixado, define-se a funcéo
@i:[0.1] > R
t = @i(t)
onde
@i(t) = gi(tx + (1 — O)y);
Logo, ¢;(0) = g:(¥) € (1) = g:(x).

doi(t) _ dgi
dt dt

Da definicdo de ¢, (tx+ (1 —1t)y), entdo a fungdo t — ¢;(t) tem

derivada continua no intervalo [0,1].

Assim, pelo Teorema do Valor Médio, existe n € (0,1) tal que
9i(x) — gi(¥) = 9;(1) — 9;(0) = ", (mM(1 - 0) = " ,(n)
Xn

, — [49i — a4 |2ee — dxn
Mas ¢’ () = [dx1 (tx+ (1 t)y)]tzn * ot [dxn (tx+ (1 1:)y)]t=17 * =

Ou seja,



63

9:(0) — g:(¥) = (% — %) ji x + (1 —=n)y) 4.7)
parai =1, ...,n.

Como |x; — yi|l < |lx — y|l. paratodo j € {1, ...,n} endo de (4.7) resulta
- d
g.
19:09 = GO < llx = Yllo Y (5 = 27) 5 G + (1 = 1))
j=1 /

< lx = yllolllg@x+ A -my)|_ vi=1..n
Consequentemente, para todo x,y € B,(§),
19() = gl < maxeego1|l/g(tx + (1 = O 1% = ylleo

<1+ K)llx =yl (4.8)

Como tx + (1 — t)y € B,(§) vt € [0,1], entdo B.(§) é convexo, e como ||/ (2)y]| <

L<1,onde L= %(K + 1) <1, segue que a fungdo g satisfaz a condicdo de Lipschitz na
norma infinita sobre a bola fechada B, (&).
Escolhendo y = & em (4.8) temos que

lg(®) =&l = 1g(x) =gl < llx =&l S & Vx € B($).
Assim, g(B.(§)) < B(§). Logo, utilizando o Teorema 4.1, x*+9 = g(x®) converge

para & para qualquer x(© € B,(§). n

4.2 METODO DE NEWTON

O Método de newton método numérico amplamente utilizado na solucéo de sistemas de
equacOes ndo lineares. A construcdo do Método de Newton para sistemas de equacdes ndo
lineares é similar ao que foi feito no Capitulo 3 para uma Unica equacdo, sendo, portanto,
desenvolvido a partir das ideias apresentadas no Método do Ponto Fixo para equacdes

simultaneas.

4.2.1 Relaxamento Simultaneo e o0 Método de Newton

Seja f: R™ — R™. Uma forma de obter uma sequéncia que converge para a solucéo da

equacdo f(x) = 0, é construir uma sequéncia por relaxamento.
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Definigdo 4.5 (Relaxamento simultaneo): Dado x, € R™ e 4 # 0 uma constante, a recursao
2D = x® 4 2f(x®), k=012.., (4.9)

¢ chamada de relaxamento simultaneo.

O relaxamento simultaneo apresentado através da equacao (4.9) é, evidentemente, uma
iteragdo simultanea com x*+1 = g(x®) onde g(x) = x — Af (x).

Se a matriz Jacobiana da fungcdo g satisfaz a condicdo de diagonal estritamente
dominante no ponto € raiz de f(x) = 0, entdo a sequéncia dada pela equacao (4.9) converge

para . Isto é mostrado no teorema a seguir.

Teorema 4.3: Suponha que f(§) = 0, e que todas as derivadas parciais de primeira ordem da
funcdo f = (fi, ..., f,)T estdo definidas e sdo continuas em alguma vizinhanca de &, e que

satisfazem uma condic¢do de diagonal estritamente dominante no ponto §, isto é,

of <IF
a—xi(f)>2

=1
JE!

fi o
a—xj(f)‘, i=1.2,..,n (4.10)

Entéo, existe um £ > 0 e uma constant positiva A tal que a iteragéo definida em (4.9) converge

para & para qualquer valor inicial x, pertencente a bola fechada B, de raio ¢ e centro &.

Prova:

A ideia da prova é usar o Teorema 4.2. Para isto, devemos provar que ||/4(§)[| < 1.

Como g(x) = x — Af(x), entdo (g1(x), ... gn (%)) = (x1 — Af1(X), ..., % — Af n ().

Assim, as fungbes componentes de g(x) séo

gi(x) =x; —Afi(x), i=12,..,n
A matriz Jacobiana J;(§) € a matriz nxn cujos elementos séo dados por

ag; ..
1g()ij = a—;gc_(f), Lj=1,..n

j
Da defini¢éo da funcdo g, temos

99; .., _ af;
a—xi(f) =1 —ﬂa—xi(f)
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a 14 L . .
i(f)—o A—f(f) i

Portanto, os elementos da matriz Jacobiana J,(§) = (i) € R™" da fungdo x —
g(x) = x — Af(x) no ponto x = & sdo

yu(E) =1 _Ai(%)

yi,-(f)=—zj—g<$), j#i LjEe{l, .., nk

Por hipotese temos que as primeiras derivadas parciais de f séo continuas em alguma
vizinhanca N(§). Entdo, para x € B, c N(§), usando o Teorema de Weirstrass, podemos

afirmar que possuem maximo e minimo em B,..Defina-se

of,
m = max oy &

Denota-se 4 = 1/m. Considerando a hip6tese em (4.10), temos que m > 0 e,

consequentemente, 1 > 0.

Como % (&) < m, considerando m > 0, temos
j

dfi
0< 1——a—x](5)

A escolha de A garante que todos os elementos da diagonal, y;;(§),i = 1, ...,n, de J4($),

dados por

yu® =1 Ai(f)

s&0 ndo negativos.

Ainda, para qualquer i € {1, ..., n}, a soma em médulo dos elementos de cada linha de

Jg(§) €

ZI%,(E)I

j=

(f)‘

]?‘-‘l

fi
Zlyl](f)l =1- /1 f

(E)‘ )
]¢l

De (4.10), temos
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aﬁ

(6‘<0 i=12,..,Mn

];el

Multiplicando a equacao acima por A > 0 temos:

@ﬂ<0 i=12,..,n

];’:l

Somando 1 a ambos os lados da inequacao acima, temos

1—

®4<1 i=12,..,n

]il

Portanto, a equacdo (1) satisfaz

n

Zh/l](f)l <1, i=1,..,n

j=1

Consequentemente, temos ||/4(§)|| < 1. Como & é um ponto fixo de g, segue do

Teorema 4.2 que existe € > 0 tal que a iteragdo dada na equacédo (4.9) converge para ¢ para

qualquer x, € B.. n

Para obter uma iteracdo por relaxacdo de um modo mais geral, devemos substituir o

escalar A por uma matriz constante A ndo singular, isto €,
xHD = x0O — Af(x®), k=012, .. (4.11)

A equacdo dada por (4.11) pode ser interpretada como uma tentativa de solucionar um

novo sistema de equagdes
Af(x) =0,
poisAf(x) =0 & x =x — Af(x).

A matriz Jacobiana desse sistema é A/, onde J, € a matriz jacobiana de f.

E possivel escolher a matriz A de forma tal que Af() satisfaga a propriedade de
diagonal estritamente dominante, e entdo a sequéncia dada em (4.11) ira convergir para a
solugéo ¢&.

Poderiamos escolher A = [J;(§)]™", ou seja, a inversa da matriz Jacobiana de f

calculada na solugéo . Com essa escolha, AJ¢(§) = [J¢ (E)]‘ljf (&) = I, e claramente a matriz
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identidade satisfaz a condicdo de diagonal estritamente dominante. Mas essa escolha néo é
possivel, pois a solucdo ¢ ndo é conhecida.
Se considerarmos a matriz A ser escrita em funcédo de x em vez de ser uma constante, 0
argumento acima nos sugere tomar
A= [Jp(xPN]
Com esta escolha, a equcdo (4.11) pode ser reescrita como
x®HD = xO) — 1 (xEN]71f(x®), k=0,12,..,

0 que nos leva ao Método de Newton.

Definicdo 4.6 (Método de Newton): A recursao definida por
xE+D = 500 — [1(x0N]71f(x®), k=0,1,2,.. (4.12)

onde x(®© € R™, é chamada de Método de Newton para o sistema de equagdes f(x) = 0.

Na Definicao 4.6, assume-se que a matriz J (xU9) existe e é ndo singular para cada k =

0,12, ...

4.2.2 Convergéncia do Método de Newton

A ordem de convergéncia define o qudo rapido um método converge para a solucdo &
da equacao f(x) = 0.

Definimos a seguir conceitos relacionados a ordem de convergéncia.

Definigdo 4.7 (Ordem de Convergéncia): Suponha que (x) é uma sequéncia convergente no
R™. Seja Lim x®) = ¢

Dizemos que (x®)) converge para & com ordem pelo menos g > 1, se existe uma
sequéncia (&) de nimeros reais positivos convergindo para 0 e ¢ > 0 tais que

Jx® — || <&, k=012,.. e lim 22 = g (4.13)

k—oo £x9
Se g = ||x® —¢&||_, k =0,1,2,..., entdo dizemos que a sequéncia (x*) converge
para & com ordem g. Em particular, para os casos em que g = 2, dizemos gque a sequéncia

(x%) converge para & com ordem quadratica (ou quadraticamente).
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O teorema a seguir mostra que a sequéncia a sequéncia (x®)) definida por x*+1) =
x00 — [Jr(x0)]71f(x®) converge quadraticamente. Relembramos que se a sequéncia

converge na norma infinita, entdo ela ird convergir na norma p para qulquer p € [1, ), embora

a constante p possa ter um valor diferente a depender da norma.

Teorema 4.4: Suponha que f(§) = 0, e que em alguma vizinhanca N(§) de & onde f é
definida e continua, todas as derivadas parciais de segunda ordem de f sdo definidas e
continuas, e que a matriz Jacobiana /() de f no ponto ¢ € nao singular. Entdo, a sequéncia
x®) definida pelo método de Newton (3.18) converge para a solugdo & para qualquer x(®
suficientemente proximo de & A convergéncia da sequéncia x®) para & é pelo menos

quadratica.
A prova do Teorema 4.4 pode ser encontrada em [MAYERS, 2003].

4.3 METODO DE NEWTON MODIFICADO

Foi visto que o Método de Newton é definido como
x D = xO) — ] (x0N]71f(x®), k=012, ...
A cada iteracdo, para calcular o termo x*+1 ¢é preciso calcular []f(x("))]‘l, inversa
da matriz Jacobiana de £ no ponto x®. Isto requer um grande esforco computacional para
sistemas de grande porte.

Para solucionar este problema, considere

s0O = x(k+1) _ (k)
entdo, a equacdo (4.12) pode ser escrita como
s = —[]f(x(k))]_lf(x(k)),
ou ainda
Jp(x19)s) = —f(x). (4.14)
A equaco (4.14) representa um sistema linear na incognita s, para cada k. A solugo
s desse sistema pode ser obtida usando-se métodos iterativos como Jacobi ou Gauss-Seidel.

Encontrado o valor de s®), pode-se calcular x**1) na forma

XK+ — 00 4 (k)
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Uma outra forma de modificar o Método de Newton e evitar o calculo da matriz J (x0)
para cada k é considerar a matriz J(x(®) no lugar de J;(x®)) em todas as iteragdes. Desse
modo, a equagao (4.14) pode ser expressa na forma

Jr(x©@)s® = —f(x®). (4.15)

Dessa forma, a matriz Jacobiana de f ¢é avaliada uma Unica vez, e o sistema linear a ser
resolvido em todas as iteragGes terd a mesma matriz de coeficientes, J(x(®)). E possivel utilizar
0 método de decomposic¢do LU na resolucdo do sistema (4.15). Assim, os fatores L e U sdo
calculados uma unica vez, resolvendo-se entdo dois sistemas triangulares para calcular o valor
do vetor s®) para cada k. Esta modificacdo claramente simplifica os calculos efetuados no
Método de Newton, reduzindo o esforgco computacional de cada iteracdo. Em contrapartida, a
utilizacdo da matriz ]f(x(o)) para cada k na equacdo (4.15) é uma aproximagdo que gera um

erro maior na utilizacdo do método a cada iteragéo.

4.4 METODOS QUASE-NEWTON

Considere a segéncia (x®)) no Método de Newton, definida por
x+D = 50 — 1 (20N (x®), k=0,12,... (4.15)

Uma grande vantagem do Método de Newton é a sua convergéncia quadratica.
Entretanto, o calculo de []f(x(""))]‘l pode ser um problema, por exigir um alto custo
computacional. Para reduzir esse custo, é possivel pensar em métodos baseados no Método de
Newton, mas que substituem a matriz Jacobiana por aproximacoes.

A principal motivacdo no desenvolvimento dos métodos Quase-Newton &, ao
solucionarmos de maneira aproximada a equacdo f(x) = 0, gerarmos uma sequéncia (x("))
com boas propriedades de convergéncia, sem termos que calcular a matriz Jacobiana da a cada
iteracdo, como é necessario no Método de Newton (RUGGIERO, 1996).

Considere a se sequéncia iterativa (4.15) na forma

LKD) = () _ (B<k>)‘1f(x(k)), k=012,... (4.16)

Definindo-se s = x(+1 — x(K) (4.16), escreve-se (4.16) como

B®s® = —f(x®), (4.17)
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um sistema linear na incognita s,

Considere o modelo linear para os pontos x®, f(x®)), x*+1 g f(x+D):

Lk+1(x) — f(x(k+1)) + B(k+1)(x _ x(k+1)),
com
Lig1 (%) = f(x® D) e Ly, (W) = f(x®),
Temos:
Lk+1(x(k+1)) — f(x(k+1)) + B(k+1)(x(k+1) _ x(k+1)) — f(x(k"'l)),
que é satisfeita para qualquer escolha da matriz B*+1),
Por sua vez,
Lige1 (x90) = f(x®k+D) 4 BUetD (xR _ xk+D) = f(x(0))
= BUFD (xtD) — x(0) = f(xUFD) — f(x(0), (4.18)
Definindo-se s® = x*+D — x(®) ¢ y®) = f(x*k+D) _ £(x®)) 3 equacio (4.18)
escreve-se
BU+D (k) = 5,00, (4.19)
Impondo-se condicBes adicionais & matriz B**+1 diferentes métodos Quase-Newton

sdo desenvolvidos. Um deles é a formula proposta pelo matematico Charles G. Broyden, em
1965.

O método de Broyden considera, inicialmente, B = J(x®), e parak > 1,

BU+D) = B 4 3,00 (5GNT

o (y® — B 5Ky
T (s0)Ts®

As iteracdes param quando uma precisdo preestabecida ¢ € atingida, utilizando-se erro

relativo estimado, erro absoluto estimado ou a tolerancia sobre a norma da fungo f(x®).
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CAPITULO 5

Neste capitulo, utilizaremos o software MATLAB para implementar alguns dos
métodos numericos estudados nos capitulos anteriores, aplicando-os na obtencdo da solucao
aproximada de equacbes da forma f(x) =0, f:D c R™ - R™ No caso de n=1, 0s

problemas sdo da forma f(x) =0, f: R - R.

5.1 “MATLAB USER-DEFINED FUNCTIONS” PARA METODOS NUMERICOS

Uma poderosa ferramenta para a implementacdo de métodos numéricos é o software
MATLAB. Neste software, os dados sdo geralmente armazenados na forma de matrizes, o que
justifica a origem do seu nome, que deriva de Matrix Laboratory.

Métodos numéricos sdo métodos computacionais e, como tal, necessitam de uma
linguagem de programacdo para que sejam escritos e aplicados na solucdo de problemas
praticos. Através do MATLAB, é possivel implementar e aplicar todos os métodos estudados
neste trabalho. Para tanto, utilizamos arquivos criados no MATLAB denominados de user-
defined functions para implementar alguns destes métodos.

Uma user-defined function é um arquivo criado e editado pelo usuario em uma janela
script do programa, sendo utilizado de maneira similar as built-in functions que o programa traz
consigo (sen(x), sqrt(x) etc.). Para aplicar os métodos numéricos estudados utilizando o
MATLAB, podemos construir uma user-defined function para cada método, a qual traz em seu

cbdigo a estrutura matematica do método tal qual foi apresentado nos capitulos anteriores.

5.2 METODO DE NEWTON

Com o objetivo de solucionar numericamente uma equacao nédo linear f(x) =0, f: R -
R, utilizando o Método de Newton, edita-se uma user-defined function
Function [Xs] = Newton(Fun, FunDer, Xest).
onde o valor de saida, Xs, € a solucdo aproximada do problema. Os valores de entrada séo Fun,
que representa a funcdo f na equacao f(x) = 0, FunDer, que representa a derivada da funcéo

f, e Xest, um valor inicial de solucdo estimado.

No cddigo construido nesta secdo, foi estabelecido um erro relativo estimado de 107,

ou seja,
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| %41 — Xkl
Xk

< 107°,

e e considerado um namero méaximo de iteracdes igual a 100, que significa que, se o programa
realizar 100 iteracdes e ndo chegar a uma solucéo aproximada que satisfaca o critério do erro,
o programa sera finalizado, indicando que ndo foi possivel encontrar uma solucéo aproximada
adequada.

Conforme definido na Equacéo 3.28, 0 Método de Newton é gerado por

fOa)

Xk+1 = X — fok), k=0,1,2,

com um valor inicial x, preestabelecido e f'(x;) # 0,Vk > 0.

Na implementacdo do Método de Newton, a sequéncia iterativa dada na Equacéo 3.28
é escrita dentro de um laco if, o qual promoveré iteracGes até que o critério de parada seja
atingido ou atinja-se 0 nimero méaximo de 100 iteracdes.

Em um function file do MATLAB, inserimos as linhas de comando referentes ao

Método de Newton.

function [ Xs ] = Newton( Fun, FunDer, Xest )
%$Solucdo numérica utilizando o Método de Newton

imax = 100;

% imax = nUmero maximo de iteracdes

erro = 107-6;

% erro = valor para erro estimado - teste de parada
for i = l:imax

Xi = Xest - Fun (Xest)/FunDer (Xest);
% i1teracoes por relaxamento - Metodo de Newton
if abs ((Xi-Xest) /Xest)<erro

Erro = abs((Xi-Xest) /Xest)

%exibe o valor do erro na Ultima iteracédo

Xs = Xi;
% teste de parada
break
end
Xest = Xi;
% solucao aproximada
end
if i == imax
fprint ('Solucao nao foi obtida em 100 iteracoes')
Xs = ('Sem resposta')';
end

Para o problema que apresentamos a seguir, aplicaremos o Método de Newton na

solucdo numérica de uma equacao ndo linear f(x) = 0 utilizando o MATLAB.



73

PROBLEMA 1

Um quarterback langa uma bola de futebol americano para o seu recceptor, que esta

percorrendo determinada rota. O quarterback solta a bola a uma altura h, do solo. O receptor
deve agarrar a bola 60 pés a frente, a uma altura hg, conforme esquema da Figura 5.1. A equacéo

que descreve 0 movimento da bola é equagdo de langamento de um projétil, estudada em fisica,

B 1\ (x%g 1
y = xtan(6) = (5) <v02> <cosz(9)> *he,

onde x e y sdo as disancias horizontal e vertical, respectivamente, g = 35.2ft/s* é o valor da

dada por:

aceleracdo da gravidade, v, € a velocidade inicial da bola de futebol no momento em que ela é

largada pelo quarterback e 6 é o &ngulo que a bola faz com a horizontal no momento exato do

langamento, 0 < 6 < .
Considerando v, = 50 ft/s,x = 60 ft, hy = 6.5 ft e hg = 7, 0 problema ¢ encontrar

0 angulo 8 com o qual o quarterback deve lancar a bola.

Figura 5.1 - Representacao do lancamento obliquo no Problema 1.

| .3

Fonte: Adaptado de GILAT, 2014.
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Solucéo do Problema 1

A equacdo do langamento obliquo deste problema é dada por:
1x%g 1

= xt —=————>—+h 1
y = xtan(60) 2 002 cos’(8) + hg (5.1)
A equacdo (5.1) pode ser reescrita como
1x%2g 1
xtan(0) —s———5—-—<+ho—y = 0. (5.2)

Portanto, determinar valores de 6 que satisfazem a equacdo (5.2) para valores
especificos de x, y, vy, g e hg, € um problema de encontrar a solugéo de uma equagéo ndao linear
na forma

f(6) =0,

onde

(6) = xtan(6) (1) LSV P
/(6) = xtan 2/ \vp? ) \cos*(6) Q=Y
Considerando g = 35.2ft/s? v, = 50 ft/s, x = 60 ft, hy =65 ft ey =hg =7,

temos:

1\ (602 * 35.2 1
£(6) = 60tan() — (§>< — )(cosz ( 9)> +65—7=0

Utilizaremos o Método de Newton para solucionar a equacédo f(8) = 0, através da user-
defined function Newton . Nesta funcdo, as variaveis de entrada sdo Fun, FunDer € Xest,

onde Fun = f(0), FunDer = f'(0) e Xest é um valor inicial estimado para a solucéo.

) 1\ (602 = 35.2\ /2sin(6)
f(6) = 60sec*(6) = <_) < 502 > (cos3(9))

2
Para estimar um valor inicial x,, plotamos o grafico da funcdo f(8) no intervalo (0, g),

representado na Figura 5.2.
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Figura 5.2 - Grafico da funcdo y = f(0) edaretay = 0.

100 T T T T T T

-100
JAC) i
-300

-400 -

600 | | | | | |

Fonte: Autoria propria.

Observamos no grafico que a equagdo f(8) = 0 possui duas raizes, uma no intervalo
(0,0.8) e outra no intervalo (0.8, g). Isso pode ser justificado teoricamente, pois a funcédo f é
continuaem (0,0.8) e f(0) = £(0.8) < 0, entdo, pelo Teorema de Bolzano, f possui raiz neste
intervalo. De forma anéloga, pode ser justificada a existéncia de raiz no intervalo (0.8, g).

Observa-se também que uma das raizes esta proxima do ponto & = 0.5 e outra proxima
do ponto 8 = 1.1, os quais serdo considerados como nossos valores iniciais estimados.

Consideremos primeiramente o valor inicial Xest = 0.5.

Em um script file do MATLAB, inserimos as seguintes linhas de comando:

%$Problema 1

Fun = Q(x) 60*tan(x)-1/2*(6072*35.2)/(50"2)*(1/ (cos(x)"2))+6.5-7;

$Declara a funcdo Fun = f da equacdo f (x)=0

FunDer = @(x) 60*tan(x)”"2 - (6336*sin(x))/(125*cos(x)"3) + 60;

$Declara a derivada da funcédo f

Xest =0.5;
$Estima um valor inicial Xo para a solucéo
Newton (Fun, FunDer, Xest)

%$Aplica o Método de Newton através da user-defined function Newton
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Executando-se este script file, obtém-se o seguinte valor de saida na Command
Window (prompt) do programa:

>> Problemal

Erro =
1.173785279016260e-08

ans =

0.515119285717212

A execucdo do Problema 1 no MATLAB pode ser visualisada através da Figura 5.3.

Figura 5.3 - Execucdo 1 do Problema 1 no MATLAB.

" Editor - Problemal.m L Al ormmand Window

Mewton.m® Problemal.m +
1 | >> Problemal
2
L Fun = @(x)} 60*can(=)-1/2*(§0°2%35.2)/ (50°2)*(1/ (cos(x)}~2))+6.5-T; Erro =
4 ADeclara s T i B T | egun i fix
5 1.173785279016260e-08
& FunDer = @ (x} €0+*tan(x}*2 — (&33&*s3in(x)}/(128*ca=(x}"3) + €0;
B ans =

8 - Xear =0,.5;
AEaCima T 0.515119%2B5717212

12 = Hewton (Fun, FunbDer, HXes=t) 2 >>

Fonte: Print screen do software MATLAB.

Apbs a Ultima iteragdo, o erro obtido foi de Erro = 1.1738 x 10~8, que é menor que o
critério de erro relativo estimado de 10~° predeterminado.
A soluc¢do aproximada obtida é, portanto,
6 = 0.5151.
Consideremos, agora, Xest = 1.1. Alterando-se apenas este valor de entrada no Script

File, obtém-se o seguinte valor de saida:

>> Problemal

Erro =
1.534920373676753e-07

ans =

1.064010181517960
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A execucao do Problema 1 no MATLAB consierando um valor inicial Xest = 1.1 pode

ser vista na Figura 5.4.

Figura 5.4 - Execugdo 2 do Problema 1 no MATLAB.

" Editor - Problemal.m ¥ X Command Window
Mewton.m® Prablemal.m +
1 % EBrobl em | »» Problemal
2
3= Fun = B(x) &0*can(x)-1/2+%(60°2+35.2)/(50°2)*(1/ (coa(x}~2))+6.5=-T; Erra =
5 1.5345820373676753=-07
[ FunDer = @(x) 60*can(x)"2 - (6336+*=in(x))/(125*co=(x)"3) + 60;
8 ans =
g - Xest =1.1;
S 1.064010181517960
10
11
12 — Newton (Fun, FunDer, Xesat) >
13 AAplica Mat R T——
14

Fonte: Print screen do software MATLAB.

Apo0s a Gltima iteracéo, o erro relativo estimado obtido foi Erro = 1.5349 = 1077, que
€ menor que o critério de erro predeterminado em 107,
A solucdo aproximada obtida é, portanto,
6 = 1.0640.
As solugdes do problema no interalo (0, g) sdo 6 = 0.5151 e 8 = 1.0640.

Comentario

Ao plotarmos o gréfico da funcdo y = f(8), percebemos que a equacao possuia duas
raizes no intervalo considerado. Em casos como de multiplas raizes como este, é importante
destacar que o Método de Newton, bem como os outros métodos numeéricos estudados neste
trabalho, nos aproximam de uma Unica solucdo por vez. Desta forma, é decisiva a escolha do

valor inicial x, na obtencdo de uma das solucéo aproximada.

5.3 METODO DA SECANTE

Conforme apresentado no Capitulo 3, 0 Método da Secante ¢ uma variacdo do Método
de Newton. O Método da Secante aproxima o valor da derivada da funcéo f(x) num ponto x;
pelo quociente

f(xi—) — f(x)

(Xi—1 — x;)

)
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nao sendo necessario conhecer a forma anailitica de f'(x).

No codigo escrito para o Método da Secante, assim como no método de Newton, existe
um ntmero maximo de iteragcGes e um erro preestabelecido. Nesse codigo, todavia, deixamos
esses critérios como valores de entrada da user-defined function, isto é,

function [ Xs ] = Secant(Fun,Xa,Xb,erro,imax).

O Método da Secante foi apresentado na Defini¢do 3.8, sendo definido por

Xk+1 = Xk —f(xk)( L >,

f () = f(xk-1)

onde x,e x; sdo valores iniciais dados, f(xy) — f(xx_1) # 0 Vk > 1.

k=123..,

Na implementacdo do Metodo da Secante, a sequéncia iterativa dada na Definicdo 3.8
é escrita dentro de um laco if, 0 qual promovera as iteracdes necessarias para que se atinja um
erro menor que um valor preestabelecido de erro relativo estimado ou 0 nimero maximo de
iteracOes.

Em um function file do MATLAB, inserimos as linhas de comando referentes ao

Metodo da Secante.

function [ Xs ] = Secant (Fun,Xa,Xb,erro,imax )
$Solucdo numérica utilizando o Método da Secante
% Xa e Xb representam valores iniciais de solugdo estimada,
%erro é o valor estabelecido para o erro e imax é o numero maximo
de
%iteracdes a serem relizadas.
for i=1l:imax
FunXa=Fun (Xa) ;
FunXb=Fun (Xb) ;
Xi=Xb-FunXb* (Xa-Xb) / (FunXa-FunXb) ;
$Iteracdes do Método da Secante
if abs ((Xi-Xb)/Xb)<erro
Erro = abs ((Xi-Xb) /Xb)
$Informa o erro relativo estimado apds a ultima iteracéo.
Xs=Xi;
$Teste de parada utilizando erro absoluto estimado.
break
end
Xa=Xb;
Xb=X1i;
end
if (i==imax)
fprintf ('Nao foi possivel obter uma solucao em %i
iteracoes.\n', imax)
Xs=('Sem resposta')
end
end
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Neste cddigo, o valor de entrada Fun representa a funcéo f da equacéo f(x) = 0, Xa
e Xb sdo valores iniciais estimados, erro o valor de erro relativo estimado preestabelecido e
imax 0 nimero maximo de iteragdes.

No problema apresentado a seguir, aplicaremos o Método da Secante utilizando o

MATLAB para obten¢do de uma solugdo aproximada de uma equagao f(x) = 0.
PROBLEMA 2

O volume V de um tubo de agua na forma de um sélido de revolugdo conhecido como

toro ou tordide, tal como o da Figura 5.5, é dado por
1 2 2
V= 2" (r1 + 1) (1 — 12)%,

onde r; e r, SA0 0S raios interno e externo do tubo, respectivamente. O problema é determinar

r, se V = 2500in3e r, = 18in.

Figura 5.5 - Tubo de 4gua na forma de toro

N

Fonte: GILAT, 2014.

Solucéo do Problema 2

O volume do tubo cujo raio interno queremos determinar € dado pela equacéo

1
V= an( r 41 ) —1)?

a qual pode ser reescrita na forma
1
an(rl + TZ)(Tl - Tz)z - V = 0.

Para V = 2500in® e r, = 18in, temos:
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1
an(r1 +18)(r; — 18)2 — 2500 =0 (5.3)
Determinar o valor de r; que satisfaca a equacdo ndo linear acima é solucionar o
problema
f(rl) = O'
onde

1
f@) = 37 (ry +18)(ry — 18)? — 2500.

Com o objetivo de visualizar pontos tais que f(r;) = 0 no intervalo (0,18), plotamos

o gréafico de f(r;) no MATLAB neste intervalo, mostrado na Figura 5.6.

Figura 5.6 - Grafico da funcéo f(r;) no intervalo (0,18).

12000 T T T T T T T

10000 |- |
8000 | |
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Fonte: Autoria propria.

Da figura 5.6, podemos observar que f(r;) possui uma raiz no intervalo considerado.
Isto pode ser justificado teoricamente, pois f € continua no intervalo (0,18) e f(0) * f(18) <
0, entdo pelo Teorema de Bolzano, f possui pelo menos uma raiz neste intervalo.

No Método da Secante da Secante, dois valores iniciais sdo estimados. Para este
exemplo, tomaremos Xa = 10 e Xb = 14.

Utilizaremos erro relativo estimado, erro = 10”7, como critério de parada, € um
namero méximo de iteragdes imax = 200.

Em um script file, inserimos as seguintes linhas de comando:

$Problema 2

Fun = @(r) (1/4)*pi~2* (r+18) * (¥r-18) *2-2500;
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$Declara a funcdo f da equacédo f(r)=0
Xa=10;
%$Valor inicial estimado
Xb=14;
%$Valor inicial estimado
erro=10"-7;

$Erro estabelecido

imax=200;
$Numero maximo de iteracdes

Secant (Fun, Xa, Xb, erro, imax)

%aproximada.

%Utiliza a user-defined function SecantMethod para obtencdo de solucdo

Ao executarmos o programa, obtemos o seguinte valor de saida na Command Window

do MATLAB:

>> Problema?
Erro =

5.9630e-08
ans =

12.2086

A execucdo do Problema 2 no MATLAB pode ser visualizada na Figura 5.7.

Figura 5.7 - Execucdo do Problema 2 no MATLAB.

I " Editor - Problema2.m
Problemad.m

Problema2.m +
1 tProblema
2
< Fun = @(xr) (1/4) *pi~2* (r+18)*(r-18)~2-2500;
- $Declara a funcdc f da equagao f(rxr)=0
5
6= Xa=10
7 tValor inicial estimad
-]
= Xb=14;

Fonte: Print screen do software MATLB.

O erro relativo estimado na ultima iteragdo é

precisdo preestabelecida, pois é menor que 1077,

erro

¥ X Command Window

>> Problema2
o
Erro =

5.9630e-08

ans =

12.2086

= 5.9630 * 108, verificando a
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A solucéo aproximada obtida com o Método da Secante é, portanto,
r, = 12.2086in.

Comentarios

Diferentemente do Método de Newton, no Método da Secante nao foi preciso
conhecer a expressao da derivada da funcdo f para solucionar de maneira aproximada a
equacdo f(r;) = 0. Na solucdo do Problema 2, aproximamos o valor da derivada de f em um
ponto r; pelo quociente

f(ric) = (1)

(rie1— 1)

Para iniciar as iteracdes no Método da Secante estimamos, a partir do grafico de f(r;),
dois valores iniciais Xa e Xb. O preco pago por ndo utilizar o valor exato da derivada em um
ponto é que o Método da Secante ndo converge tdo rapidamente quanto o Método de Newton,

conforme veremos na Secdo 5.4.

5.4 COMPARACAO ENTRE O METODO DE NEWTON E O METODO DA SECANTE

Nesta se¢do, utilizaremos o Método de Newton e 0 Método da Secante para solucionar
um mesmo problema de Engenharia. O objetivo é comparar o desempenho destes métodos em
relacdo ao nimero de iteragdes necessarias para obter uma solucdo aproximada que atenda a
uma preciséo predeterminada.

Para tanto, algumas alteracdes sdo realizadas no cédigo das user-defined functions
aprentadas anteriormente.

Em ambos os métodos, utilizaremos a precisdo erro = 1071° e imax = 100. Linhas
de comando foram acrescidas para que o programa informe a cada iteracdo o erro relativo
estimado e o valor de solugéo obtido.

A seguir, sdo apresentados os algoritmos destes métodos com as alteragdes supracitadas.

1. User-defined funcion NewthonMethod.

function [ Xs ] = NewtonMethod( Fun, FunDer, Xest )
$Solucdo numérica utilizando o Método de Newton
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imax = 100;
% imax = Numero médximo de iteracdes
erro = 107-10;
% erro = valor para erro estimado - teste de parada
for 1 = l:imax
i=i

%Conta o numero de iteracoes realizadas

Xi = Xest - Fun (Xest)/FunDer (Xest)
% iteracoes por relaxamento - Metodo de Newton

ErroRelativoEstimado=abs ( (Xi-Xest) /Xest)
$Informa o Erro Relativo Estimado em cada iteracdo.

if abs ((Xi-Xest) /Xest)<erro
Xs = Xi;
% teste de parada
break

end

Xest = Xi;

[

% solucao aproximada

end

if 1 == imax
fprint ('Solucao nao foi obtida em 100 iteracoes')
Xs = ('Sem resposta')';

end

2. User-defined function SecantMethod

function [ Xs ] = SecantMethod( Fun, Xa, Xb)
$Solucdo numérica utilizando o Método da Secante
% Xa e Xb representam valores iniciais estimados

imax=100;
$NUumero maximo de iteracdes

Erro=10"-8;
$Erro Relativo Estimado para critério de parada

for i=l:imax
i=1i
$Conta o numero de iteracdes

FunXa=Fun (Xa) ;

FunXb=Fun (Xb) ;
Xi=Xb-FunXb* (Xa-Xb) / (FunXa-FunXb)
%$Sequéncia iterativa do Método da Secante

ErroRelativoEstimado=abs ((Xi-Xb) /Xi)
$Informa o erro relativo estimado de cada iteracédo

if abs ((Xi-Xb)/Xi)<Erro
Xs=Xi;
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$Teste de parada utilizando erro relativo estimado.

break
end
Xa=Xb;
Xb=Xi;
end
if (i==imax)
fprintf ('Nao foi possivel obter uma solucao em %$i iteracoes.\n', imax)
Xs=('Sem resposta')
end

end

No problema a seguir, encontraremos uma solugdo aproximada utilizando o Método de
Newton e o Método da secante, com o objetivo de comparar o desempenho destes métodos.

Problema 3
Um modelo simplificado para a suspensdo de um automovel consiste em uma massa m,
uma mola com constante elastica k e um amortecedor com coeficiente de amortecimento c,

como mostrado na Figura 5.8.

Figura 5.8 - Modelo de suspensdo automotiva.

X

" x = Xsin(wt—¢)
n DA
c k y y = Ysin(ot)
t
= () v L

Fonte: Adaptado de GILAT, 2014.

Uma estrada irregular pode ser modelada por um movimento senoidal de subida e
descida da roda, de acordo com a equacdo y = Ysin(wt). Da solucdo desta equacdo, 0
movimento do carro (massa) para cima e para baixo é dado por x = Xsin(wt — ¢), onde ¢ é

um angulo de fase nesta representacdo. A razdo entre a amplitude X e a amplitude Y é dada por

X w?c + k?

Y |k —mw?) + (wo)?
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Assumindo m = 2500 kg, k = 300kN/m e ¢ =36 X 103N.s/m, o problema é

. A = X
determinar a frequéncia w para a qual > = 0.4.

Solucéo do Problema 3

A razdo entre a amplitude X e a amplitude Y é dada pela equacéao

X w?c + k?
Y |k —mw?)+ (wc)?

a qual pode ser escrita na forma

w?c + k* X_0 £ 4
(k —mw?) + (wc)? Y G4)

. ~ X . .
Considerando o valor da razédo > dado no problema e considerando também os valores

fixos de ¢, m e k, temos que a equacdo (5.4) é da forma

flw) =0,

onde

w?c + k? X
f((l)) = 2 2 U
(k —mw?) + (wc)* Y
Para aplicar o Método de Newton, precisamos conhecer f'(w). A expresséo f'(w) pode
ser obtida usando MATLAB, através do comando diff. Na Command Window do programa,

executa-se as seguintes linhas de comando:

>>syms t

>>c=36*%10"3; m=2500; k=30000;

>>f = sqrt((t"2*%c+k"2)/((k-m*t"2)+(t*c)"2))-0.4;

>>diff(f)

ans =

= ((72000%t) /(1295997500*t"2 + 30000) -
(2591995000*t* (36000*t"2 + 900000000) )/ (1295997500*t"2 +
30000) ~2) /(2% ((36000*t"2 + 900000000) / (1295997500*t"2 +
30000)) " (1/2))
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A execucdo dos comandos para obtencgdo da derivada da funcao f'(w) escrita em termos
da variavel t (a variavel w foi reservada para utilizacdo nos métodos iterativos), pode ser

visualizada na Figura 5.9.

Figura 5.9 - Derivada da fungéo f utilizando o MATLAB.

Command Window

>> syms t

>> ¢=36%10"3; m=2500; Xk=30000;

>> £ = sqre((t"2*%c+k"2)/((k-m*t"2)+(t*c)"2))-0.4;
>> diff(£f)

ans =

((72000*t)/(1295997500%t"2 + 30000) - (2591995000%t+(36000%t"2 + 900000000))/(1295997500%t"2 + 30000)"2)

Fonte: Print screen do software MATLAB.

Em ambos os métodos, é preciso estimar valores iniciais préximos da solucéo exata do

problema. Portanto, plotamos o gréfico de f(w) no intervalo (0,5), visto na Figura 10.

Figura 5.10 - Gréfico da fun¢do f(w) no intervalo (0,5).

9 T T T T T T T T T

f(w)

Fonte: Autoria propria.

Da Figura 5.10, podemos observar que f(w) possui uma raiz no intervalo (0,5). Isto
pode ser justificado teoricamente, pois f é continua no intervalo (0,5) e f(0) = f(5) < 0,
entdo, pelo Teorema de Bolzano, existe pelo menos uma raiz no intervalo considerado.

Neste problema, para o Método de Newton, a condicao inicial serd Xest = 2, e para 0
Método da Secante, Xa = 2 e Xb = 2.1.



87

Em um script file, inserimos as seguintes linhas de comando:

$Problema 3

Fun = Q@ (w) sqgrt((w 2*c+k"2)/ ((k-m*w"2)+ (w*c)"2))-0.4;
%Declara a funcdo f da equacgdao f (w)=0

FunDer = @(w) ((72000*w) /(1295997500*w”~2 + 30000) -

(2591995000*w* (36000*w™2 + 900000000))/(1295997500*w"2 +

30000)"2)/(2* ((36000*w™2 + 900000000) /(1295997500*w~2 + 30000))"~(1/2));
$Declara a derivada da funcédo f

c=36*10"3;

m=2500;

k=30000;

%Insere valores das constantes

Erro=107-10;
imax=100;
$Estabelece Erro e numero maximo de iteracdes

Xest=2;

Xa=2;

Xb=2.1;

%Esteima valores iniciais

NewtonMethod (Fun, FunDer, Xest)

SecantMethod (Fun, Xa, Xb, Erro, imax)

$Aplica Método de Newton e Método da Secante na obtencdo de uma soliucgéao
%aproximada do problema.

Organizando os valores de saida na forma de tabelas, temos, para 0 Método de Newton:
Tabela 5.1 - Valores de saida para o0 Método de Newton — Problema 3

Método de Newton

i Xi Erro Relativo Estimado
1 2.080163166126739 0.040081583063370
2 2.083505276961306 0.001606658020385
3 2.083510655641296 2.581553332360775e-06
4 2.083510655655183 6.664820967055474e-12

Fonte: Elaborado pelo autor.
Da tabela 5.1 podemos dizer que apds a quarta e Ultima iteracdo, o erro relativo relativo
estimado obtido no Método de Newton é:
Erro = 6.6648 X 10712 < 10710,
A solucdo aproximada obtida é, portanto,
w = 2.0835.



Para o Método da Secante, temos:
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Tabela 5.2 - Valores de saida para 0 Método da Secante — Problema 3

Método da Secante

i Xi Erro Relativo Estimado
1 2.084171626822403 0.007594563218256

2 2.083505424173362 3.197508589663551e-04
3 2.083510657314944 2.511694175154722e-06
4 2.083510655655187 7.966158752946266e-10
5 2.083510655655183 1.705157431836273e-15

Fonte: Elaborado pelo autor.

Da tabela 5.2 podemos dizer que apds a quinta e Ultima iteracdo, o erro relativo relativo

estimado obtido no Método da Secante é:

Erro = 1.7051 x 10715 < 10719,

A solucdo aproximada obtida e
w = 2.0835.

A execucdo do Problema 3 no MATLAB pode ser visualizada na Figura 5.11.

Figura 5.11 - Execucdo no MATLAB do Problema 3.

[ Editor - Problema3.m™

MNewtonMethod.m SecantMethod.m Problema3.m™ +

c=36%10"3;
m=2500 >
k=30000;
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Fonte: Print screen do software MATLAB.

Comentarios

i

Comman d Window

ErroRelativoEstimado =

1.7052e—-15

ans =

Das Tabelas 5.1 e 5.2, podemos observar que utilizando o Método de Newton, foram

necessarias quatro iteracdes para que o erro relativo estimado fosse menor que o valor de 10710

prefixado. No Método da Secante, por sua vez, foram necessérias cinco iteragfes. Este resultado



89

aponta para uma convergéncia mais rapida do Método de Newton, o que é coerente com o que
foi estudado nos capitulos anteriores, quando foi visto que Método de Newton possui
convergéncia quadratica. Entretanto, € importante destacar que a escolha de valores iniciais
Xest,Xa e Xb diferentes dos utilizados poderia alterar os resultados. O Método da Secante
apresenta a vantagem de dispensar a determinacdo da derivada da funcéo f, mas a aproximagéo
que este método utiliza para o valor da derivada em um ponto faz com que as solucdes

aproximadas obtidas em cada iteracdo sejam menos precisas.

5.5 RESOLUCAO DE UM SISTEMA DE EQUACOES NAO LINEARES

O Método de Newton para obter a solucdo aproximada de uma equacdo nao linear
f(x) =0,f:D c R" - R", foi apresentado na Definicdo 4.6 através da sequéncia recursiva
xHD = x0) — 1. (xEN]7Lf(x®)),  k =0,1,2,..
onde x(® € R",
Na secdo 4.3, uma modificacdo do Método de Newton foi apresentada, através da qual
é possivel evitar o calculo da inversa da matriz Jacobiana de f.
No Método de Newton Modificado, define-se o vetor
s = x(k+1) _ 4().
obtendo-se a equacéo
J(x®)s®) = —f(x®),
Obtido o valor de s, x(*1) é obtido na forma
xk+D) = x4 g, (5.5)
A equacdo (5.5) representa um sistema linear na incognita s, E possivel solucionar
esse sistema linear utilizando métodos iterativos como Jacob e Gauss-Seidel, ou outros métodos
como a Regra de Cramer.
Nesta se¢do, € implementado o Método de Newton Modificado utilizando o MATLAB
para a solucdo de um sistema de duas equacdes nédo lineares (n = 2), aplicando a Regra de
Cramer para a solugéo do sistema dado em (5.5).

Problema 4

As equagOes de uma curva catenaria e de uma elipse (Figura 5.7), sdo dadas pelas

—-X

X 2 2
equacdes y — %(eE + e7) =0e ;% + % — 1 = 0, respectivamente. O problema é determinar
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0 ponto de inteseccdo das curvas que esteja localizado no primeiro quadrante do plano
cartesiano.

Figura 5.12 - Curva catenéria e elipse.

6
4
-
0

-2
_4—6
Fonte: Adaptado de GILAT, 2014.

Solucéo do Problema 4
Os pontos de interseccdo das curvas dadas no Problema 4 s&o obtidos através da
solucgéo do sistema de equaces lineares

fiey) =y (et +e?) =0

2 2 ]

fol6y) = Z+33-1=0
Resolver um sistema de equacfes ndo lineares como este ¢ uma forma equivalente de
resolver a equacdo f(x) = 0, onde x = (x,y) € R?, f:D c R? > R?,sendo f = (f1, f2)T.
No Método de Newton modificado para solucdo de um sistema de equacbes nao
lineares, definimos s = x®+1 — () e resolvemos o sistema de equacdes lineares dado por
Jr(x®)s® = —f(x®). (5.6)
O Jacobiano da funcéo f é dado por:

0fi(xy) 9fi(x,y)

_ dx ady
Jreey) = [afzoc. ) L@y
d0x dy

Utilizando a Regra de Cramer na solucgéo de (5.6), temos que
0 9]
[~AG) = F 9+ 1) <R )
~a(x) « FL () + 1, (x) + G2 ()
det[/]




91

Calculado o valor de s®®) para cada iteracéo k, determinamos x**1 na forma

x(k+1) = x(k) + S(k)-

No problema em estudo,

1,x —x
fiky) =y = (e2+e7)
afl . 1 X X afl _
za(x,y)— Z(ez ez)ea(x,y)—l.
e
xZ yZ
f2(x,y) = ?"'?—1

af, _ af; B
= E(x,y) =18xe 3y (x,y) = 50y.

Logo,

—l(e% - e_%) 1

4
18x 50y

)

]f(x'y) =

cujo determinante é dado por

det(J;) = (— % (e% - e_%)> 50y — 18x.

Como queremos localizar o ponto de intersec¢do das curvas localizado no primeiro
guadrante do plano, e observando a Figura 5.12, vemos que este ponto é préximo do ponto P, =
(2.5,2). Estimamos, portanto, x, = 2.5 e y, = 2 como valores iniciais. Como critério de
parada, serd adotado erro relativo estimado menor que 0.001.

Em um Script File do MATLAB, inserimos as seguintes linhas de comando:

$Problema 4

fl = @(x,y) y-(1/2)* (exp(x/2)+exp(-x/2));

%$Declara a funcado fl(x,vy).

£f2 = @(x,y) 9*x"2+25*y"2-225;

$Declara a funcdo f2(x,vVy)

flx = @(x,y) (-1/4)* (exp(x/2)+exp(-x/2));

%Declara a deriada parcial com relacdo a x da funcdo fl(x,vy).
fly = 1;

$Declara a deriada parcial com relacdo a y da funcdo fl(x,Vy).
f2x = @(x) 18*x;

$Declara a deriada parcial com relacdo a x da funcdo f2(x,Vy).
f2y= Q@(y) 50*y;

%Declara a deriada parcial com relacdo a y da funcdo f2(x,vy).

DetJacob Q(x,y) (=1/4)* (exp(x/2)-exp(-x/2))*50*y-18*x;
$Declara o determinante da matriz Jacobiana de f.
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xi = 2.5; yi = 2; Erro = 0.001;
$Estima os valores iniciais x0 e y0, bem como valor de erro para critério
sde parada.

imax = 100;
$Estipula um nUimero maximo de iteracdes.
for i = l:imax

DetJac = DetJacob (xi,yi);
$Calcula o determinante do Jacobiano de f para cada iteracdo.

sx = (-fl(xi,yi)*f2y(yi)+f2(xi,yi)*fly)/DetJac;
%Calcula a coordenada x do vertor sk.

sy = (-f2(xi,yi)*flx(xi)+fl(xi,yi)*£f2y(yi))/DetJac;
%$Calcula a coordenada x do vertor sk.

xikl = xi + sx;

$Calcula a coordenada x do xk vertor apds a iteracéo.
yikl = yi + sy;
%$Calcula a coordenada y do xk vertor apds a iteracéo.
Errox = abs((xikl - xi)/xi);
Erroy = abs((yikl - yi)/yi);
$Calcula erro relativo estimado
fprintf('i =%2.0f x= %-7.4f y=%-7.4f Erro em x=%-7.4f Erro em y=%-7.4f
\n',i,xik1l,yikl,Errox ,Erroy)
if Errox < Erro && Erroy < Erro
$Teste de parada
break
else

xi = xikl; yi = yikl;
end
end

Ao executar este programa, os valores de saida obtidos na Command Window sao:

>> Problemaid

i =1 x= 3.1388 vy=2.4297 Erro em x=0.2555 Erro em y=0.2149

i =2 x= 3.0341 vy=2.4050 Erro em x=0.0333 Erro em y=0.0102
i =3 x= 3.0312 y=2.3788 Erro em x=0.0010 Erro em y=0.0109
i =4 x= 3.0312 y=2.3889 Erro em x=0.0000 Erro em y=0.0042
i =5 x= 3.0312 y=2.3846 Erro em x=0.0000 Erro em y=0.0018
i =6 x= 3.0312 y=2.3864 Erro em x=0.0000 Erro em y=0.0008

Apos a sexta iteracdo, temos
Erro, = 0.0000 < 0.001

Erro, = 0.0008 < 0.001,
0 que satisfaz ao critério de parada preestabelecido.
Logo, a solucéo aproximada obtida € o ponto
P = (3.0312,2.3864).
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Na Figura 5.13, podemos visualizar a execucdo do Problema 4 no MATLAB.

Figura 5.13 - Execucgéo do Problema 4 no MATLAB.

Editor - Problemad.m ¥ X | Command Window
Prablemad.m o Unable to parse command history line: >
™ >» Problemad
1 x= 3,1388 y=2.42
i x= 0341  y=a. 40
3 x= 0313 ¥
4 x= 0312 3
5 xX= 0312 3

= fix = Bix, ¥ (=-1/4)* (expix/2)+exp(-x/2) ) im= 6 x= 0312 y=2.38

Erroc er
Erroc e
= Erroc e
b Erro e:
Erroc e
Erroc en

- £2 = B(x,y) %% 24254y 2-225; i

R T T
WO W W W

= Fly = i
Lly Lz

Fonte: Print screen do software MATLAB.

Comentarios

No Problema 4, encontramos 0 ponto de intersec¢do entre as curvas no primeiro
guadrante resolvendo um sistema de duas equacfes ndo lineares. Utilizando o Método de
Newton Modificado, foi possivel evitar o calculo da inversa da matriz Jacobiana. Entretanto, a
matriz Jacobiana ainda foi calculada a cada iteracdo, o0 que poderia ser evitado através de
aproximac0des da matriz /, por matrizes como aquelas propostas pelos métodos Quase-Newton.
A resolucéo deste problema no MATLAB foi feita diretamente em um script file, dispensando
a criacdo de uma user-defined function para este problema. A solucdo aproximada obtida é

coerente com o grafico das curvas visto na Figura 5.12.
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CONCLUSAO

Neste trabalho, foram estudados alguns métodos numéricos para obter a solugdo
aproximada de equacdes ndo lineares. Para tanto, foi desenvolvido, a principio, um referencial
teodrico envolvendo conceitos de Anélise Real de funcbes de uma e de varias variaveis. O estudo
de sequéncias, limite de sequéncias, no¢des sobre conjutos e erros foi fundamental para o
desenovolvimento do restante do trabalho, servindo como base na demonstragdo de teoremas
da analise numérica.

No estudo dos métodos numéricos realizado, foi dada maior &nfase ao Método do Ponto
Fixo e ao Método de Newton, tanto para encontrar a solucéo aproximada de uma Unica equacao,
como para encontrar a solugdo aproximada de um de sistemas de equacOes ndo lineares. O
estudo do Método do Ponto Fixo realizado foi importante para a abordagem escolhida na
apresentacdo do Método de Newton, que € um método de rapida convergéncia e muito utilizado
na pratica. As nocdes desenvolvidas em R para ambos 0os métodos puderam ser ampliadas para
o R™ com algumas alteracdes, possibilitando o estudo da solugdo numérica de sistemas de
equacOes néo lineares.

O software MATLAB foi usado para implementar alguns dos métodos numéricos em
estudo na obtencdo da solugdo aproximada de problemas selecionados. Estes problemas, que
envolveram questdes das disciplinas de Fisica e Matematica, componentes do Ensino Basico, e
também da area de Engenharia, elucidaram o fato de que determinadas equacdes, de dificil
solugdo analitica, podem ser resolvidas de forma aproximada com a utilizacdo dos métodos
numeéricos estudados. Na resolucdo destes problemas, foi possivel também comparar o
desempenho de alguns dos métodos estudados, possibilitando uma melhor compreensao de suas
vantagens e desvantagens.

Indo além do que é ensinado no Ensino Basico, este trabalho ndo propde o ensino dos
conceitos da analise real e andlise numérica nas classes do Ensino Médio ou Fundamental.
Entretanto, esperamos que sirva de alguma ajuda para o professor de Matematica que deseja se
aprofundar no tema. A relevancia dos métodos numeéricos na resolucdo de problemas em
diversas areas da ciéncia foi uma das motivacOes para a realizacao deste trabalho. Acredita-se

que a pesquisa realizada sirva como apoio para um estudo mais aprofundado do tema.
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