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RESUMO

Devido as suas caracteristicas de baixo custo, facilidade de implantagdo, utiliza¢do e, princi-
palmente, a qualidade de informacao e redugao de tempo de operagdo dos sistemas, os cédigos
de barras tém sido usados desde pequenas atividades que necessitam de identificacdo de do-
cumentos a comercializa¢do e controle de produtos. Dai a utilizagdo dos c6digos de barras é
algo pertinente ao nosso dia-a-dia, bem como no ambito escolar. Identificar, através do niimero
do cédigo de barras, a origem, o fabricante e o tipo de produto, sdo tarefas que podem ser apli-
cadas na escola. Os c6digos de barras, no Brasil utilizam-se os c6digos EAN-13, que contém 13
digitos, sendo o ultimo digito aquele que verifica os 12 anteriores, de modo que, se um desses
for digitado incorretamente, certamente o produto nao serd identificado. Isso é devido ao pro-
cesso de verificacdo do erro, onde utiliza-se a matemaética, em especial a aritmética modular e
o produto vetorial. Neste trabalho evidenciamos como os c6digos de barras sdo uma aplicagdo
da matemadtica interessante, que pode ser aplicada, de forma fécil e estimuladora, aos alunos
dos ensinos fundamental II e médio.

Palavras-chave: Cédigos de barras, Digito de verificacdo, Aritmética Modular



ABSTRACT

Due to its characteristics: low price, facility of implementation and use and, mainly, the qua-
lity of information and reduction of operation time of systems, the bar codes are being used for
small and big activities such as the ones that need identification documents and commerciali-
zation and control of products. This way bar codes usage is something very important to our
routine and school environment. Identify the origin, producer and kind of product through bar
codes are tasks that can be applied at school. The bar codes used in Brazil are codes EAN-13,
with 13 digits, the last one being the digit that verifies the other 12 before, in a way that if one
of these first digits is typed in a wrong way, certainly the product is not going to be identified.
This is due to the verification process of the mistake, where we use the mathematics, especially
the modular arithmetic and the vector product. In this project we enhance how interesting
is the mathematics application of bar codes, being applied in an easy and stimulating way to
elementary and high school students.

Keywords: Bar codes, Verification digit, Modular arithmetic.
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INTRODUCAO

O surgimento dos c6digos de barras devem-se, em especial, as atividades comerciais, onde
o preco de cada produto era colocado manualmente e, quando vendido, tinha que ser digitado
numa mdquina pela operadora, o que ocasionava um processo lento e passivel a erros. Dai,
diante desse problema de logistica, um dono de supermercado sugeriu a uma universidade

que resolvesse esse problema, surgindo assim, nessa busca, o cédigo de barras.

Por causa das suas caracteristicas de baixo custo, facilidade de implantacdo, utilizacdo e
principalmente a qualidade de informacao e redugao de tempo de operacdo dos sistemas, o
codigo de barras tem sido usado na automacdo desde pequenas atividades que necessitam de

identificacdo de documentos até a comercializagdo e controle de produtos.

O surgimento do primeiro cédigo de barras data de Outubro de 1949. Era formado por qua-
tro linhas brancas sobre um fundo preto, depois convertido em circulos com mesmos centros
para facilitar a leitura, a partir de qualquer angulo. Quanto mais linhas se adicionassem, mais
informacgdo podia ser codificada. Assim, em 1952 a primeira patente de um cédigo de barras
foi registrada por Bernard Silver e Norman Joseph Woodland.

Porém, esse acontecimento s6 teve seu real valor reconhecido quando, ap6s vérias décadas,

o aumento dos componentes eletronicos e avangos na tecnologia a laser permitiram a produgao

de sistemas de leitura de baixo custo.
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Dentre as diversas firmas solicitadas para que elaborassem um cédigo adequado e vidvel,
que pudesse ser utilizado no dia-a-dia, quem acabou apresentando o resultado mais viavel foi
Gerge J. Laurer, engenheiro do International Business Machines (IBM).

O primeiro cédigo de barras foi utilizado em 1974 e foi chamado de Cédigo Universal de
Produtos, com sigla UPC (Universal Product Code).Este c6digo é adotado atualmente nos Es-
tados Unidos e Canada. Ele consiste de uma sequéncia de 12 digitos, traduzidos para barras

da forma que estamos acostumados a ver em vérios objetos ou itens.

Em decorréncia do grande sucesso do cédigo UPC, fabricantes e distribuidores de vérios
paises da Europa formaram um conselho para estudar a possibilidade de desenvolver um sis-
tema que padronizasse a numeracdo de produtos, parecido ao sistema do UPC, que é regu-
lamentado pelo UCC (Uniform Code Council). Em 1977, formou-se uma entidade sem fins
lucrativos, a EAN (European Article Numbering Association) para atender esta demanda.

A elaboragdo do c6digo EAN deparou-se com um problema bastante delicado, que era o
de ser necessario adicionar um digito a cada cédigo com a finalidade de identificar o pais de
origem, j4 que tal tecnologia seria expandida por todo o mundo. O problema era fazer isto de

forma que a mesma maquina leitora pudesse ler, sem distin¢édo, os c6digos UPC e EAN.

A solucdo encontrada foi a seguinte: os paises que utilizavam o cédigo UPC antigo, EUA
e Canad4, sdo identificados com um 0 (zero), na frente, resultando no novo cédigo UPC-A (o
mesmo codigo UPC, apenas com um zero antes para identificar os paises que ja utilizavam
o c6digo UPC, Estados Unidos e Canad4), e o resto da codificagdo é feita utilizando o sistema
anterior. Para outros paises, os primeiros dois ou trés digitos (da esquerda para a direita), iden-

tificam o pafs.

O codigo utilizado no Brasil é o EAN (European Article Number), que possui os primei-
ros trés digitos identificando o pais. Todos os produtos produzidos no Brasil come¢cam com a
sequéncia 789. Alguns paises adotam este mesmo sistema, dando-lhe outro nome. Por exem-

plo, no Japdo o sistema é conhecido como JAN (Japanese Article Numbering).

Observando que a matemdtica presente nos cédigos de barras é a mesma apresentada nos
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ensinos fundamental e médio e acreditando que contextualizando os conceitos matematicos
com o objeto de estudo, algo que ja faz parte do cotidiano do aluno, é possivel por em pratica,
nas salas de aula, algo abstrato.

A utilizagdo dos c6digos de barras como objeto de pesquisa e de aprendizagem matemaética

é rica no sentido de envolver alunos em diferentes niveis de ensino.

Neste trabalho utilizaremos apenas os c6digos de barras que identificam produtos, que sdo
os codigos UPC-A e EAN-13.

Este trabalho estd dividido em 4 capitulos, sendo o primeiro destinado aos contetidos ma-
temdticos fundamentais para o desenvolvimento desse trabalho. Tais como Divisibilidade,

Maximo Divisor Comum, Ntimeros Primos, Congruéncias e Produto Escalar Vetorial.

O segundo capitulo é destinado aos Cédigos de Barras, contendo: Defini¢des e composicdo
de um cédigo de barras; Como sdo feitas as leituras desses codigos de barras e o processo de
codifica¢do dos cédigos UPC-A e EAN-13.

O terceiro capitulo é destinado a detecgdo de erros, contendo os Sistemas de Identificagdo
Modular (SIM) e sobre o Digito Verificador .

No quarto capitulo sdo propostas atividades com o tema, incluindo sequéncias didéticas

e suas respectivas solugdes, que podem ser aplicadas para alunos do ensino fundamental IT e

médio.
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CAPITULO 1

‘ PRELIMINARES

ARA a realizac¢do deste trabalho, faz-se necessario definir alguns conceitos e propriedades

da Teoria dos Ntumeros, em especial a Aritmética Modular. As defini¢des e propriedades

aqui definidas e demonstradas estdo de acordo com [1] , [2], [3] e [4]. Denotaremos por Z o
conjunto dos niimeros inteiros e consideremos suas operagdes de adi¢do e multiplicagdo, com

sua relacdo de ordem e propriedades.

1.1 Divisibilidade

O conceito de divisibilidade e suas propriedades serdo fundamentais para o desenvolvi-

mento deste trabalho.

Definicao 1.1. (Mddulo ou Valor Absoluto) Para todo m € Z, define-se médulo ou valor absoluto de
m, denota-se |m|, através das sequintes condigdes:

|m| =m, sem >0
e
m| = —m, sem <0

Em particular, |m| = 0 se, e somente se, m = 0.

15



Defini¢do 1.2. Sejam dois miimeros inteiros x e y, com x # 0, diz-se que x divide y, escreve-se x|y, se
existe um inteiro z tal que y = xz. Podemos escrever, também, que x é divisor de y ou y é divisivel por
X.

No caso em que x nédo divide y, escreve-se x 1 .

Exemplo 1.1. Podemos afirmar que 3|6 pois, 6 = 2.3, enquanto 3 t 7 pois nio existe nenhum inteiro z
que satisfaga a igualdade 7 = 3.z.

Nas proposi¢des a seguir, apresentamos as propriedades da divisibilidade que serdo utili-

zadas nesse trabalho.

Proposicdo 1.1. Sejam os inteiros x, y e z, com x # 0. Tem-se que:

e i) x|x

ii) se x|y e y|x, entdo |x| = |y|

iii) se x|y e y|z, entdo x|z

iV) se x|y e x|z, entdo x|(y + z)

v)sex|y, x|zey >z, entio x|(y — z)

Demonstracao:
i), ii) e iii) Ver propriedades d1,d; e d3 em [1], pagina 31.

iv) e v) Ver proposi¢do 3.1.3 e 3.1.4 em [2] paginas 31 e 32.

Proposicdo 1.2. Sejam os inteiros a, b, x, y e z, com x # 0. Tem-se que:

e i) Se x|y, entdo x|yz.

e ii) Se x|y e x|z, entdo x|(ay + bz).

16



Demonstracao:
i) Se x|y, implica que existe um inteiro k tal que y = x.k. Multiplicando-se a igualdade por
z, teremos:

yz=xkz=yz=ux(kz)= xlyz
ii) Pela hipétese, x|y implica que existe um inteiro k; tal que y = kj.x e x|z implica que
existe um inteiro k; tal que z = ky.x. Dai, temos:
y =ki.x = ay = akyx
e
z = ky.x = bz = bkyx
Somando-se as igualdades, teremos:
ay + bz = akyx + bkyx = x(aky + bky) = x|(ay + bz)
|

Proposicdo 1.3. Sejam os inteiros x, y, z e w, com x # 0 ez # 0. Tem-se que, se x\y e z|w, entio

(x.z)|(y.w) .

Demonstra¢do: Ver em proposicdo 3.1.2 em [2], pagina 31.
Proposic¢do 1.4. Sejam os inteiros x e y, com y # 0. Tem-se que se x|y, entdo |x| < |y|.

Demonstragao: Ver proposicdo 3.1.6 em [2], pagina 32.
|

Nem sempre um inteiro x divide a outro inteiro y, porém com o préximo teorema, que
é conhecido como Algoritmo da divisdo ou Algoritmo de Euclides, veremos como trabalhar

quando temos dois nimeros e que um nao é divisivel pelo outro.

Teorema 1.1. Sejam x e y dois inteiros, com y > 0. Existem dois 1inicos niimeros inteiros q e r, tais que

y=xg+r ,com 0<r<x
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Os elementos g e ¥ sdo denominados, respectivamente, de quociente e resto da divisdo de x

por y.
Demonstracao:

Ver Teorema 1, paginas 102 e 103 em [1] ou Teorema 3.2.1, paginas 35 e 36 em [2].

1.2 Maximo Divisor Comum

Definicao 1.3. Sejam os inteiros x e y. Um niimero inteiro positivo d diz-se mdximo divisor comum de

x e y, denotado por mdc(x, y), se verifica:
i) dlaed|b;
ii) Se existe um inteiro z, de modo que z|x e z|y, entdo z|d, donde z < d.

A partir da Defini¢do 1.3, podemos definir quando dois ntimeros serdo denominados pri-

mos entre si.
Defini¢do 1.4. Dois niimeros inteiros x e y sdo denominados primos entre si se mdc(x,y) = 1.

Proposicao 1.5. Sejam dois inteiros x e y, temos que se x = yq +red = mdc(x,y), entio
d =mdc(y,r).

Demonstracao:

Por hipétese, temos que d = mdc(x,y), logo d|x e d|y.
Como d|y, implica que d|yg.

Note que x = yq+réomesmoque x —yqg =r

Portanto, como d|x e d|yg, pela Proposicdo 1.1, item (v), temos que d|(x — yq), ou seja, d|r.

Proposic¢do 1.6. Se d = mdc(x,y), entdo mdc(ax, ay) = ad, para todo a € IN.

18



Demonstra¢do: Aplicando o Teorema 1.1 a x e y, e fazendo divisdes sucessivas até obtermos

resto zero, temos que:

X=yq+n

y=riqx+rnr;

Tn—2 = (rn—l)QH + 1y
Tpn—1 = (rn)EInJrl

Multiplicando-se as equagdes anteriores por a2, membro-a-membro, temos:

ax = ayqi + arq

ay = ariqy + arp

ary_p = (ar,_1)qn + ary
aryp—1 = (arn)qn+1

Entdo, pela Proposicdo 1.5, temos que:

ad = ar, = mdc(ar,_q,ary,) = - - = mdc(ay, ary) = mdc(ax,ay)

Proposic¢do 1.7. Sejam x,y ez € Z. Se x|yz e mdc(x,y) = 1, entdo x|z.

Demonstracao:

Como, por hipétese, temos que mdc(x,y) = 1, pela Proposicado 1.6, temos que
mdc(xz,yz) = z. Por outro lado, temos que x|yz, logo x|xz. Dai, x|mdc(xz,yz), o que implica
x|z.

19



1.3 Ntmeros Primos

A importancia dos ntiimeros primos reside em um resultado central na teoria de nimeros:
afirmar que todo niimero inteiro natural, maior do que 1, pode ser escrito como um produto
de fatores primos.

Os ntimeros primos possuem significativa parcela de importancia nos teoremas envolvendo

os erros de verificagdo dos codigos de barras.

Definicao 1.5. Um niimero inteiro positivo p, diferente de 0 e 1, ou seja, p > 2 e que é divisivel apenas

por 1 e por si préprio é chamado niimero primo.
No caso em que o ntimero ndo seja primo, dizemos que ele é composto.
Proposicdo 1.8. Seja p primo e x e y inteiros. Se p | xy entido p | x oup | y.

Demonstracao:

Vamos supor que x # 0 ey # 0. No caso em que x = 0 ou y = 0, o resultado é imediato,
pois p|0.

Admitiremos que p { x. De fato, dado um inteiro ¢, tem-se que c|x e c|p, entdo ¢ = 1 ou
¢ = p, pois p € primo.

Porém, como p 1 x, temos que ¢ = 1, pois ¢ = p implica p | x. A Proposi¢do 1.7 nos garante
que ply.

1.4 Congruéncias

Esta se¢do é de suma importancia para o desenvolvimento tema do trabalho, em especial o
sistema de identificacdo de erros, que é baseado na aritmética modular. Daf a finalidade de um

estudo das congruéncias e suas propriedades.

Defini¢ao 1.6. Sejam x,y e m niimeros inteiros, com m > 0. Dizemos que x e y sido congruentes

médulo m, se m|(x — y). Denota-se por x = y(mod m).

No caso em que x ndo é congruente a y médulo m, ou seja, m { (x — ), escreve-se x %
y(mod m).

20



1.4.1 Propriedades das Congruéncias

Proposic¢do 1.9. Sejam x e y niimeros inteiros, temos que x = y(mod m) se, e somente se, 0s restos das

divisoes de x e y por m sdo iguais.

Demonstracao:

(=)

Pelo algoritmo da divisdo, Teorema 1.1, existem q1,42,71,72 € Z, com 0 < 11,12 < m , de
modo que x = m.qy + 11 ey = m.qy + 1.

Subtraindo-se x e y temos:

x—y=(mq+nr)— (mg+r)

=mqi —mqy+1ry—17

m.(q1 — q2) — (ra —11)

Entdo, como x = y(mod m) implica m|(x — y). Note que m|m(q; — q2). Consequente-
mente, pela Proposicdo 1.2, m|[(x — y) — m(g1 — g2)]. Dai, teremos m/|(r, — r1). Porém, como
|11 — 12| < m, s6 serd possivel se r; — 1 = 0, ou seja, se r; = 7.

(=)

Por hipétese, os restos das divisdes de x e y sdo iguais, logo, pelo Teorema 1.1 podemos
escrever:

x =mgq +rey =mqgy+r,donde g1, g2 e r sdo inteiros, com 0 < r < m.

Dai, subtraindo-se x e y, temos:

x—y=(mqy+r)—(mqa+r)=mg +r—mqgy—r=mqy —mqy =m.(q — q2)

Logo m|(x — y), ou seja, x = y(mod m)

A proposicdo a seguir contém algumas propriedades das congruéncias médulo m.
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Proposicao 1.10. Sejam x, y, z e m niimeros inteiros, com m > 0. Entdo:
e (i) x = x(mod m)
e (ii) Se x = y(mod m) entdo y = x(mod m).
e (iii) Se x = y(mod m) e y = z(mod m), entido x = z(mod m)
Demonstragoes:

(i) De fato, como m|0, implica m|(x — x).

(ii) Se x = y(mod m), entdo m|(x — y), ou seja, existe um inteiro a tal que m = (x — y).a.
Dai, podemos escrever m = —(y — x).a, pois —(y — x) = (x —y).Logo, temos que: m|(y — x),
o que implica y = x(modm).

(iii) Sejam a,b € Z. Se x = y(mod m), entdao m|(x —y). Logo, m = (x —y).a. De modo
andlogo, podemos escrever y = z(mod m). Dai m|(y — z) e, por fim, m = (y — z).b

Note que, pela Proposicdo 1.2, m|[(x — y) + (y — z)], ou seja, m|(x — z). Portanto,
x = z(mod m).

A nogdo de congruéncia torna-se mais ttil e valiosa pelo fato de ser uma relagdo que é com-
pativel com as operagdes de adi¢do e multiplicacdo no conjunto Z , conforme as proposicdes a
seguir:

Proposicdo 1.11. Sejam os inteiros x, y, z e m, de modo que m > 1. Se x = y(mod m), entdo:
i) (x+z) = (y+z) (mod m)
ii) (x —z) = (y —z) (mod m)
iii) xz = yz (mod m)

Demonstracao:
(i) Como x = y (mod m), pela Defini¢do 1.6, entdo m|(x — y), o que implica em
m|(x+z—z—y),ouseja, m|[(x+2z) — (y+z)]. Logo (x + z) = (y + z) (mod m).
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(ii) J& que x = y (mod m), pela Defini¢do 1.6, temos que m|(x —y) = (x —z+2z —y), ou
seja, m|[(x — z) — (y — z)]. Portanto, (x — z) = (y — z) (mod m).

(iii) Como x = y (mod m), pela Defini¢do 1.6, temos que m|(x — y). Pela Proposi¢do 1.2,
item (i), temos que se m|(x — y), entdo m|(x — y)z, isso é, m|(xz — yz). Dai, pela defini¢do 1.6,

temos que xz = yz (mod m).
|

Proposic¢ao 1.12. Sejam os inteiros x , y ,z,a,b em ,comm > 1. Sex = y (mod m) e
a = b (mod m), entio:

i) (x+a)=(y+b)(modm)
ii) xa = yb (mod m)

Demonstracao:

(i) Sabemos que x = y (mod m) e a = b (mod m), logo m|(x —y) e m|(a — b), logo, pela pro-
posigdo 1.1 item (v), temos que m|[(x — y) + (a — b)] e assim m|[(x + a) — (y + b)]. Portanto,
(x+a)=(y+Db)(mod m).

(ii) Agora, como x = y (mod m) e a = b (mod m), m|(x —y) e m|(a — b), assim pela propo-
si¢do 1.2, temos que m|[a(x — y) + y(a — b)], ou seja,m|(xa — ya + ya — yb). Logo, m|(xa — yb),
o que implica xa = yb (mod m).

Teorema 1.2. Sejam os inteiros a e m. Temos que, ab 2 0(mod m) , para todo b € {1,...,m — 1} se, e

somente se, mdc(a,m) = 1.

Demonstracgdo:
(=)
Vamos supor que mdc(a,m) = d > 1. Entdo, d|a e d|m. Portanto, existem os inteiros x e y,

tais que a = dx e m = dy, de modo que 1 < y < m, pois se y = m, implica que ab = 0(mod m),
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o que é contrdrio a hipétese.
Fazendo b = y, temos que:

ab = ay = dxy = xdy = xm = 0(mod m)

Ou seja, como m|xm, implica que xm = 0(mod m). Logo, ay = 0(mod m).
Porém, como 1 < b < m, pois ab % 0(mod m), teremos uma contradigdo.
Portanto, d = 1, isso é, mdc(a, m) = 1.

(<)
Como mdc(a, m) = 1, entdo temos que m 1 a.

Seja 1l < b < m, tal que ab = 0(mod m). Dai, temos que m|ab e mdc(a, m) = 1.

Pela proposic¢do 1.7, temos que m|b. Um absurdo, pois 1 < b < m. Logo, ab % 0(mod m).
|

Como os sistemas de identificagdo utilizam, em sua maioria, o produto escalar entre dois

vetores, aqui neste trabalho usaremos a defini¢do de acordo com [5].

Defini¢do 1.7. Sejam dois vetores a e B, com & = (ay,az,a3) e B = (by, by, b3). O produto escalar
entre os vetores « e B, denotado por « - B, define-se por:

a- B =ayby + axby + azbs

Em suma, os contetidos aqui vistos serdo de grande importancia para melhor entendimento

do tema do trabalho, que sdo os c6digos de barras e detecgdo de erros de digitacdo.
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CAPITULO 2

0OS CODIGOS DE BARRAS

Neste capitulo veremos como reconhecer um c6digo de barras, bem como ele é constituido,
os tipos de cédigos de barras existentes e os mais utilizados. Destina-se, também, o modo como
os codigos de barras sdo lidos e como sdo codificados os cédigos EAN-13 e UPC-A. As referén-

cias utilizadas neste capitulo estdo de acordo com [6] e [7], basicamente, bem como de [8] a [13]].

2.1 O que sdo cédigos de barras?

Segundo [7], os c6digos de barras sdo composicdes de linhas paralelas e verticais, pretas e
brancas e de espessuras e alturas diferentes. Essas linhas, que sdo as barras, contém dados do
produto. Os cédigos de barras sdo representados por nlimeros apenas ou por niimeros e letras,
a depender do tipo do cédigo de barras adotado.

Existem dois tipos de cédigos de barras: o cddigo bidimensional e os cédigos lineares. A prin-
cipal diferenca entre o c6digo bidimensional (2D) do c6digo de barras linear (1D) é que os li-
neares guardam em seus codigos apenas nimeros e referéncias, pequenas palavras, enquanto
o cédigo 2D tem capacidade de armazenar diversos dados. As diferengas, com relacao a capa-
cidade de armazenacdo de dados, entre os cédigos 1D e 2D podem, também, serem vistas na

Figura 2.1 (disponivel em [11]):
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““NHH‘ ‘ mm - Capacidade: 20 digitos apenas
123456

QR Code - Capacidade maxima de dados
Numeérico 7,089 caracteres
Alfanumérico 4,296 caracteres
Binario (8 bits) 2,953 bytes
Kaniji, full-width Kana 1,817 caracteres

Figura 2.1: Cédigos 1D e 2D

A Figura 2.2, disponivel em [10], contém os principais tipos de c6digos de barras bidimen-

sionais:

*a

|

PDF417

Figura 2.2: Cédigos Bidimensionais

Na Figura 2.3, que encontra-se em [8], temos os codigos de barras lineares mais utilizados:
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“ EAN-13
41

Figura 2.3: Cédigos Lineares

2.2 Composicao de um Cédigo de Barras Linear

O cédigo de barras é composto por vdrias barras paralelas e verticais, contendo uma sequén-
cia de nimeros, de modo a permitir a leitura pela maquina e pelo homem. A Figura 2.4, dis-

ponivel em [12], contém um exemplo de um cédigo de barras linear:

7890000000000

Figura 2.4: Exemplo de Cédigos Lineares

2.2.1 As Partes do Cédigo de Barras

Na Figura 2.5, temos as partes de um c6digo, de acordo com as barras:
Os separadores servem, basicamente, para indicar a extremidade do cédigo. Notemos, pela
Figura 2.5, que existem trés separadores, e que o separador "central” delimita o c6édigo em duas

partes: lado direito e lado esquerdo. Dai, a principal fun¢do dos separadores é permitir que a

madquina leitora reconheca de qual lado o c6digo estd sendo lido.
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Separ dor

Zona de
siléncio

Espage Barra
(listra branca) (listra preta)

Zona de
siléncio

Figura 2.5: Composicdo do Cédigo de Barras 1

As zonas de siléncio sdo as margens ou os espagos antes do digito inicial e final. Estas nado

podem ser excluidas pois a interpretagdo do cédigo serd impossibilitada.

Na Figura 2.6, temos as partes de um cédigo, de acordo com os ntimeros que aparecem

abaixo das barras:

A: Pais de origem
B: Identificagdo da empresa

C: Identificagdo do produto

D_

o

D_

O
O
)
O
CJ_
D_

7]

Figura 2.6: Composicdo do Cédigo de Barras 2

Entdo:

e Os trés primeiros digitos do cédigo de barras representam o pais onde o produto foi
fabricado. Cada pais tem a sua numeragao correspondente. No caso do Brasil, esses trés

numeros siao 789.
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e Os quatro digitos seguintes, determinam a empresa que fabricou o produto.

e Os cinco digitos, seguintes aos que caracterizam a empresa, sdo os que caracterizam o
produto.

e O ultimo digito tem uma funcdo diferenciada, pois permite verificar possiveis erros de
digitacdo, denominado digito verificador.

As posi¢des acima descritas, sdo determinadas segundo [9], que organiza e padroniza os
codigos.

2.3 O Cédigo UPC-A

Segundo [6], o c6digo UPC foi aceito formalmente em maio de 1973. Inicialmente chamava-
se de UPC (Universal Product Code), fora adotado nos Estados Unidos e Canada e continha
apenas 12 digitos, conforme o exemplo da Figura 2.7, disponivel em [13]:

0" '12345"%67890'" 5
Figura 2.7: Cédigo UPC-A

24 O Coédigo EAN-13

Baseado no UPC-A, o c6digo EAN-13 (European Article Numbering) foi elaborado a partir
da necessidade de se adicionar um digito a cada c6digo, de modo a permitir a identificagdo do

pais de origem do produto, de forma que a mesma mdquina leitora pudesse ler c6digos UPC e
EAN.

Na Figura 2.8, temos um exemplo de um cédigo de barras EAN-13:
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7 0000 0

89 000000
E

0
Figura 2.8: Cédigo EAN-13

2.5 Como é feita a leitura do Cédigo de Barras

O cédigo de barras é lido através de equipamento apropriado chamado scanner, ver Figura

2.9, disponivel em <http:/ /www.megsystem.com.sg/BarCodeScanner-1000CCD.html>

Figura 2.9: Exemplo de Scanner
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2.6 Codificacao do Cédigo de Barras UPC-A

Inicialmente, vamos analisar a estrutura dos cédigos UPC-A pela Figura 2.10:

0" '12345"%67890™" 5
Figura 2.10: Exemplo de c6digo UPC-A

Segundo [6] e [7], as barras representam, cada uma, uma sequéncia de sete digitos, que al-
ternam entre 0 e 1, que é a linguagem utilizada pelo computador, que sdo associados de acordo

com a Cor e espessura da barra.

Existem quatro tipo de espessuras para as duas cores das listras (pretas e brancas), que sdo:
fina, média, grossa e muito grossa. Portanto, para cada cor e espessura da barra é associado

um digito, conforme a Tabela 1 a seguir:

Espessura | Barra Branca | Barra Preta
Fina 0 1
Média 00 11
Grossa 000 111
Muito Grossa 0000 1111

A Figura 2.11, disponivel em [7], contém uma situacdo que auxilia numa melhor compre-

ensao dos fatos citados acima:

011101100010010011011001100101001110001101

Figura 2.11: Codificagdo dos cédigos
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No exemplo dado no inicio dessa se¢do, iniciando apds as barras limites (separadores), as
quatro primeiras listras: uma listra branca grossa, uma preta média, uma branca fina e uma
preta fina sdo representadas, respectivamente, pela sequéncia 0001101. Esta sequéncia repre-

senta o nimero 0, o primeiro do cédigo da figura.

Procedendo de modo andlogo, verificamos que o digito seguinte, o 1, é representado pela
sequéncia de listras: branca média, preta média, branca média e preta fina, o que corresponde
a sequéncia: 0011001.

O scanner consegue distinguir a direita da esquerda. Isto ocorre porque os digitos sado
codificados de maneira diferente quando estdo do lado direito ou do lado esquerdo do cédigo

de barras. Isso é feito conforme a seguinte Tabela 2, adaptada de [6]:

Digito | do lado esquerdo | do lado direito
0 0001101 1110010
1 0011001 1100110
2 0010011 1101100
3 0111101 1000010
4 0100011 1011100
5 0110001 1001110
6 0101111 1010000
7 0111011 1000100
8 0110111 1001000
9 0001011 1110100

A codificagdo de um certo ntimero a direita é obtida de sua codificagdo a esquerda, quando

trocamos cada 0 por 1 e vice versa.
O processo de identificagdo fica mais claro quando entendemos que, cada sequéncia do lado
esquerdo tem um ntmero impar de digitos iguais a 1 e, logo, cada uma das que estdo a direita

tem um ntmero par.

Dai, verificando a paridade de cada sequéncia de sete digitos, a maquina identifica imedia-

tamente de que lado esté lendo o cédigo.
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2.7 Codificacao do Cédigo de Barras EAN-13

A codificagdo dos Codigos de Barras EAN-13 é andloga a codificagdo dos Codigos de Barras
UPC-A.

Na elaboragdo do cédigo EAN fora encontrada uma dificuldade: a necessidade de adicio-
nar um digito a cada c6digo de tal forma que a mesma leitora 6tica pudesse ler, sem distingdo,
os cédigos EAN e UPC. Dai, a solugdo encontrada foi: Os paises que utilizam o cédigo UPC
antigo, que sdo EUA e Canada, sdo identificados com um 0 na frente, e o resto da codificacdo é

feita utilizando-se o sistema anterior.

Para os demais paises, os primeiros dois ou trés digitos identificam o pais. No caso do Bra-
sil, os codigos de barras de produtos produzidos come¢cam com a sequéncia 789. Como era
necessario adicionar um digito e, também, manter o mesmo padrdo de tamanho do cédigo de
barras, para ndo ter que modificar todas as leitoras, a ideia utilizada foi fazer com que o novo
digito estivesse implicito na forma de escrita de todos os outros.

Logo, ndo foi modificada a codificagdo do lado direito, permitindo assim que todas as lei-
toras continuassem a identificar o lado correspondente, porém, a codificagdo do lado esquerdo
varia de acordo com o digito inicial. Um digito do lado esquerdo pode ser agora codificado com
um nuimero par ou nimero impar de digitos iguais a 1, de acordo a Tabela 3, disponivel em [6]:

digito | lado esquerdo impar | lado esquerdo par | lado direito
0 0001101 0100111 1110010
1 0011001 0110011 1100110
2 0010011 0011011 1101100
3 0111101 0100001 1000010
4 0100011 0011101 1011100
5 0110001 0111001 1001110
6 0101111 0000101 1010000
7 0111011 0010001 1000100
8 0110111 0001001 1001000
9 0001011 0010111 1110100
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Por fim, para cada digito inicial, escolhe-se uma alternancia diferente de pares e impares,

de acordo com o seguinte critério contido na Tabela 4, segundo [6]]:

digito inicial | 1° 2° 3° 4° 5° 6°
0 impar | impar | impar | impar | impar | impar
1 impar | impar | par | impar | par par
2 impar | impar | par par |impar | par
3 impar | impar | par par par | impar
4 impar | par | impar | impar | par par
5 impar | par par | impar | impar | par
6 impar | par par par | impar | impar
7 impar | par |impar | par |impar | par
8 impar | par |impar | par par | impar
9 impar | par par | impar | par | impar

Veremos um exemplo, uma pipoca doce produzida no Brasil, que é identificada pelo c6digo
7898927019426. Como comega com 789, o primeiro digito, que estard implicito na codificacdo
dos demais, é 0 7.

Por consequéncia, deve-se usar do lado esquerdo, a seguinte ordem de codifica¢do (obtida
na Tabela 4):

(8) impar - (9) par - (8) impar - (9) impar - (2) impar - (7) par
Consultando a Tabela 3, temos:

8 — 0110111
9 — 0010111
8 — 0110111
9 — 0010111
2 — 0010011
7 — 0010001

Para os digitos do lado direito ndo é preciso nos preocuparmos com a paridade, e direta-

mente da Tabela 2, obtemos a seguinte codificacdo:
0 — 1110010
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1 — 1100110
9 — 1110100
4 — 1011100
2 — 1101100
6 — 1010000

Portanto, o cédigo de barras correspondente é:

L

Figura 2.12: Codificagdo do EAN-13

927

Sumariando, o cédigo de barras nada mais é do que um namero identificador do produto.
Apenas um numero escrito em uma linguagem diferente: uma linguagem que se comunica

com barras pretas e brancas.
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CAPITULO 3

DETECCAO DE ERROS

Os codigos de barras podem e devem ser controlados para tornar possivel a detec¢do de er-
ros de codificacdo. Isso significa que quando, por exemplo, um caixa do supermercado digitar
um ndmero errado do cédigo que identifica o produto, esse erro de codificagdo deve ser "avi-
sado". Para isso, criou-se um grupo de algarismos, denominados algarismo de testes, algarismo
de controle ou digito de verificacdo, e que representam o ultimo digito do cédigo. O contetido aqui

contido, esta de acordo com [6], [7] e [14].

3.1 Sistemas de Identificacio Modular (SIM)

Para identificarmos, de maneira rdpida, um produto, livro ou pessoa, utilizamos um na-
mero. Esses niimeros sdo chamados de ntiimeros de identificagdo, tais como o Registro de Iden-
tidade (RG), o Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF), identificacdo de livros, cuja sigla é ISBN(International
Standard Book Number)), cédigos de barras, contas bancdrias e outras situagdes. Em geral,
esses nimeros de identificacdo contém apenas algarismos (sdo os cédigos numéricos) ou alga-

rismos e letras (sdo os cddigos alfanuméricos).

De modo a evitar e detectar fraudes ou que um cédigo seja transmitido de forma errada, os
sistemas de identificacdo utilizam o digito verificador para tal. Geralmente, o digito verificador
é o ultimo digito do cédigo. Como seu valor é calculado utilizando Aritmética Modular, dai

entitulam-se esses sistemas como Sistemas de Identificagdio Modular.
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Em um sistema que utiliza-se a aritmética modular, um ntimero de identificagdo é escrito

da forma:

a1a»as3...a, A,

onde A é o digito verificador, 4; o digito do numero de identificacdo, com a; € {0,1,2,...,9},
i€{l,2,.,nteAc{1,2,..,9}
Tomando-se p; com p; € {0,1,2,...k—1} ei € {1,2,..,n}, temos que o valor de A é

calculado através da seguinte congruéncia:

p1a1 + p2az + ... + puan + A = 0 (mod k)

onde os elementos p1, p2, ..., pn 540 0s pesos, que sdo escolhidos inicialmente.

Esse sistema é denominado de sistema médulo k e a soma pia; + paaz + ... + pna, + A de

soma teste, que representaremos por S, isso é,

S=pia1 +prax+ ...+ ppan + A
No exemplo a seguir, teremos um melhor entendimento sobre o funcionamento do sistema

de identificacdo modular.

Exemplo 3.1. Uma empresa utiliza trés digitos, ayaaz, para identificar cada produto que é vendido.
Para certificar-se que estes niimeros serdo transmitidos de maneira correta, acrescenta-se um quarto
digito em cada niimero, gerando assim o codigo de identificagdo ajarazA. A empresa utiliza um sistema
modulo 10 com pesos 3,1,3. Portanto, para calcularmos o digito verificador devemos resolver a equagio
3a1 + ay + 3a3 + A = 0(mod10). Entdo, um produto identificado pelo niimero 123, temos que A =6 ,

pois A deve satisfazer a congruéncia:
31+12+33+ A = 0(mod 10)
3+2+9+ A = 0(mod 10)
14 + A = 0(mod 10)

Logo, A = 6 pois 14 + 6 = 20 ¢ 20 = 0(mod 10). Dai, o cédigo de identificagio desse produto é
1236. Porém, o cédigo 2468 é um cédigo invdlido, pois 3.2 +14+3.6+8 =6+4+18+8 =36¢
36 2 0(mod 10).
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3.2 O Digito Verificador

O digito verificador ndo é um ntmero aleatério, tampouco faz parte da sequéncia dos di-
gitos que contém informagdes sobre o produto. Ele é obtido através de um algoritmo, que
obtém-se a partir dos digitos anteriores, seguindo os padrdes do sistema adotado, com a fina-

lidade de certificar a validade de um c6digo numérico.

3.2.1 O Digito Verificador do Cédigo EAN-13

Todo cédigo de barras possui um digito de verificagdo, que funciona como um detector de
erros. Esse digito normalmente é o tiltimo algarismo da sequéncia. Para descobrir quual é esse

digito, utilizaremos o algoritmo a seguir:

Algoritmo:

1) Suponhamos que um determinado produto esta identificado, no sistema EAN-13, por
uma dada sequéncia de digitos ajaza3...a12a13.

Como os primeiros digitos identificam o pais de origem, o fabricante e o produto espe-
cifico, os primeiros doze digitos da sequéncia estdo determinados naturalmente por um
método padrdo, a cargo de uma autoridade classificadora em cada pais. Assim sendo,

chamaremos o décimo terceiro digito de verificagdo, por x.

2) Para facilitar o entendimento, escrevemos esta sequéncia como um vetor:

« = (a1,ay,4a3,...,412,X)

Os c6digos de formato EAN-13 utilizam-se de um vetor fixo, denominado vetor de pesos,

identificado por:

g=(1,313131313131).

3) Calcula-se, entdo, o produto escalar entre esses dois vetores:

a-B=(a,azas,..,a12x)-(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)
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& - B = aj +3ax + az + 3ay4 + as + 3ae + a7 + 3ag + +ag + 3ayp + a1 +3a12 + x

4) Agora, o digito verificador x é determinado de tal forma que a soma obtida é um mdltiplo
de 10 (pois trata-se de uma operagdo feita no sistema decimal de base 10), isto é,

a - B = 0(mod 10)

Ou também,

a1 + 3ap + as + 3ay + as + 3ag + ay + 3ag + +ag + 3ay9 + a11 + 3a12 + x = 0(mod10)

Por exemplo, no caso do cédigo da Figura 3.1, os nimeros que indicam o pais de origem,

o fabricante e o produto sdo 789, 6422 e 51322, respectivamente e como pode se notar, o digito

I

71896422"513227 "4

verificador é 7.

Figura 3.1: Célculo do Digito Verificador no Cédigo EAN-13

Através da aplicacdo do algoritmo, citado anteriormente, faz-se a confirmacao desse fato.

Sendo « = (7,8,9,6,4,2,2,5,1,3,2,2,x) e p = (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) , entdo:

a-fp=(71)+(83)+(9.1)+(63)+(41)+(2.3)+(21)+(53)+(1.1) +(3.3) + (2.1) + (2.3) + (x.1)
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x-p=7+24+9+184+44+64+2+15+1+9+2+6+x

a-B=103+x
Como 103 + x = 0(mod 10), logo x = 7. O que mostra que a identificagdo do produto estéd

correta, pois 7 é o menor inteiro que torna esta soma um mdaltiplo de 10.

Agora, se ao digitar esse codigo de barras, houvesse um erro de digitagdo humano no quarto
digito e o cédigo fosse assim transmitido: 7891422513227. O computador, programado para
fazer a leitura utilizando o algoritmo, detectaria o erro, pois:

a-Bp=(7-1)+(83)+(9-1)+(1-3)+(4-1)+(2-3)+(2:1)+(5-3)+(1-1)+(3-3)+(2-1) +(2-3) A

x-p=7+24+9+3+4+6+2+15+14+9+2+6+7

x-p=095

95 2 0(mod 10)

Logo, a leitura desse c6digo pelo computador ndo seria feita, pois, como visto, fora come-
tido um erro, ndo sendo identificado pelo computador programado para aplicar o algoritmo
de verificacdo de c6digos de barras EAN-13.

3.2.2 O Digito Verificador do Cédigo UPC-A

Com o cédigo UPC-A é muito semelhante. Como utiliza apenas 12 digitos (pois usa apenas
um para identificar o pais de origem do artigo), o vetor de pesos utilizado pelo UPC apresenta
um digito a menos:
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B=(31,31,31,31,3,1,3,1)

Por exemplo, vamos utilizar o c6digo UPC-A da Figura 3.2 (disponivel em:
<http:/ /www.manutencaoesuprimentos.com.br/conteudo/5585-codigo-de-barras-universal />)

| 9

1200"97815

o
™

Figura 3.2: Digito Verificador do Cédigo UPC-A

Comoa = (0,2,1,2,0,0,9,7,8,1,5,9) e B = (3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1), entio:

a-p=(0-3)+(2-1)+(1-3)+(2-1)+(0-3)+(0-1)+(9:3)+(7-1)+(8-3)+(1-1)+(5:3) + (9-1)

x-B=0+24+34+24+0+0+27+7+244+1+15+9

a-B =90
Como 90 = 0(mod 10), tem-se que a identificacdo do produto esta correta.
Porém, se houvesse um erro de digitacdo humana, uma "permutacdo de posigdes'entre os
2° e 3° digitos, e o c6digo fosse assim transmitido: 012200978159, o computador, através do

algoritmo que fora programado para fazer a leitura dos cédigos, acusaria que o cédigo foi

digitado errado, pois:

€ B=(0-3)+(1-1)+(2:3)+(2-1)+(0-3)+(0-1)+(9-3)+ (7-1) + (8-3) + (1-1) + (5-3) + (9-1)
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x-p=0+1+6+2+0+0+274+7+24+1+15+9

a-f =92

92 2 0(mod 10)

3.3 Detectando Erros

Segundo [6], existem diversos tipos de erros que podem ser cometidos ao digitar um vetor
de identificagdo, ao qual denominamos de & na se¢do anterior, tais como a embalagem do pro-

duto estar imida ou amassada.

Os erros num tnico digito e as transposi¢des sdo os mais frequentes. O erro iinico ou singular
é 0 mais comum, pois representa mais de 79% dos erros cometidos. Esse erro acontece quando,
por exemplo, tenta-se digitar um cédigo 2356 e, ao invés disso, digita-se 2456.

Ja os erros de transposi¢do adjacente, que correspondem a pouco mais de 10% do total de
erros cometidos ao digitar acontecem quando, por exemplo, ao invés de digitar o codigo 2468,

digita-se 2648.

Com uma porcentagem de quase 1%, estdo os erros de transposicao alternada, ou seja,
acontecem quando ao tentar digitar, por exemplo o cédigo 13579, é digitado 17539.

Ainda segundo esses estudos, a chance de ocorrer mais de um erro ao digitar um ntimero é

muito pequena.

Na Tabela 5 abaixo, abreviando a tabela publicada em [6], estdo os tipos de erros e as

frequéncias relativas de cada um:
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TIPO DE ERRO Frequéncia relativa (%)
erro tinico st b 79,1
erro de transposi¢do adjacente | ...ab...—..ba... 10,2
erro de transposicdo alternada | ...abc...—...cba... 0,8
outros erros 9,9

Por meio de alguns exemplos, obteremos uma melhor compreensdo desses erros.

Exemplo 3.2. Considere o codigo de barras 7898532698238. Suponha que houve um erro de digitacdo

na posigio ay, e que o cédigo foi assim transmitido: 8898532698238. Sendo o = (8,8,9,8,5,3,2,6,9,8,2,3,8)
o vetor que representa esse codigo e B = (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) o vetor de pesos, temos que o
computador detectaria o erro, pois:

x-p=8+24+9+24+54+9+2+18+9+24+2+9+38

a- B =151 2 0(mod 10)

Porém, se mais de um erro for cometido na digitacdo, o erro provavelmente ainda sera de-
tectado, mas ja ndo se pode ter certeza, pois eles poderiam se "compensar mutuamente'e a

soma poderia ainda continuar sendo um mdltiplo de 10.

Supondo que além do erro cometido no digito da posi¢do a;, ocorresse outro erro com o
digito da posigdo a¢ , e 0 codigo fosse assim transmitido: 8898592698238. Da mesma forma o

computador teria detectado o erro, pois:

x-B=8+24+9+24+5+27+2+18+9+244+2+9+38

a- B =169 % 0(mod 10)

Agora, vamos supor que os erros foram cometidos com os digitos da posicdes a7 e ai3, e
o coédigo foi digitado da seguinte forma: 7898534698236. Pelo algoritmo do digito verificador,

teriamos:

- B=7+24+94+244+54+9+4+18+9+244+24+9+6
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a- B =150 = 0(mod 10)
Portanto, o erro nédo seria detectado pelo computador.

Exemplo 3.3. Consideremos o cédigo de barras 9788531404580. Ao digitar o cédigo 9788531404580

ocorreu um erro de transposicio adjacente entre os elementos as e ag, e que o cédigo digitado foi 9788351404580.
Sendoa = (9,7,8,8,5,3,1,4,0,4,5,8,0) o vetor que representa esse cédigoe p = (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3

o vetor de pesos, temos que o computador teria detectado o erro, pois:

x-p=9+21+8+24+3+15+1+12+12+5+24

a- B =134 2 0(mod 10)
Exemplo 3.4. Consideremos o cédigo de barras 9781402002380.

Vamos supor que, ao digitar o cédigo 9781402002380, o erro cometido foi entre os elementos

a1 e ajp, e que o numero de fato digitado foi 9781402002830. Ao efetuar a verificagdo, teriamos:

«-p=1(972814,02007238,3,0)-(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)

0 B=(9-1)+(7-3)+(8-1)+(1-3) + (4-1)+(0-3) + (2-1) +(0-3) + (0-1) + (2-3) + (8-1) + (3-3) 4

x-p=9+21+8+3+44+0+24+0+0+6+8+9+0

a- B ="70=0(mod 10)
E como 70 é um multiplo de 10, o sistema ndo teria detectado o erro.
Pelos exemplos vistos anteriormente, percebemos que o algoritmo utilizado ndo detecta
100% dos erros de transposi¢des e possui algumas falhas de seguranca. Pela proposicdo a se-

guir, é possivel demonstrar que a transposicdo de dois digitos consecutivos 4; e 4,1 ndo é

detectada se, e somente se, 5|(|a; — a;11])-
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Proposicdo 3.1. A transposigio de dois digitos consecutivos a; e a; 1 nio é detectada, neste sistema de
codificagdo, se e somente se, 5|(|a; — a;1]).

Demonstracao

Vamos supor que o c6édigo

x = (a1/a2/ ey g, ai+1/ w212, x)

foi digitado como

/
a = (ay,ay,...,0i41,4a,...,012,X)

e que nao tenha sido detectado o erro. Assim, terifamos duas possibilidades:

e se i for impar, implica que devemos multiplicar 4; por 1

e se i for par, implica que devemos multiplicar a; por 3

Seja B o vetor de pesos adotado, ou seja p = (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1). Fazendo o pro-
duto entre os vetores a - B e a’ - B, temos que se « - B = 0(mod 10) e a’ - B = 0(mod 10), entdo:

a1+ 3ap + as +3a4 + ... + a; + 3a;.1 + ... + 3a1p + x = 0(mod 10)

a1+ 3ay +as +3ag + ... +a; 41 + 3a; + ... + 3a12 + x = 0(mod 10)
Fazendo a - f — o’ - B, temos:
a-B—a-B=a;+3a;.1—aj 1 —3a; = 0(mod 10)
a-B—a B =2a;1—2a; =0(mod 10)
a-B—a B =2(aq —a;) = 0(mod 10)
Portanto,

1012(aj41 — a;)
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O que implica
5(lai — aita)

3.4 Generaliza¢ao dos Detectores de Erros

Nesta se¢do estudaremos outros detectores de erros, mas para tal, adotaremos a seguinte

linguagem:

e Chamaremos de D serd o conjunto que contém os valores que os digitos utilizados no
sistema de identificagdo podem assumir na codificacao.

Temos que D = {x € Z |0 < x < k— 1}, donde k é um namero inteiro positivo e k > 1.

e & = (ay,ap,a3,...,a,-1), donde n é um namero inteiro positivo, serd o vetor de informa-
cdo. No caso em que & = (ay,4ay,43, ...,4,—1,an), Ou seja, acrescido do digito verificador

a,, sera o vetor de identificacao.

Defini¢ao 3.1. Consideremos B = (p1,...,pn) com p; € D, 1 < i < n um vetor de pesos e c € D
um niimero inteiro fixado. Dados dois inteiros positivos k e n e um conjunto de niimeros ay,ay, .., a,_1
de modo que a; € D, 1 < i < n, define-se o niimero de verificacio a, como o tinico elemento de D que

verifica a equagdo:

amp1 + axpz + ...+ aipi + ... + anpy = c(mod k)
ou, simplesmente:
n
Y aip; = c(mod k)
i=1

Dai, um sistema de codificagdo de acordo com a Defini¢do 3.1 serd denotado por:

M = (D, k,n,c,B)

Donde D = {0, 1, ...,k —1}.
Como exemplo, temos o sistema utilizado por bancos (alguns) para codificar o niimero da

conta de seus clientes que é composto por 9 digitos, sendo que o tltimo é o digito verificador.
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Consideremos um banco com o sistema de codifica¢gdfo M = (D,10,9,0,5) onde D é o
conjunto dos digitosde0a9e = (7,3,9,7,3,9,7,3,9) é o vetor de pesos previamente definido
pelo banco. Se tomarmos o ntimero de certa conta bancaria como 67 — 127345 — 7 , usando o

algoritmo para verificagdo temos que:

(6,7,1,2,7,3,4,5,7).(7,3,9,7,3,9,7,3,9) =6.7+73+19+27+73+39+47+53+79
=42 +21+9+ 14421+ 27+ 28 + 15 + 63 = 240 = 0(mod 10)

O teorema a seguir descreve a capacidade que tem um sistema definido da forma M =

(D, k,n,c, B), para detectar os erros mais comuns.

Teorema 3.1. (Capacidade de detecciio de erros) Consideremos k um inteiro positivo e p = (p1, ..., Pn)
um vetor de pesos. Suponhamos que um vetor de identificagio & = (ay, ..., a,) (onde tem-se que a; €
{0,1,...,k} , para todo indice i € {1,2, ..., n} satisfaz a condigdo:

a-B=aip1+ ...+ an.py = c(mod k)

Entdo,

e (1) Todo erro consistente numa vinica alteragdo (erro singular) na posicio i-ésima serd detectado

se, e somente se, mdc(p;, k) = 1.

e (2) Todo erro de transposi¢io da forma ...a;...a;... —> ...4;...a;... serd detectado se, e somente se,

mdc(p; — pj, k) =1, (comi # j)

Demonstracao:

0
Vamos supor que 4; , na posi¢éo i, foi trocado por b;. Denotaremos a’ como vetor resultante

desse erro e B = {p1,..., Pn} 0 Vetor de pesos. Dai, o erro nio seré detectado se, e somente, se
a- B =c(modk)
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o' - B =c (modk)

Logo,

a-B—a' B =0 (modk)
Mas

a-B—a-B=(ai—b;)p; =0 (mod k)

De modo que o erro serd detectado se, e somente,

k|(ai — b;)pi

( <) Vamos supor que mdc(p;, k) = 1 e que o erro néo foi detectado. Dai, k|(ai — b;)p;.
Como, por hipétese, p; e k sdo primos, temos que k| (ai — b;).

Mas, 0 < a;,b; < k,ouseja, ai —b; = 0 = ai = b;. O que é um absurdo, pois, por hipétese,
ai 75 b,‘

(=) Vamos supor que todo erro é detectado e que mdc(p;, k) = d # 1.

. k k
Se]ambi:ai+aoubi:ai—g.

Afirmacao: 0 < b; < k

k
Defato,sekgbiebi<0$k<ai:l:a. Dai:

k k k k k 2k
< . — - — — — -
k\ﬂz+d<0:>k d<d:>k<d+d:>k<d:>dk<2k:>d<2

O que é um absurdo, pois d é um ntiimero inteiro e d # 1.
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k .
Entdo, a;, — b; = (iﬁ)pi =k- (:l:%), isto é, o erro que substitui a; por b; ndo é detectado, o
que é um absurdo!

(2)
Sejam a = (ay, ..., aj, ..., aj, e ly) ea’ = (ag, ..., aj, .y i, ...,y ) 08 vetores resultantes da troca
e ﬁ = {pl, ey pn} o vetor de pesos. Neste caso, o erro ndo sera detectado se, e somente se,
a-B=a - B(modk)

isto é

k|(a; — a;)(pi — pj)

(<=) Vamos supor que mdc(p; — pj, k) = 1 e que o erro nao foi detectado.
Entdo, temos que k|(a; — a;)(p; — p;)-

Como, por hipétese, p; — p;j e k sdo primos, segue que k|(a; — a;).

Mas, 0 < a;,4; < m = a; — a; = a; = aj, 0 que € um absurdo!!!

(=) Vamos supor que todo erro é detectado e mdc(p; — p;, k) = d # 1.

Usando as ideias anteriores, temos que:

k
a]-:ai:ta

Dati, o erro de transposi¢ao cometido trocando-se a; por 4; nédo € detectado, chegando assim

a um absurdo.
[ |

Como consequéncia do resultado encontrado, temos que a melhor forma de ter-se total cer-
teza que o sistema de codificagdo serd capaz de detectar os erros tnicos e todos os erros de

transposi¢des é tomarmos k um nimero primo.
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Um exemplo dessa consequéncia € o sistema universal adotado para a classificagdo de livros
ISBN (International Standard Book Number). O médulo adotado neste sistema é 11, mas afim
de simplificar a notacdo, utiliza-se como conjunto de valores D os digitos de 0 a 9. Os vetores de
identificagdo tém 10 componentes. f = (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) serd o vetor de pesos. Assim,
na nota¢do em que estamos utilizando, este sistema sera (D, 11, 10,0, B).

Por exemplo, vejamos o cédigo da Figura 3.3:

ISBN 85-904198-1-9

9 7788590419815

Figura 3.3: Cédigo ISBN

O livro possui o namero ISBN 85-904198-1-9. Sendo « = (8,5,9,0,4,1,9,8,1,9) o vetor que
representa o codigo desse livro e B = (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) o vetor de peso do ISBN, temos

que o digito final de verificagdo é 9 porque:

«-p=1(85904198,19)-(10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)
=810+59+98+4+07+46+15+94+83+12+09.1
=80+454+724+0+4+244+54+36+24+249

= 297 = 0(mod 11)

Porém, ao determinarmos o digito verificador de um livro cujo c6digo é 0387960535, nos

depararemos com um pequeno problema. Para isso, fazendo &« = (0,3,8,7,9,6,0,3,5,f) e
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B = (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) chamaremos o digito verificador de um namero f € D, ou seja,
f€4{0,1,..,9} Dat:

«-B=1(0,38796035f)-(10,9,8,76,54,3,2,1)

010+39+88+774+964+654+04+33+52+f

04+27+644+49+544+30+0+9+10+ f

243 + f = 0(mod 11)

Ou seja, como 11]243 + f, implica que existe um ntmero inteiro g tal que:

2434 f =11.g = f = 11.g — 243

Portanto, ¢ deve ser escolhido de tal forma que torne verdadeira a igualdade. Em particu-
lar, temos que se ¢ = 23, implica f = 10. Porém, como f € D, associaremos o digito 10 ao

simbolo X.
Dai, o c6digo do livro citado serd ISBN 0-387-96035-X.

E possivel perceber que, se atribuirmos um nimero primo ao ntimero k e o conjunto D for-
mado por inteiros menores que k tendo todos os componentes p; do vetor de peso B primos
com k , multiplicar por p; , médulo k , terd com resultado uma permutac¢do do conjunto D, ou
seja, uma bijecdo de D em si mesmo. Com isso, temos um método mais geral para definir o

vetor de pesos .
Consideremos um vetor de informacdo « = (ay,...,a,_1), sem o digito verificador a,. Po-
demos escolher n permutagdes dj, ...,d,, do conjunto D e definir um vetor de pesos por w =

dy,...,dy, fixarmos um ndmero ¢ € D e escolhermos um digito de verificacdo de forma que

satisfaca a igualdade:
w(a) =dy(ay) + ... + dy(ay) = c(mod k)
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Isso é, o digito verificador a, serd definido pela igualdade:

an = dy ! (C - nildi(ﬂi)>
i=1

Como exemplo dessa codificagdo, que encontra-se em [6], paginas 12-13, se um cédigo
usado pela IBM (International Business Machines) que utiliza como conjunto D os ntiimeros

de0a9, k=10, um valor qualquer c € D e a permutacdo

Quando o namero de componentes de « for impar utiliza-se o vetor de pesos: v = (I,4, 1,96, ..., 9, I).
Dai, a equagdo verificagdo seré:

ay+6(ay,_1)+ay_—o+6(ay_3)+ ... = c(mod10)

ap = (¢ — (6(ap—1) — ap—p — 6(ay—_3) — ...)(mod10)

Quando o namero de componentes de « é par utiliza-se o vetor de pesos: v = (4,1,6,1,...,6,I).

Logo, a equacdo que determina o digito verificador serd idéntica e com férmula parecida

com O caso anterior.

Como aplicacdo desse sistema, temos o método de determinagdo dos cartdes de crédito.
Ainda em MILIES 2009, péaginas 12-13, tomemos como exemplo, um determinado cartdo tem o
ntmero 5745 5195 0431 5412. Aplicando o sistema de verificagdo IBM teremos:

5 7 | 4 5 5 1 9 5 0 4 3 1 5 4 1 2

dolll|lo|ll|lo|ll| |l | oLl | lo|ll|lo|ll| o]l
1 7 8 7 1 1 9 1 0 4 6 1 1 9 2 2

Efetuando os calculos teremos:
14+7+8+454+14+14+9+5+0+44+6+1+1+4+2+2=60=0(mod 10)

52



De forma geral, o c6digo IBM generalizado utiliza a mesma permutagdo com o vetor pesos:

y= ((5”*1,5”*2,..., s, 50)

onde 8° = I. A equacdo é entao:

n .
Y 6" HNaut1-i) = c(mod 10)
i—1

an = (C - i‘,y_l) (an41-:)(mod 10)
i1
[ |

O préximo teorema servird de resposta para seguinte pergunta: serd que existe algum co6-
digo, trabalhando médulo 10, que identifique tanto os erros singulares e de transposi¢des? A

resposta para tal pergunta serd negativa, como veremos a seguir.

Teorema 3.2. Se um sistema numeérico de detecgio de erros, com um médulo par, detecta todo erro iinico
de digitacdo, entio para todo par de indices i, j existe um erro de transposicio entre as posigoes i e j que

ndo é detectada pelo sistema.

Demonstracao:
Ja que o médulo é par, entdo iremos trabalhar com os ntiimeros de 0 a 2k — 1 e com con-
gruéncias em moédulo 2k. Considerando os digitos como elementos de Z; (com o objetivo de

simplificar os argumentos).

Suponha que o sistema transforma o vetor (al, e an) num outro vetor, cuja notacgdo sera

(0’1 (111), e, Oy (an))

Tendo a capacidade de detec¢do do erro tnico de digitagdo, entdo a aplicagdo na posigao

i-ésima x — 0;(x) deve ser uma permutacdo de Zy;

Para que o sistema detecte todo erro de transposi¢do entre as posi¢des i e j é necessdrio que

53



oi(a) + o;(b) # oj(a) + o;(b)
para todo par de elementos diferentes a , b € Zy, ou seja, esta aplicagdo o = 0; — 0 € uma

permutacgdo em Zyy.

Porém, como k € [0,2k — 1], temos que:

0+1+2+...+2k—1:(2k_2—1)2k:2k.k—kzk(mod2k)

Como 2k.k — k = k(mod 2k) ,entdao 0+ 1+ 2 + ... + 2k — 1 = k(mod 2k).

Logo

Mas, isso é uma contradigdo, pois k é um inteiro positivo.
|

Nos tltimos anos, o desenvolvimento dos sistemas automaéticos para leitura de ntiimeros,
rdpidos, confidveis e relativamente baratos, permitiu a justaposi¢do dos algarismos de controle
ao numero de um c6digo, para detectar erros mais comuns. Os sistemas ndo corrigem 0s erros,
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porém "avisam”” que eles foram cometidos.
Quando um cédigo é digitado, o computador no qual estd instalado o sistema de identifica-

¢do aplica o algoritmo teste, para verificar se o ultimo algarismo é de fato o mesmo algarismo

que o algoritmo aplica ao cédigo sem protegdo.
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CAPITULO 4

ATIVIDADES PROPOSTAS

Afim de aplicar o contetido visto nesse trabalho, as atividades a seguir terdo como finali-
dade fazer com que a matemdtica tenha maior aplicabilidade no dia-a-dia dos alunos. Com
essa proposta, espera-se que 0s mesmos consigam associar o contetido visto em sala de aula

com situacdes do seu cotidiano.

4.1 Atividade 1- Reconhecendo um Cédigo de Barras

Nessa atividade iremos reconhecer um cédigo de barras, bem como entender a sua estru-

tura e funcionalidade.

4.1.1 Objetivo Geral

Reconhecer a importancia dos c6digos de barras em sala de aula, afim de mostrar o quanto
seria mais lento o reconhecimento de um produto sem que utilizasse um c6digo para identifica-

lo.

4.1.2 Objetivos Especificos
e Identificar um cédigo de barras

e Reconhecer e classificar os niimeros ali contidos
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e Compreender a sua funcionalidade no cotidiano

4.1.3 Puablico Alvo

Alunos do 6° ano do ensino fundamental 11

4.1.4 Pré-Requisitos

Os alunos deverao saber interpretar informagdes, associando-as ao contexto do trabalho.

4.1.5 Materiais Necessarios

Os materiais a serem utilizados nessa atividade sdo:

lapis e borracha - para anotar (e apagar, se for o caso) as informagdes necessarias;

papel oficio (para colar os cédigos de barras selecionados)

tesoura (para fazer os recortes de coédigos de barras);)

cola (para colar os cédigos de barras)

4.1.6 Proposta da Atividade

Inicialmente, temos que entender o que é um cédigo de barras e qual a sua funcionalidade.

Portanto, para isso usaremos um exemplo e faremos passo-a-passo a atividade proposta.

Solicitar que os alunos tragam cédigos de barras, em seguida que eles identifiquem os nu-

meros que caracterizam o pais de origem, a empresa fabricante, o produto e o digito verificador.
1° passo: Solicitar os materiais necessarios para realizacdo da atividade.

2° passo: Deverd ser feita uma explanacdo, pelo docente, sobre o que sdo os cédigos de
barras, para que servem, sua estrutura e onde sao utilizados.

3° passo: Dividir a turma em grupos com, no maximo 5 alunos.
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4° passo: Serd feita a interpretacdo dos cédigos trazidos por cada aluno. Os alunos devem
recortar os codigos trazidos, cold-los nas folhas de papel oficio e anotar todas as informagdes
contidas nos c6digos por eles trazidos, tais como pais de origem, os ntimeros que representam

a empresa, o produto e o digito verificador.

Exemplo 4.1. Considere o cédigo de barras da Figura 4.1:

718983571410015

Figura 4.1: Exemplo da Atividade I

789 sdo os digitos que caracterizam o pais, nesse caso o Brasil;

8357 representam os digitos que caracterizam a empresa;

4100 caracterizam o produto;

5 é o digito verificador

4.2 Atividade 2 - Cdlculo do Digito Verificador

Nesta atividade, iremos entender o que é o digito verificador, sua importancia e como

determiné-lo.

Como sugestdo, o docente deverd aplicar a atividade anterior, afim de explicar o que sédo

c6digos de barras e sua funcionalidade.

4.2.1 Objetivo Geral

Reconhecer a importancia do digito verificador, que é fator determinante para a veracidade

de um cédigo de barras, bem como determind-lo por um algoritmo.
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4.2.2 Obijetivos Especificos

e Reconhecer o digito verificador em um cédigo de barras;
e Compreender a funcionalidade do digito verificador;

e Entender e aplicar o algoritmo utilizado para determinacdo do digito verificador.

4.2.3 Puablico Alvo

Alunos do 7° ano do ensino fundamental II.

4.2.4 Pré-Requisitos

e Realizar as opera¢des com niimeros naturais, tais como adigdo, subtra¢do, multiplicagdo
e divisao;

e Reconhecer quando um ntimero é divisivel pelo outro, aplicando os critérios de divisibi-
lidade;

e Compreender informagdes contidas nos cédigos de barras;

e Entender e aplicar um algoritmo.

4.2.5 Materiais Necessarios

Lapis, borracha e uma folha contendo os cédigos de barras.

4.2.6 Proposta da Atividade

Os alunos irdo reconhecer a importancia do digito verificador e determina-lo através de
um algoritmo. Para isso, veremos o exemplo a seguir, passo-a-passo, de como deve ser feita a
atividade.

Exemplo 4.2. Consideremos o codigo 789162731405. Determine o digito verificador desse codigo.

Sugere-se que a atividade seja feita em duplas, afim de proporcionar uma discussao acerca

do resultado encontrado. Solicitar c6digos de barras, que podem ser trazidos pelo professor
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ou solicitado, previamente, aos alunos.

Deve-se explicar como é feita a verificagdo da validade do c6digo, isso €, explicando como

é feito o algoritmo para a determinagdo do mesmo.

Segundo [7] , algoritmo é uma sequéncia de instru¢des que podem ser executadas mecani-

camente, por uma pessoa ou uma maquina (computador).

1° passo: Suponhamos que estamos usando o cédigo de barras dado no exemplo e quere-

mos saber qual é o digito final (verificador).

2° passo: Somamos todos os digitos das posi¢des impares (primeira, terceira, quinta, etc).
Portanto:
7+9+6+7+1+0=30

3° passo: Multiplicamos todos os digitos das posigdes pares (segunda, quarta, sexta, etc)

por 3 e somamos esses produtos:
8x3 + 1x3 4 2x3 + 3x3 + 4x3 + 5x3 = 69
4° passo: Somamos os dois resultados das etapas anteriores. Daf:
30+69 =99

5° passo: Determine o nimero que deve ser adicionado ao resultado da soma para se criar

um multiplo de 10. Portanto:
99 +1 = 100

Portanto, o digito verificador é 1.
Afim de dinamizar mais a atividade, seria interessante que o professor solicitasse que eles

troquem um dos digitos do c6digo de barras e depois verifiquem se o resultado obtido coincide

com o digito verificador.
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CONCLUSAO

Indubitavelmente, a presenca da matematica é notdria em varios segmentos da tecnologia
que surgiu ou que ainda ira surgir. O surgimento dos cédigos de barras foi de suma importan-
cia para que uma ida ao supermercado, por exemplo, e registrar suas compras, deixasse de ser

algo tdo lento, contribuindo, entdo, para o progresso, em particular, do comércio mundial.

Como fora exposto neste trabalho, a presenca do c6digo de barras tornou-se uma tecnologia
indispensdvel nos dias atuais, auxiliando as empresas no controle e identificacdo de produtos,
bem como na agilizagdo do atendimento ao cliente, atendimento bancario e entre diversos se-

tores.

Os c6digos de barras devem ser controlados para tornar possivel a deteccdo de erros de
codificacdo. Isso significa que quando, por exemplo, um caixa do supermercado digitar um
nimero errado do c6digo que identifica o produto, esse erro de codificagdo deve ser "avisado".

Para isso, criou-se um grupo de algarismos, denominados digitos verificadores.
Neste sentido, ao abordar o tema Aritmética Modular nos Cédigos de Barras, reiteramos
conceitos matematicos imprescindiveis para a realizagdo do tema, sendo aplicados nos Siste-

mas de Identificacdo Modular (SIM) e na Deteccao de Erros.

Por fim, foram propostas duas situa¢des de aprendizagem articulando o real e o ficticio,

onde além de proporcionar um ambiente investigativo e criativo, serd possivel fazer conexdes
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entre diversos conceitos matematicos, suas diferentes formas de pensamento, e ainda, promo-
ver a relacdo da Matematica com outras dreas do saber e da atualidade, valorizando a tendéncia
atual.
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