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RESUMO

Este trabalho apresenta, através de demonstracdes detalhadas com muitas imagens
para facilitar o entendimento de alunos e professores do ensino médio, alguns
resultados importantes como o teorema de Menelaus e o teorema de Ceva que com
0 auxilio do triangulo medial e o triangulo Ortico provamos que as medianas,
bissetrizes, alturas e mediatrizes sdo concorrentes. Também apresentamos alguns
teoremas sobre quadrilateros convexos como o0s teoremas de Varignon e
Brahmagupta. E para finalizar, a reta de Euler, importante teorema aplicado no
ensino médio para triangulos isGsceles e equilateros, mas que na verdade se

aplicam a qualquer triangulo.

Palavras-chave: Teorema de Menelaus, Teorema de Ceva, Teorema de
Brahmagupta, reta de Euler.



ABSTRACT

This dissertation through detailed demonstrations with many images to facilitate
understanding of students and high school teachers, initially presents important
results like the Menelaus’ and the Ceva'’s theorems, when these theorems are linked
to the medial triangle and the orthic triangle, they help us prove that the medians,
bisectrixes, heights and bisectors are concurrents. We also present some theorems
about convex quadrilaterals like Varignon and Brahmagupta theorems. In the end we
presented Euler's line, which is an important theorem studied in High School for

isosceles and equilateral triangles, but in fact it is applied to any triangle.

Key words: Menelaus’ theorem, Ceva’s theorem, Brahmagupta Theorem, Euler line.
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INTRODUCAO

A geometria plana € conteudo obrigatério no curriculo do ensino médio.
Porém, a geometria € um campo da matematica muito amplo e cheio de detalhes.
Por esse motivo alguns teoremas geomeétricos ao longo do tempo foram
esquecidos pelos professores.

Alguns teoremas, ao longo do ensino meédio, sao citados para os alunos e
ndo sao demonstrados, por exemplo, as cevianas notaveis em triangulos que séo
apresentados e nem sequer é comentado sobre teorema de Ceva, que prova o
porqué da verdade destas cevianas serem concorrentes em pontos tdo importantes
como ortocentro, baricentro, incentro e circuncentro. Outros teoremas
simplesmente ndo sdo nem citados, como Brahmagupta e a reta de Euler.
Teoremas brilhantes e infelizmente n&o tdo conhecidos serdo tratados nesta
dissertacdo com o objetivo de atingir o maior nimero de alunos e professores do
ensino medio.

No capitulo 1, o teorema de Menelaus, o teorema de Ceva, triangulo medial
e o triangulo o6rtico nos dardo a certeza que além de importantes formam a base da
demonstracdo que bissetrizes, medianas, alturas e mediatrizes sdo concorrentes
em pontos que denominaremos notaveis nos triangulos.

No capitulo 2 iremos apresentar alguns teoremas para quadrilateros. O
teorema de Varignon e o teorema de Brahmagupta s&o os resultados principais
deste capitulo, mas para demonstrar esses teoremas falaremos do teorema dos
senos e cossenos. Por fim, ainda falamos sobre o teorema de Pedal e sobre o
ponto Pedal.

O ortocentro, o baricentro e o circuncentro de um triangulo séo alinhados. A
reta a qual pertencem recebe o nome de reta de Euler, assunto que sera tratado no
terceiro e ultimo capitulo.

Ao longo do trabalho alguns teoremas serdo apenas apresentados sem
demonstracdo ja que serdo usados somente como resultados auxiliares no

desenvolvimento da nossa dissertagao.



CAPITULO 1
SEGMENTOS NOTAVEIS DO
TRIANGULO

Neste capitulo apresentaremos os teoremas de Menelaus e de Ceva e
iremos demonstrar que 0s segmentos notaveis de um triangulo sdo concorrentes.

1. SEMELHANGA ENTRE TRIANGULOS E
PROPORCAO

Dizemos que dois triangulos sdo semelhantes quando existir uma
correspondéncia biunivoca entre os vértices de um e outro triangulo, de modo que
0os angulos em vértices correspondentes sejam iguais e a razao entre 0s
comprimentos de lados correspondentes seja sempre a mesma.

A seguir apresentaremos 0s casos de semelhanca:

1° caso (LLL): Sejam ABC e A’'B'C’ triangulos no plano, tais que
AB BC AC
AIBI = B,C, = A,C,
Entdo os triangulos ABC e A'B'C' sdo semelhantes, com a correspondéncia de

~ —~

vértices A A', Bo B',C o C'.Emparticular A=4", B=B,(=C

2° caso (LAL): Sejam ABC e A'B'C’ triangulos no plano, tais que

AB _ BC _, o
A8 BCc * ¢ =



Entdo os triangulos ABC e A'B'C' sdo semelhantes, com a correspondéncia de

vértices A A', B B',C & C'. Emparticular A= 4", € = C, A‘}g, =

3° caso (AA): Sejam ABC e A'B'C' triangulos no plano, tais que
A=A e B=B
Entdo os triangulos ABC e A'B'C' sdo semelhantes, com a correspondéncia de
vértices A & A", B & B', C & C'. Em particular
AB BC AC

AB _BC _AC

Também vale lembrar que quando dois tridngulos sdo semelhantes suas
alturas também terdo a mesma razdo de semelhanca dos lados, e se a razdo entre

a semelhanca de dois triangulos for k a semelhanca entre suas areas sera k2.

Igualdade em proporcgéao

Lema 1 Se os pontos L e L’ de um segmento AC satisfazem
LC _L'C
LA LA

Entdo L e L’ séo iguais.

Demonstracao: Considere um segmento AC e um ponto L entre as extremidades,

ver Figura 1.1.

Figura: 1.1: Igualdade em proporgoes

Temos trés casos a considerar.

1° caso: L’ estd a direita de L, ver Figura 1.2.




Figura 1.2: Igualdade em proporg¢oes

Neste caso, o segmento LA é menor que o segmento L'A e segmento LC é
maior que L’C, logo
LC S L'c
LA~ L'A

2° caso: L’ esta a esquerda de L, ver Figura 1.3.

Figura 1.3: Igualdade em proporg¢des

Neste caso, 0 segmento LA € maior que o segmento L’A e o segmento LC é
menor que L’C, logo
E < L'C
LA L'A

Por fim o 3° caso, para termos
LC L'c

LA~ L'A
a Unica possibilidade é L = L.

2. TEOREMA DE MENELAUS

Nesta secdo, apresentaremos o0 teorema de Menelaus. Para isso,

adotaremos, as seguintes convencoes:
I Dados pontos distintos X e Y no plano, XY denota o segmento ordinario
que une X e Y, orientado de X para Y. Em particular, escrevemos

XY = =YX como lembrete de que os segmentos orientados XY e YX tém

orientacdes distintas.



. Dados pontos colineares X, Y e Z, denotamos:
XYy XY . _ .
— = —, se XY e YZ tém orientagfes iguais;
YZ YZ

XY XY R . ~ -
— = — —, se XY e YZ tém orientacdes distintas.
YZ YZ

Teorema de Menelaus
Teorema 2 Uma reta r determina trés pontos L,M e N, respectivamente nas

retas suportes dos lados AC, AB e BC, se e somente se,

MA NB LC

MB NC'LA
Demonstracao: Considere um triangulo ABC e uma reta r que concorra com 0S

lados AC e AB nos pontos L e M, respectivamente, e um ponto N na reta suporte

de BC, ver Figura 2.1.

o

/J 8'
r

Figura 2.1: Teorema de Menelaus

Tracamos as perpendiculares cujos pés sao, respectivamente, Q,PeR a
reta r que partem dos vértices A,B e C, respectivamente do triangulo, ver Figura

2.2.



Figura 2.2: Teorema de Menelaus

Os triangulos BPM, AQM, os triangulos RLC, AQL e sao semelhantes, pois

possuem um angulo reto e um angulo OPV cada, semelhanca pelo caso A.A, segue

MA _ h2
MB  hl
NB _hl
NC  h3
LC  h3
LA h2

Multiplicando as trés equacgdes temos:

MA NB LC _h2 hl ( h3)_ )
MB NC'LA  hl h3'\ h2/

. MA NB LC ~
Reciprocamente, suponha que +=.—=.— = —1 onde M, N, L estéo nas retas

suportes dos lados do triangulo. Denote o encontro da reta MN com AC de L'

MA NB L'C _
MB 'NC'L'A




Portanto

MA NB LC _MA NB L'C
MB NC'LA MB NC'L'A

Simplificando, temos

Pelolema 1,temosque L = L'.

3. TEOREMA DE CEVA

7

Ceviana € qualquer segmento de reta num triangulo com extremidades
novértice do triangulo e no lado oposto ou na reta suporte do lado
oposto. Medianas, alturas e bissetrizes sdo casos especiais de cevianas. Vale
lembrar que uma mediatriz ndo é uma ceviana. O nome ceviana vem do
engenheiro italiano Giovanni Ceva, 1678, que formulou o Teorema de Ceva, que da
condi¢cbes para que trés cevianas sejam concorrentes.

Para facilitar a escrita no que segue, vamos denotar a area de um poligono
ABC ...N por (ABC ...N).

Teorema de Ceva
Teorema 3 Trés cevianas AX,BY e CZ, respectivamente de cada um dos
vértices de um triangulo ABC,sao concorrentes num mesmo

ponto P, se e somente se,
BX CY AZ

XC'YA'ZB

Demonstracao: Considere um triangulo ABC e o ponto X no lado BC, tragcamos a

ceviana AX, ver Figura 3.1.



/
E/ . \“DC

Figura 3.1: Teorema de Ceva

Agora comecgaremos pela proporgao:

BX
Xc

Essas duas bases possuem mesma altura, ver Figura 3.2.

Figura 3.2: Teorema de Ceva

Portanto, se multiplicarmos a razéo por AH (altura relativa ao lado BC) e

dividimos por 2 temos a area dos triangulos em questao

BX.AH
75— _ (ABX)

XC ~ XC.AH ~ (AXC)
2




Seguindo 0 mesmo raciocinio a partir da altura relativa a base BC partindo
do ponto P, ver Figura 3.3.

Figura 3.3: Teorema de Ceva

BX.PH'
_—3 — _ (PBX)
XC ~ XC.PH' = (PXC)
2

Portanto,

BX _ (ABX) _ (PBX)
XC~ (4XC) ~— (PXC)

Sabemos gue se subtrairmos o antecedente e consequente de duas

proporc¢des iremos continuar com uma propor¢ao, isto €,

BX (ABX) (PBX) (ABX)—(PBX) (ABP)
XC ~ (AXC) ~ (PXC) ~ (AXC)— (PXC) ~ (CAP)

De maneira analoga,

cY _ (BCP) AZ _ (CAP)
YA (4BP)’ ZB  (BCP)
Se multiplicarmos as propor¢des

BX CY AZ (ABP) (BCP) (CAP) _
XC'YA'ZB ~— (CAP) (ABP) (BCP)

1.



Portanto,

BX CY AZ

XC' YA ZB

. BX CY AZ ~ .
Reciprocamente, suponha que VA7 " 1 onde AX, BY, CZ sao cevianas,

do tridangulo. Sendo P o ponto de concorrencia entre AX e BY e denotando o0 a

BX CY AZr

terceira ceviana sendo CZ’, mas que atente a ' vi e 1 temos, ver figura 3.4.

Figura 3.4: Teorema de Ceva

Portanto

BX CY AZ BX CY AZ'

XC'YA'ZB XC'YA'Z'B
Simplicando, temos

AZ _AZ'
ZB  7'B

Pelolema 1, temos que Z = Z'.

4. TEOREMA DE THALES

Teorema de Thales

10




Teorema 4 Sejamr, s, t retas paralelas. Escolhemos pontos A, A’er, B, B’ €
seC,C et de modoque A, B, Ce A’, B, C’ sejam dois ternos

de pontos colineares, entao

AB _A'B'
BC B'C”

Tao importante quanto o teorema de Thales, € sua reciproca parcial,

também devida a Thales de Mileto.

Reciproca do Teorema de Thales

Corolario 4.1 Sejam dados, no plano, retas r, s e pontos A, A’€r, B, B’ € s,

4B _ A:—i:, entéo r//s, ver Figura 4.1.1.

comABn A'B’ = {C}. Se —
BC B

Figura 4.1.1: Reciproca de Thales

5. TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA

11




A bissetriz de um tridngulo ABC é o segmento que parte de um vértice até o

lado oposto dividindo seu angulo em duas partes congruentes.

Teorema da bissetriz interna
Teorema 5 Uma bissetriz interna de um tridngulo divide o lado oposto em

segmentos proporcionais aos lados adjacentes.

Demonstrag&o: Considere um tridngulo ABC com lados medindo a,b e c, ver

Figura 5.1.

E%

Figura 5.1: Teorema da Bissetriz Interna

Vamos agora tracar a bissetriz interna AD do angulo A, que ira tocar o
segmento BC no ponto D e dividi-lo em duas partes BD = x e CD =y, ver Figura
5.2.

Figura 5.2: Teorema da Bissetriz Interna

12




Agora prolongamos o lado AB e passando por C tragamos uma reta paralela
a bissetriz AD essas duas retas irdo se intersectar no ponto E, pois AB é

transversal a AD e AD//CE, ver Figura 5.3.

Figura 5.3: Teorema da Bissetriz Interna

Temos os angulos AEC e BAD sendo correspondentes, portanto,
congruentes. Ainda os angulos DAC e ACE sendo alternos internos, desse modo,
congruentes. Dai, segue que o triangulo AEC ¢€ isbsceles de base EC,

consequentemente, os lados AE e AC sdo congruentes e medem b, ver Figura 5.4.

Figura 5.4: Teorema da Bissetriz Interna

13




Agora podemos considerar as retas que passam por BC e BE como retas

transversais de um feixe de paralelas AD//CE, aplicamos teorema 4, obtendo:

< IR
S| o

Ou segja,

e
SRS

6. MEDIANAS

A mediana de um triangulo ABC é o segmento que parte de um vértice e

divide o lado oposto em duas partes congruentes.

As medianas de um triangulo sdo concorrentes num mesmo ponto
Teorema 6 As trés medianas de um triangulo sdo concorrentes em um

mesmo ponto.

Demonstracao: Como as medianas séo cevianas que dividem os lados nos pontos

médios temos

BA' CB' AC' a2 b/2 c/2 _
AC'B'A'C'B a/2'b/2'c/2

Pelo teorema 3, as medianas séo concorrente em um ponto G.

O encontro das medianas é denominado Baricentro, ver Figura 6.1.

14



Figura 6.1: Medianas

Dado um triangulo construido de material rigido e homogéneo, o baricentro é

o centro de equilibrio.

/. BISSETRIZES

As bissetrizes de um triangulo sdo concorrentes num mesmo ponto

Teorema 7 As trés bissetrizes de um triangulo sdo concorrentes em um

mesmo ponto.

Demonstracdo: Usando a bissetriz partindo de cada vértice, podemos aplicar o

teorema 5 nas trés cevianas separadamente.

Primeira aplicacdo do teorema 5, ver Figura 7.1.

Figura 7.1: Bissetrizes

15




xl_c
x2 b

Segunda aplicacéo do teorema 5, ver Figura 7.2.

Figura 7.2: Bissetrizes

y2 a
yl ¢

Terceira aplicacdo do teorema 5, ver Figura 7.3.

Figura 7.3: Bissetrizes

Multiplicando as trés razdes encontradas temos:

16




Podemos afirmar, pelo teorema 3, podemos afirmar que as bissetrizes se

encontram no mesmo ponto /.

O encontro das bissetrizes chama-se Incentro. Seja AOC um angulo dado e

OB sua bissetriz, entdo os pontos de OB estdo a mesma distancia das semirretas

7

0OA e 0OC. Como as bissetrizes se encontram no incentro, ele € o centro da

circunferéncia inscrita no triangulo, ver Figura 7.4.

Figura 7.4: Bissetrizes

8. RELACAO ENTRE ANGULO INSCRITO E
ANGULO CENTRAL

Denominamos de angulo central em uma circunferéncia aquele que possui
seu vértice no centro da circunferéncia e suas semirretas tocando em dois pontos
distintos na mesma circunferéncia.

Denominamos de angulo inscrito em uma circunferéncia aquele que possui
seu vértice na circunferéncia e suas semirretas tocando em outros dois pontos

distintos na mesma circunferéncia.
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Relacao entre angulo inscrito e angulo central
Teorema 8 Seja uma circunferéncia de centro O e angulo inscrito ACB e
angulo central AOB temos o angulo inscrito medindo a metade do
arco compreendido entre os seus lados
., AOB

ACB = ——.
2

Demonstracdo: Considere a circunferéncia de centro 0 e o arco AB, ver Figura
8.1.

Figura 8.1: Relagdo entre angulo inscrito e angulo central

Sabemos que angulo AOB é um angulo central e possui mesma medida do
arco AB. Agora vamos marcar o angulo inscrito ACB com vértice C na

circunferéncia, ver Figura 8.2.

Figura 8.2: Relacdo entre angulo inscrito e angulo central
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Os triangulos AOC e triangulo BOC sé&o isOsceles, pois possuem lados A0,
0C e OB, OC congruentes, ja que 0os mesmo sao raios da circunferéncia de centro

0, ver Figura 8.3.

Figura 8.3: Relagao entre angulo inscrito e angulo central

Portanto podemos marcar os angulos que sao congruentes entre si,
chamaremos 0AC = x e 0CA = x 0 mesmo faremos com OBC =y e OCB =y, ver

Figura 8.4.

Figura 8.4: Relacdo entre angulo inscrito e angulo central
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Podemos calcular os angulos externos dos triangulos AO0OC e BOC

prolongando o lado OC que toca a circunferéncia no ponto D, ver Figura 8.5.

Figura 8.5: Relagdo entre angulo inscrito e angulo central

Dai, segue que, o angulo inscrito ACB é a metade do angulo central AOB

entao:

9. QUADRILATERO CONVEXO INSCRITIVEL

Denominamos dois angulos como sendo complementares quando somam
90°, se dois angulos somam 180° denominamos suplementares e quando somam

360° chamamos de replementares.

Quadrilatero inscrito
Teorema 9 Um quadrilatero convexo ABCD é inscrito em uma circunferéncia
de centro 0, se e somente se, seus angulos opostos sdo

suplementares.
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Demonstragéo: Considere a circunferéncia de centro
ABCD inscrito, ver Figura 9.1.

O e o quadrilatero

Figura 9.1: Quadrilatero inscrito

Pelo teorema 8 temos que os arcos dos angulos inscritos 4 e € s&o
respectivamente 24 e 2C, ver Figura 9.2.

Figura 9.2: Quadrilatero inscrito

Dai temos:
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24+ 2C = 360°.

Simplificando temos

A+ ¢ =180°.

De maneira analoga tem-se

B+ D = 180°.

Portanto, os angulos opostos de um quadrilatero inscrito sdo suplementares.

Reciprocamente, suponha que DAB + BCD = 180°, ver Figura 9.3.

Figura 9.3 Quadrilatero inscrito

Consideramos o circulo a, circunscrito ao triangulo BAD. Se C ¢ a, seja

BC na = {E}, com E # B, C. Portanto temos,
DAB + BED = 180° = DAB + BCD.

Dai, temos BED = BCD. Mas, aplicando o teorema do angulo externo do

triangulo CDE, obtemos uma contradicao.
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A altura de um triangulo ABC é o segmento que parte de um vértice e
encontra a reta suporte do lado oposto fazendo um angulo reto.
Chamamos de triangulo 6rtico A'B’'C’ aquele obtido dos pés das alturas de

um triangulo ABC néo retangulo, pois 0 mesmo nao possui tridngulo ortico.
Podemos ter o triangulo 6rtico A'B'C' em um triangulo ABC acutangulo, ver

Figura 10.1.

Figura 10.1: Tridangulo Ortico
Podemos ter o triangulo értico A'B’C’ em um triangulo ABC obtusangulo, ver

Figura 10.2.

Figura 10.2: Tridangulo Ortico
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As alturas de um triangulo ndo retangulo ABC sao bissetrizes dos
opostos pelo

Tridangulo ortico
Teorema 10

angulos internos do triangulo ortico A'B’C".
Demonstracdo: Os angulos BAC' e CHB' s&o congruentes por

vértice (OPV), ver Figura 10.3.

Figura 10.3: Triangulo Ortico
Como os tridngulos BHC' e CHB' sao retangulos e possuem o angulo g em

comum, concluimos que os angulos C'BH e B'CH s&o congruentes vamos chama-

los de a, ver Figura 10.4.

Figura 10.4: Triangulo Ortico
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Pelo teorema 9 podemos inscrever um quadrilatero em uma circunferéncia

se no mesmo 0s angulos opostos sdo suplementares no N0sso caso o quadrilatero

A'HB'C, ver Figura 10.5.

Figura 10.5: Tridngulo Ortico
Os angulos inscritos HCB' e HA'B' s&o inscritos na circunferéncia, que pelo

teorema 8, sdo metade do arco central HB' portanto congruentes, ver Figura 10.6
;
\\\A ;'
N
/1N
\.\ N

Figura 10.6: Triangulo Ortico
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Pelo teorema 9 podemos circunscrever uma circunferéncia no quadrilatero
A'HC'B, ver Figura, 10.7.

Figura 10.7: Triangulo Ortico

Os angulos inscritos HBC' e HA'C' sdo inscritos na circunferéncia, que pelo
teorema 8, sdo metade do arco central AC' portanto congruentes, ver Figura 10.8.

Figura 10.8: Triangulo Ortico
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Portanto, a altura AA’ divide o angulo A’ do triangulo értico A'B’C’ em duas
partes congruentes, logo AA’ é bissetriz do triangulo Ortico. De maneira analoga
podemos provar que as outras alturas sao as bissetrizes dos outros dois angulos

internos do triangulo ortico.

11. ALTURAS

As alturas de um triangulo sdo concorrentes num mesmo ponto
Teorema 11 Se tracarmos as trés alturas de um triangulo, entéo elas serao

concorrentes em um mesmo ponto.

Demonstracao: Dado um triangulo ABC néao retangulo de alturas AA’, BB’ e CC’. O
triangulo A'B'C’ formado pelos pés das alturas é o tridngulo 6rtico. Pelo teorema 10,
as alturas do triangulo ABC coincidem com as bissetrizes do triangulo A'B’C’. Ou
seja, 0 encontro das alturas € o encontro das bissetrizes do triangulo ortico. Pelo
teorema 7 as bissetrizes sdo concorrentes, logo as alturas sdo concorrentes num
mesmo ponto. Quando o triangulo é retangulo o ponto coincide com o vértice do

angulo reto.

O encontro das alturas é denominado de ortocentro.
12. TRIANGULO MEDIAL

Denominamos de tridangulo medial A’B’C’ aquele que possui 0s vértices nos

pontos médios dos lados de um triangulo ABC.

Triangulo medial
Teorema 12 O triangulo A’B’C’ formado pelos pontos médios dos lados de

um triangulo ABC sé&o semelhantes na razdo de 2 para 1

Demonstracao: Considere o triangulo ABC de lados opostos aos vértices A,Be C

medindo a, b e c, ver Figura 12.1.
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Figura 12.1: Tridangulo Médio

Agora chamamos de A’ o ponto médio do lado BC e chamamos de B’ 0 ponto

meédio do lado AC. ver Figura 12.2.

Figura 12.2: Tridngulo Médio

Agora iremos ligar esses dois pontos obtendo um segmento A’'B’de

comprimento x, ver Figura 12.3.
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Figura 12.3: Tridangulo Médio

Como temos B’ sendo ponto médio de AC, podemos afirmar que B’C é a
metade da medida de AC. O mesmo acontece com 0 segmento A’C que € a metade
de BC, ver Figura 12.4.

Figura 12.4: Tridangulo Médio

Portanto, o segmento A’'B’ é paralelo ao segmento AB, pois 0s segmentos

atendem ao corolario 4.1.

b c
b/2~ c/2
1 1
172172

Isso acontece com garantia de paralelismo entre A’B’ e AB. Ainda podemos
afirmar que o triangulo ABC é semelhante ao triangulo B’A’C’ na razdo de 2 para 1,

dai, ver Figura 12.5.
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H‘"m
H“‘xx b
HH\""\ o
C
hi2
¥=cl2
C
- — al2
B A
a
Figura 12.5: Tridngulo Médio

X ==

Iremos tracar o ponto médio do lado AB e chamaremos de C’. O raciocinio

entdo serd o mesmo, ver Figura 12.6.

Figura 12.6: Triangulo Médio

Concluimos entdo, o triangulo ABC é semelhante ao triangulo A’B’C’ na
razdo de 2 para 1, pelo caso (LLL).
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13. AREA DO TRIANGULO MEDIAL

Area do triangulo medial
Corolério 12.1 Podemos afirmar que o triangulo medial A’B’C’ possui a quarta
parte da area do triangulo ABC. Portando na razao de 4 para 1.

Podemos determinar quatro triangulos médios congruentes.

Demonstracéo: Todos os triangulos sdo congruentes, portanto o tridangulo medial é

1 de 4 triangulos totais, logo ele esta na razéo de 1 para 4, pelo caso (LLL).

14. RELACAO ENTRE ALTURAS E
MEDIATRIZES

A mediatriz do segmento AB € a reta perpendicular a AB e que passa pelo

seu ponto médio.
Relacdo entre alturas e mediatrizes
Corolario 12.2 As alturas do triangulo medial AB'C’ estdo nas mediatrizes do

triangulo ABC.

Demonstracao: Tracemos por A’ a reta perpendicular ao lado BC que encontrara a

reta suporte do lado B’C’ num ponto X, ver Figura 12.2.1.
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cl2

b2

o2
hi2

cl2

2

al2 It

Figura 12.2.1: Relagao entre alturas e mediatrizes

a2

Como B’C’ é paralelo ao lado BC temos que A’X que é mediatriz do triangulo

ABC também sendo altura do triangulo medial A’'B’C’, ver Figura 12.2.2.

o2

b2

cf2
hi2

cl2

2

al2 Ix

Figura 12.2.2: Relagao entre alturas e mediatrizes

al
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Tracemos por B’ a reta perpendicular ao lado AC que encontrard a reta
suporte do lado A’C’ num pontoY. Como A’C’ é paralelo ao lado AC temos que
B’Y que € mediatriz do triangulo ABC também sendo altura do triangulo medial
A'B’C’, ver Figura 12.2.3.

al2 A al2

Figura 12.2.3: Relagdo entre alturas e mediatrizes

Analogamente a perpendicular tracada através de B’ e C' que encontra
A’B’//AB no ponto Z € ao mesmo tempo mediatriz do triangulo ABC também sendo

altura do triangulo medial A’B’C’, ver Figura 12.2.4.
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o2 hi2

2
o2 0

al2 A al2

Figura 12.2.4: Relagdo entre alturas e mediatrizes

15. MEDIATRIZES

As metriatrizes de um triangulo sdo concorrentes num mesmo ponto
Teorema 13 As trés mediatrizes de um triangulo sdo concorrentes em um

mesmo ponto.

Demonstracao: Na figura temos trés mediatrizes r,s e t concorrentes entre si no
ponto O interior ao triangulo, portanto ndo podemos usar o teorema de Ceva, ver
Figura 13.1.

Figura 13.1: Mediatrizes
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Pelo teorema 12, este ponto é o ortocentro do triangulo medial A’B'C’, ver
Figura 13.2.

Figura 13.2: Mediatrizes

O encontro das mediatrizes de um tridngulo é denominado circuncentro. A
mediatriz de um segmento AB é o lugar geométrico dos pontos do plano que
equidistam de A e de B. Como as mediatrizes de encontram no circuncentro, ele é

0 centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo, ver Figura 13.3.

Figura 13.3: Mediatrizes
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CAPITULO 2
QUADRILATEROS ESPECIAIS

Neste capitulo iremos apresentar os teoremas de Varignon e Brahmagupta.
Com este objetivo, vamos relembrar alguns conceitos.

O quadrilatero ABCD que tem os lados opostos paralelos é denominado de
paralelogramo, isto €, AB//CD e BC//AD. Podemos definir um paralelogramo de
outras formas equivalentes, isto é, se uma das caracteristicas abaixo for atendida o
quadrilatero serd um paralelogramo:

e Os lados opostos sédo congruentes;
e Os angulos opostos sao congruentes;
e Tem um par de lados opostos paralelos e congruentes;

e As diagonais se cruzam no ponto médio.

1. TEOREMA DE VARIGNON

Teorema de Varignon
Teorema 14 Dado um quadrildtero ABCD, os pontos médios M,N,P,Q dos

lados AB, BC,CD, DA, respectivamente formam um paralelogramo.

Demonstracao: Considere o quadrilatero ABCD e os pontos médios M,N,P e Q

dos lados AB, BC,CD e DA, respectivamente, ver Figura 14.1.
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M

Figura 14.1: Teorema de Varignon

Pelo teorema 12 podemos perceber que no triangulo ABC temos MN//AC e

MN = AZ—C, ver Figura 14.2.

Figura 14.2: Teorema de Varignon

De maneira analoga podemos perceber que no triangulo ADC temos

QP//AC e PQ = %, ver Figura 14.3.
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Figura 14.3: Teorema de Varignon

Assim, temos MN//AC e PQ//MN, portanto MN//PQ ainda MN=AZ—C e

PQ=%, logo, MN = PQ, isto é, MNPQ segundo nossa definicho é um

paralelogramo, ver Figura 14.4.

Figura 14.4: Teorema de Varignon

2. TEOREMA DE VARIGNON PERIMETRO

Teorema de Varignon para perimetro
Colorario 15 Se um paralelogramo MNPQ € obtido dos pontos médios
M, N, P,Q de um quadrilatero ABCD, entdo este paralelogramo

tem perimetro igual a soma das diagonais do quadrilatero.
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Demonstracao: Pelo teorema 14 temos que

PO — AC VN = AC
e= -2
Portanto,
PQ + MN = AC.
De maneira analoga
o B2 up_BD
C== 27
Dai,
MQ + NP = BD.

Concluimos entéo que

MQ + NP + PQ + MN = BD + AC.

3. TEOREMA DE VARIGNON AREA

Teorema de Varignon para area
Colorario 16 Se um paralelogramo MNPQ € obtido dos pontos médios
M,N,P,Q de um quadrilatero ABCD, entdo este paralelogramo

tem area igual a metade da area do quadrilatero.

Demonstracdo: Vamos considerar nosso quadrilatero ABCD e o quadrilatero

medial sendo MNPQ cortado pela diagonal BD, ver Figura 16.1.
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Figura 16.1: Teorema de Varignon para Area

Podemos escrever a area do paralelogramo (MNPQ) como sendo

(MNPQ) = (ABCD) — (MNB) — (QPD) — (NPC) — (MQA)

1 1 1 1
(MNPQ) = (ABCD) = 7 (ACB) = 7 (ACD) = 7 (BDC) = 7 (BDA)
1 1
(MNPQ) = (ABCD) — 7 (ABCD) ~ 7 (ABCD)

(MNPQ) = %(ABCD)

4. TEOREMA DE PITAGORAS

Para os préoximos resultados necessitaremos de alguns conceitos que

escreveremos a seguir, nés iremos assumi-los sem demonstracao.
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Teorema de Pitagoras
Teorema 17 Se um triangulo retangulo ABC reto em A, possui hipotenusa

medindo a e catetos medindo b e ¢ entao

a? = b? + 2.

Reciprocamente, se um tridangulo possui lados medindo a, b e ¢ e 0 quadrado do

maior lado é a soma dos quadrados dos outros dois entdo o triangulo é retangulo
de hipotenusa sendo o maior lado, ver Figura 17.1.

Figura 17.1: Teorema de Pitagoras

5. TEOREMA DOS SENOS

Teorema dos senos
Teorema 19 Se um triangulo ABC de lados medindo a, b e ¢ é inscrito em

uma circunferéncia de raio r entdo

a b c
2r.

senA senB senC

Demonstragéo: Consideremos uma circunferéncia e um triangulo nela inscrito, ver
Figura 19.1.
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Figura 19.1: Lei dos Senos

Escolhemos um dos vértices e tragcaremos um diametro, ver Figura 19.2.

Figura 19.2: Lei dos Senos

Vamos chamar o ponto que este diametro tem em comum com a

circunferéncia de C’. Entdo consideremos o segmento BC’, ver Figura 19.3.
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Figura 19.3: Lei dos Senos

Podemos ent&io perceber pelo teorema 8 que ABC’ é um angulo inscrito que
possui um angulo central raso, dai, segue que ABC’ é reto. Os angulos BC’'A e BCA

s&o angulos inscritos do mesmo arco AB, portanto, congruentes, ver Figura 19.4.

Figura 19.4: Lei dos Senos

Podemos entdo destacar o triangulo ABC’ retangulo, ver Figura 19.5.
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Figura 19.5: Lei dos Senos

Portanto podemos verificar que:

c c
senC = —
2r’

c

senC

De maneira analoga podemos escrever:

a
send = o
a
~ send’
E também,
senB = Z'
b
2r = senB’
Portanto,
a b c

send senB senC r
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6. TEOREMA DE PEDAL

Dado um triangulo ABC escolhemos um ponto P na parte interna deste

tridngulo, ver Figura 20.1.

Figura 20.1: Teorema de Pedal

Agora tracamos as perpendiculares PA’,PB’ e PC’ aos lados BC,AC e AB

respectivamente, ver Figura 20.2.

Figura 20.2: Teorema de Pedal
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7

O triangulo A'B’C’ é chamado triangulo de pedal do triangulo ABC pelo ponto

de pedal P, ver Figura 20.3.

Figura 20.3: Teorema de Pedal

Teorema 20 Se a distancia do ponto de pedal aos vértices do triangulo ABC
Pedal inscrito em uma circunferéncia de raio R for x, y, z, entdo podemos

afirmar que os lados do triangulo de pedal serao:

ax by cz
2R’ 2R’ 2R’

No caso de x = y = z essa distancia sera o raio da circunferéncia circunscrita e 0

ponto pedal P sera o circuncentro do triangulo ABC.
Demonstracao: Na figura indicamos alguns elementos importantes que usaremos

na nossa deducdo. Como o ponto B’ foi construido a partir de uma perpendicular

temos PB'A sendo reto o mesmo com PC’'4, ver Figura 20.4.
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Figura 20.4: Teorema de Pedal

Podemos concluir que o quadrilatero AB'PC’ pode ser inscrito em uma
circunferéncia de centro O onde A,B’,P e C’ sdo pontos desta circunferéncia, ver
Figura 20.5.

Figura 20.5: Teorema de Pedal

Como temos um quadrilatero AB’PC’ e angulos opostos C’ e B’ replementares
podemos dizer que o quadrilatero esta inscrito em uma circunferéncia, ver Figura
20.6.
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Figura 20.6: Teorema de Pedal

Portanto, podemos aplicar o teorema 19 no triangulo AB’C’, inscrito numa

circunferéncia de centro O e raio OP e 0OA sendo assim o0 AP = 2r.

B'C’ _
send

AP,

B'C’' = AP.senA.

Dai, podemos aplicar o teorema 19 no triangulo ABC, inscrito numa

circunferéncia de centro O’ e raio R, ver Figura 10.7.

Figura 20.7: Teorema de Pedal
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a

= 2R.
senA
Isolando senA e igualando temos:
BIC = AP
=a
Nomeando AP = x,
BICI — X
=aoy

Do mesmo modo, nos outros vértices obtemos

ca=pBE ap = EF
=R’ R

y VA

IAI — - AIBI — -
¢ bR’ ‘IR

/. TEOREMA DOS COSSENOS

Lei dos Cossenos
Teorema 21 Se um triangulo ABC de lados medindo a, b, ¢ e angulos medindo

~ A~

A B, C entdo

a? =b%+c2—2.b.c.cos 4;
b2 =a? + c%—2.a.c.cos B;

c2=a?+b2-2.a.b.cosC.

Demonstracao: Considere um triangulo ABC de lados medindo a, b, c, ver Figura
21.1.
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Figura 21.1: Teorema dos Cossenos
Tracamos a altura CC’ relativa ao vértice C. Esta altura ird dividir o lado AB
em duas partes: uma chamaremos de x e a outra de c — x, ver Figura 21.2.
c
A
l:l IIII
| a

//J‘ " Illl'u

~

e "'*

Ao - F.T[H b
| ]
[ B 1
Figura 21.2: Teorema dos Cossenos
Aplicando o teorema 17 no triangulo ACC’ temos,

b? = x% + hZ.

Fazendo o mesmo no triangulo BCC' ficamos com,

a? = (c —x)? + h2.

Isolando h? na primeira equacéo e substituindo na segunda equacéo,

a? = (c —x)? + b? — x2.
Desenvolvendo (¢ — x)? obtemos,

a’>=c?—-2.c.x +x%* 4+ b?* — x°.
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a’? =b*>+c?—-2.c.x.

Note que x pode ser escrito usando cosseno no triangulo ACC’, ver Figura

21.3.
C
,"f“
o
//J‘ "
e
-
e
F ="/ IT:;
X
Figura 21.3: Teorema dos Cossenos
cosA = _
b
b.cos A = x.

Substituindo na nossa relacao anterior temos,
a? = b%+4c2—2.b.c.cos A.

De maneira analoga escrevemos as outras relacdes,
b%2=a%+c?—2.a.c.cos B,

c2=a?+b%2-2.a.b.cosC.

8. AREA DO TRIANGULO USANDO SENO

Area do tridngulo usando seno
Teorema 22 Se um triangulo possui dois lados medindo a e b e 0 angulo
compreendido por estes lados medindo « entdo sua area sera

1
A= E.a.b.sena.
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Demonstracao: Considere um triangulo ABC com lados medindo a e b e 0 angulo

compreendido por estes lados medindo «, ver Figura 22.1.

/S A
C

Figura 22.1: Area do triangulo usando seno

Sabemos que a area de um triangulo pode ser calculada pela metade do
produto da base pela altura, temos no nosso triangulo possuindo base b e a altura

h que toca o lado AC no ponto H, ver Figura 22.2.

b H

Figura 22.2: Area do triangulo usando seno

Podemos entéo escrever a altura h no tridngulo retangulo CBH usando

sen a = —.
a

Isolando h temos

a.sen o = h.
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Aplicando a formula da &rea do triangulo

_ base .altura
= > :
_a b.sen a

B 2

9. AREA DO TRIANGULO POR HERON

Denominamos o perimetro de um poligono como sendo a soma de todos
seus lados e por consequéncia o semiperimetro de um poligono € a metade do

perimetro do poligono em questéo.
Heron de Alexandria, gedbmetra e engenheiro grego, € especialmente

conhecido pela formula que leva seu nome e se aplica ao calculo da area do

triangulo.

Teorema de Heron
Teorema 23 Se um triangulo, ABC possui lados medindo a, b, ¢ e

semiperimetro p, entdo sua area sera expressa por

A=p.(p—a).(p—b).(p —c), ver Figura 23.1.

Figura 23.1: Area do tridngulo por Heron
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10. AREA DO QUADRILATERO INSCRITIVEL
POR BRAHMAGUPTA

Para o0s proximos resultados usaremos as seguintes propriedades
trigonométricas:
sen A = sen(180° — A),

cos A = — cos(180° — A),
sen’A 4+ cos? A = 1.

Brahmagupta, matemético e astrdnomo indiano, possui varias contribuicdes
a matematica. Iremos demonstrar um de seus mais famosos teoremas que

generaliza o teorema de Heron para area de triangulos.

Teorema de Bhamagupta
Teorema 24 Se um quadrilatero convexo, ABCD possui lados medindo a, b,
c, d e semiperimetro p, é inscritivel a uma circunferéncia entao

sua area sera expressa por

A=Jp-a).@—-b).(p—c).(p— ).

Demonstracdo: Considere o quadrilatero ABCD de lados a, b, ¢, d inscrito em uma

circunferéncia, ver Figura 24.1.

N

Figura 24.1: Area do quadrilatero por Brahmagupta
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Usaremos o teorema 22 para calcular a area dos triangulos ABD e BCD, ver
Figura 24.2.

Figura 24.2: Area do quadrilatero por Brahmagupta

a.d.sen A b.c.senC

(4BD) = ————,  (BCD) =———

Portanto a area da nossa figura é

a.d.sen A N b.c.senC
2 2

(ABCD) =

Pelo teorema 21 nos dois triangulos, iremos conseguir duas equacfes que
em seguida serdo igualadas,

BD? = a? 4+ d? —2.a.d.cos 4,
BD? = b? 4+ ¢c?> —2.b.c.cosC,
a’?+d*—2.a.d.cosA =b?+c?>—2.b.c.cosC.

Como nosso quadrilatero é inscrito, (A+ C) = 180°, logo senA=sen(C e
ainda cos A = —cos C, dai, segue

(a.d + b.c)sen A

ABCD) = ,
(ABCD) -

a’?+d*—2.a.d.cosA = b?+c?+ 2.b.c.cos A.

Isolando sen A na primeira expressao e isolando cosA na segunda
expressao temos

(a.d + b.c)sen A

(ABCD) = :
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2.(ABCD) = (a.d + b.c)sen A;

2.(ABCD)

(ad+b.c) sen 4.

a’+d?—2.a.d.cosA = b?+c?+ 2.b.c.cos 4;
a’?+d*—-b*—-c?=2.a.d.cosA+2.b.c.cosA;
a’?+d?—b?—c?=(2.a.d + 2.b.c) cos 4;

a’?+d? —b? —c?
2.(a.d +b.c)

= cos A.

Aplicando a relagéo fundamental da trigonometria temos

sen’A + cos’A =1

2.(ABCD) \* [a%+d?—b? — c? 2_1
((a.d+b.c)) ( 2.(a.d + b.c) ) o

Nosso objetivo é isolar (ABCD) entdo temos

4.(ABCD)?  (a® +d? — b2 — ¢?)?

= 1.
@d+bo?  4(ad+b.o)?
Multiplicando ambos os membros por 4 temos
16.(ABCD)* (a® +d® —b* —c?)* A

(a.d + b.c)? + (a.d + b.c)?
Multiplicando ambos os membros por (a.d + b.c)? temos
16.(ABCD)? + (a® + d?> — b?> — c?)? = 4.(a.d + b.¢)?;

16.(ABCD)? = 4.(a.d + b.c)? — (a? + d? — b? — c?)?;

4.(a.d + b.c)?> — (a® + d? — b? — ¢?)?

ABCD)? =
( ) 16

Usando a diferenca entre quadrados sendo o produto notavel da soma pela
diferenca temos

(2.(a.d + b.c) — (a* + d? — b% — c?)).(2.(a.d + b.c) + (a? + d? — b? —cz))_
16 ’

(ABCD)? =
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(2.a.d +2.b.c —a?—d?+b?>+c?).(2.a.d+2.b.c +a*+d?—b?—c?)

ABCD)? =

Organizando os produtos temos

(ABCD)? = ((ma®+2.a.d —d?) + (b? +2.b.c +c?)).((a? + 2.a.d + d?) + (=b? + 2.b.c — ¢?))
16 -

Usando o produto notavel, quadrado da soma, temos

(—(a=ad)> +(b+c)).((a+d)?> = (b—c)?)
16 ’

(ABCD)? =

(b+c)?=(a=d)?).((a+d)?—(b-c)?)
16 '

(ABCD)? =

Usando a diferenca entre quadrados sendo o produto notavel da soma pela
diferenca temos

((b+c—(a—d)).(b+c+(a—d))).((a+d—(b—c)).(a+d+(b—c))).
16 ’

(ABCD)? =

b+c—a+d)(b+c+a—-d).(a+d—-b+c).(a+d+b—rc)

ABCD)? =
( ) T

Agora em cada um dos parénteses teremos o perimetro do quadrilatero, no
primeiro parénteses iremos somar e subtrair a, no segundo parénteses iremos
somar e subtrair d, no terceiro parénteses iremos somar e subtrair b e no quarto
parénteses iremos somar e subtrair c.

(b+c—a+d+a—a).(b+c+a—d+d—d).(a+d—b+c+b—b).(a+d+b—c+c—c)l
16 ’

(ABCD)? =

(2p —2a).(2p — 2d).(2p — 2b).(2p — 2¢)

ABCD)? =
( ) 16

Em evidéncia colocamos os fatores 2, dai

2.p—a).2.(p—d).2.(p—b).2.(p—¢)

ABCD)? =
( ) 16

Simplificando temos

(ABCD)?* = (p—a).(p —d).(p—b).(p — 0.

Logo, a area do quadrilatero é

(ABCD) = /(p—a).(p—b).(p — ©).(p — d).
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CAPITULO 3
RETA DE EULER

Neste capitulo iremos apresentar a reta de Euler, teorema que me inspirou

inicialmente a realizar este trabalho.

Reta de Euler
Teorema 25 O ortocentro, baricentro e o circuncentro de qualquer triangulo
sdo colineares. E o baricentro divide a distancia do ortocentro ao

circuncentro na razédo de 2 para 1.

Demonstracédo: Considere o triangulo medial A'B'C’ do tridangulo ABC , ver Figura
25.1.

Figura 25.1: Linha de Euler
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Agora inserimos no triangulo ABC duas medianas AA’ e BB’ se encontrando

no baricentro G, ver Figura 25.2.

Figura 25.2: Linha de Euler

Agora inserimos no triangulo ABC duas alturas AD e BE se encontrando no

ortocentro H, ver Figura 25.3.

E

Figura 25.3: Linha de Euler

Agora inserimos no triangulo A'B'C' duas alturas se encontrando no

ortocentro O do triangulo A'B'C’, ver Figura 25.4.
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E

Figura 25.4: Linha de Euler

Com base do teorema 12 fazemos as seguintes afirmacdes, no triangulo

A'B'C' temos lados paralelos aos lados dos triangulo ABC, entdo os triangulos séo
~ . ~ 1 ~
semelhantes na razdo de 1 para 2. Podemos concluir entdo que C'B' = > BC, entao

a razao entre qualquer dos dois segmentos correspondentes, sera 1 para2. Na
verdade os segmentos B'C’, C'A’, A'B' divide o triangulo ABC em quatro triangulos

congruentes, ver Figura 25.5.

Figura 25.5: Linha de Euler
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Podemos notar que AC'A’B’ é um paralelogramo, afinal temos dois pares de

lados paralelos AC'//B'A" e AB'//C'A" e congruentes, ver Figura 25.6.

B

Figura 25.6: Linha de Euler

Pelo paralelogramo podemos afirmar que os segmentos AA" e B'C’ se
cruzam nos seus pontos meédios.

Portanto, as medianas do triangulo A'B’'C’ estdo ao longo das medianas do
triangulo ABC, o que significa que os triangulos possuem o0 mesmo baricentro G.

Pelo paralelogramo podemos entéo dizer que P € ponto médio do lado B’'C’ e

também temos 0 mesmo ponto P sendo ponto médio do lado AA’, ver Figura 25.7.

Figura 25.7: Linha de Euler
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Agora, as alturas do triangulo A'B'C’ partem dos pontos médios do
tridangulo ABC e fazendo angulo reto, j& que os lados do triangulo A'B'C’' sao
paralelos aos lados do triangulo ABC, entdo na verdade temos que as alturas do
triangulo A'B'C’' s&o as mediatrizes do triangulo ABC dai 0, € o ortocentro do

triangulo A'B’C’ e ao mesmo tempo circuncentro do triangulo ABC, ver Figura 25.8.

Figura 25.8: Linha de Euler

Segue que H sendo o ortocentro do triangulo ABC enquanto O é o ortocentro
do triangulo A'B'C' que sdo semelhantes na razdo de 2 para 1 ainda pelo teorema
12, logo:

AH = 2.0A".
Como as medianas se encontram no baricentro G, podemos dizer que:

AG = 2GA'.

Como AD e 0A’ sao perpendiculares ao lado BC podemos concluir que AD e

0A’ sao paralelos, ver Figura 25.9.
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Figura 25.9: Linha de Euler

Podemos notar as paralelas AD e OA' em verde e a transversal AA’ em

vermelho. Dai, temos os angulos DAA’ e 0A’A sdo alternos internos, portanto

congruentes, ver Figura 25.10.

E

Figura 25.10: Linha de Euler

Como AH = 24’0 e AG = 2A'G e DAA = 0A'A concluimos que os triangulos

AHG e A'0G séao semelhantes , pelo caso (LAL).
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E

Figura 25.11: Linha de Euler

Entdo HGA e 0GA' sdo congruentes, portanto, 0.P.V.

Logo 0, G, H séo colineares e HG = 2GO.
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CONCLUSAO

Nesta dissertacdo, foram apresentados alguns teoremas que nao Sao
apresentamos em sala de aula para alunos do ensino médio.

As cevianas de um triangulo sdo, de fato, concorrentes em pontos que
denominamos notaveis. No ensino meédio isso é comentado, porém nao € deduzido
junto aos alunos o porqué destas serem concorrentes, com o teorema de Ceva
conseguimos fazer estas demonstracdes de maneira compreensivel. Ainda falamos
do triangulo 6rtico e do triangulo medial, ferramentas fundamentais para provar
essas concorréncias.

Em seguida definimos alguns fatos de trigopnometria e demonstramos o teorema
de Varignon para quadrilateros convexos e a area dos quadrilateros inscritos
usando o teorema de Brahmagupta.

Fechamos o trabalho com a reta de Euler, que enuncia o alinhamento do
ortocentro, baricentro e o circuncentro em triangulos.

Vale deixar claro o quanto aprendi em geometria com este trabalho, como me
encantei durante o processo. Comentava em sala de aula sobre 0 mesmo e via nos
olhos de alguns de meus alunos de ensino médio o entusiasmo que tenho nos

meus hoje.
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