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RESUMO 
 
 
Este trabalho apresenta, através de demonstrações detalhadas com muitas imagens 

para facilitar o entendimento de alunos e professores do ensino médio, alguns 

resultados importantes como o teorema de Menelaus e o teorema de Ceva que com 

o auxílio do triângulo medial e o triângulo órtico provamos que às medianas, 

bissetrizes, alturas e mediatrizes são concorrentes. Também apresentamos alguns 

teoremas sobre quadriláteros convexos como os teoremas de Varignon e 

Brahmagupta. E para finalizar, a reta de Euler, importante teorema aplicado no 

ensino médio para triângulos isósceles e equiláteros, mas que na verdade se 

aplicam a qualquer triângulo. 

 
 
 
 
Palavras-chave: Teorema de Menelaus, Teorema de Ceva, Teorema de 

Brahmagupta, reta de Euler. 
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ABSTRACT 
 
 
This dissertation through detailed demonstrations with many images to facilitate 

understanding of students and high school teachers, initially presents important 

results like the Menelaus’ and the Ceva’s theorems, when these theorems are linked 

to the medial triangle and the orthic triangle, they help us prove that the medians, 

bisectrixes, heights and bisectors are concurrents. We also present some theorems 

about convex quadrilaterals like Varignon and Brahmagupta theorems. In the end we 

presented Euler’s line, which is an important theorem studied in High School for 

isosceles and equilateral triangles, but in fact it is applied to any triangle. 

 

 

Key words: Menelaus’ theorem, Ceva’s theorem, Brahmagupta Theorem, Euler line. 
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INTRODUÇÃO 
 
 
 A geometria plana é conteúdo obrigatório no currículo do ensino médio. 

Porém, a geometria é um campo da matemática muito amplo e cheio de detalhes. 

Por esse motivo alguns teoremas geométricos ao longo do tempo foram 

esquecidos pelos professores.  

Alguns teoremas, ao longo do ensino médio, são citados para os alunos e 

não são demonstrados, por exemplo, as cevianas notáveis em triângulos que são 

apresentados e nem sequer é comentado sobre teorema de Ceva, que prova o 

porquê da verdade destas cevianas serem concorrentes em pontos tão importantes 

como ortocentro, baricentro, incentro e circuncentro. Outros teoremas 

simplesmente não são nem citados, como Brahmagupta e a reta de Euler. 

Teoremas brilhantes e infelizmente não tão conhecidos serão tratados nesta 

dissertação com o objetivo de atingir o maior número de alunos e professores do 

ensino médio. 

No capítulo 1, o teorema de Menelaus, o teorema de Ceva, triângulo medial 

e o triângulo órtico nos darão a certeza que além de importantes formam a base da 

demonstração que bissetrizes, medianas, alturas e mediatrizes são concorrentes 

em pontos que denominaremos notáveis nos triângulos. 

No capítulo 2 iremos apresentar alguns teoremas para quadriláteros. O 

teorema de Varignon e o teorema de Brahmagupta são os resultados principais 

deste capítulo, mas para demonstrar esses teoremas falaremos do teorema dos 

senos e cossenos. Por fim, ainda falamos sobre o teorema de Pedal e sobre o 

ponto Pedal. 

O ortocentro, o baricentro e o circuncentro de um triângulo são alinhados. A 

reta à qual pertencem recebe o nome de reta de Euler, assunto que será tratado no 

terceiro e último capítulo. 

Ao longo do trabalho alguns teoremas serão apenas apresentados sem 

demonstração já que serão usados somente como resultados auxiliares no 

desenvolvimento da nossa dissertação.  
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CAPÍTULO 1 
SEGMENTOS NOTÁVEIS DO 
TRIÂNGULO 
 
 

Neste capítulo apresentaremos os teoremas de Menelaus e de Ceva e 

iremos demonstrar que os segmentos notáveis de um triângulo são concorrentes. 

 

1. SEMELHANÇA ENTRE TRIÂNGULOS E 
PROPORÇÃO 
 
 Dizemos que dois triângulos são semelhantes quando existir uma 

correspondência biunívoca entre os vértices de um e outro triângulo, de modo que 

os ângulos em vértices correspondentes sejam iguais e a razão entre os 

comprimentos de lados correspondentes seja sempre a mesma. 

 A seguir apresentaremos os casos de semelhança: 

 

1º caso (   ): Sejam     e        triângulos no plano, tais que 

  

    
 

  

    
 

  

    
 

Então os triângulos     e        são semelhantes, com a correspondência de 

vértices      ,      ,     . Em particular  ̂    ̂ ,   ̂    ̂,  ̂    ̂ 

 

2º caso (   ): Sejam     e        triângulos no plano, tais que 

  

    
 

  

    
                   ̂    ̂ 
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Então os triângulos     e        são semelhantes, com a correspondência de 

vértices      ,      ,     . Em particular  ̂    ̂ ,  ̂    ̂, 
  

       

 

3º caso (  ): Sejam     e        triângulos no plano, tais que 

 ̂    ̂      e       ̂    ̂ 

Então os triângulos     e        são semelhantes, com a correspondência de 

vértices      ,      ,     . Em particular  

  

    
 

  

    
 

  

    
 

 

 Também vale lembrar que quando dois triângulos são semelhantes suas 

alturas também terão a mesma razão de semelhança dos lados, e se a razão entre 

a semelhança de dois triângulos for   a semelhança entre suas áreas será     

 
Igualdade em proporção 
Lema 1 

 

Se os pontos L e L’ de um segmento AC satisfazem 

 

  

  
 

   

   
 

 

Então L e L’ são iguais. 

 

Demonstração: Considere um segmento    e um ponto   entre as extremidades, 

ver Figura 1.1. 

 

 

Figura: 1.1: Igualdade em proporções 

 

 Temos três casos a considerar.  

 

1º caso:     está a direita de  , ver Figura 1.2. 
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Figura 1.2: Igualdade em proporções  

  

Neste caso, o segmento    é menor que o segmento     e segmento     é 

maior que    ,  logo  

  

  
 

   

   
 

 

2º caso:     está a esquerda de  , ver Figura 1.3. 

  

 

Figura 1.3: Igualdade em proporções 

 

Neste caso, o segmento    é maior que o segmento     e o segmento     é 

menor que    , logo 

  

  
 

   

   
 

 

Por fim o 3º caso, para termos  

  

  
 

   

   
 

a única possibilidade é       

 

 
2. TEOREMA DE MENELAUS 
 

 Nesta seção, apresentaremos o teorema de Menelaus. Para isso, 

adotaremos, as seguintes convenções: 

i. Dados pontos distintos   e   no plano,    denota o segmento ordinário 

que une   e  , orientado de   para  . Em particular, escrevemos 

       como lembrete de que os segmentos orientados    e    têm 

orientações distintas. 
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ii. Dados pontos colineares  ,   e  , denotamos: 

  

  
 

  ̅̅ ̅̅

  ̅̅ ̅̅
  se    e    têm orientações iguais; 

  

  
  

  ̅̅ ̅̅

  ̅̅ ̅̅
  se    e    têm orientações distintas. 

 

Teorema de Menelaus 

Teorema 2  

 

Uma reta r determina três pontos     e  , respectivamente nas 

retas suportes dos lados       e   , se e somente se,   

 

  

  
 
  

  
 
  

  
     

 

Demonstração: Considere um triângulo     e uma reta   que concorra com os 

lados    e    nos pontos   e  , respectivamente, e um ponto   na reta suporte 

de   , ver Figura 2.1. 

  

 

Figura 2.1: Teorema de Menelaus 

 

Traçamos as perpendiculares cujos pés são, respectivamente,     e   a 

reta   que partem dos vértices     e  , respectivamente do triângulo, ver Figura 

2.2. 
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Figura 2.2: Teorema de Menelaus 

 

Os triângulos    ,    , os triângulos    ,     e são semelhantes, pois 

possuem um ângulo reto e um ângulo     cada, semelhança pelo caso A.A, segue 

 

  

  
 

  

  
  

 

  

  
 

  

  
  

 

  

  
  

  

  
  

 

Multiplicando as três equações temos: 

 

  

  
 
  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
 ( 

  

  
)     

 

Reciprocamente, suponha que 
  

  
 
  

  
 
  

  
    onde       estão nas retas 

suportes dos lados do triângulo. Denote o encontro da reta    com     de    
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Portanto  

  

  
 
  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
 
   

   
  

 

Simplificando, temos 

 

  

  
 

   

   
  

 

 Pelo lema 1, temos que     .  

 

 

3. TEOREMA DE CEVA 
 

Ceviana é qualquer segmento de reta num triângulo com extremidades 

no vértice do triângulo e no lado oposto ou na reta suporte do lado 

oposto. Medianas, alturas e bissetrizes são casos especiais de cevianas. Vale 

lembrar que uma mediatriz não é uma ceviana. O nome ceviana vem do 

engenheiro italiano Giovanni Ceva, 1678, que formulou o Teorema de Ceva, que dá 

condições para que três cevianas sejam concorrentes. 

Para facilitar a escrita no que segue, vamos denotar a área de um polígono 

      por        . 

 

Teorema de Ceva 

Teorema 3 

 

Três cevianas       e   , respectivamente de cada um dos 

vértices de um triângulo      são concorrentes num mesmo 

ponto  , se e somente se,  

  

  
 
  

  
 
  

  
   

 

Demonstração: Considere um triângulo     e o ponto   no lado     traçamos a 

ceviana   , ver Figura 3.1. 
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Figura 3.1: Teorema de Ceva 

 

Agora começaremos pela proporção: 

 

  

  
  

 

Essas duas bases possuem mesma altura, ver Figura 3.2. 

 

 

Figura 3.2: Teorema de Ceva 

 

Portanto, se multiplicarmos a razão por    (altura relativa ao lado   ) e 

dividimos por   temos a área dos triângulos em questão 
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Seguindo o mesmo raciocínio a partir da altura relativa a base    partindo 

do ponto  , ver Figura 3.3. 

 

 

Figura 3.3: Teorema de Ceva 

 

 

  

  
 

      
 

      
 

  
     

     
  

Portanto,  

  

  
  

     

     
  

     

     
  

 

Sabemos que se subtrairmos o antecedente e consequente de duas 

proporções iremos continuar com uma proporção, isto é, 

 

  

  
  

     

     
  

     

     
 

           

           
 

     

     
  

 

De maneira análoga, 

 

  

  
  

     

     
 

  

  
  

     

     
  

Se multiplicarmos as proporções  
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Portanto, 

 

  

  
 
  

  
 
  

  
    

 

Reciprocamente, suponha que 
  

  
 
  

  
 
  

  
   onde          são cevianas, 

do triângulo.  Sendo   o ponto de concorrencia entre    e    e denotando o a 

terceira ceviana sendo    , mas que atente a 
  

  
 
  

  
 
   

   
   temos, ver figura 3.4. 

 

 

Figura 3.4: Teorema de Ceva 

 

Portanto  

 

  

  
 
  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
 
   

   
  

 

Simplicando, temos 

 

  

  
 

   

   
  

 

 Pelo lema 1,  temos que       

 

4. TEOREMA DE THALES 

 

Teorema de Thales 
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Teorema 4 

 

Sejam r, s, t retas paralelas. Escolhemos pontos A, A’   r, B, B’   

s e C, C’   t, de modo que A, B, C e A’, B’, C’ sejam dois ternos 

de pontos colineares, então 

 

  

  
 

    

    
  

  

Tão importante quanto o teorema de Thales, é sua recíproca parcial, 

também devida a Thales de Mileto. 

 

Recíproca do Teorema de Thales 

Corolário 4.1 

 

Sejam dados, no plano, retas r, s e pontos A, A’   r, B, B’   s, 

com    ⃡           ⃡           . Se 
  

  
 

    

    
, então r//s, ver Figura 4.1.1. 

  

 

 
Figura 4.1.1: Recíproca de Thales 

 

5. TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA 
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 A bissetriz de um triângulo     é o segmento que parte de um vértice até o 

lado oposto dividindo seu ângulo em duas partes congruentes. 

 

Teorema da bissetriz interna  

Teorema 5 

 

Uma bissetriz interna de um triângulo divide o lado oposto em 

segmentos proporcionais aos lados adjacentes. 

 

Demonstração: Considere um triângulo     com lados medindo     e  , ver 

Figura 5.1. 

 

 

Figura 5.1: Teorema da Bissetriz Interna 

 

 Vamos agora traçar a bissetriz interna    do ângulo  , que irá tocar o 

segmento    no ponto   e dividi-lo em duas partes      e     , ver Figura 

5.2. 

 

Figura 5.2: Teorema da Bissetriz Interna 
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 Agora prolongamos o lado    e passando por   traçamos uma reta paralela 

a bissetriz    essas duas retas irão se intersectar no ponto  , pois    ⃡     é 

transversal a    ⃡     e    ⃡         ⃡   , ver Figura 5.3. 

 

 

Figura 5.3: Teorema da Bissetriz Interna 

 

 Temos os ângulos   ̂  e   ̂  sendo correspondentes, portanto, 

congruentes. Ainda os ângulos   ̂  e   ̂  sendo alternos internos, desse modo, 

congruentes. Daí, segue que o triângulo     é isósceles de base   , 

consequentemente, os lados    e    são congruentes e medem    ver Figura 5.4. 

 

 

Figura 5.4: Teorema da Bissetriz Interna 
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 Agora podemos considerar as retas que passam por    e    como retas 

transversais de um feixe de paralelas       , aplicamos teorema 4, obtendo: 

 

 

 
 

 

 
  

 

 Ou seja, 

 

 

 
 

 

 
  

 

 

6. MEDIANAS 

 

A mediana de um triângulo     é o segmento que parte de um vértice e 

divide o lado oposto em duas partes congruentes. 

 

As medianas de um triângulo são concorrentes num mesmo ponto 

Teorema 6 

 

As três medianas de um triângulo são concorrentes em um 

mesmo ponto. 

 

Demonstração: Como as medianas são cevianas que dividem os lados nos pontos 

médios temos 

 

   

   
 
   

   
 
   

   
 

   

   
 
   

   
 
   

   
    

 

 Pelo teorema 3, as medianas são concorrente em um ponto  .  

 

 

O encontro das medianas é denominado Baricentro, ver Figura 6.1. 
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Figura 6.1: Medianas  

 

Dado um triângulo construído de material rígido e homogêneo, o baricentro é 

o centro de equilíbrio. 

 

7. BISSETRIZES 

As bissetrizes de um triângulo são concorrentes num mesmo ponto 

Teorema 7 

 

As três bissetrizes de um triângulo são concorrentes em um 

mesmo ponto. 

  

Demonstração: Usando a bissetriz partindo de cada vértice, podemos aplicar o 

teorema 5 nas três cevianas separadamente. 

Primeira aplicação do teorema 5  ver Figura 7.1. 

 

 

Figura 7.1: Bissetrizes  
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Segunda aplicação do teorema 5, ver Figura 7.2. 

 

 

Figura 7.2: Bissetrizes 

 

  

  
 

 

 
  

 

Terceira aplicação do teorema 5  ver Figura 7.3. 

 

 

Figura 7.3: Bissetrizes 

 

  

  
 

 

 
  

 

Multiplicando as três razões encontradas temos: 
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Podemos afirmar,  pelo teorema 3, podemos afirmar que as bissetrizes se 

encontram no mesmo ponto  . 

 

 

O encontro das bissetrizes chama-se Incentro. Seja    ̂  um ângulo dado e 

         sua bissetriz, então os pontos de          estão à mesma distância das semirretas 

         e          .  Como as bissetrizes se encontram no incentro, ele é o centro da 

circunferência inscrita no triângulo, ver Figura 7.4. 

 

 

Figura 7.4: Bissetrizes 

 

8. RELAÇÃO ENTRE ÂNGULO INSCRITO E 

ÂNGULO CENTRAL 

 

 Denominamos de ângulo central em uma circunferência aquele que possui 

seu vértice no centro da circunferência e suas semirretas tocando em dois pontos 

distintos na mesma circunferência.  

 Denominamos de ângulo inscrito em uma circunferência aquele que possui 

seu vértice na circunferência e suas semirretas tocando em outros dois pontos 

distintos na mesma circunferência. 
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Relação entre ângulo inscrito e ângulo central 

Teorema 8 

 

Seja uma circunferência de centro O e ângulo inscrito   ̂  e 

ângulo central   ̂  temos o ângulo inscrito medindo a metade do 

arco compreendido entre os seus lados 

  ̂   
  ̂ 

 
  

 

Demonstração: Considere a circunferência de centro   e o arco   ̂, ver Figura 

8.1. 

 

 

Figura 8.1: Relação entre ângulo inscrito e ângulo central 

 

 Sabemos que ângulo   ̂  é um ângulo central e possui mesma medida do 

arco   ̂. Agora vamos marcar o ângulo inscrito   ̂  com vértice   na 

circunferência, ver Figura 8.2. 

 

 

Figura 8.2: Relação entre ângulo inscrito e ângulo central 
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 Os triângulos     e triângulo     são isósceles, pois possuem lados   , 

   e   ,    congruentes, já que os mesmo são raios da circunferência de centro 

 , ver Figura 8.3. 

 

 

Figura 8.3: Relação entre ângulo inscrito e ângulo central 

 

 Portanto podemos marcar os ângulos que são congruentes entre si, 

chamaremos   ̂    e   ̂    o mesmo faremos com   ̂    e   ̂   , ver 

Figura 8.4. 

 

 

Figura 8.4: Relação entre ângulo inscrito e ângulo central 
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 Podemos calcular os ângulos externos dos triângulos      e      

prolongando o lado    que toca a circunferência no ponto  , ver Figura 8.5. 

 

 

Figura 8.5: Relação entre ângulo inscrito e ângulo central 

 

 Daí, segue que, o ângulo inscrito   ̂  é a metade do ângulo central   ̂  

então: 

 

  ̂   
  ̂ 

 
  

 

 

9. QUADRILÁTERO CONVEXO INSCRITÍVEL 

 Denominamos dois ângulos como sendo complementares quando somam 

90º, se dois ângulos somam 180° denominamos suplementares e quando somam 

360° chamamos de replementares.  

 

Quadrilátero inscrito 

Teorema 9 

 

Um quadrilátero convexo      é inscrito em uma circunferência 

de centro  , se e somente se, seus ângulos opostos são 

suplementares. 
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Demonstração: Considere a circunferência de centro   e o quadrilátero 

     inscrito, ver Figura 9.1. 

 

 

Figura 9.1: Quadrilátero inscrito 

 

 Pelo teorema 8 temos que os arcos dos ângulos inscritos  ̂ e  ̂ são 

respectivamente   ̂ e   ̂, ver Figura 9.2. 

 

 

Figura 9.2: Quadrilátero inscrito 

 

 Daí temos: 
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  ̂     ̂         

 

 Simplificando temos 

 

 ̂   ̂        

 

 De maneira análoga tem-se 

 

 ̂   ̂        

 

 Portanto, os ângulos opostos de um quadrilátero inscrito são suplementares. 

 

 Reciprocamente, suponha que   ̂    ̂      , ver Figura 9.3. 

 

 

Figura 9.3 Quadrilátero inscrito 

 

 Consideramos o círculo  , circunscrito ao triângulo    . Se    , seja 

   ⃡          , com      . Portanto temos, 

 

  ̂    ̂         ̂    ̂   

  

 Daí, temos   ̂    ̂ . Mas, aplicando o teorema do ângulo externo do 

triângulo    , obtemos uma contradição. 
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10. TRIÂNGULO ÓRTICO 

 A altura de um triângulo     é o segmento que parte de um vértice e 

encontra a reta suporte do lado oposto fazendo um ângulo reto. 

 Chamamos de triângulo órtico        aquele obtido dos pés das alturas de 

um triângulo     não retângulo, pois o mesmo não possui triângulo órtico.  

Podemos ter o triângulo órtico        em um triângulo     acutângulo, ver 

Figura 10.1. 

 

 
Figura 10.1: Triângulo Órtico  

 

Podemos ter o triângulo órtico        em um triângulo     obtusângulo, ver 

Figura 10.2. 

 

 

Figura 10.2: Triângulo Órtico 
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Triângulo órtico 

Teorema 10 

 

As alturas de um triângulo não retângulo ABC são bissetrizes dos 

ângulos internos do triângulo órtico A’B’C’. 

 

Demonstração: Os ângulos   ̂   e   ̂   são congruentes por  opostos pelo 

vértice      , ver Figura 10.3. 

 

 

Figura 10.3: Triângulo Órtico  

 

Como os triângulos      e      são retângulos e possuem o ângulo   em 

comum, concluímos que os ângulos    ̂  e    ̂  são congruentes vamos chama-

los de  , ver Figura 10.4. 

 

 

Figura 10.4: Triângulo Órtico  
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Pelo teorema 9 podemos inscrever um quadrilátero em uma circunferência 

se no mesmo os ângulos opostos são suplementares no nosso caso o quadrilátero 

      , ver Figura 10.5. 

 

 
Figura 10.5: Triângulo Órtico  

 

 Os ângulos inscritos   ̂   e    ̂   são inscritos na circunferência, que pelo 

teorema 8, são metade do arco central    ̂  portanto congruentes, ver Figura 10.6.  

 

 
Figura 10.6: Triângulo Órtico  
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Pelo teorema 9 podemos circunscrever uma circunferência no quadrilátero 

      , ver Figura, 10.7. 

 

 

Figura 10.7: Triângulo Órtico 

 

Os ângulos inscritos   ̂   e    ̂   são inscritos na circunferência, que pelo 

teorema 8, são metade do arco central    ̂  portanto congruentes, ver Figura 10.8. 
 

 
Figura 10.8: Triângulo Órtico 
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Portanto, a altura     divide o ângulo    do triângulo órtico        em duas 

partes congruentes, logo     é bissetriz do triângulo órtico. De maneira análoga 

podemos provar que as outras alturas são as bissetrizes dos outros dois ângulos 

internos do triângulo órtico. 

 

 
11. ALTURAS 
 
As alturas de um triângulo são concorrentes num mesmo ponto 
Teorema 11 

 

Se traçarmos as três alturas de um triângulo, então elas serão 

concorrentes em um mesmo ponto. 

 

Demonstração: Dado um triângulo     não retângulo de alturas         e    . O 

triângulo        formado pelos pés das alturas é o triângulo órtico. Pelo teorema 10, 

as alturas do triângulo     coincidem com as bissetrizes do triângulo       . Ou 

seja, o encontro das alturas é o encontro das bissetrizes do triângulo órtico. Pelo 

teorema 7 as bissetrizes são concorrentes, logo as alturas são concorrentes num 

mesmo ponto. Quando o triângulo é retângulo o ponto coincide com o vértice do 

ângulo reto. 

 

 

  O encontro das alturas é denominado de ortocentro. 

 

12. TRIÂNGULO MEDIAL 

 

 Denominamos de triângulo medial        aquele que possui os vértices nos 

pontos médios dos lados de um triângulo      

 

Triângulo medial 

Teorema 12 

 

O triângulo        formado pelos pontos médios dos lados de 

um triângulo     são semelhantes na razão de   para   

 

Demonstração: Considere o triângulo     de lados opostos aos vértices     e   

medindo     e  , ver Figura 12.1. 
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Figura 12.1: Triângulo Médio 

 

Agora chamamos de    o ponto médio do lado    e chamamos de    o ponto 

médio do lado   . ver Figura 12.2. 

 

 
Figura 12.2: Triângulo Médio 

 

Agora iremos ligar esses dois pontos obtendo um segmento      de 

comprimento  , ver Figura 12.3. 
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Figura 12.3: Triângulo Médio 

 

Como temos    sendo ponto médio de   , podemos afirmar que     é a 

metade da medida de   . O mesmo acontece com o segmento     que é a metade 

de   , ver Figura 12.4. 

 

 
Figura 12.4: Triângulo Médio 

 

Portanto, o segmento      é paralelo ao segmento   , pois os segmentos 

atendem ao corolário 4.1. 

 

 

   
 

 

   
  

 

   
 

 

   
  

Isso acontece com garantia de paralelismo entre      e   . Ainda podemos 

afirmar que o triângulo     é semelhante ao triângulo        na razão de         , 

daí, ver Figura 12.5. 
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Figura 12.5: Triângulo Médio 

 

  
 

 
  

 

Iremos traçar o ponto médio do lado    e chamaremos de   . O raciocínio 

então será o mesmo, ver Figura 12.6. 

 

 
Figura 12.6: Triângulo Médio 

 

 

Concluímos então, o triângulo     é semelhante ao triângulo        na 

razão de           pelo caso      . 
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13. ÁREA DO TRIÂNGULO MEDIAL 
 

Área do triângulo medial 

Corolário 12.1 

 

Podemos afirmar que o triângulo medial        possui a quarta 

parte da área do triângulo    . Portando na razão de         . 

Podemos determinar quatro triângulos médios congruentes. 

 

Demonstração: Todos os triângulos são congruentes, portanto o triângulo medial é 

  de   triângulos totais, logo ele está na razão de   para  , pelo caso      . 

 

  
14. RELAÇÃO ENTRE ALTURAS E 
MEDIATRIZES 
  

A mediatriz do segmento    é a reta perpendicular a     e que passa pelo 

seu ponto médio.  

 

Relação entre alturas e mediatrizes 

Corolário 12.2 

 

As alturas do triângulo medial A’B’C’ estão nas mediatrizes do 

triângulo ABC. 

 

Demonstração: Tracemos por    a reta perpendicular ao lado    que encontrará a 

reta suporte do lado      num ponto  , ver Figura 12.2.1. 
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Figura 12.2.1: Relação entre alturas e mediatrizes 

 

 Como      é paralelo ao lado    temos que     que é mediatriz do triângulo 

    também sendo altura do triângulo medial       , ver Figura 12.2.2. 

 

 

Figura 12.2.2: Relação entre alturas e mediatrizes 
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Tracemos por    a reta perpendicular ao lado    que encontrará a reta 

suporte do lado      num ponto  . Como      é paralelo ao lado    temos que 

    que é mediatriz do triângulo     também sendo altura do triângulo medial 

      , ver Figura 12.2.3. 

 

 

Figura 12.2.3: Relação entre alturas e mediatrizes 

 

 Analogamente a perpendicular traçada através de    e    que encontra 

         no ponto   é ao mesmo tempo mediatriz do triângulo     também sendo 

altura do triângulo medial       , ver Figura 12.2.4. 
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Figura 12.2.4: Relação entre alturas e mediatrizes 

 

 

15. MEDIATRIZES 

As metriatrizes de um triângulo são concorrentes num mesmo ponto 

Teorema 13 

 

As três mediatrizes de um triângulo são concorrentes em um 

mesmo ponto. 

 

Demonstração: Na figura temos três mediatrizes     e   concorrentes entre si no 

ponto   interior ao triângulo, portanto não podemos usar o teorema de Ceva, ver 

Figura 13.1. 

 

 

Figura 13.1: Mediatrizes 
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Pelo teorema 12, este ponto é o ortocentro do triangulo medial A’B’C’, ver 

Figura 13.2. 

 

 

Figura 13.2: Mediatrizes 

 

 

O encontro das mediatrizes de um triângulo é denominado circuncentro. A 

mediatriz de um segmento AB é o lugar geométrico dos pontos do plano que 

equidistam de A e de B. Como as mediatrizes de encontram no circuncentro, ele é 

o centro da circunferência circunscrita ao triângulo, ver Figura 13.3.  

 

 
Figura 13.3: Mediatrizes 
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CAPÍTULO 2 
QUADRILÁTEROS ESPECIAIS 
 
 

Neste capítulo iremos apresentar os teoremas de Varignon e Brahmagupta. 

Com este objetivo, vamos relembrar alguns conceitos. 

O quadrilátero      que tem os lados opostos paralelos é denominado de 

paralelogramo, isto é,        e       . Podemos definir um paralelogramo de 

outras formas equivalentes, isto é, se uma das características abaixo for atendida o 

quadrilátero será um paralelogramo: 

 Os lados opostos são congruentes; 

 Os ângulos opostos são congruentes; 

 Tem um par de lados opostos paralelos e congruentes; 

 As diagonais se cruzam no ponto médio. 

 
 

1. TEOREMA DE VARIGNON 

 

Teorema de Varignon 
Teorema 14 

 

Dado um quadrilátero     , os pontos médios         dos 

lados            , respectivamente formam um paralelogramo.  

 

Demonstração: Considere o quadrilátero      e os pontos médios       e   

dos lados          e   , respectivamente, ver Figura 14.1. 
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Figura 14.1: Teorema de Varignon 

 

Pelo teorema 12 podemos perceber que no triângulo     temos        e 

   
  

 
, ver Figura 14.2. 

 

 
Figura 14.2: Teorema de Varignon 

 

 De maneira análoga podemos perceber que no triângulo     temos 

       e    
  

 
, ver Figura 14.3. 
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Figura 14.3: Teorema de Varignon 

 

Assim, temos        e       , portanto        ainda    
  

 
 e 

   
  

 
, logo,      , isto é,      segundo nossa definição é um 

paralelogramo, ver Figura 14.4. 

 

 
Figura 14.4: Teorema de Varignon 

 

 
2. TEOREMA DE VARIGNON PERÍMETRO 
 

Teorema de Varignon para perímetro 

Colorário  15 

 

Se um paralelogramo      é obtido dos pontos médios 

        de um quadrilátero     , então este paralelogramo 

tem perímetro igual à soma das diagonais do quadrilátero. 
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Demonstração: Pelo teorema 14 temos que  

 

   
  

 
    

  

 
  

 

Portanto,  

          

 

 De maneira análoga  

 

   
  

 
    

  

 
  

 

Daí,  

          

 

 Concluímos então que  

 

                   

 

 
3. TEOREMA DE VARIGNON ÁREA 
 

Teorema de Varignon para área 

Colorário 16 

 

Se um paralelogramo      é obtido dos pontos médios 

        de um quadrilátero     , então este paralelogramo 

tem área igual a metade da área do quadrilátero. 

 

Demonstração: Vamos considerar nosso quadrilátero      e o quadrilátero 

medial sendo      cortado pela diagonal   , ver Figura 16.1. 

 



40 
 

 

Figura 16.1: Teorema de Varignon para Área  

 

Podemos escrever a área do paralelogramo        como sendo 

 

                                      

 

              
 

 
      

 

 
      

 

 
      

 

 
      

 

              
 

 
       

 

 
       

 

       
 

 
       

 

 

 

4. TEOREMA DE PITÁGORAS 

 

 Para os próximos resultados necessitaremos de alguns conceitos que 

escreveremos a seguir, nós iremos assumi-los sem demonstração.  
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Teorema de Pitágoras 

Teorema 17 

 

Se um triângulo retângulo ABC reto em A, possui hipotenusa 

medindo a e catetos medindo b e c então 

 

          

 

Reciprocamente, se um triângulo possui lados medindo a, b e c e o quadrado do 

maior lado é a soma dos quadrados dos outros dois então o triângulo é retângulo 

de hipotenusa sendo o maior lado, ver Figura 17.1. 

 

 

Figura 17.1: Teorema de Pitágoras 

 

 

5. TEOREMA DOS SENOS 

 

Teorema dos senos 

Teorema 19 

 

Se um triângulo     de lados medindo a, b e c é inscrito em 

uma circunferência de raio r então 

 

 

    
 

 

    
 

 

    
     

 

Demonstração: Consideremos uma circunferência e um triângulo nela inscrito, ver 

Figura 19.1. 
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Figura 19.1: Lei dos Senos 

 

Escolhemos um dos vértices e traçaremos um diâmetro, ver Figura 19.2. 

 

 
Figura 19.2: Lei dos Senos 

 

Vamos chamar o ponto que este diâmetro tem em comum com a 

circunferência de   . Então consideremos o segmento    , ver Figura 19.3. 
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Figura 19.3: Lei dos Senos 

 

Podemos então perceber pelo teorema 8 que   ̂   é um ângulo inscrito que 

possui um ângulo central raso, daí, segue que   ̂   é reto. Os ângulos    ̂  e   ̂  

são ângulos inscritos do mesmo arco   ̂, portanto, congruentes, ver Figura 19.4. 

 

 
Figura 19.4: Lei dos Senos 

 

Podemos então destacar o triângulo      retângulo, ver Figura 19.5. 

 



44 
 

 
Figura 19.5: Lei dos Senos 

 

Portanto podemos verificar que: 

     
 

  
  

   
 

    
  

 

De maneira análoga podemos escrever: 

     
 

  
  

   
 

    
  

E também, 

     
 

  
  

   
 

    
  

Portanto, 
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6. TEOREMA DE PEDAL 

 
Dado um triângulo     escolhemos um ponto   na parte interna deste 

triângulo, ver Figura 20.1. 

 

 
Figura 20.1: Teorema de Pedal 

 

Agora traçamos as perpendiculares         e     aos lados       e    

respectivamente, ver Figura 20.2.  

 

 
Figura 20.2: Teorema de Pedal 
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O triângulo        é chamado triângulo de pedal do triângulo     pelo ponto 

de pedal    ver Figura 20.3. 

 

 
Figura 20.3: Teorema de Pedal 

 

Teorema 20 

Pedal 

Se a distância do ponto de pedal aos vértices do triângulo     

inscrito em uma circunferência de raio   for      , então podemos 

afirmar que os lados do triângulo de pedal serão: 

 

  

  
 

  

  
 

  

  
    

 

No caso de       essa distância será o raio da circunferência circunscrita e o 

ponto pedal   será o circuncentro do triângulo    .  

 

Demonstração: Na figura indicamos alguns elementos importantes que usaremos 

na nossa dedução. Como o ponto B’ foi construído a partir de uma perpendicular 

temos    ̂  sendo reto o mesmo com    ̂ , ver Figura 20.4. 
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Figura 20.4: Teorema de Pedal 

 

Podemos concluir que o quadrilátero        pode ser inscrito em uma 
circunferência de centro O onde        e    são pontos desta circunferência, ver 
Figura 20.5. 
 

 
Figura 20.5: Teorema de Pedal 

 

 Como temos um quadrilátero        e ângulos opostos    e    replementares 

podemos dizer que o quadrilátero está inscrito em uma circunferência, ver Figura 

20.6. 
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Figura 20.6: Teorema de Pedal 

 

Portanto, podemos aplicar o teorema 19 no triângulo      , inscrito numa 

circunferência de centro   e raio    e    sendo assim o      . 

 

    

    
     

 

              

 

Daí, podemos aplicar o teorema 19 no triângulo    , inscrito numa 

circunferência de centro    e raio  , ver Figura 10.7. 

 

 
Figura 20.7: Teorema de Pedal 
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Isolando      e igualando temos: 

 

      
  

  
  

 

 Nomeando     , 

      
 

  
  

 

Do mesmo modo, nos outros vértices obtemos 

 

      
  

  
       

  

  
  

 

      
 

  
       

 

  
  

 

 
7. TEOREMA DOS COSSENOS 

 

Lei dos Cossenos 
Teorema 21 

 

Se um triângulo     de lados medindo a, b, c e ângulos medindo 

 ̂  ̂,  ̂ então 

 

                    ̂  
 

                    ̂  
 

                    ̂  
 
 

Demonstração: Considere um triângulo     de lados medindo      , ver Figura 
21.1. 
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Figura 21.1: Teorema dos Cossenos 

 
 Traçamos a altura     relativa ao vértice  . Esta altura irá dividir o lado    

em duas partes: uma chamaremos de   e a outra de    , ver Figura 21.2. 

 

 
Figura 21.2: Teorema dos Cossenos 

 

 Aplicando o teorema 17 no triangulo      temos, 
 

          
 

 Fazendo o mesmo no triangulo      ficamos com, 
 

              
 

 Isolando    na primeira equação e substituindo na segunda equação, 
 
 

                 
 

 Desenvolvendo        obtemos, 
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 Note que   pode ser escrito usando cosseno no triangulo     , ver Figura 
21.3. 
 

 
Figura 21.3: Teorema dos Cossenos 

 

    ̂  
 

 
  

 

      ̂     
 
 Substituindo na nossa relação anterior temos, 
 

                     ̂ 
 
 De maneira análoga escrevemos as outras relações, 
   

                     ̂  
 

                    ̂  
 
 

 

8. ÁREA DO TRIÂNGULO USANDO SENO 

 

Área do triângulo usando seno  

Teorema 22 

 

Se um triângulo possui dois lados medindo   e   e o ângulo 

compreendido por estes lados medindo   então sua área será  
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Demonstração: Considere um triângulo     com lados medindo   e   e o ângulo 

compreendido por estes lados medindo  , ver Figura 22.1. 

 

 

Figura 22.1: Área do triângulo usando seno 

 

 Sabemos que a área de um triângulo pode ser calculada pela metade do 

produto da base pela altura, temos no nosso triângulo possuindo base   e a altura 

  que toca o lado    no ponto  , ver Figura 22.2. 

 

 

Figura 22.2: Área do triângulo usando seno 

 

 Podemos então escrever a altura   no triângulo retângulo     usando  

 

      
 

 
  

 

 Isolando   temos 
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 Aplicando a fórmula da área do triângulo 

  

  
             

 
  

 

  
          

 
  

 
 

 
9. ÁREA DO TRIÂNGULO POR HERON 
 

Denominamos o perímetro de um polígono como sendo a soma de todos 

seus lados e por consequência o semiperímetro de um polígono é a metade do 

perímetro do polígono em questão. 

Heron de Alexandria, geômetra e engenheiro grego, é especialmente 

conhecido pela fórmula que leva seu nome e se aplica ao cálculo da área do 

triângulo.  

 

Teorema de Heron 

Teorema 23 

 

Se um triângulo, ABC possui lados medindo a, b, c e 

semiperímetro p, então sua área será expressa por  

 

  √                   , ver Figura 23.1. 

 

 
Figura 23.1: Área do triângulo por Heron 
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10. ÁREA DO QUADRILÁTERO INSCRITÍVEL 
POR BRAHMAGUPTA 
 

Para os próximos resultados usaremos as seguintes propriedades 

trigonométricas: 

                   

 

                   

 

               

 

Brahmagupta, matemático e astrônomo indiano, possui várias contribuições 

à matemática. Iremos demonstrar um de seus mais famosos teoremas que 

generaliza o teorema de Heron para área de triângulos. 

 

Teorema de Bhamagupta 

Teorema 24 

 

Se um quadrilátero convexo, ABCD possui lados medindo a, b, 

c, d e semiperímetro p, é inscritível a uma circunferência então 

sua área será expressa por  

 

  √                         
  
Demonstração: Considere o quadrilátero      de lados         inscrito em uma 

circunferência, ver Figura 24.1. 

 

 
Figura 24.1: Área do quadrilátero por Brahmagupta 
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 Usaremos o teorema 22 para calcular a área dos triângulos     e    , ver 

Figura 24.2. 

 

 
Figura 24.2: Área do quadrilátero por Brahmagupta 

 

      
         

 
       

         

 
  

 
Portanto a área da nossa figura é  
 

       
         

 
 

         

 
  

 
 Pelo teorema 21 nos dois triângulos, iremos conseguir duas equações que 

em seguida serão igualadas, 

 

                      
 

                      
 

                                   
 
 Como nosso quadrilátero é inscrito,           , logo             e 

ainda            , daí, segue 
 

       
              

 
  

 

                                   
 

 Isolando       na primeira expressão e isolando      na segunda 
expressão temos 
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E  
 

                                   
 

                                   
 

                               
 

           

           
       

 
 Aplicando a relação fundamental da trigonometria temos 
 

              
 

(
        

         
)
 

 (
           

           
)

 

    

 
 Nosso objetivo é isolar        então temos 
 

         

          
 

              

            
    

 

 Multiplicando ambos os membros por   temos 
 

          

          
 

              

          
    

 

 Multiplicando ambos os membros por            temos 
 

                                      ; 
 

                                        
 

         
                           

  
  

 
 Usando a diferença entre quadrados sendo o produto notável da soma pela 
diferença temos 
 

        
(                         ) (                         )
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 Organizando os produtos temos 
 

        
(                             ) (                            )

  
  

 
 Usando o produto notável, quadrado da soma, temos 
 
  

        
                                 

  
  

 

        
                                

  
  

 
Usando a diferença entre quadrados sendo o produto notável da soma pela 

diferença temos 

        
((         ) (         ))  ((         ) (         ))

  
  

 
 

        
                                       

  
  

 
 Agora em cada um dos parênteses teremos o perímetro do quadrilátero, no 

primeiro parênteses iremos somar e subtrair  , no segundo parênteses iremos 
somar e subtrair  , no terceiro parênteses iremos somar e subtrair   e no quarto 

parênteses iremos somar e subtrair  .  
 

        
                                                       

  
  

 
 

        
                               

  
  

 
 Em evidência colocamos os fatores 2, daí 
 

        
                               

  
  

 
 Simplificando temos 
 

                                 
 
 Logo, a área do quadrilátero é 

  

       √                         
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C 
 
 
 
 
 
 
 
 

CAPÍTULO 3 

RETA DE EULER 
 
 

Neste capítulo iremos apresentar a reta de Euler, teorema que me inspirou 

inicialmente a realizar este trabalho. 

 

Reta de Euler 

Teorema 25 

 

O ortocentro, baricentro e o circuncentro de qualquer triângulo 

são colineares. E o baricentro divide a distância do ortocentro ao 

circuncentro na razão de 2 para 1. 

 

Demonstração: Considere o triângulo medial        do triângulo     , ver Figura 

25.1. 

 

 
Figura 25.1: Linha de Euler 
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Agora inserimos no triângulo     duas medianas     e     se encontrando 

no baricentro  , ver Figura 25.2. 

 
Figura 25.2: Linha de Euler 

 

Agora inserimos no triângulo     duas alturas    e    se encontrando no 

ortocentro  , ver Figura 25.3. 

 

 
Figura 25.3: Linha de Euler 

 

Agora inserimos no triângulo        duas alturas se encontrando no 

ortocentro   do triângulo       , ver Figura 25.4. 
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Figura 25.4: Linha de Euler 

 

Com base do teorema 12 fazemos as seguintes afirmações, no triângulo 

       temos lados paralelos aos lados dos triângulo    , então os triângulos são 

semelhantes na razão de   para  . Podemos concluir então que      
 

 
  , então 

a razão entre qualquer dos dois segmentos correspondentes, será   para  . Na 

verdade os segmentos     ,     ,      divide o triângulo     em quatro triângulos 

congruentes, ver Figura 25.5. 

 

 
Figura 25.5: Linha de Euler 
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Podemos notar que         é um paralelogramo, afinal temos dois pares de 

lados paralelos           e           e congruentes, ver Figura 25.6. 

 

 
Figura 25.6: Linha de Euler 

 

Pelo paralelogramo podemos afirmar que os segmentos     e      se 

cruzam nos seus pontos médios. 

Portanto, as medianas do triângulo        estão ao longo das medianas do 

triângulo    , o que significa que os triângulos possuem o mesmo baricentro  . 

Pelo paralelogramo podemos então dizer que   é ponto médio do lado      e 

também temos o mesmo ponto   sendo ponto médio do lado    , ver Figura 25.7. 

 

 
Figura 25.7: Linha de Euler 
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Agora, as alturas do triângulo        partem dos pontos médios do 

triângulo     e fazendo ângulo reto, já que os lados do triângulo        são 

paralelos aos lados do triângulo    , então na verdade temos que as alturas do 

triângulo        são as mediatrizes do triângulo     daí  , é o ortocentro do 

triângulo        e ao mesmo tempo circuncentro do triângulo    , ver Figura 25.8. 

 

 
Figura 25.8: Linha de Euler 

 

 

Segue que   sendo o ortocentro do triângulo     enquanto   é o ortocentro 

do triângulo        que são semelhantes na razão de   para   ainda pelo teorema 

12, logo: 

 

          

 

Como as medianas se encontram no baricentro  , podemos dizer que: 

 

         

 

Como    e     são perpendiculares ao lado    podemos concluir que    e 

    são paralelos, ver Figura 25.9. 
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Figura 25.9: Linha de Euler 

 

Podemos notar as paralelas    e     em verde e a transversal     em 

vermelho. Daí, temos os ângulos   ̂   e    ̂  são alternos internos, portanto 

congruentes, ver Figura 25.10. 

 

 
Figura 25.10: Linha de Euler 

 

Como         e         e   ̂     ̂  concluímos que os triângulos 

     e       são semelhantes , pelo caso      .  
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Figura 25.11: Linha de Euler 

 

Então   ̂      ̂   são congruentes, portanto,         

Logo       são colineares e         
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CONCLUSÃO 
 
 

Nesta dissertação, foram apresentados alguns teoremas que não são 

apresentamos em sala de aula para alunos do ensino médio. 

As cevianas de um triângulo são, de fato, concorrentes em pontos que 

denominamos notáveis. No ensino médio isso é comentado, porém não é deduzido 

junto aos alunos o porquê destas serem concorrentes, com o teorema de Ceva 

conseguimos fazer estas demonstrações de maneira compreensível. Ainda falamos 

do triângulo órtico e do triângulo medial, ferramentas fundamentais para provar 

essas concorrências. 

Em seguida definimos alguns fatos de trigonometria e demonstramos o teorema 

de Varignon para quadriláteros convexos e a área dos quadriláteros inscritos 

usando o teorema de Brahmagupta. 

Fechamos o trabalho com a reta de Euler, que enuncia o alinhamento do 

ortocentro, baricentro e o circuncentro em triângulos. 

Vale deixar claro o quanto aprendi em geometria com este trabalho, como me 

encantei durante o processo. Comentava em sala de aula sobre o mesmo e via nos 

olhos de alguns de meus alunos de ensino médio o entusiasmo que tenho nos 

meus hoje. 
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