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Resumo

O contetdo desta dissertacao aborda aplicagoes dos conceitos Matrizes, Sistemas
Lineares e Determinante em problemas reais na Engenharia Civil, tais como: resolugao
de trelicas e na determinacao dos modos de vibracao de uma estrutura, sendo este um
conjunto de elementos conectadas para suportar um carregamento. O desenvolvimento é
feito inicialmente com uma abordagem historica e posteriormente é apresentada a funda-
mentacao teodrica, expondo as defini¢oes, teoremas e propriedades. Para a resolucao de
Sistemas Lineares, sao exibidos Métodos Diretos e Iterativos, sendo este tltimo usado em
problemas reais por se tratar de situacoes que envolvem grande ntmero de incognitas e
equacoes. Contudo, para melhor entendimento da aplicabilidade serao apresentados con-

ceitos fisicos como equilibrio estatico de um corpo e resultados ja conhecidos de vibracoes.

Palavras-Chave: Sistemas Lineares. Determinante. Trelicas. Vibracgoes.
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Abstract

The content of this thesis comprehends the concepts of Matrices, Linear Systems
and Determinants applied to problem solving of real situations in Civil Engineering, such
as: trusses resolutions and the determination of vibration modes of a structure, conside-
ring this as a group of assembled elements in order to support a load. The development
is initially carried out through a historical approach. After that, the theoretical basis is
introduced, showing definitions, theorems and properties. For Linear Systems resoluti-
ons, Direct and Interactive Methods are presented, being the latter used in real problem
solving since they are situations that comprehend several unknown factors and equations.
Nevertheless, for a better understanding of the applicability, physical concepts such as

the static balance of a body and vibration known results will be presented.

Keywords: Linear Systems. Determinants. Trusses. Vibrations.
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Nomenclatura

|;]

e

det Aou |A|

Matriz formada por elementos a;; de ordem m x n, com
1=1,2,.,mej=12..n

Conjunto das matrizes reais de ordem m x n

Conjuntos das matrizes reais quadradas de ordem n
Matriz de ordem m X n, ou seja, com m linhas e n colunas
Matriz Inversa de A, AA™' = A 'A =1,

Matriz Identidade de ordem n, a; =1 e a;; =0se i # j
Matriz dos cofatores

Matriz Adjunta

Matriz das Forgas, Carregamentos

Matriz de Rigidez

Matriz de Deslocamentos

Matriz de Massa

Matriz de Amortecimento

Transposta de A

Submatriz de A, na qual a i-ésima linha e a j-ésima coluna foram
retiradas

Cofator ou complemento algébrico do elemento a;;

Niumero real

Somatorio definido com &k variando de 1 até n

Linha ¢ de uma matriz qualquer

Matriz obtida da Identidade por meio de operacoes elementares
Lista ordenada de niimeros reais ou simplesmente vetor
Conjunto das n — uplas de niimeros reais

Norma de um vetor

Norma de uma matriz quadrada

Moédulo de um nimero real x;

Sequéncia de vetores

Determinante de uma matriz quadrada A
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2F,
JF,
M

Somatorio de todas as forcas componente em x
Somatorio de todas as forcas componente em y
Somatorio de momento devidos as for¢as em relacao a um ponto

qualquer

Sentido adotado como positivo para eixo x

Sentido adotado como positivo para eixo y

Sentido adotado como positivo para eixo x

Sentido adotado como positivo para eixo y

Sentido adotado como positivo para eixo y

Rotacao no ponto A

Deslocamento no ponto B

Frequéncia circular

Frequéncia de oscilacao

Vetor que representa os modos de vibracao natural da estrutura
Deslocamento do sistema em direcao & um eixo de referéncia
Velocidade do sistema

Aceleracao do sistema
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Capitulo 1

Introducao

E sabido que o conhecimento matematico é necessario em diversas situagoes seja
como apoio a outras areas do conhecimento, como instrumento para lidar com situacoes

da vida cotidiana ou, ainda, como forma de desenvolver habilidades e pensamentos [1].

Na etapa final da educacao basica, no ensino médio, a Matematica deve ser tra-
tada como uma parcela do conhecimento essencial para a formacao de todos os jovens,
se fazendo responsavel para a construcao de visao de mundo, para ler e interpretar a
realidade e desenvolver capacidades que deles serao exigidas ao longo da vida social e
profissional. Portanto, a Matematica tem o poder de ir além de seu carater instrumental,
caracterizando-se como ciéncia com caracteristicas proprias de investigacao através de lin-
guagem propria e com papel essencial junto as demais Ciéncias da Natureza. Sob o olhar
de ciéncia, sua dimensao historica, sua intima relagao com a sociedade, a cultura de dife-
rentes épocas ampliam e aprofundam o espaco de conhecimentos nao s6 nesta disciplina,
mas monstrando sua importancia nas inter-relacoes com outras areas de conhecimento
[1].

Considerando a forma de abordagem apresentada nos livros didaticos de assuntos
especificos do ensino médio, em especial, Matrizes, Sistemas Lineares e Determinante,
sentiu-se a necessidade de apresentar de forma simples aplicacoes desses conceitos. Dessa
forma, serd desenvolvido uma fundamentacao teérica dos conceitos supracitados, para
posterior aplicacao em problemas concretos da Engenharia Civil. Essas aplicagoes serao
feitas nas resolugoes de trelicas e na determinacao dos modos de vibragao de uma estrutura
aporticada de trés pavimentos. Para tanto, se fard necessario as definicoes de alguns

conceitos fisicos e nomenclaturas usadas nas Engenharias.

O leitor, seja ele um professor de Matematica do ensino médio ou um aluno de
graduacao em Ciéncias Exatas, encontrara aqui exemplos de aplicagoes de conceitos vistos

nas disciplinas de Algebra Linear e Geometria Analitica.



1.1 Abordagem Historica sobre Matrizes, Sistemas Li-

neares e Determinante

Uma antiga obra chinesa consta que a ordem cronolégica dos assuntos foi Sistemas
Lineares, Determinante e Matrizes, sendo esta tltima estudada de forma profunda por
apresentar sua algebra muito organizada. No inicio do século I da era crista, os chineses
publicaram um livro intitulado K’ui-ch’ang Suan-Shu (Os Nove Capitulos sobre a Arte
Matemdtica) [2]. Essa produgao de conhecimento por parte dos chineses se deu durante o
declinio de producao por parte dos europeus, sendo que estes iriam redescobrir resultados

j& produzidos pelos chineses muito mais tarde, durante ou ap6s o Renascimento.

Na obra K’ui-ch’ang Suan-shu, em seu oitavo capitulo, é abordado o conceito de Sis-
temas de Equacoes Lineares e procedimentos matriciais. O método para resolver sistemas
de equagoes lineares baseava-se curiosamente em operagoes que eram realizadas com o
auxilio da manipulacao de pequenos gravetos dispostos em uma folha de papel, sendo que
esta técnica se assemelhava ao método de eliminacdo de Gauss (apresentado, somente,
no século XIX). Essas operagoes eram efetuadas com os coeficientes das equagoes que
compunham o sistema de equagoes, dai a origem da técnica adotada como precursora de

métodos de solu¢do propostos em épocas posteriores [3].

Em [4], apresenta um problema da época que foi resolvido utilizado a técnica chinesa,

a saber:

e “Trés feixes de uma colheita de boa qualidade, dois feixes de uma de qualidade
regular e um feixe de uma de mé qualidade sao vendidos por 39 dou. Dois feixes de
boa, trés de regular e um de mé qualidade sao vendidos por 34 dou. Um feixe de
boa, dois de regular e trés de méa sao vendidos por 26 dou. Qual o preco do feixe

para cada uma das qualidades?”

Percebe-se que os chineses organizavam os dados, neste caso os coeficientes das equa-
coes e termos independentes, em forma matricial. Os dados do problema eram organizados

da seguinte forma:

1 2 3

2 3 2

3 1 1
26 34 39

Tabela 1.1: Informacgoes do problema



No final do século XVII, um matematico japonés, Takakazu Seki Kowa (1642-1708),
estudou o conceito de determinante. Kowa era um dos matemaéticos da vanguarda que
fizeram grandes descobertas da matematica ocidental. Cerca de 10 anos depois, o alemao
Gottfried Wilhelm Von Leibniz (1646-1716), de forma independente, também obteve um

método bem similar ao de Kowa [5].

Leibniz deixa de forma explicita numa carta escrita por ele destinada a Guillaume
Frangois Antoine Marquis de I'Hopital (1661-1704) um método para eliminar valores
desconhecidos de um sistema linear. Na carta, Leibniz dizia que o sistema de equacoes
lineares

100+ 11z 412y =0
20421z + 22y =0
30+ 31lx +32y =0

nao possuia solucao, uma vez que a seguinte igualdade 10.21.32 + 11.22.30 + 12.20.31 =
10.22.31 4+ 11.20.32 + 12.21.30 era verdadeira [6] .

A condicao apresentada por Leibniz é exatamente a que faz com que a matriz dos
coeficientes tenha determinante nulo. O curioso é que Leibniz nao usou os coeficientes
numéricos das equagcoes, mas dois caracteres, o primeiro que indica a equagao ocorre e o
segundo a que incoégnita pertence. Por exemplo, aqui 21 denota o que podemos escrever
como as;. Ele estava convencido de que uma boa notacao matemética era a chave para
o progresso que ele experimentou com notacao diferente para os sistemas de coeficientes.
Seus manuscritos publicados contém mais de 50 maneiras diferentes de representar os

coeficientes do sistema.

O matematico Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) em 1801 deu sequéncia
ao estudo de determinante. Foi na obra Disquisitiones Arithmeticae (1801) que Gauss
introduziu o conceito “determinante” ao discutir formas quadraticas pois esse elemento é
o que determinava as propriedades da forma quadratica. Gauss organiza os coeficientes

de formas quadréticas por meio de matriz retangular |6.

Jacobi em 1841 publicou trés trabalhos sobre determinante, sendo que um deles
trazia a definicao de determinante de maneira algoritmica, e ainda as entradas nao eram
especificadas como numéricas ou funcoes, podendo ser qualquer um destes conceitos.
Arthur Cayley (1821-1895) em 1841 publicou a primeira contribuicao inglesa para a teoria
dos determinante. Nesta publicacao foi utilizado duas linhas verticais em ambos os lados
da matriz para denotar determinante, uma das notagoes atuais. Nesses trés trabalhos de
1841 ja era possivel identificar que as tabelas tratadas até entao como caixas de armazenar

coeficientes de equacgoes de um Sistema Linear nao eram estaticas e sim dinamicas, tendo



a necessidade de serem estudadas de forma sistematizada. Ferdinand Gotthold Max
Eisentein (1823-1852) em 1844, estudou essas tabelas e as chamou de “matrizes”, mediante
o uso de letras e suas operagoes como as resultantes de regras operatorias usuais sobre

essas letras, com excegdo da lei da comutatividade [6].

1.2 O ensino de Matrizes e Sistemas Lineares na Edu-

cacao Basica

De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Eduagdo Nacional (LDB - Lei 9.394/96)
[7] a educagao escolar esta dividida em duas fases, educagao béasica e educagao superior.
Sendo que ainda a educacao béasica é formada por: educacao infantil, ensino fundamental
e ensino médio. Conforme a LDB, a educacao basica tem por finalidades desenvolver o
educando, assegurar-lhe a formacao comum indispensavel para o exercicio da cidadania e

fornecer-lhe meios para progredir no trabalho e em estudos posteriores.

A matemaética no ensino médio deve seguir as Orientacoes Curriculares para o Ensino
Médio [8], documento este formulado pelo Departamento de Politicas do Ensino Médio,
vinculado ao Ministério da Eduacao - MEC, no qual se encontra orientagoes de como se
deve trabalhar os conceitos mateméaticos durante a fase do ensino médio de modo a atender
as competéncias especificadas. O inicio deste documento afirma que o ponto de partida
¢ assumir que toda situacao de ensino aprendizagem deve agregar o desenvolvimento de
habilidades que caracterizem o “pensar matematicamente”. Assim, é necessario dar priori-
dade a qualidade do processo e nao a quantidade de contetidos trabalhados. A escolha dos
contetidos deve ser cuidadosa e criteriosa, propiciando ao aluno um “fazer matematico”
por meio de um processo investigativo que o auxilie na apropriacao de conhecimento. Os
contetidos bésicos estao organizados em quatro blocos: Numeros e operacoes; Fungoes;
Geometria; Andlise de dados e probabilidade. Isso nao significa que os contetidos desses
blocos devam ser trabalhados de forma isoladas, e sim deve-se buscar constantemente a
articulagdo entre eles [8]. Dentro destes blocos estao ainda as competéncias que devem

ser desenvolvidas durante o processo de ensino-aprendizagem.

Posteriormente foi escrita a Matriz de Referéncia de Matematica e suas Tecnolo-
gias [9], sendo uma das quatro areas de conhecimento abordada no Exame Nacional do
Ensino Médio - ENEM que tem o objetivo de avaliar o desempenho do estudante ao fim
da escolaridade basica onde os participantes sao alunos que estao concluindo ou que ja
concluiram o ensino médio em anos anteriores e que também é utilizado como forma de

ingresso em Instituicoes Federais de Ensino Superior - IFES ou Privadas por meio de



programas oferecidos pelo Governo Federal como o Programa Universidade para Todos -
ProUni.

Para a formulacao das Matrizes de Referéncia sao utilizados os Parametros Curri-
culares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEMs) que foram elaborados para difundir
os principios de reforma curricular e orientar os professores de matematica na busca de

novas abordagens e metodologias.

Considerando o tratamento da algebra, juntamente com a geometria, dada por esse
documento o estudante deve ser capaz de: Modelar e resolver problemas que envol-
vem variaveis socioeconomicas ou técnico-cientificas, usando representacoes algébricas. E
ainda desenvolver as seguintes habilidades: Resolver situacao-problema cuja modelagem
envolva conhecimentos algébricos, utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como re-
curso para a construcao de argumentacao e Avaliar propostas de intervencao na realidade

utilizando conhecimentos algébricos.

Para se desenvolver essas habilidades, no estudo de sistemas de equacoes lineares,
além de trabalhar a técnica de resolucao de sistemas lineares, é recomendavel fazer a
ligacao entre a algebra e a geometria, valendo ressaltar que isso é possivel em casos de
equacgoes com duas variaveis, sendo esta representada geometricamente por uma reta, ou
ainda no caso de equagoes com trés variaveis, que podem ser a representacao de uma reta

ou um plano no espaco, sendo que em todos os casos tem-se equacoes lineares [8].

A resolucao de um sistema 2 x 2, ou seja, de duas equacoes e duas varidveis, pode
estar associada ao estudo da posicao relativa de duas retas no plano. Por meio de operacoes
elementares simples, pode-se determinar a existéncia ou nao de solucoes desse sistema, o
que significa geometricamente os casos de intersec¢ao/coincidéncia de retas ou paralelismo
de retas. A resolucao de sistemas 2 x 3 ou 3 x 3 deve ser feita por meio de operacoes
elementares (o processo de escalonamento, que sera apresentada no Capitulo 2), com
discussao das diferentes situagdes. A regra de Cramer, usada para resolugao de sistemas
de equacao 3 x 3, dever ser abandonada, por ser um procedimento custoso (em geral,
apresentado sem demonstracao, e, portanto de pouco significado para o aluno), em que
é possivel aplicacao em sistemas apenas com o mesmo nimero de equacoes e variaveis,
chamados de quadrados. Determinante deve ser dispensado, uma vez que a utilizacao se

d4& apenas para resolugao de Sistemas Lineares com a Regra de Cramer [8].



1.3 Objetivos

O presente trabalho tem como principal objetivo a aplicabilidade de conceitos como
Matrizes, Sistemas Lineares e Determinante vistos durante o 22 ano do ensino médio e
na disciplina de Algebra Linear em nivel de graduacio em Ciéncias Exatas em problemas
reais da Engenharia Civil, tais como: resolugoes de trelicas e nas determinagoes dos
modos de vibracao de uma estrutura. Para isso serd necessario desenvolver a parte teoérica
dos topicos supracitados e apresentar conceitos fisicos imprescindiveis para uma melhor

compreensao das aplicacoes que serao feitas.
Dessa forma, a organizacao do trabalho seré feita como segue:

Capitulo 2: Sera apresentada a fundamentacao tedrica dos conceitos Matrizes e
Sistemas Lineares, a incluir, definicoes, propriedades e teoremas, cujo principal objetivo é
mostrar a ligacao existente entre os dois assuntos. Para a resolugao de Sistemas Lineares
serao utilizados Métodos Diretos e Iterativos, sendo este iltimo com aplicabilidade em

problemas concretos, devido ao elevado niimero de equacoes.

Capitulo 3: E exibido a definicao formal de determinante de uma matriz quadrada.
Para o desenvolvimento analitico de Determinante, é importante o estudo de propriedades
de modo a facilitar a sua obtencao. Serao apresentados métodos de resolucao de Sistemas

Lineares por meio de Determinante e métodos de obtencao da matriz inversa.

Capitulo 4: Serao apresentados duas aplicacoes de Sistemas Lineares e Determi-
nante, primeiro na resolucao de trelicas e segundo na determinacao dos modos de vibracao
de uma estrutura. A metodologia usada visa a aplicacao dos conceitos abordados durante
toda dissertacao. Para compor essas aplicagoes serao apresentados conceitos nao vistos

durante o ensino médio, como trelicas e vibragoes.

E por fim, no Capitulo 5, serao apresentados as Conclusoes do Trabalho.



Capitulo 2

Matrizes e Sistemas Lineares

Neste capitulo sera visto de forma sistematizada todas as defini¢oes, propriedades
e teoremas para uma fundamentacao teorica acerca de Matrizes e Sistemas Lineares. As
formas de representacao matricial aparecem de forma natural na resolu¢ao de muitos
problemas, nao apenas porque eles “ordenam e simplificam” a linguagem do problema,
mas também porque possibilitam a utilizagao de novos métodos de resolucao através de
ferramentas como o computador, sendo este de fundamental importancia na resolugao
de Sistemas Lineares com um grande nimero de varidveis. Serao apresentados Métodos
Diretos (Escalonamento e Cramer) e Iterativos (Processo de Jacobi-Richardson e Processo

de Gauss-Seidel) de resolucdo de Sistemas Lineares.

2.1 Definicoes Basicas e Tipos de Matrizes

Definicao 2.1. Matriz
Sejam m > 1 e n > 1 dois ntimeros inteiros. Uma matriz m x n real é a dupla
sequéncia de niameros reais, distribuidos em m linhas e n colunas, formando uma tabela

que se indica do seguinte modo:

ayj;p a2 ... Qaip

921 929 oo Qop
A=

Um1 AGm2 .- Omnp

Abreviadamente esta matriz pode ser expressa por A = (a;;), com i = 1,2,..,m
e j =1,2,....,n. Cada elemento que compde uma matriz chama-se termo dessa matriz.
Dada a matriz A = (a;;), ao simbolo a;; que representa indistintamente todos os seus

termos da-se o nome de termo geral sendo que o indice ¢ indica a linha ao qual o elemento



pertence e o indice j a coluna ao qual o elemento pertence com as linhas numeradas de 1
até m, e as colunas numeradas de 1 até n. Sera indicado por M,,x, (R) o conjunto das
matrizes reais mxn, sendo que é usual representar uma matriz de M., »,, (R) simplesmente
por Anxn. Se m = n, serd usada a notacdo M, (R), e cada matriz chamada de matriz

quadrada de ordem n [10].
Matrizes Especiais

a) matriz linha: Toda matriz de ordem 1 X n, isto é, uma matriz que possui apenas

uma linha.

M = ay; a2 ... Clln:|
1xn

b) matriz coluna: Toda matriz de ordem m x 1, isto é, uma matriz que possui

apenas uma coluna.

Gm1 mx1

c) matriz nula: Toda matriz, em que, para qualquer elemento a;;, tem-se a;; = 0.

Omxn =

mxXn

d) matriz quadrada: Toda matriz, em que, o ntmero de linhas é igual ao nimero

de colunas.
a1 Qa12 e A1y
a21 29 e Qon
M =
Ap1 Ap2 oo Qpp

nxn

e) matriz triangular inferior: Toda matriz quadrada, na qual, todos os elementos

a;j, em que, ¢ < j Sao iguais a zero.

aiq 0 0

921 A922 0
M =

Ap1 Ap2 ... Qpp

nxn



f) matriz triangular superior: Toda matriz quadrada, na qual, todos os elementos

a;j, em que, ¢ > jJ Sao iguals a zero.

a;p Q12 A1
0 a929 ... Aon,

M =
0 0 ... au

nxn

g) matriz diagonal: Toda matriz quadrada, na qual, todos os elementos a;;, em

que, 7 # j sao iguais a zero.

a1 0
M— 0 929
0 0 .. au

nxn

h) matriz identidade: Toda matriz diagonal, na qual, todos os elentos a;; sao iguais

alparat=7je0parai#j.

0 0
0

I, =
0 0 1

nxn

i) matriz escada: Uma matriz de ordem m X n serd dita na forma escada se for

nula, ou se:

(7) O primeiro elemento ndo nulo de uma linha nio nula é o namero 1.

(77) Cada coluna que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha tem

todos os seus outros elementos iguais a zero.
(7i1) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas.

(1v) Se as linhas 1,2, ..., sao as linhas ndo nulas, e se o primeiro elemento nao nulo
da linha 7 ocorre na coluna K; entao K| < K, < ... < K;. Esta tltima condi¢ao impde a

forma escada a matriz [10].

Dessa forma, uma matriz estard na forma escada se, o nimero de zeros precedendo o
primeiro elemento nao nulo de uma linha aumenta a cada linha, até que sobrem somente

linhas nulas, se houver.



2.2 Operacoes com Matrizes

Definicao 2.2. Igualdade de Matrizes

Sejam A, B € M« (R). Tem-se que A e B sao iguais, e escreve-se A = B se, e
somente se, a;; = b;;, para todot=1,...,metodoj=1,...,n.
Definicao 2.3. Adigao de Matrizes

Sejam A, B € M,,x, (R). Indica-se por A+ B e chama-se soma de A com B a

matriz m X n cujo termo geral é a;; + b;;, ou seja

apjp +bn aip+bie ... a4+ by
A+ B a1 + bar  agx +bap ... agy + by
am1 + bml Am2 + bm2 ceo Amn + bmn

Dé-se o nome de adi¢cdo a operacao que transforma cada par (A, B) de matrizes reais

do mesmo tipo m X n na matriz A + B. Esta é uma operacao no conjunto M., (R).

Propriedades

Sejam A, B, C' € M,«xn (R), tem-se:

i) A+ B = B + A (comutatividade);

it) A+ (B+C) = (A+ B) + C (associatividade);

111) A + Opxn = A, sendo 0,,x, representa a matriz nula de M., (R);

iv) A4 (—A) = Opxn, sendo (—A) é a matriz oposta da matriz A.

Demonstracao. A demonstracao dos itens decorrem diretamente das definicbes de igual-
dade e adigao de matrizes. Por esse motivo sera provado apenas o item (i7), a demons-

tragao dos itens (i), (i7i) e (iv), pode ser encontrada em [11].
(i1): Sejam A = (a;;), B = (b;;), C = (cij) € Mpmxn (R), entao

A+(B+C) = (ay)+(bij + cij) = (ag; + (b + cij)) = ((ai; + b)) + ¢ij) = (ag; + bij)+
(cy) = (A+ B) + C. m

As operacoes que serao definidas a seguir utilizam a multiplicacdo de uma matriz

por um numero real, também chamada multiplicacao de uma matriz por escalar.
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Definicao 2.4. Multiplicacao de uma Matriz por escalar
Seja A = (a;j) € Myxn (R) e k um ntimero real, o produto de k por A é a matriz

real, m X n cujo termo geral é a matriz k.A = (ka;;), ou seja:

]{?CLH ka12 k;aln

ka ka ... kaop,
LA — 21 22 2

kam1 ]{ZCLmQ kamn

Dessa forma se definiu a operacao que transforma cada par (k, A) de R x M,,,«,, (R)
na matriz real kA € M,,«, (R).

Propriedades
Sejam A = (a;;), B = (bij) € Muxn (R), € k1, ko € R, tem-se:
i) k(A + B) = kA + k1 B;
it) (k1 + ko)A = k1 A + ko A;
i11) 0.A = Oy
iv) k1(koA) = (k1ko)A;
v) 1.A = A (elemento neutro).
Demonstragao. (i): De fato, sejam A = (a;;), B = (bij) € Mpxn (R) € k € R, entdo

k(A + B) =k (Clij + bZ]) = (k(aij + b”)) = (kaij + kbw> = (k&ij) + (kb”) =k (ai]’) +
k (bi;) = kA + kB. n

Definicao 2.5. Transposicao
Seja A = (a;j) € Myxn (R) denomina-se transposta de A e indica-se por AT a

seguinte matriz n x m: AT = (b;;), onde bj; = a;; com i =1,2,..me j=1,2,...,n.

Propriedades

Sejam A = (a;j), B = (bij) € Myxn (R) e k € R, tem-se:
i) (AT)T = 4

ii) (A+ B)T = AT + BT

iii) (kA)T = kAT,

11



Demonstragao. (ii) Sejam A = (a;;), B = (bij) € Muxn (R). Entao,

(A+ B)" = (aj; +bj;) = (a;5) + (bjs) = AT + BT. u

As demonstracoes dos demais itens acerca de multiplicacao por escalar e transposicao

¢ encontrada em |[11].

Definicao 2.6. Matriz Simétrica
Uma matriz A = (a;;) € M,, (R), é simétrica se, e somente se, AT = A, ou seja,

quando a;; = a;j.

Definicao 2.7. Matriz Anti Simétrica
Uma matriz A = (a;;) € M, (R), é anti simétrica se, e somente se, AT = —A isto

¢, quando a;; = —aj;.

Definicao 2.8. Produto de Matrizes
Sejam A = (a;;) € Muxp (R) e B = (bjr) € Myxn (R), denomina-se produto de A

por B e representa-se por AB a matriz C' = (ci) € Myxn (R), cujo termo geral é tal que
n

Cik = Qi1.b1g + @i bog + - - - 4 Qi Ui, = Z aijbje, Vi€ {1,2,--- ;m}eVke{1,2,--- p}.

Jj=1

Esta operagao é definida apenas quando o nimero de colunas da matriz A é o mesmo

numero de linhas da matriz B.

Propriedades

Sejam A, B e C matrizes reais, tem-se:

i) AL, = [,b,A= A, com A € M,»,, (R);

it) A(B+C) =AB+ AC, com A € M, R) e B, C' € My, (R);

iii) (A+ B)C = AC + BC, com A, B € My», (R) e C € My, (R);

iv) A(BC) = (AB)C, com A € M5, (R), B € My, (R) e C € Myxn (R);
v) (AB)T = BTAT  com A € M, (R) € B € My, (R).

Nao é valida a propriedade comutativa na multiplicacao de matrizes, pois em geral,
AB # BA.

Definicao 2.9. Matriz Ortogonal
Seja A € M,, (R), denomina-se A como ortogonal quando AAT = ATA =1,.
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Definicao 2.10. Matriz Inversa
Uma matriz A € M,, (R), possui inversa se existir uma matriz B € M, (R), tal
que AB = BA = I,,. Caso esta matriz B exista, ela é unica e chama-se inversa de A, e

indica-se por A1,

Quando uma matriz real quadrada A ndo é invertivel diz-se que é uma matriz

singular.

Proposicao 2.11. Unicidade da Matriz Inversa

Se A € invertivel, entao sua inversa A™! € tnica.

Demonstracao. Sejam duas matrizes B e C tais que BA = I, e AC = I,,. Note que
B = C. De fato,

AC =1,= B(AC)=BI, = (BA)C=B= (I,)C=B=1,C =B=C=85.
Portanto, B = C. [ |

Definicao 2.12. Operacgoes Elementares
Define-se por operacoes elementares nas linhas de uma matriz A, as seguintes

operacoes:
(i) Permutacdo das linhas L; e L;, indicada por L; <> Lj;

(7) Multiplicagdo de uma linha L; por um nimero real k£ nao nulo, indicado por

(7i1) Substituicdo de uma linha L; pela adigao desta linha com k vezes uma outra
linha L, indicada por L; <~ L; + kL;, k€ Re k # 0.

Definicao 2.13. Matriz Elementar
Seja uma matriz £ = (a;;) € M, (R), obtida a partir de I,,, pela aplicacao de uma e
somente uma das operacoes elementares, em sua i-ésima linha, denotada por L;. Diz-se

que E = (a;;), ¢ uma matriz elementar e representa-se por £ = e([,).

Em outras palavras, tem-se que uma matriz elementar é aquela que foi obtida a

partir da matriz identidade através de uma tnica aplicacao de operacoes elementares.

Proposicao 2.14. Reversibilidade das Operagoes Elementares

“,
€

Toda operacao elementar nas linhas de uma matriz A € reversivel.

Demonstragao. Se “e” ¢ uma transformacao elementar do tipo e : L; <> L; tome a

transformacao e’ # e tal que €' : L; <+ L;. Se “e” é uma transformacao do tipo e : L; <

13



1
kL;, tome a transformacao e : L; + ELZ-. Mas, se “e€” & uma transformacao do tipo

e: L; < L; + kL, tome €' como a transformacdo € : L; < L; — kL,. [ |

Definicao 2.15. Matrizes Equivalentes
Sejam A, B € M« (R). A matriz A é dita equivalente por linhas & matriz B se
B pode ser obtida de A pela aplicacao sucessiva de um nimero finito de transformacoes

elementares sobre linhas. Notacao: A ~ B.
Teorema 2.16. Toda matriz é equivalente a uma unica matriz na forma escada.

Corolario 2.17. Toda matriz elementar € invertivel e sua inversa também € uma matriz

elementar.

As demonstracoes destes resultados pode ser encontrada em [12].

2.3 Sistemas Lineares

Definicao 2.18. Equacao Linear

Chama-se equac¢ao linear nas incognitas xq, xs, ..., ,, as equacoes da forma
111 + A19T9 + ... + A1 Ty = b

onde a1, s, ..., a1, 820 nimeros reais e denominados de coeficientes da equagao e b, tam-
bém real, é o termo independente da equacao.

A solugao de uma equacao linear é a n-upla de nimeros (aq, as, ..., ;) que quando substi-
tuidos na equacao, no lugar das incégnitas x1, xs, ..., T,, respectivamente, fazem com que

a sentenca seja verdadeira [13].

Definigao 2.19. Sistema Linear
Um Sistema Linear de m equagoes lineares com n incdognitas, onde m e n sao inteiros
e m, n > 1 ¢ um conjunto de m equacoes lineares, cada uma delas com 7 incognitas,

consideradas simultaneamente. Um Sistema Linear se apresenta do seguinte modo:

a1121 + a2 + ... + apx, = by
a211 + A929T9 4+ ...+ AonTy = b2

S
Am1T1 + QmoXo + ... + GnTy, = b,

Se m = n simplesmente diz-se Sistema Linear de ordem n.
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Definicao 2.20. Solucao de um Sistema Linear

Uma n-upla de nimeros reais (aq, ag, ..., ;) € dita solugdo de um Sistema Linear se
satisfaz a todas as equagoes do conjunto simultaneamente, isto é: (aq, ag, ..., ;) € solugao
se, e somente se,

aj o + iy + ...+ Aoy, = b;

para todo i € {1,2,...,m}.

2.3.1 Forma Matricial de um Sistema Linear

Considere o Sistema Linear com m equacoes e n incégnitas

a11x1 + ajoxe + ... + a1y = b1
A21T1 + Q2279 + ...+ Aoy = bg

S
11 + Q2o + ... + QT = by

associa-se a este sistema trés matrizes: A (matriz dos coeficientes), X (matriz das incdg-

nitas) e B (matriz dos termos independentes) [10]. Dessa forma,

a1 a12 A1p T b1

921 a929 e Aop i) b2
A= . . |1 X=]| _ |eB=

Aml  Gm2 - CGmn Tn b

O produto que representa o Sistema Linear é dado pela equagao matricial

a1l 12 o Q1p T bl

921 A929 ... Q2p i) b2
AX = B j . . . . - =

Al Gm2 - Omn T b

A matriz completa de um Sistema Linear é a matriz formada pelos coeficientes de

cada equacao e os respectivos termos independentes desse sistema, assim dado o Sistema

Linear
a1 + aj9x9 + ... + A1nTy = b1
A91X1 + A29T2 + ... + G2 Ty = bg
S
Am1T1 + QpmaZe + ... + Qpp®yn = bm
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Segue que a matriz completa de S é:

a1 12 ... Qip b1
a1 Qga ... Qzp Do
A.=|as azp ... az, b3
Am1 Qm2 ... Qmnp bm

2.3.2 Sistemas Lineares Equivalentes

Definicao 2.21. Sistemas Lineares Equivalentes
Dois Sistemas Lineares S; e Sy sao ditos equivalentes, quando toda solucao de S é
solucao de S; e toda solucao de S, também é solucao de Si, ou seja, quando possuem o

mesmo conjunto solucao.

Teorema 2.22. Multiplicar qualquer uma das equacoes do Sistema Linear inicial S, por
um nudmero real k # 0, o novo Sistema Linear S’ obtido é equivalente ao sistema inicial

S, assim toda solucao de S' € solucao de S e toda solucao de S é solugao de S'.

Demonstracao. Seja

(

a1 + 129 4+ ...+ A1nTy = b1
21T + A92T9 + ... + A9y, Ty, = bg
S
;11 + Qi9T9 + ... + Qi Ty, = bz
11 + Q2o + ... + QT = by

Multiplicando a i-ésima linha de S por um numero real £ # 0, obter-se-4 o seguinte

sistema.: )

a11r1 + 1272 + ...+ A1pLy = bl

9121 + Ao2%o + ... + A9, = b

S
kaﬂml + kaigﬂfg + ...+ k’aml’n = kbz

Am1T1 + Apm2Z2 + oo + ATy, = bm

A tnica diferenca entre os sistemas S e S’ é a i-ésima equacao. Portanto, deve-se analisar

somente esta linha do sistema.
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(=) Suponha que (o, ag, ..., ) é uma solugao de S.

Por hipotese, a;1a1 + a;pan + ... + apnay, = b;.

Dai segue que também é uma solucao de S’. Assim, tem-se que:
kajon + kapas + ... + kagna, = k(agal + apas + ... + ajpon,) = kb;.

O que prova que (g, Qa, ..., o) satisfaz a i-ésima equacao de S”. Portanto (aq, as, ..., ay,)

é solucao de 5.
(<) Suponha agora que (a1, as, ..., ;) é uma solugao de S’.
Por hipotese, ka; o + kajppos + ... + kag,a, = kb;, donde tem-se que:

k k k 1
;1001 + ;909 + ...+ Ainy = Eailal + ECLZ'QCYQ + ...+ Eam&n = E[kailal + k’aigOég +

O que prova que (ai,qs,...,q,) é solugdo da i-ésima equagdo de S. Portanto

(o, g, ..., v ) € solugdo de S. [ |

Teorema 2.23. Teorema de Jacobi

Multiplicando qualquer equagao do sistema por um niumero real k # 0 e adicionando
esta a uma oulra equacao qualquer do sistema S, o novo sistema S’ oblido é equivalente

ao sistema inicial S, assim toda solucao de S' € solucao de S e vice versa.

Demonstracao. Seja

a11T1 + a19x9 + ... + a1, Ty = bl
a91T1 + A22To + ... + Aop Ty = bg
anT1 + QppTy + ... + @i, = by
S
aj1T1 + TPES) + ...+ Ajndn = bj
Am1T1 + ApaZ2 + oo + ATy = bm

\

Substituindo a i-ésima equacao de S, pela soma, membro a membro, dela com a j-ésima
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equagao, obtém-se o seguinte sistema:
(
1171 + a12T2 + ... + A1, Ty = by

a21T1 + A92To + ... + Aop Ty, = bg

S’ ) (ail + ajl) I + (CLZ‘Q —f- aj2> T2 + —f- (am + ajn) Ty = bz —I— bj

;11 + Q22 —+ ...+ Ajnln = bj

\ A1 T1 + AmaTo + ... + Qpp Ty, = by

A tnica diferenca entre S e S’ é a i-ésima equagao, logo deve-se analisar somente esta

linha do sistema.
(=) Suponha que(ay, ag, ..., ay,) é solucao de S e prove que também é solucao de S°.
De fato, por hipotese:
(I) ajnoq + apas + ... + ajpay, = b
(I1) ajioq + ajoas + ... + ajpay, = b;

Colocando (a1, @, ..., ;) no primeiro membro da i-ésima equagao de S’, tem-se

que:
(CLil + Cle)Oél -+ (aig + CLjQ)OéQ + ...+ (CLm + CLjn>Oén
= (GﬂCtl + a0 + ...+ CLmOén)—l-(aleél -+ FpIeD) + ...+ ajnozn) = b1 -+ bj

O que prova que (aq,qo,...,q,) satisfaz a i — ésima equacao de S’. Portanto

(a1, g, ..., ) € solucdo de S'.

(<) Suponha agora que (aq, s, ..., ) é uma solugao de S’. Deve-se provar que

também é solucao de S.
De fato, por hipotese:

([) (ail + aj1>0é1 + (CLZ'Q + an)OéQ 4+ ...+ (Cbin + ajn)an = bz + bj

(I) 100 + QjoQ + ... + iy = bj
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Das igualdades (I) e (II), conclui-se que a;;aq + ajean + ... + @, = b;, 0 que prova
que (aq, @, ..., o) satisfaz a ¢ — ésima equacao de S. Portanto (a1, s, ..., o, ) é solugdo

de S. [ |

Teorema 2.24. Sistemas Lineares que possuem matrizes ampliadas (completas) equiva-

lentes, sao equivalentes.

Demonstracao. Sera feita usando matrizes elementares. Sejam A e A’ matrizes ampliadas
dos sistemas S e S’ respectivamente, sendo estas matrizes-linha equivalentes. Entao, tem-
se que A’ = M A, onde M & um produto de matrizes elementares, e portanto, invertivel.
Os sistemas S e S’ podem ser escritos respectivamente: NX = Be N'X = B’, sendo N
¢ a matriz A na qual se substituiu a ultima coluna por B, da mesma forma N’ é a matriz
A’ na qual se substituiu a tltima coluna por B’. Além disto, verifica-se que: N' = M N
e B'=MB.

Portanto, NX = B MNX = MB < N'X = B'. Isto significa que os sistemas S

x
s~ . . . L2 . - .
e S’ sao equivalentes pois toda matriz X = ) que seja a solucao do sistema S sera
xn
solucao do sistema S’ e vice versa. |

Definicao 2.25. Sistemas Lineares Homogéneos
Sao Sistemas Lineares em que todos os termos independentes by, by, ..., b, sdo iguais

a zero, ou seja:

a1 + ajppxe + ... + a1y =0
a91T1 + a99xo + ... + A9 Ty, =0

S
A1 1 + Qoo + ... + A, = 0

Dado um Sistema Linear homogéneo a n-upla (0,0, 0, ..., 0) é uma solugao do sistema.
Esta é denominada de solugao trivial de qualquer Sistema Linear homogéneo. Assim todo
Sistema Linear homogéneo terd pelo menos uma solucao, ja que a n-upla nula satisfaz

todas as equacoes.

2.3.3 Classificacao de um Sistema Linear

Considerando um Sistema Linear de ordem 2 x 2, pode-se utilizar a posicao relativa

entre as retas que representam as equagoes do Sistema Linear, verificando se estas sao
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paralelas (ndo admite solu¢ao), concorrentes (solugdo tnica) ou coincidentes (mais de uma,

solugao).

Em um Sistema Linear de ordem 3 x 3, é possivel verificar a interseccao entre os
planos que representam as equagoes do sistema, que pode ser um unico ponto (solugdo
tinica), uma reta ou plano (mais de uma solugao) e os planos serem paralelos (nao admite

solugao).

Definicao 2.26. Classificacao de um Sistema Linear

Um Sistema Linear S é dito impossivel se S nao admite nenhuma solugao. Um
Sistema Linear que admite uma tnica solucao é chamado de possivel e determinado. Se
um Sistema Linear S admitir mais do que uma solucao entao ele recebe o nome de possivel

e indeterminado.

E comum encontrar na literatura a classificacao compativel e incompativel quando
se classifica como possivel e impossivel, respectivamente. De forma resumida, tem-se que

um Sistema Liner é classificado como:

i) Sistema Possivel e Determinado - SPD, quando admite uma tnica solucao;
i1)  Sistema Possivel e Indetermindado - SPI, quando admitir mais de uma solugao;

i1i)  Sistema Impossivel - SI, quando ndo admitir solucao.

2.3.4 Sistemas Escalonados

Um método pratico e usual para resolver um Sistema Linear de forma analitica é o
Método de Escalonamento, também conhecido por Eliminacdo de Gauss com Retrosubsti-
tuicao. Antes de iniciar a resolucao por escalonamento serd definido o que é um Sistema
Linear Fscalonado e quais opera¢oes podem ser realizadas com as equacoes do conjunto

para se obter um Sistema Linear equivalente na forma escalonada.

Definicao 2.27. Sistema Linear Escalonado

Seja S o Sistema Linear de m equacoes com n incdgnitas que tem o seguinte aspecto:

Al Ty b e + aipnx, = by
A2y Ty F eeeeeeeeeeen. + as,r, = by

S
Qr), Ly, + ...+ g, = bk

onde ai,, #0, agy, #0, ..., ag, #0ecadar; > 1. Sel <ry <ry <...<rp <ndiz que

S é um Sistema Linear Escalonado. Caso a iltima equagao seja da forma Ox,, = b,,, com
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b, = 0, tem-se que esta equagao pode ser eliminada, pois a equagao sera satisfeita para

qualquer z,, [12].

De maneira geral, em um Sistema Linear Escalonado o nimero de coeficientes iniciais

nulos em cada equacao, a partir da segunda, é maior do que na precedente.

Um sistema escalonado tem a matriz dos coeficientes semelhante a forma escada,
sendo que a diferenca estd na condigao (ii) da definicdo de matriz escada, onde agora
para dizer que o sistema linear estd escalonado, a condicao é a seguinte: cada coluna
que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha tem todos os seus elementos

“abaizo” dessa linha iguais a zero.

Proposicao 2.28. Todo sistema linear S € equivalente a um sistema linear escalonado.

A proposigao 2.28 representa a importancia dos Sistemas Lineares escalonados, sendo
que as manipulacgoes executadas em qualquer sistema linear tem como objetivo a obtencao

de um sistema linear escalonado equivalente ao sistema linear inicial [12].

2.3.5 Discussao e Resolucao de um Sistema Linear por Escalona-

mento

Considerando um Sistema Linear S com m equagoes e n incognitas é possivel discutir
e resolver esse sistema. Discutir um Sistema Linear, significa efetuar um estudo sobre
S de modo a classificd-lo de acordo com a definicdo 2.27. Resolver um Sistema Linear

significa determinar todas as suas solucoes, caso existam.

Aplicando-se o processo de escalonamento, existem trés possibilidades para o sistema

na forma escalonada:

1. Se em alguma etapa no escalonamento for encontrado um Sistema Linear na forma:

S": Q0w + 02y + ... + 0z, = b; (b #0),

ter-se-a que S’ serd impossivel pois, existe uma incompatibilidade em uma de suas
equacoes uma vez que 0x; + 0z + ... + 0z, = b; (b; # 0) ndo pode ser satisfeita com

nenhuma n-upla. Assim como S e S’ s@o equivalentes, segue que S serd impossivel.
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2. De forma anéloga, se durante o escalonamento, for obtido um Sistema Linear na

forma:
1121 + A12T2 + ... + A1pTy = b1
, a99To + ... + aopx, = bg
s ,
AppTp = bn

da tdltima equacao serd possivel determinar z,,, e por substituicao na equacao ante-
rior determinar x,,_; e assim por diante, encontrando-se a n-upla que satisfaz todas

as equacoes de S’. Logo como S e S’ sdo equivalentes, segue que S serd determinado.

3. E por fim, obtém-se um Sistema Linear escalonado da forma:

(
1101 + oo F Ay Ty + oo+ A1y Ty + oo + A1, Ty + oo AT, = by
A2y Tpy + oo+ A2y Ty + oo+ A2, Ty + oo+ A2p Ty, = Do
/
S’ A3y Tpy + oo+ 30, Tp) + o+ Q37T = b3
\ Apr,Try + oo + ATy, = by
sendo p < n.

Neste caso, através de operacoes elementares serd eliminado o termo em z,, na
primeira equagao, os termos em z,, da primeira e segunda equagoes, de forma sucessiva,
os termos em ., da primeira a (p-1)-ésima equacao. Em seguida, passa-se para o segundo

membro de cada equacao todas as parcelas, excecdo feita & primeira. Assim ter-se-a algo

do tipo:
T = fi
g . Lry = f2
T, = fp
sendo cada f; é uma expressao linear nas variaveis x; com j # 1, j # 19, ..., j # 1. Dessa

forma, a cada sequéncia de valores que se da a estas n — p variaveis (varidveis livres)
serd obtido valores para w1, ¥, ..., T,, e consequentemente uma solu¢ao do sistema
linear. E ainda, como p < n, o sistema tera mais do que uma solucao, desse modo sera
indeterminado. Essa n-upla que fornece todas as solucoes é chamada de solu¢ao geral do

sistema linear.

De forma simplificada, suponha que um sistema tenha sido escalonado e, retiradas
as equacgoes do tipo 0 = 0, restando p equacoes com n incignitas, entao a discussao do

sistema S podera ser resumida da seguinte forma:
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i) Se a tltima das equagOes restantes é 0zq 4+ 0z + ... + 0z, = b, (b, # 0), entao
o sistema é impossivel,;
i1) Se p = n, entdo o sistema é possivel e determinado;

i1i) Se p < n, entdo o sistema é possivel e indeterminado.

Este ultimo caso ocorre quando o nimero de equacoes ¢ maior que o nimero de

incognitas.

2.4 Meétodos Iterativos

Segundo a literatura pesquisada, a aplicacao de Sistemas Lineares nas areas de En-
genharias, Ciéncia da Computagao, Economia, Biologia, entre outros, costumam envolver
um grande niimero de incognitas, na ordem de 100 ou 10.000, por exemplo, se faz neces-

sario a utilizacao de meios computacionais para resolver tais problemas.

Sendo assim, é possivel desenvolver sequéncia de passos (algoritmos) para obtencao
da solugao do sistema linear de forma ezata (Métodos Diretos) ou aprozimada (Métodos
Iterativos). Estas sequéncias de passos que fornecem a solucao exata foi apresentada no
escalonamento de Sistemas Lineares. As solugoes aproximadas, encontradas por Métodos
Iterativos, que sao aqueles que fornecem uma sequéncia de solugoes aproximadas, em que
cada solugao aproximada é obtida da anterior pela aplicacao de um mesmo procedimento.

Neste trabalho serao apresentados os Métodos de Jacobi-Richardson e suas modificagoes.

Dado um Sistema Linear AX = B que possui solu¢ao tnica, sendo A a matriz dos
coeficientes das equacoes, X a matriz coluna das incognitas e B a matriz coluna dos termos
independentes das equacoes, com A nao singular, pode-se determinar uma sequéncia de

solucoes aproximadas.

Para determinar a solugao de um Sistema Linear por Métodos Iterativos, se faz
necessario transformar o Sistema Linear dado em outro Sistema Linear equivalente no qual
possa ser definido um processo iterativo, e ainda que a solucao desse sistema transformado

seja solucao do Sistema Linear original.

Considere que o Sistema Linear AX = B seja transformado num Sistema Linear
equivalente da forma
X=HX+G.

Assim, a partir de uma solucéo aproximada inical X, encontra-se a sequéncia de
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solucoes aproximadas considerando o processo iterativo:
XD — gx® 4 @

sendo k =0,1,2,...e H é amatriz iterativa ou matriz de iteracao de ordem n e G é uma
matriz n x 1 [14]. Dessa forma, a partir de uma aproximacdo inicial 2(®) para a solucdo
exata T do sistema linear AX = B, encontra-se as sequéncias de solucoes aproximadas

zW 2@ 2B que sejam convergentes para a solucdo 7, isto é,
lim z® = 7.

Para a apresentacao dos Métodos Iterativos, algumas definicdes sdo necessarias.

Definicao 2.29. Norma de Vetor
Chama-se norma de um vetor' x = (x1,2s,...,z,) € R", 0 nimero real obtido por
uma funcao tal que:
Il R* - R
z = |

Satisfazendo as seguintes condicoes:
1) ||z]] > 0,Vx € R™; ||z|| = 0 < = = 0 (vetor nulo);
2) |laz|| = |af ||z|;Va € R e x € R™,

3) lz+yll <zl + |lyll, =, y € R (desigualdade triangular).

De forma especial sera definido Normas usuais para vetores de R™:

1

n p
-uﬂu:(Zth com p > 1
=1
o llell = méx (o], 1 < < n}.

Como ilustragao, considere x = (x1, o, ..., x,) € R", segue assim:

n
o llzlly = lzal +fwaf + o fan] =2 fal;
i=1

n
o lelly =/l ool 4 el = [
1=

o Nl = maz [zl [ral ... [aul} = i {Jo]}.

!Chama-se de vetor uma n-upla de R™. Um vetor é uma matriz linha ou coluna, que serd representado
neste trabalho por letras mintsculas
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Definicao 2.30. Norma de Matriz
Chama-se norma de uma matriz A € M,, (R), o niimero real obtido por uma funcao
tal que:
Il M, (R) — R
A = A

Satisfazendo as seguintes condicoes:

1) ||Al| = 0; VA € M, (R) e ||A|| =0 < A =0 (matriz nula);
2) |laAl = |af ||All; Yo € R e VA € M, (R);

3) A+ Bl < Al +[|B; VA, B € M, (R).

De forma especial serd definido Normas usuais para uma matriz A = (a;;) € M,, (R):

o |All; = ||Allo = max {Z |aij]} (norma coluna);

1§i§n i=1

1<i<n

=

o [|A] . = l|A]l;, = max {Z |aij|} (norma linha);
1

o |4, = '21 (ai;)° (norma Euclidiana).
1,j=

A utilizacdo de método iterativo dependera se as solucoes aproximadas encontradas
em cada iteracao irao convergir para a solu¢ao do Sistema Linear ou nao. Sera utilizado

o critério geral de convergéncia, para garantir a aplicabilidade de um método iterativo.

Definicao 2.31. Convergéncia de Sequéncia
Dada uma sequéncia de vetores z*) € R” e uma norma qualquer sobre R”, dizemos

que a sequéncia {x(k)} converge para r € R" se, ||ac(k) — xH — 0 quando k — oc.

Teorema 2.32. Critério Geral de convergéncia
O método iterativo definido como Xt = HX®) 1 G € convergente se, para qual-

quer norma de matrizes tem-se que |H|| < 1 [15].

Uma vez verificada a possibilidade de aplicar um método iterativo para resolver
aproximadamente um sistema linear, se faz necessario estabelecer um critério de parada
do processo. Ao aplicar-se um processo iterativo para resolver um Sitema Linear da forma
AX = B escolhe-se uma aproximacdo inicial, digamos z(?), para a solucdo aproximada

do Sistema Linear. Uma vez adotada esta aproximacao incial e um método iterativo,
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procura-se refinar a solucao até encontrar uma aproximacao com determindada precisao

(equivale a encontrar uma aproximacao com certo nimero de casas decimais corretas).

Para determinar a solucao com uma determinada precisao € deve-se, durante o mé-

todo iterativo, fazer o teste.

Critério de parada

Jatesh - o)
[Eans]/

aproximacoes consecutivas para T, entdo z(**Yé a solucdo procurada, isto é, adota-se
T = .CE('IH—I).

Se

% < ¢, sendo € é uma precisdo pré-fixada, ) e Y sio duas

2.4.1 Meétodo de Jacobi-Richardson

Considerando um sistema de equacoes lineares AX = B, sendo A = (a;;) € M, (R)

e A nao singular, com a diagonal principal nao nula, isto é, a;; # 0.

a11r1 + ajpxg + ... + a1, = bl
a91T1 + A922T9 + ...+ Aoy = bQ
Ap1T1 + Ao + ...+ Qpp, = b,

Desenvolvendo de forma conveniente as equacgoes pode-se dividir cada equacao pelo
coeficiente da diagonal principal da respectiva equacao e explicitando z; na 12 equacao,

7o na 2% equacdo, x5 na 3% equagao e T, na n-ésima equacao:

_ 1
T = a (bl — 12Ty — @133 — ... — alnl’n)
1
To = s (52 — 02171 — Q23T3 — ... — a2n$n>
1
Tp = ann (bn — Qp1T12 — Qp2T2 — ... — ann—lxn—l)

Na forma matricial tem-se:

T 0 —a2 4L | g by
all all all a1l

a as: a b
To a2 0 —az o _Gan | g b2
_ a2 a2 a2 4 a2

a a a b
T, —4n1 __Qn2 __4n3 ., 0 Ty In_
Ann Ann Ann ann
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Dessa forma, pode-se escrever:
X=HX+G.

0, sei =7
;s . .
_a_i]ia set # J
e g = é’— A matriz H é a matriz iterativa. Assim define-se o Método Iterativo de

Sendo H = (h;j) € M, (R) e G = (¢;) € Mpx1 (R) com h;; =

Jacobi-Richardson:

XEH) = FX® 4 G com k=0,1,2,...,n.

De forma equivalente tem-se:

(k+1) a12 a13 a1n (k) by
e h, o Tam o el |
+ _ a2 _azs _azn ba
Ly _ a22 0 aze a2 ) a2
= . ) ) + |
xg{+1) _ an _ ;1772 _ Zn3 v O xg{) abn
nn nn nn nn

Pode-se escrever:

(k1) a1p.(F) _ aiz (k) _ain (k) | by

wzk:-i-l) - a11x?k) auxz(”k) T a1l x?k + a1l

—  _a21 _ a23 _ _ a2n ba

L2 az ¥l az U3 agy UM + a2
(k+1) a1 (k) apa (k) _ ann—1,.(k) by
I?’L - ann xl ann ];2 T Ann xn_l + ann

Uma observagao importante a respeito da convergéncia do método de Jacobi-Richard-
son considerando [|H|| é que se |H|| << 1 (lé-se: norma de H muito menor do que 1),
entao Hx(’“) — :IJH — 0 rapidamente, ou seja, a sequéncia das solucoes aproximadas con-
verge para a solu¢ao do sistema rapidamente. Agora se |H|| = 1, mas com ||H| < 1, a

convergéncia ocorre, porém de forma lenta [15].

A convergéncia das solucoes aproximadas para o método de Jacobi-Richardson de-
pende da matriz H, o que nao é uma forma elegante de verificacdo, uma vez que seré
necessario obter a matriz H. Sendo assim sera apresentado critérios para garantir a con-
vergéncia das solugoes aproximadas pelo método de Jacobi-Richardson que dependerao

exclusivamente da matriz dos coeficientes das equagoes do sistema.

Critérios de convergéncia

O método Jacobi-Richardson converge se pelo menos uma das sentencas a seguir for

satisfeita:
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1. o critério das linhas for satisfeito, isto é, se:

n
aij

A

max < 1.
1<i<n
j=1
J#i

2. o critério das colunas for satisfeito, isto é, se:

n
aij

Qi

max < 1.
1<j<n
i=1

i#]

Uma outra maneira de garantir a convergéncia sera verificando se a matriz é estri-
tamente diagonalmente dominante [15], 0 que ocorre na maioria dos casos da

engenharia civil.

Definicao 2.33. Matriz Estritamente Diagonalmente Dominante
Uma matriz A = (a;;) € M, (R) é dita estritamente diagonalmente dominate
se: .
> agl < lag], 1 <i<n.

Jj=1
J#i

Se a matriz dos coeficientes é estritamente diagonalmente dominante o critério das
linhas é satisfeito. De fato, se a condicao da definicao 2.33 é satisfeita para todo 7, entao

se dividir cada equagao pelo correspondente elemento da diagonal principal tem-se que:

n n n
. Qij Qi . . ] :
|aij| < |ail,1<i<n= - —I,1<i<n= max — | <L 1<i<n.
. - i A 1<j<n © Qi
Jj=1 Jj=1 i=1
i i i

Portanto, tem-se mais um critério de convergéncia, isto é, pode-se verificar se o
método de Jacobi-Richardson converge testanto se a matriz dos coeficientes é estritamente

diagonalmente dominante.

2.4.2 Meédodo de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel é conhecido como o método de Jacobi-Richardson modi-

ficado. Para tanto, considerando um sistema de equacoes lineares do tipo AX = B, sendo
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A = (a;;) € M,, (R) e A ndo singular, com a diagonal principal ndo nula, isto é, a; # 0.

a11,1 -+ a12T9 4+ ...+ A1ply, = bl
9121 + A92%To + ... + a9, = by
A1 L1 + Qoo + ...+ Xy, = by

De forma anéloga com o que foi feito no método de Jacobi-Richardson apresentado
na secao 2.4.1, tem-se dividindo cada equacao pelo coeficiente da diagonal principal da
respectiva equacao e explicitando z; na 1% equacao, x» na 2% equagao, x3 na 3 equacao

e r, na n-ésima equacao, tem-se o sistema equivalente:

1
T = an (bl — Q12¥2 — A1303 — ... — alnfn)
_ 1
To = s (b2 — A21T1 — A23L3 — ... — a2n$n)
1
Tpn = T (bn — Qp1T12 — Qp22 — ... — ann—lxn—l)

Atribuindo a solucdo inicial X© o método iterativo de Gauss-Seidel é dado:

(k+1) a2 (k) _a13 (k) - _ Q1n (k) b1
e _ o e M @ <J;

k+1 a1 k+1 a3 k N _ aon k by
Lo o a22x1 a2 T3 e a2 Tn' + a2

(k+1) _ anl (k+1) an?2 (k+1) Ann—1 (k+1) bn
In - an”nxl Ann xQ e Ann xnil + Ann

, . 1
Note que da forma que o processo é executado, uma vez determinado acg) pode-
T . ~ 1 . . . ~ .
se utilizd-lo na aproximacao de wé) e assim por diante na 1? iteracao. Assim uma vez
calculado o i-ésimo termo da solucao aproximada ja se faz o uso dele na determinacao do

(i+1)-ésimo seguinte e assim sucessivamente.

Na forma matricial tem-se:

(k+1) (k+1) _@12  _@13 .. _91n (k) by
£ 0 0 N 0 ! 0 ail aii a11 “1 Gt
z(k+1) _ 221 0 0 0 I(k,+1) 0 0 _a33 _adpn z(ls-,) by

2 _ a22 2 + ago ago 2 + agg

k41 _anl  _ap2  _an3z . k+1 ' ) ) ’ ' o :
sty ann ann ann ol Lefft? 0o 0 o 0 = o

ann

Dessa forma, pode-se escrever:

Sendo que P = (p;;), Q = (¢;;) € M,, (R) onde p;; e ¢;; sdo dados por:
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;i . . a;; . .
1y T . 1] T . . -
’ 0, sei > 7 i

Da expressio matricial X *#*t1) = pX#+) 4 QX ®) 4 G tem-se o Método Iterativo
de Gauss-Seidel:
(I, — P) X" = Qx® 4 @

Com I,, representando a matriz identidade tem-se que a matriz (I,, — P) ¢ invertivel

por ser triangular, e multiplicando ambos os membros da expressao, tem-se:
XD — (1, - P)7'QXx® (1, - P)' G.

Fazendo H* = (I, — P)”" Q como a matriz iterativa e G* = (I, — P) "' G escreve-se

0 Método Iterativo de Gauss-Seidel como:
X0+ — x4 G* k=0,1,2,...,n.

O método de Gauss-Seidel também é conhecido por Método dos Deslocamentos

Sucessivos.

Sera apresentado a seguir critérios para garantir a convergéncia da sequéncia de

solucoes aproximadas geradas pelo Método Iterativo de Gauss-Seidel.

Critérios de convergéncia

O método de Gauss-Seidel poderé ser aplicado se um dos resultados seguintes for

satisfeito.

1. Se o Critério de Sassenfeld for satisfeito, ou seja, se
8= maxp; <1,

1<i<n

em que as constantes 3; sao definidas pelas seguintes formulas de recorréncia:

i—1 n
8 = S lhyl g+ S byl 1<i<n.
7j=1

j=it1
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2. Se o critério das linhas for satisfeito, isto é, se:

n
aij

A

max < 1.

1<i<n 4
J.:.
J#i

3. A matriz dos coeficientes for estritamente diagonalmente dominante.

As demonstragoes destes critérios podem ser encontradas em [14]. A convergéncia
para os métodos de Jacobi-Richardson e de Gauss-Seidel nao depende da solucao inicial
) dad
x ada.

2.5 Consideracgoes Finais

Abordou-se toda a fundamentacdo teorica de Matrizes e Sistemas Lineares, com
definicoes e principais resultados. Foram exibidos métodos de resolucao de Sistemas Li-
neares, classificados como Diretos e Tterativos, sendo este tltimo visto somente em cursos
de graduacoes na area de Ciéncias Exatas. O método direto mais usado no ensino médio
é o escalonamento, também chamado por alguns autores de eliminacao de Gauss com
retrosubstiuicao, essa forma de resolver um Sistema Linear pode-se dizer que é mais sim-
ples, pois utiliza somente as operacoes elementares sobre as equacoes. Foi apresentado a
necessidade do tratamento matricial dado & Sistemas Lineares, uma vez que a implemen-
tacao computacional é usual para resolver problemas reais por tratarem de situagoes que

envolvem elevado ntimero de incégnitas e equagoes.
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Capitulo 3

Determinante e Matriz Inversa

Neste capitulo serd apresentado a definicao de Determinante de uma matriz qua-
drada e um procedimento de como determiné-lo. O Determinante, que formalmente é
obtido de forma trivial, é obtido com operagoes que envolvem todos os coeficientes das
equacoes de um Sistema Linear. Uma das aplicacoes de Determinante ocorre na resolugao
de alguns Sistemas Lineares. Para o desenvolvimento do tema algumas defini¢oes serao

necessarias para melhorar a compreensao do assunto.

3.1 Determinante

Inicialmente considere um nimero natural n > 1 e o conjunto N, = {1,2,...,n}.

Definigao 3.1. Permutacoes

Chama-se permuta¢ao do conjunto N, a toda funcao bijetora o : N,, — N,,.

Notagao: Uma permutacao o de N, serd representada por:
1 2 n
g =
o(l) o(2) ... o(n)
Por exemplo, em N3 = {1, 2, 3} existem 6 (=3!) permutacdes, a saber:
(1 2 3] 12 3 12 3 12 3
01 = , 02 = , 03 = y 04 = )
1 2 3 2 1 3 2 31 1 3 2

(1 2 3] 1 2 3
Oy — € 0g —
31 2 32 1
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Definicao 3.2. Sinal da Permutacao

Considere uma permutacao de N,,.

1 2 n
g =
o(l) o(2) ... o(n)
Seja r o niimero de pares ordenados (7, j) com 1 <i < j < n tais que o (i) > o (j).

Chama-se sinal da permuta¢do o o nimero inteiro denotado por s (o), definido por:

(0) 1, ser épar
s(o) =
—1, seréimpar

Considerando as 6 permutagoes de N3 = {1, 2, 3}, segue que: s(o1) = s(o5) =

s(og) =1 e s(og9) = s(03) = s(oy) = —1.

Paridade da permutacao
Diz que uma permutacio o é par (respectivamente, impar) se s (0) = 1 (respectiva-

mente, s (o) = —1).

Definicao 3.3. Determinante
Seja A € M,, (R). Déa-se o nome de determinante da matriz A ao nimero real obtido

pela seguinte expressao:
det A = ZS (O’) alg(l).azo-(Q) ..... ang(n).

Sendo que o representa todas as permutacoes de N,,, dessa forma a somatoéria tera
n! parcelas. A notacao usual para o determinante de uma matriz quadrada A sao as

seguintes: det A ou | A|.

Da forma com que é definido o Determinante de uma matriz quadrada percebe-se
que em cada parcela do somatoério aparecerd apenas um tunico elemento de cada linha e

um unico elemento de cada coluna.

As proposicoes que serao apresentadas tem a finalidade de minimizar a quantidade de
operagoes a serem desenvolvidas para obtecao do determinante de uma matriz quadrada.
Estas serao divididas em alguns casos: quando o Determinante sera nulo, o que nao altera o
determinante, as manipulagoes que podem ser feitas de modo que se saiba a interferéncia
desta no determinante e ainda algumas relagoes entre Determinante e operacoes com

matrizes.
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Proposicao 3.4. Seja A € M,, (R), tem-se que o:

(1) Determinante serd nulo quando:
e A possuir uma fila (linha ou coluna) com todos os elementos nulos;
e A possuir duas filas (linhas ou colunas) iguais ou proporcionais;

e A possuir uma fila (linha ou coluna) como sendo a combinacao linear de outras duas

filas paralelas a ela;

(71) Determinante nao serd alterado quando:
e Escreve-se a matriz transposta de A, ou seja, det A = det AT.

e Substitui-se uma fila (linha ou coluna) pela soma dela com outra previamente mul-

tipicada por uma constante.

(7i1) Determinante serd alterado quando;
e Troca-se duas filas paralelas de posicao entre elas o determinante mudara de sinal;

e Multiplicando-se uma fila (linha ou coluna) de A por uma constante real k, seu

determinte ficara multiplicado por essa mesma constante;

e Multiplicando A, por uma constante real k, seu determinante ficara multiplicado
por k™. Ou seja, det (kA) = k™det A.

(1v) Casos especiais.

e O determinante do produto de duas matrizes A e B desde que possivel, é o produto
dos Determinante, ou seja, det (A.B) = det A.det B.

e Uma matriz triangular (superior ou inferior) tem o determinante igual ao produto

dos elementos da diagonal principal.

e O determinante da matriz identidade de ordem n é igual a 1, ou seja, det (I,,) = 1.

Caso particular:

ar S (1n an e G air ccc G
bil + ¢t N bzn + Cin | = bil N bzn + Ci1 c. Cin
anl Qpn Qn1 Qpn Qn1 Qpn
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Deve-se tomar cuidado pois tem-se a soma de uma linha, e nao uma soma de ma-
trizes. De modo geral, o determinante da soma de duas matrizes A e B ndo é a soma
dos Determinante dessas matrizes, ou seja, det (A+ B) # det A + det B. Todas estas

demonstragoes sao encontradas em [10] e [12].

Quando se deseja obter o determinante de uma matriz quadrada de ordem superior
a 3 se torna desconfortavel sua manipulacao manual através da definicao 3.3, uma vez que
a quantidade de parcelas da somatoria é n!. Dessa forma, serd apresentado um método

que minimiza essas operagoes.

3.2 Desenvolvimento de Laplace

O desenvolvimento de Laplace é uma féormula de recorréncia que permite calcular
o determinante de uma matriz de ordem n, a partir dos Determinante das submatrizes

quadradas de ordem n — 1.

Obtengao do Determinante de uma matriz de ordem 3 genérica através da definicao.

ail G2 13
Seja A= | ay age a9z |. Assim tem-se que:

a3; dasz2 G33
det A = ay1a92a33 — Q11023032 — 1202133 + Q12023031 + Q13021032 — Q13022031 .

E possivel reescrever a soma como:
det A = ayy ((122@33 - a23a32) — Q12 (a21a33 + a23a31) + a3 ((121(132 - Cl22a31) .
Ou ainda,

Q22 A23 ag1 A3 Q21 A22
det A = aii — 19 + a3

a3z 33 a31 33 a3 a3z

Note que o determinante de Asys3, pode ser reescrito em funcao dos Determinante

de submatrizes 2 x 2, isto é,
det A = ayy |A11| — a12|Ara| + ars |Ars| .

onde A;; é a submatriz de A, na qual a ¢-ésima linha e a j-ésima coluna foram retiradas.
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Definicao 3.5. Cofator do elemento a;;
Define-se por cofator ou complemento algébrico do elemento a;; ao nimero A
(que é modificado pelo sinal de (—1)"*7 da submatriz A;;, obtida de A omitindo-se a

i-ésima linha e a j-ésima coluna). Dessa forma o cofator de a;; ¢ dado por:

Ny = (=1 Ayl

Sendo assim obtém-se a expressao:
det A = an Ay + a2l + a3 3.

A féormula apresentada foi desenvolvida pela i-ésima linha que de forma anéloga é
valida para as colunas. Uma demonstracao para o desenvolvimento de Laplace para uma
matriz de ordem n ¢ encontrada em [16]. O desenvolvimento continua sendo vélido para

matrizes de ordem n, e assim pode-se escrever:

det A = CLﬂAﬂ + ...+ ainAin
= Z CL,L'j (-1)i+j det (AZJ)

n

J
J

=1

Definicao 3.6. Matriz Adjunta
Seja A € M,, (R), pode-se formar uma nova matriz com os respectivos cofatores dos
elementos a;; da matriz A. Esta matriz é chamada de matriz dos cofatores de A. A

notacao utilizada aqui para essa matriz seré:

A= (4y)
Chama-se matriz adjunta de A a transposta da matriz dos cofatores de A. Tem-se:

adj A= (A)"

36



3.3 Obtencao da Matriz Inversa por Determinante

Seja A € M,, (R), invertivel, isto é, existe A~! tal que AA™' = A~ A = [,,. Usando
a propriedade det (AB) = det A.det B tem-se:

det (AA™Y) = det I,
det (A).det (A7') = 1

Como consequéncia desse resultado tem-se que A tem inversa se, e somente se,

1
det A 75 0 [§] det (A_l) = M

1
Teorema 3.7. Se A € M,, (R) admite inversa, entio ela é dada por, A~' =

det (A)

adjA.

Propriedades

Sejam A, B € M, (R) e k € R com k # 0, entao,

i) (A7) = (AT

Demonstracao. (i) Seja A € M,, (R). Suponha que A ¢ invertivel e que sua inversa seja

a matriz A~!. Dessa forma:
AA7L = I, = ATA

Logo, A™! também é invertivel e sua inversa é (A71)71 = A.

(17) Sejam A, B € M,, (R). Suponha que A e B sdo invertiveis e que suas inversas

sejam respectivamente A~! e B~ Entao:
(AB)(B-'A-') = A(BB-Y)A~! = A[,A~' — AA~' = I, e
(B'A"1)(AB) = B-Y(A'A)B = B-'I,B = B"'B = I,

Portanto, (AB)™' = B~ 1A% |

A demonstracao das demais propriedades pode ser encontrada em [11].
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3.4 Procedimento para a Inversao de Matrizes

Teorema 3.8. Se A é uma matriz invertivel, sua matriz linha reduzida & forma escada,

R, € a identidade. Além disso, A™' é dada por um produto de matrizes elementares [10].

Um procedimento para se obter a inversa de uma matriz quadrada de ordem n
serd dado pela reciproca deste teorema. Suponha que ao reduzir A a forma escada linha
reduzida, a matriz identidade seja obtida como resultado. Assim, como a cada operacao

com linhas corresponde uma multiplicacao por uma matriz elementar, F;, tem-se entao:

I, = EuEy.....EsEA
I, = (EwEy1..... BB 1) A

Como a inversa de uma matriz é tnica segue que, Ey.Fjp_1..... Ey, By .1, = A1,

Teorema 3.9. Se uma matriz A real quadrada pode ser reduzida ¢ matriz identidade, por
sequéncia de operacoes elementares com linhas, entdo A € inversivel e a matriz inversa
de A € obtida a partir da matriz identidade, aplicando-se a mesma sequéncia de operagoes

com linhas.

O teorema 3.9 informa que operando simultaneamente com as matrizes A e [,,,
através de operacoes elementares, até chegar a matriz [, na posicao correspondente a

matriz A, a matriz obtida no lugar correspondente a matriz I,, sera a inversa de A.
(A : ]n) — (In : A—l)

3.5 Aplicacao de Determinante em Sistemas Lineares -

Regra de Cramer

Um método para resolver um sistema de equacoes lineares pode ser obtido através
da inversao de matrizes. Porém, este somente é aplicado a Sistemas Lineares em que o
numero de equacoes é igual ao niimero de incégnitas. Para efeito, seja um Sistema Linear

de n equagoes e n incognitas.

a11xr] + ajppxe + ... +ax, = b1

A21T1 + G22T2 + ...+ AopnLy = b2
S :

Ap1X1 + Ao + ... + G, = by,
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Na forma matricial,

ai; ai2 ... Qip T b1
= : = AX =8B
ap1 Qp2 ... Anp L, bn
Suponha que det A # 0, portanto A admite inversa. Assim segue,

AX=B& A1 (AX)=A"'Bs (A 'A)X=A"Be [, X=A""Bs X =A"B.

Na forma matricial tem-se

T a1 a2 ... Qip by
Ty Gp1  An2 Qnn bn
Usando a relacdo A~ = ! adj A segue
sl A Do o Ay by
. o 1 . . . .
= Tt A : . : . :
Tn Aln AQn Ann bn
Entao
= bl-All + ...+ bnAnl
| =

det A
O numerador desta fracao é igual ao Determinante da matriz que se obtém de A,
substituindo a primeira coluna pela matriz dos termos independentes, que de fato

ocorre, uma vez que usando o Desenvolvimento de Laplace, tem-se:

b1 a12 ... Qin
== bl-All + ...+ bn'Anl
bn An2 Ann
Ou seja,
b1 a192 . QAp
bn Ap2 Qpn
I =

ai;  Qai2 Q1n
Gp1  Qn2 Apn
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De forma analoga, com ¢ = 1,2, ..., n, tem-se que:

ai; ... b1 ... Qip

Al .. by .. apn

T, =
aiy ... Qip

ap1 ... App

Desse modo, a solucao de um sistema de equacoes lineares pode ser escrito como
fracoes sendo que no denominador tem-se o determinante da matriz dos coeficientes A,
desde que det A # 0, e no numerador aparece o determinante da matriz obtida de A,
substituindo a i-€sima coluna pela coluna dos termos independentes. Este método,
chamado Regra de Cramer, pode ser aplicado somente em Sistemas Lineares com n

equacoes e n incognitas que tem o determinante da matriz dos coeficientes nao nulo.

Nota-se nesse método que a quantidade de operacoes que devem ser realizadas é
grande, uma vez que as incognitas sao obtidas por razoes de Determinante e a obtencao

destes leva a necessidade de um ntmero grande de somas de produtos.

3.6 Consideracoes Finais

Foi definido formalmente o determinante de uma matriz quadrada real e uma nota-
cao utilizada nao muito usual durante o ensino médio. Destacou-se as propriedades que
envolvem tal conceito, evidenciando a importancia do seu uso para um calculo analitico.
Verificou-se que uma das aplicacoes de determinante se da na resolucao de Sistemas Li-
neares, por meio da Regra de Cramer e também para a obrengao da matriz inversa. Foi
apresentado um processo para obtencao da matriz inversa que utiliza operagoes elemen-

tares.
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Capitulo 4

Aplicacoes de Sistemas Lineares e
Determinante - Trelicas e Vibracoes

Este trabalho foi desenvolvido com o objetivo de apresentar aplicacoes de Sistemas
Lineares e Determinante na resolucao de problemas reais ligados & engenharia. Assim
serao apresentados nesse capitulo algumas situacoes que podem ser formuladas e resolvidas
utilizando-se Sistemas Lineares e/ou Determinante. Entretanto, para isso serd necessario
a utilizacao de alguns conceitos da fisica, que sera considerado conhecido pelo leitor. Os
problemas poderiam ser resolvidos através de outras ferramentas, porém a escolha do
método foi feito de modo a aplicacao das teorias apresentadas até aqui. Inicialmente
serd visto sobre um elemento estrutural largamente utilizado nas engenharias, as trelicas,
que em alguns casos sao estruturas que utilizam menos material para sua fabricacao,
consequentemente, tornando mais leve e com custo menor, do que se fosse uma estrutura
macica. A aplicacdo de Determinante sera feita no estudo dos modos de vibragao livre e

nao forcada de um poértico idealizado.

4.1 Trelicas

Sao conhecidas por trelicas as estruturas de elementos consideravelmente esbeltos
(pecas onde a area de secao transversal é pequena em relacao ao seu comprimento) que
sao ligados entre si pelas extremidades, figura 4.1. Entende-se por estrutura como sendo

um sistema (conjunto) de partes conectadas para suportar uma carga [17].
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Figura 4.1: Modelo de ponte trelicada [18].

Essas estruturas sao utilizadas em construcoes feitas com diversos tipos de materiais,
tais como: madeira, aco, aluminio e outros, que sao usualmente unidas uns aos outros
através de uma liga¢ao com placa onde essas barras sao aparafusadas ou soldadas, figura
4.2(a), ou ainda podem ser unidas por um grande parafuso ou pino que perfura cada um

dos elementos, figura 4.2(b), ou ainda por outros nos especiais.

N\
_ 3 ': . :,//' il
- (b) =

Figura 4.2: Placa de refor¢o (a) e Ligagao com pino (b) [18].
4.1.1 Classificacao quanto a formacao

Considerando a disposi¢ao espacial, as trelicas podem ser planas ou espaciais, de
acordo com que suas barras e forcas externas estejam em um mesmo plano ou nao. Entre-
tanto, trelica plana costuma ser a idealizacao de parte de uma estrutura espacial, como
pode ser observado no esquema ponte, representada na figura 4.3. Neste trabalho serao

considerados somente aplicacoes idealizadas com trelicas planas.
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() ' (b)

Figura 4.3: Trelicas Planas (a) e Espaciais (b).

Sera considerada uma trelica ideal um sistema reticulado cujas barras tém todas
as extremidades rotuladas e sao dispostas de tal forma a formar tridangulos cujas cargas

estdo aplicadas apenas em seus nos [17].

Uma preocupacao que se deve ter na concepcao de uma estrutura trelicada é sua
estabilidade, de modo que a trelica seja suficientemente rigida. E intuitivo que a geometria
das quatro barras ABCD, figura 4.4(a), ndo sera estavel, a menos que seja adicionado um
elemento diagonal AC a estrutura. A forma geométrica mais simples que seja rigida ou
estavel é a de um tridngulo. Sendo assim, uma trelica simples é construida a partir de
uma estrutura triangular, tal como ABC na figura 4.4(b), e em seguida acrescentando-se

dois elementos (AD e BD) para formar outra estrutura triangular.

(a)

Figura 4.4: Estrutura instavel (a) e Estrutura estavel (b) [18].
Quanto aos apoios nos modelos de trelicas, vale ressaltar que serao utilizados dois
tipos, 08 mduveis (apoios de 1° género) que sdao aqueles que restrigem a estrutura em

movimentos verticais ou horizontais e, os fizos (apoios de 2° género) que sdo aqueles que

restrigem a movimentacao horizontal e vertical da estrutura.

As trelicas sao classificadas quanto & formacao em: Simples, Compostas e Comple-

Xas.
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Trelica Simples: Uma trelica simples pode ser formada a partir de trés barras
birrotuladas ligadas em forma de tridngulo, & qual sao acrescentadas duas barras nao
colineares ligadas por meio de uma rotula, e assim sucessivamente, com mais duas novas
barras e uma rotula. Desa forma, o conjunto de barras é estavel, ou seja, suas partes
nao tem possibilidade de deslocamento relativo entre si. E ao acrescentar a esse conjunto
apoios que impecam deslocamentos do corpo rigido, obtém-se uma trelica plana simples

isostatica, figura 4.5 [19].

(84
WQE
Az /
D F
A

(@ (b)
Figura 4.5: Trelica Simples [18].

Trelica Composta: Toda trelica composta é formada a partir de trelicas simples
de maneira que nao haja deslocamento relativo entre essas trelicas e o conjunto nao seja
outra trelica simples. A ligacdo dessas trelicas simples para formacdo de uma composta
é feita por meio de uma rotula comum e uma barra, ou pela ligacao através de duas ou

trés barras, como observa-se na figura 4.6(a) e (b)[19].
E

Treligas
Simples

Treligas
Simples

(a) (b)

Trelicas ] Treligas
S1mp,les. Treligas \ Simples
Secunadria Simples \ Secunadria

ecunadria X

\

X2
Treligas Simples  E S
Principal
(©)

Figura 4.6: Trelicas Compostas [18].
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Ja na figura 4.6(c), tem-se uma trelica composta que foi obtida a partir de uma
trelica simples ABC DE, chamada de trelica principal, na qual foram substituidos alguns

membros por outras trelicas simples, chamadas aqui de trelicas secunddrias.

Trelica Complexa: Uma trelica serd complexa quando nao for nem simples nem

composta, como pode ser observado na figura 4.7 [19].

Figura 4.7: Trelica Complexa [18].

A figura 4.8 representa algumas trelicas usuais para telhados, sendo que a escolha da
trelica é dado de acordo com o vao a ser vencido, inclinagao do telhado e ao carregamento.
A trelica Pratt 4.8(c) ¢ a mais utilizada nas estruturas de telhados de residéncias. Para
grandes vaos, como hangares, o tipo usual de trelica é a representada pela 4.8(i). O tipo
Shed 4.8(h) sdo geralmente usadas em industrias ou ainda galpdes, onde a iluminacdo

uniforme é importante.

A figura 4.9, apresenta exemplos de trelicas usuais em pontes, em particular, as
trelicas Pratt, Howe e Warren, sao normalmente usadas para vaos de até 60 m de compri-
mento. Em trelicas de aco é preferivel que as barras mais longas estejam tracionadas para
que nao fiquem sujeitas & flambagem (fendmeno quando a peca sofre deflexao transversal
quando submetida a carga axial). Como em trelicas de madeira as barras sdo menos

esbeltas, essas barras podem ser comprimidas.
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Arco triarticulado

()

Figura 4.8: Trelicas planas usadas em telhados [18].
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Figura 4.9: Trelicas planas usadas em pontes [18].

Um exemplo de utilizagdo dessas trelicas esta na figura 4.10(a), em que a trelica
ABCDE & um modelo tipico utlizado na sustentacao de telhados, chamadas de tesouras.
Nesse modelo, a carga do telhado ¢é transmitida a trelica nos pontos de ligacao dos ele-
mentos por meio de uma série de travessas, usualmente chamadas de tercas, como em
DD’. A analise das forcas aplicadas nos seus elementos é bidimensional, uma vez que o

carregamento imposto pelo telhado atua no mesmo plano da treliga, figura 4.10(b).

No caso de uma ponte, figura 4.11(a), a carga aplicada no piso é primeiro transmitida
as longarinas, que por suas vez transmite as tranversinas e, finalmente, aos pontos B, C
e D das duas trelicas de apoio lateral. De forma analoga, como ocorre na trelica de
telhado, o carregamento da trelica de ponte pode ser considerado coplanar, como pode

ser observado na figura 4.11(b).

As treligas de pontes ou telhados quando se estendem por grandes vaos (distancia a
ser vencida pela estrutura), é comum apoiar uma das extremidades em roletes (apoio de
12 género ou charriot), ou apoios que permitam liberdade de expansao ou contragao dos
elementos, seja por causa da variagao de temperatura ou pela aplicacao de cargas, como

por exemplo, no ponto E nas figuras 4.10(a) e 4.11(a).
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7 E
T Trelica de telhado - tesoura T
(b)

Figura 4.10: Estrutura de telhado (a) e modelo de treliga - tesoura (b) [18].

B T S L &
Trelica de ponte
®

Figura 4.11: Estrutura de ponte (a) e modelo de treliga de ponte (b) [18].
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Para projetar os elementos e as ligagoes nos noés de uma treliga, é necessario, pri-
meiramente deteminar os esforcos atuantes nesses elementos. Para fazer essa analise

estrutural, serao consideradas duas hipoteses. A saber:

1. Todas as cargas sao aplicadas aos nds: Geralmente ao projetar uma estrutura como
trelicas de pontes e telhados, essa suposicao é verificada. E usual desprezar a defle-
xao devido o peso proprio dos elementos uma vez que os esforcos normais sao mais

significativos.

2. Os elementos sao ligados entre si por rétulas: Quando as conexoes sao feitas por
parafusos ou chapas soldadas, essa suposicao é satisfatoria, isso por que as linhas

centrais dos elementos ligados sao consideradas concorrentes.

Considerando essas hipoteses, ocorrera que cada elemento de trelica atua com um
elemento de duas forcas fazendo que as forcas em suas extremidades sejam direcionadas

ao longo do seu proprio eixo (forgas axiais).

Chama-se for¢a de tragao, figura 4.12(a), aquela que tende a alongar o elemento, e

forca de compressao, figura 4.12(b), aquela que tende a encurtar o elemento.

E importante durante o anélise do projeto de uma trelica identificar se os elementos
estao sendo tracionados ou comprimidos, uma vez que os elementos comprimidos tem

secao maior afim de evitar o efeito de deformacao.

Da fisica, sabe-se que toda ac¢ao (for¢a aplicada) tem como consequéncia uma rea¢ao
(forga aplicada com sentido contrério), assim se uma barra esta sendo comprimida, esta
exerce uma reacao no no, que tende a empurra-lo. De forma andloga, se uma barra
estd sendo tracionada, esta exerce sobre o n6, uma reacao que tende a puxé-lo. Pode-se

verificar essas situacoes na figura 4.12.

no A né B

| A B /

(i © B ]
T T T T

(a)

né A né B

I"‘. A B i

e e = C o) —0)
c C c C

(b)

Figura 4.12: Diagramas de corpo livre de barras carregadas axialmente e noés adjacentes:
(a) barra AB em tracdo; (b) barra AB em compressao [20].
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4.1.2 Classificacao quanto a estaticidade

Quando se faz a analise de uma trelica, alguns conceitos devem ser observados, a
saber: a determinacao e a estabilidade. De forma resumida serao apresentados esses

conceitos.

Determinacao: Em qualquer problema que se analise uma trelica, deve-se levar em
conta o numero total de incognitas que inclui as forcas atuantes no nimero b de barras da
trelica e o namero total de reacoes de apoio r. Assumindo que os membros da trelica sao
retos e com apenas forcas axiais que atuam no mesmo plano, o sistema de forcas atuantes
em cada no6 serd coplanar e concorrente. Logo, o equilibrio rotacional ou de momento,
2M = 0, é seguramente satisfeito no no, sendo assim se faz necessario satisfazer apenas
as condigoes que evitem translagao da estrutura, ou seja, Y F, = 0 e YF, = 0. Sendo
assim, pode-se escrever apenas duas equacoes de equilibrio para cada no, e se existem um
numero de noés igual a N, o ntmero total de equacoes disponiveis para solucao sera 2N.
Comparando o niumero total de incognitas (b + r) com o nimero de equagoes disponiveis,
é possivel especificar a determinacao de uma trelica simples, composta, ou complexa.

Dessa forma, classifica-se quando:

e b+ 1r =2N — estaticamente determinada;

e b+ 1r > 2N — estaticamente indeterminada.

O grau de indeterminacao é dado pela diferenca entre o nimero de incognitas e o

namero de equagoes, (b+r) — 2N.

Estabilidade: Caso b+ r < 2N, a trelica sera classificada como wnstdvel, uma
vez que nao haverd numero suficiente de barras ou reacoes para restringir todos os nos.
Dessa forma diz-se que a trelica ird se colapsar. Uma trelica podera ser instavel mesmo
sendo estaticamente determinada ou indeterminada, sendo que a estabilidade tera de ser

analisada por exame ou andlise de forca.

Estabilidade Externa: Sao as condicoes impostas pelos apoios usados na trelica.
A trelica é externamente instavel se todas as reacoes de apoio forem concorrentes ou
paralelas. Isso pode ser constatado na figura 4.13, onde no caso (a) as reagoes de apoio
nao restrigem a movimentacao rotacional da estrutura e no caso (b) nao restrigem o
movimento de translacao da trelica, sendo possivel sua movimentacao na horizontal. Essas
instabilidades se dao ao fato de as linhas de acao das reacoes serem concorrentes ou

paralelas.
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f t t t

reagdes concorrentes instaveis reagdes paralelas instaveis

(@) (b)

Figura 4.13: Treligas instaveis [18].

Estabilidade Interna: Na maioria dos casos a estabilidade interna pode ser con-
ferida através de um exame cuidadoso do arranjo de seus membros. Quando se pode
determinar que cada no esta fixo, de maneira a garantir a nao movimentacao do “corpo
rigido” em relacao a outros noés, entao a trelica sera estavel. Pode-se constatar que uma
trelica simples sempre serd estdvel internamente e isso se da pelo processo de construcao
da trelica. A trelica da figura 4.14 exemplifica de forma clara essa afirmagao, uma vez que
comecando a construcao da trelica pelo tridngulo sombreado ABC', e adiconando os noés
sucessivos D, F, F', G, H seré& garantido a estabilidade interna, de forma que os elementos

adicionados a trelica ABC' deram continuidade a forma rigida da trelica.

D ¢ E G

B F
Figura 4.14: Trelica estavel [18].

Caso a trelica seja construida de forma que nao seja garantida a posicao fixa dos
nos, ela serd instavel ou tera a “forma critica”. A figura 4.15, € um exemplo deste caso,
onde pode ser visto que nao existe nenhuma restricao ou fixacao entre os noés C' e F' ou

B e F, e assim a trelica ird colapsar quando carregada.

D C E G

B F

Figura 4.15: Trelica internamente instavel [18].

Considerando uma trelica simples, composta ou complexa, a instabilidade pode ser

o1



observada através de um computador no momento de resolver o conjuntos de equacoes
obtidos para cada n6. Se os resultados forem inconcistentes, a trelica serd instavel ou teré
forma critica. De forma resumida, se a trelica tem b barras, r reacoes de apoio e N nos,

entao se,

e b+ 1r < 2N — instavel;

e b+r > 2N — instavel se as reacoes de apoio da trelica forem concorrentes ou

paralelas, ou se alguns dos componentes da trelica formam um sistema colapsavel.

4.1.3 Resolvendo uma Trelica Isostatica Plana

Para resolver uma trelica serd necesséario entender o conceito de equilibiro estatico
de uma estrutura, que consiste em manter nula as somas vetoriais das forcas atuantes
na estrutura e os momentos consequentes dos pontos de aplicagao das forcas externas e
os apoios. O equilibrio estatico de uma estrutura bidimensional pode ser modelado da

seguinte forma:

SF, =0
XF, =0,
SM =0

em que a tltima equagao representa momento nulo em relagao a um ponto A qualquer no

referido plano, o que impede o giro da estrutura.

Resolver uma trelica significa determinar os esforcos em seus elementos assim como
as reacoes de apoio. Para que seja possivel aplicar Sistemas Lineares na resolucao de uma
trelica é condigdo necessaria que o dobro do nimero de nds (N) seja igual ao nimero

de barras (b) mais as reagoes de apoio (r). Neste caso diz-se que a estrutura é isostdtica.
2N =b+r

Sendo satisfeita essa condi¢ao encontram-se as equacoes em cada nd, considerando
o equilibrio da estrutura, ou seja, L F, = 0 e L F, = 0, uma vez que em cada n6 cada

uma forca terd sua componente horizontal e vertical.

Considerando o que foi exposto verifica-se a aplicacao direta de Sistemas Lineares na
resolugao de uma trelica, sendo a classificacao quanto a estaticidade verificada na resolucao
do sistema linear produzido a partir dos nos da trelica. A estabilidade é verificada caso o
Sistema Linear seja classificado como possivel e determinado. Dessa forma resolver uma

trelica ¢ um problema de Sistemas Lineares.
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4.2 Aplicacao de Sistemas Lineares - Trelica Simples

Considerando a estrutura trelicada, figura 4.16, solicitada com 500 N no ponto B,
determinar os esforcos em cada barra e se as barras estao sendo tracionadas ou compri-

midas.

B
¥ » 500N

2m

- 2m -

(@)

Figura 4.16: Trelica 1 [18|

O modelo mateméatico usado neste problema consiste em isolar os elementos da

trelica indicando os efeitos causados pela solicitacao e analisar o equilibrio de cada né.

Esse problema é apresentado em [21], sendo que as equagdes foram escritas de forma
a aplicar os assuntos tratados neste trabalho - Sistemas Lineares.

Dessa forma, aplicando a metodologia apresentada tem-se que:

e N6 A, figura 4.17(a): terd quatro forcas atuantes, as duas reacoes de apoio, A, e

A,, uma vez que ¢é apoio fixo e as reagoes das barras BA e CAnoné A, Fga e Foa.

e No B, figura 4.17(b): tera trés forcas atuantes, as reagoes das barras BA e BC no
n6 B, Fgy e Fpo, e a forca externa de 500N.

e No C, figura 4.17(c): terd trés forcas atuantes, uma reacao de apoio Cy e as reagoes

das barras BC' e AC no n6 C, Foa e Fpo, respectivamente.

Fga F
BC
A b :ﬁ -
/ -:‘—l_:." f'{ "4 Ksm N ]."‘(-_,1_ L
. o Sl ) )
A, O R T{,_‘_

(a) (b) (c)

Figura 4.17: Forgas atuantes no n6 A (a), n6 B (b) e n6 C (c).
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Nesse modelo foi considerado que a barra BC' esta “empurrando” o n6é B, isto é,
foi suposto que a barra BC' estd sob compressao. De forma analoga, a barra BA esta
“puzando” o n6 A, isto é, foi suposto que a barra BA esta sob tracdo. Os mesmos efeitos

foram considerados no no C.

Os sentidos das forcas em cada nd, devido ao efeito de compressao ou tragao con-
siderados em cada barra, poderad ser adotado de forma aleatéria, uma vez que o sentido

correto da forca serd verificado na solucao do sistema linear.

De forma geral, quando uma barra estd empurrando o no significa que este elemento

estd sob compressao, e quando esta puzando o nd é porque este elemento esta sob tracao.

Adotando a orientacdo para o sistema de eixos convenientes, tem-se as seguintes

equagoes:

+ _ _ _
N6 A - —YF, =0= Ax"’FAC =
Y EE, =0= —A, + Fgy =

+ . B o
NoB:d ™ YF,=0 = 500 — cos(45°) Fpc
+1XYF, =0 = —Fpa+cos(45°)Fpc

NoC KV, =0 = —Foatcos(d5)Fpe = 0
+1XYF,=0 = (C,—sen(45)Fgc = 0

Desse modo, tem-se o Sistema Linear Escalonado com 6 equagoes e 6 incognitas:

_A, N o = 0
—A, +Fpa 0
—Fya +0, 71 Fpc 0
—Foa +0, 71 Fpe 0
C, —0,71Fp¢ 0
\ 0,71Fzc = 500
Na forma matricial tem-se:

[ 1 0 0 o o |[ Al [ o]

0 -1 1 0 0 0 A, 0

0 0 -1 0 0 0,71 Fga | | ©

0 0 -10 0,71 Foal | O

0 0 0 1 —0,71 C, 0
00 0 0,71 | | Fpe | [ 500 |
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Das equagoes do sistema linear se obtém os valores das incognitas:

;

— A, +Fca = 0 = A,=500N
—Ay +Fpa 0 = A, =500N
—Fga 4+0,71Fgc = 0 = Fg4=500N
< —Fca +0,71Fge = 0 = Foy=500N
C, —0,7Fgc = 0 = C,=500N

0,71Fgc = 500 = Fpo=T704,2N

\

Como a solugao do sistema nao apresentou nenhuma incégnita negativa significa que
os sentidos adotados (tragdo e compressao) em cada barra esta correto. Os esfor¢os nas

barras sao de tracao (BA e CA) e compressao (BC).

4.3 Aplicacao de Sistemas Lineares - Trelica Fink

E usual que as estruturas de telhado sejam trelicadas, isto se deve ao fato de ser
uma estrutura leve e de facil dimensionamento. Considerando uma trelica de telhado do
tipo Fink (figura 4.18), pede-se para determinar os esfor¢os em cada barra e identificar

se é de tracao ou compressao.

2 kN

Figura 4.18: Trelica Fink.

Observando a estrutura verifica-se que é formada por 11 barras e 7 nés. Por outro
lado, dos apoios tem-se ainda 3 esfor¢os a se determinar (reagoes de apoio). Dessa forma
a condicao necessaria para que seja possivel resolver a estrutura por Sistemas Lineares é

satisfeita, ou seja, 2N =b+r,jAque N =7,b=11e r = 3.

Isolando-se os elementos da estrutura e considerando somente os carregamen-
tos, as reacoes de apoio e os efeitos das barras nos nos tem-se a situacao apresentada na
figura 4.19.
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Figura 4.19: Reacoes dos apoios e articulagoes.

E como os nés devem estar em equilibrio tem-se:

e Para o no A;

Figura 4.20: Forcas aplicadas - N6 A.

N6 A : L SR, =0= A, — Fap—cos(30°)Fag =
| 41 EZF,=0= A, — sen(30°) Fag =

e Para o nd B;

Figura 4.21: Forcas aplicadas - N6 B.

No B :
B YF, —0= Fap+ cos(60°)Fg — Fpe — cos(60°) Fgp =0
+1YF,=0= —sen(60°) Fpg — sen(60°)Fpr=0= Fpg + Fpr =0
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e Para o n6 C;

Figura 4.22: Forcas aplicadas - N6 C.

NoC
B YF — 0= Fpe+cos(60°) Fop — Fpe — cos(60°) Fop =0
+ 1 XF,=0= —sen(60°) For — sen(60°)Fop=0= For + Fop =0

e Para o n6 D;

Figura 4.23: Forcas aplicadas - N6 D.

N6 D - { lL) YF,=0= Fpc+cos(30°)Fpg

+1 X, =0= D, — sen(30°)Fpp =

e Para o nd E;

Fpe \\_{..

Figura 4.24: Forcas aplicadas - N6 E e esquema geométrico.

_I_ o
N\ YF, =0= Fer+cos(60)l—Fpp = 0
+ N XE,=0= Fop —sen(60°)1 = 0 = Fop=0,86

NoO FE :
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e Para o n6 F;

2

2k

FY

- X
Frg Fep

Fyr Fep

Figura 4.25: Forcas aplicadas - N6 F e esquema geométrico.

Figura 4.26: Forcas aplicadas - N6 G e esquema geométrico.

+ o
N YF, =0= Fac— Fre—cos(60°)1=0= Fag — Frc =0,5
+RYF,=0= Fpg — sen(60°)1 =0= Fpe = 0,86

NoG

Assim, tem-se um Sistema Linear com 14 equacoes e 14 incégnitas:

,

1A, —1Fsp—0,86F ¢ =
1Ay —0,5F ¢ =
1Fap +0,5Fpg —0,5Fpp —1Fgc=

1Fpg +1FpFp =

0,5Fcp —0,5Fcp—1Fpc +1Fgo=

1Fcp +1FcE =

0,86Fpp +1Fpe =

9 —0,5Fpg +1D, =
1Fgr —1Fpg =

1FcE =

0,86Fpg +0,5Fgr —0,5Fcp —0,86Fpp =

0,5Fpg +0,86Fgp+0,86Fcr 0,5Fgp =

1Faq —1Fpa =

. 1Fpg =

o8

S oocoocooocoo

0,86

1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)
(10)
(1)
(12)
(13)
(14)



Aplicando-se as operagoes elementares sobre as linhas obtemos o seguinte Sistema

Linear na form Escalonada.

(1A, —1Faop—0,86Fsc =0 (1)
14, —0,5F g =0 (2)
1Fap +0,5Fg¢ —0,5Fgp —1Fge= 0 3)
1Faq —1Fpg =0,5 (4

1Fpa +1Fgp =0 (5)

0,86 Frg+0,5Fpp —0,5Fcp—0,86Fg g =0 (6)

0,57Fgp+1,156Fcp  +1Fgp = 2 (7)

1FcR +1FcE =0 (8)

1Fgr —1Fpg =-0,5 (9)

—0,5Fpg +1D,, = 0 (10

1Fog =0,86 (11)

LFpc+1,72Dy =0 (12

1,72D, +1Fpc=0,86 (13)

—2,04Fpc=5,23 (14)

Fazendo as retrosubstituicoes tem-se:
, Fpo = —2,57 kN (T)

13), D, = 2 kN (C)
¢ =—3,43 kN (T)

—
[\

P i N
5
-l

10), Fpg = 3,98 kN (C)
. Fop = 3,48 kN (C)
, Fop = —0,86 kN (T)

Dessa forma, foram determinados todos os esforcos nas barras e as reacoes de apoio.
Os resultados negativos, indicam que o sentido adotado inicialmente estava errado, assim

tem-se que os esforcos corrigidos serao, em kN, conforme indicado na figura 4.27.

Fazendo uma analise simplificada da estrutura é notavel que a geometria da estrutura
e 0s carregamentos sao simétricos em relacao ao ponto F. Dessa forma, era esperado

encontrar esforcos iguais nas barras e apoios simétricos.

2kN

F, F, Fee F,
KC’\ AG BG CE DE 3’9
mq‘b =) &) &'(C‘
g % ! Frg Fip Fer C‘bﬂ
fg \ i o I“D[

A=D A Fig 3.43(T) 2,57 (T)
Fun Fap B Fgre Fi C Fix Foe T
D =

%<
%

A2

Figura 4.27: Reagbes de apoio e esfor¢os nas barras (corrigidos), em kN.
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4.4 (Caso Geral

A aplicabilidade do processo apresentado anteriormente nao é viavel em qualquer
caso, dessa forma se faz necessario a formulacao de um procedimento para resolver uma
estrutura trelicada qualquer. Esses tipos de problemas podem ser resolvidos utilizando o
Meétodo da Rigidez, preferido para analisar uma estrura por meio computacional, metolo-

dogia descrita de forma clara e objetiva com exemplos em [21].

A metodologia é baseada na rigidez da estrura, que é funcao de propriedades geo-
métrica e mecanica do material usado, como Area e Mddulo de Elasticidade. Dessa forma,
encontrado a matriz da rigidez estrutural K, os componentes de forca global F' atuando

na trelica podem ser relacionados aos seus deslocamentos globais X usando a relagao:
F=KX

Esta é conhecida como equagao de rigidez da estutura. Sendo usual designar os
indices menores para identificar os graus de liberdade nao restringidos, isso permitira

dividir a equacao na seguinte forma:

L I S S E B I
F, Koy ! Ko Xk
Sendo,

Fy, Xy = cargas externas e deslocamentos conhecidos. Sao os carregamentos exis-
tentes na treliga e os deslocamentos que geralmente sao especificados como
zero devido as restricoes dos apoios.

F,, X, = -cargase deslocamentos conhecidos. Sao as reacoes de apoio desconhecidas,
e os deslocamentos dos nos onde o movimento nao é restringido em um
sentido particular.

K = matriz de rigidez da estrutura, que é dividida para ser compativel com a

divisdo de F e X.

Dessa forma, se obém um Sistema Linear com as incognitas sendo os deslocamentos

nodais e as reagoes de apoio desconhecidos [21].

60



4.5 Aplicacoes de Sistemas Lineares e Determinante

em Vibracoes Livres

Um ponto insatisfatorio na formacao em nivel de graduagao em Matematica é a
aplicagao de conceitos vistos durante todo o processo académico. O objetivo nesta se-
cao é aplicar as ferramentas Sistemas Lineares e Determinante em problemas reais como
vibracoes lwres, uma vez que os efeitos deste conceito devem ser utilizados na analise
estrutural. As defini¢oes formais de autovalor e autovetor assim como outros conceitos

sdo encontrados em livros classicos de Algebra Linear como [10] e [12].

4.5.1 Autovalores e Autovetores na Engenharia

Em problemas de Engenharia Estrutural, ¢ comum situacoes envolvendo sistemas

de equagoes lineares que matricialmente sdo do tipo [22]:
AX = \BX

onde:

e A e B sao matrizes quadradas de mesma ordem n, simétricas nas aplicacoes estru-
turais, sendo pelo menos uma nao singular (sem perda de generalizagdo, considere

B a matriz nao singular);

e )\ é um escalar, que pode assumir n valores (valores caracteristicos), cada \; tor-

nando possivel a verificacao das equagoes com raizes nao nulas;

X; # 0 vetor caracteristico associado a \;.

Se A for matriz nao singular e B singular, dividindo-se ambos os membros da equacao
por A, obtém-se

1
—AX = BX
A

sendo este da forma e com as mesmas restricoes da primeira equacao, com X sendo os

valores caracteristicos.

Se B for uma matriz diagonal com elementos positivos, ocorre um problema especial

de valores caracteristicos que tem a solucao mais simples.
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Se B for nao singular, pode-se partir da equacao AX = ABX, multiplicar os dois
membros pela inversa de B.
B'AX = M\, X

ou ainda, fazendo H = B~ ' A, tem-se

HX =\, X
HX —)AX =0
(H—=X,)X =0

Ou seja, tem-se um Sistema Linear de equac¢oes homogéneas que na forma matricial é

(hll - )\) h12 hln T
S R B Il I (451
B B e (B —A) | | 2 0

Considerando que todo Sistema Linear homogéneo admite sempre a solucao trivial, ou
seja, r1 = o = ... = x, = 0, e as solucdes nao triviais, com z; # 0 somente se tornam

possiveis quando a matriz dos coeficientes for singular, isto é, se seu Determinante for

nulo:
det (H—XI,) =0
ou ainda
(hll — /\) h12 hln
hgl (hgg — /\) hgn
. . , . =0
Bt hono e (A — N)

Resolvendo o determinante encontra-se a seguinte equagao
N A O O 24+ Co A+ C, =0
conhecida como equag¢ao caracteristica de grau n em .

A equacao caracteristica possui n raizes, A\;, Ao, ..., \,, cada uma delas sendo um

valor caracteristico (ou autovalor, ou valor préprio, ou raiz latente) da matriz H.

Substituindo cada valor de A\; na equagao 4.5.1, obtém-se um sistema possivel e
indeterminado. Dessa forma arbitrando-se um dos valores de X;, por exemplo xy;, € con-

siderando as (n — 1) equagoes, determinam-se os demais valores das raizes xo;, T3, . . ., Tp;.
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Assim o vetor

X, = ] estd associado ao valor \;.

Lns

De forma geral, as solugoes sao

T T12 Tin
T21 T2 Ton
)\1%X1: . ,)\2—>X2: . ,...,)\n%Xn:
Tn1 Tn2 Tnn
Onde os vetores Xi, Xo,..., X,, sao chamados vetores caracteristicos, autovetor,

vetores proprios, vetores modais ou simplesmente modos de H.

Todos os autovetores organizados em forma matricial dao origem a matriz modal,

COommo segue

11 12 -~ Tin

To21 T922 Ton
M* =

Tnlt Tp2 T

E usual apresentar cada autovetor normalizado, isto é, algum dos elementos de X
igual a 1 [22].

Os valores de A que satisfazem a equacao AX = ABX, sao os mesmos encontrados
para as raizes da equagao caracteristica, isto é, o tratamento algébrico dado a equacao
AX = ABX nao alterou os autovalores e nem os autovetores encontrados, mostrando que

essa “manipulacao” aos problemas devem ser feitos somente seja realmente conveniente.

4.5.2 Conceitos basicos de Vibracao

Sabe-se intuitivamente que as vibragoes existem e tem seus efeitos em instrumentos
musicais, sistemas de motores, sistemas elétricos entre outros, assim ocorre nas estruturas,
entretanto usualmente desprezada devido a sua magnitude ou efeito causados na estrutura.
A analise de vibracoes tem papel importante no estudo do comportamento das estruturas

sujeitas a carregamentos sismicos e de vento.
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e Vibracao
Chama-se vibracao, a qualquer movimento periddico ou nao de um corpo ou sistema

de corpos interligados, em torno de uma posicao ou equilibrio [20].

Sao exemplos de vibragoes o movimento de uma corda dedilhada, o balancar de um

péndulo, a torcida pulando na arquibancada, vento atuando em uma ponte, entre outros.

e Graus de liberdade
Chama-se de grau de liberdade, ao nimero minimo de coordenadas independentes
requeridas para determinar completamente as posicoes de todas as partes de um

sistema a qualquer instante [23].

Em estruturas reais tem-se infinitos graus de liberdade que podem ser representados

simplificadamente por alguns pontos representativos.

Quando vigas e porticos estao carregados, tem-se que os pontos chamados de nds,
que sao pontos especificos da estrutura, passarao por deslocamentos desconhecidos. Esses
deslocamentos serao considerados graus de liberdade para a estrutura, que serao usados na
andlise para determinacgao dos esforcos de uma estrutura indeterminada. Para encontrar
o grau de liberdade de uma estrutura, pode-se imaginar que a estrutura consiste de uma
série de membros conectados aos nos, que normalmente estao localizados na liga¢ao de
dois ou mais membros, nos apoios, nas extremidades de um membro, ou onde os membros
tem uma mudanca stbita na se¢do transversal |21]. Considerando cada n6 de uma viga ou
de um portico no espaco, estes poderao ter no maximo trés deslocamentos lineares e trés
deslocamentos rotacionais; agora considerando no plano os nés desses mesmos elemen-
tos, poderao ter no maximo dois deslocamentos lineares e um deslocamento rotacional.
Entretanto, dependendo dos apoios ou por pressupostos baseados no comportamento da
estrutura os noés poderao ter deslocamentos restritos. Pode-se citar o exemplo de uma
viga que sofre apenas deformagao em razao da flexao, entao nao pode haver deslocamento
linear ao longo do eixo da viga tendo em vista que esse deslocamento é causado por uma

deformacao de forca axial.

De forma a ilustrar o conceito de grau de liberdade, considere a viga da figura
4.28(a), em que foi aplicada uma carga P que fard com que o n6 A apenas gire (despre-
zando a deformacao axial), enquanto o n6 B esta restrito ao deslocamento linear devido
o apoio. Dessa forma a viga tem apenas um grau de liberdade desconhecido, 64. A viga
também com uma carga P aplicada da figura 4.28(b), tem trés nos, A, B e C, sendo que
apresenta quatro graus de liberdade, devido aos deslocamentos rotacionais 64, 0g, 0c e o

deslocamento linear Ag. De forma analoga, na figura 4.28(c¢) se uma carga P for aplicada
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no portico e for desprezado a deformacao axial dos membros, pode fazer com que os nos
B e C girem, e esses nos podem ser deslocados horizontalmente por um montante igual.

Dessa forma a estrutura apresenta trés graus de liberdade, 0g, 6 e Ap.

(b)

Figura 4.28: Estruturas com um (a), quatro (b) e trés graus de liberdade (c) [21]

e Vibracoes livres e forcadas
Se um sistema, mesmo apo6s uma perturbacao inicial, continuar a vibrar por conta
propria, a vibracao resultante é chamada de vibragao livre. Como exemplo tem-se a
vibracao de um péndulo simples que permanece em movimento oscilatorio sem que
nenhum efeito externo intervenha figura 4.29(a). Agora se um sistema estiver sujeito
a uma forca externa, a vibracao resultante é conhecida como vibracdao forcada [23].

Um conjunto de pessoas dangando sob o mezanino de uma boate, figura 4.29(b).

(a) (b)

Figura 4.29: Vibragoes livre (a) e forcada (b).
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e Vibracoes nao amortecida e amortecida
Quando nenhuma energia for perdida ou dissipada por atrito ou outra resisténcia
durante a oscilacao, a vibragao ¢ conhecida como wvibracao nao amortecida. En-
tretanto, se qualquer energia for perdida, ela é denominada vibra¢cao amortecida
[23].

e Ciclo
Quando um corpo que esta em estado vibratério se movimenta de sua posicao de
repouso ou equilibrio até sua posicao extrema em um sentido, entao até a posicao
de equilibrio, dai até a sua pois¢cao extrema no outro sentido e de volta a posicao de

equilibrio é chamado de um ciclo de vibragao [23].

e Frequéncia de oscilagao
Chama-se de frequéncia de oscilacdo ou simplesmente frequéncia, denotado por f,

ao numero de ciclos por unidade de tempo. Dessa forma

Sendo que w ¢ a frequéncia circular, que ¢ a velocidade angular do movimento ciclico;
f €& a medida em ciclos por segundo (Hertz), enquanto w é medida em radianos por

segundo [23].

e Frequéncia natural
Se um sistema continuar a vibrar por si proprio, mesmo ap6s a pertubacgao inicial
e sem acao de forcas externas, a frequéncia com que o sistema oscila é chamada
de frequéncia natural. Ser& visto posteriormente que um sistema vibratorio com
n graus de liberdade, em geral, terd n frequéncias naturais de vibragoes distintas
[23]. O estudo da frequéncia natural é importante pois caso haja uma fonte externa
excitatoria, pode ocorrer a amplificacao da vibracao, neste caso esse fenémeno é

chamado de ressondncia.

e Equacao de movimento de um sistema dinidmico béasico
As propriedades fisicas essenciais usadas em uma estrutura que tem comportamento
elastico linear ou sistema mecanico sujeitos a alguma forca de excitacao externa
ou carregamento dinamico sao as massas dos elementos que formam o sistema,
propriedades elasticas, como flexibilidade e rigidez, e mecanismo de perda de energia

ou amortecimento.

Para o caso de um sistema com n graus de liberdade, tem-se que a equacao de

movimento que descreve tal sistema é dado por
Miu(t) + Co(t) + Kv(t) = p(t)
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Sendo que M representa a matriz de massa, C' a matriz de amortecimento e K a
matriz de rigidez com v(t), v(t) e ©(t) os vetores que representam, respectivamente, o
deslocamento do sistema em direcao & um eixo de referéncia, a velocidade e a aceleracao
do sistema, e p(t) o vetor que representa o efeito da agdo do carregamento no sistema,

aplicado no sistema [24].

Caso o sistema seja nao amortecido e esteja em equilibrio dinamico e nao for excitado
por carregamento externo, ou seja, os efeitos do carregamento sejam nulos, tem-se a
equagao homogénea
Mi(t) + Kv(t) = 0.

Para um sistema nao amortecido a equacao de vibragao livre num dos modos de

vibragao naturais é dada por
(t) = qu(t)dn- (4.5.2)

Sendo que ¢,, ¢ o modo de vibragdo natural n nao variavel no tempo e g,(t) é a variagao

dos deslocamentos com o tempo.

A equacao que exprime a variacao dos deslocamentos é dada por

qn(t) = Apcos (wyt) + Busen (wpt) . (4.5.3)

Fazendo a substituicao da equacao 4.5.3 em 4.5.2, tem-se que o deslocamento sera
dado por

v(t) = én [Ancos (wpt) + Bypsen (wyt)] .

Dessa forma, derivando v(t) e substituindo na equac¢ao de movimento temos a se-
guinte equagao
(K —w2M) ¢, =0.

Como M é nao singular e multiplicando a equagao K ¢,, = w?>M¢, por M1, tem-se:
M—1K¢n = w?mM_qubn

Considerando H = M 'K, segue

Ho, = w%[ngbn
(H —w?l,) ¢, =0

Como o Sistema Linear é homogéneo, segue que admite a solucao trivial, entretanto
esta solucao nao sera tnica, dessa forma o sistema admitira outras solugoes, logo deve-se
ter

det (H —w.1,) = 0.
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Para uma estrutura com n graus de liberdade, a condicao de determinante nulo,
implica em uma equagdo caracteristica, que serd um polindomio de grau n na variavel w?,
sendo w, a frequéncia natural de vibra¢ao. Da equagao caracteristica do sistema, se obtém

n solugoes w?, w3, ..., w? que sao as frequéncias dos n modos de vibragao do sistema.

Os valores de w,, encontrados pela equagao caracteristica det (H — w?1I,) = 0, sao os
mesmos encontrados pela equacao det (K — w2M) ¢, = 0, ndo modificando a determina-

cao das frequéncias naturais w,, nem os modos de vibracao.

Na préatica, os modos correspondentes a frequéncias naturais mais baixas, menores
wp, porque essas frequéncias sdo mais facilmente atingidas pelas forgas excitadoras (vento,
terremotos, etc.), havendo o perigo de ressondncia. Entende-se por ressonéncia o efeito
quando a forca excitatoria e a frequéncia de sua aplicacdo estao em certa harmonia,
de modo que seja amplificado o efeito das vibracoes, podendo ocasionar o colapso da

estrutura.

Foi esse efeito devido excitado pelo vento que ocasionou a queda poucos meses apos
a inauguracao da Ponte Tacoma Narrows, construida em 1940 sobre o Estreito de Tacoma,

nos Estados Unidos da América.

Figura 4.30: Ponte Tacoma Narrows - EUA

e Matriz de Massa
A matriz de massa da estrutura é uma matriz quadrada e simétrica, onde os ele-
mentos m;; serao dados pela for¢a de inércia desenvolvida na dire¢ao ¢ devida a uma

aceleracao unitaria na direcao j.

Um procedimento para definir as propriedades de massa de qualquer estrutura é
assumir que toda a massa esta concentrada nos pontos em que os deslocamentos de trans-

lacao sao definidos.
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Para definir o ponto de concentracdo de massa (massa modal) é usual assumir que
a estrutura é dividida em segmentos e os néds servem como pontos de conexdo. A massa
de cada segmento é entao concentrada em massas pontuais em cada um de seus nos, a

distribuicao da massa do segmento a esses pontos é determinada por equilibrio estatico
[24].

e Matriz de Rigidez
A matriz de rigidez da estrutura é uma matriz quadrada e simétrica, onde os ele-
mentos k;; serao dados pela forga ou momentos necessarios no né i para que se tenha
um deslocamento unitario na direcao j. A rigidez de uma barra pode ser obtida por

diversos métodos.

4.5.3 Aplicacao de Sistemas Lineares e Determinante

Considerando um portico de trés pavimentos com vigas de rigidez infinita (hipotese
de diafragma rigido), isto é, para uma deformagao horizontal de um ponto de um lado
do poértico, o outro lado da estrutura acaba tendo o mesmo deslocamento, e indicados
a massa de cada nivel, os coeficientes de rigidez de cada ponto do portico, serd possivel

determinar os modos de vibracao do portico. Esta aplicagao foi adaptada de [24].

1,0 kN.s¥m v;=1 v,=1 vy=1
7 S l‘] - > >
I ) k=600 k,=—600 kiz=0
600 kN/m ;
1,5 kN.s*/m
L — U, — ) -
) kyy =— 600 1/ kyy=1.800 kyy=—1.200
1.200 kKN/m
2,0 kN.s*/m
/2 — U — >
3 kyy =0 ks, =—1.200 1 k5= 3.000
1.800 kN/m ' o h

(a) (b)

Figura 4.31: Portico de trés niveis (a) e Coeficiente de rigidez em cada né do portico (b)

Dessa forma para determinar os modos de vibracao deve-se escrever a matriz de

massa (M) e a matriz de rigidez (K).

L0 0 0
M=1kN.s*/m | 0 1,5 0
0 0 20
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1 -1 0
K =600kN/m | -1 3 -2
0 -2 5

Assim, a expressao matricial K — w?M pode ser escrita como:

1-B -1 0
K —w:M =600kN/m | —1 3—1,5B =2
0 -2  5-2B

wa
Onde B = -

Os modos de vibracao do portico serao obtidos fazendo o determinante da matriz
igual a zero. Sendo assim, desenvolvendo o Determinante e simplificando obtém-se o

seguinte polindémio caracteristico.
B3 —55B*—7,5B—-2=0.

Utilizando método grafico ou métodos iterativos, obtem-se as seguintes raizes: B =
0,3515, By = 1,6066 e By = 3,5420. Mas como B = %, segue que w? = 210, 88,
w3 = 963,96 e w2 = 2.125,20. Dessa forma obtém-se que as frequéncias circulares serao,
em rad/s, wy = 14,522, wy = 31,048 e w3 = 46,100, e consequentemente as frequéncias

das vibracoes, f1 = 2,3, fo =4,9e f3=7,3, em Hertz.

Agora resta encontrar os modos de vibracao, para tanto, basta resolver o sistema

linear homogéneo (K — w?M) ¢, = 0, considerando os valores de w,, encontrados.

e 12 Modo de vibracao:
Para para w; = 15,52 rad/s

600 — w? —600 0 b11 0

—600 1800 — 1,5w?  —1200 b | = |0

0 —1200 3000 — 2w? | | p3 0
600 — 210, 88 —600 0 b11 0
—600 1800 — 1,5 x 210, 88 —1200 dor | = |0
0 —1200 3000 — 2 x 210, 88| |3 0
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389,12 —600 0 o1 0
—600 1483,68 —1200 ¢ | = |0
0 —1200 2578,24| |93 0

Dessa forma, considerando um deslocamento para ¢;; = 1,00, figura 4.32(a), encontra-se

o sistema linear

380,12 — 60009, =
—600 + 1483,68¢ — 120043 =
— 1200¢21 + 2578, 24¢31 =

O qual admite solucao

o1 1,0000
da1| = |0,6486
b31 0,3018

e 22 Modo de vibracao:
De forma analoga para ws = 31,04 rad/s e considerando um deslocamento para

¢92 = 1,00, figura 4.32(b), encontra-se a solucdo

P12 —1,6485
¢22 - ]_, 0000
®32 1,1193

e 3° Modo de vibragao:
De forma analoga para ws = 46,10 rad/s e considerando um deslocamento para

¢33 = 1,00, figura 4.32(c), encontra-se a solucao

P13 —0, 3652
P3| = | 0,9278
¢33 1,0000

Assim, os modos de vibragao serao da seguinte forma:
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1,0000 L6485<W 0,3652 (m

1,0000

277722277777777777777, | 0,6486 0,9278

(@) () (©

Figura 4.32: Modos de vibracao da estrutura deformada

4.6 Consideracoes Finais

Neste Capitulo foram apresentado conceitos fisicos e defini¢oes de estruturas usuais
na engenharia, em especial as trelicas, de modo possibilitar aplicacao de Sistemas Line-
ares para resolver situagoes que envolvem a resolucao de uma trelica. Foram feitos dois
exemplos, um sistema trelicado simples com apenas trés barras e uma tesoura tipica para
sustentacdo de telhados, esta com onze barras. A metologia utilizada destacou o uso
de Sistemas Lineares em problemas reais de engenharia civil, no entanto, existem outros
métodos que resolvem esses problemas por meio analitico e computacionais, sendo este 1l-
timo utilizado em problemas envonvendo um grande niimero de incoégnitas por envolverem

mais elementos.

Ja o uso de Determinte se deu no estudo de vibracoes livres, onde foi possivel encon-
trar os modos de vibracao de um poértico com trés pavimentos e trés graus de liberdade,
sendo esta problematica adaptada de [24]. Para tanto, foram apresentados conceitos fun-
damentais sobre vibracoes, e também a definicao de autovalor e autovetor que foi aplicado
na tal situacao. Este problema especifico também utilizou métodos de resolugao de Sis-
tema Linear, entretanto de modo geral, para um sistema com varios graus de liberdade o
problema necessita do auxilio de computadores, uma vez que o nimero de equacoes sera

elevado.
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Capitulo 5

Conclusao

Nesta dissertacao foram tratados de forma sucinta o historico de Matrizes, Sistemas
Lineares e Determinante, contemplando defini¢oes, teoremas, propriedades e métodos de
resolucao de Sistemas Lineares. Destacou-se pontos da legislacao que orienta quais as
competéncias e habilidades a serem adquiridas pelos estudantes do ensino médio destaca
a importancia do tratamento algébrico e geométrico de forma conjunta. Quanto ao uso
de determinante nos documentos consultados, fica claro o equivoco cometido, isso por
tratarem tal assunto somente como mais uma ferramenta para resolver um Sistema Linear
por meio da Regra de Cramer, o que neste trabalho foi abordado de forma diferenciada,
apresentando outra aplicacao como a obtencao de autovalores, mostrando a utilidade do

conceito.

A fundamentacao tebrica de Matrizes e Sistemas Lineares, apresentada no Capitulo
2, com conceitos e metodologia de resolucao de Sistemas Lineares sendo estes divididos
em Métodos Diretos e Iterativos foi feita com intuito de facilitar a leitura por Professor
de Matematica e académicos de cursos na area de Ciéncias Exatas. Ficou evidenciado a

ligagao que existe entre esses conceitos.

No Capitulo 3, foi definido o determinante de uma matriz quadrada real, sendo essa
definicao nao usual no ensino médio, por apresentar em sua definicaio uma linguagem
formal, porém sofisticada e elegante, que nem sempre é apresentada aos alunos de ensino
médio. Além da aplicacao na Regra de Cramer, foi exibido outra, sendo esta na obtenc¢ao

da matriz inversa, destacando a condigao de existéncia com demonstracao simples.

A aplicacao de Sistemas Lineares e Determinante, desenvolvida no Capitulo 4, de
forma precisa e clara fazendo com que o leitor entenda a importancia e visualize possiveis
aplicacoes de tais assuntos. No entanto, para garantir essas aplicagoes, foi necessaria a

apresentacao de alguns conceitos da fisica que tratam sobre o equilibio de um corpo rigido
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e também sobre conceitos e resultados ja conhecidos sobre vibragoes.

Como trabalhos futuros serao aprofundados as aplicacoes de Métodos Iterativos na
resolugao de uma trelica de ponte, por envolver muitos elementos, para determinar os
esforcos atuantes em cada barra, onde utilizando conceitos de Resisténcia dos Materiais
serd possivel fazer o dimensionamento dos mesmos, que podem ser confeccionados com
palito de madeira, bambu ou ainda macarrao. Essa metodologia despertara no estudante
a curiosidade de utilizar ferramentas mateméticas para resolver problemas reais. Também
como sugestao fica um estudo aprofundado sobre Autovalores e Autovetores em outros
problemas das Engenharias, podendo desenvolver o estudo de vibracoes de uma ponte que

sofre um carregamento variavel e movel.
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