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Resumo

O estudo das Bases de Grobner foi motivado pelo que chamamos de Problema das Trés
Cores que consiste em decidir se um mapa pode ser colorido utilizando apenas trés cores e,
em caso afirmativo, como proceder a coloragao. Para que pudéssemos “algebrizar” tal pro-
blema foi necessario o estudo de sistemas de equagoes polinomiais, uma das mais difundidas
aplicacoes das Bases de Grobner. Esse estudo, por sua vez, requereu conceitos e propriedades

ligadas aos anéis de polinomios em véarias indeterminadas e de ideais.

Palavras chave: Sistemas de Equagoes Polinomiais, Bases de Grébner, Problema das Trés

Cores.



Abstract

In this work we study Grobner basis to present an answer for the Three Color Problem
that consist to decide if a given map can or not to paint using only three colors and, if is
the case, how to paint it. The main idea is translate the geometric problem to an algebraic
problem and for this we study system of polynomials equations, the more known application
of Grobner basis, concepts and properties of polynomial rings in several variables and ideals

as well.

Key words: System of polynomials equations, Grobner Basis, Three Color Problem.
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INTRODUCAO

O estudo de sistemas polinomiais lineares é abordado no ensino médio por meio da regra
de Cramer e da eliminacao de Gauss ou escalonamento. No entanto, nenhuma mencao a
sistemas polinomiais em geral é apresentado, mesmo que estes surjam naturalmente quando
se estuda a intersecao de circunferéncias ou ainda objetos geométricos com elipses, esferas,

cones, etc.

Neste trabalho, apresentamos um método para estudar sistemas polinomiais quaisquer,
isto é, analisar quando possuem solucoes, caso possuam como estimar o nimero de solugoes
e se as solugoes forem em nimero finito como obté-las. O método utiliza bases de Grébner
e, como veremos, omitindo as demonstracoes e linguagem técnica, ou seja, restringindo-se

apenas aos calculos, pode ser entendido facilmente.

O conceito de bases de Grobner foi introduzido em 1965 por Bruno Buchberger na sua
tese de doutorado que as nomeou em homenagem ao seu orientador, Wolfgang Grobner.
Inicialmente, a importancia de seu trabalho nao foi devidamente reconhecida, apenas nos
anos 80 pesquisadores comegaram uma investigacao mais profunda da nova teoria. Desde

entao muitas generalizacoes e uma ampla variedade de aplicagoes foram desenvolvidas.

Vamos admitir o conhecimento prévio das propriedades e operagoes do anel de polinomios
em uma indeterminada. O capitulo 1 trata de anéis de polindmios em varias variaveis,
maneiras de ordenar monomios e uma generalizacao do algoritmo da divisao, bem como

apresentamos exemplos de como utilizar tal algoritmo.

O capitulo 2 inicia com o conceito de ideais que serao utilizados na sequéncia ao definir
bases de Grobner. Além disso, apresentamos um resultado que permitira verificar se, dado

um ideal e um elemento f € Clzy,...,z,], temos f € I. Em seguida, visando apresentar o
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resultado crucial que nos forneca o algoritmo de Buchberger, que é um método para obter
uma base de Grobner, introduzimos o conceito de S-polinomio. Finalizamos o capitulo com

uma aplicacao do referido algoritmo.

Tendo em vista que as aplicagoes mais difundidas das bases de Grobner encontram-se no
estudo de sistemas de equacoes polinomiais, o capitulo 3 aborda esse conceito e apresenta
teoremas essenciais no que diz respeito a condicao necessaria e suficiente para um sistema
de equagoes polinomiais admitir um nimero finito de solucoes. Neste capitulo também sera
apresentada uma descricao do problema de coloracao de mapas utilizando apenas trés cores
que serda modelado por um sistema de equacoes polinomiais e resolvido utilizando a teoria

das bases de Grobner.



CapiTULO 1

Anéis de Polinomios em Varias

Indeterminadas

Seja C o corpo dos niimeros complexos e considere o conjunto
Clz] = {ana" + ... + a1z + ap,n €N,q; € Ce i =0,...,n}.

Um elemento de C[z] é chamado um polindémio na indeterminada = com coeficientes em C.

Nesta secao abordaremos conceitos ligados aos anéis de polindmios em varias indetermi-

nadas.

Seja C[z4]. Se x5 é uma indeterminada sobre o anel C[z4], define-se
Clay, x2] = (Cla])[22],

isto é, o anel de polinénios na indeterminada xs com coeficientes no anel Clz].

Pode-se entao definir recursivamente,
Clxy, zay ooy | = (Clay, 2, ooy T_1]) [20]

que chamamos anel de polinomios nas indeterminadas z1, ..., z,, com coeficientes no corpo C.
Um elemento nao nulo f € Clzy, ..., x,] é um elemento da forma
n
o
f = E Aq, H xi l,
acJ i=1

com o = (o, ...,a,) € N* a, € C e J C N" finito.
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Defini¢ao 1.0.1. Um termo de Clzy, ..., x,] € um elemento da forma a, Ha:f" com

=1
n

a = (ag,....,a) € N a, € C é chamado de coeficiente do termo e fo € chamado

=1
n

monoémio. Chamamos de grau (total) do monémio H:Uf o numero natural dado por
i=1

gr (ﬁ xf) = iai.
i=1 i=1

n
Dado [ = Z g, Hmf” € Clzy, ..., x| nao nulo, denotaremos por
acJ i=1

M(f) = {HSU?";% # 0}

o conjunto de todos os monomios de f e chamamos

gr(f) = maz {Zai; [Ta e M(f)}

de grau (total) de f.

Vejamos um exemplo de como obter o grau de monomios e de polinomios com varias

indeterminadas.
Exemplo 1.0.2. Dado o mondémio 2*yz® e o polinémio x3y* + xy32° + 229?23 € Cla,y, 2]
temos que:

o gr(z?yz®) =2+1+5=38

o gr(v3y* +xy32® + 2%%2%) = gr(zy?2®) =1+3+5=9



Anéis de Polinomios em Viarias Indeterminadas 5

1.1 Ordens Monomiais

Examinando em detalhes o algoritmo da divisao em C[z], vemos que uma no¢ao de ordem
de termos é um ingrediente chave. Assim, podemos imaginar que uma componente muito
importante de alguma extensao da divisao para polindmios em varias varidveis é uma or-
dem de termos em polinomios em Clzy, ..., z,|. Tal ordenagao necessita se aplicar a qualquer

monomio deste anel e possibilitara identificar o termo lider de um elemento f € Clzy, ..., x,].

Definicao 1.1.1. O conjunto de todos os monomios de Clxy, ..., z,| serd denotado por M,

ou seja,
n
M, = H:c?i;al, o, €N
i=1
O monomio z9 - ... - 20 serd denotado por 1.

Definicao 1.1.2. Uma ordem monomial < sobre M,, é uma relagao de ordem total que

satisfaz:
1. Se my,mqo € M, sdo tais que my, =< mo, entao myms =< moms para todo mz € M,,.

2. Todo subconjunto nao vazio de M,, admite um menor elemento com respeito a <.

O Lema a seguir nos d4 uma outra interpretacao para a condi¢ao da boa ordenacao da

parte (2) da defini¢do acima.

Lema 1.1.3. Seja < uma ordem monomial em Clzy,...,x,], entdo qualquer sequéncia de-

crescente (com respeito 4 =) de mondmios € finita.

Demonstragao: Seja m; = mo = mg =~ ..., uma sequéncia decrescente de elementos de
M, entdao S = {m;; i = 1,2,...}, admite um menor elemento com respeito a =<, ou seja, a

sequéncia ¢ finita. O
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No desenvolvimento deste trabalho serao utilizadas as ordens lexicogréfica e lexicografica
graduada conforme enunciadas abaixo, contudo vale ressaltar que existem outras ordens mo-

nomiais. (Veja pagina 34 de [1]).

n n

Defini¢ao 1.1.4. (Ordem Lexicografica <y, ) Dados dois monémios H ;% H = M,,,
i=1 i=1

dizemos que

n n
[T = [T
i=1 i=1

n n
se oy, = By para todo k € {1,...,n} isto €, Hxiai = Hxiﬁi, ou existe i € {1,...,n} tal que
i=1 i=1

a; < B e oy = B; para todo j < 1.

Definigao 1.1.5. (Ordem Lexicografica Graduada <) Dados Hmi‘”, Hmzﬂ" e M,
i=1 i=1
dizemos que

n n
(073 7
H T 2re H ;"
i=1 =1

Se!

n n
o gr Ha:f‘i <gr Hxi'gi ou
i=1 i=1

n n n n
=1 =1 i=1 i=1

[lustramos as defini¢oes acima com a ordenacao de alguns monémios com relagao as or-

dens lexicografica e lexicografica graduada.
Exemplo 1.1.6. Considere os monémios xy>23, xy?2*, x2y*22, xty, 23y?2> pertencentes a
Clz,y, z]. Temos que:

o 112zt < xS < 2Pyt < 23yt < 2ty

o oty <1¢ wyPt <6 ayP? <pe vyt <o 2y?ed
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1.2 O Algoritmo da pseudo-divisao

Para estudar o problema da pertinéncia de polindmios de varias variaveis a um ideal, for-
mularemos um algoritmo de divisdo para polinomios em C[zy, ..., x,] que estende o algoritmo
de C[z]. No caso geral, a meta é dividir f € C|xy,...,x,] por g1, ...,gs € Clxy,...,x,]. Como

veremos, isto significa expressar f na forma:

f=qg+. .. +qgs+r

onde os quocientes ¢, ...,qs € o resto r estdao em C[zy,...,x,]. Alguns cuidados serdo ne-
cessarios para caracterziar o resto e nesse momento usaremos as ordens monomiais introduzi-
das. A ideia bésica do algoritmo é a mesma que no caso de uma variavel: queremos cancelar
o termo lider de f (com respeito a ordem monomial fixada) multiplicando algum g; por um
monomio apropriado e subtrai-lo de f. Entao esse monomio torna-se um termo correspon-
dente de ¢;. Em vez de descrever o algoritmo no caso geral, consideremos a definicao abaixo

e a seguir trabalharemos com alguns exemplos para ilustrar o método.

Defini¢ao 1.2.1. Fizemos uma ordem monomial < sobre M,,. Dado f € Clxy, ..., z,] \ {0}

chamamos ml(f) = max<M(f) de mondémio lider de f.

O termo tl(f) = a - ml(f) presente na expressao de f é chamado de termo lider de f e

cl(f) =a € C € o coeficiente lider de f.

Exemplo 1.2.2. Primeiro dividiremos f = xy?> + 1 por g1 = 2y +1 e go = y + 1 usando
a ordem lexicogrdfica. Queremos empregar o mesmo esquema para divisao de polinomios de

uma varidvel, sendo que a diferenca € que existem vdrios divisores e quocientes.

Os termos lideres tl(g1) = xy e tl(g2) = y ambos dividem o termo lider ti(f) = zy*. Jd
que g1 € listado primeiro, usaremos tal polinomio. Dividindo xy? por xy, temos y e entdo

subtraimos yg, de f.
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-2y -y @ =y
—y+1
Agora, repetimos o mesmo processo sobre —y—+1. Dessa vez usaremos g jd que tl(gy) = xy

nao divide tl(—y + 1) = —y. Assim obtemos:

Ja que tl(gy) e tl(g2) nao dividem 2, seque que o resto é r = 2 e desse modo concluimos

a divisao. Entao, temos escrito f = zy? + 1 na forma:

w2 +1=ylxy+1)+ (-Dy+1) +2.

Exemplo 1.2.3. Neste exemplo, encontraremos wma sutileza inesperada que pode ocorrer
quando estamos trabalhando com polinomios de mais de uma varidvel. Vamos dividir
f=2*y+ay +y2 porgn =ay—1¢e g =y*>—1. Como no exemplo anterior, usaremos a
ordem lexicografica.

Os dois primeiros passos do algoritmo sao usuais, dando assim a sequinte divisao parci-

almente completa.

[ =2y +zy* +

—2?y+x Q=z+y

xy2+x—|—y2
—zy’ 4y
r+y? 4y
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Note que nem tl(g1) = xy nem ti(g) = y* dividem tl(z + y*> + y) = x. Entretanto,
r + y? + y ndo transmite a ideia de resto da divisao, jd que tl(gs) divide y*. Neste caso, se

movermos x para o resto, podemos continuar com a divisao.

Observagao 1.2.4. Este € um fato que nunca ocorre no caso de uma varidvel, uma vez que
o termo lider do divisor nao divide mais o termo lider de um polinomio também nao dividird

os demais termos e assim o algoritmo termina.

Para executar essa idéia, criamos uma coluna de resto r, do lado esquerdo, onde colo-
camos os termos que pertencem ao resto, e entao, continuamos dividindo até o dividendo
intermediario seja zero. Abaixo encontra-se tal etapa aplicado em nosso exemplo, onde mo-

vemos x para a coluna do resto (como indicado pela seta):

—2*y+x
ry? + o +y>?
—xy’ +y
z+y*+y

T — y2+y

Agora, continuamos dividindo. Se podemos dividir o polinomio resultante da eliminacao
do termo z por tl(g;) ou ti(gs), procedemos como usualmente, e se nenhum divide, move-
remos o termo lider do dividendo intermediario para a coluna do resto. Assim, obtemos o

seguinte processo:
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f= 2Py+ay’+y°

—2’y +x r+y
zy? + 1+ y? 1

—zy’ +y

r+y*+y
T — Yy
-y +1

y+1

T +y — 1
r+y+1 «— 0

Neste caso, o resto é z + y + 1, e obtemos:
Py+ayt+yt=(r+y)(oy—1)+107 1) +z+y+ 1 (1.1)

Observe que o resto é a soma de monomios, nenhum dos quais é divisivel pelos termos

lideres tl(g1) ou tl(gs).

O exemplo acima é uma ilustracao bastante completa de como o algoritmo da divisao se
aplica. Este exemplo nos mostra também qual propriedade desejamos que o resto possua:

nenhum de seus termos pode ser divisivel pelos termos lideres dos polinomios dos divisores.

Podemos agora enunciar a forma geral do algoritmo da divisao.

Teorema 1.2.5. (Algoritmo da Pseudo-Divisao) Fizada uma ordem monomial < e
dados f,q1,....,9s € Clxy,...,x,] com g; # 0 para todo i = 1,....s, existem polinémios

Gy Gs, T € Clay, ..., 2] tais que
S
F=>Y ag+r
i=1

com ml(g;) t m para todo m € M(r) e todo i =1, ..., s.
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Demonstragao: Vamos demonstrar este teorema apresentando e justificando um procedi-

mento que fornece o resultado esperado. Considere o seguinte algoritmo:

ALGORITMO DA PSEUDO-DIVISAO EM Clxy, ..., 2]

ENTRADA: f,q1,...,9s € Clz1,...,x,] com g; # 0

E h:i=f;
ENQUANTO h # 0 FAGA
SE EXISTIR i € 1,...,5 TAL QUE ml(g;)|ml(h)
ENTAO

ESCOLHA O MENOR TAL INDICE i E FACA

¢i = ¢i + %;
h:=h-— %gi;
SENAO
r:=r+tl(h);
h:=h—tl(h);

SAIDA: q1,...,qs E T TAIS QUE f = qugj +r,
j=1
ml(g;) ¥ m PARA TODO m € M(r)

E TODO 71 =1,...,s.

PARA TODO ¢ =1,...,8 DEFINA ¢ = ... :=¢qs :=71:=0

Como primeira observacao, devemos notar que as instrugoes acima sempre nos fornecerao

uma resposta, ou seja, independente dos dados de entrada, obteremos dados de saida apds um

nimero finito de passos. Tal garantia é dada, pois independente do resultado da condicional

“SE”sempre redefinimos h de modo que seu monomio lider m; satisfaz m; < m;_1, onde m;_;

¢ o monomio lider de h no passo anterior.

De fato, se existe i € {1,...,s} tal que ml(g;)|mi(h), entdo temos obrigatoriamente que

t1(h)
tl(Qi)

mi(h) = mi <h -

gl). Caso contrario temos que ml(h) = mi(h — ti(h)).
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Pelo Lema (1.1.3), toda sequéncia decrescente de mondmios ¢ finita, ou seja, em algum

momento obteremos h = 0 e consequentemente o algoritmo finaliza.

Agora vamos justificar porque o algoritmo acima nos da uma resposta adequada.

Note que em cada passo executado no algoritmo temos a igualdade
f:qu‘gj—f—T-i—h.
j=1

De fato, iniciamos com h = f, r = 0 e ¢; = 0 para todo 7 = 1, ..., s, assim a afirmagao

inicia verdadeira.

ti(h)

Se existe i € {1,...,s} tal que ml(g;)|mli(h), entdao redefinimos ¢; por ¢; + H(g1) h por
9i
ti(h
h — ( )gietemos
t1()g:

- t(h) n) < -
;qjgj + (%’"‘ tl(g-)) gi+r+ (h— tl(g-)gZ) = Zngj +r+h=f.

= t t j=1
J#i

Caso contrario, redefinimos r por r + tl(h), h por h — ti(h) e temos
> aig;+ (r+ () + (h—tl(h) = qig; +r+h=f.
j=1 j=1

S

Deste modo, a equagao f = Z q;9;+r-+h se verifica em todos os passos do procedimento.
j=1

S
Como o algoritmo finaliza com h = 0, temos apdés um ntmero finito de etapas f = Z qjgi+r.
j=1
Além disto, pelas instucoes do procedimento acima, vemos claramente que ml(g;) { m

para todo m € M(r) e todo j =1, ..., s 0 que prova o teorema. O

Um observagao do algoritmo da pseudo-divisao é que o resto nao ¢ unicamente determi-

nado. Para ilustrar isto considere o seguinte exemplo:
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Exemplo 1.2.6. Vamos dividir f = 2%y +xy*>+y* por g1 = y> — 1 e go = xy — 1. Usaremos

a ordem lexicogrdfica, porém, mudaremos a ordem dos divisores.

f=
21 — P
1
2v +1 ~ 0
desta forma temos que:
Pytayt+yt =+ D 1)+ oy — 1)+ 20+ 1. (1.2)

Se compararmos a equacao (1.2) com a equagao (1.1), veremos que o resto é diferente
do que vimos no Exemplo (1.2.3). Assim, o resto pode nao ser inico, ou seja, pode depender

da prioridade dada para os divisores gy, ...gs.



CapriTULO 2

Ideais e Bases de Grobner

Neste capitulo apresentaremos o objeto central do trabalho, a saber, Base de Grobner,
para tanto alguns conceitos algébricos se fazem necessarios, para isto dedicamos a proxima

secao.

2.1 Ideais em Clxq, ..., ;)]

No que segue vamos apresentar rapidamente o conceito de ideal, bem como as principais

propriedades que utilizaremos no restante do trabalho.

Definigao 2.1.1. Considere Clxy, ..., z,|. Dizemos que um subconjunto nao vazio

I C Clzy,...,x,] € um ideal se:
1. f+ g € I para quaisquer f,g € [.
2. h-felparatodo f € I etodo h € Clzy, ..., x,].

Seja I um ideal de Cl[z, ..., z,]. Algumas propriedades seguem diretamente da defini¢ao,
por exemplo, 0 € I. De fato, como I é nao vazio, entao existe f € I, deste modo,
—f=(=1)-feleassim, f+(—f)=0€ I

Além disto, note que se I é um ideal de C[zy, ..., x,] ¢ um elemento inversivel
f € Clzy, ..., x,] pertence a I, entdao I = Clxy,...,x,]. De fato, como f € I é invertivel, temos
que f~' € Clxy, ..., x,] e desta forma, 1 = f- f~! € I. Mas deste modo, dado h € Clzy, ..., 7]
temos que h = h -1 € I, ou seja, Clxy, ...,x,] C I, como obviamente I C Clzy, ..., z,], temos

I =Clzy, ..., x,).
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Exemplo 2.1.2. Seja I um ideal de Clxyq,...,x,]. Entdo, o conjunto
VI={aeClzy,..x,]; a" €1 para algum n € N}
(radical de I) € ideal de Clzy, ..., z,).

Solucao: De fato, inicialmente note que vI # () uma vez que I C /1.

Sejam f,g € VI e h € Clxy, ..., z,], em particular, existem n, m € N tais que f", g™ € I.
Observe que em (f + g)™+t™ = S0 ("1™ fign+™=i todas as parcelas pertencem a I, pois
a poténcia de f é maior n — 1 ou a poténcia de g é maior que m. Deste modo, segue que
(f +g)"™™ €I eassim, f+ge VI

Além disto, temos que (h.f)” = h".f* € I, ou seja, h.f € v/I. Portanto, v/I é um ideal

de Clzy, ..., x,]. 0

A seguir apresentamos um resultado que permite construir ideais a partir de um subcon-

junto nao vazio qualquer de um anel.

Proposicao 2.1.3. Dado um subconjunto nao vazio S de Clxy,...,x,], o conjunto

(S) = {Zal cfiimeN" f, € fea; € (C[xl,...,:vn]}

i=1
¢ um ideal de Clzy, ..., z,).

ni n2
Demonstragao: De fato, se h; = Z a; - fi , ho = ij - f; € (S), entao
j=1

i=1

ni maz{ni,n2}

h1+h2zzai'fi+zbj'fj: Z cr - fr € (9),

i=1 k=1

com ¢ = ay + bg. Além disto, se a € C[zy, ..., x,], entdo claramente temos que

ni

a-hlzaiai~fi:Z(a-ai)~fi€<S>.

i=1
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Uma outra construgao de ideais, vinculada a anéis de polindmios, nos serd 1til e portanto

a apresentamos no resultado a seguir.

Proposicao 2.1.4. Sejam C e C C C", o conjunto
I(C) = {f € K[:Clu 7xn]7 f(g> =0 para todo c= (Cla "'7CTL> € C}
¢ um ideal de Clzy, ..., z,).

Demonstracao: De fato, claramente Z(C) # (), pois 0 € Z(C). Dados f,g € Z(C) e

h € K[z, ..., z,] temos
(f+9)(c)=flc) +9(c)=0+0=0

(h-g)(c) =h(c) g(c) =h(c)-0=0

para todo ¢ = (x1,...,x,) € C. O

Note que Z(0) = Clxy, ..., x,]. De fato, uma vez que o polinémio constante 1 nunca se
anula, temos que 1 € Z()), mas desta forma, temos um elemento invertivel no ideal Z(0)

donde segue a igualdade.

2.2 Bases de Grobner para ideais em Clzy, ..., z,

Nesta secao apresentaremos as nocoes basicas da teoria de Bases de Grobner que permi-

tem, dentre outras coisas, decidir se um polinémio f € Clxy, ..., x,] pertence ou ndo a um

ideal 1.

A resposta deste problema surgiu a partir dos estudos do matematico alemao Wolfgang
Grobner que garantem que todo ideal de C[xy, ..., x,] admite conjuntos finitos de geradores
“especiais” que possibilitam decidir se um elemento pertence ou nao ao ideal dado. Mas, ape-
sar de provar que tais geradores existem, ele nao dispunha de um método sistematico para
determind-los. Somente em 1967, Bruno Bruchberger, um dos alunos de Grébner, formulou

um algoritmo para obter tais geradores, os quais foram batizados de Bases de Grobner, em
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homenagem ao matematico alemao. Tal teoria desempenha um papel muito importante na

Algebra Computacional e a partir dela varias aplicagoes foram obtidas.

Iniciemos com a seguinte definicao.

Definicao 2.2.1. Sejam I C Clzy, ..., x,] um ideal e = uma ordem monominal firada. Um
subconjunto nao vazio e finito G de I é uma Base de Grobner para I, com respeito a =,

se para todo f € I existe g € G de modo que ml(g)|ml(f).

O resultado a seguir serd apresentado sem sua demonstracao por ser demasiadamente
técnica, mas a mesma pode ser encontrada nas referéncias bibliograficas que apresentamos

no final do trabalho.

Teorema 2.2.2. Todo ideal ndo nulo I de Clxy,...,x,] possui uma Base de Grébner com

respeito a uma ordem monomial fizada.

[ustremos a definigao acima com alguns exemplos.

Exemplo 2.2.3. Dado um ideal principal I = (g) C Clzy, ..., z,] , entdo G = g é uma base

de Grobner para I com respeito a qualquer ordem monomial.

Exemplo 2.2.4. Se I = (my,...,m,) C Clxy, ..., z,] € gerado por mondémios, entdo

G ={mq,....,m.} é uma Base de Grébner para I com respeito a qualquer ordem monomial.

Exemplo 2.2.5. Considere o ideal I = (y? —z, 2y —vy) C Clz,y], entdo G = {y* —x,xy—y}
nao é uma Base de Grobner para I com respeito a ordem lexicogrdfica graduada. De fato,
temos que

== (—r+ 1)y —x)+yley —y) €1,

2

mas considerando a ordem lezicogrifica graduada temos ml(x? —x) = % ndo é divisivel pelos

monomios lideres dos elementos de G.
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Podemos reformular a definicao de Base de Grobner de varias formas, abaixo reunimos

algumas.

Teorema 2.2.6. Fize uma ordem monomial <. Dados I um ideal nio nulo de Clxy, ..., x,]

e G={g1,...,9s} C I, entao sao equivalentes:

1. G é uma Base de Grobner para o ideal I com respeito a ordem monomial =<;

2. (ml(I)) = (ml(Q)), onde mi(I) e ml(G) indicam o conjunto dos mondémios lideres de

todos os elementos de I e GG, respectivamente;

3. f € I se, e somente se, o resto da pseudo-divisao de f pelos elementos de G ¢é zero;

4. f € I se, e somente se, podemos escrever f = Z ¢;-g; comml(f) = 11r1<1a<:><:{ml(qi)ml(gi)}.
i=1 ==

Demonstragao:

1) = 2). Como G C I, certamente ml(G) C ml(I) e consequentemente
(ml(G)) € (mi(I)).

Por outro lado, seja m € ml(I), entdo existe f € I, tal que mi(f) = m. Como G é Base
de Grobner para I, existe g; € G tal que ml(g;)|m, ou seja, existe um monoémio m; € M, de
tal modo que m = m,; - ml(g;), ou seja, m € (ml(G)) e ml(I) C (ml(G)).

Deste modo, dado h € (ml(I)) existem polinébmos hy, ..., hy, em Clzy, ...,z,] e f1, ..., fr € [
tais que

k
h="> " hi-mi(f;).
i=1

Como ml(f;) € mli(I) C (ml(G)), temos que h € (ml(G)), ou seja, (ml(I)) C (ml(G)).

2) = 3). Como ¢y, ...,9s € I, se o resto da pseudo-divisao de f por ¢y, ..., gs é zero, ou
S

seja, existem ¢z, ..., qs € Clzy, ..., z,| tais que podemos escrever f = Z q; - gi, entao f € I.
i=1
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Por outro lado, suponha que (ml(I)) = (mi(G)) e que f € I. Aplicando o algoritmo da

pseudo-divisao para f e g, ..., gs, existem polindmios r, gy, ..., ¢s € Clzy, ..., z,] tais que

F=> a-g+r
i=1

com r = 0 ou ml(g;) t m para todo m € M(r).

Assim, temos que r = f — ZQi -g; € 1.
i=1

Se r # 0, ent@o temos que ml(r) € mi(I) C (ml(I)) = (ml(G)), ou seja, existe g; € G tal

que ml(g;)|ml(r), o que é um absurdo! Seguindo, desta maneira, que r = 0.

3) = 4). Esta implica¢do segue imediatamente do algoritmo do teorema da pseudo di-

visao (Teorema 1.2.5).

4) = 1). Seja f € I, como ml(f) = 1rr<1<fi<x{7”nl(ch-) -ml(g;)}, existe g; € G tal que
ml(g;)|ml(f) e, por definicdo, G é uma Base de Grobner para [. 0

Como consequéncia do teorema anterior, temos o seguinte resultado.

Corolario 2.2.7. Se G = {g1, .., 9s} € uma Base de Grobner para um ideal I com respeito
a uma ordem monomial, entao o resto da pseudo-divisao de um elemento f € Clxy, ..., x,]

pelos elementos de G ¢ unico (ndo importando a enumeragdo de seus elementos).

Demonstracgao: Consideremos r; e 9 restos da pseudo-divisao de um polinomio

f € Clay,...,x,] pelos elementos de G enumerados de alguma forma. Assim, existem po-

linémios py, ..., Ps, @1, ---, ¢s € Clxq, ..., x,] tais que

f—zq@"gi:'f’lef—zpi'giz'f’z
i=1 i=1

Deste modo, temos que
S

Tl_TQZZ(pi_Qi)'giEI-

=1
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Se 11 # 19, entdao como G é uma Base de Grobner para I, deve existir g; € G tal que
ml(g;)|ml(r; —re) € M(r1)UM(rs), 0 que ndo pode ocorrer, pois r; e 75 sdo restos da pseudo-

divisao de f pelos elementos de G. Segue assim, que r; = ry. O

No restante do capitulo apresentaremos as ferramentas algébricas para formular um al-
goritmo para computar uma base de Grobner para um ideal I de C[xzy, ..., x,,] a partir de um

conjunto finito de geradores.

Definicao 2.2.8. O minimo maultiplo comum, ou simplesmente MMC, de dois monomios

n n
| | ;M | | z;% € M, é o mondémio
i=1

i=1

MMC (ﬁ inai, ﬁ .IZ’BZ) = ﬁ .Ti%
i=1 i=1 i=1

onde v; = max{ay, f;} para todo i =1, ....n.

Definicao 2.2.9. Fizada uma ordem monomial em M, e dados elementos

f,g € Clxy,...,z,) \ {0}, 0 S-polinémio ou S-processo de f e g, que denotamos S(f,g) €
o polinomio
f g

S(f,g) = MMC (ml(f),ml(g)) - (W - w) :

[lustremos a definicao acima com o seguinte exemplo.

Exemplo 2.2.10. Fizemos a ordem lexicogrifica graduada. O S-polinémio de f = y* —x e

e

g=xy—ye

2
y —r y—y
S(f,9) :$y2< 2y ) = —2® +y°.

A ideia crucial de Buchberger se resume nos dois proximos resultados. A proposicao

a seguir apresenta uma condi¢ao equivalente para um conjunto ser uma Base de Grobner



Ideais e Bases de Grobner 21

em termos de S-polinomios e o teorema na sequéncia, apresentado em forma de algoritmo,
sintetiza o método provado por Buchberger para obter uma Base de Grobner. Vamos omitir
as demonstracoes por serem técnicas e relativamente longas, mas o leitor interessado pode

consulta-las nas referéncias que listamos no final do trabalho.

Proposicao 2.2.11. Fizada uma ordem monomial < sobre M,,, temos que um conjunto
G =A{g,..,9sy C Clxq,...,x,] é uma Base de Grobner para o ideal I = (gq,...,gs) com
respeito a < se, e somente se, o resto da pseudo-divisio de todo S-polinomio S(g;,g;) pelos

elementos de G ¢ nulo.

Teorema 2.2.12. (Algoritmo de Buchberger) Fizada uma ordem monomial e dado
g1,y gs C Clxq, ..., x,], podemos obter uma Base de Grébner G para o ideal I = (g1, ..., gs)

aplicando o sequinte algoritmo:

ALGORITMO DE BUCHBERGER

ENTRADA: ¢, ...,gs C Clz1, ..., 2, ];
DEFINA Gy :=0,Gy :=gy,....,9s E 1:=1;
ENQUANTO G;_1 # G; FACA

SE EXISTIREM f,h € GG; TAIS QUE

O RESTO 7 DA PSEUDO-DIVISAO DE S(f,h) POR

G,; E NAO NULO

ENTAO
Gir1 =G Ur;
SENAO
Giq = G;
=14+ 1;

SAIDA: G := G; E BASE DE GROBNER PARA .

A seguir apresentamos um exemplo de como calcular uma Base de Grobner utilizando o

algoritmo acima.
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Exemplo 2.2.13. Considere o ideal I = (y* — x, 2y — y) C Clx,y]. Como vimos em um
dos exemplos anteriores, o conjunto {f = y*> —x,g = xy — y} ndo é uma Base de Grobner
para I com respeito a ordem lexicogrdfica graduada. Assim, vamos aplicar o algoritmo de

Buchberger a fim de obter uma Base de Grébner para o ideal I = (f, g).

Passo 1: Consideramos G = {f,g}. Como vimos no exemplo (2.2.10), S(f,g) = —x*+y?,

cujo resto da pseudo-divisao pelos elementos de Gy é h = —x% + x.

Passo 2: Agora consideramos Go = {f,g,h}. Os S-polindmios que merecem andlise sao

S(f,h) =—2*+zy* e S(g,h) = 0 jd que nao necessitamos nos atentar a S(f, g) neste passo.

Como S(f,h) =x-f+0-g+x-h, ou seja, o resto da divisao por Gy € nulo, temos
que Gy = {y? — x,xy — y, —2> + x} € uma Base de Grobner para I com respeito a ordem

lexicogrdfica graduada.



CapriTULO 3

Sistemas de Equacoes Polinomiais e

Coloracao de Mapas

Dentre as diversas aplicagdes de Base Grobner para ideais de Clzy, ..., x,], abordaremos
o estudo de sistemas de equagoes polinomiais visando, na sequéncia, apresentar o problema

da coloracao de mapas com trés cores.

No capitulo anterior, vimos que dado um subconjunto C' C C" podemos associar um ideal

Z(C) C C[zy, ..., x,) definido por
Z(C) ={f € K[zy, ...z]; f(¢) = 0 para todo ¢ = (cq, ...,¢,) € C},
ou seja, temos uma aplicacao:

I:{C;cCcC"t — {I;Ié¢ideal de Clxy,...,z,]}
C — Z(0).

Embora a aplicagao acima nao seja uma bijecao, dado um ideal I C Clzxy, ..., z,,], podemos

associar um conjunto Z(I) C C™ dado por
Z(I)={c=(c1,...,cn) € C" f(c) = 0 para todo f € I}.

Estudar as solugoes de um sistema de equacoes polinomiais é, na verdade, analisar o con-
junto Z(I) em que I é o ideal gerado pelos polinomios que definem o ideal I. Nesse sentido,
o teorema a seguir é de grande importancia, omitiremos sua demonstragao uma vez que para

inclui-la teriamos que nos delongar demasiadamente em tépicos algébricos.
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Teorema 3.0.14 (Teorema dos Zeros de Hilbert-Versao Forte). Para qualquer ideal Z de
Clzy, ..., x,] temos que T(Z(T))=VT.

Como consequéncia podemos destacar o seguinte resultado.

Corolario 3.0.15. Z(I) # () para qualquer ideal I & Clay, ..., x,].

Demonstracao: Se Z(I) = (), terfamos Z(#) = Z(Z(I)) = vI. Como 1 € Z(), entio
1 € V1, isto é, existe 7 € N* tal que 1" € I, ou seja, 1 € I. Assim I = C[ay, ..., 2,], 0 que é
um absurdo. Portanto, devemos ter Z(I) # . 0

Note que o corolario (3.0.15) permite analisarmos quando um sistema de equagoes poli-

nomiais tem solucao.

3.1 Sistemas de Equacoes Polinomiais

Um sistema de equacoes polinomiais é dado por

com f; € Clxq,...,x,] para i =1,...,m. Assim, uma solugado para esse sistema é
(k1, ..., k) € C™ tal que fi(ky, ..., k,) = 0 para todo i = 1, ..., m.

Note que

m

> hilk, k) - filkn, e k) =0

i=1
para todo h; € C(xy,...,x,), ou seja, (ki,...,k,) € Z(I) com I = (fy,..., fn)-

Uma vez que ao sistema acima associamos o ideal I = (fi, ..., f,,), estudar se ele admite
solugao(oes) é o mesmo que analisar se Z(I) # (). Da mesma forma, se o sistema admite
solugdo, estimar quantas solugoes existem é equivalente a analisar quantos elementos Z(1)
apresenta. Por fim, caso o sistema admita um nimero finito de solugoes, conhecé-las equivale

a conhecer os elementos de Z(1).
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Antes de prosseguirmos com o estudo de um sistema polinomial qualquer, vejamos um

exemplo de um sistema linear.

Exemplo 3.1.1. Considere o sistema

2w+y+z+1=0
3r—y+224+1=0 (3.1)
—r+y—2z2=0.

Uma Base de Grobner G, com respeito a ordem lexicogrdfica para o ideal

I=Q2r+y+2z+1,3z—y+2z2+1,—x+y—2)

SN

G={2x4+y+z2+1,3r—y+2z+1,—x+y—25y—z+1,-22+2}.

Note que 1 € I, isto é, o sistema admite solucao. Temos que 0s conjuntos
Gi={2r+y+z2+1,0y—z2+1,-22+2} e Gy = {x+ 1,y,z — 1} também sao bases de
Grobner para I.

Tendo em vista que o sistema f, = ... = f,, = 0 € equivalente, ou seja, possui as mesmas
solugoes de g3 = ... = gs = 0 onde G = {g1,...,9s} € uma Base de Grébner para um ideal
dado I = (f1,..., fm), no exemplo anterior, temos que A base de Grobner Gy para o ideal
gerado pelas equagoes do sistema, nos dd um novo sistema equivalente ao original, porém,
mais simples de ser resolvido. A base de Grobner Gy, por sua vez, nos forneceu um sistema,

equivalente ao original, de onde podemos obter facilmente a solucdo
r=—-1, y=0ez=1.

A seguir, apresentamos um resultado que além de nos fornecer uma condi¢ao para termos
um ndimero finito de solugoes também mostra que a situacao que abordamos no exemplo
anterior, ou seja, a relacao intima do sistema escalonado com uma base de Grébner, nao é
uma mera coincidéncia e sim um caso particular de um método mais geral e que pode ser

utilizado para sistemas polinomiais quaisquer.
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Teorema 3.1.2. Fizemos a ordem lexicogrifica e considere o ideal

I={f1,..., fm) CClxy,...,xy).

O sistema f1 = ... = f, = 0 admite um nimero finito de solugdes, ou seja, Z(I) € finito se,

e somente se, x;% = ml(g;) para g; € 1,7, € N\ O e todoi=1,...,n.

Demonstragao: Suponha que um sistema f; = ... = f,,, = 0 admite um ntimero k£ > 0 de
solugbes (z11,.--Zn1), - - -, (Z1k, ---2nk) € C™. Temos que os possiveis valores para as i-ésimas
coordenadas das solugoes satisfazem h; = [[(z; —2ij) = ;% +... Fanx;+a, com 0 < oy < k.

Deste modo, h; € Z(Z(I)) e segue que h; € V1, ou seja, existe 3; € N\ 0 tal que hf el
@ifi

com mi(h?) = 2% para todo i = 1,.... n.

Para a reciproca, lembremos que com respeito a ordem lexicografica temos
Tp <[ Tp_1 <L ... <1 T3 <p 1. Por hipétese, existe v; € N\ {0} de modo que z)* = ml(g;)
com g; € I para todo i = 1,...,n. Assim, a ordem lexicografica nos garante que g, € C[x,] e

o numero de solugoes de g, = 0 é limitado por gr., (g,) = Vn-

Como ml(g,—1) = z,—1""' novamente, de acordo com a ordem lexicografica, segue que
gn—1 € Clx,_1,x,]. Para cada solugdo z, € C de g, = 0, temos um nimero finito de solugoes
para g,—1(x,_1, 2,), a saber, limitado por ¢gr,, ,(gn—1) = Yn—1.Deste modo, o nimero de
solucoes de g, = ¢g,—1 = 0 é finito e limitado por 7,_1 - 7,. Procedendo deste modo, temos
que o numero de solugoes do sistema g; = ... = g, = 0 ¢ finito e limitado por v; - ... - Vy.
Agora, como g¢; € I, ou seja, g; = »_ q;f; com ¢; € Clzy,...z,], temos que todas as solugoes

de f1 = ... = f,, = 0 s@o também solugoes de g; = ... = g, = 0.

Como o uiltimo sistema admite um nimero finito de solugoes, o mesmo acontece com o

sistema original. O
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Exemplo 3.1.3. Considere o sistema

Yyt 2=
2 4+2y° =5 (3.2)
rz+y?=1.

Vamos encontrar as solugoes, caso existam e sejam em um numero finito. Para isto, ao

computarmos uma Base de Grobner para o ideal I dado por
(B 4y + 22— 4,0 + 2% — 5 2z +y? — 1)
com respeito a ordem lexicografica, obtemos
G={2*+2* -3 2z+22y* — 22— 1,2° — z}.

3 sGo monoémios

Como 1 € I, temos que o sistema admite solugdo e, uma vez que x°,y* e 2
lideres de elementos de I, o ultimo teorema garante que o sistema dado tem um niumero de
solucoes menor ou igual a gr(z?) - gr(y?) - gr(z®) = 12.

Vamos obter todas as solugoes (ki, ko, k3) € C3.

3

Temos que a equagao z°> — z = 0 admite como solugcao 0 e £1.

Se ks = 0, entdo as equagoes y*> — 22 — 1 = xz + 2% = 22 + 22> — 3 = 0 nos ddo que
ke = £1 e ky = £/3.

Considerando ks = 1, a equacdo y*> — 2% —1 = 0 indica que ko = /2. Substituindo z por
1 as equacoes vz + 22 =22+ 222 —3 =0 se tornam v+ 1 =22 —-1=0, ou seja, k; = —1.

Tomando ks = —1 temos ky = £/2 e para ks = —1 obtemos —x +1 =2>—-1=0c¢
assim, ki = 1.

Portanto, as solucoes do sistema sao:
(£v/3,41,0), (1,£v2, —1), (=1, £v2,1).

Note que tinhamos estimado o mimero de solugoes em gr(z?) - gr(y?) - gr(2®) = 12, no

entanto, verificamos que tal nimero € 8.
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3.2 Coloracao de Mapas

O Problema das Quatro Cores trata da determinagao do niimero minimo de cores ne-
cessarias para colorir um mapa, de paises reais ou imaginarios, de forma a que paises com
fronteira comum tenham cores diferentes. Em 1852, Francis Guthrie conjecturou que 4 era
esse numero minimo. Somente apds mais de cem anos, em 1976, se conseguiu provar que
realmente a conjectura estava certa e o resultado ficou conhecido como Teorema das Quatro

Cores.

Assim, como todo mapa pode ser colorido com quatro cores e é imediato decidir se um
mapa pode ser colorido com duas cores, basta nao termos regioes com triplice fronteira, ou
seja, uma regiao que tem fronteira com outras duas. Uma questao interessante é: como
decidir se um mapa pode ser colorido utilizando apenas trés cores? E, sendo possivel, como
proceder a coloracao? A essa pergunta chamaremos de Problema das Trés Cores e, para

respondeé-la utilizaremos como ferramenta matematica as Bases de Grobner.

Primeiramente é necesséario expressar por meio de equagoes polinomiais todas as situagoes

geométricas na questao da coloracao de um mapa por trés cores.

Cada uma das cores serd representada por uma raiz do polinémio f = x*—1, que se chama
raiz cibica da unidade, e sao denotadas por 1,w e w?. Na verdade, elas sdo os elementos do

conjunto
2k 2k
Z({z® 1)) = {{wk = cos (%) +i-sen (%) k=0, 1,2}}

Assim, pode-se verificar que as tnicas solugoes da equagao y; + y2 + y3 = 0 tais que

y; € Us = {1,w,w?} sao aquelas para os quais ¥y, y» e y3 assumem valores todos distintos.

Cada uma das regides do mapa sera representada por uma variavel, isto é, no caso de n
regices considera-se o anel de polinomios Clxy, ..., x,]. Assim, como cada uma das regides
pode ser colorida por uma das cores, a resposta para o problema esta entre as solugoes do
sistema

;> —1=0paratodoi=1,.. n
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Porém, deve-se ainda inserir a restricao de que duas regioes vizinhas x; e z; nao podem
ser coloridas da mesma cor. Isto pode ser obtido observando que z;* = z,%, ou seja,

=1 e —1 =0e (1 — x;) (22 + 2z + 1,°) = 0.

A dltima igualdade acarreta x; —x; = 0 ou ;% + Tix; + a:jz = 0. J& que z; — x; # 0, pois

caso contrario x; receberia a mesma cor que x;, deve-se ter x;2 + T + ij =0.

Assim, o problema da coloragao do mapa utilizando apenas trés cores se resume a estudar

o sistema (3.3) abaixo:

ZL’ig —1= 0
(3.3)

l’j2 + l’il'j -+ iL‘k2 =0

sendo i = 1,...,n e x; e x; percorrem todas as regioes que possuem fronteira em comum.
Este sistema admite solucao se 1 € I, onde I é o ideal gerado pelos polinomios do sistema
(3.3). Deve-se observar que, se o problema tem solugao, entdao qualquer permutagao das trés

cores também ¢é solugao.
Verificaremos se o mapa da regiao nordeste do Brasil pode ser colorido com trés cores

e, em caso afirmativo, como fazer esta coloracao. O mapa em questao esta apresentado na

Figura (3.1) abaixo.

T
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7 v .
S e
- ™ Rio Grand
2 Maranhao S . RiwoGrande
o Ceard “do Norte
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Y Paraiba

~ Piaul

/\\Mfl’&‘l'nambuco
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3
7

Bahia )
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Figura 3.1: Regiao Nordeste do Brasil
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Note que a regiao nordeste brasileira é composta por nove estados e assim a cada um

deles serd atribuida uma variavel do anel de polinoémios Clxy, ..., g, a saber:

x1 = Maranhao z4 = Rio Grande do Norte x7 = Alagoas
r9 = Piaui xs = Paraiba xrg = Sergipe
x3 = Ceara r¢ = Pernambuco r9 = Bahia

Assim, temos a Figura (3.2):

Figura 3.2: Regiao Nordeste nas Variaveis z;; i = 1,..., 9.

Levando em conta as regioes vizinhas do mapa, obtém-se o sistema (3.4) a seguir.

2 —1=0
(3.4)
x?—kxjxk—f-xi =0
sendoi=1,..,9¢ (j,k) € {(1,2),(2,3),(2,6),(2,9), (3,4), (3,5), (3,6), (4,5), (5,6),6,7),
(6,9),(7,8),(7,9),(8,9)}. O par (j, k) indica que o estado z; é vizinho do estado zj, e que,

portanto, nao podem receber a mesma cor.

Usando o software Maple, devido ao grande nuimero de operagoes, calcula-se uma base
de Grobner G para o ideal gerado pelos polinomios do sistema (3.4) com respeito a ordem

lexicografica e obtém-se
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G = {l’g—l,$§+$8ZE9+JI3,ZL’7+JI8+$9,$6—ZE8,$5+$8+I‘9, (35)

2
Ty — Xy, Ty — Lg , To + Tg + Tg , L] — L1Tg — T1X9 + TgTg }.

Portanto, o sistema(3.4) é equivalente ao sistema (3.6):

r3—1=0

T3+ ww9 + 25 =0

T7+ 23+ 29 =0

rg —xg =0

x5+ x5+ x9 =0 (3.6)
rs—x3 =0

T3 — 29 =0

.T2+I8+.T9:0

:13% — X1Tg — T1Tg + Tgxg = 0

Agora cada uma das equagoes do sistema (3.6) é interpretada geometricamente, lembrando
que as varidveis podem assumir como valor as raizes cubicas da unidade, convencionamos

que: 1 = azul, w = amarelo e w? = vermelho.

e A primeira equacao indica que podemos escolher qualquer cor para xg, sem perda de

generalidade, atribuimos a cor 1.

e A segunda equacao é interpretada como o fato de que a cor de xg ndo pode ser a mesma

que xg assume. Assim, atribuimos a xg a cor w.

e A terceira equagao dada por z7 + xg + 9 = 0, deve admitir solugoes entre as raizes
cibicas complexas da unidade, mas como vimos, x7, g € T9 devem assumir valores
distintos, ou seja, x7 deve ser colorida com uma cor distinta das cores utilizadas para

Tg € Tg, isto é, w?.

e A quarta equacao corresponde a informagao de que xg assume o mesmo valor de xg,

neste caso, a cor w.
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e A quinta equagao adverte que x5 nao pode assumir as mesmas cores que Tg € Tg, OU

seja, x5 deverd assumir a cor w?.
e A sexta equacao indica que x4 assume o mesmo valor de xg, ou seja, w.
e A sétima equacgao mostra que x3 assume o mesmo valor de xg. Logo x3 assume a cor 1.

e A oitava equacao mostra que xo nao pode assumir as mesmas cores que Ig € Ty, isto é,

x9 deverd ser colorida da cor w?.

e A nona equacao dada por z? — x5 — 2179 + w379 = 0, pode ser reescrita na forma
(x1—xg).(x1—x9) = 0. Deste modo, temos as possibilidades: z1 —xzg = 0 ou x; —x9 = 0.

Portanto, atribuimos a x; a mesma cor de xg ou a cor usada em xg.

Portanto, mediante a interpretacao das equagoes obtidas pelos elementos da Base de

Grobner reduzida G, temos duas situagoes, como é mostrado nas figuras (3.3) e (3.4) abaixo:

Figura 3.3: A cor de z; é igual a de xs. Figura 3.4: A cor de x; igual é a de x9.



CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos uma generalizacao do processo de escalonamento, que é
usualmente utilizado na resolucao de sistemas lineares, que permite estudar sistemas de

equagoes polinomiais em geral.

No decorrer de nosso estudo, vimos como decidir se um polinémio f € Clxy, ..., z,] per-
tence ou nao a um ideal I = (fi,..., fs). A resposta a esta questdo permite decidir se um
sistema de equagoes polinomiais fi(xy, ..., z,) = ... = fs(x1,...z,) = 0 admite ou nao solugao.

Vimos também, no caso do nimero de solugao serem finitas, um método que permite obté-las.

Como uma aplicacao, apresentamos um modo de modelar o Problema das Trés Cores,
ou seja, como decidir se um mapa pode ser colorido utilizando apenas trés cores de forma que
regioes vizinhas nao recebam a mesma cor, de modo algébrico, de tal forma que o problema

se torne equivalente a estudar um sistema de equacoes polinomiais.
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