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Resumo

Neste trabalho apresentaremos uma revisao bibliografica dos polinomios com coefici-
entes em C e os métodos de resolucoes de equagoes algébricas aplicados no Ensino Médio.
Sera feito um breve estudo dos niimeros complexos, pois esses sao fundamentais no célculo
das solugoes das equacoes algébricas. Trataremos de abranger todas as propriedades ne-
cessarias para se resolver uma equacao algébrica no Ensino Médio, além de apresentarmos
o método de Viete para encontrarmos a féormula de Bhaskara. Também serao apresenta-
das a féormula de Cardano e uma férmula de se resolver uma equacao especifica do quarto
grau. Finalizaremos o estudo apresentando alguns artigos da Revista do Professor de
Matematica que tratam de relevantes propriedades dos polinomios e algumas variagoes

para a demonstracao da férmula resolvente de equacgoes do segundo grau.

Palavras-chave: nimeros complexos, equagoes, férmula de Cardano.



Abstract

We present a literature review of the polynomials with coefficients in C and methods
of resolutions of algebraic equations applied in high school. A brief study of complex
numbers, as these are critical in the calculation of solutions of algebraic equations will
be done. We will try to cover all the properties needed to solve an algebraic equation in
high school, as well as presenting the Viete method to quadratic equation. They will also
be presented to Cardano formula and a formula to solve a specific equation of the fourth
degree. We finalize the study showing some articles of Professor of Mathematics Magazine
dealing with relevant properties of polynomials and some variations to demonstrate the

formula of solving quadratic equations.

Keywords: complex numbers, equations, formulas of Cardano.
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INTRODUCAO

Neste trabalho, faremos uma revisao bibliografica de livros, dissertacoes e revistas
especializadas, tais como a Revista do Professor de Matematica e Matematica Universi-
taria sobre polinomios e equacoes algébricas, motivada pelo interesse que os alunos tém
em resolver problemas que envolvem os referidos assuntos. Além das propriedades mais
conhecidas para a manipulacao de polinomios e resolucao de equagoes algébricas, apresen-
taremos outras que, no minimo, aprimorara nosso conhecimento em relacao ao assunto.

Inicialmente, serd feita uma abordagem sobre ntimeros complexos. As demonstracoes
exibidas nesse capitulo abrangem o inverso multiplicativo, a raiz quadrada de um nimero
complexo, divisao e multiplicacao de nimeros complexos na forma polar, potenciacao,
raiz enésima de um complexo e as féormulas de Moivre.

No segundo capitulo, daremos énfase as propriedades dos polinomios, tais como: igual-
dade de polinomios, divisao de polinémios, teorema do resto, teorema de D’Alembert e
divisibilidade de um polinomio por dois fatores do primeiro grau. Essas propriedades sao
de suma importancia para a resolucao de equacoes algébricas.

O terceiro capitulo sera dedicado aos teoremas, relacoes de Girard, método de Viete
para a resolucao de equacoes do segundo grau, férmula de Cardano e um método de
resolucao para um caso especifico de equagoes do 4° grau.

O trabalho sera finalizado no capitulo quatro, com a exibi¢ao de artigos que possibili-
tarao conhecermos um pouco mais sobre raizes racionais, e com a demonstragao de duas

formas diferentes o cdlculo de raizes da equacao do segundo grau do tipo z? — sz +p = 0.



Capitulo 1

NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo, apresentaremos conceitos e resultados basicos sobre a estrutura algébrica
dos nimeros complexos, necessarios para a compreensao dos contetidos dos demais capi-

tulos.

1 Forma Algébrica ou Forma Normal

Um nimero complexo z é um nimero da forma z = a +bi, com a,b € R e i®> = —1, onde i
é denominado unidade imaginaria. A unidade imaginédria é que permite que no conjunto
dos nimeros complexos haja raiz de indice par de ntimeros negativos, nao definida no
conjunto R.

Um nimero complexo possui duas partes:
e a ¢ a parte real de z, escrevemos a = Re(z).
e b ¢ a parte imagindria de z, escrevemos b = I'm(z).

Se b = 0, obtemos o nimero z = a real. No caso a =0 e b # 0, o nimero z = b é
chamado de niimero imaginério puro. Consequentemente z = a + bi = 0, se, e somente
se,a=0eb=0.

Os nuimeros complexos z; = a + bi e 29 = ¢ + di sao iguais se, e somente se, a = c e
b = d. Nesse conjunto estao definidas as operacoes de adi¢ao e multiplicacao, da seguinte

forma:



21+ 20=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i

21+ 20=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

Essas operacoes possuem as seguintes propriedades:
Propriedades da Adicao
Para quaisquer nimeros complexos, temos as seguintes propriedades:

A;) Comutativa
z1 + 29 = 29 + 21, para todo zq, zo € C.
Ay) Associativa
(21 4 22) + 23 = 21 + (22 + 23), para todo zy, 29, 23 € C.

Aj3) Existéncia de elemento neutro

O complexo 0 = 0+ 0z é o elemento neutro, isto €,
04+ 2z=2+0=z, para todo z € C.

A,) Existéncia de elemento simétrico
Todo niimero complexo possui um simétrico. De fato, dado z = a + bi € C, o complexo

—z = —a — bu satisfaz a propriedade
(—2)+2z=2z+(—2) =0, para todo z € C.

Propriedades da Multiplicacao
Para quaisquer niimeros complexos, temos as seguintes propriedades:

M) Comutativa
21 29 = 2o - 21, para todo zq, 29 € C.
M,) Associativa
(21 29) - 23 = 21 - (22 - 23), para todo z1, 29, 23 € C.

Ms3) Existéncia de elemento neutro

O complexo 1 =1+ 07 é o elemento neutro da multiplicacao, isto é,



1-z =z, para todo z € C.

M,) Inverso
Todo niimero complexo z, ndo nulo, possui um inverso, ou seja, existe um complexo z; '

nao nulo tal que

D) Distributiva

21+ (22 + 23) = 21 - 29+ 21 - 23, para todo z1, 29 e z3 € C.

Definicao 1. Chama-se conjunto dos nimeros complexos, e denotado por C, o con-
gunto formado pelos numeros da forma z = a + bi, com a,b € R, munidos das operagoes

de adicao e multiplicacao.

Exemplo 1 Sejam os complexos z1 =4+ 3i, 20 = =7+ 21, 23 =0¢e 24 = 1. Temos

que:
e 2+ =(4+3)+(-7T+2)=4d—-7)+B3+2)i=-3+5i
21 zp=(4+3i) (=T+2)=[4-(=7)—3-2]+[4-2+3-(=7))i =—34—13i
o 21 +23=(443i))+0=4+3i

© 21z =(4+31)-1=4+31

2 Inverso

Dado um complexo z = a+bi nao nulo (a # 0 ou b # 0), ou equivalentemente a? +b? # 0,
vamos determinar o nimero complexo z’ = x + yi também nao nulo, tal que, z - 2’ = 1.

Desta forma, desenvolvendo a igualdade

2. = (a + b@) . (x + yz) = (a:lj — by) —+ (ay + bl‘)l = 1 obtemos:



ar —by =1 a —b x 1 a —b
ay+br =0 b a Yy 0 b a

Calculando o determinante da matriz A e a matriz inversa de A, obtemos

det(A) =a*+b*#0e

; a b
1 a 2 2 2 2
-1 _ _ | a®*+b* a*+0b
A7 = - —-b a

a? + b2 b a

a? + b a2+ b2

Prosseguindo com a resolucao do sistema, temos de (1) que

a b a
S Pl _|ese2 aaxe2 | || _| @+
Y - 0 - —b a 0 - —b
a’?+ b a®+b? a? + b?
Portanto,
a —b

= ——- e = .
PR

Podemos, entao, concluir que existe z’ = = + yi, que multiplicado por z, resulta o ele-

mento neutro da multiplicagdo. Esse nimero complexo é chamado inverso ou inverso

1
multiplicativo do complexo z, denotado por z~! ou por — .
z

3 Conjugado
Definigcao 2. O conjugado do complexo z = a + bi € o nimero complexo zZ = a — bi.

Dados os complexos z; = a4+ bi e 2o = ¢+ di e os conjugados z; = a — bi e Z3 = ¢ — dt,

segue as propriedades:

i) A multiplicacdo de um nimero complexo pelo seu conjugado é um nimero real, pois
2171 = (a+bi) - (a — bi) = a® — b*i* = a® + b*.

ii) Para o nimero complexo z, temos que:



Se z = Z entdo z é real.

iii) Se 21 e 2o sd0 numeros complexos, entao z; + 23 = 21 + 2.

iv) Se z; e 2z sdo numeros complexos, entao zy - 23 = 21 - Za.

4 Utilizacao do Conjugado

. . . <1
Sejam z1, z5 complexos, com 2o # 0. Podemos considerar a divisao de z; por 2o, sendo — =
)

! Multiplicando o numerador e o denominador pelo conjugado do denominador,

Z1 7y .
transformara esta operacao numa divisao por um ntmero real:

21 21

S8

22 22

Exemplo 2 A divisao do complexo z; = 2 + 3i por zo = 3 + bi € igual a:

243 (2+3)(3-5) 21 1.

= — ot

345 (3+51)(3—5i) 34 34

5 Representacao GGeométrica

Uma forma de representacao dos ntimeros complexos é a geométrica. Estabelecendo-se
a associagdo do complexo z = a + bi ao ponto P(a,b) obtemos uma correspondéncia
biunivoca entre os niimeros complexos e os pontos do plano Oy, isto ¢, no R2?. Conven-
cionamos marcar sobre o eixo Ox a parte real e, sobre o eixo Oy a parte imaginaria de
z. Esse plano é chamado plano de Argand '-Gauss 2 ou plano complexo. Dizemos que o

ponto P(a,b) é o afizo do nimero complexo a + bi. Vejamos a nomenclatura:

e 7Oy = plano de Argand-Gauss

e Ox = eixo real

! Jean Robert Argand (1768-1822), matematico suico
2Carl Friedrich Gauss (1777-1855) matemético alemao



e Oy = eixo imaginario

e P(a,b) = afixo de z

8 4
P —— P(z)
0 a: x

Figura 1.1: Representacao geométrica do afixo de z

Agora, podemos visualizar geometricamente o conjugado z = a — bi do complexo

z = a + bi. A representacao geométrica do conjugado é o ponto simétrico em relacao ao

eixo Oz.

Ya
2 RO R—— z—=a-+bi
i
1
i
f
i
i o
0.: X
i
|
|
2 I 4
z=0a—bi

Figura 1.2: Representacao geométrica do conjugado z

Podemos associar a cada complexo z = a + bi um vetor de origem em O(0,0) e de

extremidade no ponto P(a,b).



Im(z) 4

0 a Re(2)

Figura 1.3: Representacao geométrica do vetor O¢

6 Modbdulo de um Nimero Complexo

O moédulo de um niimero complexo z = a + bi é a distancia da origem do sistema de coor-
denadas, (0,0), ao afixo de z, denotado por |z| ou p. Aplicando o teorema de Pitagoras,

temos:

12> = a® +0* = |z| = Va2 + b2

Figura 1.4: Gréfico com a representagao de |z|



7 A Raiz Quadrada de um Niumero Complexo

Dado um ntimero complexo «, a raiz quadrada de « sao as solucoes da equacio z° = a.
Seja o complexo «, isto é, &« = a + bi, com a,b € R. Suponhamos que b = 0, isto é
a=acR. Sea>0entdo a equagao 22> = a tem solugoes v/a e —/a. Se a < 0 entdo a

2

equagao z? = a tem duas solugoes: /ai e —/ai. Tomemos agora b # 0. Vamos encontrar

um nimero complexo z = ¢ + di tal que
a+bi=(c+di)?=c*—d*+ 2cdi.
Pela igualdade de niimeros complexos temos que

a=c*—d? a? = (? — d?)?
= ( ) = a’+ b =c +d* + 2247 = (P + dP).
b= 2cd b? = 4c2d?
Dai, ¢ + d? = Va? +b? e ¢ — d*> = a. Somando e subtraindo essas equacoes, obtemos,

respectivamente,

va2+b2—a
2

Observamos que Va2 + b2 > Va2 = la|, donde Va2 +b?>+a>0eva?+b>—a>0.

Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros, chegamos aos seguintes resultados,

c ed® =

, Vat+b+a
N 2

Va2t +b2+a va2+b2—a

e | = )

o] =

Como b # 0 e b = 2cd, devemos escolher os niimeros reais ¢ e d, com a propriedade (1), de
modo que o sinal do seu produto seja o mesmo sinal de b. Assim, quando b > 0, tomamos
c>0ed>0,ouc<0ed<0; quando b < 0, tomamos ¢ > 0ed < 0,ouc < 0e
d > 0. Dessa maneira temos exatamente dois niimeros complexos 6 e —d cujo quadrado é

a = a + bi. Denotamos um deles por \/a e o outro por —y/a.

Exemplo 3 Resolva a equacio 2° = /5 + 1.



Solucao: Lembremos que queremos um numero complexo z = ¢ + di tal que
(c+di)? = /5 +1i.
Como a = /5 e b= 1, temos que a? + b = 6.

Aplicando esses valores em (1) encontramos

o= [ LEEE VARV
VN \/2<f2—¢5>_

Temos, ainda, que b > 0. Logo, as solugoes da equagao sao

VAVB V) (2VB-VE) VB VE) 26—V,
2 2 T 2 N 2 '

Z =

8 Forma Polar

Uma outra forma de representar os nimeros complexos é a forma polar ou forma trigo-
nomeétrica.

Um numero complexo z = a + bi, nao nulo, é representado por um ponto do plano, de
coordenadas cartesianas (a, b), diferente da origem O = (0,0). Esse ponto pode ser repre-
sentado por suas coordenadas polares, que sao:

i) O médulo do vetor 0% indicado por |z| ou p, representando a distancia do afixo P a
origem O(0,0), ou seja, |z| = p = Va2 + b2

i1) O angulo € formado pelo vetor O? com eixo real. Esse angulo # pode assumir infi-
nitos valores, congruentes dois a dois, diferindo entre si pelo nimero de voltas. Assim, o
complexo z # 0 tem argumento § = 0y + 2kw, k € Z, com 0y € [0,2r]. O éangulo 6, é

chamado argumento principal de z ou apenas, argumento de z e é indicado por arg(z).

10



Figura 1.5: Representacao geométrica do angulo formado pelo vetor O? com eixo real

Da Trigonometria, sabemos que:
a b
cos) = — e senf) = —, com 0 < 0 < 27.
2| ]
Segue que,

0059:%:>a:]z|'cosﬁeb:|z|~sem9
z

Substituindo em z = a + bz, temos:
z = |z|.cos0 + |z| - senbi
Portanto,
z = |z|(cosO + i - senb) ou z = p(cosh + i - send)

que é a forma polar de z.

Exemplo 4 Determine a forma polar e a forma geométrica do nimero complexo

2 =1+ /3.

Solucgao: Temos que,

2] = |1+ /3] = /(12 + (V/3)2 = V4 =2
Assim,

11



a 1

9 = — = —

cos 22
b V3
sen = — = —

2| 2

Logo,

0=arg(z) ==

Figura 1.6: Representacio geométrica do complexo z = 1 + /3i

Portanto a forma polar é igual a z = |z|(cosf + i - senf) = 2((:05% +i- seng).

8.1 Multiplicacao de Nimeros Complexos na Forma Polar
Teorema 1 Sejam os numeros complexos z, e zo na forma polar:

21 = |z1|(cosOy + i - senby)

2y = |22|(cosbz + 1 - senby)

O produto z1 - zo € igual a

21 - 29 = |21||22][cos (01 + 02) + i.sen(6y + 03)]

Demonstracgao: Calculando o produto de z; com zy, temos:

21 - 29 = |21|(costy + i - senby) - |z2|(cosby + i - senby) =

21+ 29 = |21 - |22|(cosby - cosby + i - coshisenbdy + i - senficoshy + i2senbysenbdy) =
21 - 29 = |21] - |22|(cosby - cosly — senbysenby + i - cosbsenby + 1 - senbycosbs)

Portanto,

12



21 - 29 = |21| - |22]|[cos (01 + 02) + i.sen(6y + 03)]
|

Exemplo 5 O produto de z; = 2 (cos% +1- sen%) por zo = 3 <cosg +17- sen%) €
dado por:
Utilizando a formula, temos

T, 7 . T
f1Ry = 2«3|:COS(Z+§>+Z.Sen<Z+§):|

6 3T w 3
= cos— +1-sen— | .
4 4

8.2 Divisao de Niimeros Complexos na Forma Polar

Teorema 2 Sejam os numeros complexos z, e zo na forma polar:

21 = |z1|(cosOy + i - senby)
29 = |22|(cosby + 1 - senby)
A divisao é, para zo # 0 € igual a:
zZ9

S @[005(01 —0) +1i-sen(0; — 6y)]
Z9 ‘22’

~ . 21
Demonstracao: Calculando o quociente —, temos:

22
21 |zi|(costy +iseny) |z3|(cosly — isents)
z |2a|(costy +isenly)  |z2|(cosby — isends)

21 |zil|z2|[(cosbicosty — icoshisenbdy + isendicosty — i%senf; senbs)
2y |22]2[cos%0y — i2sen?6y)]

21 |zi[(costlicosty + senbisenty + i(senbdicosty — costsents)]

29 |20|[cos20y + sen?0s)

Portanto,
A _ @[005(91 —0y) +isen(6y — 02)].
<2 2’2|

13



Exemplo 6 A divisio de z; = 2 (cos% +1- sen%) por zg = 3 (cosg +17- 86%%) €

dada por:

Utilizando a formula, temos

21
22

8.3 Potenciacao - Primeira Férmula de De Moivre

Teorema 3 Dado z, nao nulo, escrito na forma trigonométrica z = |z|(cosf+1i-senf)

e considerando a poténcia 2", com z € C e n € 7, temos que:
2" = |z|"[cos(nf) + i - sen(nb)].

Demonstragao: Seja o complezo z = |z|(cosd+i-senf) nao nulo e n € N. Assim temos

que:
2= zezezeeez
— —
produto de n fatores
= |z|-|2| - |2] - |2|[cos (O + 0+ 0+ +0)+isen (0 +0+0+---+0)].
- ~ g A ~ ~~ o
produto de n modulos soma de n argumentos soma de n argumentos
Provaremos a formula para o caso de n inteiro negativo. Seja n = —m, com m inteiro e
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positivo. Temos:

(2| - [cosO +isend))" = (|z| - [cosO + isenB])™™
1
(|z] - [cost + isend])™
1 cos0 + isen0
|z|™ - [cos(mb) + isen(mb)]
= # - c0s(0 — mb) + isen(0 — mo)

= |z|7™ - [cos(—mb) + isen(—mb)]

= |2]" - [cos(nf) + isen(nh)].

A férmula acima é conhecida como Primeira Férmula de De Moivre. 3

V3

+ — 4, calcular 28.

N —

Exemplo 7 Dado z =

Solugao: Primeiramente vamos escrever o complexo z na forma polar.

e Calculo de |z|

B 1 N 3
V44
= 1.
e Calculo de 0 = arg(z)
1
a 5 1
g ¢ _2_1
cos 2172
V3
|| 1 2

Entao,

3 Abraham de Moivre (1667-1754), matemético frances.
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T
0=—.
3
Assim,
: T .
z = |z|(cosl + isend) = z = cos 3 + isen.
Como
2" = |z|"(cos(nb) + isen(nh)),
temos que,
2 = 18 (cos(8 : E) + isen(8 - E))
3 3
8w w T
= cos— +isen—
3 3
2 w 2
= cos— +isen—
3 3
Logo,

8.4 Raiz Enésima

Definigao 3. Uma raiz enézima de um complexo z, indicada por {/z, € um complexo

w tal que w" = z.

Exemplo 8 O nimero complexo w = 1—3i € uma raiz cubica de z = —26 + 18i, pois

(1—3i) = —26 + 18i.

Teorema 4 A raiz enésima do nimero complezo z = |z|(cost + isend) é dado pela

0+ 2k 0+ 2k
férmulawk:\n/_p<cos tART L + 7T),comk‘EZeOﬁkSn—l.

+ 15en
n

16



Demonstracao: Sejam os nimeros complexos na forma polar z = p(cos + isenfl) e
w = r(cosp + iseny), em que p = |z|,0 = arg(z),r = |w| e ¢ = arg(w).

Aplicando a férmula de Moivre, vem:

w" = z = r"(cosnp + isen ny) = p(cosh + isend)

™M=y r=y/p, reRer>0
A igualdade é verdadeira se, e somente se, = 0 + 2kn
ne = 60+ 2kmw p=——keZ
n
Mas, para que tenhamos 0 < ¢ < 27, é necessario que 0 < k < n — 1. Assim, encon-
. ., 0+ 2km .
traremos diferentes valores para w, ja que os arcos ———, k € Z nao sao congruentes.
n
Caso k = n,n+ 1,n+ 2,... os arcos comecam a passar pelos mesmos pontos, dai os
valores de w se repetem.
Portanto,
0+2kr . 0+ 2km
wy, = {l/ﬁ(cos—+@sen— ,comkeZeO<k<n-—1.
n n

A férmula acima é conhecida como Segunda Férmula de De Moivre
Exemplo 9 Cualcule as raizes cibicas da unidade.
Solugao: Escrevendo z = 1 na forma polar temos:

e Calculo de p
p=v12+02=1

e Calculo de 6 = arg(z)

cos@zi:—zle
]
b
8671«9:—:9:0
2 1
Dali,
0 =0 rad.
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Assim,

z = p(cosl + isenh) = z = cos0 + isen0.

Portanto,

0+2kr . 0+ 2k7r)
+15€en

wy, = Ip (cos "
0+ 2k 0+ 2k
= \S/I <cos +3 T + isen +3 W)

2k . 2km
= cos—— +1sen——
3 3

Como n = 3, entao k podera ser 0, 1 ou 2. Assim, temos:

e Parak=0:
wo = cos0 + isen) =1
e Parak=1:
2r 2w 1 V3.
wy = 0053 + zseng = —=+ 7@
e Para k=2
A7 w 47 1 V3.
We = COS— +isen— = —— — —1
? 3 3 2 2
3 1 3
Logo, as raizes cibicas de z = 1 sao os complexos 1, —= + \/—_z e —= — iz

2 2 2 2

18



Capitulo 2

POLINOMIOS

itu udarem ncei inomi m ien mplex ro-
Neste capitulo, estudaremos o conceito de polinomios com coeficientes complexos, pro
priedades dos polinomios, métodos de divisao de polinomios e demonstraremos alguns

teoremas necessarios para a resolucao de equagoes algébricas.

1 Polinomio com Coeficientes em C

Definicao 4. Um polinomio p na varidvel x e coeficientes em C € uma expressao

formal do tipo
p(l’) = anxn + an—lxn_1 + an—2«rn_2 + -+ (121’2 + a1 + ag

onde, ag,a,as, ..., a,_1,a, sao nimeros complexos, chamados coeficientes do polinémio,

e x é a varigvel.

Se a, # 0 entdo n é o grau do polinémio, denotado por gr(p(x)); e também a, é o
coeficiente lider ou coeficiente dominante do polinomio. Se o coeficiente lider for igual a
unidade, isto é , a,, = 1 entao o polinomio é chamado de polinomio monico. O coeficiente

ag é chamado termo constante ou termo independente.
Exemplo 10

1. p(x) = 22% + 52 — 7w + 15 € um polindmio do 3° grau e az = 2,a9 = 5,a; = —7 e

apg = 15.
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2. p(x) = 2* — 3z + 4 é um polinémio do 2° grau e ay = 1,a; = —3, e ap = 4.

2 Funcao Polinomial em C

Definicao 5. Uma funcao p : C — C é chamada fung¢ao polinomial se existe n € N e

0s nimeros complexos ag, ay, Ay, ..., Ap_1, Gy, tais que:
_ n n—1 n—2 2
p(r) = apx™ + ap 12"+ ap 22"+ -+ agr® + a1 + ag

Observacoes:

i) Como estamos trabalhando com polinémios com coeficientes complexos, a cada fungao
polinomial corresponde um tnico polinomio e vice-versa. Portanto nao ha nenhum pro-
blema em falarmos polinomio ou funcao polinomial.

i1) O polinomio constante é da forma p(z) = ag. Quando ag # 0, p(z) tem grau zero, ou

seja, gr(p(z)) = 0.

i1i) O polindémio nulo é da forma polinomio p(x) = 0, para todo x € C, ou seja,
p(x) = apx"™ + ap 12" + ap 1™ 4 - + apx® + ayxt + ag = 0 se, e somente se,
ag=a, =as=---=a, =0 e, seu grau nao ¢é definido.

3 Valor Numérico

Definigao 6. O valor numérico de um polinomio p(x) = a,z" + - - -+ asx® + a1 + ag

para x = 3, com B € C, € a imagem de [ pela fungdo polinomial p(x), isto €,
p(B) = anB™ + - + azf® + a1 8 + ao.
Exemplo 11 Qual € o valor de q(x) = 3x* + 23 — 22° + x — 1 para x = 2i?
Solucgao: Substituindo x por 2 temos:

q(2i) = 3-(20)* +(20)* —2-(2i)? +2i — 1
= 48i* + 8 —8i* +2i — 1

= 55 — 0.
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4 Raiz de um Polinomio

Definigao 7. Se 8 é um nimero complexo e p é um polinomio tal que p(B) = 0 entao

B € raiz ou zero do polinomio.
Exemplo 12 Dado p(x) = x® + 22* + 25x + 50, tem-se que 5i € raiz de p(z).
Substituindo = por 5i temos,

p(5i) = (50)° + 2(5i)* + 25(5i) + 50
= 12543 4+ 50:% 4+ 1257 + 50
= —125i — 50i 4+ 125 + 50

= 0.

Logo bi é raiz de p(x).

5 Igualdade de Polinémios

Definigao 8. Os polinomios p(x) = a, 2" +ap 12" +ap o™ 2+ -+asr® +ayx+ag
e f(x) = bpa™ + by 12™ L + by _0x™ 2 4 - -+ box? + by + by, com a, # 0 eb, #0, sdo

1guais se, e somente se, n =m e a; = b; para todo 1.

Exemplo 13 Determine m e n de modo que (2m—3)z®+(n—1)x—5 = 5z’ — 7z —5.

Solucao:
Fazendo
2m -3 =5
n—1=-7
temos,
m=4en = —0.
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6 Operacoes

6.1 Adicao de Polinémios

Definigao 9. Sejam p(z) e g(x) dois polinémios com coeficientes complexos na va-
ridvel x,

n
p(x) = apz” + A1+ Qo™ P 4+ g + arx + ag = E a;x’
=0

g(r) = bpx" + bpo12" ! bpax™ P 4+ o + by + by = E bz’
i=0
a soma de p com ¢ é o polinomio

(p+g)(x) = (an + bn)xn +eeet (a2 + b2)$2 + (Ch + b1)ZE + (CLQ + bo)

n

(p+9)(x) = (a; + b2’ = Eo(ai + b;)at

Exemplo 14 Sejam os polinémios p(z) = =723 + 57 + 92 — 3 e g(x) = 32" + 422 +

6x + 3. A soma de p(x) com g(x) € igual a

(p+g)(x)=px)+gx) = (~7T+3)2>+(G+4)2°>+(9+6)z+ (—3+3)

— _4g + 9x2 + 15z.

Exemplo 15 Sejam os polinémios p(x) = 3z°—z*+7x3+22—1 e g(x) = -8z +23+4.

A soma de p(z) com g(x) € igual a

(p+g)(x)=px)+gx) = 32°+ (-1 =8)2* + (T+ 1)z® + 22 + (—1+4)

= 32° — 9z + 823 + 2% + 3.
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Teorema 5 Se p(z), g(z) e (p + g)(x) sdo polinémios nao nulos, entio o grau de
(p+9g)(z) € menor ou igual ao maior dos nimeros gr(p(x)) e gr(g(x)). Podemos escrever

essa afirmacao da sequinte forma:

gr(p(x) + g(v)) < méx{gr(p(z)), gr(g(z))}

Demonstracao: Sejam p(z) = a,2" + a(m-1)2™" ™V + a(n_9)2"? + - -+ + axz® + a1z + ag
e g(r) = bpx™ + b(m,l):v(m’l) + b(m,g)x(m’m + oo+ bow? + byw + by, com gr(p(x)) = n,

gr(g(xz)) = m e n # m. Suponhamos n > m e sendo ¢; = a; + b;, temos

Cn=0ap+b, =a, #0

¢ =a;,+b;,=0+0=0, para todo 7 > n.

Portanto, gr(p(z) + gr(z)) = n = méx {gr(p(x)), gr(g(x))}.

Suponhamos agora, n = m. Assim, temos que

¢ =a;+b=0+0=0, para todo i > n.

¢n = an + b, pode ser nulo.

Logo,

Propriedades da adigao
Para quaisquer polinomios f(z), g(x) e p(z) com coeficientes em C, temos as seguintes
propriedades:

Aj)Associativa

23



(f (@) + g(2)) + p(x) = f(z) + (9(x) + p(x))

Ay)Comutativa

f(@) +9(x) = g(x) + f(z)

Ajz)Existéncia de elemento neutro aditivo

O elemento neutro da adi¢ao é o polinomio nulo f(z) = 0.

Ay)Existéncia de inverso aditivo (ou simétrico)
Sendo
f(x) = apa™ + ap 12"+ ap0x™ 2+ -+ apr? + a4+ ag = Zn% a; "
o simétrico de f(x) é o polinémio
—f(@) = (—an)2" + (—ap-1)2" "+ (—a2)2? + (—ar)z + (—ao) = Yo (—a)z’.

De fato,
f@)+(=f(x) =0

6.2 Multiplicacao de Polinémios

Definicao 10. Sejam dois polinomios

n
p(x) = apx" + anflxn_l + an72xn—2 +oee a2552 +a1x +apg = Z a;x’
1=0

g(r) = bpz™ + b1 8™ 4 byyox™ % 4 4 boa? 4 by + by = > bzt
=0

o produto p(z) - g(x) é o polinémio
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(p-9)(x) = apbpz™ ™ + -+ + (agby + a1y + agha)x? + (aghy + a1bg)z + agbo.
Logo o produto pg ¢é o polinomio
(1) = Crpn@™ ™ + -+ - + 22?4 17 + <o,
em que o coeficiente ¢ é obtido da seguinte forma:

k
Cr = CLka + -+ Cllbk_l + aobk = Z aibk_i.
1=0

Teorema 6 Sendo p(x) e g(x) dois polinomios nao nulos, o grau de p - g é igual a

soma dos graus de p e g, isto €,

gr(p(x).g(x)) = gr(p(x)) + gr(g(z)).

Demonstragao: Sejam p(z) = a,2" + ap 12" + @, 22" 7% + - + a22® + a1 + ag e
g(x) = bpa™ + b1 2™+ by o@™ 2 4 -+ + bax? 4 bz + by, com gr(p(z)) = n e

gr(g(x)) = m.

Tomando ¢, = agby + - - - + a1bx_1 + agby um coeficiente qualquer de (p.g)(z),

Temos que,
Cman = p - by #£ 0 e ¢ = 0, para todo k > m + n.
Portanto,

gr(p-g) =n-+m=gr(p) + gr(g).

Exemplo 16 Dados p(z) = 223 + 52% — 3z e g(x) = 42 + 2z + 6, multiplicar p(x)

por g(z).
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Solucgao:
Temos que,
(p-g)(z) = (22° +52° — 3x)(4a” + 2z + 6)
= 22%(4a® + 27 + 6) + 5% (42% + 22 + 6) + (—32)(42” + 27 + 6)
= (82° + 4a* +122°) + (202" + 102° + 302%) + (—122° — 62 — 182)
= 82° + (4+20)2z* + (12 + 10 — 12)2® + (30 — 6)2* — 18z

= 8x° + 242* + 1023 + 242° — 18x.

Propriedades da multiplicacao
Para quaisquer polinomios f(x), g(z) e p(x) com coeficientes em C, seguem as proprieda-
des:

M) Associativa

M,) Comutativa

M3) Existéncia de elemento neutro multiplicativo

O elemento neutro da multiplica¢ao é o polinémio constante f(x) = 1. De fato,

D) Distributiva

f(x) - (g9(x) + p(x) = f(x) - g(z) + f(z) - p(x).

6.3 Divisao de Polinomios

Teorema 7 (Divisao Euclidiana) Sejam os polinomios p(x) e d(x) com coeficien-
tes complexos e d(x) # 0. Entao existem um dnico polinémio q(x) e um unico polinémio

r(x), com coeficientes complexos, tais que
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p(z) = d(z)q(x) + r(x), onde r(z) = 0 ou gr(r(x)) < gr(d(x)).

Demonstragao: (Prova da existéncia) Sejam os polinomios p(z) = a,x"+a, 12"+
UpoZ" 2+ Hapr? +ayx+ag e d(x) = bpx™+bp 1 2™ by 0™ 24+ +box® + b2+ by,
com b,, # 0.

Se p(x) = 0, entao tome g(z) =0 e r(xz) = 0.

Se p(x) # 0 e n < m tome, g(z) = 0 e r(x) = p(z). Suponhamos entdo n > m e

consideremos q;(x) = a,b,'z"~™. Temos que

p(l‘) = QI(Jf)d(I) —+ (an_l — Z_nbm—l) a1 + (an_Q — g—nbm_Q) 2 4.0 =
An n—1 n n—2
p(l‘) —q1 (l')d(l') = | Gp-1 — b_bmfl xz + Ap—2 — b_bm72 € + - 9

que tem grau, no maximo, igual a n —1. Chamemos p(x) —q;(x)d(x) = ri(x) que é o resto
desta primeira divisao. Aplicando o mesmo processo a p(x) — ¢;(x)d(z), encontramos um

polinémio ¢y(x) tal que

p(r) — qi(7)d(x) — qo(x)d(z) = p(z) — d(z)(q:(7) + qa(x)) = 12(7),

que tem grau, no maximo, n — 2. Efetuando um numero finito de vezes esse processo,
concluimos que existe um polinomio ¢(x) tal que q(z) = ¢1(z) + g2() + - + ¢u_m(z) de
modo que p(z) — g(x)d(x) = r(z) tem grau, no méximo, igual a m — 1. Portanto, existem
os polinomios ¢(z) e r(z).

(Prova da unicidade) Suponhamos que existam os polinomios ¢;(z), ¢2(x), r1(x) e ra(x)

tais que

p(x) = d(z)qi(x) + ri(z) e
p(r) = d(x)ga(x) + ra(2),

com r1(z) = 0ou gr(ri(z)) < gr(d(z)), e ra(x) = 0 ou gr(re(z)) < gr(d(z)). Daigualdade

de polinémios temos que

d(z)q(x) + r1(z) = d(7)ga2(x) + 12(7) = d(z)(q,(7) — qa(z)) = ra2(T) — 11 ().

Se q1(z) — go(x) # 0 entao gr(d(z)(q:1(z) — g2(z)) > gr(d(x))). Mas pela hipétese, segue

que gr(ra(z) —ri(z)) < gr(d(z)). Logo ¢1(x) = ga2(x) e, portanto, r(x) = ro(x). B

27



Por meio do exemplo 16, mostraremos passo a passo o processo da divisao euclidiana,

armando e efetuando os calculos necessarios, utilizando um dispositivo pratico chamado

Método da Chave.

Método da Chave

Exemplo 17 Determine o quociente e o resto da divisao de p(x) = 223 + 2*> —x + 2
por d(z) = 2% + 3z + 1.
1°) Primeiramente vamos calcular ¢;(x) que é o quociente da divisao do termo de maior
2 3
grau de p(x) pelo termo de maior grau de d(x), ou seja, qi(x) = iz = 2x.
x
2°) Agora calcularemos 71(z). Assim, ri(z) = p(x) — qi(z)d(x) = 223 + 2* — 2 + 2 —
2z(2% + 3x + 1) = —5a? — 3w + 2.
208+t —x+2 |22 +3x+1
— (223 + 622 + 2x) 2z
—5x% — 3z + 2

3°) Como 2 = gr(ri(x)) > gr(d(x)) = 2 devemos prosseguir na divisao de r1(x) por
d(x). Lembrando que a divisao euclidiana termina somente quando o grau do resto for
menor que o grau do divisor.

4°) Calculando g2(z), que é a divisdo do coeficiente lider de r(z) pelo coeficiente lider de

—5z?
d(z), temos que go(7) = —5— = —5.
x
5°) Faremos o célculo para obtermos ro(z). Dai, ro(z) = r1(z) — go(x)d(x) = —5z* — 3z +

2—(=5)(z?+3x+1)=122+7.

5?2 —3x+2 | 22+3x+1

—(—52? — 152 — 5) -5
122 + 7

6°) Como 1 = gr(ry(x)) < gr(d(z)) = 2, encerramos o algoritmo da divisao euclidiana.
O resto da divisao é ry(x).

7°) Encontramos ¢(z) = q1(z) + ¢2(x) =2z — b e r(z) = ra(zr) = 120 + 7.
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Agora, resolveremos o mesmo exemplo utilizando um outro método, chamado Método
de Descartes ou Método dos coeficientes a determinar, que estabelece os fatores préprios
de um polinémio, considerando a igualdade de polinomios e a propriedade multiplicativa

do grau.

Método de Descartes !

Exemplo 18 Determine o quociente e o resto da divisao de p(x) = 223 + 22 — x + 2

por d(z) = 2% + 3z + 1.

Solugao:

1° passo) Calculamos gr(q(x)) e gr(r(z)).

Se gr(p(z)) = 3 e gr(d(x)) = 2, entao gr(q(x)) = 1 e o resto é no maximo do primeiro
grau também.

2° passo) Construimos os polinomios ¢(x) e r(z), conforme seus graus e com coeficientes

diferentes. Assim,
q(x) =ax+ber(x)=cr+d

3° passo) Calculam-se os coeficientes utilizando-se a divisao euclidiana, isto é, p(x) =

d(z)q(x) + r(x). Segue que,

20 + 2 —rx+2=(2*+3z+ 1)(ax +b) + cx + d =
208+ a2t —x+2=ax*+ Ba+b)z*+ (a+3b+c)r+b+d

pela igualdade de polinomios temos que,

a=2
3a+b=1=0b=-5
a+3b+c=—-1=c=12
b+d=2=d=7

Logo,

'René Descartes (1596-1650), matemético francés
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q(z) =2z —5er(x) =120 +7.

Segue agora alguns teoremas importantes envolvendo divisibilidade entre polinomios.

Teorema 8 (Teorema do Resto) O resto da divisao de p(x) por x — a € igual a p(a).
Demonstracao: Pelo Teorema da Divisao Euclidiana, temos que
p(z) = (z —a)q(z) + r(z),

onde ¢(z) e r(z) s@o, respectivamente, o quociente e o resto. Como = — a tem grau 1,
o resto r(x) tem grau zero ou é nulo. Logo, r(x) é uma constante. Calculando o valor

numérico de ambos os lados para z = a obtemos

pla) = (a —a)q(a) +r(a) = r(a).
Portanto,

p(a) é o resto.

Exemplo 19 Determine o resto da divisio de p(x) = —bz* + 323 — 8x2 + 2z + 2 por
x — 2.

Solucgao: Calculando o valor de p(x) para x = 2 obtemos

p(2)=—5-2443.23-8.2242.2 2= —86.

Logo, o resto ¢ igual a —86.
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Teorema 9 (Teorema de D’Alembert) Um polinomio p(x) € divisivel por x — a se, e

somente se, p(a) = 0.

Demonstracgao:
Se o polinomio p(z) é divisivel por z —a, entao o resto r(z) da divisao é igual a zero. Pelo
teorema do resto, podemos concluir que p(a) = 0. Considerando agora que p(a) = 0, pelo

Teorema do Resto, temos que r(z) = p(a) = 0. Logo, p(z) é divisivel por z — a.

Exemplo 20 Determine o valor de m, para que o polinémio p(x) = 2x3+5x% —max+2

seja divisivel por x — 2.

Solugao: Se p(z) é divisivel por z — 2 ent@o pelo Teorema de D’Alembert temos que

p(2) = 0. Assim,

p(2)=2-22+5-22-2m+2=0=m = 19.

Teorema 10 Um polinomio p(x) € divisivel por (z — a) e por (x —b), com a # b, se,

e somente se, p(x) for divisivel por (x — a)(x —b).

Demonstragao:
Como p(z) é divisivel por (z — a) e por (x — b), pelo Teorema de D’Alembert, temos que

a é raiz de p(z) e b é raiz de p(z). Tem que,

e dal,



Mas a # b, daf ¢(b) = 0. Assim,
q(z) = (z = b) - qu(x).

Logo,

p(x) = (x —a)(x = b) - q(x).
Portanto,

p(z) é divisivel por (z —a)(x — b).

De outra forma, se p(z) é divisivel por (z — a)(x — b) temos que

p(x) = (x —a)(z —b) - q(z).

Fazendo,

segue que,
p(z) = (z —a) - q(2).
Calculando p(a), obtemos
pla) = (a —a)-q(a) = 0.

Logo, p(z) é divisivel por (z — a). Analogamente, temos que p(z) é divisivel por (z — b).

Portanto, p(z) é divisivel por (z — a) e por (z — b).
[

Exemplo 21 Qual € o valor do produto o - 3, de forma que o polinémio p(x) =

23 — 62% + az + B seja divisivel por (x — 1)(z —2)?

Solugao: Como o polinémio p(z) é divisivel por (x — 1)(z — 2), pelo teorema 10 temos

que
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p(1) =0 e p(2) = 0.
Substituindo em p(x) temos,

(1P -6(1*+a-1+8=0 = a+p=5

(22 -6(2)2+a-24+5=0 = 2a+ 3 =16.
Resolvendo o sistema, obtemos
a=11e [ = —6.

Logo, a - f = —66.
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Capitulo 3

EQUACOES ALGEBRICAS

Neste capitulo observamos alguns teoremas que sao fundamentais para a resolucao de
equagoes polinomiais. Observe que encontrada pelo menos uma raiz o do polindémio p,
podemos escrever o polinémio original como um produto p(z) = (x—a)q(x) e, a partir dai,
calcular as raizes de ¢(x) = 0 que tem o grau uma unidade a menos que o grau de p. Mas
nada nos garante que encontraremos de imediato as raizes de p(z) e ¢(z). Estudaremos
alguns métodos que nos ajudem a determinar uma ou mais solugoes da equacao e, desta

forma, calcular todas elas.

1 Equacoes Algébricas

Definicao 11. Denomina-se equagao algébrica ou equacao polinomial de grau n, na
variavel x, toda equagao que pode ser reduzida a forma

@™ 4 A" 4 ag? + ayr + ag = 0,

onde Gy, p_1,0n_2," - ,a2,a1,a9 € C sao os coeficientes, com a, # 0 en € N.

2 Solucao da Equacao Algébrica

Defini¢ao 12. Dada uma equagdio algébrica p(x) = 0, chama-se solugdo da equa¢ao
ou raiz de p(x), todo nimero que, substituido no lugar de x, torna a sentenga verdadeira.

Assim, o nimero a € solugdo da equagio p(x) = 0 se, e somente se, p(a) = 0.
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Exemplo 22 Verifique se os nimeros 1,2 e —2 sdo solugoes da equacdo x® + x* —

rz—1=0.

Solucgao:

Para z = 1 temos que 1* + 12 — 1 — 1 = 0 (verdadeira).
Para x = 2 temos 23 +22 — 2 — 1 =9 (falsa).

Para z = —1 temos (—2)% + (—2)? — (2) — 1 = —3 (falsa).

Somente x = 1 é solucao da equacao.

O Teorema Fundamental da Algebra serd apresentado a seguir. Sua demonstragao

encontra-se em [6], p.190-192.

Teorema 11 (Teorema Fundamental da Algebra) Todo polinomio complexo de

grau n > 1 admite pelo menos uma raiz complexa.

Teorema 12 (Teorema da Decomposi¢cdo) Todo polinomio p(x) com coeficientes

complexos de graun > 1,
p(T) = 2™ + ap_1z" '+ -+ axx? + gz + ag(an #0)

pode ser decomposto de maneira unica, a menos da ordem dos fatores, como um produto

de n fatores do primeiro grau, isto €,

p(2) = an(r — ) (x — az)(z = ag) - - (x = an),

onde oy, g, a3, -+, Qy, SAO as Taizes compleras, nao necessariamente distintas, de p e a,

¢ o coeficiente lider.

Demonstragao:
(Existéncia) Se p(x) é um polinéomio de grau n > 1, entao pelo Teorema Fundamental
da Algebra temos que p(z) tém pelo menos uma raiz aq, tal que p(a;) = 0. Pelo Teorema

de D’Alembert, p ¢ divisivel por (z — aq). Assim,

p(r) = (z —a)q(z), (1)
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com ¢;(z) de grau n — 1 e coeficiente lider a,,. Se n =1 entdo ¢;(x) tem grau zero e é um

polindmio constante igual a a,. Segue que,

p(r) = an(x — o)

Mas se n > 2, entao o grau de ¢;(x) é n —1 > 1. Novamente, pelo Teorema Fundamental
da Algebra o polinémio ¢1(x) tem pelo menos uma raiz as, tal que ¢;(a2) = 0. Dali,
aplicando outra vez o Teorema de D’Alembert temos que ¢;(x) é divisivel por (x — az) e

temos,
@) = (v —o2)g.  (2)

Substituindo (2) em (1), obtemos

p(x) = (z — )z — a2)ge.
Repetindo sucessivamente esse processo, obteremos o polinomio

p(z) =a,(r —ar)(x —ag)(x —ag) -+ (z — ).
(Unicidade) Suponhamos que o polinomio p tenha duas decomposicoes:
p=ap(r—a)(r—oa)(r—a3) - (r—a,)

p=d,(e — ) —a)(e - a}) - (z — al,)
Depois de reduzirmos e ordenarmos os dois polinomios temos
" — Sy 2" o =al g™ —a, S ™
onde S}, ¢ a soma das raizes tomadas k a k.
Pela igualdade de polinomios, obtemos
n=mea,=a,,.

Cancelando os termos iguais

(z =)z —ag)(r — ) -+ (r —an) = (2 — o)z — ay)(z —af) - (x — o) (1)
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Substituindo «; no lugar de z, temos
0= (a1 —ay)(en — ap)(ar —ag) -~ (a1 — o)

e como o produto é nulo, um dos fatores a; — «} é nulo. Fazendo uma mudanga na ordem
dos fatores, podemos fazer oy = .

A igualdade (1) se transforma em:
(r —ar)(x — )z —as) - (2 —an) = (2 —an)(z — ah)(x — o) - (& — ).
Assim,
(2= o)z —a3) -+~ (¢ — ) = (z — )z — ) -+ ).
Substituindo as em x, temos
0= (a2 — ay)(az — aj) -+~ (a2 — ay,)

e como o produto é nulo, um dos fatores 7, — 7}, é nulo. Fazendo uma mudanca na ordem
dos fatores, podemos fazer ap = a.

Repetindo esse processo n vezes, temos a; = o para todo i € {1,2,3,...,n}.

Portanto as igualdades m = n, a, = a,, o} = oy, o, = aq, o = as,...,al, = o, provam a

unicidade da decomposigao.
[ |

Observagao: A decomposicao do polinomio p(z) pode apresentar fatores iguais. Isso

significa que um polinomio pode ter raizes, nao necessariamente diferentes entre si.

Exemplo 23 Decomponha o polinémio p(x) = x® — 81lx em fatores do primeiro grau

e encontre suas raizes.
Solucao: Fatorando o polinomio, obtemos

p(x) =2° —8lx = z(z* — 81) = x(z* — 9)(2® + 9) = z(z — 3)(z + 3)(z — 3i)(z + 3i).
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As raizes sao —3,0, 3,3t e —3i. Como o polinomio é de grau 5, temos 5 raizes que, nesse

caso, sao todas distintas.

Para determinarmos a fatoragao dos polinomios, em todos os métodos, se faz necessario
que conhecamos pelo menos uma raiz. Existem métodos computacionais eficientes para

tal. No entanto, em sala de aula, podemos utilizar alguns resultados para obtermos raizes.

Teorema 13 Seja p(z) = apx"™ + @p 12" + @y 22" 2 + ... + a2 + a1 + ag, com
r

ag,a1,as,...,a, € Z. Seja € Q, f # 0, uma raiz de p(x). Escrevendo f = —, com
s

r,s € Z* e mde(r,s) = 1, entdo r|ay e sl|a,.

Demonstragao:
Temos que,

n n—1

r r r T
0:p<—):an._+an71. + - +a; -+ ap.
S s S

Sn—l

Multiplicando essa igualdade por s, obtemos:

-1 -1
O=an-r"+ap """ -s+---Fa 75" Fay-s",
TV

b

isto é,
n
b= —a,- -r".
Como slb, entao s|a, - r"™, mas mde(r, s) = 1, logo sl|a,.
Analogamente, definindo a = a,, - r* +a,_1- " ' s+---4+a;-r-s""! temos a = —ag - "
) ) 0

Como r|a, entao r|ag - s", mas mdc(r,s) = 1, logo r|ay.

Exemplo 24 Resolva a equacio x* — 423 + 52? — 42 + 4 = 0.

Solucao: Como os coeficientes da equacao sao nimeros inteiros, vamos verificar se existe
raiz racional. Pelo teorema, os possiveis valores das raizes racionais sao dados pela razao

r , onde r é um divisor de 4 e s ¢ um divisor da unidade. Logo r e {-1,-2,-4,1,2,4}.
s S
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Fazendo a verificacao de quais desses numeros satisfaz a equacao, encontramos a raiz
xr = 2. Assim, p(z) = 2* — 423 + 52 — 4x + 4 é divisivel por x — 2.

Efetuando a divisao, podemos escrever a equagao como
(x—2)(2® —22* + 2 —2) = 0.
Agora, basta resolver a equacao
3 —2 2 —-2=0.
Fatorando a equacao, obtemos
2z —2)+(x—2)=0

Dali,
(z—2)(z* +1)=0.

Fazendo o mesmo processo, resolveremos a equagao

2 4+1=0.
Logo, as raizes dessa equacao sao r =i e © = —i.
Portanto,
S ={2,—i,i}.

Vejamos alguns resultados com a especificidade de que agora temos os polindmios com os

coeficientes reais.

Teorema 14 (Raizes Conjugadas) Se uma equacao polinomial de coeficientes re-
ais admite como raiz o nimero complexo z = a + bi(b # 0), entao o conjugado de z,
Z = a — bi também € raiz da equacao.

Demonstragao: Seja a equagao p(r) = a4, 2" +a, 12" ' +a, 02" 2+ -+asr’+ayz+ag =
0, com a,, # 0 e coeficientes reais. Por hipétese, z é raiz de p(z), isto é, p(z) = 0. Queremos

provar que Z também é raiz dessa equacao, isto é, p(z) = 0.
Assim,
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P(2) = an(Z)" 4+ 1)+ an o (B)F 4 -+ a1z + ag.

Aplicando a propriedade da poténcia de conjugados, (Z)" = 2™ obtemos
p(i) = an? + an_lz"_l + an_gz”_2 + -+ a1z + ag.

Como a,, ¢é real, temos que a,, = @, , para todo n.
Dali,

P(Z) = 2" + Gy 12" 92" 2+ @2 + o

Aplicando a propriedade de produto de conjugados Z7 - Z3 = Z123 , temos

P(Z) = anz" + ap 12"+ ap 92" 4+ -+ @12 + G-

Pela propriedade da adigao de conjugados z7 + Z3 = 21 + 23, temos que,

P(Z) = 2" + ap_ 12"V + Ay 02" 2+ -+ a1z +ag =p(z) =0 =0.

Portanto,

p(Z) = 0.

Exemplo 25 Resolva a equagdo x* — 7x® + 1922 — 33z + 20 = 0, sabendo que o

complexo 1 + 21 € raiz da equacao.

Solugao: Como 1 + 2i é raiz da equagao, temos pelo teorema que 1 — 27 também é raiz
da equacgao. Podemos escrever o polindmio p(z) = z* — 723 + 192? — 332 + 20 da seguinte

forma:
p(z) =2 — 72° + 192 — 332 +20 = (v — 1 + 2i) (2 — 1 — 2i).q(z) = (2* — 22 + 5)q(x).

Dividindo p(z) por z? — 2z + 5 obtemos ¢(z) = 2* — bz + 4.

Logo a equacao pode ser escrita da seguinte forma:
4 3 2 2 2 _
zt — T’ +192° — 332 + 20 = (z° — 22+ 5)(2° — b +4) = 0.
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Calculando as raizes de ¢(x) encontramos z =1 e x = 4.

Portanto, o conjunto solucao da equacao z* — 72% + 1922 — 332z +20 = 0 é:

S={1,4,1+2i1—2i}.

O préximo teorema nao serd demonstrado, porém é uma ferramenta importante na
resolucao de equagoes polinomiais. Sua demonstragao se encontra em [6], p. 138-139.

Definicao 13. Um numero complexo o € raiz de multiplicidade k de p se, e somente

k k+1

se, p(x) € divisivel por (x — a)¥ e nao é divisivel por (r — a)

Teorema 15 (Multiplicidade da raiz conjugada) Se uma equagao polinomial de
coeficientes reais admite a raiz z = a + bi (b # 0) com multiplicidade m, entdo essa

equacao admite a raiz Z = a — bi com multiplicidade m.

Corolario 16 Todo polinomio de grau impar com coeficientes reais, tem pelo menos

uma raiz real.

Demonstracao: Seja p(x) um polindémio com coeficientes reais e seja z € C \R, tal que
p(z) = 0. Entdo, z # Z e p(z) = 0 se, e somente se, p(zZ) = 0, ambas com a mesma
multiplicidade. Portanto, se o polinomio tem grau impar, tem que ter pelo menos uma

raiz real.

3 Relacoes de Girard

Nessa se¢ao, vamos apresentar as relagoes entre os coeficientes e as raizes de um polinomio.

Desenvolveremos para os polinomios de graus 2, 3,4 e também para grau n.

3.1 Polinémio do 2° grau

Considere o polinomio p(x) = az? + bz + ¢, com a # 0 e consideremos suas raizes z; e .

Pelo Teorema 12, temos a seguinte igualdade:
az® +bxr 4 c = a(x — 1) (x — 1)
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Desenvolvendo o produto, encontramos:
az® 4+ bz + ¢ = a[z® — (21 + T2)7 + 1129

Dividindo ambos os membros por a, vem:

b c
:cz—l—ax—l—a::cz—(xl—l—xg):c—l—xm

Pela igualdade de polinémios, temos que:

b b
—(I1+$2):—:>ZE1+I2:——
a a

C
T1T9 = —.
a

3.2 Polinémio do 3° grau

Consideremos o polinémio do 3° grau p(x) = ax® + bz* + cx + d, com a # 0 e sejam suas

raizes x1,zo e x3. Pelo Teorema 12, temos a seguinte igualdade:
az® + bz’ +cx +d = a(zr — 1) (2 — 1) (z — 73)
Desenvolvendo o produto, encontramos:
az® + b +cx +d = alx® — (21 + 29 + 23)27 + (2129 + 1173 + To73)T — T1T9T3]

Dividindo ambos os membros por a, vem:

3, b o ¢ d 3 2
T +EI +5I+a=$ — (21 + 22 + x3)2” + (2122 + 123 + T223)T — T1X2T3

Pela igualdade de polinomios, temos que:
b b
_($1+x2+$3) = a = X1+ X+ X3 = —a
c
T1T2 + X123 + T2y = 4
d

193 = ——.
a
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3.3 Polinémio do 4° grau

Consideremos o polindémio do 4° grau p(x) = az* + bz + cx? +dx + e, com a # 0 e sejam

suas raizes x1, T, x3 € x4. Pelo Teorema 12, temos a seguinte igualdade:
az* +br® + cx’ +drv +e = a(r — x1) (v — 19) (2 — 23) (2 — 24).
Desenvolvendo o produto, obtemos:

art 4+ bx + cx® + dx + e = afz? — (21 + 13 + 3 + 14) 7% + (X172 + T173 + T1T4 + ToT3 +

ToXy + T3xa)x? — (L1T9%5 + T1Tols + T1X3Ta + Tol3Ty)T + T1T2T324).

Dividindo ambos os membros por a temos

s bs e, d € 4 3
R L — (T + 22 + 23 + x4)2° + (129 + 1273 + T124 + TaT3 +

DTy + T324) T — (210973 + T1T2Ty + T1T3Ty + ToT3T4)T + T1ToT3.
Pela igualdade de polinomios temos que:
b b
—(r1+ vt a3t ay) =—=>r 1+t T3+ T4 = ——
a a
c
T12T2 + 1203 + L1204 + Tox3 + ToXg + T3xg = —
a
d
T1XoXT3 + T1XoXy + T1L3XL4 + ToX3Ly = ——
a

e
T1X2T3T4 — —.
a

3.4 Polinémio de grau n

Utilizando os passos descritos nos casos anteriores, podemos fazer a generalizacao.

Considerando o polinomio de grau n
-1 -2 2
p(z) = apa™ + ap_ 12" F ap 22"+ agr” + a1 + ag

e suas raizes xi,Ts, T3, T4,..., Ty _1,Ty, de forma analoga obtemos as relagoes entre os
coeficientes e as raizes. Seja Sk a soma dos produtos das raizes de p(x) tomados k a k.
Assim,

I) A soma das raizes, é:

Ay Uy
Si=xi+Ta+ar3+a4+ - F T =— 1:(—1)1—1.

an Qn
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IT) A soma dos produtos das raizes tomadas duas a duas, é:

Ap—2 Qan72
SQ =TTy + 213+ "+ Tp_ 1Ty = = (—1) e
a
n n

III) A soma dos produtos das raizes tomadas trés a treés, é:

p— Ay
S3 = T1@a5 + T1TaTy + -+ Tyaly 1Ty = ——— = (_1)371_3.
ap ap
IV) A soma dos produtos das raizes tomadas k a k, é:
A,
Sp = (—1)F"=
p= (0
V) O produto das raizes, é:
a
Sp = T1ToT3Ty - -+ Ty = (—1)”—0.
Qn

Exemplo 26 Resolva a equagio 2 — 622 + 3z + 10 = 0, sabendo que a soma de duas

raizes € 1.

Solugao: Temos que a = 1,b = —6,¢c = 3 e d = 10 e utilizando as Relagoes de Girard

para o polinomio de grau 3, obtemos:

b
$1+$2+$3:—a:6 (1)
C
ZE11}2+[E1$3+ZE2$3 = a =3 (2)

T1ToTs = = —10, (3)

mas,

T+ To = 1 (4)
substituindo (4) em (1) temos,
14+23=6=1x3=>5.

Dai,

10
T1Xyg = —— = —2 (3)
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T1+ Ty = 1. (4)

Resolvendo o sistema, encontramos:
r1=—1exy =2, ou vice-versa .

Portanto,

S ={-1,2,5}.

4 Equacoes Algébricas de 2° grau

Método de Viete ! para resolucao de equacgoes do 2° grau

Joao Tomas do Amaral, em [1], demonstra a férmula de Bhaskara, utilizando o método
de Viete e também apresenta a resolucao de uma equacao de 2° grau completa, sem que
se aplique uma férmula.

Vamos descrever o método de Viete para a resolugao de equagoes do 2° grau.

Seja ax? +bxr +c =0, a # 0.

Fazendo-se * = u + v, onde u e v sao incognitas auxiliares, e substituindo na equagcao,

temos:

a(u+v)2+bu+v)+c=0
a(u* +2uv +v*) +bu+bv+c=0
au® + 2auv + av? + bu+bv+c¢=0

E colocando v como incégnita, obtemos a equacao
av? + (2au + b)v + au® + bu+ ¢ =0

Viete transformou essa equacao numa equacao incompleta de 2° grau, anulando o coefici-

. —b . .
ente de v, isto é, escolhendo u = %0 Obteve assim a equagao:
a

—b\? —b
2 _ _ - —
av a(2a> b(Za) c=0

Fracois Viete (1540-1603), matematico frances.
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2 _ e
av® + 4b%2 b22a +c
2 - — O
av +4a 2a+c
b2
av? — —+c=0
ab2
2 _ 2
av 1 c
ww? — b? — dac
- 4a
Portanto,
, b —dac
?_] =
4a?
+vb%2 — 4
Se b? — 4ac > 0 entao v = 2—ac. 0go,
a
b Vb2 —4dac  —bE£ Vb —4dac
r=ut+v=——= = ,
2a 2a 2a

que ¢é a férmula de Bhéaskara.

Exemplo 27 (Aplicagio do método de Viete) Resolva a equagao x*> — 3z +2 = 0 pelo

método de Viete.
Solucao: Fazendo z = u + v e substituindo na equacao dada, temos:

(utv)?=3u+v)+2=0
w4+ 2uw 40P —3u—3v+2=0,

Reescrevendo essa igualdade como uma equagao na incoégnita v, obtemos
vP+ (2u—3)w+u?—3u+2=0. (1)
Para anular o coeficiente de v e isolando u, temos que
2u—3=0

3

Substituindo v em (1) fica,
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9 9
242 42=0
v+4 12+
2 =0.
YTy
Dai,
v=+—.
2
Como = = u + v, encontramos
3 1
T=_-=x_.
2 2

Portanto, as solucoes da equacao sao 1 e 2.

5 Equacoes Algébricas de 3° grau

Nesta secao justificaremos a férmula resolvente de uma equacao do 3° grau, chamada
Férmula de Cardano 2.
Consideremos a equagcao geral do 3° grau com coeficientes complexos, que sem perda de

generalidade, pode ser da forma:
2?4+ apr® + ayxr +ap = 0. (1)

Fazendo uma mudanga de varidvel, vamos reescrever o polinémio (1) de forma que nao
apareca o termo de 2° grau.
Substituindo = por y + d em (1), desenvolvendo e colocando o polinémio na varidvel v,

temos que
(y+d)*+as(y+d)*+a; (y+d)+ag = y*+(3d+az)y*+(3d*+2day+ay ) y+(d*+d*az+day +ap). (2)

Como queremos que nao figure o termo do 2° grau, vamos tomar 3d + a; = 0, isto &,

a
d= —32; e substituindo d na equagao (2) obtemos
3 2 _ .3
7+ ax” a1 x +ag =Yy +py +q,

sendo
a9 a9 2 2@23 a1Qa9

T=Y-— g, P=ai- o e ¢= -~ g +ag. (3)

2Girolamo Cardano (1501-1576), matemédtico italiano
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Logo, para calcularmos as raizes da equagao (1), basta acharmos as raizes da equagao
Y’ +py+q=0,

a
com p e ¢ como em (3) e de cada uma subtrair 32

Vamos, assim, encontrar as raizes da equacao
v +py+ag=0.  (4)
Sejam u e v duas novas indeterminadas. Fazendo y = u+wv e substituindo em (4), obtemos
(u+v)® +plu+v)+qg= (W +v*+q) + (u+v)(p+3uw)=0. (5

Note que encontramos um polinomio na variavel v + v. Pela igualdade de polinomios,

temos que
ud 403 = —q
U-v = P
3

Resolvendo o sistema, encontramos uma solugao (u,v) de (5) e, portanto, uma solucao da
forma y = u+ v de (4).
Elevando ao cubo a segunda equacao do sistema, segue que

3 3

3 .3 P 3 p
. = —— = = — . 6
e A o )

Substituindo (6) na primeira equacao do sistema, segue

3
6 3 P

N
v+ qu 57

Pondo v® = ¢, encontramos a equacao do 2° grau:

p3

4+qt—==0 (7),
qt — 5 (7)
2 PP
cujas rafzes sdo u® e v3. Fixando uma das rafzes quadradas de T + o7 e denotando-a por
¢ 7
— + —, temos que as raizes de (7) s@o
4 27
2 3 2 3
q q p q q P
t = — 2+ LA ty= —= — 4/ =+ .
R TS I T



Pela simetria do papel que desempenham u e v, podemos supor que u® = t; e v* = to.
Escolhendo uma das raizes ctibicas de t; e denotando-a por /t1, segue-se que as solucoes
—1+14V3

de u® = t; sao Jt;, w¥t; e w?It;, em que w = ———— é uma das raizes cibicas da
1 1 1 ) 2

unidade.

Denotando agora por /t; a raiz cibica de t, tal que /t,/ty = —g, de modo que a

segunda equacao do sistema seja satisfeita. O sistema admite as seguintes solugoes:

w=vth, wu=vh

u2:w3t1, 02:w2\3/t2
us :U)23t1, V3 :w\3/t2.

Portanto a Equagao (4) possui como solugoes as chamadas Férmulas de Cardano:

3
_ _ o4 q_ r- a4 _ q_ r-
yl_““”“_\/fr 4 7+\/2 1 a7

3
VAR L S AT B S o
yg—uQ—l—vQ—w\/ 2 4—1— 7—1—11)\/ 5 4+27e

As raizes da Equagao (1) sdo obtidas mediante as substltm(;oes em (3).

Exemplo 28 Determine o conjunto solugdo da equacdo x> — 3x — 2 = 0.

Solugao: Temos que p = —3 e ¢ = —2. Aplicando a Férmula de Cardano temos que:

27
= V1+V0+y/1-V0

32 (—2)2 33 3/ 2 (—2)2 33
- \/5+ i V2T

Il
o

Daf basta dividirmos o polinémio p(x) = 23 — 3z — 2 por x — 2 e obteremos um polinoémio

de 2° grau, que tem raizes 2 e —1.



Exemplo 29 Determine o conjunto solucdo da equacdo x> — 6x — 4 = 0.

Solucgao: Temos que p = —6 e ¢ = —4. Aplicando a Férmula de Cardano temos que:
— 2y /_ b 7 /q_ P
r = \/ + + 97 —|— \/ 1
5/ 4 (—4)2 \/ 6)3
- \/5 * \/ 4 \/

— \3/2+\/4T8+\/2—\/m
= {’/2+\/—_4+{’/2—x/—_4
= V2+2i+v/2—2i.

O radicando ¢é negativo, logo teremos trés raizes reais distintas.
3 .
u = 24+

= \/g <cos% +4- sen%) .

Dali,

u = i/\/g <cos% +i-sen%>

T k2 T ko
= \6/§ 0034— +1-sen——
3 3
e Para k£ = 0 temos:

— 2( T _)
u =2 00312+2 senTo

Sabendo que:

T V6+V2 W_\/_—\/?

COSE = T € senﬁ = 1

Logo,

Uy

V3+1 . V/3-1
5 T
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Relembrando que v; = —Si, temos:

Uy
6
v =
. \/§+1_Z. V3 -1
2 2
 (WB+1) - (W3-
N 2
e assim
Ty = Ui +v;
V3+1 . WV/3-1 V3+1 . V3-1
+- + -
2 2 2 2
= V3+1.
e Para k =1 temos:
z—l—27r Z—|—27r
Uy = Vs 6084 +1-sen 5

3 3
= \/5 (coszﬂ + - senzﬂ) .

Sabendo que:

3 T 3 s
Sen— = Sen— e co0S— = —COS—.
4 4 4 4
Temos que,
—V2 2
2 2
= —1+:.
C S ~
omo vy = ———, temos:
3U2
6
Vg = —/———
? 3(—1+41)
= —1—1
e assim
Tog = U+ VU2

= (=1+3d)+(=1—1i)
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e Para k£ = 2 temos:

T s
— +4r — +4r
Uy = V/8 0034 3 +z'-sen4 5

17 17
= \/5 (cosl—; +4- senl—;) .

Sabendo que:

177?2\/_—\/6e 177r:\/§+\/6

00312 1 sen12 1
Logo,
— 2
= 3 [YEoVE L V2
4 4
1-v3 . 1+43
= +1- .
2 2
C S -
omo vz = ———, temos:
3U3
6
V3 =
1-v3 . 1+3
3 +17-
2 2
 (1-V3) = (1+V3)i
= 5 .
Dai
T3 = Ug -+ Vs
1-v3 1+V3 1-v3 143
+- + —1-
2 2 2 2
= 1-3

Portanto, o conjunto solucio da equacio é S = —2;1 — v/3: V3 + 1.
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6 Um Método de Resolucao de Equacoes Algébricas
de 4° Grau para uma Equacao Particular

Edvalter da Silva Sena Filho, em [4], traz um método de resolugao de equagoes de 4° grau,
reduzindo-as a equagoes de segundo e terceiro graus. Se o método nao for novo ao leitor,
certamente é de rara ocorréncia na literatura.

Consideremos, primeiramente, uma equacao de tipo
y*+ Ky* + My? + Ry+L =0

em que LK? = R2?. Caso tivéssemos K = 0, terfamos também R = 0: a equacao seria
2

R
biquadrada e facil de resolver. Caso K # 0, podemos escrever L = AR Se R =0

entao y? é fator comum e o problema se reduz a uma equacao de segundo grau. Se R # 0

entao y = 0 nao é solucao e, dividindo-se por 32, a equacao pode ser escrita como

2
v Ky Mot s
ou
K —+M=0
R TR

Completando o quadrado da expressao formada pelas duas primeiras parcelas da adicao

e colocando K em evidéncia entre as 3* e 4* parcelas, temos
R\? R R
— K — M—-2—|=0.
(y+Ky) i (y+Ky>+< K)

: R : N .
Assim, fazendo z =y + 7 reduzimos a equacao a equagao do segundo grau
Y

R
24K M—-2=—)=0.
z°+ z—|—< K) 0

Uma vez resolvida essa equacao (em z), obtemos os valores de y resolvendo a equagao

2z =y + —, que é equivalente a uma (outra) equagao do segundo grau em .

Ky

Exemplo 30 Encontre as solugéoes da equagao y* +y> +2y> +y +1=0.
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Solugao: Neste caso, M = 2, R =1, L = 1 e K = 1, e a igualdade LK? = R? é

verdadeira. Portanto podemos aplicar o método descrito anteriormente. A equacao
R
2
2+ Kz4+(M-2—]=0

é igual a 22 + z = 0, cujas solucoes sao 0 ou —1.

i) Para z =0
1
A equagao z =y + 0 ¢ igual a 0 = y + —, que é equivalente a y> + 1 = 0. As solucoes
Yy (Y

de 4> +1 =0 sdo i ou —i.

ii) Para z = —1

1 _ . 1+ V3
—1 =1y + — éequivalente a y> +y +1 = 0. As Solugoesdey2+y+1:()sao—\/_l

y

—1—/3i

e ———.
2

—1++3i —1-—+/3i
e .
2 2

Logo, as solugoes de y* + y* 4+ 2y* + y + 1 = 0 sao 1, —,
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Capitulo 4

APLICACOES NO ENSINO
MEDIO

Neste capitulo apresentaremos alguns artigos interessantes da Revista do Professor de Ma-
tematica, que tratam de assuntos como: resolucao de equacgoes, raizes racionais, equagao

do 2° grau.

1 Raizes Racionais de uma Equacao Algébrica de Co-
eficientes Inteiros

Lenimar Nunes de Andrade em [2], traz um artigo sobre a resolugao de equagoes algébricas
(ou polinomiais), que é relevante na Matematica Elementar.

Um fato bastante conhecido, é que nao existem férmulas de resolucao para equagoes de
grau maior do que 4. No entanto, se pudermos determinar alguma raiz de uma equagao
desse tipo, a tarefa de resolvée-la pode ser simplificada.

O teorema a seguir fornece uma condic¢ao adicional para que uma fragao b possa ser raiz
de uma determinada equagao.

Poucos professores de Matemadtica conhecem a parte (c) do teorema 17.

Para o préximo teorema precisaremos do seguinte resultado:

Proposicao 17 Dado um polinémio com coeficientes em C, isto €, p(x) = a,z"™ +
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12"+ - 4 ar, + ag e um complexo qualquer m € C, existem complexos by, by_1,
oo by, by tal que p(x) = by(x — m)" + by_1(x — m)" + -+ + by(z — m) + by, onde

bu_1,bn_2,...,b1,by sao os restos da divisao de p(x) por (x —m) e b, € o coeficiente lider.

Demonstracao: Seja p(x) um polinomio de grau n. Dividindo p(z) por (x —m) podemos
escrever
p(x) = q1(x)(x —m) + by.
Dividindo agora ¢;(x) por (z —m) podemos escrever
q1(z) = ga(x — m) + by.

Assim,

p(x) = (q2(2)(@ —m)+by)[(z —m) + bo]

= @@)(x—m)*+b(x —m)+ b.

Os graus dos quocientes ¢; decrescem de uma unidade a cada passo e o processo para

quando ¢, (z) é constante e igual a b,. Neste ponto, teremos obtido

p(x) = bu(x —m)" + by1(x —m)" "+ -+ bi(x —m) + by.

Exemplo 31 Desenvolva z® + 32 — 4z — 12 sequndo as poténcias de (x — 1).

Solugao: Dividindo z* + 322 — 42 — 12 por (x — 1), podemos escrever

p(z) = (2 + 4a)(x — 1) — 12.

Dividindo z? + 4z por (x — 1), podemos escrever p(x) como
p(z) = |[(z+5)(x—1)+5][(z - 1) - 12]
= (z+5)(z—1)>—12(x +5)(x — 1) +5(z — 1) —60. (1)
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Dividindo (z + 5) por (z — 1), temos que
r+5=(x+1)+6. (2
Substituindo (2) em (1), temos
pla) = [(x — 1) + 6](z — 1) — 12[( — 1) + 6] (z — 1) + 5(x — 1) — 60.

Portanto,

p(z) = (x — 1) +6(x — 1)* +5(zx — 1) — 12.

Exemplo 32 Escreva p(x) = 3z + 2z + 5 como poténcias de (x — 7).

Solugao: Dividindo p(z) = 32?4+ 2z + 5 por (x — 7), escrevemos

p(r) = (32 +23)(z — 7) + 166.

Dividindo (3z + 23) por (x — 7), escrevemos p(x) como

plx) = [3(x — 7) + 44](x — 7) + 166.

Portanto,

p(x) =3(z — 7)* + 44(x — 7) + 166.

Teorema 18 Seja P wma raiz de f(z) = apa™+---+arx+ag onde p,q, ay, ...,a1, a9 €
q
Z, e m.d.c.(p,q) = 1. Entdo:
(a) plag (isto €, “p divide ay” ou “p divisor de ay”)

(b) qlan
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(¢) (p —mq)|f(m), para todo m € Z. Em particular, (p — q)|f(1) e (p+q)|f(=1).
Os itens (a) e (b) fornecem todas as possiveis raizes racionais. O item (c) nos permite
eliminar muitas dessas possiveis raizes, sem fazermos quase nenhum calculo. Observe que

f(1) e f(=1) sempre sdo faceis de serem calculados.

Demonstracao: Os itens (a) e (b) ja se encontram demonstrados no Teorema 15 e
podem ser encontrados em muitos livros de Matematica da 3° ano do Ensino Médio. Sera
demonstrado aqui apenas o item (c).

Seja m € Z qualquer. Existem inteiros b;, tais que

f(@) =bu(@ —m)™ + bp_1(x —m)"F + -+ by (x —m) + by. (Cada b, é o resto da

divisdo de f(x) por um polindémio p;(z) de coeficientes inteiros).

Usando o fato de que P ¢ vaiz de f(z), temos
q

(O R e

que é 0 mesmo que
bu(p —mq)" + gbo1(p — mq)" " + -+ + " 'bi(p — mg) = —bog".

O primeiro membro desta tltima equagao é um inteiro multiplo de (p—mgq). Logo, (—byq™)
também é multiplo de (p — mgq). Seja d € Z tal que d|q e d|(p — mq). Dai temos que
d|(mgq) o que implica d|(mq + (p — mq)), ou seja, d|p. Assim, d é um divisor de p e —g,
logo, d = 1 ou d = —1. Portanto, m.d.c.(p — mq,q) = 1. Aplicando agora “n” vezes
o resultado “Se a|(bc) e m.d.c.(a,b) = 1, entdo alc”, temos que (p — mq)|(bpq™) implica

(p — mq)l|bo, ou seja, (p — mq) é um divisor de f(m) = by, para todo m € Z.

A seguir, veremos alguns exemplos de aplicagao deste Teorema.

2 -1
Exemplo 33 Verifique se os nimeros 9 e o7 que sao dois “candidatos a raiz raci-

onal” da equagao f(x) = 272° — 2% — 62 — 4 = 0, satisfazem a igualdade.
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Solugao: Sem nos darmos ao trabalho de substitui-las diretamente na equacao, pode-
mos garantir que elas nao sao raizes, apenas observando que f(1) = 16 e que (2 —9) e

((—1) — 27) nao sao divisores de 16.

Exemplo 34 Determine as raizes da equacgao f(z) =623 + 2>+ 1 —5=0.

Solugao: As possiveis raizes racionais da equagdao f(x) = 623 + 22 + 2 — 5 = 0 sdo

1 5 1 5 1 5 5 1 1 5!
+1, £5, iﬁ’ iﬁ’ j:g, i§7 ié’ ié. Como f(1) = 3, temos que £5, —g5 j:g, j:g e ¢ nao

podem ser raizes porque a diferenca entre o numerador e o denominador desses niimeros

1 5
nao é divisor de 3. Como f(—1) = —11, temos que 3 e 5 nao sao raizes, porque —11 nao

1 5

é multiplo de (14 2) e nem de (5 + 2). Restaram apenas duas possiveis raizes: 3¢5
5 1

Substituindo diretamente na equagao, vemos que apenas 6 é raiz. Podemos ver que —5

nao é raiz também da seguinte forma: f(2) =49 e (—1 — 2(2)) nao divide 49. Dividindo
(=14 /30)

5
f(z) por <:c — 6) , podemos determinar as outras raizes da equagao que sao —

Exemplo 35 Verifique se a equacio f(x) = 25x'%° + Ta* + 223 — 81 = 0 possui raiz

racional.

Solugao: A equagao nao possui raiz racional pois f(1) é impar, e se p|81 e ¢|25, entao p

e ¢ também sao impares. Logo, (p — ¢) é par e portanto (p — ¢) nao divide f(1).

2 A Equacao do Segundo Grau

Elon Lages Lima, em [9], faz duas demonstragoes diferentes para obtermos as raizes da
equacao do segundo grau do tipo 22 — sz + p = 0, conhecidas a soma e o produto das
raizes.

Um modo diferente

Mesmo um tema tao antigo como a equacao do segundo grau, admite variagoes. Podemos
fugir da rotina e pensar em outras maneiras diferentes de chegar a férmula das raizes.

Uma delas ¢ a seguinte:
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, L . s a+ 3 e
S6 para simplificar a escrita, chamemos de m = 5= 5 a média aritmética das

—sx +p = 0. O produto aff continuara sendo chamado p.

raizes « e 3 da equacao x?

Evidentemente, 2m = a 4+ f =m+m=a +  =a — m = m — . Multiplicando ambos os

membros dessa igualdade por @ — m obtemos
(a=m)? = (a=m)-(m—5)
= am+ Bm—m?®—af
= (a+pf)m—m*—af

= 2m>—m?—p

= m?—p.

Se « for a maior das raizes, entao a — m > 0. Logo, temos que
a—m=+/m?—p.
Dali,
a = m+m?—p
=5t <S>2
2 2
52
o —p
52 —4p

+
+m

» N ®» [\.’)IC/J

Para a menor raiz § temos 5 —m < 0. Multiplicando ambos os membros da igualdade

8 —m =m — a por 8 —m, obtemos

(B-m)* = (B—m)-(m—a)
= Bm—af —m?+ma
= (a+B)m—m’—ap
= 2m*—m®>—p

= m?—p.
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Assim,

Logo,

S 5\ 2
RO
s 52
I i
s 52 — 4p
T2 4
s — /st —dp
= 5 )

Outro modo
Para achar dois nimeros « e [ cuja soma é s e cujo produto é p, podemos também

raciocinar assim:

Supondo a > 3, temos o« — § > 0 e assim, a — = /(a — (3)2.
Usando a identidade

(@ = 8)* = (a+B)* — 4af

resulta entao que

Portanto,
o= Jllat B) (= B) = Sfs+ /a7 —dp = ZEVE D
o= Slla+8)~ (o B)] = Ls — /o7 g = VT

61



3 Identificando Numeros Irracionais através de Po-
linomios

Em [13], Antonio Carlos Tamarrozi utiliza o Teorema 13 para verificar se um ntmero é
irracional.

Em geral costuma chocar a afirmacgao de que existem mais niimeros irracionais do que
racionais, em razao da popularidade destes ultimos no conjunto dos nimeros reais. H4,
porém, pelo menos um certo conformismo ao saber que é possivel obter uma quantidade
infinita de niimeros irracionais, dados pelas raizes {/a, nao inteiros, de um niimero natural
a.

A verificagao usual dessa afirmativa é feita por reducao ao absurdo, ao admitir ¥a racio-
nal, utilizando decomposicoes de inteiros em fatores primos. Essa abordagem, no entanto,
quase nunca € apresentada aos alunos do ensino médio.

Contudo, podemos fazer a verificacao utilizando polinomios, a partir do conhecido teo-
rema das raizes racionais:

Se o numero racional r/s (r e s inteiros primos entre si) é raiz do polindémio a,z™ +
Ap1 2" '+ -+ 4+ a1 + ay, com coeficientes inteiros, entdo r ¢ divisor de ag e s é divisor
de a,,.

Aplicando esse resultado ao polindémio p(z) = 2" — a (a € N tal que {/a é nao inteiro),
temos a,, = 1 e ay = —a; logo, se um numero racional r/s é raiz, entdo s = £1, o que mos-
tra que r/s é um ndimero inteiro. Como, por hipdtese, nenhum inteiro d satisfaz d" = a,
concluimos que o polinémio p(z) = 2™ — a nao admite raizes racionais. Como /a é raiz,
{/a nao pode ser um numero racional, sendo, portanto, irracional.

Polinomios e o Teorema 13 sao uteis também na verificacao da irracionalidade ou racio-

nalidade de alguns ntimeros reais especificos. Vejamos dois exemplos:

1. O ntmero V3 — v/2 = a, ou ainda, (v/3)? = (a + v/2)?, obtém-se a igualdade
1—a? = 2\/§a, a qual, apos mais um quadramento para escrevermos a equagao com
coeficientes inteiros, mostra ser a raiz do polinémio z* — 1022 + 1. Pelo teorema,
as Unicas raizes racionais possiveis desse polinomio sao +1, e como, por verificacao

direta, esses niimeros nao sao raizes, a nao pode ser racional.
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2. Surpreendentemente, o niimero a = {0’/ 2 — 5+ f/ 2 + +/5 é racional.

De fato, elevando-se ao cubo ambos os membros da igualdade, obtém-se

4—3({’/2—\/5+\3/2+\/5)=a3

isto é, a ¢ raiz do polindomio p(z) = 23 + 3z — 4.
E facil verificar que x = 1 é raiz desse polinomio e que o quociente da divisao de
p(x) por (z — 1) é q(x) = 2% + x + 4, que nao admite rafzes reais. Portanto, z = 1

é a unica raiz real de p(z). Logo,

6/2—\/3+€/2+¢5:1

Numeros irracionais conjugados

Existe um fato interessante envolvendo polindomios e alguns niimeros irracionais da forma

a + by/c, que pode ser assim enunciado:

Se o nimero real a + by/c (onde a,b € Q, b # 0 e ¢ € IN nao é quadrado perfeito) é
raiz de um polindomio p(x) cujos coeficientes sao racionais, entdo, a — by/c também € raiz

de p(x).

Os nidmeros a + by/c e a — by/c sao ditos nimeros conjugados, devido, talvez, & seme-
lhanca do resultado anterior com o caso de raizes complexas conjugadas.
A verificacao do resultado acima é andloga a demonstracao do caso complexo: basta mos-
trar que p(x) é multiplo do polindémio f(z) = (z — a — by/c)(x — a + b\/c).
De fato, temos que f(z) também tem coeficientes racionais, pois f(z) = (z — a)? — b?c.
Logo, o mesmo ocorre com o quociente ¢(z) e o resto r(x) na divisao de p(x) por f(x).
Se p(x) = f(x)q(z) + r(z), podemos entdo escrever r(z) = mx + n, com m,n € Q.
De p(a+by/c) =0e f(a+by/c) = 0, obtemos r(a+b/c) = 0, ou seja, ma+mby/c+n = 0.

—ma—n

Dai, m = n = 0, pois, caso contrdrio, \/c = seria um numero racional, o que

mb
nao ocorre.
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Exemplo 36 Resolva a equagdo 23 —5x* — 10z + 14 = 0, sabendo que wma das raizes

€2+ 3V2.
Solucao: Pelo Teorema 2 — 3v/2 também é raiz da equacdo.
Logo p(x) é divisivel por
dz) = [z —(2-3V2)][z — (2+3V2)]
= [2? — 42 — 14].

Efetuando a divisao de p(x) por d(x) obtemos ¢(x) = z — 1, que tem como raiz x = 1.

Portanto o conjunto solucao da equagao é

S:{2—3\/§;1;2+3\/§}.
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Capitulo 5

CONCLUSAO

Com essa dissertacao, tivemos a chance de estudar um pouco mais sobre os conceitos de
polinomios e equacgoes algébricas. Foram exibidas propriedades sobre niimeros complexos,
polinomios e equacgoes algébricas.

Quanto aos nimeros complexos, o estudo foi muito aprimorado, pois foram demons-
trados conteidos que pouco estudamos na literatura didatica do Ensino Médio, tais como
o inverso multiplicativo e a raiz quadrada de um ntimero complexo, que por sua vez nos
possibilita calcular a mesma quando nao temos um angulo conhecido. A demonstracao
do célculo da raiz enésima, que nao é apresentada nos livros didaticos do Ensino Médio,
nos agregou mais conhecimento a respeito do assunto.

Ao estudarmos polinomios, o enriquecimento sobre o referido assunto foi incontestavel,
pois devido a nossa pesquisa, tivemos a oportunidade de conhecer novas propriedades.

Quanto ao capitulo trés, conhecemos um pouco mais dos critérios de resolucao de
equagoes . O trabalho traz uma forma diferente da apresentada nos livros didaticos, de
encontrar a férmula de Bhéaskara por meio do método de Viete, o qual nao conheciamos.
Nesse capitulo, também constam a demonstracao da férmula de Cardano e uma férmula

para a resolucao de um tipo especifico de equacoes do quarto grau, que nos agregou
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importantes informagoes.

Em relacao ao quarto capitulo, tomamos conhecimento de outro critério para eliminar
as possiveis raizes de uma equagao algébrica, além de identificarmos ntiimeros racionais
por meio de polindmios.

Devido a qualidade do material pesquisado, esse trabalho contribuiu muito para o nosso
crescimento intelectual, pois os resultados serao aplicados em sala de aula, tornando as

aulas mais atrativas e enriquecedoras.
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