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RESUMO

Este trabalho tem como primeiro objetivo fazer um breve histérico da Analise
Combinatoria, além de apresentar e demonstrar os seus principios bésicos, trazendo além
dos casos comuns como principio aditivo, principio multiplicativo, arranjos, combinac¢des
e permutagdes, sendo as permutacdes simples, com repeti¢des e circulares; outros tipos
de raciocinios que ndo sdo explorados frequentemente tais como combinagdes com
repeticoes, nimero de solu¢des de uma equacgio, principio de Dirichlet, Bindmio de
Newton, triangulo aritmético de Tartaglia-Pascal, quantidade de divisores de um nimero
e uma breve introduc@o a um novo e vasto ramo da matemadtica: Teoria dos Grafos. Além
de demonstrar a 16gica em cada um dos assuntos abordados € apresentado 23 exemplos
resolvidos detalhadamente, para uma melhor compreensao do conteido. Como sugestao
sao deixadas 12 atividades para aplicar os conhecimentos, todas as atividades
contextualizadas e cada uma com itens A, B, C e D. Em segundo momento ¢é feito um
estudo sobre o uso dos recursos tecnolégicos na educagdo. E para finalizar apresenta-se
uma nova ferramenta, um software interativo, criado por nés em linguagem Flash a partir

deste trabalho para o ensino e aprendizagem da contagem.

Palavras-chave: Anélise Combinatéria. Tecnologia. Software. Contagem.



ABSTRACT

This work has the primary objective to make a brief history of Combinatorial
Analysis, as well as present and demonstrate its basic principles, bringing in addition to
the common cases as an additive principle, multiplicative principle, arrangements,
combinations and permutations, and the simple permutations with repetitions and
circular; other types of arguments that are not often explored such as combinations with
repetitions, number of an equation solutions, principle of Dirichlet, binomial of Newton,
arithmetic triangle Tartaglia-Pascal, number of divisors of a number and a brief
introduction to a new and vast branch of mathematics: Graph Theory. In addition to
demonstrating the logic in each of the topics addressed is solved examples 23 shown in
detail for a better understanding of the content. As a suggestion are left 12 activities to
apply the knowledge, all contextualized activities and each with items A, B, C and D. In
the second moment is made a study on the use of technological resources in education.
And finally presents a new tool, an interactive software, created by us in Flash language

from this work for teaching and learning score.

Keywords: Combinatorial Analysis. Technology. Software. Count.
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Introducao

Atualmente, os estudantes estdo cada vez menos interessados em aprender e nao
conseguem concentrar-se nas explicacdes dos professores, além de ndo apresentarem um
comprometimento com seus deveres, e consequentemente nao adquirem um aprendizado

satisfatorio.

Este tipo de comportamento dos estudantes normalmente estd aliado a dois
fatores: normalmente os contetidos passados nao sd@o atrativos para a sua realidade e assim
sendo ndo despertam interesse e vontade em aprender e também devido a tecnologia, que
cada vez mais toma conta do cotidiano dos jovens e por muitas vezes estd distante da

pratica pedagdgica.

Na disciplina de matemética isto ndo € diferente, e um dos conteddos que podem
despertar uma maior vontade de aprender é a Andlise Combinatdria, ou como chamam os
estudantes: contagem. Se unirmos a Andlise Combinatéria e a tecnologia para
aprendermos com o auxilio dos recursos tecnolégicos os estudantes poderdo apresentar

um maior interesse em aprender e consequentemente uma aprendizagem satisfatoria.

Neste sentido, esta dissertacdo apresenta os principios bésicos e légicos da
Andlise Combinatéria demonstrando-os e apresentando exemplos em cada tipo de
raciocinio, além do desenvolvimento de um software educativo para o ensino € a

aprendizagem deste contetdo.
Neste sentido, esta dissertacdo estd estruturada desta forma:

No capitulo 1 descrevemos o que é Andlise Combinatdria, apresentando sua

histéria, de onde surgiu e alguns exemplos para ilustrar.

No capitulo 2 apresentamos os principios basicos da Andlise Combinatodria tais
como: principio aditivo, principio fundamental da contagem, arranjos, combinagdes,
permutagdes simples, permutacdes com repeti¢des, permutagdes circulares, nimero de

solucdes inteiras e ndo negativas de uma equacgao, principio de Dirichlet, Bindmio de
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Newton, Triangulo de Pascal e quantidade de divisores de um ndmero, apresentando e
demonstrando a teoria seguida de exemplos com solugdes para um entendimento pratico

e facil.

No capitulo 3 introduzimos o conteiddo de grafos, que € relativamente novo na
matematica, € nosso objetivo neste capitulo € fornecer uma breve introducido deste
assunto, com alguns exemplos e aplicacdes, para dar uma introdu¢do a estudos

posteriores.

No capitulo 4 trouxemos alguns exercicios como forma de testar os
conhecimentos adquiridos de Andlise Combinatéria buscando que sejam todos eles
contextualizados a exemplo do que acontece nos exames atuais tais como ENEM, selecao

para empresas, concursos e vestibulares, todos eles com as suas solucdes detalhadas.

No capitulo 5 criamos um software educativo para estudo do conteido de
Andlise Combinatéria por meio dos recursos tecnolégicos, além de fazermos um estudo
sobre as tecnologias na educacio, dando énfase no ensino da Matematica. Neste software
constam todas as atividades propostas do capitulo 4, incluindo imagens e informagdes em
alguns exercicios mais detalhadamente, assim como as explicacdes dos contetdos
contidos nos capitulos 2 e 3. Este software pode ser aplicado tanto no inicio como no

decorrer do processo de ensino e aprendizagem do contetido de contagem.

Finalmente encerramos com algumas perspectivas para o ensino da matematica

e da Andlise Combinatéria com o auxilio das tecnologias.
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1 O que é Analise Combinatoéria?

A Anidlise Combinatdria € um contetido presente nos parametros nacionais da
educacdo e aparenta ser um dos conteidos mais temidos e que geram maiores
dificuldades, tanto para alunos, como também para docentes do Ensino Médio. Para
comprovar isto basta ir até uma escola de Ensino Médio e perguntar aos alunos e docentes
qual o conteido mais dificil, ou que menos gostam, ou que t€m maior receio, € na maioria

das vezes a resposta € “‘contagem”, ou seja: Andlise Combinatoria.

Acreditamos que isto se deve ao fato de que a Andlise Combinatéria ndo pode
ser padronizada como acontece em alguns contetidos da matemadtica, pois cada exercicio
exige interpretacdo para poder aplicar os raciocinios. Além disso, mesmo que se decore
todas as féormulas, tais como principio fundamental da contagem, arranjos, permutagdes,
combinacdes, principio das gavetas, Binomio de Newton, Triangulo de Pascal, Teoria dos
Grafos, entre outros, a resolu¢ao dos problemas de Andlise Combinatéria requer acima
de tudo interpretacao, ou seja, € necessaria uma leitura com muita atenc¢do aos enunciados
dos problemas para entender o que eles querem dizer, e a partir dai pensar em formas
eficazes de realizar a contagem de todos os casos possiveis dos mesmos, sem precisar
exibir um a um, ja que esse dltimo € um processo basico, porém extremamente demorado

e ndo viavel em situagdes que tenham diversas possibilidades.

Logo, entender a Andlise Combinatéria como um contetido em que se espera nao
decorar féormulas, mas compreender os enunciados e criar mecanismos de resolver as
situagcdes problemas de uma forma simples, torni-la um contetido divertido e prazeroso

de aprender.

Por exemplo, podemos calcular facilmente, como ganhar na mega-sena,
esgotando todas as possibilidades de jogo, quantos jogos precisarei fazer? Ou seja, de
quantas maneiras diferentes pode-se escolher seis entre sessenta nimeros para jogar na
mega-sena? Podemos questionar ainda se pagarmos R$24,50 para escolhermos sete
nimeros em uma Unica aposta, € mais ou menos vantajoso do que fazer sete jogos com

seis numeros cada, que custa R$3,50?

Além deste exemplo, citamos a seguir mais alguns casos onde aplicamos a Anélise

Combinatéria em situacdes do cotidiano, por meio dos quais podemos ter um melhor
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dimensionamento, e consequentemente um desfecho adequado para as situacdes
problemas envolvidas.

»  Atualmente as placas dos automéveis sdo formadas por trés letras e quatro
algarismos. A partir de 2016, os paises do MERCOSUL irdo padronizar as placas, estas
sendo, provavelmente, formadas por quatro letras e quatro algarismos. Do sistema
adotado atualmente no Brasil, para o provével sistema, a partir de 2016 para as placas dos
automoveis, quantas placas a mais poderdo ser confeccionadas?

»  Emuma turma com trinta e cinco alunos, quantas sao as possiveis escolhas
para dois representantes? E se estes representantes forem um lider e um vice-lider, muda
a quantidade de escolhas possiveis? Se sim, qual a diferenca de escolhas possiveis?

»  Quantos nimeros de telefones de oito digitos podem existir? No estado de
Sao Paulo a quantidade de telefones com oito digitos foi esgotada e para isso, acrescentou-
se um novo digito. Com este novo digito, quantos novos nimeros foram criados?

»  Uma pessoa tem quantas formas diferentes de se vestir, se precisa escolher
um entre trés calcados para calgar, uma entre duas calgas jeans para usar € uma entre
quatro blusas para vestir?

»  Qual a melhor jogada para vencer um jogo de estratégia (cartas, dados,
tabuleiro)?

»  Uma pessoa deixa suas meias todas desorganizadas na gaveta, e quando
vai se vestir para uma festa acaba luz. Ela gostaria de estar com meias da mesma cor.
Sabendo que ela tem 12 meias azuis, 8 meias amarelas, 6 meias pretas e 10 brancas, qual
a menor quantidade de meias que a pessoa deve pegar para garantir ter pelo menos um
par da mesma cor?

»  Quantas senhas diferentes podem ser colocadas no cartio de crédito com
seis algarismos? E se for uma senha de oito algarismos?

»  Quatro homens e duas mulheres devem posar para uma fotografia em seis
degraus de uma escada, sendo uma pessoa em cada degrau, de quantas disposi¢cdes
diferentes podem ser colocadas essas pessoas? E se as mulheres ndo podem ficar em
degraus consecutivos, quantas disposi¢des podem ser colocadas as pessoas?

»  Quantos sdo os gabaritos possiveis, para a prova de ciéncias exatas do
ENEM, onde tem quarenta e cinco questdes e cada questao tem cinco alternativas?

»  De quantos modos € possivel dividir dezoito atletas em trés times de seis

atletas cada?
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»  Com sete frutas diferentes, quantas vitaminas podem ser criadas utilizando
trés dessas sete frutas? E se forem até trés dessas sete frutas, quantas sdo as opcoes de
vitaminas?

Além de resolver estes e muitos outros problemas, a Anédlise Combinatdria serve
para desenvolver o nosso raciocinio 16gico-dedutivo e o pensamento matematico, pois
esta ¢ uma das dreas da matemadtica que, embora tenha férmulas e padrdes, o que
realmente importa para se compreender este conteudo € a capacidade de interpretar os
problemas, entendendo os enunciados; e criando mecanismos e estruturas mentais para
fazer a contagem dos casos possiveis, sem necessidade de fazé-los um a um,
simplificando assim os cdlculos e diminuindo consideravelmente o tempo de execucgdo

das tarefas.

1.1 Historico da Analise Combinatoria

Os relatos sobre o surgimento da Andlise Combinatéria sdo contraditorios.
Fazendo uma analise nos livros didaticos do Ensino Médio [12], [15], [22] e [23], os
mesmos omitem a parte historica introduzindo o conteudo diretamente por meio de
resolucdes de problemas e aplicacdo de férmulas. Em [3] acredita-se que a Andlise
Combinatéria se originou por meio do grego Arquimedes de Siracusa (287 a.C. - 212
a.C.) quando foi proposto o famoso problema do “estdbmago’ que consiste em determinar
de quantos modos podem ser reunidas quatorze pecgas planas, de diferentes formatos e
tamanhos, para formar um quadrado. Segundo [3], este problema por mais de dois mil
anos passou despercebido, até que recentemente provou-se que existem dezessete mil,
quinhentos e doze (17512) possibilidades, ou desprezando as situagdes simétricas,

duzentas e sessenta e oito (268) possibilidades.
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A

Figura 1: Problema do “estdbmago”, conhecido como Stomachion

Em [10] afirma-se que o desenvolvimento do bindmio (1+x)" estd entre os

primeiros problemas estudados ligados a Andlise Combinatéria, onde o caso mais
simples deste é encontrado nos Elementos de Euclides (aproximadamente 300 a.C.), ou

seja, antes do problema do “estdmago”.

Nos livros didaticos [12], [15], [22] e [23], onde o contetido é ensinado, notamos
que a maioria dos autores aborda a Andlise Combinatéria como um conteddo em que
basta aplicar férmulas para sua resolucdo, e desta forma, ndo fazem com que o aluno
desenvolva o raciocinio légico-dedutivo e aprimore o seu desenvolvimento intelectual.
Ou seja, ndo fazem o aluno raciocinar, o que é um dos principais objetivos da Andlise
Combinatdria, objetivo esse que ela cumpre muito bem se for ensinada/aprendida de

forma coerente.

Na histéria da matemadtica, quando pesquisada como um todo, observamos

diversos outros exemplos que nos indicam o uso de Andlise Combinatdria, tais como:

»  Conforme [10], o livro Siddhanta Siromani do matemaético indiano Sri
Bhaskara (1114 -1185) contém no capitulo Lilavati que é um de seus mais conhecidos,
alguns problemas de Analise Combinatoria. Este capitulo do livro Bhaskara fez para sua

filha resolver, ja que ela ndo poderia casar-se e entdo ocuparia seu tempo resolvendo
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problemas de matemadtica, como por exemplo o problema de nimero 122 que propde a
seguinte situacdo: “Um rei tinha um belo paldcio com oito portas. Engenheiros
qualificados construiram quatro patios abertos, enormes e brilhantes. Para conseguir
manté-los frescos as portas um, dois, trés, ..., ficavam abertas. Quantos tipos diferentes
de brisas poderia comecar?”. No mesmo problema 122 aparece: “Quantos molhos
diferentes podem ser feitos usando um, dois, trés, quatro, cinco ou seis tipos de
substancias que se escolhe entre doce, amargo, adstringente, azedo, salgado e quente?”

> Conforme afirma [11], Fibonacci em seu livro Liber Abacci (1202-1228),
propde o seguinte problema: “Um casal de coelhos torna-se produtivo apés dois meses de
vida e, a partir de entdo, produz um novo casal a cada més. Comecando com um Unico
casal de coelhos recém-nascidos, quantos casais existirdo ao final de um ano?”

> Euler, em 1736, conforme [6], resolveu um problema que intrigava os
matematicos de sua época. Na Prussia, regido leste da Alemanha, havia uma cidade
chamada Konigsberg, famosa por suas sete pontes, cinco das quais ligavam o continente
a uma ilha. O problema consistia em saber se era possivel dar uma volta pela cidade
passando uma e somente uma vez por cada ponte, o que Euler provou ter resposta
negativa. Este problema ja estd ligado a teoria dos grafos, outro campo de aplicag¢do da
Andlise Combinatdria, sobre o qual trataremos no Capitulo 3.

»  Porém, um dos registros mais antigos, conforme [18], é o problema que
aparece no papiro de Ahmes (1650 a.C.): “Em cada uma de sete casas, hd sete gatos, cada
um deles come sete ratos, cada um dos quais havia comido sete espigas de trigo, cada
uma delas com sete hecates (medidas de grao). Casas, gatos, ratos, espigas e hecates,
quantos sao?”.

» O Quadrado Madgico, que é uma tabela quadrada de nimeros em
progressao aritmética em que a soma de cada coluna, de cada linha e das duas diagonais
sdo iguais, conforme [17] existem registros de sua existéncia na China com data de 2850
a.C. Sabe-se que, na Idade Média, os quadrados mégicos se tornaram muito populares
pelo seu uso em Pantdculos e Talismas, onde eram associados a Planetas que atribuiam a

eles o poder de atrair protecdo astral para seus detentores.

Desta forma temos registros onde hd mais de quatro mil oitocentos e sessenta e
cinco anos a Andlise Combinatdria ja era utilizada. Assim, podemos notar que a Andlise
Combinatéria sempre esteve presente na vida de todos, certamente ndo com este nome,

mas com a sua esséncia, pois mesmo antes de existir o sistema de numeracdo, quando a
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contagem de bens materiais e animais era realizada por correspondéncia, ja estavam
utilizando raciocinio de Andlise Combinatdria para saber ao final do dia se houve ganho
ou perda. Outro exemplo de que a Andlise Combinatdria sempre existiu sdo os jogos de
azar que ha muito tempo servem como passatempos e/ou para alguns até como forma de

rentabilidade.

Enfim, a Andlise Combinatéria sempre esteve presente em nossas vidas e sempre
estard mesmo que sem percebermos, pois, temos que fazer escolhas constantemente. Para
fazermos estas escolhas analisamos todas as possibilidades, ou seja, precisamos, muitas
vezes sem perceber isso, fazer uma contagem e andlise de todos os casos possiveis e
decidir entre estes qual melhor se encaixa para conseguirmos o sucesso € assim atingir

nosso objetivo.
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2. Principios de Analise Combinatoria

Nosso objetivo neste capitulo € dar uma contribuicdo para uma possivel
desmitificacdo do ensino de Andlise Combinatéria, fazendo uma apresentacdo de suas
principais vertentes, possibilitando assim um melhor entendimento do que € e como se

resolvem as mais variadas situacdes problemas de Anélise Combinatdria.

Para comecar a entender Andlise Combinatdria temos que saber que o mais
importante ndo € decorar férmulas e para resolver os problemas precisa-se, primeiramente

interpretd-los. Conforme [7],

A estratégia para resolver problemas de contagem ¢é: 1° Postura: devemos
sempre nos colocar no papel da pessoa que deve fazer a acdo solicitada pelo
problema e ver que decisdes devemos tomar; 2° Divisdo: Devemos, sempre
que possivel, dividir as decisdes a serem tomadas em decisdes mais simples,
correspondentes as diversas etapas do processo de decisdo; 3° Nao adiar
dificuldades: pequenas dificuldades adiadas costumam se transformar em
imensas dificuldades. Se uma das decisdes a serem tomadas for mais restrita
que as demais, essa € a decisdo que deve ser tomada em primeiro lugar. (p.
145-146)

Logo, podemos perceber que a Andlise Combinatdéria precisa de um
enfrentamento ao problema, uma interpretacio do que o mesmo quer saber e assim
partimos para a resolucao, dividindo em casos, se possivel, e resolvendo primeiramente

as decisOes mais restritas.

Apresentamos a seguir algumas linhas de raciocinios de contagem, suas

demonstragdes e exemplos.
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2.1 Principios Basicos de Contagem

Temos dois principios basicos em Andlise Combinatdéria que resolvem uma
grande quantidade de problemas de forma extremamente simples que sdo os principios

aditivo e o fundamental da contagem, também conhecido como principio multiplicativo.

2.1.1 Principio Aditivo

O principio aditivo € o principio mais basico de Andlise Combinatdria e consiste
no seguinte: se num determinado grupo tem 2 ou mais conjuntos que nao possuem
nenhum elemento em comum, ou seja, conjuntos disjuntos, sendo cada conjunto com uma
quantidade (que pode ser igual ao outro conjunto) de elementos e temos que escolher um
elemento do grupo, o total de possibilidades para fazer a escolha é a soma de todos os
elementos de todos os conjuntos, ou seja, se A e B sdo dois conjuntos disjuntos

(AN B =Q)com, respectivamente, m e n elementos, entdo 4 v B possui m + n

elementos.

Com rigor matematico podemos escrever que o principio aditivo diz que: se

A, A,,..., A, sdo conjuntos disjuntos 2 a 2, e se cada conjunto A possui « elementos, entdo

1°

n
a unido U 4, possui Zai elementos.

i=1 i=1

Exemplo 1: Sara foi até uma sorveteria e tinha a sua disposi¢do seis tipos de
picolé e cinco tipos de sorvete, porém sua mae ordenou que ela escolhesse somente um

picolé ou um sorvete. Quantas sdo as possiveis escolhas que Sara pode fazer?

Solucdo 1: Consideramos o conjunto A dos tipos de picolés como sendo

A={P,P,, P, P, P, ,P}€ B={S,,S,.5,,5,,5,} como o conjunto dos tipos de sorvete e
como sdo conjuntos disjuntos temos que AuB={P,P,,P,P,,P,P,,S,,S5,,5,,5,,55}

totalizando 11 possiveis escolhas para Sara.
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2.1.2 Principio Fundamental da Contagem (PFC)

O principio fundamental da contagem diz simplesmente que: se temos @ modos
tomar uma decisdo D e, tomada a decisdo Di, temos b modos de tomar a decisdo D,
temos, entdo a*b (produto de a por b) modos de tomar sucessivamente as decisdes D; e

Do.

O principio pode ser estendido: se um evento 4 pode ocorrer de m, maneiras

diferentes para i=1,2,3,...,n, entdo esses n eventos podem ocorrer, em sucessdo de

m,em,~sm maneiras diferentes. Em linguagem de conjuntos, se o conjunto A tem

cardinalidade ~ m,, para i=1,23,.,n, entdo o produto cartesiano
AIXAZX---XAn={(al,a2,---,an)|ale A, parai=1,2,---,n} tem cardinalidade
nyemy eeem, .

Exemplo 2: Fernanda, ao se vestir para ir a uma festa ficou em duvida, pois
necessitava escolher um entre quatro pares de sapatos, uma entre trés bermudas e uma
entre sete camisas para finalizar sua vestimenta. De quantas formas diferentes Fernanda

pode escolher sua vestimenta?

Solu¢do 2: Consideramos o conjunto dos pares de sapato como sendo

A=1s,s,,8,,5,}, o conjunto das bermudas como B={B,,B,,B,}€ 0 conjunto das
camisetas ¢ ={c,,c,,C,,C,,C,,C,,C,}.Logo, pelo principio fundamental da contagem,

basta fazer o produto da cardinalidade dos conjuntos A, B e C, ou seja 4¢3¢7=84 formas
diferentes Fernanda tem se vestir com as opg¢des de sapatos, bermudas e camisetas que

possui.

A partir de ambos os principios (aditivo e multiplicativo) € possivel resolver
vérios problemas. Alguns casos mais frequentes sao separados e classificados, sendo que
para estes existem ferramentas de contagem especificas, tais como: arranjos, combinagdes
(simples e complementares), permutacdes (simples, com repeti¢ao e circulares), nimero
de solucdes de uma equacdo, principio de Dirichlet, Bindbmio de Newton, tridngulo
aritmético de Tartaglia-Pascal, quantidade de divisores de um ndmero, grafos, entre

outros que detalharemos a seguir.
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2.2 Arranjos e Combinacoes

Até o momento vimos exemplos dos principios basicos, que sdo os principios
aditivo e multiplicativo e mais a frente estudaremos as permutacdes, que em ambos 0s
casos, utilizamos todos os elementos do conjunto, ou seja, s€ um conjunto tem oito
elementos e utilizamos todos eles, € um problema que se resolve pelos principios bdsicos
ou por permutacdo (que € o principio fundamental da contagem estendido com pequenas

observacdes), desde que entendamos o enunciado saberemos por qual resolver.

Entretanto grande parte dos problemas de Analise Combinatdria deriva do fato
de termos um conjunto com “x” elementos e termos que escolher “x-y” elementos deste
conjunto para formar o (s) grupo (s) de resposta e quando isso acontece, ou seja, quando
ndo utilizamos todos os elementos do conjunto temos um caso de combinagdo (se nao
importar a ordem dos elementos a serem escolhidos) ou de arranjo (caso o grupo seja

ordenado).

Embora nenhum autor apresente desta forma, eu prefiro inserir os casos de
arranjos dentro da parte de combinacgdes e sem a necessidade de decorar férmulas, pois

vamos a um exemplo simples para conseguir fazer as diferenciacdes necessarias.

Exemplo 3: Em um concurso de beleza com oito candidatas serdo escolhidas
duas destas candidatas para: A) uma ir a Paris e outra ir a Dubai; B) ambas irem a Nova
York. Vocé consegue perceber a diferenga entre as opgdes “a” e “b”? Se sim 6timo, se
ainda ndo observe que na opcdo “a” importa a ordem, a primeira escolhida vai para um
lugar e segunda vai para outro, ou seja, importa a ordem. Ja na opcao “b” ndo importa a

ordem de quem foi escolhida primeira, pois ambas vao para o mesmo lugar.

Solucdo 3A: Quando temos um problema da opc¢do “a” para resolver muitos
autores prezam por utilizar arranjos para sua resoluc¢do, o que acredito que acaba por
confundir, pois se importa a ordem, basta utilizar o principio fundamental da contagem
reduzido, ou seja, a primeira candidata pode ser escolhida de oito formas e a segunda de

sete formas, ou seja: 8¢7=56 formas de escolher as duas candidatas. Alguns autores
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|

utilizam a férmula A :ﬁ que € exatamente O mesmo, pois teremos
n—p)!
8! 876!
e (8-2)! 6!

Solucdo 3B: J4 na op¢ao “b”, temos que dividir o nimero total de formas por
dois, pois se foi escolhida Maria e Joana ou Joana e Maria ndo importa a ordem, pois
ambas vao para o mesmo lugar, e partindo deste principio, que a férmula para resolugcdo

de problemas onde nao importa a ordem e sim somente o conjunto de escolhidos (o que

!

¢ chamado de combinagdo em Andlise Combinatéria ) surge: C, , = n ,ja que
p!(n-p)!

n!

ﬁé o principio fundamental da contagem reduzido e dividimos isto por p!
n—p)!

n!
(n—p)! B n!

p! p !(n— p)!

, ou seja, dividimos por p! para ndo contar repetidamente as opgoes

Maria e Joana e Joana e Maria neste caso e nos demais casos, quando tem mais de 2
elementos, fica p! pois sdo as combinacdes dos casos possiveis. Sendo assim, na opcao b

'
temos: 8— = 8—7 = 28 formas de escolher as duas candidatas.
2 !(8 - 2) )

Exemplo 4: Em uma corrida com dez participantes o primeiro colocado recebera
cinco mil reais de prémio, o segundo colocado receberd trés mil reais de prémio e o
terceiro colocado receberd mil reais de prémio. Quantas opcdes existem para a
premiacao? E se os prémios, tanto para o 1°, como 2° como 3° forem todos iguais quantas

opgoes existem?

Solucdo 4: No primeiro caso tem dez possibilidades para o primeiro, nove para
o segundo e oito para o terceiro, ou seja: 1009¢8=720 possibilidades. Porém, se ndo
importar a ordem, e sim somente quais serdo os trés, dividimos o numero total de
possibilidade (720) por 6 (pois 6=3!) = 120, que nada mais € do que

|
o100 3628800
27 31(10-3)! 645040
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Logo, podemos perceber que se entendemos a légica do problema, podemos
resolver sem nos ater a férmulas, apenas pensando e fazendo as contas adequadas. Cabe
ressaltar que se decorarmos as férmulas alguns exercicios podem ser mais facilmente
resolvidos, mas o principal na Andlise Combinatdria € raciocinar, entender o enunciado
para conseguir facilitar os cdlculos e resolvé-los sem precisar contar caso a caso, 0 que

muitas vezes € um processo longo, e pode levar facilmente a erros de calculos.

2.2.1 Combinacoes e combinacoes complementares

Consideramos “n” objetos distintos. J4 vimos que o nimero de maneiras de

. ) n! A
escolher p objetos em “n” € dado por C, , =——————. Este resultado ¢ idéntico ao

p !(n - p) !
nimero de maneiras de escolhermos (n —p) objetos em “n”, pois, se dos n objetos tirarmos
(n — p), sobram p. Logo, C, p = Cn’(nfp) ,onde Cn’(n )é chamada de combinacdo

w4

complementar de C, .

Exemplo 5: A turma do professor Edilson tem 11 alunos, sendo 5 meninos que
usam uniforme azul e 6 meninas que usam uniformes verdes. De quantas maneiras pode-

se arrumar em fila os alunos considerando a cor dos uniformes.

Solucgdo 5: Resolver este problema equivale a escolher 5 lugares para os meninos

11!
entre os 11 disponiveis, ou seja: C, 5 = m =462 e os lugares restantes ficam para
as meninas. Ou poderiamos ter escolhido 6 lugares para as meninas entre os 11
. o 1 3 3
disponiveis: C,, = L1I_6)1 462, logo temos que C,, = C, ; =462.

2.3 Permutacoes Simples

Permutar significa trocar, inverter a ordem, ou seja, trocar um elemento por outro

do mesmo conjunto, sendo que ndo se pode inverter a ordem de dois elementos por um,
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mas somente de n elementos por n elementos, pois assim estard sendo feito a permutagcao
dos elementos, a troca de ordem entre eles dentro do mesmo conjunto. Uma permutagdo
de n objetos distintos é qualquer agrupamento ordenado desses objetos, de modo que, se

denominamos P, o nimero das permutagdes simples dos n objetos, entdo:

P, =n(n—1)(n—2)ssl =n! Também definimos que P, =0!=1.

Para contar o nimero de permutacdo simples (onde ndo existe repeticdo dos
elementos dentro de um conjunto) podemos utilizar o principio bdsico, porém, se
entendemos realmente o principio basico, conseguimos padronizar a resolu¢do de alguns
tipos de problemas que resultam do seguinte raciocinio: Contar o nimero de permutacdes
simples equivale a contar de quantos modos podemos ordenar, em fila, “x” objetos
distintos. Para escolher o que fica em primeiro lugar teremos x opcdes, em segundo lugar
teremos todas as opcdes menos a que foi escolhida para o 1° lugar, ou seja, (x-1) opgdes
e seguindo esta ldgica, teremos, (x)*(x-1)(x-2)*(x-3)e...e2¢1 op¢des a qual denotaremos

por P_ = x!, ou seja, a permutacdo de x elementos € igual a x fatorial.

Exemplo 6: Quantos sdo os anagramas da palavra DEUS?

Solucgdo 6: Para a primeira letra temos quatro opcdes de escolha, para a segunda
temos trés, para a terceira temos duas e para a quarta temos uma, ou seja: 4¢3¢2¢1=24

[que nada mais € do que quatro fatorial (4!)] anagramas diferentes para a palavra DEUS.
Exemplo 7: Quantas maneiras diferentes podemos ordenar trés pessoas em fila?

Solucdo 7: Para a primeira posicdo da fila temos 3 opgdes, para a segunda
posicado da fila teremos 2 e para a terceira posi¢do da fila teremos 1, ou seja, 3¢2¢1=6

maneiras diferentes de ordenar trés pessoas em fila.
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2.4 Permutacoes com repeticoes

Temos casos de permutagdes com repeticdes, ou seja, que em um mesmo
conjunto existem elementos que sdo repetidos, onde para contar o nimero de permutacdes
que existem basta fazer o cdlculo como se fossem todos os elementos diferentes (produto
fatorial da quantidade total de letras conforme vimos nas permutacdes simples), dividindo
o resultado pela quantidade de vezes, observando que também fatorial a quantidade de
vezes, que se repetem os elementos (pois assim exclui-se os casos repetidos devido a
existir elementos iguais). Essa divisdao pela quantidade fatorial dos elementos que se
repetem ocorre porque nao importa a ordem, respectivamente, dos elementos repetidos,
logo devemos excluir as repeticdoes dividindo o resultado obtido através do principio
multiplicativo, pelo nimero de permutacdes dos grupos dos elementos repetidos, ou seja,
pelo nimero de elementos em cada subconjunto. Vamos a alguns exemplos para

compreendermos a ideia:

Exemplo 8: Quantos sdo os anagramas da palavra: assistir?

Solucdo 8: Como a palavra assistir possui oito letras, se fossem todas as letras

diferentes, o total de anagramas seriam 40320 (resultado de 8!=8¢7¢6¢5¢4¢3¢2¢1=4(0320),

€6 9

porém o “‘s” aparece trés vezes, o que significa que no resultado obtido acima (8!) existem

e " [13%4]
S 1

anagramas repetidos, e como o aparece 3 vezes € necessario dividir por 3! e o

aparece duas vezes, logo 3!=6 e 2!=2, portanto temos que dividir o 40320 pelo produto

de 3!=6 e de 2!=2, ou seja 40320-+12=3360 anagramas para a palavra assistir. Essa divisao

e 9

por 3! e por 2!, conforme explicado acima ocorre porque ndo importa a ordem, dos “s” e

[13%4]
1

dos “1”’, logo devemos excluir as repeti¢cdes dividindo o resultado obtido através do

[13%4]

principio multiplicativo, pelo nimero de permutagdes dos grupos dos “s” e dos “i”, ou

seja, pelo nimero de elementos em cada subconjunto.

Exemplo 9: De quantas maneiras podemos colocar em fila 8 letras, sendo 4 letras

a, 3 letrasbe 1 letrac.
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Solug@o 9: Comecamos escolhendo 4 lugares dos 8 disponiveis para colocar as

letras a’s que fizemos por C,,; feito isso teremos 4 lugares vagos. Temos agora de

8.4 >
escolher 3 lugares para os 3 b’s dentre estes 4 vagos que fizemos de C,,maneiras

diferentes, restando apenas uma maneira para a colocacdo da letra c; Logo teremos:

8! 4! 1! 8!

oG = Py a3 - 2z

Logo, entendemos a légica de resolucdao e assim padronizamos este tipo de
€C__9

resolucdo, onde o nimero de permutacdes de “n” objetos, dos quais « sdo iguais a A,

n!

[ sdo iguais a B, e assim sucessivamente é: P =
a\fly!..

n(a.B.x.)

Exemplo 10: O Grémio, na disputa do campeonato brasileiro da série A do ano
de 2015, até o dia 01 de agosto, ja havia disputado 16 jogos, sendo que venceu 8, empatou

3 e perdeu 5. De quantos modos isto pode ter acontecido?

Solucdo 10: Esta situacdo equivale a uma permutacdo com repeti¢cdo, logo

_ 16! 16.15.14.13.12.11.10.9.8!
813!5! 81.3.2.1.5.43.2.1

mais de setecentos e vinte mil modos que esta situacdo pode ter ocorrido.

teremos como resposta: Fg ;) =720.720, ou seja,

2.5 Permutacoes circulares

Temos também os casos de permutacdes circulares onde existe a necessidade de
dispor os elementos em circulos e nao em fila (como consideramos nas permutacdes

simples e com repeticao).

Um exemplo que pode ser dado € saber de quantos modos quatro criangas podem
formar uma roda? A principio, podemos correr o risco de pensar que a resposta seria
4!=24 modos, porém, nomeando as criangas como A, B, C e D, as rodas ABCD, BCDA,

CDAB e DABC sio iguais, pois na roda o que importa € a posicao relativa das criancas
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entre si, e as rodas podem ser “giradas” de quatro modos, logo, o nimero de maneiras de
colocar “n” objetos em circulo, de modo que as disposi¢cdes que possam coincidir por
rotacao sejam consideradas iguais e para que nio se conte mais de uma vez, temos que

dividir o total de casos (n!) pela quantidade (n), ou seja, ¢

!
(Permutagdo Circular) = E=(n-1)
n

Exemplo 11: De quantos modos sete criangas podem formar uma roda de

ciranda?

Solucdo 11: Como ja vimos anteriormente, este caso se enquadra em permutacao

circular, logo o total de modos serd igual a 6!=720.

2.6 Raciocinios Aprimorados de Analise Combinatoria

Os casos de principio fundamental da contagem, permutagdes e combinacoes,
como vimos acima, o qual observamos nos livros didéticos, estimamos que representam
a grande maioria dos problemas de Andlise Combinatéria, sendo que alguns livros
didaticos trazem somente estes (quando ndo somente parte destes), porém, existem alguns
problemas que necessitam um raciocinio mais aprimorado, pensar um pouco mais para

resolvé-los utilizando-se do conhecimento acima, tais como combinac¢des com repeti¢ao.

2.6.1 Numero de solucdes inteiras de uma equacgio x, +x,+...+x, = p

Consideramos a equacdo x, + x, + x, = 8. Solucdes inteiras e positivas (ndo pode
ter o 0 como solugdo) para esta equacdo sdo ternas ordenadas (x,, x,,x,)de inteiros
positivos tendo soma 8. Alguns exemplos: (1,1,6),(1,3,4),(2,3,3). A fim de

encontrarmos todas as solugdes da equacdo x, +x, + x, =8 escrevemos o 8 como a soma

z

de oito 1’s, isto é: 1+14+1+1+14+14+1+1=8. Agora temos que considerar todas as
separagdes possiveis do 8 em 3 parcelas, sendo cada parcela de 1 nimero inteiro positivo.

Para isto basta introduzirmos duas barras entre o 1’s na expressdo acima. Exemplos:
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I+11+11+14+14+1+1+1=8, 1+[1+1+1+11+1+14+1=8, 1+1+[1+1+1+114+14+1=8

que representam os exemplos: (1,1,6),(1,3,4),(2,3,3) citados acima. Cabe observar que

IRl

cada maneira de escolhermos dois lugares dentre os sete sinais “+” que separam os 1”’s

ird nos fornecer uma solucdo para a equacdo x, + x, + x, =8. A partir destas observagoes

podemos concluir que o nimero total de solucdes inteiras e positivas da equacao € igual
ao nimero de maneiras de escolhermos 2 entre os sete sinais “+” para neles colocar as

barras separadoras. Como este nimero € igual a C,, =21 que € o nimero total de

solucdes positivas possiveis da equagdo, o que nos possibilita definir que o nimero de
solugdes inteiras e positivas da equag@o x, + x, + x, +...+x, = p como sendo C (r-1hot)
Se quisermos saber o nimero de solugdes inteiras e ndo negativas (incluindo o 0

como um possivel valor para os x ) basta fazermos as seguintes observagoes:

Solugdes de x, +x, +x;, =8 | Solugdes de x, +x, +x, =11
0,1,7) 1,2,8)
0,3,5) 1,49
0.0, 8) (1,1,9

Conforme tabela acima é facil perceber que, a cada solucdo em inteiros nao

negativos da equagdo x, +x,+x, =8 corresponde uma unica solucdo em inteiros
positivos da equagdo x, +x,+x, =11, 0o que nos possibilita definir que o nimero de

solugdes inteiras ndo-negativas da equagdo x, +x,+x,+..+x, = pcomo sendo

[Ie2)

Clpinyfury > OU seja, acrescenta-se “n” ao p que equivale a somar 1 em todos os termos.
Estes tipos de problemas sdo rarissimos, pois sdo os casos onde acontece a
combinacdo com repeticao, por exemplo, se temos quatro conjuntos com uma quantidade
de elementos maior ou igual que “p” em cada conjunto e temos que escolher “p”
elementos do total dos conjuntos estamos realizando combinag¢des com repeti¢des, logo
se resume a fazer diversas combinagdes e somar as possibilidades, ou como
demonstramos a equacdo para calcular o nimero de solucdes inteiras ndo-negativas (ou

positivas caso nao deseje-se deixar o 0 como uma opg¢ao). Vamos a exemplos de

aplicacoes:
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Exemplo 12: A sorveteria “Sabor Inigualdvel” oferece doze sabores de sorvetes,
do qual Pedro Henrique vai tomar um sorvete de cinco bolas, sendo que as bolas podem
ter sabores iguais ou diferentes. De quantos modos Pedro Henrique pode fazer esta

escolha?

Solucdo 12: A principio somos tentados a dizer que a resposta &€

120 12.11.109.8

Cps =792 . Porém, esta reposta estaria correta se Pedro
7o51(12-5)! 54321

Henrique tivesse que escolher 5 sabores diferentes, mas ele pode por exemplo escolher
os cinco sorvetes de chocolate, ou 3 de morango e 2 de creme. Logo, temos, como alguns
autores citam uma combinacdo completa ou combinag¢do com repeticao que resolvemos
pelo principio do ndmero de solucdes inteiras e nao negativas de uma equacgdo. Neste

caso:  x, +x, +x;+x, X+ x, X, Hx X+ x,+x,+x,=5 0 que resulta em:

5+12-1)!' 16.15.14.13.
c _c ( )! 16.15.14.13.12

1es-112-1 = Gl iz S1(12-1)! =T 54301 =4368, ou seja, uma diferenca de 3576

opg¢Oes caso nao analisarmos com cuidado.

Exemplo 13: Na competicao de atletismo da escola “Matematica é Dez” a turma
do 3° ano obteve, no total, dez medalhas dentre estas de ouro, prata e bronze. Sabendo-se
que essa turma recebeu pelo menos uma medalha de ouro, uma de prata e uma de bronze,

quantas sao as possibilidades de composi¢do do quadro de medalhas do 3° ano?

Solucdo 13: Como a turma recebeu pelo menos uma de cada, sobram sete
medalhas para ser divididas entre ouro, prata e bronze, ou seja, o nimero de medalhas de
bronze somado com o nimero de medalhas de prata somado com o nimero de medalhas
de bronze € igual a sete, o que nos resulta na seguinte equagdo: x, + x, +x, =7, 0 que
(7+3-1)! 3

It Gy, mm——— =
resultaem: C, TG1)!

Exemplo 14: Encontrar o nimero de solu¢des em inteiros ndo-negativos de

X, +x, +x, + x, + x; + x, =16 nas quais exatamente 2 incognitas sdo nulas.

Solucdo 14: Se exatamente duas dessas incdgnitas sdo nulas equivale a contar o

nimero de solugdes em inteiros positivos x, +x, + x, +x, =16 que equivale a C,, , = 455
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e multiplicar por C, =15 que € o nimero de escolha das duas incognitas que terdo valor

nulo, logo: 455.15 = 6825 solucdes possiveis.

2.6.2 Principio de Dirichlet

Este principio, que também € conhecido como principio da casa dos pombos ou
principio das gavetas, tem inimeras aplicagdes e resolvem muitos problemas dificeis de
resolver de uma forma simples. Vamos ao principio: se n+1 ou mais objetos sdao colocados

em n ou menos gavetas, entdo pelo menos uma gaveta recebe mais de um objeto.

Exemplo 15: Em um determinado grupo, sdo necessdrias quantas pessoas para
ter certeza que pelo menos trés delas faz aniversario no mesmo més? E para garantir que
existem trés pessoas que fazem aniversirio no mesmo dia (sem necessariamente ser no
mesmo o més, ou seja, podendo ser em meses diferentes, mas no mesmo dia) quantas
pessoas sdo necessdrias? E para garantir que tem pelo menos trés pessoas que fazem

aniversario no mesmo dia e més quantas pessoas sao necessarias?

Solucgdo 15: Para usar o principio das gavetas utilizamos o raciocinio inverso, ou
seja, pensamos na pior das hipéteses, € no primeiro caso a pior das hipéteses € ter duas
pessoas fazendo aniversario em cada més, logo totaliza-se vinte e quatro pessoas, portanto
sd0 necessdrias vinte e cinco pessoas para ter certeza que pelo menos trés delas faz
aniversario no mesmo més. No segundo caso, a pior das hipdteses € sempre ter duas
pessoas fazendo aniversario no mesmo dia, pois um més tem no maximo 31 dias, logo
temos sessenta e duas pessoas, portanto com sessenta e trés pessoas garantimos que tem
tr€s pessoas que fazem aniversario num mesmo dia (sem importar o més); No ultimo caso,
basta considerar que teremos duas pessoas para cada dia e més, totalizando 732 pessoas,
logo é necessario 733 pessoas para garantir que tem pelo menos trés pessoas que fazem

aniversario num mesmo dia e més.

Exemplo 16: Pressupondo as seguintes informagdes: a cidade de Maquiné, no
interior do Rio Grande do Sul possui entre balnedrios, rios, cascatas, sitios e cachoeiras
um total de 73 opcdes de lazer para banho para uma populagdo de 8346 habitantes.
Supondo que exatamente metade dos habitantes resolvam visitar algum ponto turistico no
domingo, qual o nimero minimo de visitantes vai receber o ponto turistico com maior

visitacdo.
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Solucdo 16: Primeiramente entendamos o problema: no domingo metade da
populacdo dos 8346 habitantes, ou seja: 4173 habitantes visitardo alguma das 73 opgoes
de lazer para banho. Fazendo uma distribui¢do uniforme, ou seja, o 1° vai para a op¢ao
de lazer 1, 0 2° para a op¢ao 2, o 3° para 3.... o 73° habitante para opc¢ao 73, o 74° habitante
para o op¢ao 1 (pois esgotou-se as possibilidades)... assim teremos: 8346/73=57,16;

Logo, no minimo 58 visitantes vai receber o ponto turistico que tiver maior visitagao.

Exemplo 17: Provar que em qualquer grupo de 6 pessoas existe,
necessariamente, um conjunto de 3 pessoas que se conhecem ou que sdo totalmente

estranhos.

Solucdo 17: Consideramos a pessoa A: veremos em relacdo as outras pessoas: se
ela conhecer a B e conhecer a pessoa C, ja teremos 3 pessoas que se conhecem; Porém se
a pessoa A conhece a pessoa B e ndo conhece a pessoa C, se ela conhecer a pessoa D ja
serdo 3 pessoas que se conhecem, ou caso ela nao conheca a pessoa D ja terdo 3 pessoas

estranhas.
Retornaremos ao exemplo 17 no ponto de vista da Teoria dos Grafos.

2.6.3 Binomio de Newton e o tridngulo aritmético de Tartaglia-Pascal

Para comecar vamos primeiramente definir o que € um binémio, e conforme
[21], “Chamamos bindmio qualquer expressdo da forma a+b, isto é, a soma de dois

simbolos distintos™.

Considerando inicialmente a expansdao do produto (x+y)(z+¢)(w+a)=

XZW+ xza + xzw+ xza + yzw+ yza+ yzw+ yza que consiste de oito termos, onde cada
termo consiste de trés simbolos sendo um simbolo de cada termo selecionado de cada um
dos bindmios, logo podemos notar, pelo principio multiplicativo que o total de termos da
multiplicacdo de 3 bindmios, todos eles com simbolos distintos & 2’=8, 0 que nos
permite concluir que o produto de “n” bindmios, todos eles com simbolos diferentes

consistird numa expressdo de 2" termos, sendo cada termo com n simbolos, uma de cada

bindémio.

Agora se os bindmios tiverem simbolos repetidos, como por exemplo:
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(x+a)’ =(x+a)(x+a)(x+a)(x+a)(x+a)(x+a)

s . . 6 . .
Se os simbolos fossem diferentes, teriamos 2° =64 maneiras de selecionarmos

6 simbolos, uma de cada bindmio, porém como todos 0s bindmios sdo iguais a (x+a)

teremos termos repetidos. Por exemplo, se tomarmos o simbolo x nos 4 primeiros € o
. 214t 4 2 sz .

simbolo a nos 2 ultimos teremos X a” que ird aparecer toda vez que o simbolo x for

. ., ., . 4 2
escolhido 4 vezes e o simbolo a 2 vezes. Concluimos que este termo, ou seja, x d

aparecerd através da combinagdo de 6 elementos tomados 4, ou seja, C,, =15. Cabe
ressaltar que todo termo consiste do produto de 6 simbolos, logo o termo geral serd da
forma x'a’, onde i+ j=6, ou seja, cada termo serd da forma x'b° Logo, podemos

concluir que no Bindmio de Newton, se tivermos os simbolos x e a que sdo nimeros reais

e n é um inteiro positivo entdo:
n_ < k n—k 0 1 n-1 2 n-2 0
— n—k __ n n— n— n
(x+a) —kg,)Cn’ka X =C,ax"+C ax" +C ax"+..+C, a"x" .
Resolvendo o exercicio:

(x+a)’ =(x+a)(x+a)(x+a)(x+a)(x+a)(x+a) >
(x+a)’ = éoCn!kakx”_k =C,x'a’ +Cs,x'a’ +Cy ,x*a* +
C6’3x3a3 + C6’4x4a2 + Cﬁysxsa1 + Cﬁyéxﬁao -

6
(x + a) =a® +6xa’ +15x%a* +20x°a’ +15x*a* +6x°a' + x°

Observamos que: o desenvolvimento de (x+a) possui n+1elementos; Os

coeficientes do desenvolvimento de (x+a)" sdo os elementos da linha n do tridngulo

aritmético de Tartaglia-Pascal que detalharemos a seguir.

Escrevendo os termos do desenvolvimento na ordem acima, isto €, ordenados

segundo as poténcias decrescentes de a, o termo de ordem k+1serd 7, =C,  a*x"*

Exemplo 18: Calcular o 5° termo da expansdo: (2+w) .
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Solugdo 18: 7, =7,,, = C,,2*w** =126.16w* =2016w*.

Logo, o Bindmio de Newton apresenta uma conexao com a contagem, ja que

seus termos independentes sdo os resultados das combinacdes denek onde 0<k<n.

O tringulo aritmético de Tartaglia-Pascal € formado com os valores de C,

Coo 1

C,, | C, I |1

C,o | Gy C,, 1 2

Cso | Gy Cs, | Cis - 1 3 13 1

C,o | Ciy C,, | Chs | Cyy 1 4 4

C,, | Cs, Cs, | Cs5 | Csy | Csg 1 5 10 10 |5 1

Figura 2: Triangulo Aritmético de Tartaglia-Pascal

A partir da observacdo surgem trés teoremas, que sao na realidade caracteristicas

do Tridngulo Aritmético de Tartaglia-Pascal:

1°: Teorema das Linhas: ¢, +C,, +C,, +...+ C,, = 2" onde basta observar que

€e_.9

os dois membros sdo iguais ao nimero de subconjuntos de um conjunto com ‘“n

elementos.
2° Teorema das Colunas: C, +C onde a

+C +...+C =C

n+l,m n+2.m n+a,m n+a+l,m+1"?

soma dos elementos de qualquer coluna, do 1° elemento até algum elemento qualquer, é
igual ao elemento situado na coluna a direita da considerada e na linha imediatamente

abaixo.

3° Teorema das Diagonais: C, +C +C +.+4C =C

n+l,m+1 n+2,m+2 b n+a.,m+a n+a+l,m+a

onde a soma dos elementos situados na mesma diagonal, desde o elemento da 1° coluna

até o de uma coluna qualquer € igual ao elemento imediatamente abaixo deste dltimo.

Exemplo 19: Um castelo tem oito portas. De quantos modos pode ser aberto o

castelo?
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Solugédo 19: Existem C;, modos de abrir uma s6 porta, C,, modos de abrir o

castelo abrindo duas portas e assim sucessivamente, ou seja, a resposta ser:

Cy,+Cyy ...+ Cyy =2° —Cy, =256 —1=1255 modos de abrir o castelo.

2.6.4 Quantidade de divisores de um niamero

Achar a quantidade de divisores de um nimero pode ser muito ttil e também
muito trabalhoso. Por exemplo, os divisores do nimero 10 sdo 1, 2, 5 e 10. Fatorando o
10 obtemos 10 =2¢5. Mas, se quisermos saber quantos e quais sdo os divisores do nimero

4.200, por exemplo, como faremos?

Utilizando os principios aditivo e multiplicativo podemos facilmente chegar a
resposta. Primeiramente fatoramos o ndmero 4200, onde temos que: 4200=2¢3¢5%+7 .
Assim, podemos considerar alguns exemplos de divisores do 4200 como sendo

2%e3=12; 5.7=35; 2.5* =50 etc; Logo notamos que nos divisores de 4200 o expoente

do fator 2 pode variar de 0 a 3 (20, 2! 2% 2} ) . O expoente do fator 3 pode variarde O a 1
(30,31 ) O expoente do fator 5 pode variar de 0 a 2 (50,51,52) e o expoente do fator 7

pode variar de 0 a 1 (70,71) .

Entdo, se representarmos os divisores de 4200 como nimero da forma

4200=2"+3"+5" ’7d, das observagdes anteriores podemos dizer que o expoente a toma
valores em {0, 1, 2, 3}, resultado em 4 o niimero de possibilidades para o expoente a. O
expoente b toma valores em {0, 1}, resultado em 2 o nimero de possibilidades para o
expoente b. O expoente ¢ toma valores em {0, 1, 2}, resultado em 3 o ndmero de
possibilidades para o expoente ¢ e o expoente d toma valores em {0, 1}, resultado em 2
o numero de possibilidades para o expoente d. Entao, pelo principio multiplicativo, temos
4e2e3¢2 =48 divisores do ndmero 4200. Para saber quais sdo os 48 divisores basta

multiplicar todos os casos possiveis.

Logo, podemos padronizar que para calcular o nimero de divisores de um

nimero N = pepyepyeep® onde 0s p,'ssdo primos e distintos utilizando o principio
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multiplicativo, podemos concluir que (o, +1)+(@, +1)+(@, +1)ss+(, +1)TEpresenta o

ndmero de divisores de N.

Exemplo 20: Quantos sao os divisores do nimero 100?

Solugdo 20: Como 100 =2%+5” temos que 0 10 possui (2+1)+(2+1) =9 divisores,

que sdo: 1, 2,4, 5, 10, 20, 25, 50 e 100.
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3 Teoria dos Grafos

z

Teoria dos Grafos é um conteido relativamente recente na matemdtica e
apresenta inimeras aplicacdes em diversas dreas, tais como pesquisa operacional, teoria
da computagdo, quimica organica, circuitos elétricos, genética, analise numérica, fisica e
topologia, entre outros. Através de um raciocinio diferenciado resolve-se problemas que
parecem insoliveis, ou com infinitas possibilidades, onde at¢é mesmo para resolver
computacionalmente seria demorado. A Teoria dos Grafos sugere mecanismos que 0s

tornam fécil e rapidos. Conforme [8],

Muitas situagdes podem ser convenientemente descritas através de
diagramas que consistem de um conjunto de pontos, juntamente com linhas
que ligam alguns pares destes pontos. Por exemplo, os pontos podem
representar pessoas, as linhas ligam pares de amigos; os pontos podem
representar centros de comunicacdes, as linhas ligacdes entre os centros. A
abstracdo de situacdes desse tipo dé lugar ao conceito grafo. (p. 1)

Atualmente, a Teoria dos Grafos é trabalhada praticamente nos livros da
OBMEP (Olimpiada Brasileira de Mateméatica de Escola Publicas) para os alunos
medalhistas que realizam um estagio de aprendizagem. No ensino regular este conteido
nao € ensinado com regularidade, apenas alguns professores o apresentam como

curiosidade.

Vamos apresentar uma introdugdo deste vasto ramo da matematica, pertencente
a Andlise Combinatdria, conhecendo sua origem, sua teoria, classificacao, contagem e
algumas aplicacdes, como grafos valorados. Nos ateremos a algumas classificacOes

especificas da Teoria.
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3.1 Origem da Teoria dos Grafos

Para entendermos o que € um grafo vamos ao problema mais cléssico,

considerado o marco fundador da teoria dos grafos: as pontes de Koninsberg.

Conforme descrito em [6], [8] e [19] Konigsberg foi uma cidade fundada em
1255, onde de 1457 a 1945 foi capital e centro cultural e econdmico da Prussia e uma
grande cidade situada ao leste e norte do império alemao. Atualmente € a cidade de
Kaliningrad e como visualizamos pelo Google Mapas o local que originou o problema
ainda existe, pois o rio passa pela cidade criando uma ilha, onde atualmente existe a
Cathedral de Konigsberg, e depois se divide em dois ramos, sendo que nesta regiao
existiam sete pontes, conforme indico na figura 3, sendo que na 2* guerra mundial 2 foram
destruidas e agora tem uma nova constituicao delas. Logo, atualmente a configuracao de
pontes esta diferente conforme podemos observar pela figura abaixo. Porém, havia um
problema de quando existiam as 7 pontes: 0 povo queria saber se era possivel andar por
toda a cidade, saindo e retornando a mesma regido de tal modo que cada ponte fosse

atravessada exatamente uma dnica vez.
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Figura 3: Mapa atual (2015) da cidade de Kaliningrad (antiga Konigsberg)
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Antes de prosseguirmos, vamos definir alguns conceitos:

A) Aresta: E um segmento de reta, ou seja, um caminho com inicio e fim de um

diagrama.
B) Vértice: E um ponto comum a duas ou mais arestas.

C) Grafo: E uma estrutura matematica representada por um diagrama composta
por vértices e arestas ligadas a estes vértices que representam uma situacao, uma relacao

entre objetos.

D) O que € passar por um caminho em grafo? Passar por um caminho significa

percorrer todas as arestas de um grafo sem passar duas vezes pela mesma aresta.

E) Grau de vértice: o grau de um vértice depende de quantas arestas

chegam/saem deste vértice. Se um vértice possui “x” arestas chegando/saindo nele,

dizemos que ele possui grau X.

Para solucionar o problema Euler sugeriu um esquema, que podemos chamar de

grafo, onde em 1735 resolveu o problema das pontes de Konigsberg:

\%|

V4

V3

Figura 4: Esquema com vértices e arestas das pontes de Konigsberg
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Notamos que os vértices 1, 3 e 4 sao de grau 3 e o vértice 2 de grau 5. Fica facil
observar, assim como Euler fez, que a primeira vez que vocé chegar a um vértice que
possui trés arestas voce terd duas arestas restantes para sair dele, porém, quando chegar
novamente neste vértice pela terceira aresta nao terd por onde sair sem passar novamente

por uma aresta ja passada.

Logo, Euler concluiu que um vértice com um numero impar de arestas tem de
ser o primeiro ou o ultimo da trajetdria, ou seja, podem haver no maximo dois vértices
com um numero impar de arestas ligados a eles para que seja possivel fechar a trajetoria.
Neste caso das pontes de Konigsberg existem quatro vértices com uma quantidade impar
de arestas, o que torna impossivel realizar a trajetdria. Este problema e sua resolugdo

originaram a teoria dos grafos.

3.2 Teoria dos grafos

Um grafo € um esquema, um diagrama, uma figura que representamos 0s
possiveis caminhos, trajetérias, ligacdes que podem ser feitos para resolver um
determinado problema, onde temos os vértices que unem duas ou mais arestas (estas que
podem ser segmentos de retas, curvas, circunferéncias ou semicircunferéncia dispostos
das mais variadas formas) que sempre possui dois vértices como extremidade. Conforme

[19],

Um grafo € uma figura constituida de um nimero finito de arcos (ou
curvas), chamados arcos ou arestas do grafo, cujas extremidades sdo
chamadas de vértices do grafo. Um mesmo vértice pode pertencer a vdrios
arcos e dois arcos s6 podem ter em comum um ou dois vértices de suas
extremidades. As duas extremidades de um arco podem coincidir, dando
lugar a um unico vértice — esquerda da Figura a seguir; um grafo pode ter
uma configuragdo espacial, como o grafo das arestas e vértices de um cubo,
como no grafo do centro da figura a seguir. Se um grafo pode ser
deformado, quando tem suas arestas esticadas, encolhidas ou deformadas,
de modo a ser desenhado num plano, ele é chamado de grafo planar. As
arestas de um cubo formam um grafo planar, que pode ser representado
como na direita da figura a seguir.
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Figura 5: Grafos conforme defini¢do de [19]

Vamos agora retornar ao exemplo 17, sob o ponto de vista da Teoria dos Grafos

para sua resolugio:

Exemplo 21: Problema da Amizade: Provar que em toda reunido com 6 pessoas,

ou existem 3 que sdo 2 a 2 amigas ou existem 3 que sdo 2 a 2 ndo amigas.

Solucdo 21: Vamos analisar o grafo a seguir para entender a reposta: no grafo os
vértices pretos representam as pessoas, as arestas azuis representam que as pessoas
ligadas por elas sdo amigas e as arestas vermelhas representam que as pessoas ligadas por
elas sdo ndo-amigas. Conforme podemos notar de cada pessoa fizemos 4 representagdes,
duas sendo amigas e duas sendo ndo amigas, faltando a liga¢do na quinta pessoa, que sera
ou amiga ou ndo amiga, logo terd obrigatoriamente 3 que sdo 2 a 2 amigas ou 3 que sdo

2 a 2 ndo amigas, como queriamos demonstrar.
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Figura 6: Inicio do desenho do grafo da amizade entre 6 pessoas

Também podemos notar que a soma dos graus dos vértices de um grafo € sempre
o dobro do nimero de arestas, pois quando contamos os graus dos vértices estamos
contando as extremidades das arestas uma vez. Como cada aresta tem duas extremidades,

cada aresta foi contada duas vezes.

3.3 Classificacao dos Grafos

Conforme [6] um grafo possui trés classificacdes que foram atribuidas a Euler:

GRAFO EULERIANO — Um grafo é Euleriano, ou seja, podemos
percorrer cada aresta de um grafo uma e somente uma vez partindo de um
vértice e a ele retornando se, e somente se, todos os seus vértices tem grau
par.

GRAFO SEMI-EULERIANO — Um grafo é semi-euleriano, ou seja,
podemos percorrer cada aresta de um grafo uma e somente uma vez
partindo de um vértice e finalizando em outro se, e somente se, no maximo
dois vértices tém grau {mpar.

GRAFO NAO-EULERIANO — Um grafo é ndo-euleriano, ou seja, no
existe um caminho onde podemos percorrer cada aresta de um grafo uma e
somente uma vez partindo de um vértice e finalizando neste mesmo vértice,
ou em outro se, € somente se, existem trés ou mais vértices com grau impar.
(2007, p. 54-58, com adaptacdes)

Exemplo 22: Veja as imagens a seguir e diga se € possivel desenha-las sem
passar duas vezes pela mesma aresta, ou seja, classifique os grafos a seguir em: Euleriano,

semi-euleriano ou nao-euleriano:
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Figura 7: Grafos Variados

Solugdo 22: Na Figura acima a primeira imagem representa um grafo euleriano
pois possui dez vértices, sendo cinco com grau dois € cinco com grau quatro, ou seja,
todos os vértices tém grau par logo € possivel desenhd-la sem passar duas vezes pela
mesma aresta, comeg¢ando e terminando no mesmo vértice. A imagem do meio € um grafo
semi-euleriano, pois apresenta seis vértices, sendo dois de grau impar (grau 3), trés de
grau quatro e um de grau dois, ou seja, € possivel desenhd-la sem passar duas vezes pela
mesma aresta, porém comegando por um vértice de grau impar e terminando noutro
também de grau impar. A imagem da direita € um grafo ndo-euleriano, pois dos seus sete
vértices trés deles apresentam grau trés, trés apresentam grau quatro € um apresenta grau
dois, logo ndo € possivel desenhd-la sem passar duas vezes pela mesma aresta, pois trés

de seus vértices apresentam grau impar.

3.4 Grafos Valorados

Grafos valorados sao grafos conforme estamos estudando até o momento, porém
com uma coisa a mais: as arestas possuem valores, que podem ser representacdes de
distancias, precos, quantidade, tempo, custo, gastos, entre outros. Os grafos valorados sdo
utilizados para percorrer os caminhos dos grafos de modo a constatar qual caminho € mais
vantajoso, ja que as arestas sdo valoradas, e dependendo da situacdo e do problema, em
vez de contar e analisar todas as possibilidades, usamos o conhecimento de grafos

valorados e conseguimos chegar a uma solu¢do mais rapidamente.
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Um exemplo de onde sdo utilizados grafos valorados € nos sistemas de GPS,
pois ao calcular a rota o sistema do GPS esta verificando os possiveis caminhos (que sdo
as arestas valoradas) entre as cidades (que s@o os vértices) e calcula a menor distincia

entre a origem e o destino.

Para resolver problemas deste tipo utiliza-se o algoritmo Dijkstra, que conforme
[6] considera um conjunto dos menores caminhos, iniciado com um vértice inicial. A cada
passo do algoritmo busca-se nas adjacéncias dos vértices pertencentes ao conjunto aquele
vértice com menor distancia relativa e o adiciona-o ao caminho e, entdo, repetindo os
passos até que todos os vértices alcancaveis sejam atingidos, até completar o caminho.

Arestas que ligam vértices ja pertencentes ao conjunto sdao desconsideradas.

Exemplo 23: Veja o mapa entre as cidades A, B, C, D, E e F (que ndo estd em
escala) abaixo e diga qual o menor caminho que Elen deve tomar para se deslocar da

cidade E até a cidade A:

Figura 8: Mapa das Cidades A, B, C,D,EeF

Solucdo 23: Utilizando o algoritmo de Dijkstra vamos verificar as
possibilidades: Saindo da Cidade E tem-se as seguintes possibilidade: EF —4; EC — 10;
ED - 5; Prosseguindo teremos: EFD — 5; EFA — 9; ECB -13; ECA — 11; EDF - 6; EDA
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—7; EDC — 7; Prosseguindo teremos: EFDA — 7; EFDC - 7; EFAC - 10; EFAB - 11,
ECAB - 13; EDFA - 11; EDAB - 9; EDCB - 10; EFDAB - 9; EFDCB - 10; Logo a

distancia minima serd de 7, através do caminho EDA que Elen deve tomar.
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4 Atividades de Analise Combinatoria

Apresentamos a seguir algumas atividades para que por meio da sua resolugao
possamos verificar o entendimento dos conceitos introduzidos anteriormente € compor

um material de consulta ao professor:

Atividade 1: Sabemos que para chegar ao sistema decimal, onde utilizamos os
10 algarismos (1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 0), muito precisou ser desenvolvido, desde o tempo
em que a matematica era feita por correspondéncia biunivoca (contava-se o nimero de
ovelhas de um rebanho através da associagdo de pedras colocadas numa sacola), até
passando por diversos sistemas (bindrio que ainda hoje é base dos computadores,
hexadecimal, entre outros). Mas, porque este sistema foi o escolhido? Certamente por
causa da relacdo com a quantidade de dedos e por assim sendo ficar mais fécil os célculos.
Considerando para cada item o sistema decimal, com algumas restricoes conforme

enunciado, responda:

A) Quantos numeros de dois digitos distintos existem? E se for um nimero de

quatro digitos distintos, quantos existem?

Solugd@o: O primeiro digito pode ser escolhido de 9 modos, pois ndo pode ser
igual a zero. O segundo digito pode ser o zero, porém nao pode ser o que escolhido para
o primeiro, logo temos 9 possibilidades também para o segundo. Portanto, basta
multiplicarmos 9 por 9 que obtemos 81 numeros de dois digitos distintos que existem.
Duvida? Faga contanto um a um todos os casos possiveis (10, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18,
19, 20, 21, 23, 24, 25, ..., 98); Se forem quatro digitos distintos teremos: 9¢9¢8¢7 = 4536

nimeros de quatro digitos distintos que existem.

B) Com os nameros 1, 2, 3, 4, 5 e 6, quantos nimeros de 4 algarismos podemos

escrever?

Solucdo: Basta usar o principio fundamental da contagem, onde para cada um
dos 4 algarismos teremos 6 nimeros como possibilidade, logo teremos 6°6°66=1296

algarismos que podemos escrever com os nimeros 1, 2, 3,4, 5 ¢ 6.
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C) Quantos nimeros de sete algarismos podem ser formados com os ndmeros 5,

5,5,5,7,8,87

Resposta: Este exemplo equivale a resolver um problema de permutacdo com
repeticdo, pois utilizaremos todos os elementos do conjunto, e existem elementos
. 7!
repetidos, logo: P, , ) =l
D) Quantos nimeros naturais de trés algarismos existem? E se forem inteiros,

quantos numeros inteiros de trés algarismos existem?

Solugdo: Para fazermos o célculo da quantidade de nimeros naturais com 3
algarismo, devemos considerar que o 1° algarismo nao pode ser o zero, pois caso fosse o
ndmero s6 teria 3 algarismo, logo para o primeiro digito temos 9 possibilidades, para o
segundo digito e para o terceiro digito que pode ser o zero, teremos 10 possibilidades
cada, logo teremos um total de: 9¢10°10=900 nimeros naturais com 3 algarismo e se
forem inteiros esta quantidade dobra, pois serdo 0os mesmos nimeros, porém negativos,

logo niimeros inteiros de trés algarismo serdao 90022=1800.

Atividade 2. Atualmente, com o desenvolvimento da tecnologia, surgem juntos
aos diversos beneficios que nos € proporcionado, alguns problemas que antes nao
existiam, tais como: Um banco pode garantir ao seu cliente que esteja seguro ao realizar
uma transacao bancaria? Se esquecer a senha de um equipamento eletronico como fazer

para recuperd-la? Tendo estas informacdes como base, responda as seguintes perguntas:

A) Para acessar ao site de um banco, Vitoria sabe que a senha de acesso €
composta de duas letras (dentre as vinte e seis do alfabeto) e quatro algarismos (de 0 2 9),
respectivamente. Quantas senhas Vitoéria pode cadastrar nesse banco, sabendo-se que nao

¢ permitido cadastrar senhas repetidas.

Solucgdo: Pelo principio fundamental da contagem, para a primeira letra e para

segunda letra Vitdria t€ém 26 opgdes, e para os quatro algarismos finais ela tém 10 opc¢des
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cada, logo basta fazer o produto de 2626210¢10210°10= 6.760.000, ou seja, praticamente

sete milhdes de senhas diferentes;

B) Considerando o item A, e se a senha for constituida de duas letras e quatro

algarismos em qualquer ordem, quantas senhas diferentes podem ser criadas?

Solucdo: Temos que escolher agora quantos sd@o os lugares possiveis para as
letras (combinacdo de 6, 2 a 2) e os lugares restantes serdo preenchidos pelos algarismos,
ou escolher os lugares que colocaremos os algarismos (combinacdo de 6, 4 a 4 que
equivale a combinagdo de 6, 2 a 2) e os lugares restantes serdo preenchidos pelas letras.
Logo, teremos: 15¢26¢26210210210°10, ou seja, 101.400.000, ou seja, mais de cem

milhdes de senhas diferentes.

Solucgdo errada: Se for em qualquer ordem, basta multiplicar por seis fatorial o
resultado anterior, ou seja: 6.760.00026!=4.867.200.000 (quase cinco bilhdes de senhas

diferentes).

C) A senha de seguranca para pagamentos do banco “Confie Sempre” consiste
A 6 (e
no 5° termo da expansao do bindémio (A + V) ,onde A € o simbolo que corresponde a

letra inicial do primeiro nome do cliente e V é o simbolo que corresponde letra inicial do
ultimo sobrenome do cliente. Qual a senha de seguranca do Cliente Roberto Luis

Dambros neste banco?

- . oA 6
Solugio: Para saber a senha considera-se o bindmio (r+d)’ que corresponde as

letras inicias de Roberto (primeiro nome) e Dambros (dltimo sobrenome) e calcula-se o

5° termo da expansio: 7, =T

v = Co,r'd®* =15r*d” que € a senha do cliente.

D) Miguel precisa de 30 moedas de 5 centavos e 10 centavos e solicita ao banco,
que dispde de um ndmero ilimitado de moedas de cada um dos dois tipos que ele deseja.

De quantas maneiras Miguel podera receber as 30 moedas?
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Solucgido: Para resolver consiste em saber quantas moedas de 5 centavos e quantas
de 10 centavos Miguel vai receber. Logo consiste em saber a quantidade de solucgdes

inteiras e ndo negativas da equagdo x, +x, =30 o que equivale a C,,, =29.

Atividade 3. Uma brincadeira muito comum com criangas que estdo sendo
alfabetizadas é formar palavras com uma quantidade de letras. Por exemplo, com as letras
A, V e E pode-se formar as palavras AVE, AEV, VEA, VAE, EVA e EAV, os quais cada
“palavra” destas sdao chamadas de anagramas, logo, com as letras A, V e E temos 6

anagramas possiveis. As criangas gostaram desta brincadeira e assim continuaram:

A) Brincando com as palavras elas quiseram saber quantos sdo os anagramas da

palavra grémio. Quantos anagramas encontraram?

Solucdo: Como ndo tem nenhuma letra repetida na palavra grémio, e esta palavra
contém 6 letras basta calcular a permutacio de 6, que equivale a 6!=720 que € o total de

anagramas da palavra grémio.

B) Ao fazer o célculo da quantidade de anagramas da palavra: Aquidauana as

criangas encontraram 3.628.800; Elas acertaram? Porque?

Solugdo: As criangas erraram, pois nio consideraram que a palavra Aquidauana

[Pl

tem letras repetidas, ou seja, Aquidauana tem 10 letras, sendo que o “a” aparece quatro

(1)

vezes e o “u” aparece duas vezes, teremos que fazer o cédlculo considerando uma

permutacdo com repeticao, ou seja, teremos um total de
10! 2
P _ 0 :36 8800:75600.
O 4121 242

C) Jodo Pedro, uma das criancas que estd sendo alfabetizada vai comprar 4
refrigerantes na cantina da escola para distribuir entre os seus amigos. Se na cantina sé

tem 2 tipos de refrigerantes de quantos modos ele pode comprar estes 4 refrigerantes.
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Solugdo: Este problema equivale a resolver a seguinte equagdo x, + x, = 4 sendo

que as varidveis podem ser 0, logo teremos ¢ =C,, =5,0useja, 5 possibilidades

(4+2-1),(2-1)

para Jodo Pedro comprar os 4 refrigerantes.

D) Luis Otdvio € um menino muito inteligente. Ela fez o desenho abaixo e

comegou a desenhar triangulos. Quantos triangulos com vértices nos pontos da figura sao

possiveis ele ter desenhado?

=

Figura 9: Figura da atividade 3A

Solucdo: Chamamos de A, B, C, D e E os 5 vértices da horizontal e F, G e H os
3 vértices da vertical. Para formar um tridngulo precisa-se de 3 pontos nio colineares,
logo existem duas opcdes: 2 vértices na horizontal (entre os vértices A, B,C,DeE)e 1

na vertical: C;,«3=10:3=30 e também temos a opgdo de dois vértices estarem na

vertical (Consideramos somente os vértices F, G e H, pois o vértice C j4 foi contato

anteriormente): C,,+4 = 3+4 =12. Dai basta somar as duas opgdes, ou seja: 30 + 12 =42

triangulos com vértices diferentes Luis Otdvio pode ter desenhado.
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Atividade 4. A empresa “Aprender Sempre” estd buscando aprimorar seus
métodos e estratégias para ter um lucro maior, e para isso estd implementando novas

estratégias para alcangar o sucesso desejado. Entre estas destacamos algumas:

A) Uma de suas estratégias, € que em cada reunido que acontece todos tem que
dar um abraco um ao outro para haver uma integracao maior e mais confianca. Em uma
reunido haviam doze pessoas e sabendo-se que cada uma abragcou a outra uma vez,

quantos abragos houveram?

Solucdo: Se a pessoa A abraga a pessoa B € o mesmo que a pessoa B abracar a
pessoa A, logo ndo importa a ordem de quem abraga quem para fazermos a contagem dos
abracos, € como ndo importa a ordem temos um problema de combinacio de 12

elementos, tomados 2 a 2, logo basta fazer: C,, =66.

12,2

B) A empresa estd optando por formar comissdes para resolver determinados
problemas, e para resolucdo de um problema sobre fornecimento de mercadorias o chefe
deve escolher entre seis homens e cinco mulheres uma comissao de cinco pessoas, com

exatamente trés homens. Quantas comissoes diferentes o chefe pode formar?

Solugdo: O chefe deve escolher trés dentre os seis homens (como nio importa a
ordem que fazer a escolha basta fazermos combinagdo de 6 tomados 3) e duas dentre as
cinco mulheres (como ndo importa a ordem que fazer a escolha basta fazermos
combinacdo de 5 tomados 2), e o multiplicar as duas possibilidades para ter o total de

possibilidades: C,,«C,, = 20-20 = 400 comissdes que podem ser formadas.

C) Ja para resolver um assunto sobre promogdes funcionais o chefe tem que
escolher entre 6 estagidrios e 4 efetivos para formar uma comissdo com 3 estagidrios e 2

efetivos. Quantas sdo as possibilidades?

Solucdo: Como ndo importa a ordem na escolha dos estagidrios nem dos efetivos
¢ um problema que resolve-se através de combinagdes, logo basta fazer:

CyyC,, =206 =120.



51

D) A empresa opta por bonificar os seus melhores funcionérios, sendo que no
ultimo més a funciondria Norma ganhou uma promocgao e teve que escolher trés brindes

dentre sete possiveis. De quantas maneiras ela pode fazer esta escolha?

Solucdo: Como nao importa a ordem de escolha dos brindes basta fazer 7¢6¢5 e
dividir este resultado por 3!=6, j4 que ndo importa a ordem, o que equivale a

70765

= =35 maneiras de escolher.
3!(7—3)! 3.2.1

C7,3 =

Atividade 5. Combinar diferentes sabores sempre foi e € uma das curiosidades
do ser humano, que procura fazer novas combinac¢des para inventar um gosto diferente,
seja estas combinagdes feitas com sorvetes, frutas, lanches, comidas, entre outros.
Sabendo disto, ajude as pessoas a contar as suas opc¢des para variar os sabores que

experimentam:

A) Carlos vai a uma sorveteria para comprar uma bola de sorvete e uma
cobertura. Sabendo que existem sete sabores de sorvete e trés tipos de cobertura, quantos

tipos diferentes de combinacdo sorvete-cobertura ele poderd pedir?

Solucdo: Basta usar o principio fundamental da contagem e Carlos terd 7¢3=21

combinacdes de sorvetes-cobertura para escolher.

B) Waldineya tem nove espécies de frutas e deseja fazer uma salada de frutas

contendo 3 espécies diferentes. Quantas op¢des de salada de frutas Waldineya pode fazer?

Solucdo: Como nao importa a ordem de escolha das frutas, basta calcular a

combinacdo de 9, tomados 3, ou seja: C,,=84.

C) Eduardo vai até uma lanchonete que oferece aos seus clientes suco de frutas
utilizando laranja, uva, maca, abacaxi e kiwi, para produzir seus produtos, que sao sucos
com um Unico tipo de fruta ou sucos com a mistura de dois tipos de frutas. Os sucos
produzidos podem conter agicar ou adocante. Qual a quantidade de sucos diferentes que

o cliente pode optar?
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Solu¢do: De um tipo somente temos 10 op¢des (pois pode-se colocar agticar ou
adocante) e de dois tipos teremos a combinacdo de 5 frutas tomadas 2 e o resultado
multiplica-se por 2 (possibilidade de wusar agicar ou adocgante), ou seja:

'
Cs, = 5— = ﬁ =10°+2=20, logo Eduardo terd uma quantidade total de 10+20=30

21(5-2)! 2

op¢oes de sucos diferentes para escolher.

D) Maria vai até outra lanchonete onde, para montar um sanduiche os clientes
possuem trés opgdes de pao: italiano, nove graos ou integral para escolher uma, cinco
op¢oes de recheio: atum, rosbife, frango, peito de peru ou vegetariano para escolher uma,
dois tipos de queijo: suico ou chedder para escolher um, trés tipos de molhos: mostarda
com mel, maionese ou barbecue para escolher um. Quantos sanduiches diferentes Maria

pode escolher?

Solucgido: Pelo Principio Fundamental da Contagem basta multiplicar as opgoes
de pao pelas op¢des de recheio pelas opgdes de queijo e pelas opgdes de molhos, ou seja,
multiplicamos 3¢5¢2¢3=90 op¢des de sanduiches diferentes que Maria poderd escolher

dentre as op¢des disponiveis.

Atividade 6. Numa viagem de um navio cruzeiro existem diversas atividades
para serem feitas. Fernanda em sua viagem teve que fazer diversas escolhas. Ajude

Fernanda a analisar quantas opcdes t€ém para cada uma das atividades a seguir:

A) Fernanda decidiu comer uma salada de fruta, onde para montar a salada de
frutas tinha a sua disposi¢do nove frutas diferentes. Quantas saladas de frutas contendo

duas ou mais frutas podem ser feitas?

Solugdo: Se Fernanda decidir uma salada de fruta com duas frutas ela terd que
escolher 2 entre as 9, se quiser com 3 frutas terd que escolher 3 entre as 9, e assim
sucessivamente ou que equivale a fazer combinacio de 9 tomados 2, de 9 tomados 3, até
combinacdo de 9 tomados 9, ou seja, basta utilizar o Teorema das Linhas e desconsiderar

a combinacao de 9 tomados 0 e de 9 tomados 1:
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Cor,+Cys+...+Cyy=2"-Cy,—Cy, =512-1-9 =502 que fica bem mais facil do que ir

calculando caso por caso.

B) No saldo de festa do navio existem nove lampadas. Qual o total de maneiras
deste saldo estar iluminado, sabendo que pelo menos uma ldmpada tem que estar acesa e

no méximo oito podem estar acesas simultaneamente.

Solucgdo: Se fosse calcular todas as possibilidades teriamos que fazer o célculo
de combinag¢do de 9 tomados 2, de 9 tomados 3 até combinar de 9 tomados 8 e somar
todos os casos. Porém, basta utilizar o Teorema das Linhas e desconsiderar a combinacao
de 9 tomados O e de 9 tomados 9, ou seja: Dbasta fazermos:

Cop+Cy+Cy,+..+Cyy=2"-C,,—Cy, =512-1-1=510maneiras deste saldo estar

iluminado dentro das condicdes exigidas.

C) Fernanda observou que cinco pessoas estdo na espera para serem atendidas
no consultério dentdrio do navio, porém, s6 tem um sofd com trés lugares disponivel para

que sentem. De quantas maneiras diferentes podem se sentar estas pessoas?

Solucdo: Como das 5 pessoas serdo somente 3 que ficardo sentadas, para o
primeiro lugar existem 5 op¢des, para o segundo lugar 4 opcdes e para o 3° lugar 3 opg¢des,
logo: 5+4¢3=60 maneiras diferentes que estas pessoas podem sentar-se, ou simplesmente

por arranjo de 5 tomados 3 que resulta também em 60 maneiras.

D) Para ir do navio até a cidade de Bizios, um bote tem capacidade para 10
pessoas, sendo que existem 5 assentos para sentar na frente e 5 assentos para sentar atras.
Dos 10 passageiros que vao andar de bote 4 preferem sentar na frente, 3 preferem sentar
em algum lugar atrds e 3 ndo t€m preferéncia. De quantas maneiras os lugares podem ser

ocupados respeitando-se as preferéncias?

Solucdo: Para escolher os lugares dos 4 que preferem sentar na frente fizemos
combinacdo de 5 tomados 4. Para os que preferem sentar atrds fizemos combinagdo de 5
tomados 3; E os trés restantes, que nao tem preferéncia temos para a primeira pessoa 3

opgoes, para a segunda 2 e para a terceira 1 op¢ao, ou seja: 3! Opg¢des. Logo, teremos um
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total de C,,+C;,3!=5+10+6 =300 maneiras de ocupar os lugares respeitando as

preferéncias.

Atividade 7. O sistema administrativo atualmente envolve muitos fatores e
exige-se muito conhecimento para domind-lo ou mesmo para entendé-lo
superficialmente, ji4 que existe uma infinidade de regras e fatos normalmente

desconhecidos. Tendo isto em vista, considere as seguintes situacoes:

A) Adelar, Basilio, Cristiano, Delourdes, Elena, Fabiana e Geisa disputam as
vagas de sindico, subsindico e tesoureiro do prédio onde moram. De quantas maneiras

distintas estes cargos podem ser ocupados?

Solucdo: Como importa a ordem temos sete opcdes para o sindico, seis para o
subsindico e cinco para o tesoureiro, teremos portanto 7¢6°5=210 maneiras distintas de

ocupar oS cargos.

B) Um politico decide fazer quinze doacdes de cinco mil reais cada entre quatro
institui¢des de caridade disponiveis, sendo que ele pode optar por dar quantas doacdes
quiser entre as quinze (nenhuma, uma, duas, trés, .... ou mesmo todas as doacdes para

uma institui¢do). De quantas formas o politico pode fazer esta doacao?

Solucdo: Este problema consiste em resolver a seguinte equacdo:

X, +x,+x,+x, =15, e como x, pode ser zero temos que a resposta se dd pela formula

de resolucdo do nimero de solugdes inteiras e nao negativas de uma equagio, onde

!
=Ciy5 = 18t _ 816 formas que o politico tem de fazer a doag@o.

teremos: C( =
3115!

15+4-1),(4-1)

C) No estacionamento da Camara Municipal da cidade “Politicos Honestos”
existem 19 vagas reservadas para os vereadores. Dos 19 vereadores da cidade 8 possuem
carros vermelhos, 7 possuem carros azuis € 4 possuem carros brancos, sendo todos os
carros de modelos diferentes, apenas com a cor igual. De quantas maneiras os vereadores

podem lotar as vagas reservadas no estacionamento de modo que os carros vermelhos
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fiquem nas primeiras 8 vagas, os azuis nas proximas 7 vagas e os brancos nas 4 vagas

remanescentes?

Solucdo: Como todos os carros sdo distintos, temos 19! maneiras de colocar os
carros no estacionamento. Porém vamos considerar indistinguiveis os carros da mesma
cor, 0 que nos resulta em utilizarmos permutagdes com repeti¢des para obter um total de

191
Bosao =gi71a1

=24.942.060 disposicdes diferentes.
D) De quantas maneiras podem ser distribuidas 8 leis para analise e 7 obras para
fiscalizacdo entre 3 vereadores, de modo que cada um dos 3 vereadores receba no minimo

1 lei e 1 obra para fazer as verificagdes?

Solucgdo: Para as leis, consiste em saber o nimero de solucdes inteiras positivas

da equacdo a x, +x, +x, =8 que resultaem C y=C,, =21 distribuicdes possiveis.

(8-1),(3-1
Ja para as obras consiste em saber o niimero de solucdes inteiras positivas da equagdo a

X, +x,+x,=7 que resulta em C  =Cy, =15 15 distribui¢cdes possiveis. Logo

(7-1),(3-1
multiplicando o total de possibilidade de distribui¢c@o das leis pelo total de possibilidade
da fiscalizagdo das obras, temos 2115 =315 distribui¢des possiveis das leis e obras para

os vereadores fazerem as verificacoes.

Atividade 8. Jodo Vitor € um menino muito bagunceiro e sua mae estd sempre
cobrando que ele organize suas coisas e que estude. As vezes até ele mesmo ndo consegue
encontrar o que deseja. Ajude Jodo Vitor a organizar seu quarto, sua estante da biblioteca

e fazer seu dever de casa:

A) Na gaveta do guarda-roupa de Jodo Vitor hé oito pares de meias pretas, nove
pares de meias brancas e seis pares de meias azuis. A escuriddo no quarto onde estd o
guarda-roupa ¢ total. Qual é o nimero minimo de meias que Joao Vitor deve pegar para

ter certeza de que um par seja de meias da mesma cor?
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Solucdo: Pelo principio das gavetas, basta pegar 4 meias, pois caso as trés
primeiras forem diferentes uma da outra, a quarta meia com certeza serd igual a uma das

trés cores das anteriores, ja que as meias servem para os dois pés, s6 importa a cor.

B) De quantos modos distintos, a prima de Jodo Vitor, Melissa pode colocar 8

livros juntos em uma estante da biblioteca?

Solucdo: Basta utilizarmos o principio fundamental da contagem que teremos

81=40320.

C) Como tarefa escolar a Irma de Jodo Vitor, Heloisa, recebeu o seguinte desafio:
marcam-se quatro pontos sobre uma reta r € cinco pontos sobre a reta s, que € paralela a
reta r. Qual nimero de tridngulos com vértices nesses pontos que podem ser construidos

por Heloisa?

Solucdo: Para formar um tridangulo precisamos de trés pontos ndo colineares,
logo temos duas op¢des, utilizamos dois pontos da reta r e um ponto da reta s ou um ponto

daretar e dois pontos da reta s, logo para escolher dois pontos da reta r teremos C,, = 6

multiplicado pelo total de pontos de S, ou seja 625=30; Escolhendo dois pontos da reta s

termos C,, = 10 multiplicado pelo total de pontos de r, ou seja 10°4=40; Somando as

duas possibilidades: 30+40 teremos 70 triangulos que podem ser construidos.

D) Como complementacdao do dever de casa, Joao Vitor recebeu o seguinte

desafio: Quantas retas podem ser tragadas por 2 pontos das circunferéncias abaixo?

Figura 10: Figura da atividade 8D
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Solucdo: Como a reta AF e a reta FA sdo a mesma reta, ndo importa a ordem,

logo basta fazer c, =15.

Atividade 09. Elen gosta muito de viajar e sempre quando viaja, ela planeja com
antecedéncia e analisa os percursos e caminhos que fard para conseguir economizar tempo
e dinheiro e assim poder aproveitar mais. Verifique as questdes a seguir de algumas

viagens dela:

A) Em uma de suas viagens, Elen, que mora na cidade A, planeja visitar as
cidades B, C e D e retornar a cidade onde reside sem passar duas vezes pela mesma

estrada. E possivel ela fazer a viagem com as condigdes que deseja?

Figura 11: Figura da atividade 9A

Solucdo: Sim, € possivel, pois, considerando a teoria dos grafos, sendo que cada
cidade (A, B, C e D) é um vértice e cada estrada uma aresta, como de cada vértice saem

exatamente duas arestas, logo € possivel.

B) No proximo més Elen desejar visitar as cidades E, F e G novamente sem

passar duas vezes pela mesma estrada. Serd possivel?
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Figura 12: Figura da atividade 9B

Solucdo: Nao, pois pela teoria dos grafos, considerando que cada cidade (A, E,
F e G) é um vértice e cada estrada uma aresta, do vértice F sai duas arestas, do vértice G
sai 4 arestas e dos vértices A e E trés arestas, logo hd possibilidade de Elen realizar seu
desejo comecando em A e terminando em E, mas dai ao retornar para A passaria 2 vezes

pela estrada.

C) No més passado Elen visitou as cidades H, I e J. Ela conseguiu fazer estas

visitas passando por todas as 8 estradas disponiveis que interligam as cidades?
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Figura 13: Figura da atividade 9C

Solucdo: Nao, pois as cidades A e H possuem 3 estradas saindo/chegando nela e
as cidade I e J possuem 5 estradas chegando/saindo nela, logo pela teoria dos grafos nao

€ possivel.

D) Para o final do Ano, Elen deseja visitar a cidade P, porém quer saber qual o
menor caminho que deve seguir para chegar até a cidade P, se ela tem disponivel todos
os caminhos conforme mapa abaixo. Ajude Elen a encontrar o menor caminho dizendo

qual o caminho e qual distancia percorrida por ela?
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Figura 14: Figura da atividade 9D

Solucgdo: Pela teoria dos grafos valorados o menor caminho serd AMONP que

resultard em 62km para Elen Percorrer.

Atividade 10. Uma das principais atividades de lazer das pessoas € viajar, e para
isso sempre se tem que fazer escolhas de qual caminho deve-se tomar para chegar ao

destino, considerando diversos fatores. Responda as situacdes a seguir:

A) Existem quatro estradas ligando duas cidades A e B, e trés estradas ligando
as cidades B e C. De quantos modos diferentes Melissa pode se deslocar da cidade A até

a cidade C?

Solucgdo: Basta utilizarmos o principio fundamental da contagem que teremos 4
possibilidades para ela se deslocar de A para B e 3 possibilidades de se deslocar de B para

C, logo pelo PFC Melissa tem 4¢3=12 maneiras.

B) Ao fazer a mala para viajar, Edineia deve escolher quatro entre onze calcas

que possui. Quantas possibilidades ao todo ela tem para escolher as calgas?
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Solucdo: Como ndo importa a ordem que Edineia escolhe as calgas, € um
problema de combinacdo, logo basta, fazer combinacdo de 11 tomados 4, ou seja,

C,,, = 330 possibilidades de escolha.

C) Durante uma viagem, se encontram oito criancas que decidem formar uma

roda de ciranda. De quantas formas elas podem formar esta roda?

Solucdo: Este é uma caso de permutacao circular, logo basta fazer 7!=5040.

D) Eduarda é uma menina que tem muitos brinquedos e para viajar seus pais
fizeram ela escolher 2 entre suas 15 bonecas e 3 entre 11 jogos que possui para levar para

a viagem. De quantas formas Eduarda pode fazer esta escolha?

Solucdo. Como nao importa a ordem de escolha, € um problema de combinagao,
onde primeiramente calcula-se as possibilidades de escolha das bonecas (combinacdo de
15 tomados 2) e a seguir multiplica-se este resultado pelas possibilidade de escolha dos

jogos (combinag@o de 11 tomados 3): C;,+C,, , =105:165 =17325 formas Eduarda pode

fazer esta escolha.

Atividade 11. A Escola “Vontade de Saber Sempre Mais” propde desafios para
os seus alunos regularmente através de gincanas e premiando os melhores colocados. A
turma de Ricardo foi a turma vencedora, onde acertou todos os desafios propostos pela

escola. Prove que vocé também € capaz de acertar:

A) Qual é o nimero minimo de pessoas que deve haver em um grupo para que

possamos garantir que nele ha pelos menos seis pessoas nascidas no mesmo meés?

Solucio: Pelo principio da casa dos pombos (principio das gavetas), imaginamos
a pior das hipéteses, onde no grupo existem cinco pessoas aniversariando em cada més,
logo totaliza-se sessenta pessoas, portanto, a 61* pessoa integrard um grupo que ja conta
com cinco aniversariantes no mesmo meés, logo a resposta correta deste desafio é 61

pessoas.
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B) A professora Sonia ird escolher trés, dentre oito alunos, para fazer um passeio.

De quantas maneiras ela poderé realizar esta escolha?

Solugdo: Como ndo importa a ordem de escolha dos 3 alunos, € um problema de

8 876

= = 56 maneiras.
3!(8—3)! 3.2.1

combinagdo, logo: C; ; =

C) Em uma caixa, totalmente escura, sem conseguir enxergar o que estd dentro,
ha treze bolas do mesmo tamanho e peso, sendo quatro bolas azuis, quatro bolas
vermelhas e cinco bolas pretas. Dario precisa retirar 1 bola azul da caixa. Quantas bolas

Dario tem que retirar, no minimo, para ter a certeza que uma delas é azul?

Solucio: Pelo principio das gavetas, imaginamos a pior das hipéteses, onde seria
retirar todas as bolas vermelhas (4) e todas as bolas pretas (5) primeiramente, logo a
proxima bola a ser retirada com certeza seria azul, portanto: 4+5+1=10 bolas no minimo

que Dario tem que retirar, no minimo, para ter a certeza que uma delas é azul.

D) Num pomar de laranjeiras tem mais arvores que laranjas em qualquer das
laranjeiras. Nao existem duas laranjeiras com o mesmo ndmero de laranjas. E também
nao ha nenhuma laranjeira com exatas 18 laranjas. Qual é o maior nimero possivel de

laranjeiras desse pomar?

Solugdo: Como o problema fala que nao hd nenhuma laranjeira com exatas 18
laranjas, € sensato comecar a observar com 18 laranjeiras. Suponhamos que temos 18
laranjeiras e 18 possibilidades de quantidades de laranja, a saber, O, 1, 2,..., 17 que
responde ao problema. Porém, caso seja maior que 18, 19, por exemplo, tem-se 19
laranjeiras e 18 possibilidades para quantidades de laranjas em laranjeiras, a saber, 0,1, 2,
..., 17 (18 ndo pode). O que contraria o fato de ndo haver laranjeiras com o mesmo nimero

de laranjas. Logo, o nimero maximo € 18 laranjeiras.

Atividade 12. Colorir desenhos, fazer avaliacdes, dormir e organizar seus livros
sdo algumas das atividades do cotidiano de Isadora. Ajude Isadora a resolver as seguintes

situagdes de seu dia-a-dia:
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A) Isadora recebeu como tarefa, fazer uma bandeira formada por oito listras
horizontais usando apenas as cores do Grémio (azul, preto e branco). Porém, cada listra
deve ter apenas uma cor e ndo se podem usar cores iguais em listras adjacentes. Quantas

bandeiras diferentes ela pode criar?

Solucgdo: Para a primeira listra existem trés modos de escolher a cor, e partir da

segunda listra, dois modos, pois ndo pode ser igual ao anterior, logo temos: 32’ =384

modos de colorir a bandeira.

B) O professor Edilson aplicou uma prova com quinze questdes de verdadeiro
ou falso e Isadora gabaritou a prova, porém, sua colega nao havia estudado e chutou todas
as questdes. De quantas maneiras distintas sua colega (que chutou as questdes) pode ter

respondido?

Solucdo: Como cada questio tem dois modos de resposta (verdadeiro ou falso),

pelo principio fundamental da contagem: 2° =32768.

C) Como tarefa a professora deixou o seguinte desafio para turma de Isadora:
quantas pessoas, no minimo, devem morar numa casa com seis quartos, para que pelo

menos duas durmam no mesmo quarto?

Solucdo: Basta colocar 1 pessoa em cada quarto, que com 6 pessoas cada quarto
terd uma pessoa, logo a 7* pessoa terd que dormir no mesmo quarto que uma das 6
anteriores, ou seja, pelo principio das gavetas 7 pessoas sdo necessdrias para que pelo

menos duas durmam no mesmo quarto.

D) Um amigo mostrou a Isadora 5 livros diferentes de matemaética, 7 livros
diferentes de fisica e 10 livros diferentes de quimica e pediu-me para escolher 2 livros
com a condi¢do de que eles ndo fossem da mesma matéria. De quantas maneiras Isadora

pode fazer esta escolha?

Solucdo: Pode fazer as seguintes escolhas: (a) matemadtica e fisica: 5.7=35

maneiras; (b) matemética e quimica: 5.10=50 maneiras; (c) fisica e quimica: 7.10=70
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maneiras. Como as escolhas de Isadora s6 podem ocorrer dentre uma das possibilidades

(a), (b) ou (c), entdo 35 + 50 + 70 = 155 foram as maneiras de fazer esta escolha.
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5. RECURSOS TECNOLOGICOS

Neste Capitulo falaremos sobre o uso da tecnologia de forma a beneficiar,
interessar, propagar, problematizar e facilitar o ensino e aprendizagem de Andlise
Combinatéria e apresentar a constru¢do de um objeto de interagdo virtual com este

proposito.

5.1 Uso da tecnologia no ensino e aprendizagem

Fazendo uma andlise do que conhecemos e temos € considerado como um
incomensuravel salto de progresso dos homens das cavernas aos homens atuais, onde hoje
tudo que imaginavam naquele periodo, provavelmente ja deve ter sido criado e estamos
usufruindo diariamente sem nem pensar em como teriamos que fazer se nao tivéssemos
disponivel tal tecnologia, seja esta tecnologia desde um talher, algum mecanismo para
fazer fogo, e todos os utensilios didrios que utilizamos. Daqui algum tempo, o que temos
hoje podera ser considerado como pré-historia e novas ideias que nem passam por nossas

mentes surgirao.

A matematica € uma das ci€ncias que mais contribui para o desenvolvimento do
pensamento pois estrutura-o, além de possibilitar desenvolvimento de novas ferramentas
e métodos alternativos em todas as dimensdes e ambientes, o que é de grande importancia
na sociedade. Assim sendo, constata-se que a sociedade atual estd passando por uma
grande transformacgdo e que exige cada vez mais dos individuos caracteristicas como:
cooperacdo, criatividade, autonomia, raciocinio ldégico, pensamento evoluido,

conhecimento e habilidades de lidar com situacdes diversas.

O fato é que com isso acabam ocorrendo mudangas em tudo, e na educacao nao
¢ diferente. Um dos grandes desafios dos professores é saber utilizar os recursos

tecnolégicos de forma correta, fazendo com que o estudante se sinta fascinado por esta
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tecnologia como uma ferramenta didética e ndo somente como um passatempo, ou seja,
usar os recursos como forma de desenvolver o pensamento, para modelar e resolver
diversos problemas. O ensino com auxilio destes recursos implica que o aluno possa
adquirir conceitos, aprender, buscar o conhecimento sobre qualquer assunto, ou seja,

possibilita condicdes do aluno aprender e conforme afirma [24],

Hoje, nés vivemos num mundo dominado pela informagado e por processos
que ocorrem de maneira muito rdpida e imperceptivel. Os fatos e alguns
processos especificos que a escola ensina rapidamente se tornam obsoletos
e inuteis. Portanto, ao invés de memorizar informacao, os estudantes devem
ser ensinados a buscar e a usar a informacao. Estas mudangas podem ser
introduzidas com a presenca do computador que deve propiciar as
condigdes para os estudantes exercitarem a capacidade de procurar e
selecionar informacao, resolver problemas e aprender independentemente.

(p. 6).

Ainda conforme [24] (p. 49), “o computador deve ser usado como uma
ferramenta que facilita a descricdo, a reflexdo e a depuracao de ideias”. Nesse paradigma,
as tecnologias estdo cada dia mais presente em nossas vidas, sendo que se tornaram
indispensaveis, e é impossivel pensar na possibilidade de viver sem ela, pois imagine
voceé viver sem celular, computador, televisdo. Um excelente exemplo disto é o celular,
que até quinze anos atrds era artigo de luxo, apenas quem realmente tivesse poder
aquisitivo muito elevado o possuia. Hoje em dia ndo é facil encontrar alguém que ndo
possua celular e que este ndo seja considerado indispensdvel para sua propria
sobrevivéncia. Assim, como o celular, outros equipamentos eletronicos, tais como tablet,
smartphone, videogames, notebooks e principalmente a internet se tornaram

indispenséveis para acompanhar os acontecimentos e informagoes.

Este avancgo tecnoldgico € de extrema importancia para todos, pois, além da
possibilidade de comunicagdo com todo o mundo, mudam a rotina, porque acabamos

dependendo desta tecnologia, ja que temos necessidades que anteriormente nao existiam.

As mudancgas do sistema de producgdo e dos servicos, as mudancgas tecnoldégicas
e sociais exigem um sujeito que saiba pensar, que seja critico e que seja capaz de se
adaptar as mudancas da sociedade e, principalmente, que esteja apto a trabalhar com as

novas tecnologias, ou seja, temos um contexto de tecnologia que muda continuamente.



67

Falando um pouco mais sobre as tecnologias de informag¢ao e comunicagao (conhecidas

como TICs) [14] dizem que,

As TICs ndo sdo apenas ferramentas auxiliares de trabalho. Sdo um
elemento tecnolégico fundamental que dd forma ao ambiente social,
incluindo o ensino da matemdtica. Como tal, influenciam a evoluc¢do do
conhecimento e da identidade profissional do professor de matemadtica. Os
futuros professores precisam desenvolver confianca no uso dessas
tecnologias e uma atitude critica em relagdo a elas. Precisam ser capazes de
integrd-las nas finalidades e nos objetivos do ensino da matemadtica. A
tarefa dos programas de formacgdo nfo € ajudar os futuros professores a
aprender a usar essas tecnologias de um modo instrumental, mas considerar
como € que elas se inserem no desenvolvimento de seu conhecimento e de
sua identidade profissional. O curriculo dessa disciplina proporciona aos
futuros professores experiéncias aprofundadas de trabalho em projetos
envolvendo as TICs, mas outros contextos de trabalho precisam ser criados,
levando em consideracdo outros aspectos dessas tecnologias em rdpida
expansdo, especialmente seu potencial para interacdes e trabalho
colaborativo a distancia. (p. 190)

As tecnologias, portanto, introduzem uma revolucdo fundamental na
mentalidade contemporanea, ndo apenas pela possibilidade de acumular uma grande
quantidade de informacgdes e processad-las rapidamente, de utilizar como comunicador,
transmissdo de arquivos, dados, mensagens, mas também por proporcionar a
simbolizacao e simulagdo de situa¢des de grande complexidade, a construcao de modelos,
a experimentacao virtual e, sobretudo, a oportunidade para pensar/modificar o processo

de pensamento.

Nesse sentido, a tecnologia tem provocado uma revolugao em todos os lugares,
principalmente na educacgdo, pela capacidade de "ensinar". As tecnologias devem ser
utilizadas como um instrumento capaz de auxiliar na mudanca do ensino aprendizagem,
estando no sistema educacional para alimentar o processo de aprendizagem e para
enriquecer ambientes de aprendizagem, onde o estudante, interagindo com os objetos
desse ambiente, tem chance de construir o seu conhecimento. Nesse sentido, a escola deve
preparar o estudante para a vida, e as tecnologias fazem parte da vida de todos nds

atualmente.

De acordo com [25] (p. 58) “...a0s poucos, o raciocinio 16gico vai-se impondo
sobre a intuicdo e a percep¢do, a crianga organiza as informacdes em sistemas,

relacionando-as no interior dos mesmos”’.
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Assim sendo, as tecnologias devem ser utilizadas como instrumento de

aprendizagem, onde o estudante atua e participa do seu processo de constru¢do de

conhecimentos de forma ativa. A informatica deve ser posta a servico da educagdo e ndo

o contrario. Com relacdo a entrada da tecnologia na escola, [2] acredita que:

(...) um dos maiores males que a escola pratica é tomar a atitude de que
computadores, calculadoras e coisas do gé€nero ndo sdo para as escolas dos
pobres. Ao contrdrio: uma escola de classe alta pode dar-se ao luxo de ndo
possuir um computador. Uma escola de classe pobre necessita expor seus
alunos a esses equipamentos que estardo presentes em todo mercado de
trabalho do futuro imediato. Se uma crianca de classe pobre ndo vé na
escola um computador, como jamais terd oportunidade de manejéd-lo em
sua casa, estard condenada a aceitar os piores empregos que lhe oferecam.
[...] Ignorar a presenca de computadores e calculadoras na educacdo
matemdtica € condenar os estudantes a uma subordinagdo total a
subempregos. ( p.17).

Precisamos modificar os pensamentos das pessoas, para que o computador possa

auxiliar no desenvolvimento humano e, conforme relato de [9],

O re-encantamento [da educagdo, da arte de ensinar], enfim, ndo reside
principalmente nas tecnologias [computadores] cada vez mais sedutoras,
mas em ndés mesmos, na capacidade em tornar-nos pessoas plenas, num
mundo em grandes mudancas [tecnolégicas e comportamentais] € que nos
solicita a um consumismo devorador e pernicioso. E maravilhoso crescer,
evoluir, comunicar-se plenamente com tantas tecnologias de apoio. E
frustrante, por outro lado, constatar que muitos sé utilizam essas
tecnologias nas suas dimensdes mais superficiais, alienantes ou
autoritdrias. O re-encantamento, em grande parte, vai depender de nds.
[Grifo meu] (MORAN, 1995, p.26)

O computador tem diversos objetivos na educagdo, mas ndo € sempre fécil

alcancé-los, e de acordo com [24],

Seguem alguns

informadtica na educacao:

Desenvolver o raciocinio ou possibilitar situacdes de resolucdo de
problemas. Essa certamente € a razdo mais nobre e irrefutdvel do uso do
computador na educa¢do. Quem ndo quer promover o desenvolvimento do
poder de pensamento do aluno? No entanto, isso é ficil de ser falado e
dificil de ser conseguido. (p. 31)

dos objetivos que podemos alcancar a partir do uso da
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v Promover e desenvolver a autoestima, a interatividade, a criatividade, a

autonomia e o trabalho cooperativo;

v' Levar o estudante a experimentar o sucesso e¢ aprender a lidar com o
insucesso, refazendo até acertar, valorizando o erro como etapa necessdria para o

desenvolvimento humano;

v Permitir que o estudante construa seu préprio projeto refletindo suas

vivéncias;

v' Apoiar o desenvolvimento cognitivo;

v" Promover o pensar sobre o préprio pensar;

v' Ampliar a capacidade de aprendizagem;

v' Facilitar a integragdo interdisciplinar;

v' Desenvolver diversas e distintas linguagens;

v" Fazer simulagdes;

v Realizar indugdes de conceitos abstratos, a partir de exemplos visuais e

dinamicamente alteraveis;

v' Apresenta maior motiva¢do dos estudantes, pois representam desafios

grandes e motivadores;

v Permitir melhor representa¢do e manipulagdo de alguns objetos do que

outras midias;

v" Permitir diferentes andlises, tanto macroscépicas como microscépicas de

todos os objetos e fatos;

v Permitir que o estudante desenvolva seu trabalho conforme seu ritmo;



70

v" Permitir que o estudante se comunique e troque ideias com pessoas de toda

parte do mundo, de diferentes linguas e costumes, inclusive instantaneamente;

v Tornar a aula mais agradével, divertida, dinAmica e produtiva;

v" Fazer provas de teoremas e comprovag¢io de resultados por meio do uso

do computador, assim como testar conjeturas;

v" Modernizar o ambiente de ensino-aprendizagem, desde a caracteristica

fisica com a presenca dos computadores, como a mental;

Mas, temos de levar em conta, nada adianta possuirmos tecnologia de ultima
geracdo e programas modernissimos se ndo soubermos como utilizd-los. O professor
precisa ser capacitado para que possa utilizd-la como um instrumento de ensino-
aprendizagem. Dessa forma, as tecnologias poderdao ajudar o professor a atender os
estudantes de forma diversificada, de acordo com suas necessidades, pois as tecnologias
se tornam uma ferramenta de aprendizagem importante na educacio, porque oferece um
suporte, uma infraestrutura para que se possam realizar coisas que somente com outros
instrumentos ndo seriam possiveis, ja que a sua utilizacdo na educagdo significa uma
possibilidade de estruturar, potencializar, fortalecer novas ideias que podem transformar
a escola num espaco vivo de producdo, recepcdo e socializagdo de conhecimentos,
possibilitando o fazer, o executar e criar coisas, encurtando distancias e facilitando a

comunicagao.

As novas tecnologias que surgem todos os dias facilitam a motivacao dos
estudantes pela novidade e pelas possibilidades inesgotdveis de pesquisa que oferece.
Essa motivacdo aumenta se o professor a faz em clima de confianca, de abertura, de
cordialidade com os estudantes. Mais que a tecnologia o que facilita o processo de ensino—
aprendizagem é a capacidade de comunicacdo auténtica do professor, de estabelecer
relacdes de confianga com seus estudantes pelo equilibrio, competéncia e simpatia com

que ele atua. De acordo com [1],

As novas tecnologias vao, aos poucos, incorporando-se ao dia-a-dia da sala
de aula e por isso devem ser tratadas, testadas e estudadas nos cursos de
licenciatura em matemdtica. Tal pratica faz com que professores e alunos
se sintam preparados e motivados para o seu uso, 0 que permitird, aos



71

futuros licenciados, uma melhor preparacdo para suas atividades no ensino
fundamental e médio. (p. 169).

Essa disseminacdo causada pelo computador, e por toda tecnologia assessoria,
provocou uma grande mudancga social: nocdes de tempo e espaco se alteraram com a

possibilidade de rapido acesso a banco de dados em qualquer lugar do planeta.

Conforme [9] “...cada inovacdo tecnoldgica bem sucedida modifica os padrdes
de lidar com a realidade anterior, muda o patamar de exigéncias do uso”(p. 25). Novas
modalidades de comunicagdo e trabalho emergiram e ainda emergem e, nesse aspecto,

concordo com [15],

Inimeras transformagdes aconteceram motivadas pelo desenvolvimento
dos computadores. A tecnologia tem influenciado na maneira de viver, de
se divertir, de informar, de trabalhar, de pensar, de aprender e de aprender
a aprender. Nesse particular, ela tem afetado as pessoas envolvidas no
processo de ensino e aprendizagem, mesmo que, algumas vezes ndo se
tenha consciéncia disso. (p. 84).

Podemos assim perceber que o computador ¢ uma das mais fascinantes
ferramentas que a humanidade inventou, pois permite a criagdo de aplicacdes que

auxiliam nas mais variadas atividades humanas. De acordo com [9],

Com o aperfeicoamento da realidade virtual, simularemos todas as
situacdes possiveis, exacerbaremos a nossa relacdo com os sentidos, com a
intui¢do. Vamos ter motivos de fascinacdo e de alienacdo. Podemos
comunicar-nos mais ou alienar-nos muito mais facilmente que antes. Se
queremos fugir, encontraremos muitas realidades virtuais para fugir, para
viver sozinhos. Nossa mente é a melhor tecnologia, infinitamente superior
em complexidade ao melhor computador, porque pensa, relaciona, sente,
intui e pode surpreender. Por isso o grande re-encantamento temos que
fazé-lo conosco, com a nossa mente e corpo, integrando nossos sentidos,
emogdes e razdo. Valorizando o sensorial, o emocional e o ldgico.
Desenvolvendo atitudes positivas, modos de perceber, sentir € comunicar-
nos mais livres, ricos, profundos. Essa atitude re-encantada de viver
potencializard ainda mais nossa vida pessoal e comunitdria, ao fazer um
uso libertador dessas tecnologias maravilhosas € ndo um uso consumista,
de fuga. (p. 25)

Quanto a utilizagdo do computador na educagao, concordo com [1],
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O perigo existente ndo € o de se usar as novas tecnologias computacionais
no ensino e sim o de serem, elas, deixadas de lado, pois um ensino nelas
apoiado tende a aumentar o poder de concentracdo e o estimulo dos
estudantes, permitindo uma maior abrangéncia no universo de funcdes
estudadas, valendo-se de recursos como sons, cores, etc., que facilitam e,
muitas vezes, propiciam o entendimento dos conceitos. (p. 172)

Para que tudo isso acontega, é preciso o professor estar preparado tanto para
utilizar o computador, quanto para ensinar o conteido que pretende se passar com 0 uso

das tecnologias e, nesse aspecto, € preocupante o que [24] afirma,

Observando professores desenvolvendo atividades de uso do computador
com alunos tem mostrado que os professores ndo t€ém uma compreensao
mais profunda do conteiido que ministram e essa dificuldade impede o
desenvolvimento de atividades que integram o computador. Assim, as
novas possibilidades tecnoldgicas que se apresentam hoje t€ém causado um
certo desequilibrio no processo de formacdo do professor. Os avangos
tecnolégicos tém desequilibrado e atropelado o processo de formagdo
fazendo com que o professor sinta-se eternamente no estado de
"principiante” em relag¢do ao uso do computador na educagdo. (p.7).

Pois, conforme Valente, ndo adianta utilizar os recursos tecnoldgicos se o
professor nao tem dominio do conteddo que ministra, logo as tecnologias t€m que serem
utilizadas pelo estudante para construir o conhecimento, sendo utilizado como um recurso

com o qual o estudante possa criar, pensar e manipular informacdes. De acordo com [24],

O mundo atualmente exige um profissional critico, criativo, com
capacidade de pensar, de aprender a aprender, de trabalhar em grupo e de
conhecer o seu potencial intelectual, com capacidade de constante
aprimoramento e depuracdo de ideias e acdes. Certamente, essa nova
atitude ndo € passivel de ser transmitida, mas deve ser construida e
desenvolvida por cada individuo, ou seja, deve ser fruto de um processo
educacional em que o aluno vivencie situagdes que lhe permitam construir
e desenvolver essas competéncias. E o computador pode ser um importante
aliado nesse processo. (p. 19-21)

O ciclo descrever-executar-refletir-depurar-descrever faz parte do uso do
computador na educacdo e estd diretamente ligado ao sucesso de aprendizagem.

Conforme [13],

Evidentemente, hd um grande passo entre existéncia, em principio, de uma
base para didlogo e seu estabelecimento numa forma fértil. [...] Minha
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posi¢do € simplesmente que existe uma oportunidade muito nova para
mobilizar um publico maior na busca de mudanca educacional. [...] Outra
forma através da qual a tecnologia contribuird para proporcionar um
ambiente mais favordvel para as diversas iniciativas em direcdo a novos
contextos para a aprendizagem ¢ através de comunicagdes eletrOnicas.
(1994, p. 193)

Toda légica dos computadores, como programagao, criptografia e autenticagao,
entre todos outros recursos estd baseada no sistema bindrio, que € a base da matematica,
muito simples, mas que faz toda diferenca e possibilita todos os recursos computacionais.
Vale lembrar que nos dias atuais existem muitos recursos disponiveis, muito foi, € muito
mais estd sendo desenvolvido em softwares educativos como recursos para aulas, e a

tecnologia estd mais acessivel e atingindo cada dia mais pessoas.

Tendo todo este contexto sobre tecnologia em mente € que decidimos criar um
software educativo para o ensino e aprendizagem da Andlise Combinatdria, onde todos
os estudantes e professores tenham disponivel uma ferramenta para consulta,

aprofundamento e teste deste contetido conforme veremos a seguir.

5.2 Tecnologia em Analise Combinatoria

As calculadoras cientificas resolvem os problemas de Andlise Combinatdria,

através das teclas nCr e nPr.

Para calcular a combinac¢do de x elementos y a y, basta apertamos x seguido da

tecla nCr seguido do y e por fim a tecla de igual que obtemos a resposta.

Para calcular o arranjo de x elementos y a y, basta apertamos x seguido da tecla

nPr seguido do y e por fim a tecla de igual que obtemos a resposta.
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5.3 Linguagem de Programacao

Para desenvolvermos este software utilizamos o curso “Elaboracdo de material
didético virtual interativo com flash para o ensino de matematica na educacao basica”,
curso este realizado totalmente virtual e gratuito, coordenado pela professora Tania
Michel Pereira da UNIJUT (Universidade Regional do Noroeste do Estado do Rio Grande
do Sul), disponivel em [5].

O software estd desenvolvido na linguagem de programacgdo Action Script
(construcao de aplicacdes para internet no geral) em plataforma Flash, plataforma esta
que permite a criacdo de aplicagdes virtuais contendo animagdes, dudios e videos que
ocupam pouco espaco e podem apresentar uma interface atrativa e que desperte a
curiosidade em aprender do educando, além de funcionar e ser executado rapidamente
em smarthpones, tablets e computadores que tenham instalado o plugin

“MacromediaFlashPlayer”, disponivel gratuitamente em [4].

5.4 Objeto de Aprendizagem

O desenvolvimento deste objeto de aprendizagem, que foi criado por nds, tem
como objetivo facilitar o ensino e aprendizagem da Anélise Combinatdria, possibilitando
um novo recurso tecnolégico interativo com o estudante para ser utilizado no inicio e
meio do processo de ensino deste conteudo, estimulando-o a pensar e entender este
conteddo de forma simples, prética e atraente. Para isso, vamos visualizar as imagens do
Software Interativo para o Ensino de Andlise Combinatdria desenvolvido para este fim,
onde a figura 15 ilustra a tela inicial do software, a primeira interface que contém um
video de boas-vindas e explica que o botdo azul serve para avangar as telas e o botdao
laranja para retroceder, sendo que estes botdes estdo disponiveis em todas as telas,
podendo retroceder ou avancar a qualquer momento as telas para um melhor

entendimento e aprendizado.
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Software Interativo para o Ensino de Andlise Combinatéria

o

(o 'QI i | G
Cligue no botio azul para avancar as telas
e no botdo laranja para voltar...

Figura 15: Tela Inicial do Software

Na figura 16 a seguir estd a tela de apresentacdo do software onde contém os

dados do mestrando, da orientadora e da universidade.

File View Control Debug

Desenvolvedor/Mestrando: Roberto Luis Dambros

Orientadora: Dr. Elen Viviani Pereira Spreafico

Mestrado Profissional em Matematica - PROFMAT
UFMS - Universidade Federal de Mato Grosso do Sul
Campo Grande - MS, setembro de 2015

Figura 16: Tela de apresentacdo do Software
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As figuras 17 e 18 representam algumas das telas de explicagdo que contém o
software, telas estas que apresentam os conteidos de Andlise Combinatdria, tais como
principios fundamental da contagem, arranjos, permutacdes, principio da casa dos
pombos, combinagdes, entre outros, e além da teoria trazem exemplos resolvidos de

exercicios para facilitar o entendimento e compreensao para auxiliar o aluno.

File View Control Debug

P .. & & - | b s
Principio Fundamental da Contagem (PFC)

O principio fundamental da contagem diz simplesmente que: se temos # modos tomar uma deciséo D1 e, tomada a deciséo
D1, temos b modos de tomar a decisiio D2, temos. entfio a*b (produto de a por b) modos de tomar sucessivamente as decisdes D1
eD1

O principio pode ser estendido: se um evento .4 pode ocorrer de 7, maneiras diferentes para =1,2.3,... 71, entfo esses

n eventos podem ocorrer, em sucessdo de myem,eesm, maneiras diferentes. Em linguagem de conjuntos, se o conjunto 4 tem

cardinalidade m,,para i=123 _ 5, entdo oproduto cartesiano 4 x 4, x--xd, = [[al .-, ax) |a, € 4, parai=12,-- ._ra} tem

cardinalidade »smz seem, .

Exemplo 2: Fernanda, ao se vestir para ir auma festa ficou em duvida, pois necessita escolher um entre quatro pares de
sapatos, uma entre trés bermudas e uma entre sete camisas para finalizar sua vestimenta. De quantas formas diferentes Fernanda
pode escolher sna vestimenta?

Solugdo 2: Consideramos o conjunto dos pares de sapato como sendo 4 = {§,.5,,5;.5,} . o conjunto das bermudas como
B =|{B, B, B.} e o conjunto das camisetas € = {C,.C,, Cy. C,.C,,C., C-} - Logo. pelo principio fundamental da contagem. basta
fazer o produto da cardinalidade dos conjuntos A.B e C, ou seja 443+7=84 formas diferentes Fernanda tem se vestir com as opges
de sapatos, bermudas e camisetas que possui.

A partir de ambos os principios (aditivo e multiplicativo) € possivel resolver véarios problemas. Alguns casos mais
frequentes séo separados e classificados. sendo que para estes existem ferramentas de contagem especificas, tais como: arranjos,
combinagdes (simples e complementares), permutagdes (simples, com repeticio e circulares). nimero de solugdes de uma
equacdo, principio de Dirichlet. Bindmio de Newton. tridgngulo aritmético de Tartaglia-Pascal. quantidade de divisores de um
numero, grafos, entre outros que detalharemos a seguir.

Figura 17: Tela de explicacdo do Software
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Namero de solucies inteiras de uma equACio x+x++x-»
Consideramos aequacido x +x, +x =8 Sclucdes inteiras e positivas (ndo pode ser 0 0 como solucio) para esta equacio

sdo ternas ordenadas (\:(1._.\:3._):_: ) de inteiros positivos tendo soma 8. Alguns exemplos: (1._1._6)._(1._3._4_]._[2._ 3._3). A fim de

encontrarmos todas as solugdes da equagdo x+x, +x; =8 escrevemos o 8§ como a soma de oito I's. isto &

1+1+1+1+1+1+1+1=8_ Agora temos que considerar todas as separacdes possiveis do 8 em 3 parcelas, sendo cada parcela de
1 numero inteiro positivo. Para isto basta introduzirmos duas barras entte o 1's da expressdo acima Exemplos:
4+ |14+ [1+1+1+14+1+1=8 , 1+|1+1+1+|1+1+1+1=8 , 1+1+|1+1+1+|1+1+1=8 que representam os exemplos:
(1.1.6).(1,3.4).(2.3.3) citados acima Cabe observar que cada maneira de escolhermos dois lugares dentre os sete sinais "+ que
separam os 17s ird nos fornecer uma solugdo para a equagdo X + X, +X; =8. A partir destas observagdes podemos concluir que o
numero total de solucdes inteiras e positivas da equacéo € igual ao numero de maneiras de escolhermos 2 entre os sete sinais “+7
para neles colocar as barras separadoras. Como este nlimero € igual a ., = 21 que € o numero total de sclucdes possiveis da
positivas da equacdo. o que nos possibilita definir que o namero de solugdes inteiras e positivas da equagédo
X +X%+X%+..+x =pcomosendoCy, . -
Se quisermos saber o nimero de solugdes inteiras e ndo negativas (incluindo o 0 como um possivel valor para os x)

basta fazermos as seguintes observagdes:

Figura 18: Tela de explicacdo do Software

File View Control Debug

Agora vamos testar o conhecimento adquirido...

Leia, interprete e responda as atividades a seguir...

Apés digitar a resposta clique no botio verde (ldéntico ao

de baixo para conferir as respostas)

Figura 19: Tela introdutdria as questdes do Software

A figura 19, conforme visualizamos acima € a tela de introducdo aos exercicios,

onde explica que apds ler e interpretar os problemas deve-se resolver e digitar a resposta
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que considera correta, e apds preencher as respostas deve-se clicar no botao verde, que
serve para conferir as respostas, onde ao clicar no botdo, ird aparecer uma mensagem:
caso a resposta esteja correta como acontece na Figura 20 aparecerd a mensagem de
parabéns e uma forma de resolver o exercicio para que o aluno possa confrontar com a
sua resolugdo e caso a resposta ndo esteja correta, como acontece na figura 21, aparecera
uma mensagem para tentar novamente até que chegue na resposta correta, sendo que os
botdes laranja e azuis estdo disponiveis para retroceder e avancar as telas caso seja

necessario rever as explicacdes do contetdo.

File View Control Debug

Atividade 1: Sabemos que para chegar ao sist decimal, onde utiliz: os 10 algarismos (1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8,9, 0), muito precisou

ser desenvolvido, desde o tempo em que a matemitica era feita por correspondéncia biunivoca (contava-se a naimero de ovelhas de
um rebanho através da associacio de pedras colocadas numa sacola), até passando por diversos sistemas (bindrio que ainda hoje é

base dos computadores, hexadecimal, entre outros). Mas porgue este si foi o escolhido? Cert te por causa da relacio com
a quantidade de dedos e por assim sendo ficar mais ficil os calculos. Considerando para cada item o sistema decimal, com algumas
restricies conforme enunciado, responda:

A) Quantos nimeros de dois digitos distintos existem? E se for um namero de guatro digitos distintos, quantos existem?

Parabéns!O primeiro digito pode ser escolhido de 9 modos, pois nio Parabéns. Se forem quatro digitos distintos teremos:
8 1 pode ser ignal a zero. O segundo digito pode ser o zro, porém nio 4536 $+0+8+7 = 4536 nimeros de quatro digitos distintos
pode ser o que escolhido para o primeiro, logo temos & ibili que existem.

também para o segundo. Portanto basta multiplicarmos 9 por 9 que
obtemos 31 nimeros de dois digitos distintos que existem. Divida?

B) Com os mimeros 1, 2, 3, 4, 5 e 6, quantos nimeros de 4 Tansbrns Naska yoar o pORuae s spenial da ORUESS. oRAE Ry
5 1 296 cada um dos 4 algarismos teremos § niumeros como possibilidade, loge
algarismos podemos escrever? teremo: 296 algarismos que podemos escrever com o5 nimeros
1,2,3,4,5¢6.

- " Parabéns. Este exemplo equivale a resolver um
C) Quantos nimeros de sete algarismos podem ser formados com os 105 problema de permutacio com repeticio, pois

nameros 5, 5, 5, 5, ?, 8, 87 utilizaremos todos o3 elementos do conjunto, & existem
elementos repetidos, logo: permutagio & igual a 105
D) Quantos nameros naturais de trés algarismos existem? E se forem
inteiros, quantos nameros inteiros de trés algarismos existem?

[Parabéns. Para fazermos o calculo da quantidade de nimeros naturais com 3 algarismo, devemos considerar que o 1° alzarismo ndo pode ser o
1 800 kero, pois caso fosse o miimero 36 teria 3 alzarismo, logo para o primeiro digito temos 9 possibilidades, para o sesundo digito & para o terceiro
dizito que pode ser o zero, teremos 10 possibilidades cada, logo teremos um total de: 9=10+10=900 nimeros naturais com 3 algarismo e s¢ forem
inteiros esta quantidade dobra, pois serio os mesmos nimeros, porém negativos, logo nimeros inteiros de frés algarismo serio 900+2=1300.

Figura 20: Atividade respondida corretamente do Software
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D) Luis Otavio é um ino muito intels Ela fez o desenho abaixo e comecou a d

com vértices nos pontos da figura sdo possiveis ele ter desenhado?

Figura 21: Atividade respondida incorretamente do Software

As figuras 22, 23 e 24 a seguir ilustram uma parte do software que trabalha com

o contetdo de grafos.
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R el aluresine
i
¢ wanitn
S ® Pl il
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Figura 22: Tela introdutdria a Grafos do Software

File View Control Debug

Problema da Amizade: Provar que em toda reunifio com 6
pessoas, ou existem 3 que sdo 2 a 2 amigas ou existem 3
gue siA0 2 a 2 nao amigas.

Solucio do Problema da Amizade: YVamos analisar o grafo
a seguir para entender a reposta: no grafo os wvértices
pretos representam as pessoas, as arestas azuis
representam que as pessoas ligadas por arestas azuis sao
amigas e as arestas wvermelhas representam que as
pessoas ligadas por arestas vermelhas sio nao-amigas.
Conforme podemos notar de cada pessoa fizemos <4

representacoes, duas sendo amigas e duas sendo nao
amigas, faltando a ligacio na quinta pessoa, que sera ou
amiga ou nao amiga, logo tera obrigatoriamente @ que sao
Z a 2 amigas ou 3 gue sAc 2 a 2 nao amigas, como
queriamos demonstrar.

Figura 23: Exemplo de questdes de Grafos do Software
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D) Para o final do Ano, Elen deseja visitar a cidade P,
porem quer saber qual o menor caminho gque deve seguir
para chegar até a cidade P, se ela tem disponiwvel todos os

caminhos conforme mapa abaixo.
Qual o menor Caminho?

AMONP

Parabéns! Pela teoria dos grafos valorades o menor
caminho serd AMONF...

Qual adistancia?

63

refaci suas contas & verifique seu caminho.

Figura 24: Exemplo de atividade de Grafos do Software

A figura 25 € a figura de encerramento do software, onde ao clicar no botdo

verde aparece a mensagem com dados para contato.

Clgue»>>>>> Q

Parabéns!Aquiencerra o software de Ensine de
Anilise Combinatirial
Roberto Luis Dambros (Mestrando)
Elen Viviani Pereira Spreafico (Orientadora)
Contato: robertodambpros@qmail.com

File View Control Debug

- .
" -

Figura 25: Tela de encerramento do Software
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Este software educativo estd disponivel on-line, como podemos observar na
figura 26, num site de hospedagem gratuita, onde pode ser manipulado livremente sem
necessidade de pagar em http://robertodambros.wix.com/softwaredambros, e também
tem disponivel no site, abaixo do software um campo para enviar uma mensagem com
sugestdes, criticas ou elogios para o autor, sendo que a mensagem vai diretamente para o
e-mail do autor.

3 softwaredambros X \+

il ) & robertodambroswix.com/softwaredambros

o
5
]

Atividade 6. Numa viagem de um navio cruzeiro existem diversas atividades para serem feitas. Fernanda em sua viagem teve
que fazer diversas escolhas. Ajude Fernanda a analisar quantas opgies tém para cada uma das atividades a seguir:

A) Fernanda decidiu comer uma salada de fruta, onde para mondar a salada de frutas tinha a sua disposigio nove frutas
diferentes. Quantas saladas de frutas contendo duas ou mais frutas podem ser feitas?

512 releia a questio ¢ interprete-a corretamente

B) No salio de festa do navie existem nove limpadas. Qual o total de maneiras deste salio estar iluminado, sabendo que
pelo menos uma limpada tem gue estar acesa ¢ no méiximo oito podem estar acesas simultancamente.

TFarabins! : todas 3 2,de¥ tomadon 2 abi
ombing de 9 tomados § ¢ somar todes 03 casos. Porém, basta uiilizar o g 9,00
i 810

C) Fernanda observou que cinco pessoas estiio na espera para serem atendidas no consultério dentirio do navio, porém
s tem um sofd para trés lugarcs disponivel para que sentem. De quantas manciras diferentes podem se sentar estas
pessoas? Paraina12Vookd sumits Va1 Como 408 5 1030008 54750 SORNDN3 QU CaTE SABEAARS, DATS & primaies INGAT Sxivtum § Oy BATa § HguSde hgar §

opges e para. o 3 Tugar 3.opgbes, loga: 5+4-3=80. v - o de S tomadon 3 que
resulta também em 60 maneiras

D) Para ir do navio até a cidade de Bizios, um bote tem capacidade para 10 pessoas, sendo que existem 5
assentos para sentar na frente ¢ 5 assentos para sentar atris. Dos 10 passageiros que vio andar de bote 4
preferem sentar na frente, 3 preferem sentar em algum atris ¢ 3 nio tém preferéncia. De quantas maneiras os
lugares podem ser ocupados respeitando-se as preferincias?

300 arabiny! 1" 'Tovista em sews talentos matemiaticos! || "Para escolber o3 lugares 43 4 que preferem sentar na frents fcemes.
Q - o ode 1 os rs restantes que.

sio 3 para a seguada 2 ' L opeie; au seja: 3! Opcies.
Loge, teremas wm fotal de 300 maneiras de ocupar os hugares respeitando 23 preferéacia

W Este site foi criado por WIX.com. Crie seu site GRATIS >>

Figura 26: Imagem do site onde esta hospedado o Software
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Consideracoes Finais

O ensino, inclusive o da Matemdtica, passa constantemente por profundas
transformagdes e alguns professores acabam por ndo se atualizar, algumas vezes por se
sentirem confiantes e acomodados e outras vezes por desilusdo com o sistema

educacional.

Porém, devido a transformacao do contexto tecnoldgico e também dos contextos
emocional e de valores que presenciamos atualmente € necessario repensar na forma de

ensinar e aprender, onde t€ém-se que haver uma mescla de dois tempos.

O primeiro tempo é o tempo onde a Matematica precisa ser ensinada e aprendida
com propriedade; sua teoria e suas demonstragdes, ou seja, aprender a matematica por ela
mesmo, para entdo aprender a aplicagdo matemadtica, a contextualizagdo, mas isso
acontece naturalmente se a matemdtica por ela mesma tiver sido ensinada e aprendida
efetivamente, pois assim resolvem-se situacdes de contexto matemadtico e ndo somente

questdes contextualizadas.

O segundo, que além de fazer este resgate do ensino da matemética, entendendo-
a e nao somente exemplificando-a, deve-se aliar as novas tecnologias disponiveis para o
ensino e aprendizagem de forma a interagir com o mundo em que vivemos. E impossivel
pensar em vivermos sem os recursos tecnoldgicos, e a utilizagdo destes pode dinamizar,
facilitar e agilizar o processo de ensino e aprendizagem, e caso ndo existam objetos
virtuais de aprendizagem o professor deve buscar ferramentas e criar estes objetos, pois
assim ndo somente estara contribuindo com o estudante, mas também com sua constante
formacdo que hoje € uma necessidade que todos nds professores precisamos e alguns

ainda percebem.

Dentro deste contexto, a Andlise Combinatodria precisa comecar a ser ensinada
pelos professores, que assim ja ndo o fazem, explicando as férmulas, raciocinios simples
e aprimorados e principalmente a razdo e demonstracdo das expressoes das formulas e,

apos isto, apresentar exemplos e exercicios para verificar o conhecimento adquirido,
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sendo que nestes o enunciado ndo deve deixar divida do que se quer calcular, pois isso
acaba por vezes confundindo o raciocinio se a questao ndo foi bem formulada e explicada.
Deve-se ficar claro o que se deseja calcular, ja que, se quem 1€ nio consegue entender o
que se deseja contar, acaba fazendo a contagem de uma situagdo que ndo € a inicialmente
pensada por quem formulou, o que acontece na maioria das vezes, faltando a interpretacao
correta do problema, pois os cdlculos normalmente sdo feitos corretos, apenas a distingao

do que se deseja calcular que acontece erroneamente.

Logo, o uso da tecnologia nas aulas € algo imprescindivel, e todos devem utilizar
como uma ferramenta, em certas horas como sendo o comeco, outras como sendo 0 meio
e outras o fim, ou seja, na avaliacdo e no processo de ensino-aprendizagem dos contetddos,
pois, com o auxilio de ferramentas informatizadas os estudantes tem uma naturalidade
maior em aprender e com a utilizacdo de softwares educativos e interativos acabam por

conseguir uma maior concentragdo e um maior rendimento na aprendizagem.

Por fim, como perspectivas para o futuro pretendemos utilizar este software nas
aulas do Ensino Médio e verificar o resultado de sua utilizacdo, para saber se acontece
uma aprendizagem significativa e se os alunos se interessam pelo contetido através do
software, para assim termos uma mostra de seus beneficios e conseguir aprimorar o
software para que ele venha a ser disponibilizado para uma maior quantidade de
estudantes, fazendo com que a Anélise Combinatéria passe a ser um contetido divertido

e que todos a compreendam.
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