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Resumo

Neste trabalho, estudaremos propriedades do anel de polinomios com coeficientes num
corpo K. Tal como é feito no anel dos nimeros inteiros, provaremos o Algoritmo da
Divisao e a existéncia do maximo divisor comum entre polinomios. A partir dai, esta-
beleceremos o Algoritmo Euclidiano para o calculo do MDC e o Algoritmo Euclidiano
Estendido, desenvolvido por D. E. Knuth. Também demonstraremos alguns teoremas
relacionados a fatoragdao de polindomios e apresentaremos o Método de Kronecker, para
determinar os fatores de polindmios. O Teorema Fundamental da Algebra demonstrado
pela primeira vez no ano de 1799 por Gauss, em sua tese de doutorado na Universidade de
Helmstadt, possui varias demonstracoes em diversas dreas da matematica e no apéndice

deste trabalho faremos uma prova, considerada elementar, usando resultados da Analise.

Palavras-chave: Polindémios, Divisao de Polinédmios, Método de Kronecker,

Teorema Fundamental da Algebra.



Abstract

In this work, we study properties of the polynomial ring with coefficients in a field K. As
it is done in the ring of integers, we prove the Division Algorithm and the existence of
the greatest common divisor of polynomials. From there, we will establish the Euclidean
Algorithm for the calculation of the MDC and the Extended Euclidean Algorithm, deve-
loped by D. E. Knuth. Also we will demonstrate some theorems related to factoring of
polynomials and present a Kronecker Method, to determine the factors of polynomials.
The Fundamental Theorem of algebra demonstrated for the first time in the year 1799 by
Gauss in his doctoral thesis at the University of Helmstadt, has several demonstrations in
several areas of mathematics and in the Appendix of this work we will do a demonstration,

considered elementary, using results of the analysis.

Keywords: Polynomials, Division of Polynomials, Method Kronecker, Fun-

damental Theorem of Algebra.
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INTRODUCAO

Com a queda da escola de Alexandria no século VII d.C., os indianos e os drabes pas-
saram a se destacar no desenvolvimento da matematica, mantendo assim em evolugao o
trabalho ja desenvolvido. Nesse desenvolvimento, surge o termo “algebra”, palavra essa de
origem nao tao nitida quanto a da palavra “aritmética”, que descende do grego arithmos
(ntmero), dlgebra é uma variante latina do drabe al-jabr, usado no titulo do livro Hisab
AL-ajabr wa’l Muqabalah, escrito em Bagdd em meados de 825, onde literalmente esse
titulo significa "ciéncia da restauracao e reducao”, e por ser a primeira obra a apresentar
uma forma sistematica de se resolver uma equagao quadratica, veio a se popularizar dentre

os estudiosos da época.

Com o passar dos anos, a denominada &algebra, foi se expandindo muito pela curiosi-
dade de estudiosos, sempre lancando desafios intelectuais, mas também pela necessidade
em se resolver diversos problemas numéricos mais abstratos que vinham surgindo a me-
dida que outros mais simples fossem sendo resolvidos anteriormente. Em grande parte,
seus objetivos eram a busca de raizes de polinomios. Muito tempo se passou para que a

algebra chegasse a ser o que ¢é hoje.

Muito tempo se passou e diversos intelectuais tiveram suas contribuicoes somadas no
desenvolvimento da algebra e por consequéncia, da matematica, estudo esse que foi apro-
fundado por matematicos como René Descartes (1596 - 1650), responsével pela aceitagao
da raiz quadrada de nimero negativo como resultado de uma equagao algébrica, Jean Le
Rond d’Alembert (1717 - 1783), que enunciou o Teorema Fundamental da Algebra, que
por sua vez foi demonstrado efetivamente por Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) em sua

tese de doutorado.

Nosso objeto de estudo, dentro da dlgebra, serd o anel dos polinémios, onde de maneira



semelhante ao que ocorre com os anel dos inteiros, provaremos o Teorema Algoritmo da

Divisao.

Além do algoritmo da divisao, serao apresentados métodos elementares de divisoes
de polinémios, o Método dos Coeficientes a Determinar, desenvolvido pelo matematico e
filbsofo René Descartes, e também o Algoritmo de Briot-Ruffini, que é um método pratico

para realizar divisoes de polinomios por polinomios de grau 1.

Este trabalho também apresentard alguns teoremas relacionados a fatoracao de po-

linémios, e o Método de Kronecker, para determinar fatores de um polinomio.

No apéndice deste trabalho faremos uma prova do Teorema Fundamental da Algebra,

considerada elementar, usando resultados de Anélise.



1. NOCOES PRELIMINARES

1 NOCOES PRELIMINARES

Neste capitulo sera feita uma breve exposicao de defini¢oes e resultados, que serao utili-

zados no desenvolvimento do trabalho.

1.1 Anel, Dominio de Integridade e Corpo

Seja A um conjunto nao vazio onde estejam definidas duas operagoes, as quais chamare-

mos de “Soma”e "Produto” em A, denotadas por + e - :

e Soma
+:AxA—A
(a,b) = a+b

e Produto
G AXA— A
(a,b) — a-b

Um conjunto A, com pelo menos dois elementos, munido de duas operacoes + e - sera

indicado por (A, +,-).

Definicao 1. Uma terna (A,+,-) serd chamada de anel se forem satisfeitas as se-

gquintes condicoes :

o A.1 - Associatividade da Soma

Va,b,ce A, (a+b)+c=a+ (b+¢)
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o A.2 - Emisténcia do Elemento Neutro com relacdo a Soma

J30€ A tal que, Vae A, a+0=04+a=a

e A.3 - Emisténcia do Oposto

Para cada a € A, existe um x € A tal quex +a=a+x =0

A.4 - Comutatividade da Soma
Ya,b, a+b=0+a

M.1 - Associatividade do Produto
Va,b,ce A, (a-b)-c=a-(b-c)

e M.2 - Existéncia do Elemento Neutro com relacao ao Produto
dl1 e Atal que,Vae A, a-1=ael-a=a
o NM.3 - Comutatividade do Produto

VYa,b, a-b="b-a

AM. - Distributividade do Produto em relacdo a Soma
Va,b,ce A, a-(b+c)=a-b+a-c

Observacoes:

i) A condigdo A.2 garante a existéncia de um elemento neutro para a soma. E f4cil
verificar que esse elemento neutro é unico. De fato, se 0 e 0’ sdo dois elementos
neutros para a soma temos que 0+ 0" =0 (0’ é elemento neutro)

040 =0 (0 ¢ elemento neutro)
Portanto, 0 = 0’. Esse tnico elemento neutro para a adicdo é chamado de zero ou

elemento nulo e denotado sempre por 0.
De modo andlogo, existe um tnico elemento neutro para o produto. Esse tinico

elemento neutro para a multiplicacao é chamado de um e denotado sempre por 1.

i1) Dado a € A, a condi¢do A.3 garante a existéncia de um oposto para a em relagao a

adicao. E facil verificar que esse oposto é tnico. De fato, se x e y sao dois opostos
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de a, temos x +a =0¢ a+y = 0 e assim,
r=z40=z+(aty)=(z+a)+y=0+y=y

Esse tnico inverso de a em relagao a soma é denotado por —a.

Se a,b € A entdo a soma a + (—b) ¢é indicada por a — b.
iii) O elemento neutro da soma tem a seguinte propriedade:
0-a=0, Vae A
De fato, basta observar que

0-a=0+0)-a=0-a+0-a

Definicao 2. Um anel (D,+,-) é chamado Dominio de Integridade ou simplesmente

Dominio, se ele satisfaz a sequinte condi¢ao

e M.} - O produto de quaisquer dois elementos nao nulos de D € um elemento ndo
nulo de D, isto €,

Va,b € D~ {0}, a-b#0
Definigao 3. Um anel (K, +,-) € chamado Corpo, se ele satisfaz a sequinte condi¢ao

e NM.5 - Todo elemento diferente de zero de K possui um inverso em relacdo ao pro-
duto, isto €,

Vae K~ {0},3b € K, tal quea-b=1
Observacoes:
i) Se a # 0 é um elemento de um dominio D e b,c € D, entao
a-b=a-c=b=c
De fato,a-b=a-c=a-b—a-c=a-(b—c)=0=b=c

i1) Dado a € K,a # 0, a condicdo M.5 garante a existéncia de um inverso em relagao

ao produto. Esse inverso ¢ unico e é denotado por a~! e também por —.
a
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i7i) A condi¢ao M.5 é mais forte do que a condigdo M.4 e assim segue que todo corpo é
um dominio. De fato, suponha que (K, +,-) é um corpo e que a-b =0, com a # 0.

Multiplicando a equacdo a - b = 0 por a™!, obtemos b = 0.

iv) Todo dominio (D,+, ) finito é um corpo. De fato, para a # 0 em D considere o
conjunto {a" | n € N} € D. Como D ¢ finito, existem naturais n; < ny naturais

tais que a™ = @™, portanto a.a™? ™! =1 e assim o elemento a possui inverso.

Exemplo 1 O primeiro exemplo de anel, com o qual trabalhamos desde o ensino ba-
sico, € o anel (Z,+,-) do conjunto dos nimeros inteiros com as operagoes usuais de adi¢ao
e multiplicagao. O Anel (Z,4+,-) é um Dominio que ndo é corpo. De fato, nao cumpre a

condi¢cao M.5.

Exemplo 2 Temos que, (Q,+,-), (R,+,-) e (C,+, "), respectivamente, conjunto dos
numeros racionais, conjunto dos numeros reais e conjunto dos niumeros complexos com

as operacoes usuais, SaG0 COTpPos.
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2 POLINOMIOS

Neste capitulo, daremos destaque a um exemplo particular de anel, denominado anel dos

polinémios.

2.1 Anéis de Polinomios

Definicao 4. Seja A um anel qualquer.

Um polinomio sobre A em uma indeterminada x é uma expressao formal
_ 2 n—1 n n+1
f@)=ao+ a1+ asx” + ... + ap_12" " + apx" + ap T+

onde a; € A,Vi € N e existe n € N tal que a; =0 Vj > n.

Exemplo 3 Os polinomios h(z) = 0 — x + 322 + 023 — 22 + 02° + 02% + -+ |
r(r) =2+4r+ 2>+ 023+ 02+ e s(z) =2— 2+ 022+ 423 + 02" — 25+ 025 + 027 + - - -

pertencem a Z[x|, pois os coeficientes —1,—2,0, 3,4 pertencem a Z.

1
Exemplo 4 Os polinomios f(x) = 5 + 02 + V222 4 22% + 02 4+ 02° + - -+ e g(2) =
2
2 — 3z + 022 + w2’ + 0zt — 5x5 +02% 4+ 02" + - - pertencem a R[x], pois os coeficientes

2 1
—V/3, s 0, 3> V2,2, pertencem a R.

Definigao 5. Dois polinomios f(z) = ap+a1x+asz*+- - -+ a,z"+02" 1+ 02" 2+ - -
e g(x) = by + b1z + byx® + - -+ + bpx™ + 0™ + 0™ 2 + .. sobre A serdo iguais quando
a; =b; ¥YieN.

O polinomio f(x) = ag + a1z + asx® + -+ + a,z" + -+, com a; = 0, Vi € N serd

indicado por f(x) =0 e denominado polindmio identicamente nulo sobre A.

7
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Se ag € A, o polinémio f(x) = a9+ 0x +0z* + -+, onde a; =0 Vi >0 € N, serd
indicado por f(x) = ag e donominado polinémio constante.
O polinomio f(x) = ag+arx+asx*+- - -+a,z"+0x" " +--. ondea; =0 Vi>neN

serd indicado por f(z) = ap+ a1x + agx® + - + a,z".

O conjunto de todos os polinomios na variavel “z” com coeficientes em A sera denotado

como Alz].

Exemplo 5 O polinémio constante p(x) =5 é o polinémio p(x) = 5+ 0z + 0z + - - -

Para facilitar o entendimento dos préximos passos, utilizaremos uma notagao, onde
cada polinomio sera denotado por uma upla (ag,ay, as, ...), onde a; # 0 apenas para um

nimero finito de indices, com a definicao canonica de igualdade de uplas:
o p(z) =ap+0z+022+02° +02* +... & p=(a,0,0,0,0,..)
o p(x) =ap+ayx+02*>+ 023+ 02 + ... & p=(ap,a1,0,0,0,..)
o p(z) =ap+ax +ax® + 023+ 0z + ... & p=(ag,a1,as,0,0,...)

o p(z) = ap+ ax + asx® + azx® + 0z + ... & p= (ag,a1,as,as,0,...)

p(r) = apt+arz+asx®+...+a, 2"+ 02"+ ... & p=(ag,ay,as,as,...,a,,0,0,...),

onde com a; € Aei € N.

Exemplo 6 Os polinomios p(x) = 142x+3224+023+021+- -+ eq(r) = —1+2x+422+
234521 +02°+02°+- - - | sdo indicados por p = (1,2,3,0,0,0,...) eq = (—1,2,4,1,5,0,...).

Para definirmos as operagoes soma e produto em A|zx], denotadas por + e -, toma-

remos p e ¢ pertencentes a A[z]
p(z) = ag + a1z + asx® + ...+ ap_12" " + apz” = (ag, a1, ag, ..., an, 0, ...)

8
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q(x) = by + byx 4+ by 4 o 4+ by 2™ bpa™ = (b, b1, bay ooy b, 0, ...

e Soma
+ : Alz] x Alz] — Alz]
(p,q) = p+q
p+q=(co,c1,C2,C3, .0y, 0,...,0) , com ¢; = a; +b; e Vi €N
Assim:

pP+q= (ao + bo,al + bl,a2 + bo, ey Ay bn, )

Exemplo 7 Sejam os polinomios p(z) = 1+2x+32% e q(v) = —1+2w+42>+ 23+ 524,
teremos entao que p = (1,2,3,0,0,0,...) eq = (—1,2,4,1,5,0,...). Assim, somando termo

a a termo teremos
p+q=(01-1,2+23+40+1,0+50+0,..)=(0,4,7,1,5,0,...)

Logo p(x) + q(x) = 4x + Ta? + z* + 5z,

e Produto
-1 Alz] x Alz] — Alx]

(p.q) —p-q

k
p-q= (607017627637 veey Cpyy ) , com Cg = E a; - bk—i et €N
=0

Assim:

p-q=(ap-by,ap-by+ ay-by,ag-by+as by +as-by,..),onde ¢y =0 para k >m +n
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Explicitamente:

coeficiente de x": agbg

coeficiente de z': agb; + a1by

coeficiente de z°: agby + a1b; + a2bg

coeficiente de x°: agbs + a1by + asb; + azby
coeficiente de z*: agbs + a1b3 + asbs + azby + asby

coeficiente de z°: (lob5 + a1b4 + a263 + 0,3[)2 + a4b1 + a5b0

O conjunto A[z] munido das operagdes soma e produto serd indicado por (Afx], +,-).

Exemplo 8 Tomando f(x) = 4+5x+32? e g(x) = 2+ 2% pertencentes a Alz], temos
que [ =(4,5,3,0,...) e g =(2,0,1,0,...).
Pela definicao do produto de polinomios, teremos que:
f-9=(4-2, 4-.045-2, 4-14+5-043-2, 4-0+5-143-04+0-2, 4-04+5-0+3-1+0-14+0-2, ...)
f-g=1(8,10,10,5,3,0,0,0...)
Logo f(x)-g(z) = 8 + 10x + 102* + 523 + 3z*.

Proposicao 1 (Alz|,+,-) é um anel.

Demonstragao: Tomando f = (ag, a1, az, ...,), g = (bo, b1, bs, ...,) e h = (co, c1, Ca, ..., )

em A[z], teremos:

e A.1 - Associatividade da soma
(f+9)+ h=((ag,a1,a9,as,...) + (bo, by, ba, b3, ...)) + (co, €1, 2, C3, -..)
(f+9)+h=(ao+ bo,ar + by,as + by, az + bs, ...) + (co, c1, Ca, €3, ...)
(f +9)+h=((ao + bo) + co, (a1 + b1) + c1, (ag + ba) + c2, (az + b3) + c3, ...)
Como os termos a; b; e ¢; com i € N pertencem ao anel A, temos que (a; +b;) +¢; =
a; + (b; + ¢;), dai
(f+9)+h={(ao+ (bo + co), a1 + (b1 + c1),ag + (b2 + ¢2), a3 + (b + ¢c3), ...)
(f+g)+h=(ap+as+as+..)+ (bo+co, b1 +c1,bo + ca, b3 + 3, ...)
Logo (f+9) +h=f+(g+h)

10
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e A2 - Existéncia do Elemento Neutro com relagao a Soma
O polinomio nulo é o elemento neutro.
De fato, temos que:
f+0=(ap+0,a1 +0,as +0,a3 +0,...) = (ag, as, as, as, ...)
e
0+ f=(0+agp,0+ay,0+ a0+ as,...) = (ag, a1, as,as, ...)
Logo f+0=f=0+f.

e A.3 - Existéncia do Oposto
Indicando por —f o polinomio —f = (—ag, —ai, —as, —as, ...), onde —a; indica o
oposto de a; no anel A, Vi € N, temos que:
f+(=f)=(ao—ap,a1 —ay,as — as, a3 — as, ...) = (0,0,0,0,...)
e
—f+ f=(—ao+ ap,—ay + a1, —as + as, —as + as, ...) = (0,0,0,0, ...)
Logo f+(—=f)=0=—f+f.

e A4 - Comutatividade da Soma
f+9="(ag+0bo, a1 +bi,as + by, a3 + b3, ...)
e
g+ f=(bo+ag, b1 + ai,by + az, b3 + as, ...)
Como a;, b; e ¢; com i € N pertencem ao anel A, temos que a; + b; = b; + a;.

Logo f+g=9g+ f.

e M.1 - Associatividade do Produto
(f-g) -h=((ag,a1,as,...) (b, b1, ba,...)) - (co, 1,2 -..)
(f-g9)-h="(ap-bo,ap-br+ay-by,ap-bs+ay-by+as-bo,..)- (co,c1,Ca,...)
(f-g)-h=((ag-bo) - co, (ag-bo) -1+ (ap-by+ay-by) - co, (ao - by) - ca + (ap - by +
ai - by) -1+ (ag - by +ay - by + as - by) - co, ...)
(f-g9)-h=1(ag-by-co,ao0-bg-c1+ag-by-co+ay-by-co,ag-by-ca+ag-by-ci+ay-
bo-c1+ag-by-co+ay-by-co+as-by-co,...)
(f-9)-h="(ao-(bo-co),ao- (bo-c1)+ap-(br-co)+ai-(by-co)yag- (by-ca)+ag-
(by-c1)+ar-(bo-c1)+ag- (by-co)+ay-(by-cy),as- (bo-co),...)

11
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(f-g9)-h=1(aog-(bo-co)ap- ((bo-c1)+ (by-co))+ar-(by-co),ap- ((by-c2)+ (by -
c1) 4 (by-co)) +ar-((by-c1)+ (by-co)) +asg- (by-cp),-..)
(f-g)-h=(ag,a1,as,...) (by - co,bo-c1+by-cobp-co+by-cy+by-co,...)
(f-g)-h=(ag,a1,as,...) ((bo, b1, ba,...) - (co,c1,C5...))

Logo (f-g)-h=[-(g9-h)

e M.2 - Existéncia do Elemento Neutro com relacao ao Produto
O polinomio constante 1 é o elemento Neutro com relagao ao Produto.
De fato, temos que:
f-1=(ag,a,as,..)-(1,0,0,...) = (ap-1,a0-0=a; - 1,a0-0+a; -0+ as-1,...)
f-1="(aop,0+a;,04+ 0+ as,...) = (ag,as,as,...)
e
1-f=1(1,0,0,...) - (ap,as,as,...) = (1 -ag,1-a; +0-ag,1-as+0-a; +0-ag,...)
1-f=(ap,a1 +0,a2+0+0,...) = (ag, a1, as,...)
Logo f-1=f=1-F.

e M.3 - Comutatividade do Produto
f 9= "(ag,as,as,...) - (by,by,ba,...)
f-g="(ao-bo,ag by +ay-by,ag-by+ay-by+as-by,...)
Como os termos a; e b;, com i € N pertencem ao anel A, temos que a; -b; = b; - a; e
a; + b; = b; + a;, assim:
fg9=(bg-agp,by-ay+by-ag,by-as+by-ay+by-ag,..)
fg=_(bo,b1,ba,...) - (ap, a1, as,...)
Logo f-g=g-f

e AM. - Distributividade do Produto em relagao a Soma
f-(g+h)=(ag,ai,as,...) - ((by, b1,ba,...) + (co, c1, Ca, ...))
f-(g+h)=(ag,ar,as,...) (bg+ co, by + c1,ba + o, ...)
f-(g+h)="(ap-(bo+co),a0- (b +c1)+ar-(bg+co) ao- (ba+c2)+ay-(br+c1)+
as - (bo + co), -..)
f-(g+h)="(ag-bg+ ag-co,ag by +ag-cy+ay-byg+ay-co,ag-by+ag-co+ay-
bi+ay-c1+ag-by+as-co,...)

12



2. POLINOMIOS

f-(g+h)=(ag-bg,ao-by+ay-by,ag-by +ay-by+as-by,..)+ (ag-co,a0-c1+ay -
Co, Qo+ C1+ay ¢+ ag-co,...)

f-(g+h)=(ag,a1,as,...) - (by,by1,ba,...) + (ag, a1, as, ...) - (co, 1, 2, ...)

Logo f-(g+h)=(f-9)+(f-h)

Portanto como (A[x],+, ) satisfaz as propriedades listadas, podemos concluir que real-
mente Alx] é um anel. B

A respeito dos elementos de (A[z],+, ), com a notac¢ao introduzida anteriormente, tere-

mos:

1 = 140240224023+ 0z* + ... = (1,0,0,0,0,...) € Alx]
r = 0+ 1r+ 022+ 023+ 0z + ... = (0,1,0,0,0,...) € Alx]
22 = 04 0x+ 122 + 023 + 02 + ... = (0,0,1,0,0,...) € Alz]

E assim seguem as seguintes observagoes:
i) Tomando x € A[x], tem-se que:

z-x = (0,1,0,0,...)-(0,1,0,0,...)
z-x = (0-0,0-1+1-0,0-0+1-14+0-0,0-0+1-0+0-14+0-0,...)
r-z = (0,0,1,0,...) = x* € Alz]

ii) Tomando z, x? € A[z], tem-se que:

z 2% = (0,1,0,0,...) - (0,0,1,0,...)
222 = (0-0,0-040-0,0-141-04+0-0,0-0+1-140-0+0-0+0-0,...)
r-z2 = (0,0,0,1,0,...) = 2* € Alz]

i7i) De modo geral, tomando z", =™ € Alzx], tem-se:
"™ =" e Alx]
iv) Considerando f(z) = ap + a1 + asz® + ... + a,x™ + 02" € Alz].

Segue que

f = (Cl(),a,l,ag, ...,an,O, )

13
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Usando as defini¢oes da soma e do produto de polinomios:
f =(ap,0,0,0,...) + (0,a41,0,0,...) + (0,0,a2,0,...) + ... + (0, ..., 0, a,, 0, ...)
f = (ap,0,0,0,...) + (a1,0,0,0,...) - (0,1,0,0,...) + ... + (a,,0,0,0,...) - (0,...,0,1,0, ...)

Das observagoes acima decorre que:
f(x)y=ao-14+ay-2+ay -2+ ... +a, 2"

para cada i € N, a;z" é o produto do polinémio constante a; pelo polinémio z°.
Das observacoes anteriores teremos que para determinar o produto de dois polinomios

basta aplicar as propriedades do anel (A[z],+, ), como vemos no exemplo a seguinte.

Exemplo 9 Considerando f(x) = ag + a1 + asz® + -+ + a 2™ e g(x) = by + bix +
bow? + - -+ + b,x™ pertencentes a (K[x],+,-), temos que:
f(x)-g(x) = (ag + arx + agz? + -+ - + a,z") - (bg + b1 + box® + - -+ + by x™)
Usando a propriedade distributiva do produto em relagao a soma, temos:
f(z)-g(x)=ag-bg+aog-bix+ -+ ag - bpx™+ a1z -bg+ arx - by + -+ ayz - bz™ +
s apx™ by + apx™ - bix + -+ apa™ - bypa™
f(@)-g(x) =ag-bo+ao -brx+--+ag-bpx™~+ar-box +ay - byt 4 4 ay - bpa™t +
co oy bo™ 4 Ay DT+ 4y - by
Usando a comutatividade da soma e a distributividade do produto, seque que:

f(x)-g(x)=ag-bo+ (ap by + ay - bo)x + (ag - by + a1 - by + as - bo)x* + - -+ + ay, - by x™™™

Exemplo 10 Sejam f(z) = 2+x+ 2%, g(z) = 1+ 23+ 22* polindmios de Alz], temos
que f(z)-g(x) =2+ z+2%) (14 2+ 22%)
flx)-glx)=2-1+2-23+2- 22" +z-1+x- 2> +2- 22" +22- 1+ 2% 23+ 2% 22*
f(z)
f

~g(
cg(x) =2+ 22% + 42t + o + 2 + 2205 + 22 + 2° + 22°
() - g(x) =2+ 2z + 22 + 223 + 5t + 325 + 225

Xz
T
T

Definigao 6. Seja f(z) € Alz], f(z) # 0, tal que f(x) = ap + a1 + axx® + ... + a,z",
com a, # 0. Dizemos que a, € o coeficiente lider e n é o grau de f(x), indicados por

ld(f) = a, e grau(f) =n.
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Os polinomios de grau n com coeficiente lider a, = 1 sdo denominados polinomios

monicos.

Observamos que os polinomios constantes nao nulos, possuem grau zero e o grau do

polinomio nulo nao é definido. Assim

grau(f) =0 se, e somente se, f(x) =ay # 0,a0 € A

Proposicao 2 Para quaisquer polinomios ndao nulos f(x) e g(x) de Alx|, temos:

i)

i)

f(@) +g(x) =0 ou grau(f + g) < max{grau(f), grau(g)};

f(@) - g(x) =0 ou grau(f - g) < grau(f) + grau(g) e
grau(f - g) = grau(f) + grau(g), se A for dominio de integridade;

Demonstragao: Tomando os polindémios f(x), g(z) € Alx] ~\ {0}, segue que:

i)

i)

Sejam f(z) = ag + a1 + aax® + azx® + ... + a,x" e g(x) = by + bz + box? + by +

ceo + D™, polinomios nao nulos de grau n e m, respectivamente.

Suponha, sem perda de generalidade, que n > m e assim n = maz{grau(f), grau(g)}.
Se n > m, entao grau(f + g) = n.

Se n = m, temos que f(z) + g(x) = 0 ou grau(f + g) = n quando a, + b, # 0 e

grau(f + g) < n quando a, + b, = 0.

Logo f(z) + g(z) = 0 ou grau(f + g) < mazx{grau(f), grau(g)}.

Sejam f(x) = ag + a1x + asx® + a3z + ... + a,a" e g(x) = by + bix + box? + bzx> +
. + by x™, polindmios nao nulos de grau n e m, respectivamente.

Temos que f(z)-g(z) = co+crz+Com?+...4+Crnx™ ™, onde ¢y = Zf:o abp_;ei €
N, ou seja ¢ppipn = aobpim+a1bpim—1+...+an_1bms1+anbm+ani1bpm—1+...+anmbo

Porém, como a; = 0,Vi > n e b; = 0,V > m, segue que Cptm = Apbp,.
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2. POLINOMIOS

Assim, f(x)-g(z) =0 ou grau(f - g) < m+n = grau(f) + grau(g).

Se A é um dominio de integridade, como a,,b,, € A sao ambos nao nulos, temos
que ay,b,, # 0.

Assim, grau(f - g) = m+n = grau(f) + grau(g).

Logo f(z) - g(x) = 0 ou grau(f - g) < grau(f) + grau(g) e grau(f - g) = grau(f) +
grau(g) quando A é dominio de integridade.ll

Corolario 1 Se A é um dominio de integridade entio Alx] é dominio de integridade.

Demonstragao: Decorre diretamente do item i), da proposi¢ao anterior.ll

Em particular, temos que se K é um corpo entao K[z| é um dominio de integridade.

2.2 Algoritmo da Divisao de Polinomios

Seja K um corpo e K|x] o dominio dos polinomios sobre K na indeterminada x. Introdu-
ziremos a divisao entre polinomios, de modo anédlogo ao que é feito na divisao euclidiana

no dominio Z dos mumeros inteiros.

Teorema 1 (Algoritmo da Divisao) Sejam f(x),g(x) € Klz] e g(x) # 0. Entdo
existem tnicos q(x),r(x) € Klz|, tais que f(x) = q(z).g(x) + r(z) onde r(z) = 0 ou

grau(r) < grau(g).

Demonstragao: Sejam f(z) = ag + a1z + asx? + ... + a,z" e
g(z) = by + bz + bex® + ... + by, x™ com grau(g) = m.
Existéncia:
Se f(x) =0, basta tomar ¢(z) = r(z) = 0.
Suponhamos f(z) # 0 e grauf(z) = n.
Se n < m, basta tomar ¢(x) =0 e r(z) = f(x), e assim f(z) =0-g(z) + f(x).

Supondo n > m, faremos a prova por indugao (segunda forma) sobre grau(f) = n.

16



2. POLINOMIOS

Sen = 0, como n > m, segue que m = 0 e assim f(z) = a9 # 0, g(x) = by # 0 e
f(z) = aghy* - g(). Neste caso, q(z) = aghy* e r(x) = 0.
Suponhamos a afirmacao valida para todo polinomio com grau menor do que n.

Consideramos fi(x) o polinomio definido por

filx) = f(x) = an - byla" g (x)

Temos que grau(f;) < grau(f) e segue da hipétese de indugao, que existem ¢;(z),r(x)

tais que
fi(z) = q(z) - g(x) + r1(x), onde ri(z) = 0 ou grau(r,) < grau(g)

Dai, f(x) = anbsle™" g(x) + a1(2).9(x) + 11(x) = (@(2) + anbgla™ ") g(x) + ri(x).
Portanto q(x) = qi(x) + a,b,.2"™™ e ri(z) = r(x).

Unicidade:

Tomando f(z) = q1(x).g(z) + r1(x) = q(z).g(x) + ro(z), onde r;(x) = 0 ou grau(r;) <

grau(g) com i = 1,2, segue que
(@1(2) — q2(2)) - g(2) = r2(x) — 11 (2)

Se q1(x) # go(x) teremos que grau((q1 —qz2)-g) > grau(g) e grau(ra(x)—ri(z)) < grau(g),
chegando a uma contradicgao.

Portanto ¢;(z) = go(z) e dai ri(z) = ro(x). B

Sejam f(x),g(x),q(x) e r(x) como no teorema anterior, chamaremos f(z) de divi-
dendo, g(z) de divisor, ¢(x) de quociente e r(z) de resto.

No caso em que r(z) = 0, temos que f(z) = ¢(x) - g(x) e dizemos que g(x) divide f(z)
ou que g(z) é um fator de f(z), denotando por g(x) | f(z).
Se f(x) = q(z) - g(z) e 1 < grau(g) < grau(f), dizemos que g(z) é um fator préprio de
f().

Dados dois polinomios f(x) e g(x) com g(x) # 0. A demonstragao do teorema acima
nos fornece um algoritmo pratico para determinarmos o quociente e o resto da divisao de

f(x) por g(x) como veremos nos exemplos seguintes.
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Exemplo 11 Sejam f(z) = 23 + 2x — 3 e g(x) = x — 1 polinémios pertencentes a
R[z]. Vamos determinar o quociente e o resto da divisao de f(x) por g(x):

No primeiro passo calculamos o polinomio

file) = F(2) = an - byla" " g(x) = (2 4+ 20— 8) — - (a — 1)

B 4+2r -3 x—1

2%+ 2x — 3
f
1

A sequir temos que determinar a divisao fi(x) por g(x). Usando o mesmo procedimento

consideramos

folz) = (2> +22—-3) -2 (v —1)

2 4+2r—-3|z—1

— (2% — ) T
3r — 3
f2
Agora a divisao de fo(x) por g(x)
dr—3|x—1
~(Br—3) 3
0
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Resumindo num unico diagrama temos
2+ 22— 3 r—1
—(2® -2 2’4+ 1+3

22 +2x—3

3r — 3

—(3z —3)

f@)y=2*(z—-1)+2°+22-3=2*(x—1)+a(x—1)+32x—3
1 f2
f@)y=2*(x—1) +z@@-D+3x—-1)=@*+2+3)(z—1)+0

Portanto, q(z) =2*+x+ 3 er(z) =0.

Exemplo 12 Sejam f(x) =22% —42? + 2+ 2,g(z) = 2* — x + 1 € Rx], temos que:

203 — 4t +x+2 | 22—+ 1

—(22% — 22% +22) 2w —2

22— +2

—(—22% + 22 — 2)

—3r+4

Portanto, q(z) =2z — 2 e r(x) = =3z + 4.
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2.3 Meétodo dos Coeficientes a Determinar de Descartes

O matematico filésofo René Descartes introduziu um método para dividir polinémios, ou
para determinar os fatores préprios de um polinémio, baseado na definicao da igualdade
de polinomios. O método é fundamentado no Algoritmo da Divisao e na Propriedade
Multiplicativa do Grau.

Para uma melhor compreensao, comegaremos com o seguinte exemplo:

Exemplo 13 Ao dividir f(z) = 2z* + 2% — 32 + 22 — 1 por g(z) = 2*> + 1, devemos

encontrar dois polinomios q(x) e r(x) tais que satisfacam:
1. f(x) = g(x).q(x) + r(z)
2. grau(r) < grau(g) =2 our(z) =0
Como r(x) =0 ou grau(r) < 2, temos que:
r(r)=mr+n e q(x)=ar’+br+c
Para a determinacao dos coeficientes a,b,c,m,n € A, temos que:
f(x) = g(x).q(x) + r(z)

22 + 2° — 32% + 22 — 1 = (2° + 1).(azx”® + bz + ¢) + (mx + n)

Seque que:
20t + 2% — 322 + 20 — 1 = ax + b2® + (a + c)2® + (b+m)z + (c +n)

Da igualdade de polinomios, seque que:

a+c=-3<2+c=-3<c=-5
b+m=21+m=2&m=1

c+n=-1-54+4n=-1<n=4

\
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Assim q(z) =222 +x —5 er(z) =z + 4
Ou seja, 22 + 23 =322 + 22 — 1= (22 +1).(222 + v —5) + (z + 4).

Exemplo 14 seja f(x) = x*+4, utilizando o método dos coeficientes a determinar de

Descartes, determinaremos dois polinomios de grau 2 com coeficientes inteiros divisores

de f(x).
Como f(x) é um polinémio ménico, tomaremos g(x) = v*+ax+b, h(z) = v*+cr+d € Z[x]

tais que f(x) = g(x).h(z), assim:
' +4 = (2° + ax + b).(2° + cx + d)
Daji:
vt +4 =2+ (a+ c)2® + (d + ac + b)z* + (ad + be)x + bd

Seque que:
(1) a+c=0
(2) d+ac+b=0

(3) ad+bc=0

(4) bd =4

Analisando as possibilidades para os valores listados acima, em (4) temos que: b =1 e
d=4,oub=2ed=2,oub=4ed=1,oub=—-1led=—-4, oub=-2ce¢d= -2, ou
b=—-4ed=—1.

De (1), temos que a = —c.

Substituindo em (2), obtemos que d + b = 2.

Assim, a unica possibilidade € b=2 e d =2 e, nesse caso, c =2 ou c= —2.

Logo a = =2 ou a = 2. A equagdo (3) € satisfeita.

Portanto, f(x) = 2> —2x +2 e g(x) = 2% + 2z + 2.

Ou seja, * +4 = (2% — 22 + 2).(2* + 22 + 2).
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2.4 Algoritmo de Briot-Ruffini

O algoritmo de Briot-Ruffini simplifica a divisao de um polinémio f(z) € K[z| por um
polinémio da forma x — 3, determinando o quociente ¢(z) e o resto r(z), que neste caso,
devido as propriedades ligadas ao grau do polinémio, sera uma constante.

Sejam f(x) = apa™ + ap_ 12"+ ... + a1z + ag € K|x], com a, # 0, e f € K. Sejam
também ¢(z) € K[z] e r € K o quociente e o resto da divisao euclidiana de f(x) por
xr — (. Entao:

f(z) =q(x).(x — B) +r , com grau(q) =n —1

Segue que ¢(7) = ¢ 12"+ @uox™ 2 + ... + 1T + qo € assim:
F(@) = (gaa2™ oo™ P+ qo).(z = B) + 7
Aplicando a distributiva e o devido agrupamento dos termos semelhantes, temos:
f(@) = quoa@™ + (qn-2 — Btn—1)2""" + ... + (@0 — Bar)z + (r — Bo)

Ao compararmos com os coeficientes de f(x), temos:

( (
dn—1 = Qn dn—1 = Qn
Gn—2 — Bn—1 = an—1 Gn—2 = an-1+ BGn1
Gn-3 — Bn—2 = an—2 qn—3 = Gn—2 + Bqn—2
=
@1 — Bge = az Q1 = az + Bqe
G — By =a q = a1 + Bq
\7”—5%:(10 \7’:@0‘1‘5%

Assim, podemos ver que a sequéncia de igualdades dadas acima a direita sao carac-

terizadas recursivamente, nos permitindo determinar ¢(z) e o r resultantes da divisao de

f(x) por  — 5.

Assim,
q(x) = a4 (Qn—1+ 5Qn—1)xn72 + (-2 + BQn—2)l‘n73 + ...+ (a2 + Bg2)x + (a1 + Bar)
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e

r = ao + Bqo

O algortimo Briot-Ruffini organiza os dados obtidos anteriormente em uma tabela,
obtendo o quociente e o resto recursivamente. A tabela tem duas linhas, na primeira
linha iniciamos colocando 3, seguido dos coeficientes a,,, a,,_1, ..., ag do dividendo f(x) e

na segunda linha, o valor inicial ¢,,_1 = a,.

Qg

B Qn ap—1 " Gz 1

gn—1 = Qn

A seguir, fazendo o calculo a,3 + a,—1 = ¢,_2, colocando-o na segunda linha, logo apds

Gn-1, obtemos

Qo

ﬁ Qn, an—1 e az aj

Gn—1 = Qn anﬁ + ap—1 = Qn—2

Continuando recursivamente o processo, teremos

Qo

B an, Ap—1 -+ Q2 4

r

Gn—-1=0an QGn-2 *** Gq1 Qo

Assim, ¢(x) serd formado pelo coeficientes restantes na segunda linha em ordem decres-
cente, com excecao do ultimo, convenientemente separado na ultima coluna, que sera r

resto da divisdo de f(z) por ¢(z).

Exemplo 15 Sejam f(z) = z* — 523 + 2> =32 +6 e g(x) = x — 2. Usando o método
Briot-Ruffini, determinaremos q(x) e r(x), respectivamente o quociente e o resto da divi-
sao de f(x) por g(x).

Para efetud-la através do método de Briot-Ruffini, devemos dispor os coeficientes do po-

linomio f(x) precedidos do nimero 2.

Primeiro repete-se, abaizo do primeiro coeficiente, o proprio numero, neste caso o 1.
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2 (1 =5 1 =3 | 6

1

A sequir multiplicamos o 1, que foi repetido, pelo 2 e somamos com o —5, o resultado

1.2 4 (—=5) = —3 escrevemos abaizo do proprio —5.
2 1 -5 1 -3 6

Assim serd feito recursivamente até que se encerrem os coeficientes listados na tabela.

2 |1 =5 1 -3 | 6

1 -3 -5 —13 —20
Assim, podemos ver que q(x) = 2% — 322 — bx — 13 e r(z) = —20.

Pelo método das chaves, temos:

=5t + 22 —3x+6 r—2

—(z* — 223) 3 —3x? —5r — 13

33422 —-3x+6

—(—32% + 62?)

522 —3x+6

—(—52% + 10x)

—13x +6

—(—13z + 26)

—20
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Ou seja,

gt =53 +2? — 324+ 6 = (2 — 327 — 5r — 13).(z — 2) — 20

2.5 Maximo Divisor Comum

Neste capitulo vamos provar a existéncia do méximo divisor comum em K|z], onde K é

um corpo, de modo andlogo como é feito no anel Z dos ntimeros inteiros.

Definicao 7. Seja f(x) € K[x] um polinomio qualquer.
O conjunto indicado por K|x|f(x) € definido do sequinte modo:

Klz]f(x) = {g(x) - f(z) [ g(x) € K[2]}

e denominado o conjunto dos maltiplos do polinémio f(zx).

Proposicao 3 Considere f(x) um polinomio e K[z|f(x) o conjunto dos mailtiplos de

f(x). Tem-se que:
i) Se p(x),q(x) € K[z]f(x), entao p(x) + q(x) € Klz]f(z).
ii) Se g(x) € Klz]|f(z) e h(x) € Klz], entdo g(x) - h(x) € K[z|f(x).

Demonstragao: i) De fato, se p(z) e ¢(x) pertencem a K |[x]f(z), existem r(z), s(x) €

K|[z] tais que p(z) = r(z)-f(z) e ¢(x) = s(x)- f(x), assim ao somarmos p(x) e g(z) teremos:

p(x) +q(x) = r(z) - f(2) + s(z) - f(z) = (r(z) + s(2)) - f(2)

Como r(z) + s(x) € K[z], temos que p(x) + q(z) € Klz]f(z).

it) Tomando g(x) € Klz|f(x), existe r(z) € K[z] tal que g(x) = r(z) - f(x), assim
ao multiplicar g(x) por h(z) € K|x], tem-se que
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Assim,

Como r(z) - h(z) € K[z], temos que g(z) - h(z) € K[z]f(z).R

Definigao 8. Sejam f(x) e g(x) polinémios.
O conjunto Klx|f(z) + K|x]g(z) € definido do sequinte modo:

Kzl f(z) + Klz]g(x) = {p(x) + g(2) | p(z) € Klz]f(2),q(x) € K[z]g()}

Exemplo 16 Tomando f(z) = 3+ z,9(x) = 2+ x — 22, 0 polinémio h(z) = 11 +
3z — x? — 2% € K[z|f(z) + K[x|g(z), pois existem r(x) = 3 — x,s(x) = 1 + x polinémios
pertencentes a Klx], tais que 11 +3r — 2> — 23 =3 —2)- 3+2)+ (1 +x)- (2+x — 2?)

Proposicao 4 Sejam f(x) e g(z) polinomios. Tem-se que:
i) Ser(x),s(x) € Klz|f(z) + K[z]g(z), entdo r(z) + s(x) € K[z|f(x) + K[z]g(x).
it) Se r(z) € Klz|f(z) + Klx]g(z) e h(z) € K[z], entao r(x) - h(z) € Klz|f(x) +

Klz]g(x).

Demonstracao: i) Tomando r(z), s(z) € K[z|f(z)+K[z]g(x), existem p(z), q(z),
t(x) e u(x) polindomios, tais que r(z) = p(x)-f(x)+q(z)-g(z) e s(z) = t(x)- f(x)+u(x)-g(z).
Assim,
r(z) +s(x) = p(x) - f(x) + q(z) - g(2) + () - f(2) + u(z) - g(z)
r(z) + s(x) = (p(z) + t(2)) - f(2) + (¢(2) + u(x)) - g()

Portanto r(x) + s(z) € K|z]f(x) + K|z]g(x).

it) Tomando r(x) € Klz]f(x) + K[z]g(z) existem os polinomios p(x), ¢(x), tais que

r(z) = p(z) - f(x) +q(2) - g(2).
Multiplicando r(x) por h(z) € K|x], tem-se que:

r(z) - h(x) = (p(z) - f(x) + q(z) - g(2)) - h(x)
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Portanto r(z) - h(z) € K|z]f(z) + K[z]g(z).1

Teorema 2 Sejam f(x) e g(x) polindmios nao simultaneamente nulos. Entdo existe

um polinémio d(x) tal que Klz|f(x) + K|z]g(z) = K|x]d(z).
Demonstragao: Inicialmente consideraremos o conjunto indicado por
J ={l(x) € K[z]f(x) + K[z]g(x) | grau(l) = 0} C K[z] \ {0}

Como f(z) =1-f(x)+0-g(x) ou g(x) = 0- f(z)+1-g(x) pertencem a K[z]f(x)+ K|[z]|g(z),
tem-se que o conjunto J nao é vazio.

Consideraremos d(x) € J tal que o grau de d(z) seja o menor possivel dentre os dos
polinémios pertencentes a J. Vamos provar que K[z]d(z) = K|z]f(x) + K[z]g(x).

Como d(z) € J, existem polindémios r(z), s(x) € K[z] tais que d(z) = r(z) - f(x) + s(z) -

g(z).

Tomando um polinémio p(z) € Klz]d(z), temos que existe a(x) € K|x] tal que

E assim

Logo p(z) € Klx]f(z) + K[z]g(z). Assim K[z|d(x) C K[z]f(x) + K][z]g(x).

Por outro lado, tomando p(x) € K[z]f(x) + K[z]g(x), ao considerar a divisao euclidi-

ana do polinémio p(z) por d(x), existem ¢(x),r(x) tais que
p(z) =d(z) - q(z) + r(z), onde r(x) =0 ou grau(r) < grau(d)

Supondo 7(z) # 0, segue que 0 < grau(r) < grau(d).
Como r(z) = p(z) — d(z) - q(x) e p(z),d(z) € K[z]f(z) + Kz]g(z), tem-se pela proposi-

¢ao demonstrada anteriormente que r(z) € K[z|f(x)+ K[x]g(z) e assim chegamos a uma
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contradigao, pois grau(r) < grau(d), o que nao ocorre pois o grau(d) é o menor grau que
ocorre em J.

Temos entao que r(z) = 0 e assim p(z) = d(z) - ¢(z) € K[z]d(x).

Assim K|z]f(z) + K[z]g(z) C K]|x].

Portanto Klx]f(z) + K|z]g(z) = Klz]d(z).R

Proposicao 5 Sejam f(x) e g(z) € K[z] ~ {0}. Entao existe d(x) € K|x] tal que
Klz]f(z) + K[z|g(x) = K[z]d(x) e sdo vdlidas as sequintes afirmagoes:

i) Ir(x),s(z) € K[z| tais que d(x) = r(z) - f(z) + s(z) - g(z);
it) d(z) € um divisor comum de f(x) e g(x);

iii) se d'(x) € um divisor comum qualquer de f(zx) e g(x), entao d'(x) é também divisor

de d(x).

Demonstragao:i) A existéncia é garantida pelo teorema anterior.

Como Kz]- f(z) + K[x] - g(x) = K[z] - d(z), vale o item 7).

i1) Como f(x) =1-f(x)+0-g(x) € K[z]- f(z)+ K[z]-g(x), segue que existe h(z) € K|x]
tal que

Logo d(z) divide f(x).
De modo andlogo, d(x) divide g(x).

i11) Seja d'(x) um divisor comum de f(x) e g(x) em K|[z], isto é, existe r'(x), s'(x) € K|[z]

tais que f(z) =7r'(z) - d'(x) e g(x) = §'(z) - d'(x).

Como

Temos que
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Logo d'(x) divide d(z).H

Defini¢ao 9. Um polinémio d(x) € K|x] que satisfaca os itens ii) e iii), € denomi-

nado um mdzximo divisor comum de f(zx) e g(x).

Supondo d(x) e d'(z) dois maximos divisores comuns de f(z) e g(z), temos por ii) que
d(x) divide d'(z) e d'(x) divide d(x).

Assim

Donde

Avaliando os graus, conclui-se que hy(z) = ha(z) = a € Kz] ~ {0} é um polinémio

constante, e assim d(z) = a - d'(x).

Como dois méaximos divisores comuns de dois polinomios diferem apenas por uma cons-
tante multiplicativa nao nula, existird um tinico maximo divisor comum monico que entao

serd chamado de mdc de f(z) e g(z), sendo denotado por mdc(f(z), g(x)).

Teorema 3 (Teorema de Bézout) Considere K|[z|, onde K € corpo, e f(x),g(x) €
Klz]. Se d(x) = mde(f(x),g(z)), entao existem polindmios a(x),b(x) € K|x] tais que
d(x) = a(x) f(z) + b(x)g(x).

Demonstracao: Considerando d'(x) tal que K[z]f(x) + K[z]g(x) = K[x]d'(z).
Temos que d'(x) também é um méximo divisor comum entre f(z) e g(z).
Dai d'(z) =a-d(z), ae K~ {0} ed(z) =b-d(x), b€ K~ {0}.
Portanto d(z) € K|z]d' (x).l
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Proposicao 6 Sejam f(z), g(x),q(x),r(z) € Kz] tais que f(x) = g(x) - q(z) + r(zx),
entio mde(f(x), g(x)) = mde(g(z),r(x)).

Demonstracao: Seja d(z) = mde(f(x), g(x)).
Segue que d(x) é monico e divide f(x) e g(x) simultaneamente.
Assim f(x) = d(z) - hy(x) e g(x) = d(z) - ho(z).
Daf r(z) = d(z) - ha(x) — (d(2) - ha(z)) - q(x) = d(2) - (h1(2) = (ha(z) - q(2))
Portanto d(x) divide g(x) e r(x).

Suponha agora d'(x) tal que d'(z) divide g(z) e r(x), como f(z) = g(x) - q(x) + r(x),
concluimos que d'(z) divide f(x) e g(z).

Logo d'(x) divide d(x). Portanto d(x) = mdc(g(x),r(z)).H

2.6 Algoritmo Euclidiano - MDC

Sejam f(z),g(x) € K[z] ~ {0} . Pela divisao euclidiana temos que
f(z) =g(x)q(x) + ri(x), com r(x) =0 ou 0 < grau ri(z) < grau g(z)

Se r(x) # 0, podemos dividir g(z) por ri(x) e assim

g(x) = ri(x)ga(x) + ro(z), com ro(x) =0 ou 0 < grau ro(z) < grau ri(z)

Se continuarmos o processo, dividindo cada r;(x) por r;;1(x), sem restos nulos, obteremos

30



2. POLINOMIOS

f(z) = g(x)q(x) +ri(v)
g(z) = ri(x)ga(z) + r2()

ri(x) = ra(z)gs(z) + r3()

ric1(x) = 7i(2)gip1 () + i1 ()

Tn—2(2) = 11 (2)gn(x) 4+ 10 ()

Tn—1(2) = ra(@)gn+1(2)
onde grau g(x) > grau r(x) > grau ro(x) > -+ > grau r,(x) e rp41 ¢ 0 primeiro resto
nulo.
De fato, a sequéncia de restos tem que conter um resto nulo, caso contrario teriamos uma
sequéncia decrescente infinita de niimeros naturais.
Agora, usando a proposicao anterior temos
mde(f(x), g(x)) = mde(g(x),r1(x)) = mde(ri(z), ra(z)) = -+ = mde(rn(z), m(z)) =
mde(ry(z),0)

Se rp(z) = co+ c1x + - -+ + ¢pa™, com ¢, # 0, observamos que:

e mdc(r,(z),0) = 1, no caso em que r,(z) = ¢y # 0

1
e mdc(r,(z),0) = — - r,(x), no caso em que grau(r,) =m > 1
Cm

As divisoes sucessivas do Algoritmo Euclidiano costumam ser representadas do seguinte

modo:
(@) | @) | 6@ | | @) | @) | @)
flx) | g(x) | @) | ra(@) | oo | raa(@) [ raa(2) | ralz) |0
ri(z) | ro(x) | r3(x) | ra(x) | -0 | rpoa(x) | TR(x) 0
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Exemplo 17 Vamos aplicar o algoritmo de Euclides para calcular o mdc de

flx)=2°-1eg(x)=2°—-1.

Assim r3(x) = 0, mde(f(z),9(x)) = mde(x® —1,0) = 23 — 1.

Exemplo 18 Vamos aplicar o algoritmo de Euclides para calcular o mdc de

flx)=2>-1eg(x)=12*—1.

-1 |22=1z+1|xz+1

r+1 | z+1 0

Logo mdc(x® —1,2° — 1) = mde(x + 1,0) =z + 1

Exemplo 19 Vamos aplicar o algoritmo de Euclides para calcular o mdc de

flz) =22 -1 ¢eg(x) =2® — 4u.

1 3
T —— T
3
3 —dr | x> =1 =3z | —1
—3x —1 0

Logo mdc(z® — 4z, 2* — 1) = mdc(—1,0) = 1
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2.7 Algoritmo Euclidiano Estendido - MDC

Sejam f(x),g(x) € K[z] e as divisdes sucessivas com as mesmas notagoes usadas anteri-

ormente . Queremos determinar polinomios a(x) e b(zx) tais que

mdc(f(x), 9(x)) = a(x) - f(x) +b(z) - g(x)

Para calculé-los, utilizaremos o algoritmo Eucliano estendido, formulado por D.E.
Knuth (Milwaukee, 10 de janeiro de 1938). A idéia de Knuth consiste em observar que
cada resto r;(x) pode ser expresso em termos de f(z) e g(x), com coeficientes polinomiais
obtidos por uma recursao muito simples.

Temos que 71 (z) = f(z)—g(z)q1 (), logo r(x) = a1 (z)- f(x)+bi(x)-g(x), onde a;(z) =1
e bi(x) = —q1(z).

Continuando, 75(z) = g(z) — 11 (2)a>(2) = g(z) — (() — 9(2) (2)) () = —gul) F(2) +
(1 + qu(2)(2))g(2), logo ra(x) = aa(z) F(z) + ba(2)g(x), onde ax(x) = —gx(x) & by() =
1+ q(z)ge().

Supondo agora que ja calculamos r;_1(x) = a;—1(x) f(x)+b;—1(x)g(z) e ri(x) = a;(x) f(x)+
bi(x)g(x), o proximo passo sera calcular a expressao de 7;.1(x).

Como 7;11(x) = ri—1(x) —7i(2)gi+1 (), substituindo as expressoes de r;_(z) e r;(z), temos
rit1(®) = (ai-1(2) f(2) + bi1(2)g(x)) — (ai(2) f (@) + bi(2)g(2))qi41(2)

riv1(r) = (ai1 () = ai(2)gi1 (2)) f(2) + (bia(2) = bi(2)giga (2))g(x)
que nos fornece a recursao desejada.
Embora a recursao possa ser iniciada a partir dos coeficientes a1 (x), by (), az(x) e by(x),
interpretando f(x) e g(x) como se fossem restos, digamos r_1(x) e ro(x), respectivamente,

temos

ra(e) = f(z) = aa(2)f(x) +ba(z)g(x) e ro(2) = g(x) = ao(x) f(x) + bo(2)g(x)

e assim podemos comecar com a_;(z) = 1,b_1(z) = 0,a9(z) =0 e by(z) = 1.
Vamos organizar os dados acima numa tabela, onde os restos e os quocientes aparecem
na duas primeiras colunas e as outras duas serdo preenchidas com os vérios a;(z) e b;(x).

Comecamos a tabela com as duas primeiras colunas preenchidas, as terceiras e quartas
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serao preenchidas recursivamente usando as duas primeiras linhas conhecidas, lembrando

que ai(z) = a_1(v) — ap(®)q1(z), az(x) = ao(x) — a1(z)q2(7), az(z) = ar(z) — as(v)g3(x),

as(z) = a1(z) — az(x)gs3(x) e assim por diante e a mesmo vale para os b;(x).

resto  quociente  a(x) b(x)

Exemplo 20 Vamos aplicar o algoritmo estendido para f(x) = 2°—1 e g(x) = 2%—1.

Jd calculamos anteriormente que mdc(f(x), g(x)) = x3—1 e abaizo temos os quocientes

e restos das divisoes sucessivas:

Agora vamos construir a tabela do algoritmo estendido para determinar polinomios

a(x) e b(x) tais que mde(f(x), g(x)) = a(z) f(x) + b(z)g(x).
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resto  quociente  a b
¥ —1 * 1 0
20 —1 * 0 1
2 —1 3 1 —3
x3—1 x3 —z3 144"

a(x) b(x)

Portanto, mdc(f(x),g(z)) =23 — 1= (—23) - (2 = 1) + (1 + 2°%) - (2 — 1).

Exemplo 21 Vamos aplicar o algoritmo estendido para f(z) = 2°+22* +x e g(z) =
—xt — 23
Calculando o mdc(f(x), g(x)) = 2+, abaizo temos os quocientes e restos das divisoes

SUCESSIVAS:

—pt -3 |42 4 |2 —2? |24

3 — 2?2 224z 0

Agora vamos construir a tabela do algoritmo estendido para determinar polinomios

a(x) e b(x) tais que mde(f(x), g(x)) = a(z)f(x) + b(x)g(x).

resto quociente  a b
—zt — 23 * 1 0
2+ 222 + o * 0 1
x® — 2 —x 1 x
2+ 1 -1 1—=z
—~ ——
a(x) b(x)

Portanto, mde(f(z),g9(z)) =2+ 2= (=1)- (=2 —23) + (1 — x) - (2® + 22° + x).
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3 FATORACAO DE POLINOMIOS

3.1 Polinomios e suas Raizes

Seja f(z) = ap + a1x + azx® + -+ - + a,2™ um polindmio nao nulo em K[z|, caso exista
a € K tal que f(a) = ag + aya + aza® + - -+ + a,a™ = 0 € K, diremos que « é uma raiz

do polinémio f(z) em K.

Exemplo 22 Tomando f(x) = 2® — bz +4 = (2* = 2)(a? + 2)(2* — 1) (22 + 1), temos

que:
e Possui duas raizes em Q, x = —1, 1;
e Possui quatro raizes em R, © = —1, 1,v/2, —/2;

e Possui oito raizes em em C, x = —1, 1, /2, —/2, i, —i, V/2i, —/2i.

Teorema 4 (Teorema de D’Alembert) Seja f(x) € K|x] um polinémio. Temos que

a € K € uma raiz de f(z) se, e somente se, x — « divide f(x).

Demonstragao: (=) Suponha a € K raiz de f(z).
Pela divisao euclidiana, f(z) = (x — «a).q(x) +r(z), onde r(x) = 0 ou grau(r) < 1, donde
em qualquer um dos casos 7(z) = b € K constante.
Substituindo x por «, como « é raiz de f(z), temos que 0 = f(a) = (« — a).¢(a) + b, ou
seja 0 = b.
Portanto, © — «a divide f(x).

(<) Suponha que g(z) =z — a € Klz] divide f(x).
Segue que existe ¢(z) € K|[z] tal que f(z) = (x — a)q(x).

Assim, substituindo x por «, temos que f(a) = (o — a).q(«), ou seja, f(a) = 0.¢(a) = 0.
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Portanto « é raiz de f(z).H

Exemplo 23 Seja f(x) = 2z + 323 + 22% — 4x — 5. Temos que f(—1) =0, logo pelo
Teorema de D’Alembert, g(z) = x + 1 divide f(x).
De fato,

Logo 2x* + 32 + 222 — 4o — 5= (x+ 1) - (22 + 22 +  — 5) com r(x) = 0.

Teorema 5 Seja K um corpo e f(x) = ap + a1 + asx? + -+ + a,a™ um polinémio
nao nulo em K[x] de grau n entdo o nimero de raizes de f(x) em K € no mdzimo igual

ao grau(f) =n.

Demonstragao: Usaremos inducao sobre o grau(f) = n.

Se n =0, f(x) nao possui raizes em K e nesse caso nao ha nada o que demonstrar.
Suponha a afirmacao valida para todo polinomio de grau n.

Considere f(x) um polinémio de grau n + 1.
Supondo « uma raiz de f(z), entdo f(z) = q(z) - (r — «), onde grau(q) = n.
Dai, como Klz| é dominio de integridade, teremos que f(5) = 0, se e somente se, f = «
ou ¢(B) =0, logo as raizes de f(x) serdo « e as raizes de g(x).
Usando a hipétese de indugao, ¢(x) tem no méximo n raizes, portanto f(z) terd no méa-

ximo n + 1 raizes.A

3.2 Polinomios Irredutiveis e Fatoracao de Polinémios

Neste tépico falaremos de polinomios irredutiveis que, comparando com o que é feito no

dominio Z, dos inteiros, fazem o mesmo papel dos niimeros primos.
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Defini¢ao 10. Sejam K um corpo e f(x) € K[z] com grau(f) > 1.
Dizemos que f(x) € um polinémio irredutivel em K[z| quando:
Se f(x) = g(x)-h(zx) com g(x),h(x) € K[z], entao f(z) ou g(x) € um polinémio constante
ndao nulo. Caso contrdrio, dizemos que f(x) € redutivel. Assim, f(x) € redutivel quando

f(z) = g(x) - h(x), com g(z), h(z) nao constantes.

Com as notagoes das definigoes acima, segue que:

i) Se f(z) é redutivel, entdo grau(g) e grau(h) sdo ambos menores que grau(f), pois
grau(f) = grau(g) + grau(h);

i1) Se f(x) é redutivel, entao os graus de g(x) e h(z) ndo podem ser ambos maiores que

grau(f)

5 caso contrario grau(f) < grau(g) + grau(h);

i7i) Todo polinémio de grau 1 em K[z] é irredutivel;

iv) S6 é possivel decompor polinomios de grau 2 ou 3 como produtos de polinémios nao

constantes, se a0 menos um desses polinomios tiver grau 1;

v) Em decorréncia do Teorema de D’Alembert, um polinémio de grau 2 ou 3 sé serd

irredutivel em K[x] se 0 mesmo nao possuir raiz em K.

A definicao de irredutivel nao inclui os polindomios constantes, ou seja, os polindmios
constantes estao para a fatoragao de polinomios assim como os inteiros 1 e —1 estao para
a fatoracao de inteiros.

Observamos que no caso onde o polinémio tenha grau maior do que 3, pode acontecer
que o polinomio seja redutivel mas sem raizes, por exemplo um de grau 4 podera ser
decomposto em dois outros polinomios de grau 2, nao sendo necessario que estes possuam

raizes em K.

Exemplo 24 O polinomio f(z) = x* + 1 € irredutivel em R[z]. De fato, supondo

f(x) =g(x)-h(zx), com g(z) e h(x) polinémios nao constantes, necessariamente teriamos
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f(z) = (ax + b)(cx + d), com a,c # 0. Consequentemente f(x) teria raizes em R, o que

nao € possivel.

Exemplo 25 Tomando o polinomio f(z) = x* — 2% — 2, temos o0s sequintes casos:

1. Sobre o corpo Q
ot — 22 —2 = (22 — 2).(a* + 1), onde g(x) = 2> — 2 e h(z) = 2*> + 1 sao dois

polinomios irredutiveis em Q.

2. Sobre o corpo R
ot =22 =2 = (v —V2).(x +V2).(22 + 1) onde g(x) = 2 — V2, h(z) =z + V2 ¢

p(x) = x* + 1 sdo trés polinomios irredutiveis em R.

3. Sobre o corpo C
2t — 12— 2= (2 —V2).(x+V2).(x+1i).(x —1) onde g(x) = . — V2, h(z) = x4+ /2,

p(z) =z +1i eq(x) =x —1i sao quatro polinomios irredutiveis em C.

Proposigao 7 Sejam p(x), f(x) € K[z|. Se p(x) t f(z) e p(x) € irredutivel, entdo
mdc(f (), p(x)) = 1.

Demonstracao: Suponha que d(z) | f(z) e d(z) | p(x).
Segue que p(x) = d(x) - g(z), com g(x) € K[x].
Como p(z) é irredutivel, concluimos que d(x) ou g(z) é um polindomio constante nao nulo.
Se g(z) = a, com a € K \ {0} entdo p(z) = a - d(x) e consequentemente p(z) | f(z), o
que contraria a hipdtese.

Portanto, d(x) = a, com a € K ~\ {0}, consequentemente mdc(f(z),p(x)) = 1.1

Proposigao 8 Sejam p(z), f(z) e g(z) € K[z]. Se p(x) | f(x) - g(x) e p(x) € irredu-

tivel, entao p(x) | f(x) ou p(x) | g(z).

Demonstragao: Suponhamos p(z) um polinémio irredutivel que

divide f(x) - g(x). Suponha que p(z) t f(z).
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Como p(z) é irredutivel, temos que mde(p(x), f(z)) = 1, assim existem r(z), s(z) € K|x]

tais que r(z) - p(z) + s(z) - f(z) = 1.

Dai, multiplicando ambos os lados da equagao anterior por g(z), obtemos
r(z) - plx) - g(x) + s(z) - fz) - g(z) = g(x)

Como p(z) | p(x) e p(x) | f(x) - g(x) , concluimos que p(z) | g(x).M

Teorema 6 (Teorema da Fatoracio Unica) Seja K um corpo e f(x) € Klz] com
grau f(x) > 1. Entao, existem polindmios moénicos irredutiveis pi(x), pa(x), ..., pm(x) e
a € K~ {0} tais que

f(x) = a-pi(z) - pa(x) - - pm()

Além disto, essa expressdo € unica, a menos da ordem dos fatores.

Demonstragao:
Ezxisténcia
Vamos provar por inducdo (segunda forma) sobre grau(f) = n.
Se n =1, entdo f(z) =az +b, com a # 0, logo f(z) = a(z + Lz).
Neste caso, temos m =1 e p(z) =z + ga: ¢ monico irredutivel.
Suponhamos que o resultado seja valido para todo polindmio nao constante de grau menor
do que n > 2. Vamos provar que também serd vélido para f(x) = ag+ a1z + - - - + a,x",
a, # 0, de grau n.
Se f(x) for irredutivel, entao f(z) = a,(z" + “2=2a" "' 4 ... 4 g+ %) portanto m = 1
e pi(r) = ap(a” + 2" 4o 4 Slp 4 90) 6 monico irredutivel.
Podemos assumir que f(z) é redutivel. Assim, existem g(x), h(x) € K[z]| polinomios nao
constantes tais que f(x) = g(x) - h(z).

Temos que grau(g) < n e grau(h) < n e, usando a hipdtese de indugao, podemos escrever
g(x) =b-pi(z) - pa(x) - - pr()

W) = ¢ praa () - proa(®) - - pm(2)
com b,c € K~ {0} e p1(z), pa(x), ..., pm(z) s@o polinémios monicos irredutiveis.

Portanto f(x) =a-pi(x) - pa(z) - pm(x), coma="0b-c#0.
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Unicidade
Suponhamos
f(x) =a-pi(z)-- pm(r) =b-q(z) - g (z)
onde a,b € K ~ {0} e p1(x),....,pm(x),q1(x),- -+, g-(x) polindmios moénicos irredutiveis
sobre K.

Como a = coeficiente lider de f(x) = b, obtemos

pi(r) -+ pm(z) = q1(x) - e ()

Assim, temos
pi(z) | @u(z) -~ g, ()
e, como p;(x) é irredutivel, p;(x) divide g;(x), para algum j =1,...7.
Segue que, pi(z) = u - g;(z) com v € K N\ {0} e comparando os coeficientes lideres
concluimos que u = 1.

Reenumerando os polinémios ¢ (), ..., ¢-(z) podemos assumir p;(z) = ¢1(z), donde
pa() - - pm(®) = ga() - - g (@)

Seguiremos a prova usando indugao sobre m.

Sem=1entdor=1epi(z) =q(z).

Suponhamos a afirmacao valida para m — 1 > 1.

Temos po(z) - - pm () = q2(x) - - - ¢-(z), e pela hipdtese de indugao, m — 1 =r — 1, isto é,

m=re {p1<$>,p2($), ,pm(l‘)} = {QI(x)7QZ(x)7 e ,qm(x)}.l

3.3 Fatoragao em C|z]

Considerando um polinémio f(z) € Clz], este possuird sempre uma raiz complexa, fato
esse conhecido como “Teorema Fundamental da Algebra”(TFA), demonstrado pela pri-
meira vez no ano de 1799, por Gauss, em sua tese de doutorado na Universidade de
Helmstadt.

Este teorema possui varias demonstracoes em diversas areas da matematica e no apéndice
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deste trabalho faremos uma prova, considerada elementar, usando resultados da Analise.

Usaremos o resultado do TFA na proposicao seguinte.

Proposicao 9 Seja f(z) € Clz|, com grau(f) =n > 1.
Entao, existem (1, Ba, ..., Bn € C, nao necessariamente distintos, e a € C ~\ {0} tais que
f(x) =a(x — Br)(x — Ba)...(x — By).

Demonstragao: Faremos a prova por indugao sobre o grau(f) = n.

Se n =1, entdo f(z) = ax + b, com a,b € C e a # 0, teremos que f(z) = a(z + a~'b) e
By = —ath.
Suponhamos o resultado valido para polinomios de grau n > 1.
Considere f(x) € Clz] com grau(f) =n+ 1.
Pelo TFA, f(z) tem uma raiz g € C.

Assim, pelo Teorema de D’Alembert,
f(z) = q(z)(x — B), para algum g(z) € C[z] e grau(q) = n.
Pela hipétese de inducao, temos que existem a, 51, Ba, ..., B, € C, com a # 0, tais que
q(z) = a(z — P1)(z = B2)...(z = Bn)
Assim
f(@) =a(z = Bi)(z = Ba)...(x — Bu)(z — B)

Logo, ao tomarmos (3,1 = 3, obtemos

f(x) = a(z = B)(x = Ba)...(x = Bn)(z = Bnyr)M

Exemplo 26 Considere f(z) = 2* + 1 € Clz]. As raizes de f(z) sao 31 = \/75 + \/752'7
By = +\/7§ _ \/752', By =—¥2 4 \/752 e By = —? — ‘/752 Portanto,

f@) = (v = 2 +20) - (2= (F = 20) - (o= (4 20)) - (v = (¢ —90)
Observamos que f(x) = (22 + 2z +1) - (22 — /22 + 1) € a fatorag¢do em polinomios

monicos e irredutiveis em R[x].
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4 METODO DE KRONECKER

O método a ser descrito nesta se¢ao, denominado Método de Kronecker, é um algoritmo
para encontrar um fator préprio, caso exista, de um polindémio f(z) € Zlz] C Q|x], e

quando aplicado recursivamente chegara na fatoracao completa do polinomio.

e Se f(x) for um polinémio redutivel de grau n entdo f(z) = g(x) - h(x),
com 1 < grau(g) < grau(h) < n. Dizemos que g(x) e h(x) sao fatores préprios de
f(z), também dizemos que h(x) é um cofator correspondente ao fator g(z).

Observando que grauf(z) = grau(g)+grau(h), temos que grau(g) < g ou grau(g) <
n—1
2
Procuraremos entao um fator g(z) e o método serd conclusivo, isto é, determinare-

, respectivamente, quando n é par ou n é impar.

mos um fator préprio ou, caso contrario, o polinomio f(x) serd irredutivel.

e Usaremos o fato que KJ[z], onde K é um corpo, é um espaco vetorial sobre K,
com as operagoes usuais de adi¢ao e multiplicagao por um escalar. Considerando
os polinomios de Klz|, de grau menor do que ou igual a n, teremos um subespago

vetorial de dimensao n + 1 com a base canonica {1, z,z%, ... 2"}.
e Dados inteiros distintos rg, r1, ..., r, consideraremos os polinomios interpoladores de
Lagrange, definidos para cada ¢ = 0, ...,n por

(@ —ro)- - (& —rim1) - (= 7riga) -+ (# — 1)
(ri —ro) - (ri = 7i1) - (i = Tiga) =+ (10 = 70)

onde

lsej=1

Osej#1i

li(r;) =

Assim temos n + 1 polinémios de grau igual a n.
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Proposicao 10 Os polinomios interpoladores de Lagrange ly,lq, ..., 1, formam uma

base do espaco vetorial dos polinomios de grau menor ou igual a a n em Q.

Demonstragao: Como o conjunto S = {ly,ly,...,l,} tem n+ 1 elementos, basta
provar que lg,lq, ..., [, sao linearmente independentes e portanto se trata de uma base.

Suponhamos que
colo(x) + c1li(x) + -+ - + cpln(x) = 0 onde g, ¢q, -+ , ¢, €Q

Para cada 0 < j < n, substituindo z = r; nesta expressao, obtemos ¢; = 0.

Portanto os elementos de S sao linearmente independentes.ll

No lema seguinte, consideraremos polinémios em Z[z].

Dizemos que f(x) é irredutivel sobre Z (de modo anélogo a definigdo dada anteriormente,
sobre K) quando:

Se f(z) = g(x)-h(z) com g(x),h(x) € Z[x], entdao f(x) ou g(z) é um polindémio constante

nao nulo.

Lema 7 (Lema de Gauss) Seja f(x) € Z[x] C Q|x] tal que f(x) € irredutivel sobre

Z, entio f(x) é irredutivel sobre Q.

Demonstragao: Suponhamos que f(z) € Z[z] seja redutivel sobre Q, isto é,

f(z) = g(x).h(x), onde g(x),h(x) € Qlz] e 1 < grau(g), grau(h) < grau(f).

Como g(x), h(x) € Q[x], segue que existe um inteiro positivo m, tal que
m - f(z) = gi(z) - ha(z) , onde g1(x), hi(x) € Z[z]

Assim temos, g1(z) = ag+ a1z + ... + a, 2" com a; € Z e hy(x) = by + byx + ... + bsx® com
b; € Z.

Suponha que p | m , p primo.

Provaremos que p | a;Vi € {1,....,7} oup | b;,Vj € {1,...,s}.

De fato, se 3i € {1,...,r} e 35 € {1,...,s} tais que p { a; e p { b; consideremos ¢ e j 0s

menores possiveis com esta propriedade.
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Como p | m temos que p divide o coeficiente de 2™/ do polinémio m.f(x) = g;(z).hi(z),
isto é, p | (botitj + b1Givj—1 + baiyj—o + ... + bja; + ... + bipj_1a1 + birjao).

Pela nossa escolha de ¢ e j temos que p divide cada parcela, exceto b;ja; do coeficiente de
7 de gi(x).hy ().

Como p divide toda a expressao segue também que p | b;a; e como p é um nimero primo
temos que p | b; ou p | a; o que é uma contradicao.

Assim, se p é primo, p | m =p | a;Vi e {1,...,r} oup | bV € {1,...,s}.

Sem perda de generalidade, suponhamos que p | a; Vi € {1,2,...,7}.

Assim, g;(z) = pga(x), onde go(x) € Z[z] e se m = p.m; temos

p-mif(z) = pga(x).hy ()

my. f(z) = ga(x).h (2)
Como o numero de fatores primos de m é finito, prosseguindo com o argumento acima,

chegaremos que:
f(x) = g*(x) - h"(x) onde g"(x), h*(x) € Z[z]
Portanto f(x) é redutivel em Z.1H

Veremos como funcionard o método nos dois exemplos seguintes.

Exemplo 27 Seja f(x) = 27 + 425 + 725 + 212 + 212 + 22% + 352 + 7.
Como grau(f) = 7 = 23 + 1, procuraremos um fator g(x) de grau < 3 e assim

escolhendo rg = 0,71 = 1,79 = 2 e r3 = 3 teremos 4 polinomios interpoladores de grau 3:

C-DE-=2)(r-3) (z-1D@-2)(z-3)

(0 -1)(0-2)(0-3) 6
L(z) = (= 0)(z=2)(x—-3)  x(z—2)(x-3)
' 1-0(1-2)(1-3) 2

(z) = (z-0)(z—-1(x—-3) xz@-1)(z-3)
’ 2-02-1)(2-3) 2
(o) = B0 D=2 _ale-1=2

’ 3-0)3-1)(3~-2) 6
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Os polinomios lg, 11, 12, I3 formam uma base do espaco vetorial dos polinomios de grau
menor ou igual a 3 sobre Q.

Suponhamos entao que g seja um fator proprio de f, com grau(g) < 3, com cofator
h. Como ly,lq,ls,1l3 € uma base podemos escrever g como uma combinacao linear dos

polinomios l; com coeficientes racionats, assim
9(z) = colo(x) + c1li(z) + cala(x) + c3l3(2)

Observamos que, g(0) = g(ro) = co,9(1) = g(r1) = ¢1,9(2) = g(r2) = 2 e g(3) =
g(rs) =cs3 .

Neste ponto, como f(x) € Z|x], podemos assumir que g(x) € Z[x]. De fato, se f(z)
tem fatores proprios com coeficientes racionais, entdao tem que ter fatores proprios com
coeficientes inteiros (Lema de Gauss).

Para determinarmos o polinomio g, precisamos encontrar os respectivos valores dos
coeficientes cg, ¢y, Co, C3 € Z.

Da decomposicio f = g.h, seque que f(r;) = g(r;)h(r;) e assim g(r;) = ¢; € fator do
inteiro f(r;), para cada 0 < j < 3.

Como f € conhecido, podemos fatorar o inteiro f(r;) e testar todas as possibilidades
de fatores como possiveis valores para c;, para cada 0 < j < 3.

Precisamos agora fatorar f(r;) = f(i), para 0 < i < 3. Denotando por D; o conjunto
dos divisores de f(i), devemos agora escolher ¢; € D; de todas as maneiras possiveis,

construir os polinomios
Colo(CE) + Clll(l') + CQlQ(iC) + Cglg(ﬁ?)

correspondentes e verificar, um a um, se dividem f(z). Paramos ao encontrar o primeiro
fator.

Para termos certeza que consideramos todas as combinacoes possiveis de divisores
tomaremos S = Dy x Dy X Dy x D3 e usaremos a ordem lexicografica na listagem dos
elementos de S.

Assim, comparando duas (4)-uplas, na primeira posi¢cao onde as entradas sio diferentes,

a menor serd a que tiver a entrada menor. Por exemplo (1,—2,5,7) < (1,-2,6,2).
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Determinaremos entao f(r;), com 0 < i < 3, e enldo verificarmos seus possiveis

divisores.

f(0)=0"+4.0°+7.0°+21.0" +21.0° + 2.0° + 35.0 + 7= 7
F)=1"+41°+71°+21.1" +21.1° + 2.1 + 35.1 + 7 = 98
f(2)=2"+42047.2°+21.2' +21.2° +2.22 + 352+ 7 = 1197

f(3) =3"+43°+7.3°+21.31 +21.3° + 2.3 + 35.3 + 7 = 9202

Originando assim a sequinte tabela dos divisores de f(i):

i | f(rs) Divisores de f(r;) "D;”
0o 7 41,47
1] 98 1,492, 47, 414, +49, +98

2| 1197 | £1,+3,£7,£9, £19,£21, £57, £63, £133, £171, £399, £1197

3| 9202 41,42, 443, 86, £107, 214, £4601, £9202

Aplicando o algoritmo de Kronecker aos elementos de S, listados na ordem lexicogrdfica,
teremos que verificar 5877 elementos antes de encontrarmos a 4-upla (—1,—7,—19,—43)
e dai g(x) = colo(x) + crly (x) + cala(x) + c3l3(x) = —1o(x) + =Tl (z) — 1915 (z) — 43l5(z) =
2> + 5z + 1 . Para finalizar, usando o Algoritmo da Divisao, determinamos o cofator

h(z) = z* + 423 + 22% + 7 de f(x) relacionado a g(z).

Levando em conta o exemplo acima, o método envolve um nimero excessivo de calcu-

los e s6 é viavel quando é feito por um computador.

Exemplo 28 Seja f(z) = 2* + 223 + 2% — 1, usando o Algoritmo de Kronecker,
mostraremos que f(x) = g(z).h(z) com g(x) =2 +x+1 eh(z) =2+ 2 — 1.
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Assim, como grau(f) =4 = 2-2, escolheremos inteiros r; para cada 0 < j < 2. Tomando

ro=0,m71 =1 ery = —1, teremos os sequintes polinomios interpoladores de Lagrange:
o(x) = (x—r)(x—r) (@—=1.(z—(=1) (z=1).(x+1)
’ (ro—r1).(ro—m2)  (0—1).(0—(=1)) 1
L(z) = (@—r0)(x—r2) _(2—0).z—(=1) _a(x+1)
(ri—70)-(r —rs)  (1—0).(1—(=1)) 5
b(z) = (x—ro)(z—m) _ (¢—=0)(x—-1) _a(z—1)
i (ro—ro).(ro —r1)  (=1-0).(-1—1) 2

Temos que l;(r;) =1 e l;(r;) = 1 quando i # j, e {lo,l1,1l2} formam uma base do espago
vetorial dos polinomios de grau menor ou iqual a 2 sobre Q.
Assim existem coeficientes ¢y, c1,co € Q tais que

g(x) = colo(x) + c1li(x) + cala()

Como f(x) € Z podemos assumir que cg,cy,co € Z (Lema de Gauss).

Agora determinaremos os possiveis fatores de f(r;), para 0 < i < 2.

flrg) =0"+2.0°+0> - 1= -1
flr)=1"+213+12-1=2
flra) = (=1)*+2.(=1) + (-1)> =1 =—1

Organizando a tabela dos divisores, teremos:

i | f(r;) | Divisores de f(r;) "D;”

0] —1 +1
1] 2 41,42
2] -1 +1

Organizando as possiveis 3-uplas de S = Doy x Dy X Dy em ordem lexicografica, ao todo

16 possibilidades distintas listadas na tabela abaizo.
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linha dl dg d3

10 | —-1|-3] 1

1 | -1} 3 | -1

12 | —-11] 3 1

13 1 | -3] -1

14 1 [=3] 1

15 1 3 | —1

16 1 3 1

Fazendo os devidos testes, verificamos que a terceira 3-upla (—1,1, —1) determina um dos
fatores de f(x) . Assim, substituindo a mesma em g = colo(z)+c1li(z) +calo(2), resultard
o fator g(z) = —1ly(x) + 11 (z) — ly(z) = 2* + = — 1.

Usando o Algoritmo da divisio, determinamos o cofator h(z) = z* +x + 1.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Com este trabalho, tivemos a oportunidade de rever conceitos e resultados estudados na
graduagao, aplicados no estudo de polinomios. No desenvolvimento procuramos usar uma
linguagem elementar, por exemplo, ao provar a existéncia do MDC usamos o conceito de
Ideal sem formaliza-lo. Também tivemos a preocupacao de explicar com detalhes alguns

algoritmos aplicados no ensino médio.

Apesar de nao realizarmos um estudo especifico, objetivando o Teorema Fundamental
da Algebra (TFA), o mesmo é demonstrado de uma forma elementar, utilizando conheci-

mentos de analise.

Apesar de grande parte do contetido estudado aqui nao ser ensinado com tantos deta-
lhes e com demonstragoes no ensino basico, este podera ser destinado a formacao comple-
mentar dos professores, esperando assim que esta dissertacao possa ser usada por professo-
res do ensino médio como referéncia para o planejamento de aulas e atividades envolvendo

polinomios.
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6 APENDICE A
TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

Neste apéndice faremos uma prova do Teorema Fundamental da Algebra (TFA). Consi-
derando um exemplo, temos p(z) = 2% + 1 que nao possui raizes reais, possui duas rafzes

complexas 7 e —t e assim se decompoe como produto de polindmios de grau um,
p(x) = (z —i)(z +1)

De fato, qualquer polinomio p(x) em C|x], possui uma raiz complexa e, consequente-
mente, qualquer polinomio p(x) # 0 pode ser decomposto como produto de polinémios

de grau um,
p(@) =alr —2z) - (z—2) - (z—2)

onde a € R, n é o grau de p(x) e 21, 29, ... 2, s@0 suas raizes complexas, nao necessaria-
mente distintas.

Antes de enunciarmos formalmente o TFA, listaremos alguns fatos sobre fungoes com-
plexas que serao utilizados na demonstracao do teorema. Além disso, provaremos dois

resultados que também serao usados.

e Considere (C,+, ) o corpo dos nimeros complexos, onde se

z1=a+bi,zo =c+di € C, entao
21+ 20=(a+c)+ (b+d)iez 2= (ac—bd)+ (ad + bc)i
e Em (C,+,"), definimos a norma de um complexo z = a + bi como
2| = Va2 + b2
Se 21,23 € C, entao |21 + 23| < |21] + |22] € ||z1] — |22|| < |21 + 22].
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e Considere p(z) = ag+az+-- -+ a,z™ € Clz]. Uma fungao f : C — C, definida por
fl(z)=ao+ar-z+---+a, 2"

¢ denominada fun¢ao polinomial.

Se f: C — C é uma funcao polinomial, entao f é uma fungao continua.

Seja f : D — C uma funcao continua, onde D = {z € C | |z| < r} é um disco
fechado de raio » > 0. Entdo existe zy € D tal que |f(20)] < |f(2)], para todo

z € D, isto é , |f| possui um minimo em D.

Se f: D — C, definida num disco fechado de raio r > 0, é polinomial, entao |f|

possui um minimo em D.
Lema 1 Seja f: C — C uma fung¢do polinomial, definida por
fG)=a+ar-z+-+a, 2", n>1
Entao, para cada nimero real M > 0 existe um numero real R > 0 tal que
2> R= |f(2)] > M

Demonstragao: Faremos a prova usando inducao finita sobre n.

Suponha n = 1. Neste caso f(z) = ag+ a1z, com a; #0 e

[F(2)] = lao + a1z = |ar2| — lao| = |ar].|2| — a]

M + |ayl
a

Dado M > 0 escolha R = , isto é, M = R|ay| — |ag| e dai
2| > R = [f(2)] = |aa|-[z] — lao| = [a1|.R — [ao| = M

Suponha agora a afirmagao verdadeira paran —1 > 1.
Escrevendo f(z) =ag+ 2z - (a; + -+ a, - 2"7') temos que f(z) = ag + 2 - f1(2).
Dado M > 0, escolha R > 1 (hipétese de indugao) tal que

2| > R = [fi(z)] = M + |ao]
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Dai para M > 0 temos

[f ()| = lao + 2f1(2)| = [2[|1(2)| = lao| = R f1(2)] — lao|

R|f1(2)] = lao| = [/1(2)] = |ao| = M + |ac| — [ao| = M

Portanto, | f(z)| > M e a afirmagcao é verdadeira para n.l

Proposicao 11 Seja f : C — C uma funcao polinomial, definida por
f)=a+a-z+--+a,- 2", n>1
Entao, existe zy € C tal que |f(z0)| < |f(2)|, para todo z € C.
Demonstracao: Usando o Lema anterior, dado M = 1+ |ay| existe R > 0 tal que
|2l > R = [f(2)| = 1+ |ao|

Considerando o disco fechado D = {z € C | |z] < R} e usando o resultado enunciado

anteriormente temos que, existe zg € D tal que ( |f| tem um minimo em D)

|f(20)| < 1f(2)],Vz€ D

Suponha agora z € C~\ D, isto é, z € C e |z| > R.

Segue que |f(2)| > 1+ |ag| e como 0 € D temos que |f(z0)| < |f(0)| = ao.

Dai f(2) > 1+ |ag| > |ao| > |f(20)], logo | f(z0)| < |f(2)|, para todo z € C\ D.
Portanto, |f(z0)| < |f(2)|, para todo z € C.H

Teorema 8 (Teorema Fundamental da Algebra)
Todo polinomio f(x) = ag + a1x + -+ - + a,a™ € Clx] de grau n, com n > 1, possui uma

raiz complexa.

Demonstragao: Considere a fungao polinomial f : C — C definida por f(z) =
apyt+ay-z+--+a,- 2"

Temos que, usando a proposicao anterior, existe zo € C tal que f(z9) < |f(2)|, para todo
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z e C.

Vamos mostrar que f(zo) = ap+ay-20+---+a, 2y =0, isto ¢, zy é uma raiz do polindémio
f(@).

Fazendo a mudancga de varidveis z = w+ zp, entdo f(z) = f(w+29) = g1(w) é uma funcado

polinomial e
91(0)| = [f (20)| < [f(2)] = |g1(w)], Vw € C

Assim, |f(20)| = |91(0)] e |g1| tem um minimo global em w =0 .
Suponhamos, por absurdo, que |f(z0)| = [g1(0)| =a # 0
Temos que f(z) = f(w+20) = a0+ a1 - (W~ 20) + -+ ay - (wW+ 2)" = g1 (w) e assim

gi(w) = a+ dyw + - - + a,'w"

g1 (w)

Tomando go(w) = =1+ bw+---bw" e escolhendo b o primeiro coeficiente nio
a

nulo, a partir do termo constante, de go(w) podemos escrever

go(w) = 14+ bw™ + byw™™ + ... + byw™* onde m +k =n

1
Considere r a m-ésima raiz de — isto é, br'™ = —1.
Agora tome w = ru e g(u) = go(w) = go(ru).
g1(w g1(0
Temos Jo(u)| = Jga(ue)| = | 22| > |20 = g, )] = (o) = 1

Portanto, |g(u)| tem um minimo em u = 0.

Temos que
g(u) = 1T+ b(ru)™ + by (ru)™ .+ b (ru)™ ™ =1 — u™ + ™G (u)

onde

G(U,) =C+cu+...+ Ckuk_l com ¢; = bjrm+j7 1 S j S k

Considere ¢t > 0 real. Fazendo u =t e calculando |G ()],
|G(t)] = |er 4 cot + oo+ cxt™ 7 < ea| + |eat + o+ ettTH = Go(t)

Como lim tGy(t) = 0, escolha 0 < t < 1 tal que tGy(t) < 1 e dai,

t—0t

lg(t)] = N=t" G| < L=t |+ TG ()] = [(1—tT)[+™HG(E)] < [(1-17)[+£7 (tGo (1))
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9] < (1 —17) + 1" (tGo (1)) < (1 —1™) + 1™ =1 = |g(0)]

Mas isto contradiz o fato que 0 é um minimo de |g|.

Portanto f(zy) = 0.1
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