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RESUMO

Esta dissertacdo se insere no ambito das pesquisas relacionadas a possibilidade de
emersado das ideias do Calculo no ensino médio. Nesse sentido realiza-se aqui um
levantamento sobre o ensino do Calculo no Brasil, analisando a sua insercdo e
exclusdo do ensino médio, discutindo-se ainda sobre algumas razdes que nos fazem
crer que as nogdes basicas do Calculo podem e devem ser inseridas na matematica
escolar. Este trabalho, mais especificamente, tem como objetivo apresentar uma
proposta e, realizar uma avaliacdo de uma sequéncia de atividades didaticas para o
ensino da area do circulo e do volume dos sélidos de revolucéo (cilindro, cone e
esfera) em uma turma de 2° ano do ensino médio de uma escola da rede publica
estadual, que considere uma participacéo das ideias do Calculo. Para a concepcgao e
elaboracdo das atividades, foi utilizado como raiz cognitiva 0 método de exaustédo
associado a nocao intuitiva de limite. As atividades tiveram como suporte o uso de
aplicativos construidos com os recursos interativos e dinamicos disponibilizados pelo
software GeoGebra 3D. Com base nos resultados obtidos com a experiéncia
didatica pode-se concluir que os objetivos das atividades foram atingidos. Grande
parte dos alunos conseguiu compreender a origem das expressoées utilizadas para o
calculo da éarea do circulo, do volume do cilindro, do volume do cone e do volume da
esfera, a partir da nocao intuitiva de limite e do processo de exaustao. A pratica da
pesquisa revelou, entretanto, algumas dificuldades apresentadas por alguns alunos
com a escrita matematica e com a realizacédo de alguns calculos simples no decorrer
da aplicacdo das atividades. Fazem parte ainda do corpo desta dissertacdo um
breve relato histérico das ideias associadas a resolucédo dos problemas de calculos
da area do circulo e dos volumes dos solidos de revolucdo, além de uma andlise de
como os livros didaticos do Ensino Médio aprovados no Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD 2015) abordam os temas citados.

Palavras-chave: Ensino de Calculo; Ensino Médio; Volumes de sélido de revolucéo,
GeoGebra; Método de exaustéao.



ABSTRACT

This dissertation argues the possibility of integrating calculus ideas in high school. A
research study was conducted to examine the teaching of calculus in Brazil,
analyzing its insertion and suppression in high school. This work discusses the
reasons which make us conclude that basic notions of calculus should be inserted in
mathematics school. The general objective of this study is to present a proposal, and
realize an avaliation of sequential didactics activities for the teaching of circle area
and solid of revolution volume (cylinder, cone and sphere) in a second year state
public high school class, which consider a participation of calculus ideas. It was used
as cognitive root the method of exhaustion associated with intuitive notion of limit to
the conception and development of the activities. They had as foundation the use of
applications built with interactive and dynamic resources available for GeoGebra 3D
software. Based on the results obtained with the didactic experience, it can be
concluded that the objective of activities were achieved. Many of the students was
able to understand the origin of the expressions used to calculate the circle area, the
cylinder volume, the volume of a cone and the sphere of volume, from the intuitive
notion of limit and exhaust process. The practice of research has revealed, however,
some difficulties presented by some students with the mathematical writing and
performing some simple calculations in the course of implementation of activities.
Besides, it was included in this study a brief historical report of the ideas connected
with the resolution of the problems of Circle area calculations and volumes of
revolution solids, as well as an analysis of how high school didactic books accepted

in the Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD 2015) broach the issues above.

Keywords: Teaching of Calculus; High school; Solid of revolution volume,
GeoGebra; Method of exhaustion.
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INTRODUCAO

O interesse pelo tema proposto surgiu quando ainda cursava a Licenciatura
em Matematica na UFF. Enquanto estudante do curso de graduacdo eu me
questionei se a disciplina de Calculo nao teria sido mais facil de entender, se durante
o Ensino Médio eu tivesse tido contato com suas nocdes elementares (limite,
derivada e integral). Além disso, pensei na razdo pela qual o Calculo ndo era
lecionado no Ensino Médio, e esses foram 0s motivos pelos quais quis realizar esse
trabalho.

Essa problematica é apontada por diversos especialistas em ensino de
matematica. Como por exemplo, Rezende (2003, p.32) que, em sua tese de
doutorado, afirma que “... 0 que se sente falta no ensino de matematica em geral é
de uma “preparagao” para o ensino de Calculo. Alguns problemas classicos do
Célculo sédo evitados, ou simplesmente ignorados, ou ainda tratados de forma
superficial pelos professores no ensino médio e fundamental.” Outro autor que faz
referéncia a esse problema é Avila (1991, p.7) quando menciona o fato de que n&o
incluir o Calculo no Ensino Médio € algo grave, pois “... deixa de lado uma
componente significativa e certamente a mais relevante da matemética para a
formacéo do aluno num contexto de ensino moderno e atual.”

Dessa forma, por meio desse trabalho de pesquisa pretendemos mostrar que
€ possivel apresentar aos alunos do Ensino Médio, de um modo elementar e intuitivo
as noc¢des basicas do Calculo e utiliza-las para a compreensdo dos contetdos por
eles estudados. No presente trabalho nos deteremos basicamente ao estudo da
area do circulo e do volume dos solidos de revolucdo. Na verdade, o foco principal
deste trabalho esta no ensino do volume dos sélidos de revolugéo. O estudo da area
do circulo foi considerado apenas por se tratar de tema recorrente imediato®.

Em geral, a abordagem desses topicos é feita por meio de formulas
apresentadas a maioria dos estudantes que séo levados a memoriza-las pela pratica
exaustiva de exercicios, sem, contudo, compreender a esséncia e o significado de

tais formulas. Entendemos que € importante que os estudantes saibam manipular

' Ndo obstante, evitamos abordar explicitamente o comprimento de uma circunferéncia
(tema recorrente a area do circulo). Precisavamos demarcar um inicio. Entretanto, tal
assunto poderia ser abordado por meio de procedimentos analogos ao realizado para a
abordagem da area.
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tais férmulas para a resolucéo de exercicios, mas que € de igual importancia que os
mesmos tenham conhecimento de sua origem.

Outro ponto que deve ser observado no tratamento dispensado ao tema diz
respeito a maneira como tal assunto é apresentado nos livros didaticos nacionais do
ensino médio. Conforme veremos no final do capitulo 2 desta dissertacdo, a
abordagem didatica adotada acaba primando pelo uso do Principio de Cavalieri
como um axioma. Nao obstante o proprio Principio de Cavalieri ser um teorema cuja
demonstracdo faz utlizacdo de ferramentas do Calculo, as ideias do Calculo
inerentes a esses problemas ndo sao apresentadas aos estudantes. Assim, para o
desenvolvimento deste trabalho propomos uma sequéncia didatica de atividades que
procure devolver ao Célculo o seu papel histérico e epistemoldgico. Portanto, para
elaboracdo das atividades nos utilizaremos do método de exaustdo associado a
nocao intuitiva de limite, langando mé&o de um recurso dinamico, no caso o software
GeoGebra 3D? que auxiliard nesse processo. Escolhemos o GeoGebra por ser um
software gratuito, acessivel a qualquer pessoa que possua um computador, por
oferecer aos alunos a oportunidade de fazer conjecturas sobre um determinado
resultado e também por oferecer todos 0s recursos necessarios para levar a efeito a
nossa proposta. As atividades, compostas de fichas de controle e aplicativos
produzidos com o software supracitado, sdo apresentadas no capitulo 3 desta
dissertacao.

Para nédo ficar apenas numa argumentacéao tedérica e no nivel de proposta de
atividades, aplicamos as atividades elaboradas em uma turma regular de estudantes
do 2° ano do ensino médio de uma escola estadual do Rio de Janeiro situada no
municipio de Itaborai. Entendemos por turma regular, uma turma constituida pela
instituicdo escolar, sem a intervencgao ou selecéo prévia do pesquisador, em horério
escolar e ambiente da propria aula de mateméatica. Adotamos esse procedimento
para verificar qual o impacto dessa experiéncia em uma sala de aula usual, onde ha
estudantes que gostam e outros que ndo gostam de matematica. O relato e a
analise dos resultados dessa pesquisa de campo sdo apresentados no quarto
capitulo desta dissertacdo. Aléem da metodologia de trabalho, sdo apresentados no
final do capitulo dois pontos de vistas da avaliacdo da experiéncia didatica realizada:

o primeiro, do aluno; e, o segundo, do professor.

? Disponivel para download em http://www.geogebra.org/
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Assim, pode-se afirmar de forma sintética que o principal objetivo deste
trabalho é elaborar, aplicar e avaliar uma sequéncia didatica para o ensino e
aprendizagem de volumes de solidos de revolucdo em uma turma regular da rede
estadual do ensino médio do Rio de Janeiro.

Antes de tratarmos da pesquisa e de seus resultados, apresentamos dois
capitulos iniciais que foram de fundamental importancia para o desenvolvimento do
projeto de pesquisa.

No primeiro capitulo apresenta-se de forma breve a contribuicdo da geometria
no contexto histérico para o surgimento e desenvolvimento do Célculo, os principais
matematicos envolvidos nesse processo e como o Calculo contribuiu de maneira
significativa para resolver os problemas relacionados a areas de figuras planas e
volume de sdlidos de revolucdo. Foi a partir dessa andlise histérica que elegemos o
método de exaustao e a nocao intuitiva de limite como nossas ferramentas didaticas.

No segundo capitulo apresentamos uma sintese historica da participacdo
efetiva ou ndo das ideias do Calculo no ensino secundario no Brasil. Aléem disso,
discutimos sobre as razfes pelas quais acreditamos que as no¢des elementares do
Célculo podem e devem ser ensinadas no ensino médio, tomando como referéncia o
par preparacao/antecipacdo. O que se defende aqui € uma preparacdo para as
ideias do Céalculo e ndo sua antecipacdo para o ensino médio. Finalizamos este
capitulo com uma analise, ainda que sucinta, sobre como 0s assuntos relativos a
area do circulo e volume dos solidos de revolugdo sao discutidos nos livros de
matematica utilizados no ensino meédio brasileiro que foram aprovados no ultimo
Programa Nacional do Livro Didéatico (PNLD 2015).
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1. CALCULO DE AREAS E VOLUMES: DA GEOMETRIA AO CALCULO

1.1A SOLUCAO GREGA

A preocupacdo com questbes matematicas é muita antiga e remonta aos
primérdios da histéria da humanidade. Muitos povos da antiguidade se destacaram
no que se refere & matematica, dentre os quais se destacam os babilénios, 0s
egipcios, os chineses e os gregos. No entanto, os gregos foram os primeiros a dar
uma contribuicdo mais significativa para a matematica no que diz respeito a
formalizagdo do conhecimento matematico.

No que tange a geometria, e mais especificamente ao calculo de areas e
volumes, muitos desses povos desenvolveram técnicas bastante eficientes para as
suas épocas, tendo em vista o fato de que ainda néo existia 0 aparato matematico
necessario para a realizacdo dos calculos de uma maneira mais precisa. Contudo,
até onde se conhece da histéria, o povo que mais realizou avancos nesse sentido
foram também os gregos.

Na contribuicdo grega destaca-se Demdcrito, um dos principais
representantes da escola atomista, o qual defendia que a toda realidade consistia no
vazio e em atomos infinitamente pequenos e imperceptiveis. Demaocrito foi um dos
primeiros matematicos gregos a calcular volumes e a tratar tal assunto com a
utilizacao dos infinitesimais. De acordo com Brolezzi (1999):

Demacrito, no século quinto a.C., foi o primeiro matematico grego a
determinar o volume da piramide e do cone. Apesar de 0s egipcios ja
saberem encontrar o volume da piramide de base quadrada, o mérito
de Demdcrito estd em ter generalizado, bem ao estilo grego, a
maneira de determinar o volume para piramides de base poligonal
qualquer. Para obter o volume do cone, bastava uma inferéncia
natural obtida pelo aumento, repetido indefinidamente, do nimero de
lados do poligono regular formando a base da piramide. Foi, assim, o
primeiro a falar de infinitesimais, pensando em utilizar laminas
circulares infinitamente finas para calcular o volume de cilindros e
cones, antecipando-se assim ao teorema de Cavalieri, nesses casos.
(BROLEZZI, 1999, p.38)

No entanto, as ideias de Demacrito ndo tiveram uma ampla aceitacdo e foram
fortemente combatidas principalmente pela escola eleatica que mostrava 0s
paradoxos existentes nas teorias sustentadas pelo mesmo. Nesse contexto,

destaca-se a figura de Zen&o de Eléia com os seus famosos paradoxos, que atraves
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de suas ideias contribuiu no sentido de conduzir os gregos ao denominado Horror ao
Infinito.

E nesse contexto, onde os matematicos gregos queriam evitar a todo custo o
uso do infinito na matematica por eles estava sendo desenvolvida, que surge a
figura do matematico grego Eudoxo com o seu Método de Exaustdo, método muito
utilizado em demonstracées e sendo por isso considerado como uma ferramenta
grega analoga ao Céalculo Integral como se conhece atualmente. Em seu texto
Boyer (2012) atribui a Arguimedes a revelacdo de que foi o préprio Eudoxo que
forneceu o lema que hoje tem seu nome:

Segundo Arquimedes, foi Eudoxo quem forneceu o lema que hoje
tem o nome de Arquimedes, as vezes chamado de axioma da
continuidade e que serviu de base para o método de exaustdo, o
equivalente grego do calculo integral. O lema, ou axioma, diz que,
dadas duas grandezas que tém uma razao (isto é, nenhuma delas
sendo zero), pode-se achar um multiplo de qualquer delas que seja
maior que a outra. Esse enunciado eliminava um nebuloso
argumento sobre segmentos de reta indivisiveis, ou infinitésimos
fixos, que as vezes apareciam no pensamento grego. (BOYER, 2012,
p.81)

Cabe ressaltar que dessa forma o conceito de infinito ndo era levado em
consideracdo e, consequentemente, houve uma satisfacdo por parte dos
matematicos gregos que queriam evitar a todo custo a utilizacdo do infinito em seus
trabalhos devido ao seu Horror ao Infinito. Segundo Boyer (2012), mediante o
axioma de Eudoxo, pode-se demonstrar por uma reducdo ao absurdo uma
proposicao que formava a base do método de exaustdo grego. A proposicao diz que:
“Se, de uma grandeza qualquer, subtrairmos uma parte ndo menor que sua metade
e, se do resto novamente subtrai-se ndo menos que a sua metade e se esse
processo de subtracdo for continuado, finalmente restara uma grandeza menor do
que qualquer grandeza de mesma espécie pré-fixada.”

Tal proposicao foi utilizada posteriormente pelos matematicos gregos dentre
eles Euclides e Arquimedes para mostrar resultados sobre areas e volumes.
Segundo Boyer (2012) essa proposicao era equivalente a que pode ser encontrada
nos Elementos de Euclides X.1 e seu enunciado no contexto matematico atual é que

dada uma grandeza M e uma grandeza ¢ prefixada de mesma espécie, e sendo r

. 1 . 2 . - iy
uma razéo tal que > <r <1, entdo é possivel encontrar um inteiro positivo N tal que
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M(@-r)" <& para todo intero n>N, em outras palavras, lim M(l-r)"=0. O

mesmo autor chama a atencao para o fato de que:

(...), 0s gregos usaram essa propriedade para demonstrar teoremas
sobre areas e volumes de figuras curvilineas. Em particular,
Arquimedes atribuiu a Eudoxo a primeira demonstracio
satisfatoria de que o volume do cone é um ter¢co do volume do
cilindro de mesma base e de mesma altura, o que parece indicar
gue o método de exaustao foi deduzido por Eudoxo. Se é assim,
entdo é a Eudoxo que devemos provavelmente as demonstracfes
encontradas em Euclides dos teoremas sobre areas de circulos e
volumes de esferas. Tinham j& sido feitas, antes, simples
sugestbes de que a éarea do circulo podia ser esgotada
inscrevendo nele um poligono regular e aumentando
indefinidamente o nimero de lados, mas foi 0 método de exaustéao
de Eudoxo que primeiro tornou esse processo rigoroso. (BOYER,
2012, p.81)

Apesar do conceito de infinito ter sido evitado no trabalho de Eudoxo e de
outros matematicos gregos, ainda assim houve um avango significativo com
respeito a muitos resultados da geometria plana e espacial, principalmente no que
se refere ao calculo de areas e volumes. Na realidade, tal avanco se deu, pois de
certa forma o conceito de infinito, por mais que fosse evitado, ainda assim
permanecia oculto no método de exaustao.

Euclides, em sua obra Os Elementos, utilizou o método de exaustdo de
Eudoxo, onde o mesmo aparece como um axioma que diz que: “dadas duas
grandezas diferentes (ambas ndo nulas), se da maior subtrairmos uma grandeza
maior que a metade, e do que restou subtrairmos uma grandeza maior que a sua
metade, repetindo esse processo continuamente, restard uma grandeza que sera
menor que a menor grandeza dada”. (apud Brolezzi, 1999)

A obra de Euclides teve um papel fundamental no desenvolvimento da
matematica de modo geral, em particular na geometria espacial. Segundo
Boyer (2012) no livro Xl existe trinta e nove proposi¢cdes sobre geometria em trés
dimensdes, ja no livro Xll as proposi¢des se referem a medidas de figuras e todas
utilizam o método de exaustéao, além disso, varias aplicacbes similares do método de
reducdo ao absurdo foram utilizadas para medidas de volume em piramides, cones,
cilindros e esferas. Além disso, varios matematicos se inspiraram em seus escritos
e, através deles, deram o0s primeiros passos rumo ao surgimento do Célculo. De

acordo com Brolezzi (1999, p.39): “N&o € por acaso que Arquimedes, bem como



24

todos os criadores do Célculo no século dezessete, irdo se voltar para Euclides e
tentar buscar ai as ideias do Célculo”. Certamente ao se tratar de questdes relativas
a areas e volumes e com anseio por resolver problemas dessa natureza na Grécia
antiga, houve um preparo de um ambiente propicio que proporcionou o surgimento
e o0 desenvolvimento do Calculo. Sem duvida, Euclides contribuiu de forma
significativa para que isso acontecesse. Nao menos importante, foi Arquimedes de
Siracusa.

Mediante o0 método de exaustdo, Arquimedes chegou a muitos resultados
corretos, que hoje podem ser confirmados facilmente mediante técnicas do Calculo,
e isso varios séculos antes do surgimento do mesmo. Tais fatos podem ser
considerados notaveis, dadas as circunstancias da época em que foram obtidos.
Arquimedes escreveu diversos tratados, muitos dos quais versando sobre
geometria, no entanto, um de seus trabalhos que merece um destaque especial é
um conhecido como o Método, trabalho este que foi descoberto somente no inicio do
século XX. Segundo Boyer (2012), este texto contém quinze proposi¢cdes que foram
enviadas, na forma de carta, para Eratdéstenes que era matematico e chefe da
universidade de Alexandria. Nesse trabalho, Arquimedes determinou a area de um
segmento parabdlico, o volume da esfera, os volumes do elipsoide, paraboloide e
hiperboloide de revolucédo e da cunha cortada de um cilindro reto por dois planos,
um paralelo a base do cilindro e o outro que corta obliqguamente o eixo do cilindro.
Ainda segundo Boyer (2012, p.108), Arquimedes através de investigacoes
mecanicas fez muitas das principais descobertas matematicas e “... julgava que seu
“‘método” nesses casos néao tinha rigor, pois considerava uma area, por exemplo,
como a soma de segmentos de reta.” Esse fato é bastante interessante mediante a
semelhanca desse pensamento com o método dos indivisiveis do século XVII.

Muitas das ideias utilizadas por Arquimedes foram inegavelmente,
verdadeiras inspiragdes para o nascimento do Calculo moderno, no entanto, ainda
deixavam a desejar em varios aspectos quando se pensa no Calculo atualmente,
pois ndo havia o conceito de funcdo, que como se sabe é fundamental para o
desenvolvimento sélido e consistente do Calculo. Segundo, Rezende (2003): “O
contexto fornecido pelo Calculo de Arguimedes ndo nos possibilita realizar uma
reflexdo mais profunda. Faltam, no seu Calculo, dois ingredientes fundamentais: um
bom conceito de nimero e o conceito de variavel (e, conseqientemente, o conceito

de funcdo).” Mediante isso, é possivel perceber que com os gregos houve um
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avanco bastante significativo para que o Célculo fosse desenvolvido, todavia, ainda
era necessario algo mais consistente para que tal objetivo fosse atingido
eficientemente, o que sera alcancado apenas alguns séculos mais tarde com outros

matematicos.

1.2 O PRENUNCIO DO CALCULO

Ap6s um periodo de avancos significativos com o0s matematicos gregos,
houve um periodo na histéria da humanidade de estagnacdo na evolucdo do
conhecimento cientifico, de maneira geral. Esse periodo se estendeu de meados do
século VI até o inicio do século Xlll, quando surgiram as primeiras universidades
cristds. E nesse periodo que muitos pensadores, conhecidos como filésofos
escolasticos voltaram seus olhos para a matematica grega desenvolvida. E, desse
modo, muito do pensamento grego foi retomado. Resurge entdo no palco do
conhecimento cientifico os conceitos de infinitesimais e de indivisiveis que, mediante
suas aplicacbes na geometria, principalmente com relacdo ao calculo de areas e
volumes, prepararam o caminho para o nascimento do Célculo Integral.

A partir do século XIll, até o inicio do século XVII, muitos matematicos tiveram
grande importancia para o desenvolvimento inicial das ideias do Calculo. Dentre
esses matematicos podemos citar primeiramente o cardeal Nicolau de Cusa (1401-
1464) e posteriormente nomes como o de M. Stifel (1486-1567), Francois Viéte
(1540-1603), Simon Stevin (1548-1620) e Kepler (1571-1630). Todos esses
matematicos tiveram um ponto de convergéncia em seus trabalhos com relacdo a
um conceito especifico da matematica conhecida até entdo, esse conceito era o
conceito de infinito. A idéia de infinito que havia sido abandonada pelos matematicos
gregos, agora reaparece e € utilizada por esses matematicos sem nenhuma reserva.

Nicolau de Cusa, M. Stifel e Fracgois Viete, por exemplo, consideravam,
conforme assegura Rezende (2003, p.138), que o circulo como um poligono de “um
nuamero infinito” de lados. Kepler também utilizou a mesma ideia para determinar a
area do circulo.

De fato, segundo Boyer (2012), Kepler utilizava uma ideia primitiva de calculo
integral para determinar a area do circulo, pois considerava o circulo dividido em
setores circulares que poderiam ser pensados como triangulos infinitamente finos e

de bases infinitamente pequenas que estdo ao longo da circunferéncia. Dessa
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. . . 1
forma, a area do circulo seria dada por A= Er -C, uma vez que a soma das bases

dos triangulos era igual ao comprimento da circunferéncia e por um raciocinio
analogo ele sabia a area da elipse. Além disso, utilizou a ideia de infinitésimos
também para calcular o volume de determinados solidos, considerando 0s mesmos
como sendo compostos por uma infinidade de elementos infinitesimais, de maneira
similar ao que foi feito com a area do circulo e da elipse, e dessa maneira seus
métodos dispensavam a dupla reducdo ao absurdo que era utlizada por
Arguimedes.

De acordo com Boyer (2012), matematicos como Simon Stevin e Kepler eram
muito praticos e, em virtude disso, evitavam os rigores do método de exaustédo. Essa
modificacdo na maneira de se pensar com relacdo aos métodos infinitesimais é que

conduziram ao desenvolvimento das ideias fundamentais do Calculo.
1.2.1 Os Indivisiveis

Um dos temas que ndo pode ser ignorado na resolugcdo de problemas
geométricos de calculo de areas e volumes é uso dos indivisiveis. Embora tenha
sido utilizado por vérios filosofos escolasticos, o uso deste conceito ganhou
notoriedade apenas no século XVII, com o trabalho Geometria Indivisibilibus,
desenvolvido por Bonaventura Cavalieri (1578-1647). E importante ressaltar de que
nao foi somente Cavalieri que usou o conceito de indivisiveis em seus trabalhos.
Como veremos mais adiante, matematicos importantes como os franceses Gilles
Persone de Roberval (1602-1675) e Blaise Pascal (1623-1662) também utilizaram tal
conceito em seus trabalhos.

Cavalieri foi discipulo de Galileu Galilei (1564-1642) e dedicou parte de sua
vida ao estudo da geometria, principalmente no que se refere ao calculo de areas e
volumes. S&o de dois teoremas seus que surge o procedimento didatico conhecido
como Principio de Cavalieri. Para Cavalieri, uma figura plana era formada por
infinitas cordas paralelas entre si e uma figura sélida por infinitas secc¢des planas
também paralelas entre si. Essas cordas e essas secgfes eram por ele
denominadas de indivisiveis. Cavalieri ndo definiu o que na realidade viriam a ser
esses indivisiveis. Suas ideias tiveram certa aceitacdo e foram utilizadas por muitos

matematicos. Entretanto, também tiveram muitos opositores, 0s quais nao viam
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muita consisténcia em sua teoria dos indivisiveis. Conforme assegura Rezende
(2003):

O Geometria indivisibilibus de Cavalieri alcancou popularidade quase
gue imediatamente, e se tornou, exceto para os trabalhos de
Arquimedes, a mais cotada fonte para 0s matematicos que
desenvolviam trabalhos em geometria por meio de consideracbes
infinitesimais. No entanto, as reacdes contrarias ao seu método
infinitesimal ndo tardariam a aparecer. Paul Guldin, um jesuita, foi um
dos maiores criticos do método infinitesimal de Cavalieri. Guldin ndo
fazia distincdo entre o método de Cavalieri e o de Kepler; para ele
ambos conduziam a faldcias e situagbes paradoxais.
(REZENDE, 2003, p.150)

Um dos argumentos que era muito utilizado para combater a geometria de
Cavalieri residia no fato de que ndo fazia sentido que uma figura geométrica de
extensao finita pudesse ser formada por uma infinidade de indivisiveis. Além disso,
a teoria desenvolvida por Cavalieri ndo conseguia explicar o fato de como um
conjunto de elementos sem espessura poderiam formar uma area ou um volume.

N&do obstante as contradicbes encontradas e as controvérsias de seu
trabalho, é inegavel a importancia da teoria dos indivisiveis para o desenvolvimento
da geometria e do Célculo, visto que até hoje o teorema que leva seu nome é
utilizado como principio (axioma) no ensino de matematica elementar. Muito embora
o proprio Cavalieri ndo os tenha provado, seus principios na realidade sao teoremas
e podem ser provados mediante as técnicas do Calculo Integral, com veremos mais
adiante.

Antes, porém, apresentamos a versao original do Teorema de Cavalieri:

Se construirmos duas figuras planas quaisquer entre as mesmas
paralelas e se ao tracarmos retas equidistantes as paralelas os
segmentos que interceptam a figura forem iguais, entdo as figuras
planas serdo também iguais e se construirmos duas figuras sdlidas
entre 0s mesmos planos paralelos e ao tragcarmos planos
equidistantes dos planos paralelos as sec¢cfes que interceptam as
figuras forem iguais, entdo as figuras solidas também serdo iguais.
(BARON e BOS, 1985, v.2, p.14)

A seguir apresentamos duas versdes dos “Principios” de Cavalieri, para areas
e volumes, enunciadas por Paterlini (2013) em seu trabalho. Sao elas:

Principio de Cavalieri para Areas — Sejam R e S regifes limitadas de
um plano, e seja r uma reta desse plano. Suponha que, para toda
reta s paralela a r, as interseccbes de R e S sejam vazias ou
segmentos tais que a razdo entre seus comprimentos é constante.
Entdo a raz&o entre as areas R e S € essa constante.

Principio de Cavalieri para volumes - Sejam P e Q solidos limitados,
e seja a um plano. Suponha que, para todo plano 3 paralelo a a, as



28

intersecdes de P e Q com B sejam vazias ou regides tais que a razdo
entre suas areas € constante. Entdo a razao entre os volumes de P e
Q é essa mesma constante (PATERLINI, 2013, p. 237)

Cabe ressaltar o fato de que os Principios de Cavalieri ainda hoje sao
utilizados, principalmente, no que se refere a volumes. Tal principio € usado para
demonstrar no ensino médio as férmulas que permitem calcular o volume dos
principais soélidos geométricos como o prisma, a pirAmide, o cilindro, o cone e a
esfera.

Conforme observado anteriormente, apesar de que quando se fala em
indivisiveis quase sempre se faz referéncia ao nome de Cavalieri, outros
matematicos também utilizaram o conceito de indivisiveis em seus trabalhos. Nesse
sentido destacaram-se os trabalhos dos matematicos franceses Roberval e Pascal.

Segundo Boyer (2012), Roberval, designado para a catedra de Ramus no
College Royal, ganhou, no ano de 1634, um concurso onde desenvolveu um método

de indivisiveis muito semelhante ao de Cavalieri. Usando o seu método, o

b
matematico foi capaz de mostrar que jsen xdx = cosa—cosb, que como se sabe é
a

resultado que equivale a aplicacdo do Teorema Fundamental do Calculo e que, em

particular, pode ser aplicado para calcular a area delimitada pela curva y =Sen X e

0 eixo x quando a=0¢e b=r.

Contudo, o método de Roberval diferia tecnicamente do método de Cavalieri.
Para Roberval os seus indivisiveis tinham um carater muito mais voltado para o
aspecto aritmético e infinitesimal, contrapondo-se ao método de Cavalieri que
possuia uma abordagem baseada em argumentacdes de fundo geométrico.

Com efeito, Rezende (2003) observa que Roberval ndo considerava:

uma superficie como sendo realmente composta de linhas ou um
sélido como feito de superficies, mas na realidade como sendo
construidos de pequenos pedacos de superficies e soélidos,
respectivamente, sendo essas ‘“infinitas coisas” consideradas
“apenas como se elas fossem indivisiveis”. (REZENDE, 2003,
p.157 -158)

Roberval via os indivisiveis sob uma perspectiva muito diferente da
concepcgao de Cavalieri. A maneira como Roberval concebia a nog¢ao de indivisiveis

influenciou outro matematico francés de vital importancia no processo de
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desenvolvimento do Calculo: Blaise Pascal, filho de Etienne Pascal, que era amigo

de Roberval.

A concepcéao que Pascal possuia dos indivisiveis era similar a de Roberval. O

trecho a seguir é de uma carta de Pascal, com o pseudénimo de Denttonville, a

Carcavi, e sintetiza a forma como Pascal concebia e utilizava o método de

indivisiveis.

Queria fazer esta adverténcia para mostrar que tudo isto que é
demonstrado pelas reais regras dos indivisiveis se demonstrara
também com o rigor e a maneira dos antigos; e que assim um desses
métodos ndo difere do outro sendo na maneira de falar: isso ndo
pode ofender as pessoas que raciocinam quando se Ihes advertiu
uma vez do que se intenciona por aquilo. E é porque ndo tenho
nenhuma dificuldade no que segue em usar dessa linguagem dos
indivisiveis, a soma de linhas, ou a soma de planos, e assim quando
considerar por exemplo o diametro de um semicirculo dividido em um
namero indefinido de partes iguais aos pontos Z, de onde sejam
conduzidas as ordenadas ZM, ndo encontrarei nenhuma dificuldade
em usar dessa expressao, a soma de ordenadas, que parece ndo ser
geométrica aqueles que ndo entendem a doutrina dos indivisiveis, e
gue se imaginam que é pecar contra a geometria exprimir um plano
por um numero indefinido de linhas, o que nédo resulta sendo de lhe
faltar compreensao, pois que se ndo entende outra coisa por aquilo a
nao ser a soma de um numero indefinido de retangulos feitos de
cada ordenada com cada uma das pequenas porgdes iguais do
diametro, do qual a soma é certamente um plano, que nao difere do
espaco do semicirculo a ndo ser por uma quantidade menor que
qualquer uma dada. (PASCAL, 1963, apud VENTURIN, 2007, p.135)

C
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Figura 1: Semicirculo dividido em um numero indefinido de partes iguais aos pontos Z

Dessa forma, percebe-se que os indivisiveis de Pascal estavam estritamente

relacionados com a idéia de infinitésimos, visto que os segmentos ZM, na figura

acima, sdo imaginados como pequenos retangulos cuja soma das bases € igual ao

diametro do circulo e cuja soma das areas é a area do semicirculo. Essa é sem

duvida uma boa preparacgéo para o calculo integral.



30

1.2.2 Adaptagbes no Método de Exaustéo

Como ja foi visto anteriormente, o método de exaustdo foi criado pelo
matematico grego Eudoxo e, posteriormente, muito utilizado por Euclides e
Arquimedes em seus trabalhos. No entanto, durante a Idade Média e Renascimento,
0 método de exaustao teve algumas variagcbes como veremos a seguir. Destacamos
agui alguns matematicos que fizeram tal adaptacédo, sdo eles: Nicolau de Cusa,
Simon Stevin e Fermat.

Nicolau de Cusa (1401-1464) era um filosofo escolastico e também utilizava o
método de exaustdo em muitos dos seus trabalhos, contudo ndo como Euclides e
Arquimedes. Por exemplo, no caso da quadratura do circulo ele empregava os
meétodos infinitesimais pensando o circulo como um poligono de infinitos lados e
utilizava o método de exaustao apenas como um complemento para a realizacdo de
seus calculos. Rezende (2003) ressalta esse fato, pois segundo o autor:

Nicolau de Cusa introduziu em seus calculos matematicos tanto
as “quantidades infinitamente pequenas” como as “infinitamente
grandes”. Definiu quantidade infinitamente pequena como “aquela
que nao pode ser feita menor”, e a infinitamente grande como
“‘aquela que nao pode ser feita maior”. Para demonstrar o
resultado de Arquimedes para a quadratura do circulo usou
explicitamente a idéia de infinitesimais. Esta idéia de descrever o
circulo como um poligono de “numero infinito” de lados, presente de
forma marcante na demonstracdo de Nicolau de Cusa, aparece
também nos trabalhos de M. Stifel (1486-1567) e de Francois Viete
(1540-1603). Nicolau usou também o método de exaustdo para
“‘complementar’a sua demonstracido.(REZENDE, 2003, p.165-166)

Segundo Boyer (2012), Nicolau possuia melhores habilidades eclesiasticas do
gue matematicas. Além disso, pela maneira como abordou o problema da
quadratura do circulo, considerando-o como sendo um poligono de infinitos lados,
Nicolau ficou conhecido como um equivocado quadrador de circulo. Nao obstante as
criticas recebidas, ainda assim, ele possui o mérito de ser um dos primeiros
europeus da Idade Média a tentar resolver um problema muito discutido por
matematicos da antiguidade. No entanto, quem vai dar um passo adiante e mais
decisivo na adaptacédo do método de exaustdo é o matematico Simon Stevin.

Simon Stevin (1548-1620) era conhecedor do trabalho de Nicolau. Contudo
nao lhe agradava o procedimento indireto utilizado na versédo antiga do método de

exaustao e, em consequéncia disso, foi eliminando gradativamente de seu trabalho
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0 processo de reducao ao absurdo optando pela passagem ao limite. Boyer (2012)
assegura esse fato quando destaca o fato que:

Como homens préticos que eram, Stevin, Kepler e Galileu
necessitavam dos métodos de Arquimedes, mas desejavam evitar
os rigores do método de exaustdo. Em grande parte foram as
modificacdes introduzidas por este motivo nos antigos métodos
infinitesimais que finalmente conduziram ao Céalculo, e Stevin foi
um dos primeiros a sugerir modificagdes. (BOYER, 2012, p.228)

Pode-se dizer que, na verdade, a adaptacdo do método de exaustéo feita por
Stevin consistiu basicamente na utilizacdo do conceito de limite de forma intuitiva,
que lhe permitia demonstrar certos resultados de uma maneira mais pratica e
eficiente.

Pierre de Fermat (1601-1665) também utilizou o conceito de indivisiveis em
seus trabalhos. Segundo Roque (2012):

Além de Roberval, Fermat e Pascal utlizaram o método dos
indivisiveis para encontrar areas delimitadas por diferentes curvas.
No entanto, foram propostas modificacbes importantes,
constituindo-se um novo método dos indivisiveis no qual a area néo
era decomposta em um numero infinito de linhas, mas concebida
como a soma de um numero indefinido de retangulos. Essa soma
difere da area original por uma quantidade que pode ser tornada
menor que qualquer quantidade dada. Surgiu, assim, uma nova
maneira de calcular &reas por meio da aproximagédo de uma area por
retangulos infinitamente finos, e essa ferramenta podia ser aplicada a
qualquer figura curvilinea. (ROQUE, 2012, p.348)

A utilizacdo de tal conceito e a técnica desenvolvida permitiu que Fermat
apresentasse o método de exaustdo dos gregos sob um novo ponto de vista, um
ponto de vista mais algébrico e que muito se aproxima dos métodos utilizados pelo
Céalculo. De acordo com Roque (2012):

Ha uma diferenca fundamental entre essa técnica e o método de
exaustdo usado pelos gregos, entre eles Arquimedes, pois aqui hao
se usa nenhuma prova indireta para se chegar ao resultado final. ... ,
Arquimedes mostrava que duas areas sao iguais usando um
raciocinio por absurdo, concluindo que a suposicdo de que uma é
maior que a outra leva a contradicdo. J4 no exemplo dado® o
namero de retdngulos aumenta indefinidamente e considera-se uma
aproximacao da soma quando n se torna muito grande. Além disso,
no caso dos gregos, o “calculo” de uma area consistia em uma
comparacdo entre areas. Aqui, o objetivo é calcular uma area
qualquer por meio de uma aproximacado obtendo-se uma expressao

® Esse exemplo a que a autora se refere é dado pela mesma em seu livro na pagina 348 ao
fazer uma adaptacdo para a linguagem matemética atual do raciocinio empregado por

Fermat para o célculo da area abaixo da parébola y = x°.
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analitica. Substituindo valores numeéricos nessa expressao, tem-se 0
valor da 4rea para cada caso particular. O procedimento de dupla
reducdo ao absurdo, usado pelos antigos gebmetras, era indireto, ao
passo que o novo método permite obter a area diretamente.
(ROQUE, 2012, p.348 - 349)
A maneira como Fermat abordava problemas de areas fez com que o método
de exaustdo pudesse ser visto de outra forma, uma forma que desempenhara um
papel fundamental ndo somente relativo ao calculo de areas, mas também com

respeito ao desenvolvimento do préprio calculo integral.

1.2.3 Newton e Leibniz

N&o é possivel se falar em Calculo e no seu surgimento e desenvolvimento,
sem mencionar os nomes de dois célebres mateméticos: o inglés Isaac Newton
(1642-1727) e o aleméo Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Seus trabalhos
tiveram uma importancia fundamental no desenvolvimento do Calculo sendo por
essa razao, considerados como “inventores” do Calculo por muitos historiadores da
matematica. Apesar de a histéria mostrar que o Calculo foi desenvolvido ao longo
dos anos através do trabalho de varios matematicos, é possivel justificar tal titulo em
decorréncia da importancia que esses matematicos tiveram para organizacao
sistémica do proprio Célculo como area do conhecimento. Conforme assegura
Baron e Bos (1985, v.3 p.5) “Ainda que o Calculo ndo tenha nem comecado e nem
terminado com estes dois homens, cabe a eles um grande mérito. Newton estendeu
e unificou os varios processos de calculo e Leibniz ligou-os através de uma notacao
eficaz e de um novo calculo operacional.”

Segundo Baron e Bos (1985, v.3, p.69), esse titulo lhes é conferido,
principalmente por trés fatores: Primeiro, porque seus metodos infinitesimais foram
muito mais gerais do que o dos matematicos que os antecederam, uma vez que se
aplicavam, no caso das curvas, a qualquer tipo de curva e ndo a um caso particular
de curvas como no caso de seus antecessores. Segundo, porque em seus trabalhos
havia um reconhecimento do Teorema Fundamental do Calculo: a relacdo entre
diferenciacéo e integragdo, o que anteriormente era visto como problemas distintos.
E, terceiro, por causa da notacdo matemética utilizada em seus trabalhos, pois a
mesma permitia que seus métodos fossem explicitados de maneira mais clara e

precisa.
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Newton estudou os trabalhos de varios matematicos como Euclides, Kepler,
Viete e muitos outros. Esses trabalhos certamente contribuiram para o seu trabalho
e, além disso, devem ter influenciado significativamente a sua formacdo matematica.
De acordo com Boyer (2012, p.276), Newton nao foi o primeiro matematico a derivar
ou integrar, e muito menos 0 primeiro a perceber a relacdo que havia entre
derivacgédo e integragéo no teorema fundamental do calculo, contudo “Sua descoberta
consistiu na consolidacdo desses elementos em um algoritmo geral aplicavel a todas
as funcdes, sejam algébricas sejam transcendentes.” Ainda, segundo Boyer (2012),
esse fato pode ser claramente percebido em uma nota publicada pelo préprio
Newton em seu famoso livro Principia:

Em uma carta que escrevi a Mr. J. Collins, datada de 10 de
dezembro de 1672, tendo descrito um método de tangentes, que eu
suspeitava ser o mesmo que o de Sluse, nédo foi publicado entdo, eu
acrescentei essas palavras: isso € um particular, ou antes um
Corolério, de um método geral, que se estende, sem qualquer
complicacdo de célculo, ndo s6 ao tracado de tangentes de
guaisquer linhas curvas, sejam geométricas sejam mecanicas ... mas
também a resolugcdo de outros tipos mais obscuros de problemas
sobre a curvatura, areas, comprimentos, centros de gravidade de
curvas etc., Nem se limita ( como o método de maximos e minimos
de Hudden) a equagdes que séo livres de quantidades em radicais.
(BOYER, 2012, p.276)

Newton realizou diversos trabalhos em matematica sobre as séries infinitas,
teoremas sobre cbnicas e no proprio Célculo. Utilizou o método das séries infinitas e
sua versao do teorema fundamental do Célculo para o célculo de antiderivadas
(também conhecida no Calculo Moderno como a integral de Newton). Todavia nao
sera tratado aqui pelo fato de néo estar adequado ao escopo desse trabalho.

Leibniz, a semelhanca de Newton, também leu varios trabalhos de outros
matematicos que o influenciaram significativamente. Trabalhos como o de Cavalieri,
Roberval, Pascal e varios outros, fizeram parte de seus estudos. A semelhanca de
Newton, Leibniz contribuiu de diversas formas para o avanco do Calculo e do
conhecimento matematico de forma geral. De acordo com Baron e Bos:

Depois da invencgdo do calculo, Leibniz contribuiu com seu posterior
desenvolvimento através da publicacdo de muitas técnicas, tais
como: o0 uso de coeficientes indeterminados, a determinacdo de
contornos, a integracdo de funcdes mediante as fragcOes parciais e a
chamada “regra de Leibniz”. Ele foi também ativo em outros campos
da matematica: projetou e construiu uma maquina calculadora que
executava a adicdo, a subtracdo, a multiplicagdo e a diviséo;
investigou o sistema dos numeros binarios e explorou a teoria dos
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determinantes na qual o moderno uso dos indices duplos tornou-se
muito Gtil. Também dedicou muito tempo aos estudos algébricos.
(BARON e BOS, 1985, v.3, p.41)

O matematico ainda realizou importantes trabalhos sobre sequéncias e séries
numeéricas. Encontrou, por meio de um método, o qual ele chamava de “a quadratura
aritmética do circulo”, a famosa série infinita *:

V4 11 1 1 1

4 735 7 9 11
Percebendo uma analogia com o célculo de diferencas finitas e de somas,
Leibniz desenvolve sua versdo do teorema fundamental do Calculo. Segundo Baron
e Bos (1985):

(...) Leibniz viu uma analogia entre o célculo de diferengas finitas e
de somas, por um lado, e a determinacdo de areas e de tangentes
pelo outro: a adigdo das sequéncias corresponderia & quadratura das
curvas; tomar as diferencas corresponderia a determinacdo das
tangentes. A relagéo inversa entre tomar somas e diferencas sugeriu
a Leibniz que as determinacdes de areas e de tangentes também
sdo operacOes inversas. Assim surgiu, apesar de estar indefinida
nesse periodo, a idéia de um célculo de diferengas infinitamente
pequenas e de somas de sequéncias de ordenadas que servissem
para resolver os problemas das quadraturas e de tangentes,
problemas cuja reciprocidade foi reconhecida. (BARON e BOS, 1985,
v.3, p.41)

Outros dois pontos importantes devem ser considerados na contribuicdo de

Leibniz para o Caélculo. O primeiro ponto esta vinculado a questdo da notacdo

matematica. Foi o primeiro matemético a inserir notagcdes em seu trabalho, (d, j );

notacfes que sao utilizadas, inclusive, no Célculo moderno. J4 o segundo ponto, se
refere ao triangulo caracteristico (assunto ao qual ndo nos deteremos, visto ndo ser
a proposta de nosso trabalho) e sua utilizacdo na deducao de transformacdes gerais
de areas (integrais).

Haveria muito mais a ser tratado sobre a importante contribuicdo desses
matematicos relativo aos fundamentos do Calculo. No entanto, ndo nos detemos a
esses fatos em virtude de o presente trabalho ter como enfoque principal, ainda que
de maneira breve, o papel do Célculo na resolugdo do problema geométrico da

medida. Para a solucdo desses problemas, a introdug¢ao dos conceitos de fungéo e

* Esta série ja era conhecida, segundo Baron e Bos (1985), no ano de 1671 (antes do
trabalho de Leibniz) pelo matemético J. Gregory.
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de limite no cenario do Célculo foi fundamental. Mas isso, j& é o Calculo Moderno.

Acelerando o passo, iremos direto para esse ambiente intelectual.

1.3 A SOLUCAO DO CALCULO MODERNO

Com o surgimento do Calculo Integral atual as questdes relativas a areas e
volumes foram em grande parte solucionadas. Através das técnicas do Calculo
pode-se calcular a area delimitada por uma curva qualquer e o volume de sélidos
geométricos. Vejamos primeiramente como a area abaixo de uma curva é calculada

por meio de uma integral. A maneira relatada abaixo é segundo Guidorizzi (2003):

Célculo de Areas - Seja f continua em [a,b], com f(x)>0 em [a,b]. Estamos

interessados em definir a area de um conjunto A do plano limitado pelas retas x=a,

x=b, y=0 e pelo gréfico de y = f(x).

Ay I

VN

X

1 »
a b

Figura 2: Area delimitada pelo grafico de f e pelasretas x=a, Xx=be y=0
Seja, entdo, P:a=x, <X, <X, <...<X, =b uma parti¢io de [a,b] e sejam ¢,
¢ em [x,x] tais que f(c,) é o valor minimo e f(c;) o valor maximo de f em

e
[x_.%]. Uma boa definigio para a area de A devera implicar que a soma de

Riemann Zf(c‘:i )Axi seja uma boa aproximacdo por falta da area de A e que
i=1

n
z f(éi )Axi seja uma boa aproximagao por excesso, isto é
i=1
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Figura 3: Soma inferior e soma superior de uma fungéo
b
Como as somas de Riemann mencionadas tendem a J f(x) dx, quando max.
a
Ax; — 0, nada mais natural do que definir a area de A por
b
areade A = Jf(x) dx
a

Como aplicacdo do resultado acima, é possivel mostrar que a area de um

circuloderaio r € z-r?.
De fato, a equacdo de uma circunferéncia de raio r e centro na origem é

dada por x°+y?=r?. Dessa forma, pode-se expressar a semicircunferéncia
superior como uma funcdo da seguinte maneira:
f(x)=+vr?—x?,onde -r<x<r e f(x)>0

Assim, a area do circulo de raio r é dada por:
r
Area do Circulo = ZJ‘\/r2 —x%dx
-r
Atraves da técnica de integragdo conhecida como substituicdo trigonométrica,

r
calcula-se muito facilmente a integral I\/rz —x*dx e mostra-se que seu valor é

-r

zor?

. Donde se conclui da equagéo anterior que a area do circulo é 7 -r?.
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Outra aplicacdo do calculo integral diz respeito ao célculo de volumes.
Primeiramente trataremos dos sélidos de revolucdo e apdés de um sélido qualquer.
Toda abordagem feita a seguir para o céalculo de volumes é segundo Guidorizzi

(2003), excetuando-se os exemplos de aplicacdo.

Volume de Sdlido obtido pela Rotacdo, em torno do Eixo x, de um
conjunto A - Seja f continua em [a,b], com f(x)>0 em [a,b]; seja B o conjunto
obtido pela rotacdo em torno do eixo x, do conjunto A do plano limitado pelas retas
x=a, x=b, pelo eixo x e pelo grafico de y= f(x). Estamos interessados em

definir o volume V de B.

Figura 4: Rotagédo em torno do eixo x
Seja P:a=x,<X <X, <...<X, =b uma particdo de [a,b] e, respectivamente,

e C, pontos de minimo e maximo de f em [x_,,x]. Na figura acima, ¢, =x, -1 e

Ol

C, =X,. Temos:

7 [1(e)f ax,

volume do cilindro de altura Ax, e base de raio f(c;)(cilindro de
“dentro”)

”'[f(a)]zAXi

volume do cilindro de altura Ax, e base de raio f(c;) (cilindro de

“fora”)
Uma boa definicao para o volume devera implicar
Zn‘/z-[f(q )] Ax; < volume Szn:n-[f(a ) Ax,
i=1 i=1

para toda partiio P de [a,b].
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Quando max Ax, >0, as somas de Riemann que comparecem nas
b
desigualdades tendem a [z -[f(x)° dx.

Nada mais natural, entdo, do que definir o volume V de B por

Como exemplo de aplicacdo do resultado acima é possivel mostrar que o

. , 4-7-13
volume de uma esferaderaior ¢ V = 3

Com efeito. Seja V 0 volume do solido obtido pela rotacdo, em torno do

eixo x, do conjunto de todos os pares (x,y) do plano tais que x*+y><r?, y>0

(r>0). Este conjunto € um semicirculo de raio r e ao rotacionar esse semicirculo

em torno do eixo x, obtém-se uma esfera de raio r. Além disso,

X +y*<r’, y20 & y=f(x)=+r’—x*,onde -r<x<r e f(x)>0
Dai o volume V € dado por:
3

v =l dx:zﬂi(m)zdxzzﬂirz_dex:zj{rzx_%] i

0

Volume de Solido obtido pela Rotacdo, em torno do Eixo y, de um
conjunto A - Suponha f(x) >0 e continua em [a,b], com a>0.Seja A o conjunto
do plano de todos os pares (x,y) tais que a<x<b e 0<y< f(x). Seja B o conjunto
obtido pela rotacdo em torno do eixo y, do conjunto A. Pode-se mostrar através de

argumentos semelhantes aos anteriores que:
b
Volume de B = 27ZIX- f(x) dx
a

A titulo de exemplo de um resultado que pode ser obtido com a férmula

acima, vamos mostrar que o volume de um cone reto de raio r e altura h € dado por

\Y =%7z r’h. Com efeito, considere o conjunto dos pontos (x, y) do plano tais que

h : . A A
0<x<r e 0<y<h-—x. Este conjunto € um triangulo retangulo de catetos
r
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r (sobre o eixo x) e h(sobre o eixo y) e angulo reto na origem. Dessa forma, o

volume é:

hx? e h | zor?eh
r r

\% =2ﬂIX(h—EXj dx = ZﬁIxh——dx =27{
0 5 2 3r

0

b
Volume de um Sélido Qualquer - Vimos anteriormente que 7r_[[f(x)]2 dx é a
formula que nos fornece o volume do sélido de revolucéo obtido pela rotagdo, em

torno do eixo x, do conjuntoA={(x,y)eIR2|aSX£b,Os ysf(x)}. Observe que

A(x) =zl f (X)F

area = Afx)

Figura 5: Secc¢éo transversal do sélido

€ a area da interseccao do sélido com o plano perpendicular ao eixo x e passando
pelo ponto de abscissa x.
Assim, o volume mencionado anteriormente pode ser interpretado da seguinte

forma

b
Volume = IA(X) dx

a

Seja, agora, B um sélido qualquer, ndo necessariamente de revolucdo e seja
X um eixo escolhido arbitrariamente. Suponhamos que o soélido esteja
compreendido entre dois planos perpendiculares a x, que interceptam 0 eixo x em
Xx=a e em x=b. Seja A(x) a area de intersecdo do solido com o plano

perpendicular a x no ponto de abscissa x. Suponhamos que a funcgéo A(x) seja

integravel em [a,b]. Definimos, ent&o, o volume do sdlido por

b
Volume = J'A(x) dx
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Mas isso, de certa forma, € a versdo do Principio de Cavalieri na forma de
Teoremas. A seguir, apresentamos e damos uma demonstracdo dos Principios de
Cavalieri — quer dizer, dos teoremas de Cavalieri — e uma aplicacdo para obtencao
do volume do Elipséide, ambas extraidas de Paterlini (2013). Para isso, considere R
uma regido do plano, entdo a(R) é a sua area e se P & um solido, entdo v(P) é o

seu volume.

Teorema (Principio de Cavalieri para areas) - Consideremos em um plano um

sistema de coordenadas cartesianas Oxy, e seja R a regido delimitada por y =0,
y=b>0 e pelos gréaficos das fungdes continuas x= f,(y) e x=f,(y), 0<y<b,
com f,(y)< f,(y) paratodo y. Seja S a regido delimitada por, y=0, y=b e pelos
gréaficos das fungdes continuas x=g,(y) e x=g,(y), 0<y<b, comg,(y)<g,(y)
para todo y. Suponhamos que exista k >0tal que f,(y)-f,(y)=k[g,(y)-g,(y)]
para todo y . Entdo a(R)=k-a(S).

Demonstracao

Da Teoria de Integracéo de fungdes reais temos:

a(R)- ngxder(ji}x}dy 1)~ ()0 = [-loa(y)— 0y =

=k-|g,(y)-g,(y)dy =k-a(s)

O =y T

0 gque demonstra a afirmacéo.

Teorema (Principio de Cavalieri para volumes) - Consideremos um sistema de

coordenadas cartesianas Oxyz, e seja P um solido finito delimitado por z=0,
z=c>0 e por uma quantidade finita de graficos de fung¢des continuas do
tipoy = f(x,y) e x=g(y,z). Para cada t tal que 0<t<c, seja P, a intersegdo de
P com o plano z=t. Seja Q outro solido finito delimitado por z=0, z=c>0 e por
uma quantidade finita de graficos de funcbes continuas do tipoy:f(x,z) e
x:g(y,z). Para cada t tal que 0<t<c, seja Q, a intersecdo de Q com o plano

z=t. Suponhamos que exista k>0 tal quea(P)=k-a(Q,) para todo t. Entdo

v(P)=k-v(Q).
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Demonstracéao
Da Teoria de Integracdo de funcdes reais temos:

c

v(P)= [[[ dxdydz = j[“dxdy}dz = ja(PZ )dz = jk -a(Q, )z =k-[a(Q, )z =k-v(Q)

0
0 que demonstra a afirmagao.
Como exemplo de aplicacdo, demonstraremos com o auxilio do teorema de

Cavalieri para volumes uma formula para calcular o volume de um elipsoide.

Volume do Elipsoide — O volume do elipsoide de semieixos a, b ec é 4ﬂ:bc.

Demonstracao

Suponhamos c>b>a >0, e consideremos o semielipsoide P definido por

Figura 6: Semielipsoide e Semiesfera

E facil ver que esse solido é delimitado pelos planos z=0 e z=c e pelos gréficos
de duas fungdes continuas do tipo y = f(x,z) e (ou do tipox = g(y,z)). Além disso,

para cada t tal que 0<t<c, aintersecdo P, de P com o plano z=t é dada por

2 2 2 42

X —

XYy v c Zt
c

y? 2 ?
2 b2 CZ

2 2 2
X <1
—+ 5+ < =

a’ b

(¢}
QD

2 2
. c”—t 1 ,
Seja d = ==—.+/c* —t? . Entdo P, é dado por
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e, em virtude do resultado anterior®, sua area é
ab
7(adYbd) = zabd? = = z(c? —t?)
c
Consideremos agora a semiesfera Q definida por

x> +y>+z2°<c? 220

E facil ver que esse sélido é delimitado pelos planos z=0 e z=c e pelos gréaficos
de duas fungdes continuas do tipo y= f(x,z) e (ou do tipox = g(y,z)). Além disso,
para cada t tal que 0<t<c, aintersecdo Q, de Qcom o plano z=t é dada por
X*+y?+t?<c® =  xP+y?<ct-t?
Seja r =+/c* —t? . Entdo Q, é dado por
x> +y?<r?

e suaareaé r-r? :7z-(c2 —tz).

Notemos que, para cada t tal que 0<t<c,
ab ab
a(R)= 2l -t*)-Ta@)

Estamos assim em condi¢des de aplicar o Principio de Cavalieri para volumes com

ab ~
k = — .Temos entao
c

Esse é o volume do semielipsoide. Duplicando, segue o resultado desejado.

® Esse resultado é formula A= 7ab para calcular a 4rea de uma elipse de semieixos a e b,
demonstrado pelo Teorema de Cavalieri para areas.
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2. O CALCULO NO ENSINO MEDIO

Neste capitulo iremos discorrer sobre a participacdo do Calculo no
desenvolvimento do curriculo da Matematica do ensino meédio brasileiro. Aléem disso,
serdo apresentados posicionamentos de alguns autores sobre a necessidade de
serem incluidas as no¢des basicas do Calculo ainda no ensino médio, ao invés de
deixa-las para serem abordadas apenas no ensino superior, como tem sido feito, em
geral, na atual conjuntura educacional brasileira.

Pretende-se ainda, propor algumas formas de trabalhar com tais no¢des sem
que se faca uma antecipacao ipsis litteris dos conteudos que sdo estudados no
ensino superior, visando mostrar aos alunos a utilidade do Calculo para a
compreensao de varios resultados que séo utilizados na matematica do ensino
médio. De certo modo, esta preparacdo também sera util para um estudo posterior
do Calculo no nivel superior, em diversos cursos de graduagéo.

Além disso, sera feita uma breve analise da abordagem dos temas centrais
desta dissertacdo - area do circulo e volumes de sélidos de revolucdo - em livros
didaticos nacionais aprovados pelo PNLD 2015, procurando observar a presenca ou
ndo das nocdes do Calculo no desenvolvimento dos conteudos.

2.1 A INCLUSAO E A EXCLUSAO DO CALCULO DA GRADE CURRICULAR DO
ENSINO MEDIO NO BRASIL

Em uma conversa recente com um professor de matematica e colega de
trabalho, ouvi o relato de sua experiéncia enquanto aluno do ensino médio do
Colégio Pedro II, onde estudou Calculo Diferencial e Integral e fez uma prova onde
era pedido no enunciado de uma das questdes que se calculasse a area da regido
delimitada pelos gréaficos das fungbes f : IR - IR e g : IR — IR definidas por
f(x)=x*>e gx)= Jx, gue, como se sabe, é um tipo de questdo onde € necessario
0 conceito de integral e algumas técnicas basicas de integracdo para que seja
resolvida corretamente.

Diante disso, fiz alguns questionamentos no que tange ao ensino de Calculo:
Porque o Célculo ou, pelo menos, suas ideias basicas ndo sao ensinadas

atualmente no ensino meédio? Serd que esse topico, tdo importante para o
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desenvolvimento da Matematica, ja foi ensinado nas escolas brasileiras em outras
épocas? E, caso tenha sido, como era ensinado? E porque o retiraram da grade
curricular?

Visando responder esses guestionamentos, me propus a fazer um breve
levantamento histérico, recorrendo a alguns autores que tratam dessas questdes.

De acordo com Carvalho (1996) o ensino de Calculo comecou a ser
obrigatorio nas escolas brasileiras a partir da Reforma de Benjamin Constant em
1890. Além disso, o decreto 981 de 8 de novembro de 1890, reestruturou 0 ensino
secundario que passou a ter 7 anos de duracao e os programas do Ginasio Nacional
(Colégio Pedro Il) passaram a ser obrigatérios em todo o pais. Segundo Carvalho
(1996):

O decreto que estruturou o curso secundario estabeleceu um “plano
de estudos” no qual constava, no que nos diz respeito, o seguinte:

Terceira Série - 1% cadeira: Geometria Geral e o seu complemento
algébrico; célculo diferencial e integral, limitado ao conhecimento das
teorias rigorosamente indispensaveis ao estudo da mecanica geral
propriamente dita: 6 horas semanais.

Quinta Série: Revisao - Calculo e Geometria: 1 hora semanal.
Sexta Série: Revisao - Calculo e Geometria: 1 hora semanal.

Sétima Série: Revisdo - Calculo e Geometria: 1 hora semanal.
(CARVALHO, 1996, p.64)

Como é descrito acima o ensino de Calculo era obrigatério na terceira, quinta,
sexta e sétima série do ensino secundario, entretanto, ao longo dos anos o ensino
do Calculo teve avancos e retrocessos devido ao modo pelo qual este era ensinado.
O excessivo rigor e a falta de conex@o com os demais assuntos estudados levaram
o Célculo a ser retirado da grade curricular de mateméatica em 1900. Conforme
assegura Carvalho (1996): “Ja em 1900, a parte “Calculo Diferencial e Integral, (...)”
nao consta dos programas oficiais do Colégio Pedro Il. A partir de entdo, durante
varias décadas, ndo ha nos programas do Colégio Pedro Il nenhuma mencao as
fungdes ou ao célculo.” Desde entéo, o ensino de Calculo ndo era mais obrigatorio, e
ndo houve muitos avancos significativos concernentes ao seu ensino, até que o
Céalculo reaparece no cenario da matematica escolar em 1931.

Segundo Dassie (2008, p.135), foi em 1931 com a Reforma Francisco
Campos que o0 ensino de matematica no curso secundario foi reestruturado, sendo

dividido por tal Reforma em duas etapas: o Curso Fundamental, com cinco anos de
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duracdo, e o Curso Complementar com dois anos. Além disso, foram instituidos
programas que deveriam ser cumpridos a nivel nacional. Com essa Reforma, as
nocbes do Calculo foram reintroduzidas nos programas do ensino secundario
brasileiro, todavia com uma “inovacao” quanto ao modo como estas deveriam ser
ensinadas. Conforme relata Dassie (2008):

Nos novos programas, embora a matematica tenha passado a ser
ministrada nas cinco séries do Curso Fundamental, o que se observa
de pronto é que ndo havia nenhuma mudanca substancial nos
contetidos apresentados, 0s quais, em alguma época, ja haviam feito
parte, pelo menos oficialmente, dos programas do Colégio Pedro II,
inclusive o conceito de funcéo e as nogdes de calculo diferencial e
integral, que estiveram presentes nos programas instituidos pela
Reforma Benjamin Constant. A novidade estava na forma com que
eles deveriam ser ensinados, bem como na finalidade do ensino da
matematica que se deveria ter em mente ao ministra-los aos alunos.
(DASSIE e ROCHA, 2003 apud DASSIE, 2008, p.135)

Outro autor que comenta sobre esta Reforma e seus desdobramentos é
Pereira (2009, p.46) quando menciona o fato de que a referida reforma, além de ser
a primeira tentativa de estruturar todo curso secundéario nacional, ainda possuia
como objetivo a introdu¢do no ensino secundario dos principios modernizadores da
educacado. Especificamente no que tange ao ensino de Calculo na matematica, ele
diz que: “As disciplinas matematicas agora estavam unificadas sob o titulo de
Matematica. No programa de Matemaética, foi proposta a fragmentacdo das varias
areas da Matemaética, tendo sido enfatizadas a importancia de suas aplicacdes, a
introducéo do conceito de funcdo e noc¢des do Célculo Infinitesimal.”

Entretanto, a realizacdo de uma proposta com as pretensdes descritas acima
e onde o ensino de Calculo fosse contemplado, ainda encontrava muita dificuldade
de ser implantada, devido ao fato de muitos professores serem contrarios, como
também pela caréncia de livros que abordassem o Célculo de uma maneira
condizente com tal proposta. De acordo com Pereira (2009), tais fatores
contribuiram de maneira significativa para o fracasso da insercdo do Calculo no
ensino secundario durante esse periodo.

Porém, esta proposta inovadora encontrou muitas resisténcias
para ser implantada, principalmente a partir dos professores que,
em geral, ndo se sentiam seguros para trabalhar a Matemética de
uma maneira tao diferente daquela a que estavam habituados. O
fato certamente foi agravado pela inexisténcia, quase que total, de
livros didaticos que contemplassem as ideias modernizadoras.
Estes fatores contribuiram fortemente para que a implementacéo
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da Reforma néo tivesse o efeito desejado, (...). (PEREIRA, 2009,
p.47)

Onze anos depois, outra importante reforma importante do sistema
educacional brasileiro sucedeu a Reforma Francisco Campos. Essa Reforma que
ocorreu em 1942 ficou conhecida como Reforma Capanema.

Segundo Dassie (2008), a Reforma Capanema foi importante, pois nela foram
definidos, com algumas excecbes, 0s conteludos de matematica atualmente
estudados nos ensino fundamental e médio. Além disso, 0o curso secundario com
duracdo de sete anos foi dividido em Curso Ginasial com quatro anos e Curso
Classico e Curso Cientifico, com trés anos. E importante ressaltar que nessa
Reforma o ensino de algumas no¢des do Célculo ainda era contemplado na terceira
série do segundo ciclo, como pode ser visto no fragmento do texto do documento
destacado a seguir:

Primeira _série: Aritmética teorica: operagbes fundamentais,
divisibilidade,nimeros fracionarios. Algebra: polinémios, trinémio do
2° grau. Geometria: o plano e a reta no espaco, poliedros.
Sequnda_série: Algebra: funcdo exponencial, bindmio de Newton.
Geometria: corpos redondos. Trigonometria: Vetor, projecdes,
funcdes circulares, transformacfes, equacgbes, resolucdo de
triangulos.

Terceira__série: Algebra: séries, fungdes, derivadas, numeros
complexos, equacdes algébricas. Geometria: relagbes métricas,
transformacgdes de figuras, curvas usuais. Geometria analitica:
nocdes fundamentais, lugares geométricos. (DASSIE, 2008, p.143 -
144, grifo nosso)

Assuntos importantes do Calculo como o estudo das séries e das derivadas
eram tratados na terceira série. E curioso observar a presenca desses contetidos em
alguns dos livros didaticos atuais. Alguns desses livros apresentam no final do
volume do terceiro ano do ensino médio alguns capitulos dedicados ao conceito de
derivada, bem como a algumas de suas aplicacoes.

Avila (1991) é outro autor que faz referéncia ao periodo apés a Reforma
Capanema, onde, segundo ele, varios tdpicos importantes do Calculo eram
ensinados na matematica escolar. De acordo com o autor:

(...) fazia parte do programa da 32 série do chamado curso cientifico
0 ensino da derivada e aplicacbes a problemas de maximos e
minimos, além de outros topicos como o polindmio de Taylor. Isso
desde 1943, quando foi instituida uma reforma do ensino secundario
gue ficou conhecida pelo nome do ministro da educacao na época, o
sr. Gustavo Capanema. (AVILA, 1991, p.1-2)
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Nos anos que se seguiram, no final dos anos 50, e inicio dos anos 60, um
grande movimento surgido no meio matematico exerceu uma influéncia muito forte
no ensino de matematica no Brasil. Esse movimento, conhecido com Movimento da
Matematica Moderna, preconizava que era necessario modernizar o ensino de
matematica e para isso acreditava que um bom caminho a seguir seria o da Teoria
dos Conjuntos através da axiomatizacdo e das demonstracbes de teoremas com
todo rigor matematico. Segundo Avila (1991), como esse processo demandava
muito tempo, foi necessario retirar dos programas escolares muitos topicos que eram
estudados, dentre eles o Célculo, que para ser estudado com todo rigor necessitava
de recursos tedricos da Analise Matematica. O autor ressalta ainda que: “Com essa
excessiva preocupacdo com o rigor, o ensino do Célculo exigiria agora um estudo
detalhado dos numeros reais, coisa que tomaria no minimo um semestre, por isto
mesmo totalmente inviavel...” (Ibdem, p.3).

Mediante isso, é possivel perceber a razdo pela qual o Calculo ndo poderia mais
ser ensinado nas escolas. Todavia, foi no ano de 1961 com a Lei de Diretrizes e
Bases da Educacédo e a flexibilizagcdo do curriculo escolar, que o Calculo passou
efetivamente a ndo ser mais um conteudo obrigatério da matematica escolar
brasileira. Mas seria esta atitude (a retirada do Calculo do ensino secundario) a
melhor solucdo para resolver os problemas do ensino de matemética no nivel
secundario? Podemos, de fato, prescindir das ideias béasicas do Calculo para a

construcdo do conhecimento matematico no ensino basico?
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2.2 POR QUE ENSINAR NOCOES DE CALCULO NO ENSINO MEDIO?

Um argumento favoravel a insercdo das noc¢fes basicas do Calculo é o fato
de que esta seria uma forma de se estar contribuindo para a preparacdo do aluno
para estudar o Calculo no ensino superior, 0 que acarretaria uma consequente
reducdo do indice de reprovacdo bastante elevado desta disciplina nas
universidades brasileiras. Entretanto, este argumento ndo da conta da grande
maioria dos estudantes que ndo tem acesso ao ensino superior ou mesmo daqueles
que nunca precisardo fazer uma disciplina de Célculo em sua formacao universitaria.
Além disso, deveriamos ter no proprio ensino médio razdes que justificassem o
ensino dessas nocdes do Calculo.

Por outro lado, ao que parece, no contexto educacional brasileiro atual, o
ensino basico de matematica tem passado por muitas dificuldades, principalmente
no que diz respeito ao ensino das escolas publicas, onde grande parte dos alunos
brasileiros estuda. Recentemente constatou-se segundo a avaliacdo do PISA 2012
(Plano Internacional de Avaliacdo de Alunos), que o Brasil encontra-se entre 0s
paises com piores resultados de avaliagdo em Matematica na educacdo basica,
ocupando a 582 posi¢cao no ranking das 65 economias globais que participaram da
avaliacéo.

Sendo assim, alguém poderia questionar, e com muita propriedade, o
seguinte: Por que acrescentar mais um conteudo, e ainda mais como o Calculo, a
grade curricular da matematica do ensino médio, se com a grade atual nossos
alunos ja ndo conseguem apresentar um bom desempenho em matematica?

Entretanto, de acordo com Avila (1991), ndo se pode tirar as nocdes de
Céalculo do ensino médio, pois:

(...) o Célculo vem desempenhando um papel de grande relevancia
em todo desenvolvimento cientifico-tecnolégico. Portanto, descarta-lo
do ensino, é grave porque deixa de lado uma componente
significativa e certamente a mais relevante da Matematica para a
formag&o do aluno num contexto de ensino moderno e atual. (AVILA,
1991, p.3)

Avila ainda afirma que:

O Calculo é moderno porque traz ideias novas, diferentes do que o
aluno de 2° grau encontra nas outras coisas que aprende em
Aritmética, Algebra, Geometria, Trigonometria e Geometria Analitica.
N&o apenas novas, mas ideias que tem grande relevancia numa
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variedade de aplicagbes cientificas no mundo moderno. Ora, o
objetivo principal do ensino ndo € outro sendo preparar o jovem para
se integrar mais adequadamente a sociedade. (AVILA, 1991, p.3)

Outro autor que defende um posicionamento semelhante ao de Avila (1991) é
Rezende (2003, p.37-38) quando afirma em sua tese de doutorado que: “... ensinar
matematica - seja em que grau de ensino for -, sem levar em conta as ideias basicas
do Calculo, sera sempre um ensino realizado “com lacunas”. Lacunas estas que s6
serdo preenchidas a medida que forem explicitadas as ideias basicas do Célculo.”
Ressalta ainda o professor que:

(...) o Calculo é imprescindivel para a formacdo do cidadao.
Resolugcéo de problemas de juros ou de crescimento de populacdo
(ou do aumento do custo de vida, da divida externa etc.), calculos de
velocidades ou de taxas de variacbes de outras grandezas,
interpretacdes de graficos de funcgdes reais, resolugdo de problemas
de otimizacdo (de éareas, de orcamentos domésticos etc.) sédo
habilidades cada vez mais requisitadas para o exercicio pleno da
cidadania em wuma sociedade de crescente complexidade.
(REZENDE, 2003, p.37)

Dessa forma, fica claro que ao se ensinar as noc¢des basicas do Célculo aos
alunos, além de mostrar conceitos que sao extremamente importantes para o
desenvolvimento cientifico e tecnolégico e para o conhecimento matematico de
forma geral, também havera uma contribuicdo no sentido da formacédo dos alunos
enquanto individuos que serdo inseridos na sociedade. Destaca, entretanto, o autor,
gue essas nocbes ndao devem ser ensinadas como € feito no ensino superior, e,
dessa forma, trazer para o ensino médio o problema cronico da aprendizagem do
Célculo no ensino superior. N&o se trata de antecipar o ensino de Célculo e
acrescentar mais um topico a tdo extensa grade curricular de matemética do ensino
médio, mas sim de se trabalhar as nocdes e as ideias basicas do Célculo dentro dos
conteudos que ja sado estudados pelos alunos.

Mas com relagéo a esse contexto, o que dizem os documentos oficiais mais
recentes? Qual o posicionamento dos intelectuais especialistas, que produziram
estes documentos, sobre a insercdo do Calculo na abordagem dos conteudos de
matematica da educacgédo basica?

Ainda que nao tenhamos encontrado nada tédo direto em relacdo a essa
guestao, podemos encontrar alguns indicios favoraveis a essa ideia nas entrelinhas

dos documentos consultados. Segundo as Orientacdes curriculares para o ensino
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médio, por exemplo, para a escolha dos conteldos de matemética a serem
ensinados na educacéo basica:

(...) é importante que se levem em consideracdo os diferentes
propositos da formacao mateméatica na educacao basica. Ao final do
ensino médio, espera-se que 0s alunos saibam usar a Matemética
para resolver problemas praticos do quotidiano; para modelar
fendbmenos em outras areas do conhecimento; compreendam que a
Matematica € uma ciéncia com caracteristicas proprias, que se
organiza via teoremas e demonstracdes; percebam a Matemética
como um conhecimento social e historicamente construido; saibam
apreciar a importancia da Matematica no desenvolvimento cientifico
e tecnologico. (BRASIL, 2008, p.69)

Como é destacado no trecho acima, espera-se que o0 aluno ao sair do ensino
meédio possua uma visdo ampla com relacdo a Matematica e que ainda seja capaz
de utiliza-la de maneira satisfatdria na resolugéo de problemas. N&o se pode negar o
fato de que o Célculo é um dos ramos da matemética com uma capacidade enorme
de contribuir para que o aluno alcance tais objetivos, mediante o fato de sua vasta
aplicabilidade em problemas do dia-a-dia, como também em outros ramos do
conhecimento humano. Devido a aplicabilidade do Céalculo na resolucdo de
problemas praticos de outras ciéncias como a Fisica, Estatistica, Quimica e Biologia,
o aluno pode visualizar melhor o fato de que a Matemética também é extremamente
importante para que outros campos do conhecimento humano consigam se
desenvolver.

Ainda nesse contexto, é conveniente ressaltar o que diz os PCN+ sobre a
importancia da Matematica no que tange a uma de suas competéncias: a
contextualizacdo socio-cultural. Os PCN+ (2002, p.117) afirmam com relacéo a essa
competéncia na area da Ciéncia e Tecnologia na Historia que € importante para o
aluno “Compreender o conhecimento cientifico e o tecnolégico como resultados de
uma construcdo humana, inseridos em um processo historico e social.” o que fara
com que o estudante durante o aprendizado de matematica no ensino médio seja
capaz de:

Compreender a construgdo do conhecimento matematico como um
processo histérico, em estreita relacdo com as condi¢cdes sociais,
politicas e econbémicas de uma determinada época, de modo a
permitir a aquisicdo de uma visdo critica da ciéncia em constante
construcdo, sem dogmatismos ou certezas  definitivas.
(...) Compreender o desenvolvimento histérico da tecnologia
associada a campos diversos da Matemética, reconhecendo a sua
presenca e implicagdes no mundo cotidiano, nas rela¢des sociais de
cada época, na transformacgéo e na criagdo de novas necessidades,



51

nas condi¢bes de vida. (...) Perceber o papel desempenhado pelo
conhecimento matemético no desenvolvimento da tecnologia e a
complexa relacdo entre ciéncia e tecnologia ao longo da historia. A
exigéncia de rapidez e complexidade dos célculos fez com que a
Matemética se desenvolvesse e, por outro lado, as pesquisas e
avancos tedricos da Matematica e demais ciéncias permitiram o
aperfeicoamento de maquinas como o computador, que vém
tornando os calculos cada vez mais rapidos. (BRASIL, 2002, p.117-
118)

Os PCN+ também fazem referéncia a importancia da Matematica na area da
Ciéncia e Tecnologia na Atualidade, onde o estudante deverd ser capaz de
“Reconhecer e avaliar o desenvolvimento tecnolégico contemporaneo, suas relacdes
com as ciéncias, seu papel na vida humana, sua presenca no mundo cotidiano e
seus impactos na vida social.” (BRASIL, 2002, p.118).

Diante do que esta exposto nos PCN+ € possivel perceber que a introducéo
de nocdes do Célculo no ensino médio poderia contribuir de maneira muito mais
significativa para a conquista dos objetivos listados no referido documento. A propria
guestdo da interdisciplinaridade, que é tdo focada no ensino atualmente, pode ser
abordada mediante a insercéo de tais no¢des no ensino médio, visto que o Calculo
foi (e ainda €) imprescindivel para o desenvolvimento da ciéncia e da tecnologia.

Mais uma vez, com a insercdo de nocdes basicas do Calculo no ensino
médio, pode-se fazer com que o0 estudante deste nivel de ensino consiga
compreender eficientemente o quanto a Matematica € importante e esta fortemente
relacionada com a questdo tecnoldgica. De fato, para a realizacao de trabalhos de
engenharia, arquitetura, computacdo dentre muitas outras profissbes o
conhecimento do Calculo é de fundamental importancia.

Do ponto de vista epistemoldgico, a insercédo das ideias do Calculo no ensino
basico de matematica € imprescindivel para a compreensao efetiva de diversos
conceitos ensinados neste nivel de ensino. Ao se ensinar as ideias basicas do
Céalculo nessa fase do ensino, também é possivel fazer com que o aluno perceba
gue a compreensao de um determinado resultado, ou até mesmo um teorema,
dentro da propria Matematica por ele estudada, sdo atendidas de forma plena e
satisfatoria no ambito do Calculo. Podemos tomar como exemplo, as férmulas para o
calculo do comprimento de uma circunferéncia, da area de um circulo, da soma dos

termos de uma progressdo geomeétrica infinita, dentre muitos outros resultados,



52

cujas demonstracbes ndo sao possiveis apenas com os conteldos mateméaticos
desenvolvidos usualmente no ensino medio.

Assim, pode-se dizer que essa compreensao significativa desses resultados
matematicos é respaldada pelos PCN (2000, p. 46) que assegura que € importante
que o estudante saiba, dentre outros aspectos, “distinguir e utilizar raciocinios
dedutivos e indutivos, fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a
modelos, esbocos, fatos conhecidos, relagcdes e propriedades e discutir ideias e
produzir argumentos convincentes” ®. Nesse sentido, as ideias do Célculo podem, e

devem contribuir efetivamente, para essa empreitada. Esse € 0 ponto que

discutiremos na outra secao.

® Tal citacdo encontra-se no tépico referente as Competéncias e habilidades a serem
desenvolvidas em matemética, na competéncia Investigacdo e compreensao.
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2.3 PROPOSTA DE EMERSAO DAS IDEIAS BASICAS DO CALCULO:
PREPARACAO X ANTECIPACAO

Este trabalho assume como premissa fundamental que as ideias basicas do
Calculo podem, e devem ser ensinadas no ensino médio. Contudo, ao contrario de
como se fez em épocas anteriores, onde o0s conceitos do Célculo eram estudados
como um tépico a parte e desvinculado dos demais contetdos, o que se quer aqui é
permitir ao Célculo, por meio de suas ideias fundamentais, participar de forma
efetiva da construcdo do conhecimento matematico na educacdo basica. Nao se
trata de fazer uma antecipagdo dos assuntos que os alunos deveriam estudar no
ensino superior. O que se propde € iniciar os estudantes do ensino médio, ainda que
de forma intuitiva, em uma forma propria de pensar e argumentar do Calculo
Infinitesimal.

Como se sabe, existem muitos assuntos e resultados lecionados no ensino
médio que sdo tratados de forma superficial e que nem ao menos séo justificados
para os alunos de uma maneira satisfatoria, visto que, tais justificativas, como
também suas demonstracdes necessitam, muita das vezes, de conceitos e
resultados do Calculo. Entdo, porque ndo dar aos alunos a oportunidade de produzir
tais argumentos, ainda que intuitivos, tomando como referéncia as ideias e
procedimentos basicos do Calculo? De fato, acreditamos que isso possa ser feito
sem prejuizos para o aprendizado dos alunos. Rezende (2003) trata com muita
propriedade desse assunto quando diz que:

Na verdade, o que se sente falta no ensino de mateméatica em geral é
de uma “preparagao” para o ensino de Calculo. Alguns problemas
classicos do Calculo séo evitados, ou simplesmente ignorados, ou
ainda tratados de forma superficial pelos professores no ensino
médio e fundamental. Fala-se, por exemplo, de funcdes crescentes,
mas ndo se estuda o “quanto” estas crescem. Apresentam-se de
forma “ritualistica” alguns resultados do Calculo - como a area do
circulo, “transformacao de dizimas perioddicas em fragdes” etc. — sem
um real enfrentamento dessas questdes. (REZENDE 2003. p.32)

E claro que ndo é viavel no ensino médio demonstrar com todo o rigor todo
aguele aparato de resultados que necessitam do Calculo para serem demonstrados,
absolutamente. Procedendo dessa forma, estaria sendo feita a antecipacdo dos
assuntos estudados no ensino superior de Calculo, o que acreditamos, como ja

haviamos colocado anteriormente, ndo ser uma alternativa apropriada.
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Na literatura observa-se a existéncia de alguns trabalhos com essa
perspectiva de uma preparacdo para o Calculo. André (2008, p.6-7), por exemplo,
em sua dissertacdo de mestrado sobre Derivadas no Ensino Médio, apresenta uma
proposta didatica para o ensino de derivada pautada na ideia de “magnificagao”
(zoom) do grafico de uma funcéo diferencidvel construido por meio de um software
de matemaética dinamica ’. Segundo a autora, seu trabalho tem a intencdo de
apresentar “uma abordagem [do conceito de derivada] que esteja fundamentada em
conceitos, sem tomar a definicdo formal (baseada no conceito de limite) como ponto
de partida, mas como objetivo pedagdgico.” A pesquisadora acredita que sua
abordagem do conceito de derivada tem “grande chance de funcionar como um
facilitador para o entendimento da definicdo formal de limite e derivada de uma
fungdo num futuro curso de Calculo™.

Ainda com relacdo a nocdo de derivada, Avila (2006) mostra como é possivel
introduzir este conceito no primeiro ano do ensino médio de maneira muito natural,
através da intuicdo geométrica, sem utilizar a definicdo formal que é dada nos livros
de Calculo. Além disso, o referido autor mostra como esse conceito possui uma
aplicacdo muito importante na Fisica ao se estudar Cinematica, proporcionando
dessa forma uma conexao com outras disciplinas, algo extremamente valorizado no
ensino atual.

J4 no 2° ano do Ensino Médio, também ha uma variada quantidade de
assuntos que podem ser trabalhados com as ideias basicas do Célculo. Nessa fase
do ensino é onde geralmente o aluno estuda areas de figuras planas, progressdes
geométricas e volumes dos principais sélidos geométricos. O célculo da area do
circulo é uma boa oportunidade para se trabalhar com a nocao de limite e a ideia do
Método de Exaustdo (o que sera feito no capitulo 5 desta dissertacdo). Ja no que
tange ao estudo das sequéncias numéricas, pode-se inserir 0 estudo do limite de
uma sequéncia de forma intuitiva para se determinar a soma de uma P.G. infinita.

Justificar as “regras” para a determinagao das dizimas periddicas, mostrando ao

" A autora usou o programa Graphmatica (2.0) (Hertzer & Malaca,2003), disponivel
gratuitamente na Internet (versdo shareware).

® Em sua dissertacéo a autora menciona a nocéo de retid&o local que pode ser aplicada no
estudo do conceito de derivada. Essa nocao utiliza o fato de que um objeto curvo parece ser
reto quando olhado de muito perto. Dessa forma € proposta a utilizacdo de um procedimento
denominado magnifica¢do local onde, através de um computador, uma porgdo de uma curva
é altamente ampliada na tela do mesmo e assim a derivada de uma funcao é apresentada
como a inclinacdo da reta com a qual o gréfico da funcédo se confunde quando o mesmo é
submetido ao procedimento de magnificacdo local em diferentes janelas graficas.
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aluno o real significado do que est& por trds de uma dizima periddica, e até mesmo o
proprio conceito de representacdo decimal de um numero real, configuram
excelentes oportunidades para se discutir as ideias do Calculo.

Outro ponto que acreditamos que esteja obscuro para o aluno, e que pode ser
explorado com a utilizacéo das nog¢6es de Célculo, é o célculo de volumes de solidos
de revolucdo: o cilindro, o cone e a esfera. Em geral, este tema € tratado utilizando-
se o Principio de Cavalieri como um axioma. Em nossa opinido, a abordagem que
faz uso do Principio ° de Cavalieri ndo permite que o aluno compreenda as ideias e
os procedimentos do Célculo que justificam o calculo dos volumes desses sélidos
geomeétricos.

No entanto, ndo estamos dizendo que tal abordagem é incorreta e que nao
deva ser feita no ensino médio. Tal abordagem tem sido utilizada ha muito tempo no
ensino de geometria espacial, e é, inclusive, defendida por muitos professores com
vasta experiéncia no ensino de matematica. O principal argumento a favor do uso do
Principio de Cavalieri como axioma estd relacionado ao fato de que “sua
demonstracdo envolve conceitos avancados de Teoria da Medida’, o que
certamente ndo esté disponivel para o aluno do ensino médio

“A sua demonstracdo envolve conceitos avancados de Teoria da
Medida e, portanto, s6 podemos oferecer aos alunos alguns
exemplos. Mas cremos que esses exemplos sejam suficientes para
gue possamos adotar, sem traumas, o Principio de Cavalieri como
axioma.” (LIMA 2006. p.315)

Em sua dissertacdo de Mestrado, Primo (2013), apesar de reconhecer que o
Calculo é o melhor “método” para o ensino de volumes, também defende a utilizacdo
do Principio de Cavalieri no ensino médio, tomando como referéncia a inviabilidade
da utilizac&o das ideias do Calculo de forma rigorosa no ensino médio.

Ao pensarmos no Célculo Integral para o ensino desse conteudo,
concluimos que esse € o método mais geral, o qual apresenta
grande variedade de aplicacbes, além de ser definitivo. Mas nas
escolas brasileiras de educacdo basica jA ndo € ensinado esse
conteudo e, além disso, (...), esse tipo de abordagem levanta dificeis
questbes de natureza didatica referentes ao grau de rigor nos

fundamentos. (PRIMO 2013, p.26)

® Segundo o Dicionario Aurélio, a palavra Principio significa o ato de principiar uma coisa;
origem; causa primaria; frase ou raciocinio que é base de uma arte, de uma ciéncia ou de
uma teoria; regras ou conhecimentos fundamentais ou mais gerais.
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Por outro lado, Primo (2013, p.26) reconhece as limitacdes do Principio de
Cavalieri, ao mencionar que “Sabemos da limitagcdo em relacéo a superficies curvas
gue esse principio apresenta, (...)” e propde atividades que, segundo ele, “poderéo
ajudar os alunos a desenvolverem o raciocinio espacial e também a adquirirem
competéncias para que, futuramente, aprendam os métodos que utilizam o Célculo
Integral no calculo de volumes”.

As alegacOes dos autores que defendem a utilizacdo do Principio de Cavalieri
no ensino de céalculo de volumes séo plausiveis, e concordamos com 0S mesmos em
varios pontos, principalmente no que diz respeito a inviabilidade de ensinar volume
utilizando o Calculo Integral, de forma “rigorosa”. Mas, entendendo que o nivel de
rigor € também um conceito relativo, nos perguntamos entdo aqui qual seria o nivel
de rigor que deveriamos considerar no ensino médio com relacdo a essa questao?
Se considerarmos a Teoria da Medida, a abordagem do Calculo Integral utilizada
nos livros didaticos de Célculo destinados ao préprio ensino de graduag¢édo no ensino
superior também nédo é rigorosa. Portanto, acreditamos ser possivel realizar uma
abordagem intuitiva que revele para o aluno as ideias essenciais do Calculo
envolvidas na determinacdo de volumes. Assim, entendemos que quando se
pretende que o aluno tenha “uma visdo mais ampla de como determinar volumes de
sélidos de revolugdo”, € imprescindivel que o mesmo perceba que existem
procedimentos de aproximacfes infinitesimais, ferramentas que antecedem o
Calculo Integral, que resolvem efetivamente questdes relacionadas a determinacao
de volumes, e que em nossa opinido, ndo € percebida pelo aluno do ensino médio
apenas pela aplicagdo do Principio de Cavalieri como tradicionalmente € realizada.

Contudo, na atividade referente a determinacdo do volume da esfera que
realizamos no presente trabalho, foi utilizada uma “ideia” muito similar a que é usada
para explicar o Principio de Cavalieri no ensino médio. Na mesma o aluno é levado a
considerar o volume de uma semiesfera como a soma dos volumes dos cilindros
inscritos na mesma, o que pode ser visto como se a semiesfera estivesse sendo
“fatiada” e cada fatia fosse representada por um “cilindro”. Entendemos que essa
abordagem adotada para o calculo do volume da esfera € mais legitima e mais
significativa do que a aplicacdo de um principio, interpretado apenas como um
axioma.

Como ja antecipado no paragrafo anterior, no presente trabalho elaboramos

algumas atividades que poderiam ser inseridas nos topicos relativos ao céalculo da
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area do circulo e dos volumes dos principais soélidos e revolugéo, utilizando como
pano de fundo o método de exaustdo (que se encontra nas raizes do Calculo
Integral), juntamente com o auxilio do software de geometria dindmica GeoGebra.
Pretende-se com o desenvolvimento dessas atividades que o aluno seja capaz de
entender as “férmulas” que aparecem no referido contexto e compreender sua
origem a partir dos processos epistemolédgicos e historicos que a constituiram e a
legitimaram. O aluno podera ver que o “método” apresentado pode ser aprimorado e
generalizado para calcular o volume de um solido qualquer.

E importante ressaltar o fato de que em todas as atividades propostas, foi
utilizada uma abordagem intuitiva de limite. N&o se utilizou e ndo foi feita qualquer
mencdo & definicdo rigorosa de limite. Fazer isso, como ja mencionamos, seria
totalmente inviavel e inapropriado; seria antecipar para o ensino médio uma
abordagem mais condizente com o nivel superior. Optamos entdo por uma
abordagem intuitiva da nocdo de limite, utilizando o apelo a visualizacdo geométrica
e 0 recurso interativo de um software de matematica dindmica que possibilite uma
eficiente preparacéo para a construcdo da nocao de limite.

Ja apontamos aqui que um argumento que se pde contra a antecipacédo, ou
mesmo preparacdo, das ideias do Calculo no ensino médio. Tal argumento afirma
ndo haver mais espagco para inserir mais conteudos na grade curricular de
Matematica neste nivel de ensino, que jA é por demais carregada de conteudos.
Todavia, acreditamos que essa situacdo poderia ser facilmente contornada se uma
quantidade enorme de definicdes, simbologias e propriedades inécuas fossem
suprimidas e deixadas para serem trabalhadas em outra ocasido. Em um artigo
publicado na RPM 60, o professor Avila (2006) corrobora essa ideia. Ao falar sobre
0 ensino de derivadas, o autor, por exemplo, afirma que:

Antes que algum leitor pense que o0 ensino de derivadas logo na
primeira série vai aumentar ainda mais o ensino de funcoes,
apressamo-nos a dizer que é exatamente o contrario. O ensino de
funcbes, como vemos em varios livros, é que esta carregado de
terminologia e notacdo, de maneira artificial e descontextualizada. O
excesso de “conjuntos” continua presente em varios livros,
‘entulhando” o curriculo. Tudo isso pode ser reduzido
substancialmente e com vantagens, beneficiando o bom aprendizado

1% Diz-se 0 numero real L é o limite da sequéncia (a,) (lim a, = L) se, e somente se, para

todo nimero real £ >0, existir um namero natural n, , tal que se n > n, para todo nimero
natural n, entdo [a, — L| < ¢&.”
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das ideias matematicas. Sao as ideias que devem ser enfatizadas, a
linguagem e a notacdo somente quando necessarias para o objetivo
de introduzir novas ideias. (AVILA, 2006, p.38)

O mesmo autor ainda afirma que:

Como se V&, néo é que falte espaco para o Calculo nos programas. E
preciso, isto sim, reestruturar esses programas, eliminar o que neles
h4 de arcaico, introduzir novos topicos e modernizar as
apresentacodes, tudo isto feito de maneira que as diferentes partes
figuem bem articuladas entre si e o conjunto apresente organicidade.
(AVILA, 1991, p.9)

Concordamos com o professor Avila. Se alguns assuntos que ndo sio t&o
necessarios para o desenvolvimento do saber matematico do aluno no ensino médio
fossem omitidos ou adiados, sobraria um tempo maior para se inserir as ideias
basicas do Calculo ou mesmo outros temas mais significativos para a formacéo do
aluno. A presenca efetiva das ideias do Calculo no ensino basico de Matematica,
além de preencher diversas lacunas na formacdo dos nossos alunos, poderia
contribuir significativamente para que o aluno saisse do ensino basico com outro
olhar sobre a Matematica, um olhar mais atencioso e criterioso com relacdo aos
procedimentos infinitesimais, 0s quais estdo vividamente presentes na matematica
escolar, como também em diversas situacdes do cotidiano. O infinito realmente
impressiona e instiga a mente humana. E a Matematica, através do Célculo, se
caracteriza, tal e como ja disse uma vez o matematico aleméo Hermann Weyl, como

a ciéncia do infinito.
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2.4 AREA DO CIRCULO E VOLUMES DE SOLIDOS DE REVOLUCAO NOS
LIVROS DIDATICOS APROVADOS PARA O ENSINO MEDIO NO PNLD 2015

Nesta sec¢do, apresentaremos, ainda que de forma breve, a maneira como 0s
temas destacados — a area do circulo e os volumes de sélidos de revolugcdo — sédo
abordados nos livros didaticos nacionais aprovados pelo Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD), programa instituido pelo Ministério da Educacéo (MEC).

O Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), conforme divulgado pela
prépria pagina do MEC !, tem como principal objetivo “subsidiar o trabalho
pedagdgico dos professores por meio da distribuicdo de cole¢Bes de livros didaticos
aos alunos da educacdo basica”. Apds a avaliacdo das obras, sdo publicados o
Guia de Livros Didaticos com resenhas das colecbes consideradas aprovadas. O
programa € executado em ciclos trienais alternados, por meio de editais
considerando, em cada caso, os trés niveis de ensino: ensino fundamental I; ensino
fundamental Il; e ensino médio. Assim, a cada ano o guia produzido é encaminhado
as escolas, que escolhem, entre os titulos disponiveis, aqueles que melhor atendem
ao seu projeto politico pedagdgico.

Assim, para a nossa andlise iremos considerar apenas as cole¢cdes aprovadas
no dltimo PNLD *2de Matemaética do ensino médio realizado até entdo. O PNLD de
Matematica (2014, p.13) declara que um dos requisitos obrigatérios para que uma
colecdo seja aprovada € que tal colegdo deve “incluir todos os campos da
Matematica escolar, a saber, niameros, funcdes, equacbes algébricas, geometria
analitica, geometria, estatistica e probabilidade.” Embora este documento ndo inclua
0 Célculo como conteudo da matematica do ensino médio, em nenhum momento, se
posiciona contrario a utilizacdo de suas noc¢des bdasicas nos contedados por ele
considerados como apropriados para a matematica escolar. Em virtude disso,
faremos uma breve analise dos livros aprovados pelo PNLD 2015 com o intuito de
verificar se as nocgdes intuitivas do Célculo sdo trabalhadas ou, pelo menos,
mencionadas na exposi¢ado dos conteudos supracitados.

A seguir apresentamos as colecdes aprovadas no referido PNLD a serem

analisadas, que seréo indicadas pela correspondente numeracgao abaixo:

! http://portal. mec.gov.br/index.php?ltemid=668id=12391option=com_contentview=article
> PNLD do Ensino Médio de 2014
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1. Conexfes com a Matematica de Fabio Martins de Leonardo. Editora:
Moderna, 2013;

2. Matematica: Contexto & Aplicacdes de Luiz Roberto Dante. Editora: Atica,
2013;

3. Matematica: Paiva de Manoel Paiva. Editora: Moderna, 2013;

4. Matematica Ciéncia e Aplicacbes de Gelson lezzi, Osvaldo Dolce, David

Degenszajn, Roberto Périgo e Nilze de Almeida. Editora: Saraiva, 2013;

5. Matematica Ensino Médio de Kétia Stocco Smole e Maria Ignez Diniz.
Editora: Saraiva, 2013;

6. Novo Olhar: Matematica de Joamir Roberto de Souza. Editora: FTD, 2013;

Todas as colecfes analisadas possuem trés volumes e 0s contelddos que
iremos analisar encontram-se distribuidos no volume 2 de cada colecéo, exceto na
colegdo (3) onde o conteudo referente a area do circulo esta no volume 1 e os de
sélidos de revolucdo no volume 2, enquanto na colecédo (6) a area do circulo esta no
volume 2 e os soélidos de revolucdo no volume 3. Conforme mencionado
anteriormente, na analise que faremos procuraremos observar se algumas ideias do
Célculo séo trabalhadas na abordagem dos conteudos. Além disso, sera realizada
uma leitura minuciosa para verificar a existéncia ou nao de orientacdes especificas
para o professor sobre o uso de no¢Bes do Calculo na abordagem desses
conteudos. O relato de nossa andlise é apresentada por cole¢cdo. Passemos a ela

entao.
2.4.1 Andlise da Colecéo 1
Nessa colecdo a area do circulo aparece no volume 2, na sec¢ao 3 do capitulo

4. O autor considera uma sequéncia de poligonos regulares inscritos no circulo e diz

gue a medida que o numero de lados dos poligonos inscritos aumenta, mais a area
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desse poligono se aproxima da area do circulo, e que a medida do apétema se
aproxima do raio do circulo. A partir disso, lembra que a area do poligono regular é
dada pelo produto do semiperimetro pela medida do apdétema e utiliza esse fato
estendendo-o para a area do circulo dizendo que quando o nimero de lados tende

ao infinito, o apétema do poligono tende ao raio e dessa forma conclui que a area do

circulo é dada por A, =7-R?. Observamos que o autor ndo diz que o perimetro

do poligono tende para o comprimento da circunferéncia, entretanto, mesmo sem
falar diretamente no conceito de limite, 0 mesmo é considerado quando o autor diz
gue o numero de lados tende ao infinito.

Nas orientacbes para o professor ndo encontramos nada que se refira as
no¢des do Calculo nesse conteudo. Todavia, encontramos uma referéncia a nogéo
de integral em um tépico no final do capitulo 4 denominado “Resolu¢ao Comentada”,
onde o autor propde uma questao de vestibular e a resolve de duas formas distintas,
sendo que em uma delas utiliza a nocdo de integral e ao final comenta sobre
algumas de suas aplicacbes. Na figura 7 vemos a abordagem realizada pelo autor.

Os sdélidos de revolucéo sédo estudados no capitulo 7 do volume 2. No estudo
de areas e volumes, as nocbes de Calculo ndo sdo mencionadas. Os volumes do
cilindro e do cone sao determinados com a utilizacdo do Principio de Cavalieri, o
qual é apresentado pelo autor como Principio ou Postulado de Cavalieri no
capitulo 6 do volume 2 na pagina 150. Com respeito ao estudo da esfera ndo é
demonstrada a formula do volume e nem € justificada a férmula da area.

No entanto, encontra-se algo referente ao Calculo no guia do professor na
pagina 126, onde o autor, fazendo referéncia a pergunta “qual € a area maxima que
uma seccdo plana de uma esfera pode atingir?”, comenta que € possivel refletir
também sobre qual a &rea minima da seccao plana da mesma, e, nesse caso, sobre
a conveniéncia da introducdo de maneira informal da nocdo de limite nessa

oportunidade.
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M Resolvendo por decomposicao da figura e aproximacoes

Embora essa forma de resolucdo nao seja a mais indicada para resolver um exerci-
cio de vestibular, vamos desenvolvé-la pela importancia das ideias que decorrem
desse método de analise.

Para decompor a figura destacada, vamos reproduzi-la com auxilio de régua e
compasso, em uma folha de papel milimetrado, em que a medida 1, do lado do
quadrado, equivale a 50 mm na folha milimetrada.

A contagem dos quadradi-
nhos é aproximada, pois, ao
contar os quadradinhos que
estao préximos ao arco de
circunferéncia, precisamos
efetuar alguma aproximagao:

I 1 O
s T

Porém, ao utilizar o papel mili-

36

NG
+

§ metrado em que os quadradi-
§ nhos sao menores, a margem
3 de erro também diminui.

: 2 P
el s
g
2

Ou seja: quanto menores fo-
rem os quadradinhos, mais
preciso sera o resultado.

Observando a figura, podemos contar de forma aproximada a quantidade de
quadradinhos do papel milimetrado na figura destacada: 120.

Como a area do quadrado original é 1 e esse quadrado tem 2.500 quadradinhos

(50 - 50), a area de cada quadradinho da folha milimetrada é: ﬁ Entdo, os
120 quadradinhos tém area igual a: 215230 = 0,048

Substituindo o valor aproximado de & em cada uma das alternativas da questao,

vemos que 0,048 esta mais proximo de: 1 — % = 345 = 0,043

O Calculo Integral

A ideia de Integral surgiu com os primeiros problemas de quadraturas, hoje de-
nominados “processo de calculo da area de uma figura”. Os antigos gedmetras
gregos ficavam fascinados quando encontravam um problema de determinac¢do
da area de regides curvilineas. Ao longo do tempo, muitos matematicos, por meio
de estudos de varios problemas, segundo diversos aspectos, contribuiram para a
consolidagdo desse campo.

Conhegam mais um pouco em:
ecalculo.if.usp.br

Em linhas gerais, cabe ao Calculo Integral o uso instrumental para fazerasomade a) 1- % unidades de area
infinitas parcelas de uma figura com o objetivo de determinar areas, comprimen- ..
tos e volumes. Esse poderoso instrumento € usado, hoje, ndo s6 na Matematica, b) % \’43 unidades de area

mas nas areas da Fisica, Astronomia, Economia, Engenharia, Medicina e Quimica.

Figura 7: Fragmento da pagina 113 do volume 2 da cole¢édo 1

2.4.2 Andlise da Colecao 2

A area do circulo é apresentada nessa colec¢do no capitulo 7 do volume 2 na
unidade 3. Para a determinacdo da é&rea do circulo o autor procede de duas
maneiras. Na primeira divide o circulo em um numero par de setores circulares e
forma uma espécie de paralelogramo. Em seguida utiliza a férmula do célculo da

area do paralelogramo e conclui que a area do circulo € A=r-R?. Na segunda



63

maneira, utiliza a ideia da sequéncia de poligonos regulares inscritos no circulo de
forma anéloga a do autor da cole¢do (1), fazendo uma referéncia indireta a nogéo de
limite envolvida no processo, quando diz que a medida que aumentarmos
suficientemente o niumero de lados dos poligonos a tendéncia é chegar ao circulo.

Na figura 8, temos a primeira maneira colocada pelo autor.

minagcao da area do
1“ maneira: usando circulo dividido em setores
O circulo a seguir foi dividido em um namero par de setores circulares que formaram uma figura cujo

. X e g
contorno lembra um paralelogramo. Sua base mede a metade do comprimento da circunferéncia (?' =mr
e sua altura meder.

A area dessa figura, que é também a area do circulo, é A = (mr)r = mr?, isto é:

A = Tir?

Figura 8: Fragmento da pagina 150 do volume 2 da colec¢éo 2

Observamos que a primeira maneira apresentada é bastante interessante,
inclusive a utilizamos no presente trabalho em uma das atividades aplicadas em
uma turma de 2° ano do Ensino Médio com o objetivo de que o estudante
percebesse a noc¢ao de limite. Entendemos que a nocao intuitiva de limite poderia
ser explicitada nessa situacédo, o que néo é feito pelo autor. Além disso, chamamos
a atencdo para o fato de que no manual do professor ndo ha indicacdes de se
trabalhar esse conteudo utilizando as no¢des do Calculo.

Na parte relacionada aos solidos de revolucdo, que se encontra no capitulo
10 da unidade 3 também do volume 2, ndo h4 mencdo das no¢des do Calculo no
estudo referente a determinacdo de areas e volumes desses soélidos. No entanto, no
capitulo sobre o estudo da esfera existe uma secao de leitura opcional denominada
“Um pouco mais...” onde é apresentada uma justificativa, por meio da nogao intuitiva
de limite, para a expressao que permite calcular a area da esfera. Entretanto tal
justificativa depende da expressédo para o calculo do volume da esfera. No manual
do professor & fornecida uma orientacdo para que a idéia intuitiva de limite seja

trabalhada com os alunos por meio dessa secdo. Na figura 9, temos a secao
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mencionada, que apresenta a maneira que o autor utiliza para tratar o assunto

mediante a nogéo intuitiva de limite.

Um pouco
mais...

Assunto

Area da superficie esférica €92,

Conhecendo o volume da esfera, podemos mostrar intuitivamente por que a area da superficie
esférica é:
A = 4mR?

Vamos imaginar uma esfera de raio R como a reuniao de sélidos que “parecem” piramides. De
fato, esses solidos ndo sao piramides perfeitas, pois a base das piramides é plana e esses sélidos tém
bases com superficie arredondada (as bases pertencem a superficie da esfera).

Contudo, tomando essas bases como sendo as menores possiveis, pode-se tratar essas superficies
arredondadas como superficies planas, permitindo considerar os sélidos como “piramides”. Assim,
podemos admitiy que o volume da esfera é equivalente a soma dos volumes de todas essas “pirami-
des” de bases minusculas.

Repare que a altura da “piramide” é o raio da esfera. Pensando desse modo, a superficie esfé-
rica fica dividida em um ntimero infinitamente grande de “poligonos” (base das “piramides”).

Digamos entao que a superficie esférica tenha ficado dividida em n poligonos (n suficiente-
mente grande), cujas areas sao Sy, S, ..., Sp.

Lembrando que o volume de cada “piramide” é:
V= & _ SR | Fique atento!
3 3 Essa demonstracao
€ meramente
eque S, + S, + ..+ S, = A éa area da superficie esférica, vem: intuitiva.
Ela ajuda a entender
1 melhor a conexdao
1 1 1 1 entre area e volume
V= "3' S1R + —3‘ SzR 5 5 ; SnR = § (S] e Sz o e o Sn)k = ;AR de uma esfera.
Arigor,
precisariamos usar
anogao de limite
para fazera
1 demonstragao
5 wR: = § AR = A = 41R? matematica.

ou seja:

Logo, a area da superficie esférica de raio R é:

A = 4nR? J

Figura 9: Fragmento da pagina 234 do volume 2 da colegéo 2




65

Para as demonstracdes das expressdes do volume do cilindro, do cone e da
esfera é utilizado o Principio de Cavalieri (apresentado no capitulo 9 do volume 2 na
pagina 200). No entanto, o autor chama a atencéo do leitor para o fato de que o
Principio de Cavalieri pode ser demonstrado e que 0 mesmo sera considerado

verdadeiro, mesmo sem a demonstracgao.

2.4.3 Andlise da Colecao 3

O conteudo referente a area do circulo encontra-se no volume 1 da colecéo
no capitulo 4. O autor introduz o assunto, considerando um poligono regular de n
lados inscrito em um circulo de raio r, a seguir menciona o fato de que as diagonais
que passam pelo centro do poligono dividem-no em n tridngulos isésceles,
calculando assim a area do poligono a partir desses triangulos. Apos isso, faz aluséo
a nocao de limite quando diz que fazendo o numero de lados n aumentar
indefinidamente (n tender para o infinito), o perimetro do poligono tenderd a se
igualar ao perimetro da circunferéncia, que a altura de cada triangulo tendera a se
igualar ao raio r da circunferéncia e que a area do poligono tende a se igualar a

area do circulo, donde apés algumas manipulaces algébricas e as consideracdes

feitas conclui que a area do circulo € A=r-r?.

No gue tange aos sélidos de revolucao, encontrado no capitulo 14 do volume
2, 0 autor determina o volume do cilindro, do cone e da esfera utilizando o Principio
de Cavalieri (apresentado no capitulo 13 na pagina 239), o qual é apresentado pelo
autor como uma proposigao.

Contudo, nas orientacdes para o professor encontramos algo que remete a
utilizacdo do conceito de limite e também do conceito de derivada (embora o autor
ndo mencione o termo derivada) para a determinacdo da area da esfera. A area da
superficie esférica é calculada entdo como a taxa de variagéo instantanea do volume

V(R+h) -V (R)
h

em relagao ao raio — ( j guando h tende a 0.

Cabe observar que, tal como autor da colecéo (2), o autor desta obra também
utiliza a nocéo de limite para a deducéo da area da superficie esférica. A figura 10
apresenta o procedimento adotado pelo autor.



Raciocinando de maneira analoga, consideremos duas superfi-
cies esféricas de mesmo centro e raios Re R + h, com h > 0.

Sendo B a area da superficie esférica de raio R, o volume V limi-
tado pelas duas superficies esféricas é aproximadamente igual a

V" = Bh(l)
Podemos calcular precisamente o volume V do seguinte modo:
_ A4n(R+ hp?  4nR®

v
3 3
Ly _4m(R 43R+ 3R ) AnR
3 3
47h

V= T(3R2 + 3Rh + h?) (Il)

Para h “tendendo” a zero, as expressdes (I) e (Il) “tendem” a
se igualar, ou seja:

V=V'> 4%"(3# + 3Rh + h?) = Bh

47“(3122 +3Rh+ h?) =B

Como h “tende” a zero, a soma 3Rh + h? também “tende” a
zero e, portanto, a area B “tende” a:

4
= Tw * 3R?, ou seja: B = 47R?

Desse modo, provamos que:

A drea A de uma superficie esférica de raio R é A +4mR2.

colecéo 3)
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Figura 10: Fragmento da pagina 49 do Suplemento com Orientacdes para o professor (volume 2 da
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2.4.4 Andlise da Colecéo 4

Com respeito a area do circulo, cujo contetudo € encontrado no capitulo 8 do
volume 2, os autores da colecdo (4) fazem o mesmo que 0s autores anteriormente
analisados: consideram uma sequéncia de poligonos regulares inscritos no circulo,
afirmando que quando o numero de lados do poligono inscrito for extremamente
grande, o perimetro do poligono sera aproximadamente igual ao comprimento da
circunferéncia do circulo, o apdtema sera aproximadamente igual ao raio do circulo
e, por conseguinte, a area do circulo sera dada entéo pelo produto entre o raio e 0
semiperimetro do circulo. Na abordagem feita, os autores utilizam a nocédo de limite,
porém sem fazer mencao direta e explicita ao seu uso. No manual para o professor
nao encontramos nada que estimule o professor no sentido de aproveitar a
oportunidade proporcionada pelo contetdo para discutir o conceito de limite com os
alunos.

Ja com relacdo ao estudo dos solidos de revolucéo: o cilindro, o cone e a
esfera, sdo estudados respectivamente nos capitulos 12, 13 e 14 do volume 2. Os
autores recorrem ao Principio de Cavalieri (que aparece no capitulo 10 do volume 2
na pagina 195) para a determinagdo das expressfes que permitem calcular os
volumes do cilindro, do cone e da esfera. Foram feitas referéncias as noc¢des do
Calculo na justificativa da determinacdo da area da esfera, onde foram utilizados os
mesmos argumentos dos autores das cole¢des (2) e (3), entretanto, com uma
diferenca muito salutar, pois esses autores colocam a justificativa dada como uma
leitura obrigatéria para o aluno que estudar o livro, e ndo na forma de leitura opcional
como no caso do autor da colecéo (2) e nem como uma orientacdo para o professor
como é o caso do autor da colecéao (3).

Cabe destacar que, em outra parte da obra, foi feita mencdo ao uso de
derivadas para a determinacdo do valor minimo de uma fungcdo oriunda de um
problema relacionado com o custo de uma embalagem cilindrica de um determinado
produto. Mas essa mencao é feita no manual do professor e € indicada pelos
autores como um complemento para o professor e nao para ser trabalhada com os

alunos.
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2.4.5 Andlise da Colecao 5

Nessa colecdo o conteudo sobre a area do circulo aparece na parte 3,
unidade 9 do volume 2 da colecéo. A férmula da area do circulo é apresentada como
sendo um conteudo que ja foi visto e sera relembrado. Nenhuma justificativa € dada
para a mesma.

O conteudo referente aos solidos de revolucdo encontram-se na parte 3,
unidade 9 do volume 2. As autoras ndo utilizam as nocbes do Calculo na parte
referente aos volumes do cilindro, do cone e da esfera, nem ao menos utilizam o
Principio de Cavalieri (que é citado na parte 3 da unidade 9 do volume 2 na pagina
194) para demonstrar as formulas dos volumes, como foi feito nas colecbes dos
autores que foram analisadas, elas apenas comentam que pode-se demonstrar com
o Principio de Cavalieri as férmulas para os volumes do cilindro e do cone. No caso
da esfera, fazem mencdo a um método utilizado por Arquimedes para demonstrar
gue o volume de uma esfera de raio R é igual a quatro vezes o volume de um cone
de raio da base e altura iguais a R, e dai assumem a formula do volume da esfera
como sendo verdadeira.

Ainda no que tange ao Principio de Cavalieri, as autoras comentam no
manual do professor na pagina 362 que o mesmo pode ser demonstrado. A Unica
mencéao no livro de algo referente as no¢des do Célculo aparece no final da parte 3
da unidade 9, que também utiliza a mesma ideia intuitiva de limite, apresentada
pelos autores das cole¢des (2), (3) e (4) para deduzir a expresséao para o calculo da
area da esfera. Todavia, é importante frisar que como na colecéo (4), a leitura de tal
justificativa € obrigatéria, e, além disso, comenta que a ideia utilizada nessa deduc¢éo

€ devida ao matematico grego Arquimedes.
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2.4.6 Andlise da Colecao 6

Nessa colecdo o0 assunto area do circulo esta presente na unidade 4 do
volume 2, o autor utiliza uma ideia semelhante a do autor da colecao (2); divide o
circulo em 20 setores iguais e forma uma figura que lembra um paralelogramo, cuja
altura é aproximadamente o raio do circulo e cuja base € aproximadamente metade
do comprimento da circunferéncia, dai utiliza a formula para o calculo da area do
paralelogramo para concluir a formula da area do circulo. Esse autor ndo utiliza a
argumentacdo dos poligonos regulares inscritos no circulo para a deducdo da
férmula da 4rea do mesmo. No entanto, apresenta um exercicio (exercicio 30 da
unidade 4) onde a nocao de limite € abordada de forma intuitiva. Além disso, nas
orientacbes para o professor, na pagina 76, o autor refere-se a este mesmo
exercicio como uma oportunidade para que seja trabalhada a ideia intuitiva de limite
com os alunos e orienta o professor a propor outras situagdes aos alunos onde essa
ideia pode aparecer.

Com respeito aos conteudos sobre os sdlidos de revolucdo, 0s mesmos sao
apresentados no capitulo 4 da unidade 2 do volume 3 da colecdo. As formulas dos
volumes do cilindro, do cone e da esfera, sdo demonstradas com a utilizacdo do
Principio de Cavalieri, 0 qual é apresentado no capitulo 3 da unidade 2 do volume 3,
e gue, pode ser demonstrado. Entretanto, com relacdo ao volume do cone o autor,
antes de usar o Principio de Cavalieri, ndo justifica o fato, como os demais autores
justificam, de que as areas das secc¢des dos sélidos por um plano qualquer paralelo
ao plano que contém as bases do cone e da piramide sdo equivalentes. As nocdes
do Célculo ndo aparecem no tocante ao volume dos sélidos, sendo que na deducgéo
da area da superficie esférica o autor apresenta a mesma justificativa dada pelos
autores das colecbes (2), (3), (4) e (5). Nas orientacdes para o professor, ndo ha
nenhuma recomendacdo com relacdo a introducdo das ideias do Célculo na

apresentacao dos conteudos.
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2.4.7 Observacdes Sobre as Analises das Colegbes

No que se refere as analises realizadas observamos, no que diz respeito a
area do circulo, a atitude quase unanime entre os autores de utilizar o método de
exaustdo modificado, que considera uma sequéncia de poligonos regulares inscritos
e a nocao intuitiva de limite. Das seis colecdes analisadas, apenas uma, a colecao 6,
nao utiliza este procedimento para justificar a formula da area do circulo, todavia em
um de seus exercicios trabalha com essa ideia. Acreditamos que a abordagem
realizada pelos autores proporciona ao professor uma boa oportunidade para
trabalhar algumas ideias inerentes ao Célculo com seus alunos, o método de
exaustao e a ideia intuitiva de limite.

Ja com relacdo ao assunto volume dos sdlidos de revolu¢do entendemos que
todas as colecdes evitaram mencao direta e uso explicito das ideias do Célculo -
sequer foi ventilada a necessidade do Calculo para se calcular os volumes desses
sélidos. Contudo, destacamos o fato de que nas seis cole¢des analisadas o Principio
de Cavalieri € enunciado de maneira correta, e 0 mesmo € aplicado acertadamente
na demonstragéo das formulas de volume dos soélidos de revolugcdo, com excec¢éo da
colecdo 5 que néo utiliza o Principio em nenhuma demonstracao e da cole¢cédo 6 que
utiliza o Principio no volume do cone sem justificar que as areas das secc¢fes da
piramide e do cone por um plano qualquer paralelo ao plano que contém as bases
do cone e da piramide sdo equivalentes. E importante também ressaltar a
justificativa dada para a area da superficie esférica, através da nocéo intuitiva de
limite presente nas colecdes 2, 3, 4, 5 e 6. Destaque-se as cole¢cbes 4 e 5 onde tal
justificativa é apresentada diretamente no corpo da obra destinada aos alunos como
leitura obrigatoria.

Concluimos que nos conteudos analisados nos livros didaticos aprovados no
PNLD 2015 a nocdo de limite encontra-se muito presente no que se refere ao
calculo de areas. Quanto ao contetudo de volumes, observa-se uma prevaléncia do
uso axiomatico do Principio de Cavalieri em detrimento de sua contextualizacdo no
ambito do Céalculo ou mesmo do uso de outras ideias do Calculo. Ainda assim,
vemos que existe, de certa forma, um suporte para se trabalhar pelo menos com a
ideia de limite.

Como foi visto no capitulo 1 do presente trabalho o Principio de Cavalieri é

um teorema que pode ser demonstrado com recursos oriundos do Calculo. Nesse
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interim & oportuno questionar: Ao utilizarmos a abordagem axiomatica do Principio
de Cavalieri como o Unico ponto de partida no estudo dos volumes, serd que néo
estamos privando os alunos de uma compreensdo efetiva do processo que da
origem e significado as formulas que permitem calcular os volumes dos solidos de
revolugdo estudados? Nesse sentido, os livros didaticos aprovados pelo PNLD 2015
ndo fornecem o suporte necessario para uma abordagem de volumes de solidos de
revolucdo no ambito das ideias do Célculo, e, nesse caso, o professor, que quiser
trabalhar com tais no¢des nesse conteudo, tera que se valer de outras fontes para

auxilia-lo.
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3. PROPOSTAS DE ATIVIDADES

Neste capitulo iremos propor algumas atividades para o estudo de volumes
de solidos de revolucgéo (cilindro, cone e esfera) e da area do circulo, que considere
duas ideias centrais e histéricas do calculo integral: a no¢éo de limite e 0 método de
exaustdo. A area do circulo foi considerada por ser um tema recorrente quando se
trata de volumes de solidos de revolucdo. Nao abordamos, entretanto, os topicos
comprimento da circunferéncia e volumes de prismas e piramides. Estes foram
assumidos como pré-requisitos para essas atividades.

Para cada um dos tépicos selecionados — area do circulo, volume do cilindro,
volume do cone e volume da esfera — foram elaboradas fichas de atividades e
aplicativos construidos com software GeoGebra 5.0, 3D .

Devido a extenséo do contetdo das fichas de atividades, optou-se por colocéa-
las nos Anexos da dissertacdo. Sugerimos, no entanto, para uma melhor
compreensao do que sera relatado, uma leitura preliminar de cada ficha de
atividade. Em seguida apresentaremos para cada topico, organizados em secfes a
parte, uma descricao sintética das atividades elaboradas, seus objetivos, bem como
o ano de escolaridade adequado, tempo previsto, pré-requisitos e 0S recursos
necessarios para a realizacdo das mesmas. Observamos desde j4 que todas as
atividades propostas foram aplicadas em uma turma de 2° ano do Ensino Médio de

uma escola publica estadual.
3.1 AREA DO CIRCULO (ver ANEXO 1)
3.1.1 Objetivos

O objetivo dessa atividade é fazer com que o aluno seja capaz de concluir

mediante a nocdo intuitiva de limite e o método de exaustdo que a area de um

circulo de raio R é dada por A= r-R?.

'3 Disponivel em http://www.geogebra.org/
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3.1.2 Descrigdo da Atividade

A atividade é composta por seis exercicios onde em cada exercicio € utilizado
um arquivo do GeoGebra e pode ser realizada individualmente ou em dupla. Na
atividade o conceito de limite é explorado intuitivamente com o auxilio de recurso
din&mico do software GeoGebra. ;

No Exercicio 1 € utilizado o arquivo Lados_dos_Poligonos_lInscritos.ggb
para apresentar, de forma intuitiva o conceito de limite. Por meio da manipulacéo do
arquivo o aluno percebera que a medida que o numero de lados n tender ao infinito,

a medida do angulo central e do lado do poligono tenderéo para zero. Além disso, é
nesse exercicio que é introduzida a notacao de limite que serd utilizada no decorrer
da atividade. A figura 11 mostra a janela grafica do arquivo relativo ao Exercicio 1,

em trés situacdes distintas.

n=3 n=10 n=30
L . .

Medida do Lade do Poligono (Ln )=10.0307 | Medida do Lade do Poligono (Ln )=3.5792 | Medida do Lado do Poligono (Ln )=12107

Medida do Angulo a (a,)=120° Medida do Angulo o (a,)=236° Medida do ‘ingula a(a,)=12°

//\\
) \ ’
\ 4

\/

Figura 11: llustracéo de trés situacdes da janela gréfica do arquivo
Lados_dos_Poligonos_Inscritos.ggb

—

No Exercicio 2 o aluno sera levado a concluir mediante a visualizacdo do
arquivo Apotemas_dos_Poligonos_Inscritos.gg do conceito de limite, que a
medida do apdétema do poligono regular inscrito tendera para a medida do raio do
circulo quando o numero de lados do poligono tender ao infinito. A figura 12 mostra

a janela gréafica do arquivo relativo ao Exercicio 2, em trés situacfes distintas.
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Figura 12: llustracdo de trés situagfes da janela grafica do arquivo
Apotemas_dos_Poligonos_Inscritos.ggb ;

No Exercicio 3 mediante o conceito de limite e a visualizacdo do arquivo
Comprimento_da_Circunferencia.ggb*o aluno concluira que o perimetro do

poligono regular inscrito tendera para o comprimento da circunferéncia quando o

namero de lados tender ao infinito. A figura 13 mostra a janela gréfica relativa ao

Exercicio 3, em trés situacdes distintas.

n=3
L

Comprimento da Circunferéncia ( C) =37.6991
Perimetro do Poligono Inscrito ( P, )=31.1769
C-P, =06.5222

n=10
.

Comprimento da Circunferéncia ( C ) = 37.6991
Perimetro do Poligono Inscrito ( Pn )=37.082

C-P =006171

n=30
-

Comprimento da Circunferéncia ( C) =37.6991
Perimetro do Poligono Inscrito ( P, )=37.6302

C- P, =0.0689

Figura 13: llustracdo de trés situagfes da janela grafica do arquivo
Comprimento_da_circunferencia.ggb
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No Exercicio 4 o aluno percebera através do arquivo Area_do_circulo.ggb e
pelo conceito de limite, que a &rea do poligono regular inscrito tendera para a area

do circulo. A figura 14 mostra a janela grafica do arquivo relativo ao Exercicio 4, em
trés situacdes distintas.

n=3 n=10 n=30
L3 . L2

Medida da Area (A ) do Circulo = 113.0973 Medida da Area ( A ) do Circulo = 113.0973 Medida da Area (A ) do Circulo = 113.0973

Medida da Area (A ) do Poligono Inscrito = 46.7654

Medida da Area (An) do Poligone Inscrite = 105.8013

A-An=7.2

Medida da Area (A . ) do Poligono Inscrito = 112.2723

Figura 14: llustracdo de trés situagfes da janela grafica do arquivo Area_do_circulo.ggb¥
No Exercicio 5, com o a auxilio do arquivo Arquimedes_1. ggb, o aluno sera

levado a expressar a area do poligono regular de n lados, em funcdo do seu

perimetro e do seu ap6tema. A figura 15 mostra a janela do arquivo relativo ao
Exercicio 5, em duas situacdes distintas.

=

A A |l

Figura 15: llustracao de duas situacfes da janela gréafica do arquivo Arquimedes_1.ggb ;

Ja o Exercicio 6 foi dividido em duas etapas. Na verdade as duas etapas

consistem em duas formas distintas de se concluir que a expressao da area do
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circulo de raio R é dada por A=r-R?. Na primeira forma (Exercicio 6.1), o
estudante € levado inicialmente a atentar para o Exercicio 4, onde concluiu que a
area do poligono inscrito tende para a area do circulo quando o numero de lados do
poligono tender ao infinito. A partir dai, pela utilizacdo da expressao da area do
poligono regular em funcdo do perimetro e do ap6tema, obtida no Exercicio 5, e
pela passagem ao limite nessa expressdo, o estudante irAd observar que o0s
perimetros dos poligonos inscritos tendem para o comprimento da circunferéncia
(Exercicio 3) e que o apd6tema tende para o raio do circulo (Exercicio 2) para entao
concluir que a expressédo da area do circulo € A=rz-R?, onde R é a medida do raio
do circulo. A figura 16 mostra um fragmento do Exercicio 6.1 que resume o que foi

dito acima. Na figura 16, A,, P, e a,, s&o respectivamente, a area, o perimetro e o

apotema do n-ésimo poligono regular da sequéncia inscrito no circulo e A é a area

do circulo.

P .a lim P, -lim a,

A= imA = dm IR s e o _

Figura 16: Fragmento do Exercicio 6.1 da Atividade Area do circulo

Na segunda forma (Exercicio 6.2), é utilizado o arquivo Arquimedes_z.ggb¥
por intermédio do qual o aluno expressard a base do “retdngulo” que aparece no
arquivo em funcéo do perimetro do poligono regular inscrito, para entdo concluir com
o auxilio deste arquivo, do Exercicio 2, do Exercicio 3 e do conceito de limite que a
area do circulo de raio R é A=rx-R?. A figura 17 mostra a janela do arquivo relativo

ao Exercicio 6.2, em trés situacdes distintas.

=4 n=20 n=50

y |

y | |
4 |
4

Figura 17: llustracéo de trés situacdes da janela gréafica do arquivo Arquimedes_2.ggb ¥
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3.1.3 Ano de Escolaridade Indicado

Essa atividade pode ser aplicada para estudantes do 9° ano do ensino

fundamental e do 2° ano do Ensino Médio.
3.1.4 Tempo Previsto

O tempo previsto para a realizacdo dessa atividade é de duas aulas de 45

minutos cada (90 minutos).
3.1.5 Pré-Requisitos

Para a realizacdo dessa atividade é importante que os alunos saibam que o
comprimento de uma circunferéncia de raio R é dado por C=2-7-R. Além disso, é
importante que saibam calcular a area de um triangulo quando se conhece a medida
de sua base e de sua altura, calcular a area de um retangulo dada sua base e sua

altura e que conhegam a definicdo de poligono regular.
3.1.6 Recursos Necessarios

A fim de que a atividade seja realizada sdo necessarios 0s seguintes

recursos:

e Ficha de atividade contendo o enunciado dos exercicios da atividade;
e Lapis ou caneta,

e Computadores com o software GeoGebra 3D instalado;

e Projetor multimidia;

e Arquivo eletrénico Lados_dos_Poligonos_Inscritos.ggb; ¥

e Arquivo eletronico Apotemas_dos_Poligonos_Inscritos.ggb; ¥

e Arquivo eletrdnico Comprimento_da_circunferencia.ggb; ¥

e Arquivo eletronico Area_do_circulo.ggb; ;

e Arquivo eletronico Arquimedes_1.ggb; ;

e Arquivo eletrdnico Arquimedes_2.ggb; ¥





geogebra_thumbnail.png









geogebra_javascript.js

function ggbOnInit() {}







geogebra.xml

 
 
	 
	 
 
	 
		 
	
	 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
	
	 
	 
	 

	
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 







hjbortol
File Attachment
Lados_dos_Poligonos_Inscritos.ggb




geogebra_thumbnail.png









geogebra_javascript.js

function ggbOnInit() {}







geogebra.xml

 
 
	 
	 
 
	 
		 
	
	 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
	
	 
	 
	 

	
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 







hjbortol
File Attachment
Apotemas_dos_Poligonos_Inscritos.ggb




geogebra_thumbnail.png









geogebra_javascript.js

function ggbOnInit() {}







geogebra.xml

 
 
	 
	 
 
	 
		 
	
	 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
	
	 
	 
	 

	
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 







hjbortol
File Attachment
Comprimento_da_Circunferencia.ggb




geogebra_thumbnail.png









geogebra_javascript.js

function ggbOnInit() {}







geogebra_defaults2d.xml

 
 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 









geogebra_defaults3d.xml

 
 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 









geogebra.xml

 
 
	 
	 
 
	 
		 
	
	 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
	
	 
	 
	 

	
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 







hjbortol
File Attachment
Area_do_Circulo.ggb




geogebra_thumbnail.png









geogebra_javascript.js

function ggbOnInit() {}







geogebra.xml

 
 
	 
	 
 
	 
		 
	
	 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
	
	 
	 
	 

	
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 







hjbortol
File Attachment
Arquimedes_1.ggb




geogebra_thumbnail.png









geogebra_javascript.js

function ggbOnInit() {}







geogebra_defaults2d.xml

 
 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 









geogebra_defaults3d.xml

 
 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 









geogebra.xml

 
 
	 
	 
 
	 
		 
	
	 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
	
	 
	 
	 

	
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 







hjbortol
File Attachment
Arquimedes_2.ggb


78

3.2VOLUME DO CILINDRO (Ver ANEXO 1)
3.2.1 Objetivos

Essa atividade tem por objetivo fazer com que o aluno seja capaz de entender

por meio da nocao intuitiva de limite e do método de exaustdo que o volume de um

cilindro circular de raio da base R e altura H é dado porV =7z-R*-H .
3.2.2 Descrigdo da Atividade

A atividade é composta por trés exercicios e um arquivo do GeoGebra 3D,
podendo ser realizada individualmente ou em dupla. Nessa atividade o conceito de
limite é explorado intuitivamente com o auxilio do software de geometria dindmica
GeoGebra 3D.

No Exercicio 1, considera-se uma tabela em que, para alguns valores de n,

n>3, o aluno devera determinar, e generalizar, a expressdo do volume V, de um

prisma regular de altura H cuja base € um poligono regular de n lados, em funcao

X

Auxiliado pelo arquivo Prismas_Regulares_Inscritos_no_Cilindro.ggb, no

apenas da area A, de sua base e de sua altura H .

Exercicio 2, o aluno, a partir do controle de uma sequéncia de prismas regulares
inscritos em um cilindro de raio da base R e altura H, é levado a concluir que a
sequéncia de volumes dos prismas regulares inscritos no cilindro vai tender para o
volume do cilindro quando o nimero de lados dos poligonos da base dos prismas
tender ao infinito. A figura 18 mostra trés situacdes distintas da janela gréafica do

arquivo utilizado no exercicio.
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V —V,=9.4135 - 3.8971 = 5.5164

V -V, =9.4135 — 8.4853 = 0.9282

n=3 n=8 n=20
V =10.4135 V =9.4135 V =19.4135
V, = 3.8071 V, = 8.4853 V, = 9.2705

V —V,=9.4135 - 0.2705 = 0.143

N A

Figura 18: llustracdo de trés situag@es distintas da janela grafica do arquivo
Prismas_Regulares_Inscritos_no_Cilindro.ggb ¥

Ja4 no Exercicio 3 o estudante é levado a articular e sistematizar os
resultados obtidos nos Exercicios 1 e 2 para obter a formula do volume do cilindro.
Assim, do Exercicio 2, onde concluiu que a sequéncia de volumes dos prismas
inscritos tende para o volume do cilindro quando o niumero de lados dos poligonos
das bases dos prismas tende para o infinito, da expressdo do volume do prisma
regular em funcdo da sua area da base e da sua altura, obtida no Exercicio 1, do
processo de aproximacdo realizado na Atividade do Circulo e, por fim, pela
passagem ao limite o estudante concluird que o volume do cilindro é dado por
V=x-R*-H. A figura 18 mostra um fragmento do Exercicio 3 que procura

sistematizar o raciocinio descrito acima. Na figura 19, V,, A, e H, séo

respectivamente, o volume, a area do poligono da base e a altura do n-ésimo prisma

regular inscrito no cilindro de volume V .

V =

IimV, = ImA -H =IlmA, -IlmH = H-lmA, = =

Figura 19: Fragmento do Exercicio 3 da Atividade Volume do cilindro
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3.2.3 Ano de Escolaridade Indicado

7

Essa atividade é indicada para estudantes do 2° ano do Ensino Médio.
Dependendo da maturidade da turma, e com devidas adaptacdes, pode ser aplicada

também em uma turma do 9° ano do Ensino Fundamental.
3.2.4 Tempo Previsto

O tempo de duracdo da atividade é de aproximadamente uma aula

(45 minutos).
3.2.5 Pré-Requisitos

Para a realizacdo da atividade é necesséario que o aluno tenha realizado a
atividade Area do Circulo, saiba a definicdo de prisma regular e calcular o seu

volume quando se conhece a sua base e sua altura.
3.2.6 Recursos Necessarios

A fim de que a atividade seja realizada sdo necessarios 0s seguintes

recursos:

e Ficha de atividade contendo o enunciado dos exercicios da atividade;
e Lapis ou caneta,

e Computadores com o software GeoGebra 3D instalado;

e Projetor multimidia;

e Arquivo eletronico Prismas_Regulares_Inscritos_no_Cilindro.ggb. ;
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3.3 VOLUME DO CONE (Ver ANEXO IlI)
3.3.1 Objetivos

O objetivo dessa atividade é fazer com que o estudante seja capaz de

entender por meio da ideia intuitiva de limite e do método de exaustéo que o volume

. . . 1
de um cone circular de raio da base R e altura H é dado por V = 37 R*-H.

3.3.2 Descricéo da Atividade

A atividade é composta por trés exercicios e um arquivo do GeoGebra 3D,
podendo ser realizada individualmente ou em dupla. Nessa atividade o conceito de
limite é explorado intuitivamente com o auxilio do software de geometria dinamica
GeoGebra 3D.

No Exercicio 1, considera-se uma tabela em que, para alguns valores de n,

n>3, o aluno devera determinar, e generalizar, a expressdo do volume V, de uma

piramide regular de altura H cuja base € um poligono regular de n lados, em funcéo

apenas da area A, de sua base e de sua altura H . No Exercicio 2, auxiliado pelo

arquivo Piramides_Regulares_Inscritas_no_Cone.ggb, To aluno, a partir do
controle de uma sequéncia de piramides regulares inscritas em um cilindro de raio
da base R e altura H, é levado a concluir que a sequéncia de volumes das
piramides regulares inscritas no cone vai tender para o volume do cone quando o
namero de lados dos poligonos da base das piramides tender ao infinito. A figura 20

mostra trés situacdes distintas da janela gréfica do arquivo utilizado no exercicio.
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V -V, =3.1378 — 1.299 = 1.8388

V —V, = 3.1378 — 2.8284 = 0.3094

n=3 n=2g8 n=20

® .._ .
V =3.1378 V =3.1378 V =3.1378

V,= 1299 V, = 2.8284 V, = 3.0902

V =V, =3.1378 — 3.0902 = 0.0477

Figura 20: llustracao de trés situag@es distintas da janela gréafica do arquivo

Piramides_Regulares_Inscritas_no_Cone.ggb

Ja no Exercicio 3 o estudante é levado a articular e sistematizar os resultados
obtidos nos Exercicios 1 e 2 para obter a férmula do volume do cone. Assim, do
Exercicio 2, onde concluiu que o a sequéncia de volumes das piramides inscritas
tende para o volume do cone quando o numero de lados dos poligonos das bases
dos prismas tende para o infinito, da expressao do volume da piramide regular em
funcdo da sua area da base e da sua altura, obtida no Exercicio 1, do processo de

aproximacéo realizado na Atividade do Circulo e, por fim, pela passagem ao limite, o

estudante concluira que o volume do cone € dado por V :%7[~ R?-H . A figura 21

mostra um fragmento do Exercicio 3 que procura sistematizar o raciocinio escrito

acima. Na figura 21, V., A, e H, sdo respectivamente, o volume, a area do poligono

da base e a altura da n-ésima piramide regular inscrita no cone de volume V .

1 .
=-H.lim = =
3 A,

V. = IlimV, = Iim%-Aﬂ-H =

Figura 21: Fragmento do Exercicio 3 da Atividade Volume do cone
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3.3.3 Ano de Escolaridade Indicado

Essa atividade € indicada para estudantes do Ensino Médio. Dependendo da
maturidade da turma, e com devidas adaptacdes, pode ser aplicada também em

uma turma do 9° ano do Ensino Fundamental.
3.3.4 Tempo Previsto

O tempo de duracdo da atividade é de aproximadamente uma aula

(45 minutos).
3.3.5 Pré-Requisitos

Para a realizagéo dessa atividade € necessério que o aluno tenha realizado a
atividade Area do circulo, saiba a definicdo de piramide regular e calcular o seu

volume quando se conhece a sua base e sua altura.
3.3.6 Recursos Necessarios

A fim de que a atividade seja realizada sdo necessarios 0s seguintes

recursos:

¢ Ficha de atividade contendo o enunciado dos exercicios da atividade;
e Lapis ou caneta,

e Computadores com o software GeoGebra 3D instalado;

e Projetor multimidia;

e Arquivo eletronico Piramides_Regulares_Inscritas_no_Cone.ggb; ;
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3.4 ATIVIDADE PRELIMINAR PARA O ESTUDO DO VOLUME DA ESFERA
(Ver ANEXO V)

3.4.1 Objetivos

O objetivo dessa atividade é fazer com que o aluno entenda um resultado

preliminar que sera utilizado na atividade Volume da esfera, a saber:
. [1 (1)2 1 (2)2 1(nﬂ 1
im|=-|=| +=-|=| +--4+—|— ==
n \n n {n n\n 3
3.4.2 Descricado da Atividade
Essa atividade consiste de dois exercicios que utilizam dois arquivos do

GeoGebra, e que podem ser resolvidos individualmente ou em dupla.

No Exercicio 1 pretende-se com a manipulacdo do arquivo

Escada_no_Quadrado.ggb ; que 0 aluno conclua que
lim F : [ij + 1 (gj oot E(EH _1 : A janela grafica do arquivo
nin/ n\n nin 2

Escada no_Quadrado.ggb apresenta um quadrado de lado unitério, dividido por
uma de suas diagonais em dois triangulos retangulos, onde em um deles é

observado um poligono verde em forma de “escada” cuja area, é dada pela

expressao F(EJ+1(2)++E(EH onde 1 € a medida do lado dos
nin/ nn nin n

“quadradinhos” que compdem o poligono. A area deste poligono € uma aproximagao
. A R L. 1 .
por excesso da area do triangulo retangulo que € igual a 7 A figura 22 mostra a

janela gréafica do arquivo para trés situacdes distintas.
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n=10 n =40 n=100

]
B| A B| A B

Figura 22: llustracéo de trés situacdes da janela grafica do arquivo Escada_no_Quadrado.ggb ;

Manipulando o arquivo o estudante sera levado a concluir, por meio do
conceito intuitivo de limite, que a area da “escada” tendera para 3 (medida da area

do tridngulo) quando n tender ao infinito. Além disso, devera reconhecer a

n \n n \n nyn

de n. A partir dai, devera concluir que lim F . (1) +1(Ej 4ot l(ﬂﬂ = E
nin/ n\n nin 2

~ |1 (1) 1 (2 1(n . « » ~
expressdo | —-| = |+—-| — |+---+—| — || como sendo a area da “escada” em fung¢ao

Esse exercicio foi concebido com a intencdo de preparar o aluno para o para

a realizacdo do Exercicio 2, no qual o estudante deverd verificar que

2 2 2
lim F(EJ +£-(Ej +~-+1(Ej } = E, objetivo dessa atividade preliminar.
nn n\n nin 3

O Exercicio 2 é analogo ao Exercicio 1. Trata-se de uma generalizacdo do
resultado anterior. No arquivo Escada_no_Cubo.ggb*isualiza-se um cubo de

aresta unitaria e um poliedro em forma de escada determinado pela justaposi¢éo de

. . 1 o
n pequenos paralelepipedos quadrangulares de alturas medindo —, cujas areas da
n

2
base medem (Ej , 1<k <n. O volume do poliedro em forma de escada, dado pela

o1 (1Y 12V 1(n) | . L
expressao H H +E- E +---+H H , € uUma aproximagao por excesso da
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piramide cuja base é uma das faces do cubo e a altura é a altura do cubo (figura 23).
A figura 23 mostra a janela grafica do arquivo para trés situacdes distintas.

n==6
- e

Figura 23: llustracao de trés situagGes da janela grafica do arquivo Escada_no_Cubo.ggb l

Ao manipular o arquivo, o aluno sera levado a concluir, por meio do conceito
H 'Y H H “ ” 4 1 H
intuitivo de limite, que o volume da “escada” tendera para g(medlda do volume da

piramide cuja base é uma face do cubo e cuja altura é a mesma do cubo) quando

n tender ao infinito. Além disso, devera reconhecer a expressao

1 (1Y 1 (2Y 1(nY . ) ,
e B I i R it I como sendo o volume do poliedro “escada” em
n {n n {n n\n
funcéo de n. A partir dai, devera concluir que

Wl

w3 () 33 -

3.4.3 Ano de Escolaridade Indicado

Essa atividade é indicada para estudantes do 2° ano do Ensino Médio.





geogebra_thumbnail.png









geogebra_javascript.js

function ggbOnInit() {}







geogebra.xml

 
 
	 
	 
 
	 
		 
	
	 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
	
	 
	 
	 

	
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 







hjbortol
File Attachment
Escada_no_Cubo.ggb


87

3.4.4 Tempo Previsto

O tempo de duracdo da atividade € de aproximadamente uma aula

(45 minutos).
3.4.5 Pré-Requisitos

Para a realizacdo da atividade € necessario que o aluno saiba calcular as
areas de um triangulo e do retangulo quando se conhecem suas bases e suas
alturas, calcular os volumes de um paralelepipedo e de uma piramide conhecidas as

medidas de suas bases e de suas alturas, além do conceito intuitivo de limite.
3.4.6 Recursos Necessarios

A fim de que a atividade seja realizada sdo necessarios 0s seguintes

recursos:

¢ Ficha de atividade contendo o enunciado dos exercicios da atividade;
e Lapis ou caneta;

e Computadores com o software GeoGebra 3D instalado;

e Projetor multimidia;

e Arquivo eletronico Escada_no_Quadrado.ggb; ¥

e Arquivo eletrénico Escada_no_Cubo.ggb; ;
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3.5 VOLUME DA ESFERA (Ver ANEXO V)
3.5.1 Objetivos

O objetivo dessa atividade é fazer com que o aluno seja capaz de entender
por meio da ideia intuitiva de limite e do método de exaustdo que o volume de uma

esfera de raio R é dado por V

esfera — ﬂﬂ- R3 :
3

3.5.2 Descricdo da Atividade

A atividade é composta por trés exercicios onde € utilizado um arquivo do
GeoGebra 3D, podendo ser realizada individualmente ou em dupla. Na atividade o
conceito de limite & explorado intuitivamente com o auxilio do software de geometria
dindmica GeoGebra 3D.

No Exercicio 1, mediante a manipulacao do arquivo

ciIindros_inscritos_na_semiesfera.ggb,‘ aluno sera levado a considerar cilindros

R . ) ) , . )
de altura — inscritos numa semiesfera, onde R é o raio da semiesfera, formando
n

o . . R .
uma “escada” constituida por pequenos cilindros de alturas medindo P A figura 24

mostra trés situacdes distintas da janela gréafica do arquivo utilizado no exercicio.

n=2 n=6 n=20

- -« -
V,=1178 V, = 1.818 V, =2015

V=2.094 V=2.0% /= 2.094

V_V, = 0916 V-V, =0276 V-V, =0.08

= .

Figura 24: llustracao de trés situacdes distintas da janela gréafica do arquivo
cilindros_inscritos_na_semiesfera.ggh ;
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Manipulando o arquivo, o aluno ser& levado a concluir por meio do conceito
intuitivo de limite que o volume da “escada” tender& para o volume da semiesfera a

medida que n tender ao infinito.

No Exercicio 2, o estudante sera levado a determinar o volume da “escada”

constituida por pequenos cilindros pela expressao
1 (1) 1 (2Y 1 (n)’ ,

V. =R®. ﬂ—ﬂ—-(—j +—-(—j +---+—-(—J . Para isso devera, usando o
n \n n n n \n

teorema de Pitagoras, relacionar r,, R e —, r, onde é o raio da base do k-ésimo
n

. 3 . k , ) o
cilindro, R é o raio da esfera, e — é a medida da distancia entre o centro da base do
n

k-ésimo cilindro e o centro da semiesfera.

No Exercicio 3, o estudante serda conduzido a utilizar o Exercicio 1, o

Exercicio 2 e a Atividade preliminar para o estudo do volume da esfera para
~ . 2 3 A
chegar a concluséo que o volume da semiesfera V = 5-72" R* e, em consequéncia

4

disso, que o volume da esfera é V —-7-R%,

esfera —

3.5.3 Ano de Escolaridade Indicado
Essa atividade é indicada para estudantes do 2° ano do Ensino Médio.

3.5.4 Tempo Previsto

7

O tempo de duracdo da atividade €& de aproximadamente uma aula

(45 minutos).



90

3.5.5 Pré-Requisitos

Para a realizacéo da atividade é importante que o estudante tenha realizado a
atividade preliminar para o estudo do volume da esfera, conheca o Teorema de
Pitdgoras e saiba calcular o volume de um cilindro quando se conhece a medida do

raio da base e a altura.
3.5.6 Recursos Necessarios

A fim de que a atividade seja realizada sdo necessarios 0s seguintes

recursos:

¢ Ficha de atividade contendo o enunciado dos exercicios da atividade;
e Lapis ou caneta;

e Computadores com o software GeoGebra 3D instalado;

e Projetor multimidia;

e Arquivo eletrdnico cilindros_inscritos_na_semiesfera.ggb; ¥





geogebra_thumbnail.png









geogebra_javascript.js

function ggbOnInit() {}







geogebra_defaults2d.xml

 
 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 









geogebra_defaults3d.xml

 
 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 









geogebra.xml

 
 
	 
	 
 
	 
		 
	
	 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
		 
	
	 
	 
	 

	
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

 
	 
	 

 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 







hjbortol
File Attachment
cilindros_inscritos_na_semiesfera.ggb


91

4. A PESQUISA

No capitulo anterior, desenvolvemos algumas atividades relativas ao
conteudo de geometria plana — area do circulo — e geometria espacial — volume do
cilindro, do cone e da esfera — tomando como base o método de exaustdo e a nog¢ao
intuitiva de limite, ideias béasicas do Calculo. Isto posto, imaginamos fazer uma
avaliacdo qualitativa do material didatico produzido tendo como referéncia a propria
sala de aula. Acreditamos ser esta etapa da pesquisa a mais importante, pois s0 a
sala de aula pode validar efetivamente ou apontar possiveis equivocos no material
construido. Assim, o material foi aplicado em aulas regulares de mateméatica de uma
turma de segundo ano do ensino médio do Colégio Estadual Visconde de Itaborai.
Neste capitulo faremos uma descricdo e uma avaliacdo dessa experiéncia didatica,
bem como apresentaremos a metodologia da pesquisa utilizada, as etapas, 0s
instrumentos utilizados e os resultados obtidos com a realizacdo dessa pesquisa.

4.1 METODOLOGIA

Para a realizacdo de nossa pesquisa optamos por uma abordagem de carater
qualitativo. O fator que nos motivou a optar por uma pesquisa dessa natureza esta
relacionado com a nossa pratica enquanto professor da educacédo basica, a qual nos
impulsionou a levantar um questionamento sobre a viabilidade da insercdo das
nogdes intuitivas do Célculo no Ensino Médio. Como professor, consideramos que
toda pesquisa em ensino de matematica precisa passar, pelo crivo da sala de aula.
Por isso 0 nosso laboratorio foi uma sala de aula usual de matematica. Usual,
porque o grupo de alunos nédo foi criado para atender a demanda da pesquisa.
Trata-se de uma turma real, uma turma do segundo ano do ensino médio do Colégio
Estadual Visconde de Itaborai, ja constituida no préprio universo escolar.

No relato da nossa experiéncia, ndo objetivamos quantificar os eventos de
nossa pesquisa recorrendo aos mecanismos da Estatistica (exceto no momento da
avaliacdo dos alunos em 4.2) para analise dos dados obtidos, mas intencionamos
adquirir dados descritivos mediante a realizacdo de atividades pelos estudantes
envolvidos no processo, que em nNOSSO caso constituem o objeto de nosso estudo,
para que dessa forma pudéssemos analisa-los. Entendemos que a obtengéo desses

dados descritivos é primordial para o que pretendemos realizar, pois segundo
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Fazenda (2010, p.56) “A descricdo constitui, portanto, importancia significativa no
desenvolvimento da pesquisa qualitativa.”.

As atividades a que fazemos alusdo foram elaboradas com o intuito de
verificar o desempenho dos estudantes na compreensdo do método de exaustéo e
da nocéo intuitiva de limite para a sua utilizagdo como um instrumento na dedugao
das expressfes mateméaticas que permitem determinar a area do circulo, o volume
do cilindro, o volume do cone e o volume da esfera. Além disso, salientamos o fato
de que todas as atividades foram desenvolvidas primando pelo aspecto intuitivo da
nogdo de limite, uma vez que no Ensino Médio conforme mencionado no capitulo 2
do presente trabalho, ndo € conveniente uma abordagem do ponto de vista formal,
quica no nivel superior.

O aspecto intuitivo constitui-se num elemento muito importante no
desenvolvimento do conhecimento matematico, e como vimos no capitulo 1 muito do
que foi produzido dentro do Calculo, foi proporcionado inicialmente por ideias
intuitivas. Frota e Nasser (2009, p.13) faz referéncia a Fischbein que destaca trés
componentes da atividade matematica: o aspecto formal, o componente algoritmico
e a intuicdo (composta da intuicdo cognitiva, compreensdo intuitiva e solucao
intuitiva). Para Fischbein essas trés componentes séo de fundamental importancia, e
com respeito a intuicdo declara que:

Uma intuicdo cognitiva € um tipo de cognicdo que € aceita
diretamente sem a sensacdo de que algum tipo de justificativa &
requerido. Uma intuicdo cognitiva € entdo caracterizada, como
evidente por si. N6s aceitamos, como evidentes por si, afirmacdes,

L]

como: “O todo é maior que as partes”. “Por um ponto fora de uma
reta passa uma Uunica reta paralela”. “A menor distancia entre dois
pontos € um segmento de reta”. (FISCHBEIN, 1994, apud FROTA,
2009, p.232)

Para a realizacdo desse estudo foi selecionada uma turma do 2° ano do
Ensino Médio do Colégio Estadual Visconde de Itaborai, do qual sou professor do
fato que o conteudo previsto pelo curriculo minimo da rede estadual coincidia com o
conteudo das atividades do presente trabalho.

Os tépicos trabalhados foram, conforme ja anunciados, a area do circulo, o
volume do cilindro, o volume do cone e o volume da esfera. Para isso, utilizamos a
versdo 3D do software de matematica dindmica GeoGebra. Nesse contexto, cabe

destacar que a ideia que perpassa as atividades propostas esta associada a um
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processo embrionério do Calculo Integral pautado - na versdo adaptada do método
de exaustdo - o “método dos antigos” gregos - pelos precursores do célculo
infinitesimal com base na noc¢ao intuitiva de limite.

As atividades, planejadas com o intuito de serem aplicadas integralmente em
uma ou duas aulas de 45 minutos, foram divididas em exercicios; e cada exercicio
em itens, para que a mesma nao ficasse muito extensa para os alunos. Tomando
como referéncia o material didatico elaborado (e apresentado no capitulo 3 desta
dissertacdo), realizamos a sequéncia didatica em seis aulas, como descrito na

tabela a sequir.

Tabela 1 — Cronograma da Execucéo das Aulas

Aula n° Conteudo abordado
1 Area do circulo: Exercicio 1, Exercicio 2, Exercicio 3, Exercicio 4, Exercicio 5,
2 Exercicio 6 (Exercicio 6.1 e Exercicio 6.2).
3 Volume do Cilindro: Exercicio 1, Exercicio 2 e Exercicio 3.
4 Volume do Cone: Exercicio 1, Exercicio 2 e Exercicio 3.
5 Atividade Preliminar Para o Estudo do Volume da Esfera (Limites): Exercicio
1 e Exercicio 2.
6 Volume da Esfera: Exercicio 1, Exercicio 2 e Exercicio 3.

ApoOs a realizacdo da sequéncia didatica com os alunos, aplicou-se um
questionario (ver ANEXO VI) para que eles, os préprios alunos, avaliassem seu grau
de satisfacdo em relacdo as atividades, aos exercicios propostos e ao uso do
software GeoGebra. Foram avaliados ainda, segundo os préprios alunos, 0s niveis
de compreensédo do contetdo abordado e da importancia do uso do GeoGebra para
esta finalidade. As respostas dos alunos para o questionario foram tabuladas e
analisadas considerando uma escala Likert de cinco pontos.

E importante frisar que a pesquisa foi realizada com autorizacdo mediante

assinatura termo de consentimento (ver ANEXO VIII).
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4.2 O RELATO DA EXPERIENCIA

O Colégio Estadual Visconde de Itaborai, € um colégio muito conhecido e
bastante antigo no municipio de Itaborai. Seu IDEB em 2013 era 2,9 (resultado
abaixo da média estadual do Rio de Janeiro que é 3,6 e bem abaixo do nivel de
referéncia que € 6,0), mas apesar disso, atende uma clientela de quase trés mil
estudantes do proprio municipio e de municipios vizinhos.

A turma de 2° Ano selecionada para a realizacdo dessa experiéncia didatica
era composta por 32 alunos na faixa etéria de 16 a 18 anos de idade e faz parte do
turno da manhd. Os alunos apresentam muitas dificuldades em matematica, a
maioria possui baixo poder aquisitivo o que faz com que alguns estudantes
trabalhem no turno da tarde.

Para realizagéo das atividades os alunos da turma foram divididos em duplas
que foram denominadas como D;, Dy, D3, D4, Ds, D, D7, Dg, Do, D1o, D11, D12, D1z €
D14. Observamos ainda o fato de que ndo houve qualquer tipo de resisténcia inicial
dos alunos a participar da realizacdo das atividades, permitindo prontamente que
fossem feitos os devidos registros para a pesquisa. Passemos entdo ao relato da
experiéncia. Faremos isso de forma organizada em subsec¢des e por atividade. Isto
€, em cada uma das subsecdes seguintes apresentaremos os resultados obtidos

com a experiéncia realizada na execucéo da atividade destacada no seu titulo.
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4.2.1 Area do Circulo

Essa atividade tinha como objetivo que os alunos pudessem se familiarizar
com a nogéo intuitiva de limite e que mediante a mesma concluissem que a formula
que permite calcular a area de um circulo de raio R é dada por A=7z-R?. Assim, a
atividade foi dividida em seis exercicios. Onde, em cada um deles utiliza-se um
arquivo do GeoGebra, baseado nos quais 0s alunos responderiam as questdes
propostas. Ressaltamos o fato que as duplas Dis € Dig ndo participaram dessa
atividade por motivos néo relatados.

A atividade foi aplicada no dia 11/08/2014 na sala de aula. Para que os alunos
pudessem visualizar os arquivos do GeoGebra foi utilizado um data show. Na
realidade, a intencéo inicial era que os alunos interagissem com o software, contudo
tal opcao tornou-se inviavel diante da impossibilidade da escola em disponibilizar
computadores para todos os alunos. Assim, realizamos uma aula dialogada, onde os
arquivos eram abertos juntos e de maneira que todos os alunos conseguissem
visualizar os arquivos para realizacdo da atividade.

Inicialmente, foi perguntado aos alunos se eles conheciam a férmula utilizada
para calcular a area de um circulo. A maioria respondeu que nao lembrava ou que
desconhecia. Além disso, observou-se que aqueles que conheciam a férmula nunca
haviam visto uma justificativa razoavel para a mesma. Em seguida, foi indagado aos
alunos se eles conheciam o GeoGebra, e estes afirmaram que ndo. Dessa forma,
fez-se uma breve apresentacdo do programa para que eles pudessem se familiarizar
com 0 mesmo e, apos isso, apresentou-se 0 objetivo da atividade que era explicar o
porqué da area do circulo ser dada por A=rz-R?. A seguir apresentaremos o relato

da experiéncia, tomando como referéncia cada exercicio da ficha da atividade.



4.2.1.1 — Relato e Comentérios sobre o Exercicio 1
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resolva os itens abaixo:

Exercicio 1

Abra o arquivo Lados_dos_Poligonos_Inscritos.ggb, onde tem-se um circulo
de centro em O e um tridngulo equilatero inscrito. Arrastando o controle deslizante

“n” de 3 até 400, visualizam-se, para cada valor de n, poligonos regulares de n
lados inscritos no circulo. Sejam L, o lado do poligono regular de n lados e «, 0

angulo central correspondente ao mesmo poligono regular. Baseado no arquivo

a) Complete a tabela para os respectivos valores n dados a seguir:

X

Numero de Lados do | Medida do angulo Medida do Lado (L,) do
Poligono (n) central (a,) Poligono Regular
n=10 Qyy = L, =
n=20 Uy = Ly, =
n=30 Oy = L, =
n=40 Ay = Ly =
n=50 Oy = L, =
n=100 Qo = Lyoo =
n= 150 Uy = Lyso =
n=200 Olygp = Lo =
n=250 sy = L, =
n=300 Qg = Lago =
n= 400 Qlagy = Lo =

Figura 25: Enunciado do Exercicio 1 da Atividade Area do Circulo
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Exercicio 1 (continuacao)

b) Observando a tabela preenchida, é possivel perceber que, quando o niumero

n de lados do poligono aumenta, a medida de L, ficara muito proxima de certo

numero. Qual é esse numero?

Resposta:

c) Pela mesma tabela observa-se que, quando o numero n de lados do poligono
aumenta, a medida do angulo central o, também se aproxima de certo numero.

Qual é esse numero?

Resposta:

Em um ramo da matematica conhecido como Célculo Diferencial e Integral,
utilizamos com muita frequéncia esse processo de “aproximacao infinita”. Quando
aumentamos muito, o valor de uma variavel, no nosso caso representado pela
letra n (0 nimero de lados do poligono), dizemos que n tende ao infinito e

indicamos por n—o. Ja o numero encontrado para a variavel L,, quando

n— oo, é indicado por lim L, (Ié-se: limite de L, quando n— o ou simplesmente

limite de L,). Da mesma forma o numero encontrado para a variavel o, é

indicado por lim &, (Ié-se: limite de ¢, quando n — o ou limite de «,).

d) Utilizando a notacdo acima e os valores encontrados nos itens b) e c),

podemos expressar entdo, lim L, e lim¢«,. Para isso, preencha as lacunas os

abaixo com os numeros encontrados nos itens anteriores:

Resposta: ImL, = e lim o, =

Figura 26: Continuag&o do enunciado do Exercicio 1 da Atividade Area do Circulo

Com a realizacéo desse exercicio pretendia-se que 0s alunos conseguissem
se apropriar da nocao intuitiva de limite de uma sequéncia de numeros reais e que
se familiarizassem com a sua notagdo. Os alunos preencheram a tabela

corretamente e responderam os itens sem dificuldades, contudo foi necesséaria a
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intervencdo (que eles aceitaram bem) do professor para explicar a nocdo e a
notagéo de limite que foi introduzida no exercicio, visto que era o primeiro contato
deles com esse tipo de operacdo e notacdo. Esse cuidado inicial do professor
justifica-se pelo fato de que este conceito e sua notacédo seriam utilizados de modo
exaustivo na realizacdo dos demais exercicios da atividade.

Na nossa avaliacdo, os resultados obtidos com os alunos no exercicio foram
satisfatorios, pois todas as duplas resolveram as questdes propostas corretamente,

demonstrando nao terem dificuldades com a nocao e a notacao de limite.

4.2.1.2 — Relato e Comentérios sobre o Exercicio 2

Exercicio 2

Abra o arquivo Apotemas_dos_Poligonos_Inscritos.ggb. Arrastando o controle

deslizante “n” de 3 até 400, visualizam-se poligonos regulares de n lados

inscritos no circulo. Sejam R o raio do circulo e a, o apétema do poligono

regular inscrito no circulo. Usando o arquivo resolva os itens abaixo:

a) O que acontece com a medida do apdétema a, do poligono inscrito com

respeito a medida do raio R do circulo quando o valor de n aumenta muito

(n—> »)? Resposta:

b) Quando n aumentar muito (n — «), a diferenca entre a medida do raio R e a

medida do apotema a, se aproximara de certo nimero L. Determine o namero

L. Resposta: L=

c¢) Utilizando a notacao do Calculo, o niumero L encontrado no item anterior pode

ser expresso como L =lim R—a,. Sendo assim, complete o espaco abaixo com o

valor desse limite. Resposta: L=IlmR-a, =

d) Determine o lim a,. Resposta:

Figura 27: Enunciado do Exercicio 2 da atividade Area do Circulo
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O exercicio tinha por objetivo que os alunos chegassem a conclusdo de que a
medida do apdétema dos poligonos inscritos tende para a medida do raio quando o

nuamero de lados dos poligonos inscritos tender ao infinito, ou seja, que lima, =R.

Durante a realizacdo do exercicio, quando os alunos visualizaram o arquivo do
GeoGebra para que o itens fossem respondidos, os alunos fizeram algumas
colocacoes. Por exemplo, uma aluna da dupla D;; disse que o apOtema estava se
aproximando do raio, mostrando assim que a aluna ja tinha se apropriado do
objetivo do exercicio.

Com respeito ao item (b) um aluno da dupla Dg disse que a diferenca entre o
raio e 0 apotema se aproxima de 6 (raio do circulo), e quase, concomitantemente,
um aluno da dupla D1 concluiu que a diferenca entre a medida do raio e do ap6tema
se aproximava de zero. Todavia, observando-se apenas 0s registros dos alunos,
apenas a dupla Dg respondeu o item (a) de modo insatisfatorio, como pode ser visto

abaixo:

a) O que acontece com a medida do apétema a, do poligono inscrito com respeito a

medida do raio R do circulo quando o valor de n.aumenta muito (n — ©)?

Resposta:

Figura 28: Resposta da dupla D¢ para o item (a) do Exercicio 2

A resposta dada pelos alunos no quadro acima néo deixa claro que a medida
do apétema se aproxima da medida do raio. Pode ser que a dupla tenha tentado
responder isso, no entanto, isso nao fica explicito na resposta dada.

Assim, com relacdo a realizacdo deste exercicio, destaca-se como um
aspecto positivo a fala da aluna da dupla Di;, mencionada anteriormente, que
fornece a resposta esperada para o item (a) assim que o arquivo é aberto e
manipulado.

O itens (b) e (c) foram respondidos corretamente por todos os alunos, porém
o item mais discutido foi o (d) onde era esperado que o aluno respondesse que

lima, =R. No arquivo do GeoGebra o raio do circulo era igual a 6, e varios alunos

disseram que lima, =6, que ¢é a medida do raio do circulo. No entanto, nenhum
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aluno escreveu R como resposta. Observa-se desse modo que o fato da sequéncia
numérica convergir para seis tornou-se mais evidente que sequéncia dos apétemas
convergir para o raio do circulo, que era a resposta esperada. Afinal o que se
pretende concluir ndo esta associado ao numero 6 em particular, mas sim a medida
do raio(que neste caso € 6), independente de qual seja o valor dessa medida. Essa
experiéncia nos mostrou que o contexto numérico da convergéncia se sobrepds ao
processo geomeétrico. Assumimos aqui que grande parte desse erro é nossa, pela

excessivamente cuidadosa e formal de querer concluir que lima, =R, a partir das

evidéncias numéricas de que limR-a,=0. Entretanto, cabe destacar que esse

ruido de natureza metodolégica foi contornado com um dialogo realizado com o
grupo a partir das respostas apresentadas. Em verdade, o que se queria como
resposta ja tinha sido obtido com a resposta do item (a), representada aqui pela

resposta imediata da aluna da dupla Di1: lim a, =R . Assim, pode-se concluir que os

alunos concluir que os alunos conseguiram alcancar os objetivos esperados, pois
todos responderam de maneira correta todos os itens excetuando-se a dupla Deg,
conforme ja foi visto anteriormente.

O relato e os comentarios referentes aos exercicios 3 e 4 faremos de forma

simultanea. A seguir, para comodidade do leitor, reproduzimos seus enunciados.
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4.2.1.3 — Relato e Comentarios sobre o Exercicio 3 e o Exercicio 4

Exercicio 3

X

Abra o arquivo Comprimento_da_circunferencia.ggb.” Arrastando o controle
deslizante “n” de 3 até 400, visualiza-se poligonos regulares de n lados inscritos

no circulo. Sejam C o comprimento da circunferéncia e P, o perimetro do

poligono regular inscrito no circulo. Baseado no arquivo resolva os itens abaixo:

a) O que acontece com a medida do perimetro P, do poligono inscrito com

respeito a medida do comprimento C da circunferéncia quando o valor de n

aumenta muito, (n — «)? Resposta:

b) Quando n aumentar muito (n—x), a diferenca entre a medida do
comprimento da circunferéncia C e a medida do perimetro P, do poligono

inscrito se aproximara de certo numero M . Determine o nimero M .

c) Utilizando a notacdo do Célculo, o nimero M encontrado no item anterior

pode ser expresso como M =lim C —P,. Sendo assim, complete o espago abaixo

com o valor desse limite. Resposta: M =lImC-P, =

d) Determine o lim P,. Resposta:

e) Lembrando que o comprimento da circunferéncia é dado por C=2-7-R.

Pode-se afirmar, entdo que: lim P, =

Figura 29: Enunciado do Exercicio 3 da atividade Area do Circulo
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Exercicio 4

Abra o arquivo Area_do_circulo.ggb.l'Arrastando o controle deslizante “n” de 3
até 400, visualiza-se poligonos regulares de n lados inscritos no circulo. Sejam

A a area do circulo e A, a area do poligono regular inscrito no circulo. Baseado

no arquivo resolva os itens abaixo:

a) O que acontece com a medida da area A, do poligono inscrito com respeito a

medida da area do circulo A conforme o valor de n aumenta muito (n — «)?

Resposta:

b) Quando n aumentar muito (n— «), a diferenca entre a medida da area do

circulo A e o valor da area A, do poligono inscrito se aproximara de certo numero

N . Determine o numero N . Resposta: N =

c¢) Utilizando a notacdo do Calculo, o numero N encontrado no item anterior pode

ser expresso como N =lim A— A, . Sendo assim, complete o espago abaixo com o

valor desse limite. Resposta: M =lim A-A, =

d) Determine o lim A, . Resposta:

Figura 30: Enunciado do Exercicio 4 da atividade Area do Circulo

No Exercicio 3, o objetivo era que o aluno concluisse que ImP, =2-7-R e,
no Exercicio 4, era que eles chegassem a concluséo de que lim A, = A, ou seja,

gue a area dos poligonos inscritos tende para a area do circulo quando o numero de
lados do poligono aumenta indefinidamente. Nesses exercicios 0s alunos nao
encontraram dificuldades e responderam corretamente todos os itens. Atribuimos
esse fato a, similaridade desses exercicios com o Exercicio 2. Isso também é uma
evidéncia de que todas as duplas conseguiram assimilar bem o que era proposto no
Exercicio 2. Nao surgiram mais questionamentos como os que foram relatados que

aconteceram na discussao final do item (d) do Exercicio 2.
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4.2.1.4 — Relato e Comentérios sobre o Exercicio 5

Exercicio 5

Abra o arquivo Arquimedes_1. ggb&rrastando o controle deslizante “n” de 4 até
100, visualizam-se poligonos regulares inscritos na janela 1 e os triangulos que
formam o poligono inscrito na janela 2. Baseado no arquivo resolva os itens a

sequir:

a) Observe que cada vez que aumentamos 0 nhimero n, o namero de triangulos

com vértice no centro do circulo e que formam o poligono também aumenta.

a.1l) Quantos triangulos formam o poligono de 4 lados?

a.2) Quantos triangulos formam o poligono de 6 lados?

a.3) Quantos triangulos formam o poligono de 8 lados?

a.4) Quantos triangulos formam o poligono de n lados?

b) Observe as figuras a seguir:

N\ /\/\/\/\
i . X

—

S /

\i,\ ,_,/ - L4 - Ly - L4 i L4 N

-

Assim, o perimetro P, do poligono regular inscrito de 4 lados (quadrado), pode ser

expresso em fungéo do seu lado L,, do seguinte modo:
Pp,=L+L,+L,+L,=4-L,

Lembrando que P, é o perimetro do poligono regular de n lados inscrito no

circulo, utilize o raciocinio acima e preencha as lacunas abaixo:

b.1) P,

b.2) P,

b.3) P,

Figura 31: Parte inicial do enunciado do Exercicio 5 da atividade Area do Circulo
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c) Observe as figuras abaixo:

As figuras acima déo a ideia de como expressar a area do poligono inscrito. A
area A, do poligono de 4 lados inscrito (quadrado), pode ser expressa da

seguinte forma:

De fato, a area A, do poligono de quatro lados inscrito (o quadrado) € composta
pela soma das areas dos quatro triangulos isdsceles de base L, e altura igual ao
apotemaa,. Lembrando que A, € area do poligono inscrito, utilize o raciocinio

acima e complete as lacunas abaixo:

c.l) A = =

c.2) A = -

c3) A = =

d) No item (a) vocé encontrou uma expressao para o perimetro P, e no item (b)
uma expresséo para a area A, do poligono regular inscrito, em funcdo de n, L e

a, . Utilizando essas expressoes, expresse A, e em fungéo apenas de P, ede a,.

Resposta:

Figura 32: Continuac&o do enunciado do Exercicio 5 da atividade Area do Circulo
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Esse exercicio foi um exercicio elaborado com o intuito de que os alunos

conseguissem expressar a area A, de um poligono regular inscrito em fungéo do

. . . P -a
perimetro P, e do apotema a,, ou seja, que A, = "2 n
Nesse exercicio os itens (a) e (b) foram respondidos corretamente por todas

as duplas, no item (c) apenas a dupla D14 errou, colocando como resposta

An'an
2

: o n-L,-a, . .
para o subitem (c.3), ao invés da resposta correta % isso pode ter ocorrido

mediante falta de atencdo no enunciado.

Ja no que se refere ao item (d), apenas as duplas D; e D,, D3 e D, deram a
resposta correta. AS duplas Dg e D; responderam este item de maneira confusa, no
entanto, chegaram ao resultado correto. Além disso, destaco o fato de que tais erros
ocorreram mesmo depois de eu os ter auxiliado no referido item. Na figura 33,
apresentamos uma das respostas incorretas para os itens (c) e (d) (a resposta da
dupla Di4) e na figura 34 - uma das respostas corretas - para 0S mesmos itens

(resposta da dupla D5).

c.1) 4

I
,,
£

|
|
!

. J'
I3
r
I

C.2) 4 =

|
s

I
)
|

c.3) 4, L A : 4 A Yo N =N som

-

d) No item a) vocé encontrou uma expressao para o perimetro P, e no item b) uma
expressao para a area A4, do poligono regular inscrito, em fungéo de », L,e a,.

Utilizando essas expressdes, expresse 4, e em funcdo apenas de P, ede a,.

Resposta:

Figura 33: Resposta da dupla D44 para os itens (c) e (d) do Exercicio 5
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d) No item a) vocé encontrou uma expressao para o perimetro P, e no item b) uma
expressdo para a area A, do poligono regular inscrito, em fungéo de », L, e a,.

Utilizando essas expressoes, expresse 4, e em fungéo apenas de P, ede a,.

Resposta:

A"L = "P‘rﬁ"l""’

Figura 34: Resposta da dupla D, para os itens (c) e (d) do Exercicio 5

O item (d) foi respondido incorretamente por 9 das 14 duplas. Nesse item era

, - N n-L -a
pedido que o termo n-L, fosse substituido por P, na expresséo A, =%
qual fora obtida em (c), o que consistia de uma manipulacdo algébrica simples e que

. . . P .a
levaria a resposta correta para o item que e An = >

Fica nitida com esse exercicio, a falta de habilidade algébrica dos estudantes:

n

nao conseguem fazer generalizacdbes e possuem muita dificuldade com
manipulacbes algébricas. Entretanto, como veremos no Exercicio 6, mais
especificamente no Exercicio 6.1, esse fato ndo se constituiu num entrave para que

os alunos conseguissem chegar na formula para calcular a area do circulo.
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4.2.1.5 — Relato e Comentérios sobre o Exercicio 6

O Exercicio 6 foi elaborado com o intuito de que os alunos utilizassem 0s
exercicios anteriores para concluir de duas formas distintas que area do circulo é
dada por A=7z-R?. Para isso, o exercicio foi dividido em duas partes sendo o
Exercicio 6.1, a 12 forma, e o Exercicio 6.2, a 22 forma. Na figura 35, temos o

enunciado do Exercicio 6.1, e nas figuras 39 e 40, o enunciado do Exercicio 6.2.

Exercicio 6.1 (12 forma)

No Exercicio 2 vocé concluiu que lma, =R, no Exercicio 3 que

imP,=2-7-R e

no Exercicio 4 que lim A, = A, onde A é a area do circulo de raio R. Utilizando

a expressdo encontrada no item (d) do Exercicio 5, € possivel escrever as

seguintes igualdades:

P.a lim P, -lim a,

A= mA = lmoR 5

Dessa forma, mediante o que foi concluido no Exercicio 2 e no Exercicio 3
complete as lacunas abaixo e conclua com a expressao que permite calcular a
area do circulo de raio R.

P .a lim P, -lim a,

A= limA = dimR S _

Figura 35: Enunciado do Exercicio 6.1 da atividade Area do Circulo

O Exercicio 6.1 foi realizado corretamente por 13 das 14 duplas presentes.
Apenas a dupla Dg errou respondendo que a area era A=r*. As duplas Dig e D1
apresentaram respostas corretas, mas que, no entanto, ndo foram apresentadas em

seu formato simplificado (figuras 36 e 37).
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Dessa forma, mediante o que foi concluido no Exercicio 2 e no Exercicio 3

complete as lacunas abaixo e conclua com a expressao que permite calcular a area
do circulo de raio R.

. . Pled limP, -lima, .

4= lmd, = lim=2 = ———— = 1 1.0 R-_ 05 R,0

2% . T

Figura 36: Resposta da dupla D4 para o Exercicio 6.1

Dessa forma, mediante o que foi concluido no Exercicio 2 e no Exercicio 3
complete as lacunas abaixo e conclua com a expressao que permite calcular a area

do circulo de raio R.

Pa limP, -lima, - , ;
4 = limg, = lm=Ze - ———— - L.y R.8=-_T.¢.%

2
#“

Figura 37: Resposta da dupla D1, para o Exercicio 6.1

Dessa forma, pode-se concluir que o Exercicio 6.1 alcangou o objetivo.
Todos os alunos conseguiram chegar a férmula que permite calcular a area do
circulo.

Passemos agora ao relato da experiéncia com a realizacdo do Exercicio 6.2.
Para realizacdo desse exercicio utilizou-se outro aplicativo, similar ao anterior. A
diferenca encontra-se apenas na composic¢ao final, em forma de paralelogramo, dos

tridngulos que compde o poligono inscrito (figura 38).

n=20

—i
Figura 38: llustracéo para uma situacdo da janela gréafica do arquivo Arquimedes_2.gg*‘tilizado no
Exercicio 6.2 da Atividade Area do Circulo
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Nas figuras 39 e 40 a seguir apresentamos, para comodidade do leitor, 0
enunciado do Exercicio 6.2.

Exercicio 6.2 (22 forma)

Abra o arquivo Arquimedes_2.ggb.Tno qual visualiza-se um circulo com
poligonos regulares inscritos divididos em tridangulos isésceles azuis e amarelos e
um retangulo com contorno verde de base B e altura H sobre o qual estao
dispostos os triangulos que formam o poligono inscrito. Arraste o controle

deslizante “n” de 4 até 180 e responda os itens abaixo:

a) Observe as bases dos triangulos azuis e amarelos (lados do poligono inscrito).
Repare que a soma das bases de todos os triangulos azuis é igual a soma das
bases de todos os triangulos amarelos. Observe ainda que a soma de todas as

bases dos triangulos (azuis e amarelos) é igual ao perimetro P, do poligono
inscrito. Seja B, a medida da soma das bases dos triangulos azuis para o

poligono de n lados inscrito no circulo. Assim, para o poligono de 4 lados

(quadrado) e de 6 lados (hexagono), é possivel escrever:

P,

B, =L+l =21, ==

P
BG:LG+L6+L6:3-L6:?6

Utilizando o raciocinio acima e o arquivo Arquimedes_2.ggb, preencha as

lacunas abaixo:

a.2) BlO = = =

Figura 39: Enunciado do Exercicio 6.2 da atividade Area do Circulo
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Exercicio 6.2 (continuagéo)

X :

b) No arquivo Arquimedes_2.ggb ' observa-se que quando n-— o, se

n

aproximara da base do retangulo. Sendo assim, do ponto de vista do Calculo pode-

se dizer que a base do retangulo B € igual ao lim B,. Dessa forma, utilizando a

expressao anterior é possivel escrever as igualdades abaixo:

lim P,

2

B =1ImB, =

Sendo assim, utilize o resultado do Exercicio 3 e complete a lacuna abaixo com a

medida da base B do retangulo :

lim P,

B =1ImB, =

c) No mesmo arquivo € possivel perceber que as alturas (apotema do poligono)
dos triangulos (azuis e amarelos) se aproximam da altura H do retangulo quando
n —oo. Utilizando o resultado da Exercicio 2, complete a lacuna abaixo com a

medida da altura do retangulo:

H = lma, =

d) Observando o arquivo é facil ver que a area do circulo A e do retangulo sao

iguais, quando n aumentar muito (n — o). Dessa forma, tem-se que:

A = Area do Retangulo =B-H =Ilm B_ -lima, = =

Figura 40: Continuagdo do enunciado do Exercicio 6.2 da atividade Area do Circulo

Nesse exercicio, o item (a) foi realizado corretamente por 13 das 14 duplas.

: . P
Contudo, no subitem (a.3), as 13 duplas que acertaram a resposta final ?”

. . - ... nh-L
negligenciaram a expressao intermediaria 5 L, apresentando como reposta a

P : .
expresséo B, =L, +L,+---+L,=n-L, :?”. Mais uma vez percebe-se a dificuldade
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dos estudantes com a linguagem algébrica. Por outro lado, ao que parece, a

P . a -
resposta correta 7” €, muito provavelmente, consequéncia da generalizacdo da
P, P, P, P P : o . :
4 -6 8 10 ... que possui uma estrutura algébrica muito mais
2 2 2 2 2

simples. Tal fato fica mais evidente nas respostas corretas dadas por algumas

sequéncia

duplas que deixaram os espacos intermediarios em branco (figura 41).

Utilizando o raciocinio acima e o arquivo Arquimedes_2.ggb, preencha as lacunas
abaixo:

al) By=___ = =

K2) Bom o oo = =_ 450,

al) B, = e R

Figura 41: Resposta da dupla D,, para o Exercicio 6.2 item (a)

Na figura 42 temos uma das respostas dadas corretamente (resposta da

dupla D;). Apenas a dupla Dy3 errou o item (a) completamente.

Utilizando o raciocinio acima e o arquivo Arquimedes_2.ggb, preencha as lacunas
abaixo:
] ?1
an B =4 3]+ s+l =41, = =5
TR R o iR q -
Y
a2)B,=4d+ L 3bel sl =bH.L = 2
0 19 A0 VO IV W =~
| \ I' D’T‘
ad) B, = L b YN sl = MMM = T
¥ " n LD m

Figura 42: Resposta da dupla D, para o Exercicio 6.2 item (a)

Com relacdo ao item (b), 12 das 14 duplas responderam adequadamente. A
resposta correta era z-R. As respostas dadas pelas duplas Dg e D13, que erraram a

questao estéo ilustradas nas figuras 43 e 44.
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Sendo assim, utilize o resultado do Exercicio 3 e complete a lacuna abaixo com a
medida da base B do retangulo :

hmPn 5 n', LA
B - llm B" o — -
2

Figura 43: Resposta da dupla Dg para o Exercicio 6.2 item (b)

Sendo assim, utilize o resultado do Exercicio 3 e complete a lacuna abaixo com a

medida da base B do retangulo :

Figura 44:; Resposta da dupla D43 para o Exercicio 6.2 item (b)

O item (c),(que pedia para determinar a medida H da altura do retangulo) foi
respondido corretamente por todas as duplas. Contudo, no item (d), onde era
esperado que os alunos concluissem o exercicio com a expressao da area da
circulo, A=7x-R?, apareceram algumas respostas incoerentes, como pode ser

observado nas respostas dadas pelas duplas D3 eDg (figuras 45 e 46 a seguir).

d) Observando o arquivo € facil ver que a area do circulo 4 e do retangulo sao
iguais, quando »n aumentar muito (» — «). Dessa forma, tem-se que:

A = Area do Retangulo = B- H =lim B, -lima, = 7%, 2 = ool

Figura 45: Resposta da dupla D3 para o Exercicio 6.2 item (d)

d) Observando o arquivo € facil ver que a area do circulo 4 e do retangulo séo
iguais, quando » aumentar muito (n — «). Dessa forma, tem-se que:

A = Area do Retangulo = B- H =limB, -lima, = _—1— =

Figura 46: Resposta da dupla Dg para o Exercicio 6.2 item (d)

Os alunos tiveram um pouco mais de dificuldade em resolver o Exercicio 6.2
pelo fato deste conter entre seus itens algumas generalizagcfes de expressdes

algébricas, habilidade ainda pouco explorada no ensino de matematica. Entretanto,
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cabe destacar que 12 das 14 duplas avaliadas conseguiram atingir o objetivo da
questdo, chegando a conclusio de que a area de um circulo de raio R é A=7-R?.
Antes de passar ao relato da proxima atividade (volume do cilindro)
gostariamos de destacar que de forma geral a atividade foi bem sucedida, pois os
alunos puderam ver como a expressao da area do circulo pode ser obtida mediante
uma argumentacdo simples através da nogéo intuitiva de limite e do método de
exaustdo. Contudo, é importante frisar que varios resultados utilizados, como por
exemplo, algumas propriedades de limites de sequéncia, ndo foram justificados e
muito menos demonstrados para os alunos. Acreditamos que esta atitude seria tanto
desnecessaria como inapropriada para esse nivel de ensino. Instruir nesse
procedimento mais formal poderia desfocar o objetivo central da atividade: a
compreensao das ideias envolvidas na atividade. Todavia, fizemos um apéndice
(disponivel no ANEXO VI) para a atividade com o objetivo de dar uma justificativa
para alguns dos limites obtidos. Talvez seja mais Util para 0s nossos colegas
professores da educacado basica do que propriamente para 0s seus (nossos) alunos

do ensino médio.
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4.2.2 Volume do Cilindro de Revolucéo

Essa atividade tinha como objetivo que os alunos concluissem a partir do

método de exaustdo e da nocédo intuitiva de limite que a expressao que permite

calcular o volume V de um cilindro de raio R e altura H é dada por V =7-R*-H .
A atividade foi dividida em trés exercicios onde para a realizacado do Exercicio 2 foi
utilizado um aplicativo construido com o GeoGebra 3D. Destacamos o fato de que
as duplas D3 e Dis ndo participaram dessa atividade, onde apenas a dupla Dj
justificou a auséncia.

A atividade foi aplicada no dia 08/09/2014, teve duracdo de 45 minutos
(1 aula) e utilizamos o data show para que os alunos pudessem visualizar 0 arquivo
do GeoGebra. Inicialmente foi destacado para os alunos que a atividade da area do
circulo que eles haviam realizado anteriormente, era fundamental para a realizacao
dessa atividade. Tanto a expressdo da area do circulo, como o procedimento
adotado (0o método de exaustdo) na realizacdo da atividade, iriam ser utilizados para
a determinacao da expresséo do volume do cilindro.

Cabe observar, ainda que, antes mesmo de dar inicio a atividade, foi feita a
leitura de todos os exercicios com o0s alunos para que nao ficassem duvidas com
relacdo aos enunciados. Acreditamos que esta atitude foi bem aceita pelos
estudantes sendo muito propicia para o bom andamento da atividade.

A seguir apresentaremos o relato da experiéncia, tomando como referéncia

cada exercicio da ficha de atividade.
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4.2.2.1 — Relato e Comentérios sobre o Exercicio 1

Exercicio 1

Sejam A, e V, respectivamente a area da base e o volume do prisma regular

(cuja base € um poligono regular de n lados) inscrito num cilindro de raio Re
altura H . Observe que a altura do prisma também é H uma vez que o prisma
esta inscrito no cilindro. Dessa forma, complete os espacos em branco da tabela

abaixo seguindo o mesmo raciocinio utilizado para preencher as duas primeiras

linhas:
Nimero de | Area da Base do Altura do Prisma Volume do Prisma
Lados do Prisma Regular | Regular Inscrito no | Regular Inscrito no
Poligono da Cilindro Cilindro
Base
3 A, H V,=A-H
4 A, H V,=A, -H
6
7
n

Da tabela acima é possivel concluir que o volume do prisma inscrito em funcao

de A,eH éV, =

Figura 47: Enunciado do Exercicio 1 da atividade do Volume do Cilindro

Esse exercicio tinha como objetivo principal que os alunos pudessem
explicitar o volume de um prisma regular de base A, e altura H em fungdo apenas
desses dois dados. O referido exercicio foi realizado sem dificuldades por todas as
duplas, sendo que a dupla Dg deixou em branco (talvez por falta de atencéo) o

espaco reservado para determinagdo da expressédo de V, em funcdode A e H.
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4.2.2.2 — Relato e Comentérios sobre o Exercicio 2

Exercicio 2

Abra o arquivo Prismas_Regulares_lInscritos_no_Cilindro.ggb, onde
observa -se um prisma regular de base triangular inscrito em um cilindro.

Arrastando o controle deslizante “n” de 3 até 70, visualiza-se uma sequéncia de

prismas regulares inscritos em um cilindro. Seja V, o volume de um prisma

regular inscrito no cilindro (3<n<70) e V o0 volume do cilindro. Baseado no

arquivo resolva os itens a seguir:

a) O que acontece com a medida do volume V,_ do prisma inscrito com relacdo a

medida do volume V do cilindro quando o valor de n (o numero de lados n do

poligono da base) aumenta muito (n — «)?

Resposta:

b) Quando n aumentar muito (n — ), a diferenca entre a medida do volume

V do cilindro e a medida do volume V, do prisma regular inscrito no cilindro se

aproximara de certo nimero L. Determine o numero L.

Resposta: L=

c¢) Utilizando a notacao de limite, o numero L encontrado no item anterior pode

ser expresso como L =IlimV -V, . Sendo assim, complete o espago abaixo com o

valor desse limite.

Resposta: L=IlmV -V, =

d) Determine o limV, . (Responda apenas em funcéo de V)

Figura 48: Enunciado do Exercicio 2 da atividade do Volume do Cilindro
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Nesse exercicio foi utilizado um arquivo do GeoGebra 3D, baseado no qual os

alunos responderiam os itens do exercicio. Para a realizacdo desse exercicio,

alguns alunos foram convidados a manusear o software, 0s quais aceitaram de

imediato. Com base na manipulacdo do arquivo por estes colegas 0s outros

estudantes iam respondendo as questdes propostas.

Figura 49: Aluno manuseando o aplicativo do GeoGebra na Atividade Volume do Cilindro

Todas as 14 duplas presentes responderam de maneira correta o exercicio.

Tal fato deve-se provavelmente, a similaridade do exercicio com exercicios

realizados durante a atividade sobre a area do circulo. Das 14 duplas presentes, 11

responderam o item (d) exatamente como era esperado: IimV, =V . As outras trés

responderam de modo informal como pode ser visto nas figuras 50, 51 e 52,a seguir:

d) Determine o limV, . (Responda apenas em fungéo de V)

Resposta: tcr ypma Se WuptBl D VOL yme no gm0l

Figura 50: Resposta da dupla Dg para o Exercicio 2 item (d)

d) Determine o limV, . (Responda apenas em funcéo de V')

Resposta:_ \\). Wira e e Umn  wo v acuolos

Figura 51: Resposta da dupla Dg para o Exercicio 2 item (d)
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d) Determine o limV, . (Responda apenas em funcdo de V')

Resposta: S X \lon asai e wo.. ooy Aas Vo,

Figura 52: Resposta da dupla Dy; para o Exercicio 2 item (d)

Destaco ainda nesse exercicio um aspecto muito positivo e bastante significativo
na resposta dada pela dupla Dis para o item (a) (figura 33). A resposta dada pela
aluna denota uma boa apropriacdo da linguagem do Calculo pelos alunos.

a) O que acontece com a medida do volume ¥, do prisma inscrito com respeito a

medida do volume ¥ do cilindro quando o valor de n (0 niumero de lados » do
poligono da base) aumenta muito (7 — «)?

Resposta:

Figura 54: Alunos realizando a Atividade Volume do Cilindro
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4.2.2.3 — Relato e Comentérios sobre o Exercicio 3

Exercicio 3
No Exercicio 1 vocé concluiu que V, =A, -H, onde V, é o volume do prisma
regular inscrito no cilindro e no Exercicio 2 que IlmV, =V, onde V é o volume

do cilindro de raio R e altura H. Assim, é possivel escrever as seguintes

igualdades:

V. = ImV, = ImH-A = H-lmA,

Utilizando o fato que a &rea do circulo é dada por A=Ilim A =7z-R* (fato

concluido na Atividade - Area do circulo de raio R), complete as lacunas
abaixo e determine a expressdo para calcular o volume de um cilindro cujo raio

da base € R e cujaalturaé H.

V = ImV, = ImA-H =IlmA, -imH = H-lmA, =

Logo, conclui-se que o volume do cilindro deraio R ealtura H é V =

Figura 55: Enunciado do Exercicio 3 da atividade do Volume do Cilindro

Esse exercicio tinha como objetivo que os alunos concluissem com o auxilio
das atividades anteriores a férmula para o calculo do volume do cilindro de raio R e
altura H. Das 14 duplas presentes na atividade, 12 duplas responderam
corretamente a todos os itens do inicio ao fim. Apenas as duplas Dg € D;; fizeram o
registro da férmula do volume do cilindro de forma equivocada, ainda que na
resolucdo tenha encontrado a expressdo correta. Nas figuras 56 e 57 temos as

respostas dadas pelas duplas Dg e D;;, respectivamente:

. A e
V = limV, = lim4,-H = limA4,-limH = H-lim4, = H 718 = Jl¢"H

!

Logo, conclui-se que o volume do cilindro de raio R e altura H é V = ] | :

Figura 56: Resposta da dupla Dg para o Exercicio 3
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V = “H’ﬂ; =

limA -H = limA4,-limA = H-ImA4, =" -0 ==

Logo, conclui-se que o volume do cilindrode raio R e altura H & V = _

i

R W

(54

Figura 57: Resposta da dupla D4, para o Exercicio 3

Tal fato pode ser resultado da falta de atencdo dos estudantes no que estava

sendo pedido ou até mesmo uma distracéo deles no momento de responder.

No geral temos razbes suficientes para considerar que atividade foi bem

sucedida e que os alunos conseguiram compreender, mesmo que intuitivamente,

que o volume de um cilindro de raio R e altura H é dado pela expressao

V=x-R*-H.
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4.2.3 Volume do Cone de Revolugéo

O objetivo dessa atividade era fazer com que os alunos concluissem a partir

do método de exaustdo e da nocdo intuitiva de limite que a expressao que permite

. . 1
calcular o volume de um cone de raio R e altura H é dada por V :§7z-R2-H .

A atividade foi dividida em trés exercicios, onde, no Exercicio 2 foi utilizado um
aplicativo construido com o GeoGebra 3D. Ressaltamos o fato de que as duplas D3
e D15 ndo participaram dessa atividade. Apenas a dupla D3 justificou a auséncia.

A atividade foi aplicada no dia 08/09/2014, teve duracdo de 45 minutos
(1 aula). Para que os alunos pudessem visualizar o arquivo do GeoGebra foi
utilizado um data show. Ao iniciar a atividade foi observado para os estudantes que,
assim como na atividade volume do cilindro, a atividade da area do circulo seria,
essencial para a realizacdo dessa atividade. Tanto a expressao da area do circulo,
como o procedimento adotado (o método de exaustdo) na realizacdo da atividade,
irlam ser utilizados para a determinagdo da expressao do volume do cone. Cabe
observar ainda que, antes mesmo de se dar inicio a atividade, foi feita a leitura de
todos os exercicios com o0s alunos para que néo ficassem davidas com relacdo aos
enunciados. Acreditamos que esta atitude, que foi bem aceita pelos estudantes, foi
apropriada para o bom andamento da atividade.

A seguir apresentaremos o relato da experiéncia, tomando como referéncia

cada exercicio da ficha de atividade.
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primeiras linhas:

Exercicio 1

Sejam A, e V, respectivamente a area da base e o volume da piramide regular

(cuja base € um poligono regular de n lados) inscrita num cone de raio R e
altura H. Observe que a altura da piramide também é H uma vez que a
piramide esta inscrita no cone. Dessa forma, complete os espacos em branco da

tabela abaixo seguindo o mesmo raciocinio utilizado para preencher as duas

Numero de | Area da Base da Altura da Volume da Piramide
Lados do Piramide Piramide Regular | Regular Inscrita no
Poligono da Regular Inscrita no Cone Cone
Base
3 H 1
A v~ A H
3
4 H 1
A V,==-A,-H
3
5
6
7
n

Da tabela acima podemos concluir que o volume da piramide inscrita em funcéo

de A, e H édadopor V, =

Figura 58: Enunciado do Exercicio 1 da atividade do Volume do Cone

Esse exercicio tinha como objetivo principal que os alunos pudessem

expressar o volume de uma pirdmide regular inscrita num cone em funcéo de sua

base A, e de sua altura H . Todas as duplas conseguiram realizar e concluir a tarefa

de forma correta, com exceg¢édo da dupla Do que concluiu que o volume da piramide
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o . 1 X
inscrita era V, =A,-H aoinvésde V, = 3 A, -H . Talvez esse fato se deva a falta de

atencdo por parte da dupla, visto que os demais itens da tabela estavam

preenchidos corretamente.

4.2.3.2 — Relato e Comentérios sobre o Exercicio 2

Exercicio 2

X

Abra o arquivo Piramides_Regulares_Inscritas_no_Cone.ggb., onde
observa-se uma piramide regular de base triangular inscrita em um cone.
Arrastando o controle deslizante “n” de 3 até 70, visualiza-se uma sequéncia de

piramides regulares inscritas em um cone. Seja V, o volume da piramide regular

inscrita no cone (3<n<70) e V o volume do cone. Baseado no arquivo resolva

0s itens a segquir:

a) O que acontece com a medida do volume V, da piramide inscrita com relacéo

a medida do volume V do cone quando o valor de n (o nimero de lados n do

poligono da base) aumenta muito (n — «)? Resposta:

b) Quando n aumentar muito (n — «), a diferenca entre a medida do volume V

do cone e a medida do volume V, da piramide regular inscrita no cone se

aproximara de certo nimero M . Determine o nimero M .
Resposta: M =

c¢) Utilizando a notacao de limite, 0 numero M encontrado no item anterior pode

ser expresso como M =1lmV -V, . Sendo assim, complete o espago abaixo com

o valor desse limite. Resposta: M =IlmV -V =

d) Determine o limV, . (Responda apenas em funcdo de V) Resp:

Figura 59: Enunciado do Exercicio 2 da atividade do Volume do Cone
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Para realizacdo desse exercicio, também foi utilizado um arquivo do
GeoGebra 3D. Durante o exercicio alguns alunos manusearam o software para que

o0s outros colegas pudessem responder as questdes propostas.

Figura 60: Aluno realizando a Atividade Volume do Cone

Figura 61: Aluno manuseando o aplicativo do GeoGebra na Atividade Volume do Cone
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Todas as 14 duplas presentes resolveram de maneira correta o exercicio. Das
14 duplas presentes, 12 responderam o item (d) exatamente como era esperado:

limV, =V . As outras duas, Dg e D;1, responderam de modo informal como pode ser

visto na figura 62.

d) Determine o limV,. (Responda apenas em funcéo de V')

Resposta: \ - T

Figura 62: Resposta da dupla Dy (que € idéntica a da dupla D1;) para o Exercicio 2 item (d)

E importante destacar aqui as respostas dadas pela dupla D1, (Figura 63)
para o exercicio, pois tais respostas demonstram que esses alunos conseguiram se

apropriar eficazmente da linguagem do Calculo.

a) O que acontece com a medida do volume ¥, da piramide inscrita com respeito &

medida do volume J7 do cone quando o valor de n (0 nimero de lados n do

poligono da base) aumenta muito (7 — «)?

Resposta:

r) |

]
! \eoly o ¢ [« Se o

b) Quando » aumentar muito (7 — =), a diferenga entre a medida“}j‘o volume V' do

cone e a medida do volume ¥, da piramide regular inscrita no cone do prisma se

aproximara de certo nimero A . Determine o nimero M ,
Resposta: M = O

c¢) Utilizando a notagdo do Calculo, o nimero M encontrado no item anterior pode

ser expresso como M =lim}/ -V, . Sendo assim, complete o espago abaixo com o
valor desse limite.

~

Resposta: M=lmV -V, = ()
d) Determine o limV, . (Responda apenas em funcéo de V")

Resposta:__|\ o\ = \/

Figura 63: Respostas dadas pela dupla D, para os itens do Exercicio 2.
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4.2.3.3 — Relato e Comentérios sobre o Exercicio 3

Exercicio 3

- R : 1 ; A
No Exercicio 1 vocé concluiu que V, = 3 A, -H, onde V, é o volume da piramide
regular inscrita no cone e no Exercicio 2 que limV, =V , onde V é o volume do

cone de raio R e altura H . Assim, é possivel escrever as seguintes igualdades:

V = ImV, = Iim%-An-H = %-H.IimAn

Utilizando o fato que a area do circulo é dada por A=lim A =7 R*(fato

concluido na Atividade - Area do circulo de raio R), complete as lacunas
abaixo e conclua com a expressao para calcular o volume de um cone cujo raio

da base é R ecujaalturaé H .

V = ImV, = Iim%-An-H = %-H.IimAn =

Logo, conclui-se que o volume do conederaio R ealtura H é V =

Figura 64: Enunciado do Exercicio 3 da atividade do Volume do Cone

Esse exercicio tinha como objetivo que os alunos concluissem com o auxilio
das atividades anteriores a expresséao para o célculo do volume do cone de raio R e
altura H. Das 14 duplas presentes na atividade, 11 duplas responderam
corretamente a todos os itens do inicio ao fim. Apenas, duas duplas (as duplas Dg €
Di;) fizeram o registro da formula do volume do cilindro de forma equivocada, ainda
gue na resolucdo tenham encontrado a expressao correta. A dupla D;3, apesar de
resolver corretamente todos os itens, deixou o espacgo de conclusédo em branco.
Nas figuras 65 e 66 temos as respostas dadas pelas duplas Dg e D,

respectivamente.
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1

V = limV, = = E-H.limA"

lim™- 4, - H =1
3 2

i

Logo, conclui-se que o volume do cone de raio R e altura H &€ V = fla%e

Figura 65: Resposta da dupla Dg para o Exercicio 3

% A RIR

= limV, = —.Hlim4, =

lim; ‘A -H
D

W | =

Logo, conclui-se que o volume do cone deraio R ealtura H é V =

Figura 66: Resposta da dupla D4, para o Exercicio 3

Tal fato pode ser resultado da falta de atencdo dos estudantes no que estava

sendo pedido ou até mesmo uma distracdo deles no momento de responder.

No geral, temos razdes suficientes para considerar que a atividade foi bem

sucedida e que os alunos conseguiram compreender, mesmo que intuitivamente,

que o volume de um cone de raio R e altura H é dado pela expressao

1

V==r-R*-H.
3
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4.2.4 Atividade Preliminar Para o Estudo do Volume da Esfera

Essa atividade tinha como objetivo possibilitar que os alunos concluissem

. - 1Y 12y 1(n\] . 1
concluir que o limite da sequéncia |—-|—=| +=-|=| +---+—| —| | éiguala =. Esse
n\n n \n nin 3

resultado sera utilizado em outra atividade, para a obtencdo de uma expressao que
permita calcular o volume de uma esfera de raio R.

A atividade foi dividida em dois exercicios. Em cada exercicio foi utilizado um
arquivo do GeoGebra 3D que auxiliou os alunos ho momento de responder os itens
a eles referentes. Destacamos, inicialmente, que as duplas se mantiveram as
mesmas das atividades anteriores, com excecao das duplas Dg, D7 € Dg que foram
modificadas devido ao fato de alguns alunos da turma passarem a estudar no 3°
turno, a noite (alguns desses alunos tiveram que trabalhar durante o dia). Assim, ao
invés de 16 duplas passamos a ter 15 duplas. Além disso, ndo participaram dessa
atividade as duplas D14 e Dis. Esses alunos nédo justificaram a auséncia. Assim,
dessa atividade participaram ao todo 13 duplas.

A atividade foi aplicada no dia 20/10/2014, teve duragdo de 45 minutos
(1 aula). Para sua realizacdo foi utilizado um data show para que os alunos
pudessem visualizar e manusear os arquivos do GeoGebra.

Cabe ressaltar que, inicialmente foi realizada, a leitura dos exercicios da
atividade juntamente com os alunos, a fim de dinamizar o processo e também para
que nao ficassem davidas com relacdo aos enunciados. Tal atitude foi bem aceita
pela turma e acreditamos ter sido propicia para o bom andamento da atividade. A
seguir apresentaremos o relato da experiéncia, tomando como referéncia cada

exercicio da ficha de atividade.
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4.2.4.1 — Relato e Comentérios sobre o Exercicio 1

Exercicio 1

Abra o arquivo Escada_no_Quadrado.ggb*onde tem-se um quadrado ABCD de

lado igual a 1. Arrastando o controle deslizante “n” de 1 até 100, visualiza-se
. 1 , .
quadradinhos verdes de lado o que formam uma “escada”. Seja E, a area

dessa “escada”. Baseado no arquivo resolva os itens a seguir:

a) Quando n—x, essa “escada” ficara muito parecida com uma figura

geométrica. Qual o nome dessa figura geométrica?

Resposta:

b) Determine a medida da area dessa figura geométrica?

Resposta:

c) Determine o lim E, (complete o espago abaixo com o valor desse limite).

Resposta: ImE, =

Figura 67: Enunciado do Exercicio 1 da Atividade Preliminar para o estudo do Volume da Esfera
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Exercicio 1 (Continuacao)

d) Considere o quadrado de lado 1 da figura abaixo onde os quadradinhos s&o

congruentes e possuem o lado medindo %

Sejam A, A,, A;, A,, A, e A asareas, b, b,, b;, b,, b, e b, asbasese h;, h,,
h,, h,, h, e h, as alturas dos retangulos R, R,, R,, R,, R, e R,

respectivamente. Observe a tabela abaixo onde foram preenchidas a primeira
coluna e as trés primeiras linhas. Utilize o mesmo raciocinio e preencha os

espacgos em branco:

Retangulo (R,) Altura (h.) Base (b,) Area (A,)
R, 1 1 1 (1
hZ— b:— = —-| —
=2 == A= 3]
R, 1 2 1(2
h == b, =< N
© 6 © 6 A 6[6)
R, 1 3 1(3
h, == b, =— =_.| =
= =3 a-5(3)
R4
R5
R6

Figura 68: Continuacgdo do enunciado do Exercicio 1 da Atividade Preliminar para o estudo do Volume
da Esfera
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Exercicio 1 (Continuacio)

e) Usando a tabela do item d) e o fato que E, € a soma das areas A, A,, A;, A,

A, e A, complete o espago abaixo, mas nédo calcule.

Es=A+A+A+TA+TA+A=

OBSERVACAO: Perceba que E, é a area da “escada” quando o lado dos

quadradinhos que formam a “escada” mede %

f) Nesse item, ao invés de considerar o quadrado de lado 1 com quadradinhos de

lado % considere o quadrado de lado 1 com quadradinhos de lado % Sabendo

que E, é asomadas areas A, A,, A;,---, A, complete o espago abaixo, seguindo

um raciocinio analogo ao do item e).

E, = At A A kA

OBSERVACAO: Perceba que E, é a éarea da “escada” quando o lado dos

guadradinhos que formam a escada mede 1.
n

g) A expressdo encontrada para E, no item f) nos possibilita escrever a seguinte

igualdade:
imE, = im(A +A, +A, +--+A)

Utilizando o item c), o item f) e a igualdade acima, complete os espacgos a seguir.

imE, = lim(A +A +A, +--+A) = =

OBSERVACAOQ: Esse exercicio foi importante, pois as ideias nele utilizadas s&o
parecidas com as do préximo exercicio, cujo resultado serd essencial para a

realizacdo da Atividade - Volume da esferade raio R.

Figura 69: Continuagdo do enunciado do Exercicio 1 da Atividade Preliminar para o estudo do Volume

da Esfera
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Nesse exercicio foi utilizado um arquivo do GeoGebra 3D, baseado no qual os
alunos responderam os itens do exercicio. Durante o exercicio os alunos
interagiram com o software manipulando o arquivo para que 0S outros colegas

pudessem responder as questdes propostas.

Figura 70: Aluna manuseando o aplicativo do GeoGebra na Atividade Preliminar para o estudo do

Volume da Esfera

Os itens (a), (b), (c), (d) e (e) foram respondidos corretamente por todas as
treze duplas participantes da atividade. Além disso, oito das treze duplas
responderam corretamente todos os itens do exercicio. Na figura 71 apresenta-se

uma das respostas corretas (dada pela dupla D).
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f) Nesse item, ao invés de considerar o quadrado de lado 1 com quadradinhos de

1 g
lado 5’ considere o quadrado de lado 1 com quadradinhos de lado l. Sabendo
n

que E, é a soma das dreas 4,, 4,, 4;,---, A, complete o espaco abaixo, seguindo
um raciocinio analogo ao do item e).

E,= A+ A, +4,+--+ 4 = |0 '\+3 NPAY. 1
nin/ nth/ »n

‘_é‘h‘...*i ﬂ\
v\/ n \n/

OBSERVACAO: Perceba que E, € a area da “escada” quando o lado dos

quadradinhos que formam a escada mede i.
n

g) A expressé@o encontrada para E, no item f) nos possibilita escrever a seguinte

igualdade:

lim E, = lim(4, + 4, + 4, +--+ 4,)

Utilizando o item c), o item f) e a igualdade acima, complete os espacos a seguir.

mE, = lim(4, + A, + 4, +---+ 4 '\\'\' \ ANCA TR LA
l”‘/ n (n/ nv“t} l(ﬂ) %

Figura 71: Resposta da dupla D, para os itens (f) e (g) do Exercicio 1 considerada correta

E verdade que na resposta apresentada acima pela dupla D; (figura 71), os alunos
esqueceram de colocar o simbolo de limite na frente da expressao no item (g). Cabe
destacar que este “esquecimento” se verifica na maioria das respostas corretas.
Consideramos que a auséncia da notacdo pode ter ocorrido devido a falta de
atencao ou ao fato de os alunos ainda n&o estarem habituados com tal simbologia.
De fato, tendo como referéncia minha experiéncia como tutor presencial, observo
com muita frequéncia o mesmo tipo de “esquecimento” da notacdao de limite nos
calculos de limites de funcdes realizados por estudantes da disciplina de Célculo | do
Curso de Licenciatura em Matematica da UFF/UNIRIO — CEDERJ. Por isso foi
relevado o esquecimento dos alunos, pois esse tipo de situacao, além de ser muito
comum no ensino superior, onde o0s alunos ja estdo familiarizados com a nocéo de
limite, € muito nova para alunos que nunca haviam mantido contato com essa

simbologia.
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Contudo, cinco das treze duplas (D4, D7, Dg, Dip € Di4) n@o responderam
adequadamente o item (f) e, consequentemente, uma parte do item (g). Na figura a

seguir apresenta-se uma das respostas inadequadas dadas.

f) Nesse item, ao invés de considerar o quadrado de lado 1 com quadradinhos de

1 :
lado & considere o quadrado de lado 1 com quadradinhos de lado l. Sabendo
n

que E, é a soma das areas 4,, 4,, 4;,---, 4, complete o espago abaixo, seguindo
um raciocinio analogo ao do item e).

|
| ] |

E,= A+ 4y +4, + -+ 4 =

n

OBSERVACAO: Perceba que E, é a area da “escada’ quando o lado dos

quadradinhos que formam a escada mede l.
n

g) A expressdo encontrada para E, no item f) nos possibilita escrever a seguinte

igualdade:
limE, = lim(4, + 4, + 4, ++-+ A4 )

Utilizando o item c), o item f) e a igualdade acima, complete os espacos a seguir.

\ 3.3 A m \
mE, = lm(4 + 4, + 4, ++4) = 2 1% * 0 e e B o = |

Figura 72: Resposta incorreta da dupla D, para os itens (f) e (g) do Exercicio 1

Nas demais respostas incorretas ocorreram erros bem parecidos. Como ja
havia sido relatado em outras atividades, os alunos possuem muita dificuldade em
realizar processos de generalizacbes. Um tipo de resposta como a da figura 72
reforca tal fato e, também indica uma falta de atencdo e um descuido com a escrita
matematica. Por terem cometido essas incongruéncias ndo podemos considerar que
com essas cinco duplas atingiram o objetivo do exercicio. Contudo cabe destacar
gue 8 das 13 duplas responderam corretamente todos os itens deste exercicio.
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4.2 4.2 — Relato e Comentérios sobre o Exercicio 2

Exercicio 2

Abra o arquivo Escada_no_Cubo.ggb{mde tem-se um cubo de aresta igual a 1.

Arrastando o controle deslizante “n” de 1 até 100, visualiza-se paralelepipedos
1

verdes de altura — que formam uma “escada” dentro do cubo, cada
n

paralelepipedo constitui um degrau da “escada” e, além disso, € formado por

cubinhos de aresta igual a —. Seja F, o volume da “escada” formada pelos
n
paralelepipedos. Baseado no arquivo resolva os itens a seguir:

a) Quando n—w, essa “escada” ficara muito parecida com um solido

geométrico. Qual o nome desse solido geométrico?

Resposta:

b) Determine a medida do volume desse solido geométrico.

Resposta

c) Determine o lim F, (complete o espago abaixo com o valor desse limite).

Resp: lmF, =

Figura 73: Enunciado do Exercicio 2 da Atividade Preliminar para o estudo do Volume da Esfera
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. 1
aresta igual a = .

Exercicio 2 (Continuacao)

d) Considere o cubo de aresta igual a 1 da figura abaixo onde a altura de cada

paralelepipedo € igual a % e cada paralelepipedo é constituido de cubinhos de

Sejam V,, V,, V,,V,, V., eV, os volumes, A, A,, A, A,, A, e A, as areas das
basese h, h,, h,, h,, hy e hy as alturas dos paralelepipedos P, P,, P,, P,, P, e
P,, respectivamente. Observe a tabela abaixo onde foram preenchidas as trés
primeiras linhas. Utilize o mesmo raciocinio e preencha os espacos em branco:

Paralelepipedo (P,) Altura (h,) Area da Base (A)) Volume (V,)
P _1 1Y’ 1 (1)
A el
6 6 \6
P, 1 2)? 1 (2Y
h, =— |2 V. ==—.| %
° & (GJ 6 (6)
P, 1 3 1 (3Y
h3 == = — V = — .| —
0 & (6) © 6 (GJ
I:)4
F)5
P6

Figura 74: Continuagdo do enunciado do Exercicio 2 da Atividade Preliminar para o estudo do Volume

da Esfera
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Exercicio 2 (Continuacio)

e) Utilizando a tabela do item d) e o fato que F; € a soma dos volumes V,, V,, V,,

V,, V; e V,, complete o espago abaixo, mas néo calcule.

Fo=V, +V,+V,+V, +V, +V, =

OBSERVACAO: Observe que F, é o volume da “escada” quando a altura dos

paralelepipedos que compdem a escada € igual a % .

f) Agora ao invés de considerar o cubo de aresta igual a 1 com paralelepipedos de

altura % formados por cubinhos de aresta igual a % considere o cubo de aresta 1

com paralelepipedos de altura l, formados por cubinhos de aresta 1. Sabendo
n n

que F, & a soma dos volumes V,, V,, V,,---,V, complete o espaco abaixo,

seguindo um raciocinio anélogo ao do item e).

Fo=Vi+V, Vit ootV =

n

OBSERVACAO: Observe que F, é o volume da “escada” quando a altura dos

. ~ L. 1
paralelepipedos que comp&em a escada € igual a —.
n

g) Através da expressédo encontrada para F, no item f) obtemos a seguinte
igualdade:

lim F, = im(V, +V, +V, +---+V,)
Utilizando o item c), o item f) e a igualdade acima, complete os espacos a seguir.

imF, = im(V, +V, +V, +---+V, )= =

OBSERVACAO: O resultado encontrado no item g) desse exercicio € muito

importante e serd utilizado na atividade que visa encontrar uma expressao

algébrica que permita calcular o volume de uma esfera de raioR .

Figura 75: Continuagdo do Enunciado do Exercicio 2 da Atividade Preliminar para o estudo do

Volume da Esfera
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Como no Exercicio 1, nesse exercicio também foi utilizado um arquivo do
GeoGebra 3D, baseado no qual os alunos responderam os itens do exercicio.
Durante o exercicio os alunos foram convidados a interagir com o software
manipulando o arquivo para que 0s outros colegas pudessem responder as

questdes do exercicio.

Figura 76: Aluna interagindo com o aplicativo construido com o GeoGebra para realizar a Atividade

Preliminar para o estudo do Volume da Esfera

Os itens (a), (b), (c), (d) e (e) foram respondidos satisfatoriamente por todas
as 13 duplas participantes, com excecao da dupla Di4 que errou o item (e). Além
disso, 7 das 13 duplas resolveram todo o exercicio de modo satisfatorio. Na
figura 77 apresenta-se um fragmento de uma das respostas consideradas

satisfatorias (resposta dada pela dupla D»).
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f) Agora ao invés de considerar o cubo de aresta igual a 1 com paralelepipedos de

1 g . :
altura & formados por cubinhos de aresta igual a é considere o cubo de aresta 1

com paralelepipedos de altura l, formados por cubinhos de aresta l. Sabendo que
n n

F, é a soma dos volumes V,, V,, V,,---,V, complete o espago abaixo, seguindo um

raciocinio analogo ao do item e).

\ o X 4 ,
“\ " -‘ \ \ L ! - ‘l‘v\\" ‘ ‘1
Fn=I/1+V2+V3+"~+V=“‘ \“ s \ :

n

4

OBSERVACAO: Perceba que F, é o volume da “escada’ quando a altura dos

5 Eirs 1
paralelepipedos é igual a —.
n

g) Através da expressdo encontrada para F

n

no item f) obtemos a seguinte

igualdade:

lim F, = im(V, +V, +V, +-+V,)

Utilizando o item c), o item f) e a igualdade acima, complete os espagos a seguir.

lim F; = lim(F, + Vy+V, +=+¥. )= 2 Lo ot kl“‘“i'V.=

Figura 77: Resposta dada pela dupla D, para os itens (f) e (g) do Exercicio 2

Novamente, percebe-se na resposta apresentada pela dupla o esquecimento
do simbolo de limite. Tal fato, como no exercicio anterior, se repetiu em todas as
duplas que responderam corretamente os itens (f) e (g) deste exercicio.

Contudo, 6 das 13 duplas (D4, D7, Dg, Dio, D12 € Di4) responderam
incorretamente o item (f) e, consequentemente, uma parte do item (g), uma vez que
este item dependia do item (f). Na figura 78 apresenta-se uma das respostas

incorretas (dada pela dupla Dg).
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f) Agora ao invés de considerar o cubo de aresta igual a 1 com paralelepipedos de

1 : .
altura - formados por cubinhos de aresta igual a % considere o cubo de aresta 1

com paralelepipedos de altura l, formados por cubinhos de aresta l. Sabendo que
n n

F, € a soma dos volumes V,, V,, V;,---,V, complete o espaco abaixo, seguindo um
raciocinio analogo ao do item e).

92 PR
3.4 R ST .
h m N n M

2
FE=sV,+V, ¥+, + -+ ] = 1.9 1 8" 1A
B mn L

OBSERVACAO: Perceba que F, é o volume da “escada” quando a altura dos

: ol 1
paralelepipedos é igual a —.
n

g) Através da express@o encontrada para F, no item f) obtemos a seguinte

igualdade:

lim F, = lim(V, +V, +V, +---+V,)

Utilizando o item c), o item f) e a igualdade acima, complete os espagos a seguir.

) : Al a4 o2
limF, = im(V, +V, +V,+-+V,)=_ 1+ 2 +3 + 4 + 5 +n =1
n"-h A M WM T i)

Figura 78: Resposta dada pela dupla Dg para os itens (f) e (g) do Exercicio 2

E possivel perceber na resposta da dupla, a dificuldade na escrita matematica

e o fato de ndo conseguir obter uma expressao para o volume da “escada” quando a

, 1 1 . .
altura dos paralelepipedos passa de s para—. Nas demais respostas incorretas,
n
algo semelhante acontece.

Além disso, € conveniente também destacar um fato curioso ocorrido: das
seis duplas que responderam de forma insatisfatéria, quatro (as duplas D4, Do, D12 €
Di14) deram para os itens (f) e (g) deste exercicio, as mesmas respostas que haviam
dado nos itens (f) e (g) do exercicio 1, com excecdo da parte final onde responderam

corretamente com % Acreditamos que as duplas podem ter se confundido e
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pensado que as respostas dos itens (f) e (g) do exercicio 2 eram as mesmas dos
itens (f) e (g) do exercicio 1. Isso pode ser decorrente da semelhanca entre os itens

dos exercicios ou de uma falta de atencéo no que estava sendo solicitado.

No entanto, é importante frisar que apesar de terem mostrado mais uma vez
dificuldades com a representacdo algébrica, essas duplas responderam

corretamente a parte final do item (g).

Dessa forma, ndo podemos considerar que essas duplas conseguiram
alcancar plenamente o0 objetivo da atividade que era entender que
2 2 2 2
lim 1(1] +1(Ej +l[§j +---+1-(ﬂ) =l. Contudo, como ocorreu no item (g)
nin n \n n \n n \n 3

do exercicio 1, a parte intuitiva do processo foi mais uma vez alcancada.
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4.2.5 Volume da Esfera

O objetivo dessa atividade era que os alunos conseguissem concluir que o

. , 4
volume de uma esfera de raio R é dado por V.., = gn ‘R®,

A atividade foi dividida em trés exercicios. Para que os alunos pudessem
resolver os exercicios foi utilizado um arquivo do GeoGebra 3D que auxiliou os
alunos no momento de responder os itens a eles referentes. Antes de iniciar o relato,
convém observar que algumas duplas tiveram que ser modificadas em decorréncia
da falta de alguns alunos e da chegada na turma de um aluno de outro estado. As
duplas modificadas foram as duplas D3, Ds, Dy € Dj;. As demais duplas se
mantiveram as mesmas das atividades anteriores. Dessa forma, nessa atividade
tivemos a participacao de 13 duplas.

A atividade foi aplicada no dia 03/11/2014, teve duracdo de 45 minutos
(1 aula) e utilizamos o data show para que os alunos pudessem visualizar 0 arquivo
do GeoGebra.

Conforme foi feito em atividades anteriores, realizamos a leitura dos
exercicios da atividade juntamente com os alunos, a fim de dinamizar o processo e
também para que ndo ficassem davidas com relacdo aos enunciados, fato que
novamente os alunos aceitaram bem. A seguir apresentaremos o0 relato da

experiéncia, tomando como referéncia cada exercicio da ficha de atividade.
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4.2.5.1 — Relato e Comentérios sobre o Exercicio 1

Exercicio 1

X

Abra o arquivo cilindros_inscritos_na_semiesfera.ggb, onde tem-se um cilindro

circular reto inscrito em uma semiesfera de raio igual a R. Arrastando o controle

deslizante “n” de 2 até 150, visualiza-se cilindros inscritos de altura — formando
n

um tipo de “escada” na semiesfera. Seja V, o volume da “escada” formada por

esses cilindros e V o0 volume da semiesfera de raio R. Baseado no arquivo

resolva os itens a seguir:

a) O que acontece com a medida do volume V, da escada com respeito a medida

do volume V da semiesfera quando n —«? Resposta:

b) Quando n— «, a diferenca entre a medida do volume V da semiesfera e a

medida do volume V, da “escada” se aproximara de certo numero L. Determine

onumero L. Resposta: L=

c¢) Utilizando a notacdo do Calculo, o nimero L encontrado no item anterior pode

ser expresso como L =IlimV -V, . Sendo assim, complete o espago abaixo com o

valor desse limite. Resposta: L=IlmV -V, =

d) Determine o limV, . (Responda apenas em funcdo de V ) Resposta:

Figura 79: Enunciado do Exercicio 1 da atividade Volume da Esfera

Nesse exercicio foi utilizado um arquivo do GeoGebra 3D, baseado no qual os
alunos responderam os itens do exercicio. Durante o exercicio 0s alunos interagiram
com o software manipulando o arquivo para que 0s outros colegas pudessem
responder as questbes propostas. Aléem disso, o exercicio foi realizado sem
dificuldades por todas as 13 duplas participantes, todas acertaram os itens do
exercicio, creio que pelo fato da semelhanca do exercicio com exercicios realizados

em atividades anteriores.
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Figura 80: Aluno no quadro no momento da atividade Volume da Esfera

Figura 81: Alunos manuseando o aplicativo do GeoGebra na atividade Volume da Esfera
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4.2.5.2 — Relato e Comentérios sobre o Exercicio 2

Exercicio 2

a) Na figura 1 temos cilindros inscritos em uma semiesfera de raio igual a R, cuja

altura de cada um mede re indicando que o raio foi dividido em seis segmentos

de medida % J& na figura 2 temos a secao transversal da figura 1 onde estao

indicados os raios dos dois primeiros cilindros e o raio da semiesfera.

Figura 1

T2

R

| =

Figura 2

Sejam v, v,, V,, V,, Vs e v, osvolumes, r,’, r,”, r,”, r,>, r,’e r,” os quadrados

dos raios das bases e h, h,, h,, h,, hy e h; as alturas dos cilindros C;, C,, C,,
C,. C, e C,, respectivamente. Observe na figura 1, que embora esteja indicado,

nao existe o sexto cilindro. Nesse caso, podemos pensar, sem nenhum problema,
gue o raio do 6° cilindro € igual a zero e, consequentemente, o seu volume é igual

a Zero.

Figura 82: Enunciado do Exercicio 2 da atividade Volume da Esfera
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Observando a tabela abaixo as trés primeiras linhas foram preenchidas utilizando
o Teorema de Pitdgoras para determinar os quadrados dos raios das bases,

preencha os espacos em branco seguindo 0 mesmo raciocinio:

Exercicio 2 (Continuacao)

Cilindro | Altura Quadrado do raio Volume
(n) | (h) (r?) (v,)
R 2 2 2 3
= R 1 1 R
n=1 hl 6 r12 :RZ—(EJ :Rzlil—(gj } V1:7[ r12 hlzﬂ{l—(gj :|?
R 2 B 2 2 3
- 2R 2 2 R
n=2 h2 6 ZZZRZ_(?j :RZ 1_(Ej } V2:7Z-.r22,h2—7z-.|:1_(gj :|?
R 2 B 2 2 3
=_ 3R 3 3 R
s [P G e e [
n=4
n=5
n==6

Figura 83: Continuacg&o do enunciado do Exercicio 2 da atividade Volume da Esfera
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Exercicio 2 (Continuacao)

b) Utilizando a tabela do item (a) e o fato que V, é a soma dos volumes v,, v,,

V,, V,, Vs € Vg, € possivel expressar V, atraves da seguinte igualdade:
Ve =V +V, + Vg vV, + Vg + Vg

Substitua os respectivos de v,, v,, v,, V,, V, € Vg naigualdade acima e complete

0 espago abaixo com a expresséo de V.

Resposta:

Ve =

. . . . - R
c) Considerando ainda a semiesfera de raio R com n cilindros de altura —.
n

Sabendo que V, é a soma dos volumes v,, Vv,, V,,---,V,, podemos de modo

analogo ao item (b), expressar V, através da seguinte igualdade:

Vo=V, Vv, vV, + oo+ v

n

Complete o espaco abaixo com a expresséo de V, .

V. =

n

OBSERVACAO: A expressdo encontrada no item (c) pode ser manipulada

algebricamente de modo a ficar com o seguinte formato:

2 2 2
v, ZR°. ,z_,{z.[zj (3 1(”
n \n n\n n\n
Repare que a expressao entre colchetes ja apareceu em uma atividade anterior.

Essa forma de escrever a expressao de V, sera importante para que o objetivo da

atividade seja alcancado.

Figura 84: Continuacg&o do enunciado do Exercicio 2 da atividade Volume da Esfera
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Dez das treze duplas acertaram o item (a) desse exercicio. Apenas as duplas
Ds, D7 e Dg erraram esse item.

As duplas Ds, Dg, Dg, Dg € D1p ndo responderam de modo satisfatério o item
(b), a dupla Dg néo respondeu o item e as duplas Ds, Dg, Dg € Dyp deram respostas
incorretas. Na figura 85 apresenta-se uma dessas respostas incorretas (dada pela
dupla Ds).

b) Utilizando a tabela do item a) e o fato que V; é a soma dos volumes v,, v,, v,,

v,, Vs € v, € possivel expressar V, através da seguinte igualdade:
Ve =V * ¥, v, v, +v, %%

Substitua os respectivos de v,, v,, v;, v,, vs € v, na igualdade acima e complete o

espacgo abaixo com a expressao de V.

Resposta:

Ve = “{4‘ g 4 (U

Figura 85: Resposta dada pela dupla Ds para o Exercicio 2 item (b)

A resposta incorreta dada pela dupla Ds para o item (b) (figura 85) é
incongruente com a resposta correta que, a mesma dupla apresentou para o
item (a). Por isso, acreditamos que esse erro foi ocasionado pelo ndo entendimento
do que estava sendo solicitado no enunciado do item (b). A resposta da dupla Dig
para esse item foi similar. Ja as duplas Dg e Dg responderam de forma incorreta este
item, provavelmente pelo fato de terem errado também o item (a). Ainda com relacéo
ao item (b), cabe observar que era esperado que a dupla D; também o errasse, uma
vez que errou o item (a). No entanto isso ndo aconteceu. Ainda que ndo possamos
afirmar tal fato, suspeitamos que a dupla pode ter copiado a resposta de uma dupla

que respondeu corretamente.

No que diz respeito ao item (c), cinco das treze duplas (as duplas Ds, D, Ds,
Dy e Djo), ndo responderam de maneira correta o item. Como era esperado, as
duplas que nao acertaram o item (b), também ndo conseguiram acertar o item (c),

Novamente a dupla Dg n&o respondeu o item.
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4.2.5.3 — Relato e Comentérios sobre o Exercicio 3

Exercicio 3

a) No Exercicio 1 vocé deve ter concluido que limV, =V, onde V € o volume da

semiesfera de raio R. Usando esse resultado e a expressao obtida no Exercicio
2 é possivel escrever a seguinte igualdade:

S HEEE RO
feoenfi () 462 0]

Na Atividade preliminar para o estudo do volume da esfera, concluimos que

2 2 2
IimF-(EJ +1[§j +---+1(Ej :lzl. Utilizando este resultado, preencha as
n \n n \n n\n 3

lacunas abaixo:
2 2
n \n n \n

b) Levando em consideracdo que V é metade do volume da esferaderaio R e o

resultado do item a), podemos concluir que o volume da esfera de raio R é dado

pOf Vesfera =

OBSERVACAO: Vocé acaba de deduzir uma expressdo que permite calcular o

volume da esfera de raio R.

Figura 86: Enunciado do Exercicio 3 da atividade Volume da Esfera

Nessa atividade apenas uma dupla (a dupla Dg) ndo respondeu
satisfatoriamente o item (a). Na realidade, como nos itens (b) e (c) do exercicio 2,
eles deixaram o exercicio em branco. Ja no item (b), em que era esperado que as
duplas chegassem a expressao correta para calcular o volume da esfera de raio de

raio R, muitas duplas, na verdade seis das treze duplas se atrapalharam com as
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. . . 2-7-R°
contas. Era apenas para multiplicar o resultado do item (a), que & ”T por 2,

4.7-R° :
para dessa forma obter ”T E 0 que aconteceu foi que algumas duplas (duplas
D,, D3 e D7) multiplicaram por dois o numerador e o denominador, outras se
esqueceram de multiplicar por R®(duplas D3, D1; e Di3) e novamente a dupla Dy
deixou o item em branco. Nas figuras 87 e 88, apresentam-se respectivamente as

respostas incorretas dadas pelas duplas D7 e D;3 para o item (b) do exercicio 3.

b) Levando em consideragéo que /' €& metade do volume da esfera de raio R e o

resultado do item a), podemos concluir que o volume da esfera de raio R € dado por

ve.sfera =

Figura 87: Resposta dada pela dupla D; para o Exercicio 3 item (b)

b) Levando em consideragao que V é metade do volume da esfera de raio R e 0

resultado do item a), podemos concluir que o volume da esfera de raio R é dado por

veéfera = 4 ‘i
5

Figura 88: Resposta dada pela dupla D3 para o Exercicio 3 item (b)

No caso das duplas em que ndo multiplicaram por R?, o erro pode ter sido

ocasionado por um esquecimento ou falta de atencdo. Ja o caso das duplas que

. . . 2-7-R® .
multiplicaram o numerador e o denominador da fracao —3 por dois, observa-se
algo que infelizmente é muito comum entre alunos do ensino médio e fundamental:

dificuldades com calculos que envolvam fracoes.

Assim, considerando as intempéries de natureza numérica ou algébrica,
acreditamos que a atividade atingiu seu objetivo. Afinal, sete das treze responderam

satisfatoriamente a todos os itens dos exercicios.
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4.3 AVALIACAO

Para realizar a avaliacdo da pesquisa executada, julgamos importante dividir
esse processo em dois momentos. NO primeiro momento apresentaremos a
avaliacdo realizada pelos proprios alunos participantes, sujeitos da pesquisa. No
momento posterior sera apresentada a avaliagdo do autor do presente trabalho e

professor dos estudantes em questao.
4.3.1 Avaliagdo dos Alunos

Para implementar a avaliagcdo dos alunos fizemos uso de uma escala Likert
de cinco pontos. A escala Likert € utilizada para realizar pesquisas qualitativas,
nessa escala é estabelecido o nivel de concordancia ou discordancia relativo a uma
afirmacao enunciada. A escala Likert é assim denominada para homenagear o seu
criador Rensis Likert que a propds em 1932. De acordo com Malhotra (2006, p. 266-
267) a escala Likert é “uma escala ndo comparativa, do tipo itemizada, que pode ser
utilizada para avaliar produtos/servi¢os, onde o entrevistado assinala para cada item
uma alternativa de acordo com seu grau de satisfacdo. Assim, para que os alunos
pudessem avaliar o trabalho de pesquisa com eles desenvolvido, foi elaborado um
guestionario (ANEXO VII) com sete itens, onde em cada item o estudante marcaria
uma “carinha” (smile) mostrando o grau de concordancia com o que estava sendo

afrmado em cada um deles. Na figura 89 temos as “carinhas” utilizadas no

CIOISICIS

Figura 89: “Carinhas” utilizadas no questionario de avaliacio dos alunos

questionario.

Assim, ao marcar a quinta “carinha” (a que esta toda triste), o aluno estaria
afirmando que discorda totalmente do que estd sendo afirmado no item. Se, por
outro lado, ele marcar a primeira “carinha” (a que esta toda sorridente), o aluno
estaria afirmando justamente ao contrario: que ele concorda totalmente com relagédo

ao que esta sendo afirmado no item. As demais “carinhas” representam situagdes
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intermediarias: concorda parcialmente, ndo concorda e nem discorda,
permanecendo indiferente ao que foi afirmado e discorda parcialmente.

Julgamos importante pedir aos alunos para que ndo colocassem o nome no
qguestionario com o intuito de que pudessem responder sem nenhuma forma de
constrangimento.

Embora no inicio da aplicacdo das atividades contdssemos com a presenca
de 32 alunos na turma, tivemos um total de 24 questionarios respondidos, em virtude
de alguns alunos terem mudado de turno e de outros ndo frequentarem mais as
aulas apés o término das atividades. .

Para cada um dos itens, os resultados serdo apresentados em uma tabela.
Para quantificar os graus de satisfagcdo “discordo totalmente”, “discordo
parcialmente”, “indiferente”, “concordo parcialmente” e “concordo totalmente” em
relacdo a cada um dos itens, atribuimos, respectivamente, os pesos 1, 2, 3,4 e 5
calculando a média em cada um dos itens com o intuito de avaliar se as opinides
dos alunos ficaram na zona de concordancia (média entre 3 e 5) ou na zona de
discordancia (média entre 1 e 3). Ao final sera apresentado um grafico das médias
com respeito a cada um dos itens analisados (figura 90). Passaremos agora a
analise, de um por um, dos setes itens do questionario.

Para o primeiro item que afirmava “O GeoGebra auxiliou vocé na resolucao

dos exercicios propostos.” obtivemos o seguinte resultado.

Tabela 2 — Primeiro item do questionério de avaliagdo dos alunos

Nivel de Concordo Concordo Indiferente Discordo Discordo
Concordancia | Totalmente | Parcialmente Parcialmente | Totalmente
Quantidade 7 11 2 2 2
de Alunos

Para este item temos a seguinte meédia:

Média — 2><1+2><2+2><3+11><4+7><5=%53’8
24 24
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Para o segundo item que cuja afirmativa era “Vocé gostou das atividades

apresentadas.” obtivemos o seguinte resultado.

Tabela 3 — Segundo item do questionario de avaliagdo dos alunos

Nivel de Concordo Concordo Indiferente Discordo Discordo
Concordancia | Totalmente | Parcialmente Parcialmente | Totalmente
Quantidade 7 11 4 2 0
de Alunos
Para este item temos a seguinte média:
Média Ox1+2x2+4x3+11x4+7x5 95 ~ 40

24

ﬂ_

Para o terceiro item relativo a afirmacao “Vocé gostaria que o seu professor

utilizasse estas atividades em sala de aula.” obtivemos o seguinte resultado.

Tabela 4 — Terceiro item do questionario de avaliagcdo dos alunos

Nivel de Concordo Concordo Indiferente Discordo Discordo
Concordancia | Totalmente | Parcialmente Parcialmente | Totalmente
Quantidade 9 4 6 3 2
de Alunos
Para este item temos a seguinte média:
Média — 2x1+3x2+6x3+4x4+9%x5 —8—7~3,6

24

24
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Para o quarto item que cuja afirmativa era “A utilizagdo do GeoGebra auxiliou

para um bom entendimento da noc¢ao intuitiva de limite que foi utilizada nas

atividades.” obtivemos o seguinte resultado.

Tabela 5 — Quarto item do questionario de avaliacdo dos alunos

Nivel de Concordo Concordo Indiferente Discordo Discordo
Concordancia | Totalmente | Parcialmente Parcialmente | Totalmente
Quantidade 6 13 2 2 1
de Alunos
Para este item temos a seguinte média:
Média — 2x1+2%x2+2x3+13%x4+6x%x5 _9_4~3’9

24

24

Para o quinto item que cuja afirmativa era “A utilizacdo do GeoGebra auxiliou

para a compreensao das expressoes utilizadas para calcular a area do circulo e os

volumes do cilindro, do cone e da esfera.” o seguinte resultado.

Tabela 6 — Quinto item do questionario de avaliagdo dos alunos

Nivel de Concordo Concordo Indiferente Discordo Discordo
Concordancia | Totalmente | Parcialmente Parcialmente | Totalmente
Quantidade 7 8 8 0 1
de Alunos
Para este item temos a seguinte media:
Média — 2x1+0%x2+8%x3+8x4+7x5 =§53,9

24

24
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Para o sexto item que cuja afirmativa era “A utilizacdo do GeoGebra ajudou a

encontrar as expressdes que sao utilizadas para calcular a &rea do circulo e os

volumes do cilindro, do cone e da esfera.” obtivemos o seguinte resultado.

Tabela 7 — Sexto item do questionario de avaliacdo dos alunos

Nivel de Concordo Concordo Indiferente | Discordo Discordo
Concordancia | Totalmente | Parcialmente Parcialmente | Totalmente
Quantidade 5 11 5 3 0
de Alunos
Para este item temos a seguinte média:
Média — O0x1+3x2+5x3+11x4+5x%x5 _@ ~38

24

24"

Para o sétimo item que cuja afirmativa era “A nog¢ao do Calculo que foi

utilizada nas atividades, ou seja, a nogéo de limite te auxiliou no entendimento das

expressdes da area do circulo e dos volumes do cilindro, do cone e da esfera’

obtivemos o seguinte resultado.

Tabela 8 — Sétimo item do questionario de avaliagdo dos alunos

Nivel de Concordo Concordo Indiferente Discordo Discordo
Concordancia | Totalmente | Parcialmente Parcialmente | Totalmente
Quantidade 4 13 4 2 1
de Alunos
Para este item temos a seguinte média:
Média — Ix1+2x2+4x3+13x4+4x%x5 _ 89 _ 37

24

ﬂ:
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Dessa forma € possivel verificar que a avaliacdo dos alunos foi positiva, visto
que para cada item as médias ficaram muito proximas de 4, indicando assim que a
maioria dos estudantes ficaram satisfeitos com as atividades aplicadas. A figura 90
mostra um grafico com as médias obtidas para cada um dos sete itens analisados

anteriormente

2 O Médias

12 item22 item 32 item42 item 52 item 62 item 72 item

Figura 90: Grafico com as médias obtidas em cada item do questionario de avaliacdo dos alunos

Por consulta direta ao gréafico da figura 69, percebe-se que as médias obtidas
com o0s graus de satisfacdo em relacdo a todos os sete itens encontram-se na zona
de concordéancia (entre 3,5 e 4,5), o que € um resultado muito favoravel para a

pesquisa realizada.
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4.3.2 Avaliagéo do Professor

Apesar das dificuldades apresentadas pelos alunos com a escrita matematica
e com a realizacdo de alguns calculos simples no decorrer da aplicacdo das
atividades, acredito, enquanto professor, que essa pesquisa tenha sido bem
sucedida. Pode-se perceber pelos resultados obtidos, que o objetivo das atividades
foi atingido, visto que a realizacdo das mesmas fez com que os alunos tivessem o
contato com a nocao intuitiva de limite e o método de exaustdo, e que, mediante
essas ideias, conseguissem compreender a origem das expressodes utilizadas para o
calculo da érea do circulo, do volume do cilindro, do volume do cone e do volume da
esfera.

Sem duvida, a falta de habilidade com operacfes algébricas e em processos
de generalizagcbes foram para alguns alunos os maiores obstaculos para a
compreensao plena da sequéncia de atividades propostas. Mesmo assim,
acreditamos que para esses alunos ficou marcada a origem de tais férmulas, que
geralmente sdo apresentadas a eles como uma informacéo cultural. Cabe destacar
ainda que a auséncia dessas habilidades também seriam obstaculos para a
aprendizagem desses alunos mediante a abordagem tradicional apresentada nos
livros didaticos analisados nessa dissertacdo que se utilizam do “Principio de
Cavalieri”. Nao foram a ideia intuitiva de limite e o método de exaustdo que
fracassaram, mas as dificuldades de base latentes dos proprios alunos.

Ainda com relacdo a este fato, gostaria de fazer referéncia as dificuldades
apresentadas pelos alunos no que tange a escrita mateméatica e aos calculos
algébricos. Em minha experiéncia, como professor de matematica do ensino
fundamental e médio de colégios publicos (estaduais e municipais) e particulares,
pude constatar que esse tipo de dificuldade € inerente a uma boa parte dos alunos.
Contudo a dificuldade é muito maior nos alunos de colégios publicos. Em
consequéncia disso, no momento de avaliar as atividades néo levamos tanto em
consideracao esses fatos, uma vez que entendemos que as dificuldades na escrita
matematica ou na realizagdo de algum calculo algébrico n&o quer dizer
necessariamente que o aluno ndo compreendeu ou ndo atingiu o objetivo de uma
atividade. Como no caso da Atividade Preliminar para o Estudo do Volume da Esfera

onde as duplas esqueceram de colocar o simbolo de limite na frente da expresséao
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da sequéncia, apesar de varias duplas haverem escrito a expressédo da sequéncia e
o valor do limite corretamente, como pode ser visto na figura 77 do capitulo 4.

Por outro lado, sabedor desses obstaculos e dos resultados da experiéncia
realizada com essa pesquisa, imaginamos que, para uma aplicacdo desta sequéncia
didatica em turmas com o mesmo perfil cognitivo, alguns exercicios devam ser
repensados. Seria 0 caso, por exemplo, de atenuar a énfase dada em algumas
manipulacdes formais e algébricas presentes em alguns exercicios e investir mais no
potencial intuitivo e dindmico dos préprios aplicativos gerados com o GeoGebra.

De fato, o software GeoGebra que deu uma contribuicdo significativa para a
realizacdo das atividades. Ele possibilitou que o processo dindmico do método de
exaustdo e a nocado intuitiva de limite fossem compreendidos pelos alunos. Na
verdade, sem a utilizacdo do GeoGebra ficaria praticamente invidvel a realizacao
dessa experiéncia, uma vez que 0s exercicios das atividades dependiam quase que
totalmente de arquivos desenvolvidos com o software. A nogéo de limite péde ser
trabalhada e explorada de maneira eficaz mediante os recursos oferecidos pelo
software nas cinco atividades aplicadas, o que pode ser constatado até mesmo na
avaliacao dos alunos que participaram das atividades. Dos vinte e quatro alunos que
responderam ao questionario dezenove marcaram as opg¢des concordo totalmente
ou concordo parcialmente para a afirmativa: “A utilizacdo do GeoGebra auxiliou para
um bom entendimento da nocao intuitiva de limite que foi utilizada nas atividades.”

Assim, levando em consideracdo os fatos apresentados nos paragrafos
anteriores, reiteramos o fato de que as atividades atingiram 0s seus objetivos: dar
sentido a origem das formulas utilizadas para o calculo da area do circulo, do
volume do cilindro, do volume do cone e do volume da esfera. Baseado na
experiéncia vivenciada com a pesquisa que realizamos, saimos mais convictos de
gue algumas noc¢fes do Célculo pode sim ter uma participacdo na vida escolar da

educacao basica.
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CONSIDERACOES FINAIS

Iniciamos o presente trabalho realizando uma breve consideragédo historica
sobre a resolucdo de problemas geométricos por meio de ferramentas que
motivaram o desenvolvimento do Calculo. Célculos da area do circulo e dos volumes
de solidos de revolucdo sdo exemplos de problemas dessa natureza que
culminaram com o desenvolvimento do Célculo Integral. Por meio dessa revisao,
constatamos que muito do que foi realizado por esses matematicos foi feito
inicialmente de maneira intuitiva. O processo de adaptacdo do método de exaustdo
dos gregos, realizado pelos filésofos escolasticos, que o tornaram um método direto
pela introdugcdo da operagdo de “passagem ao limite” € um ponto basal para a
construcdo do conceito de integracdo séculos a frente. Acreditamos ser este
processo uma boa raiz cognitiva para o aprendizado dos temas em questao
(célculos da area do circulo e dos volumes dos solidos de revolugdo) no ensino
meédio. Desde entdo decidimos pautar nossa proposta de atividades didatica neste
estagio do desenvolvimento do calculo integral, explorando, sobretudo, o aspecto
intuitivo dessa abordagem. Assim como Fischbein (1994), também consideramos
gue 0 aspecto intuitivo constitui-se em um importante elemento no desenvolvimento
do conhecimento matematico.

O nosso trabalho teve como foco a proposta de atividades para o estudo da
area do Circulo e dos volumes do Cilindro, do Cone e da Esfera no ensino médio.
Cabe frisar, mais uma vez, que esse trabalho ndo tem a intencéo de dizer que o que
tem sido realizado no ensino médio no tocante a esses temas esteja incorreto ou
inapropriado, mas tem o intuito de mostrar que existe outra possibilidade de abordar
tais assuntos, que considere uma participacdo mais efetiva das ideias do Calculo.
Essa nossa atitude € legitima dos pontos de vistas historico e epistemoldgico. A
nossa opcao foi, conforme anunciado no capitulo 2 desta dissertacdo, a que escolhe
o caminho da preparacdo para o Calculo, tendo como referéncia os pontos de vistas
de autores como Avila (1991, 2006) e Rezende (2003). Neste capitulo apontamos
também algumas razdes pelas quais acreditamos na viabilidade de se introduzir
nogdes intuitivas do Célculo no ensino médio. Observamos o fato de que essa
guestdo vai muito além de apenas preparar o estudante para um estudo posterior do

Céalculo no nivel superior, mas, sobretudo, possibilitar que o aluno seja capaz de
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compreender de uma maneira mais significativa alguns dos teoremas e férmulas por
eles utilizados na matemética escolar.

Assim, imbuidos das ideias apresentadas anteriormente, e tendo como
suporte o uso de atividades elaboradas com o software Geogebra 3D, foi produzida,
e apresentada no capitulo 3, uma sequéncia didatica para o estudo da &rea do
circulo e dos volumes de soélidos de revolugdo. Ao desenvolver e aplicar esta
sequéncia didatica em alunos de uma turma de 2° ano da rede publica estadual da
qual sou professor, tinhamos a intencdo de verificar a viabilidade da proposta
elaborada. Nesse sentido, cabe destacar que o0 grupo de estudantes que
participaram da experiéncia didatica consistia de todos os alunos da turma de 2° ano
escolhida, sem que se fizesse qualquer tipo de selecdo a priori. A ideia € que se
aplicasse a atividade em uma sala de aula real, sem qualquer tipo de preparacéo.
Em consequéncia disso, na turma havia tanto alunos que gostavam como também
alunos que ndo gostavam de matematica. E importante dizer que o IDEB da escola
encontra-se atualmente na faixa de 2,9, sendo considerado muito baixo. Além disso,
a escola ndo dispunha de computadores para que todos os alunos pudessem estar
manipulando os arquivos do software durante as atividades.

Com base nos resultados obtidos com a experiéncia didatica pode-se concluir
gue os objetivos das atividades foram atingidos. Grande parte dos alunos conseguiu
compreender a origem das expressdes utilizadas para o célculo da area do circulo,
do volume do cilindro, do volume do cone e do volume da esfera, a partir da nocao
intuitiva de limite e do processo de exaustéo.

A pratica da pesquisa revelou, entretanto, algumas dificuldades apresentadas
por alguns alunos com a escrita matematica e com a realizacdo de alguns célculos
simples no decorrer da aplicacdo das atividades. Além da falta de habilidade com
operacOes algébricas, o que mais impressionou nas atitudes dos estudantes foi a
incapacidade deles de realizarem processos de generalizagdes. Este sim, a nosso
ver, foi o principal obstaculo para a compreenséao plena da sequéncia de atividades
propostas por parte desses alunos. Cabe destacar que as atividades aplicadas néo
visavam mensurar ou desenvolver o conhecimento algébrico dos alunos, mas sim
verificar se estes eram capazes de entender a origem e o significado de cada uma
das formulas apresentadas a eles, tudo isso a partir do método de exaustdo e da
nocéao intuitiva de limite. Nesse sentido, reafirmamos aqui que, mesmo para esses

alunos com dificuldades evidentes, ficaram claras as origens e os significados das
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formulas apresentadas a eles. Além disso, conforme ja foi mencionado em nossa
avaliacao das atividades, as auséncias das competéncias e habilidades destacadas
acima também seriam obstaculos para a aprendizagem desses alunos caso outras
abordagens fossem utilizadas para o ensino desses topicos. Para esses alunos, nao
foram as ideias intuitivas de limite e do método de exaustdo que fracassaram, mas
as suas proprias dificuldades de base latentes. Fica aqui registrado um sinal de
alerta para o proprio ensino de algebra.

Por outro lado, a partir dos resultados dessa pesquisa, avaliamos que, para
uma aplicacdo desta sequéncia didatica em turmas com mesmo perfil cognitivo,
alguns exercicios devam ser repensados. Seria 0 caso, por exemplo, de atenuar a
énfase dada em algumas manipulacdes formais e algébricas presentes em alguns
exercicios e investir mais no potencial intuitivo e dinamico dos proprios aplicativos
gerados com o GeoGebra, que, por sua vez, se mostrou bastante eficiente.

De fato. Por seu potencial interativo e dindmico, o software, através de seus
recursos, teve uma participacdo fundamental para a elaboracdo e a realizacao das
atividades. O uso do recurso dindmico associado ao processo de visualizacdo 2D
(no caso do circulo) ou 3D (no caso dos sélidos de revolugdo) possibilitou uma
interpretacdo intuitiva da nocao de limite e do método de exaustdo, permitindo que
as atividades atingissem seus objetivos. Os alunos, em consonancia com as nossas
impressdes, também fizeram uma avaliacdo bastante positiva das atividades
elaboradas com o GeoGebra (a média obtida no quarto item do questionario de
avaliacédo foi de 3,91).

Conforme j& foi dito, nosso trabalho teve como foco apenas a area do circulo
e 0s volumes de sélidos de revolucdo. Todavia entendemos que uma abordagem
gue considere as ideias do Calculo possa ser estendida a outros tépicos da
matematica escolar do ensino basico. Nao podemos continuar como 0s matematicos
da Grécia Antiga, com horror ao infinito. Ja se passaram mais de vinte séculos, e a
Matematica jA se ocupou e venceu varios de seus obstaculos. Forem esses
processos infinitos que deram origem ao Calculo. Como disse-nos certa vez
Hermann Weyl, “a Matematica é a ciéncia do Infinito”. Com efeito, o infinito € um dos
conceitos fundamentais da Matematica. E sem o Calculo, a presenca dele [do
infinito] fica bastante limitada ou escondida nas formulas, nas “regras” e em alguns

principios. A ideia de usar a no¢ao intuitiva de limite e o método de exaustédo para
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elaborar as atividades foi uma tentativa de possibilitar esta emerséo dos processos
infinitos na solugdo de problemas matematicos.

Entendemos que nossa proposta foi um pouco ousada para as circunstancias
pedagogicas em que ocorreu a pesquisa. Entretanto, os obstaculos encontrados néao
nos desestimularam a realizar aquilo a que estdvamos propostos a fazer. Muito pelo
contrario, a experiéncia realizada e os resultados obtidos reforcaram nosso ponto de
vista de que inserir no¢cdes do Calculo no ensino médio pode, de fato, ser levado a
efeito. Para mim foi muito gratificante poder ver um aluno do ensino médio, se

apropriando da linguagem do Calculo, escrever em sua ficha de atividade:

a) O que acontece com a medida do volume ¥, do prisma inscrito com respeito a

medida do volume I do cilindro quando o valor de »n (o numero de lados » do

poligono da base) aumenta muito (17 — = )?

Resposta:

~

Figura 91: Resposta da dupla D4 para o Exercicio 2 item (a) da Atividade Volume do Cilindro
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ANEXO |
b " Astituto de
Watematica e
statistica r
Alunos Data / / Universidade Federal Fluminense i

Atividade — Area do Circulo

O objetivo dessa atividade € concluir que a area A de um circulo de raio R &
dada por A= rz-R?, para isso vamos dividir a atividade em seis exercicios. Para a
realizacdo das atividades lembre que um poligono regular € um poligono convexo
gue possui todos os seus lados com a mesma medida e cada angulo interno

também com a mesma medida.

Exercicio 1

X

Abra o arquivo Lados_dos_Poligonos_Inscritos.ggb, onde tem-se um circulo de
centro em O e um tridngulo equilatero inscrito. Arrastando o controle deslizante

“n” de 3 até 400, visualizam-se, para cada valor de n, poligonos regulares de n

lados inscritos no circulo. Sejam L, o lado do poligono regular de n lados e «, o

angulo central correspondente ao mesmo poligono regular. Baseado no arquivo

resolva os itens abaixo:

a) Complete a tabela para os respectivos valores n dados a seguir:

Ndmero de Lados do Medida do angulo Medida do Lado (L)
Poligono (n) central () do Poligono Regular
n=10 Qyy = L, =
n=20 Oy = L,, =
n=30 Oy = L, =
n=40 Oy = Ly =
n=50 Oy = L, =
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n=100 Ay = Lo =
n= 150 Qysy = Lo =
n= 200 Oy = L=
n= 250 QApsy = Lys, =
n= 300 gy = Ly =
n=400 Qoo = Lo =

b) Observando a tabela preenchida, é possivel perceber que, quando o numero

n de lados do poligono aumenta, a medida de L, ficara muito proxima de certo

namero. Qual é esse numero? Resposta:

c) Pela mesma tabela observa-se que, quando o nimeron de lados do poligono

aumenta, a medida do angulo central «, também se aproxima de certo numero.

Qual é esse numero? Resposta:

Em um ramo da mateméatica conhecido como Calculo Diferencial e Integral,
utilizamos com muita frequéncia esse processo de “aproximacao infinita”. Quando
aumentamos muito, o valor de uma variavel, no nosso caso representado pela
letra n (o nimero de lados do poligono), dizemos que n tende ao infinito e

indicamos por n—o. Ja 0 numero encontrado para a variavel L, , quando

n — oo, é indicado por lim L, (Ié-se: limite de L, quando n — o ou simplesmente

limite de L,). Da mesma forma o numero encontrado para a variavel «, €

indicado por lim o, (Ié-se: limite de «, quando n — « ou limite de «,).

d) Utilizando a notag&o acima e os valores encontrados nos itens b) e c), podemos

expressar entdo os limites Iim L, e lim «, . Para isso, preencha as lacunas os abaixo

com 0s numeros encontrados nos itens anteriores:

Resposta:

lim L, =

e

lim o, =
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Exercicio 2

X

Abra o arquivo Apotemas_dos_Poligonos_Inscritos.ggb. Arrastando o controle

“ ”»

deslizante “n” de 3 até 400, visualizam-se poligonos regulares de n lados

inscritos no circulo. Sejam R o raio do circulo e a, o apdtema do poligono regular

inscrito no circulo. Baseado no arquivo resolva os itens abaixo:

a) O que acontece com a medida do apdtema a, do poligono inscrito com respeito a

medida do raio R do circulo quando o valor de n aumenta muito (n — «)?

Resposta:

b) Quando n aumentar muito (n — ), a diferenca entre a medida do raio R e a

medida do apdtema a, se aproximara de certo niumero L . Determine o nimero L.
Resposta: L=

c) Utilizando a notacdo do Célculo, o numero L encontrado no item anterior pode

ser expresso como L =Im R-a,. Sendo assim, complete o espaco abaixo com o

valor desse limite.

Resposta: L=IlmR-a, =

d) Determine o lim a,, .

Resposta:

OBSERVACAO: Ao resolver corretamente essa atividade, vocé estara concluindo
intuitivamente mediante argumentos do Célculo, que o apétema do poligono

regular inscrito se aproxima do raio do circulo quando n — .
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Exercicio 3

X

Abra o arquivo Comprimento_da_circunferencia.ggb. Arrastando o controle

deslizante “n” de 3 até 400, visualizam-se poligonos regulares de n lados inscritos

no circulo. Sejam C o comprimento da circunferéncia e P, o perimetro do poligono

regular inscrito no circulo. Baseado no arquivo resolva os itens abaixo:

a) O que acontece com a medida do perimetro P, do poligono inscrito com respeito

a medida do comprimento C da circunferéncia quando o valor de n aumenta muito,

(n—>00)?

Resposta:

b) Quando n aumentar muito (n — ), a diferenca entre a medida do comprimento
da circunferéncia C e a medida do perimetro P, do poligono inscrito se aproximara

de certo nimero M . Determine o nimero M .

Resposta: M =

c) Utilizando a notacdo do Calculo, o nUmero M encontrado no item anterior pode

ser expresso como M =Ilim C —P,. Sendo assim, complete o espag¢o abaixo com o

valor desse limite. Resposta: M =limC-P, =

d) Determine o lim P,.

Resposta:

e) Lembrando que o comprimento da circunferéncia € dado por C =2-7-R. Pode-se

afirmar, entdo que: Ilim P, =

OBSERVACAO: Ao resolver corretamente essa atividade, vocé estara concluindo
intuitivamente mediante argumentos do Calculo, que o perimetro do poligono

regular inscrito se aproxima do comprimento da circunferéncia quando n — «.
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Exercicio 4

Abra o arquivo Area_do_circqu.ggb.‘Arrastando o controle deslizante “n” de 3 até
400, visualizam-se poligonos regulares de n lados inscritos no circulo. Sejam A a

area do circulo e A, a area do poligono regular inscrito no circulo. Baseado no

arquivo resolva os itens abaixo:

a) O que acontece com a medida da area A, do poligono inscrito com respeito a

medida da &rea do circulo A conforme o valor de n aumenta muito (n — «)?

Resposta:

b) Quando n aumentar muito (n — o), a diferenca entre a medida da area do circulo
A e o valor da area A, do poligono inscrito se aproximara de certo nimero N.

Determine o nimero N .

Resposta: N =

c) Utilizando a notacdo do Célculo, o nimero N encontrado no item anterior pode

ser expresso como N =1lim A—A, . Sendo assim, complete o espaco abaixo com o

valor desse limite.

Resposta: M =Ilm A-A =

d) Determine o lim A, .

Resposta:

OBSERVACAO: Ao resolver corretamente essa atividade, vocé estara concluindo
intuitivamente com argumentos do Calculo, que a area do poligono regular inscrito

se aproxima da area do circulo quando n — .
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Exercicio 5

Abra o arquivo Arquimedes_1. ggb*ﬁ\rrastando o controle deslizante “n” de 4 até
100, visualiza-se poligonos regulares inscritos na janela 1 e os triangulos que

formam o poligono inscrito na janela 2. Baseado no arquivo resolva os itens a seguir:

a) Observe que cada vez que aumentamos 0 numero o n, o nimero de triangulos

com vértice no centro do circulo e que formam o poligono também aumenta.

a.1l) Quantos triangulos formam o poligono de 4 lados?

a.2) Quantos triangulos formam o poligono de 6 lados?

a.3) Quantos triangulos formam o poligono de 8 lados?

a.4) Quantos triangulos formam o poligono de n lados?

b) Observe as figuras a seguir:

N W y VAY VAN
W /
N\

p— L, L, Ly L,

Assim, o perimetro P, do poligono regular inscrito de 4 lados (quadrado), pode ser

expresso em fungéo do seu lado L,, do seguinte modo:
Pp,=L,+L,+L,+L,=4-L,

Lembrando que P, é o perimetro do poligono regular n lados inscrito no circulo,

utilize o raciocinio acima e preencha as lacunas abaixo:

b.1) P, _

b.2) P, _

b.3) P, _
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c) Observe as figuras abaixo:

Ly

As figuras acima dao a idéia de como expressar a area do poligono inscrito. A area

A, do poligono de 4 lados inscrito (quadrado), pode ser expressa da seguinte forma:

De fato, a area A, do poligono de quatro lados inscrito (0 quadrado) € composta
pela soma das areas dos quatro tridngulos isésceles de base L, e altura igual ao
apotemaa,. Lembrando que A, € area do poligono inscrito, utilize o raciocinio acima

e complete as lacunas abaixo:

c.l) A = =

c.2) A= =

c3) A = =

d) No item a) vocé encontrou uma expresséo para o perimetro P, e no item b) uma
expressdo para a area A, do poligono regular inscrito, em funcdo de n, L e a,.

Utilizando essas expressoes, expresse A, e em fungdo apenas de P, e de a,.

Resposta:
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Exercicio 6

Nesse exercicio vocé encontrard uma expressao para calcular a area do circulo

de duas formas diferentes. O Exercicio 6.1 sera a primeira forma e o

Exercicio 6.2 sera a segunda.

Exercicio 6.1 (12 forma)

No Exercicio 2 vocé concluiu que lima, =R, no Exercicio3 que lmP, =2-7-R e

no Exercicio 4 que lim A, = A, onde A é a éarea do circulo de raio R . Utilizando a

expressao encontrada no item (d) do Exercicio 5, é possivel escrever as seguintes

igualdades:

lim P, -lim a,

2

A= lmA = lim P“éa” -

Dessa forma, mediante o que foi concluido no Exercicio 2 e no Exercicio 3
complete as lacunas abaixo e conclua com a expressao que permite calcular a area
do circulo de raio R.

P .a lim P, -lim a,

A = Ilm An = Ilm n2 n = f = =

OBSERVACAO: Vocé acabou de deduzir mediante a nogéo intuitiva de limite,
muita utilizada no estudo do Célculo, uma expressao que permite calcular a area

de um circulo quando conhecemos seu raio R.
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Exercicio 6.2 (22 forma)

Abra o arquivo Arquimedes_z.ggb.xonde visualiza-se um circulo com poligonos
regulares inscritos divididos em tridngulos isdsceles azuis e amarelos e um retangulo
com contorno verde de base B e altura H sobre o qual estdo dispostos os
tridangulos que formam o poligono inscrito. Arraste o controle deslizante “n” de 4 até

180 e responda os itens abaixo:

a) Observe as bases dos triangulos azuis e amarelos (lados do poligono inscrito).
Repare que a soma das bases de todos os triangulos azuis é igual a soma das
bases de todos os triangulos amarelos. Observe ainda que a soma de todas as

bases dos triangulos (azuis e amarelos) é igual ao perimetro P, do poligono inscrito.
Seja B, a medida da soma das bases dos triangulos azuis para o poligono de

n lados inscrito no circulo. Assim, para o poligono de 4 lados (quadrado) e de 6

lados (hexagono), é possivel escrever:

P
2

Ps

Be=Lot s+l =3 L, ==

Utilizando o raciocinio acima e o arquivo Arquimedes_z.ggk}preencha as lacunas

abaixo:

a.2) B].O = = =
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b) No arquivo Arquimedes 2.ggb observa-se que quando n—»>o, B  se

n

aproximara da base do retangulo. Sendo assim, do ponto de vista do Calculo pode-

se dizer que a base do retangulo B é igual ao lim B,. Dessa forma, utilizando a

expressao anterior é possivel escrever as igualdades abaixo:

lim P,

B=1ImB, =

Sendo assim, utilize o resultado do Exercicio 3 e complete a lacuna abaixo com a

medida da base B do retangulo :

lim P,

B=1ImB, =

c) No mesmo arquivo é possivel perceber que as alturas (ap6tema do poligono) dos
triangulos (azuis e amarelos) se aproximam da altura H do retangulo quando
n—oo. Utilizando o resultado da Exercicio 2, complete a lacuna abaixo com a

medida da altura do retangulo:

H=Ilma, =

d) Observando o arquivo é facil ver que a area do circulo A e do retangulo sdo

iguais, quando n aumentar muito (n — o). Dessa forma, tem-se que:

A = Area do Retangulo =B-H =Ilm B -lima, = =

OBSERVACAO: Vocé acabou de deduzir de outra forma, mediante a nog&o
intuitiva de limite, uma expressdo que permite calcular a area de um circulo

guando conhecemos seu raio R .
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ANEXO Il

Matematica e
stattsn}ica

AI unos. Data / / -Universidade Federal Fluminense

Atividade - Volume do Cilindro

O objetivo dessa atividade é concluir que o volume V de um cilindro de raio R e
altura H é dado por V =7-R?-H, para isso vamos dividir a atividade em trés

exercicios.

Exercicio 1

Sejam A, e V, respectivamente a area da base e o volume do prisma regular (cuja

base € um poligono regular de n lados) inscrito num cilindro de raio Re altura H.
Observe que a altura do prisma também € H uma vez que o prisma esté inscrito no
cilindro. Dessa forma, complete os espacos em branco da tabela abaixo seguindo o

mesmo raciocinio utilizado para preencher as duas primeiras linhas:

Numero de | Area da Base do Altura do Prisma Volume do Prisma
Lados do Prisma Regular | Regular Inscrito no | Regular Inscrito no
Poligono da Cilindro Cilindro
Base
3 A, H V,=A,-H
4 A, H V,=A,-H
6
7
n
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Da tabela acima é possivel concluir que o volume do prisma inscrito em funcéo de

A eH eV =

Exercicio 2

X

Abra o arquivo Prismas_Regulares_Inscritos_no_Cilindro.ggb, onde tem-se um
prisma regular de base triangular inscrito em um cilindro. Arrastando o controle

deslizante “n” de 3 até 70, visualiza-se uma sequéncia de prismas regulares inscritos

em um cilindro. Seja V, o volume do prisma regular inscrito no cilindro (3<n<70) e

V o volume do cilindro. Baseado no arquivo resolva os itens a seguir:

a) O que acontece com a medida do volume V, do prisma inscrito com respeito a

medida do volume V do cilindro quando o valor de n (o niumero de lados n do

poligono da base) aumenta muito (n — «©)?

Resposta:

b) Quando n aumentar muito (n — «), a diferenca entre a medida do volume V do

cilindro e a medida do volume V, do prisma regular inscrito no cilindro se aproximara

de certo nimero L. Determine o nUmero L. Resposta: L=

c) Utilizando a notacédo do Calculo, o nimero L encontrado no item anterior pode

ser expresso como L=ImV -V, . Sendo assim, complete 0o espago abaixo com o

valor desse limite.

Resposta: L=IlmV -V, =

d) Determine o limV, . (Responda apenas em funcéo de V)

Resposta:

OBSERVACAOQO: Ao resolver corretamente esse exercicio, vocé estara concluindo
intuitivamente através de argumentos do Calculo, que o volume do prisma regular

inscrito se aproxima do volume do cilindro que o circunscreve quando n — .
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Exercicio 3

No Exercicio 1 vocé concluiu que V, = A, -H, onde V, é o volume do prisma regular

inscrito no cilindro e no Exercicio 2 que limV, =V , onde V é o volume do cilindro

de raio R e altura H . Assim, é possivel escrever as seguintes igualdades:

V. = ImV, = ImH-A = H:-lmA,

Utilizando o fato que a &rea do circulo é dada por A=lim A =z -R? ( fato concluido

na Atividade - Area do circulo de raio R), complete as lacunas abaixo e conclua
com a expressado para calcular o volume de um cilindro cujo raio da base € R e cuja

altura é H .

V= IlmV, = ImA -H =IlmA, -lmH = H-lmA, = =

Logo, conclui-se que o volume do cilindroderaio R e altura H é V =

OBSERVACAO: Vocé acabou de deduzir mediante a nogédo intuitiva de limite,
muita utilizada no estudo do Calculo, uma expressao que permite calcular o

volume de um cilindro quando conhecemos o raio R da base e sua altura H .
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ANEXO 11l

A

AL
A A
FVV VN
PROFMAT

r
fstituto de
Matematica e
statistica

/ Universidade Federal Fluminense | [l

Data: /|

Alunos:

Atividade - Volume do Cone

O objetivo dessa atividade € concluir que o volume de um cone de raio da base R
. 1 . - - "
e altura H é dado por V = 5-7:- R?.H , para isso vamos dividir a atividade em trés

exercicios.

Exercicio 1

Sejam A, e V, respectivamente a area da base e volume da piramide regular (cuja

base € um poligono regular de n lados) inscrita num cone de raio R e altura H.
Observe que a altura da piramide também é H uma vez que a piramide esta inscrita
no cone. Dessa forma, complete os espacos em branco da tabela abaixo seguindo o

mesmo raciocinio utilizado para preencher as duas primeiras linhas:

NUumero de Area da Base da | Alturada Piramide | Volume da Piramide
Lados do Piramide Regular | Regular Inscritano | Regular Inscrita no
Poligono da Cone Cone
Base
3 H 1
A v~ A H
3
4 H 1
A, V,==-A,-H
3
5
6
7
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Da tabela acima podemos concluir que o volume da piramide inscrita em fungéo de

A, e H édadopor V, =

Exercicio 2

X

Abra o arquivo Piramides_Regulares_Inscritas_no_Cone.ggb., onde tem-se uma
piramide regular de base triangular inscrita em um cone. Arrastando o controle

deslizante “n” de 3 até 70, visualiza-se uma sequéncia de piramides regulares

inscritas em um cone. Seja V, o volume da pirdmide regular inscrita no cone

(3<n<70) e V ovolume do cone. Baseado no arquivo resolva os itens a seguir:

a) O que acontece com a medida do volume V, da piramide inscrita com respeito a

medida do volume V do cone quando o valor de n (o numero de lados n do

poligono da base) aumenta muito (n — «©)?

Resposta:

b) Quando n aumentar muito (n — ), a diferen¢a entre a medida do volume V do

cone e a medida do volume V, da pirAmide regular inscrita no cone se aproximara

de certo nimero M . Determine o nUmero M .
Resposta: M =

c¢) Utilizando a notacédo do Calculo, o nimero M encontrado no item anterior pode

ser expresso como M =IlmV -V, . Sendo assim, complete o espaco abaixo com o

valor desse limite. Resposta: M =IlmV -V, =

d) Determine o limV,. (Responda apenas em funcao de V)

Resposta:

OBSERVACAO: Ao resolver corretamente esse exercicio, vocé estara concluindo
intuitivamente através de argumentos do Calculo, que o volume da piramide

regular inscrita se aproxima do volume do cone que a circunscreve quandon — «.
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Exercicio 3

. R , 1 ; A
No Exercicio 1 vocé concluiu que V, =§-An -H, onde V, é o volume da piramide
regular inscrita no cone e no Exercicio 2 que lmV, =V, onde V é o volume do

cone de raio R e altura H . Assim, é possivel escrever as seguintes igualdades:
: .1 1 .
V = ImV, = |Im§-An-H = g-H.IlmAn

Utilizando o fato que a area do circulo é dada por A=lim A =r-R?(fato concluido

na Atividade - Area do circulo de raio R), complete as lacunas abaixo e conclua
com a expressdo para calcular o volume de um cone cujo raio da base é R e cuja

altura é H .

V = IlimV, = Iim%-An-H = %-H.IimAn = =

Logo, conclui-se que o volume do cone deraio R ealtura H é V =

OBSERVACAO: Vocé acabou de deduzir mediante a nogéo intuitiva de limite,
muita utilizada no estudo do Calculo, uma expressdo que permite calcular o

volume de um cone quando conhecemos o raio da base R e sua altura H .
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ANEXO IV
i " fstituto de
Matematica e
statistica
AIunOS: Data / / Universidade Federal Fluminense o

Atividade Preliminar para o Estudo do Volume da Esfera

O objetivo dessa atividade € determinar o limite da sequéncia

1 (1) 1 (2Y 1(nY o
== +=—=| +---+=|—| |, com o intuito de que o seu resultado possa ser
n \n n \n nin

utilizado para a obtencdo de uma expressdo que permita calcular o volume de

uma esfera de raio R . Para isso vamos dividir a atividade em dois exercicios.

Exercicio 1

Abra o arquivo Escada_no_Quadrado.ggt}onde tem-se um quadrado ABCD de

lado igual a 1. Arrastando o controle deslizante “n” de 1 até 100, visualiza-se
H 1 “ ” H 2
quadradinhos verdes de lado — que formam uma “escada”. Seja E, a area dessa
n
‘escada”. Baseado no arquivo resolva os itens a seguir:

a) Quando n— «, essa “escada” ficara muito parecida com uma figura geométrica.

Qual o nome dessa figura geométrica? Resposta:

b) Determine a medida da area dessa figura geométrica?

Resposta:

c) Determine o lim E, (complete o espaco abaixo com o valor desse limite).

Resposta: ImE, =
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d) Considere o quadrado de lado 1 da figura abaixo onde os quadradinhos sao

. 1
congruentes e possuem o lado medindo .

Sejam A, A,, A, A, A, e A as areas, b, b,, b, b,, b, e by as bases e h, h,,

h,, h,, h, e hy as alturas dos retangulos R, R,, R;, R,, R, & R respectivamente.

Observe a tabela abaixo onde foram preenchidas a primeira coluna e as trés

primeiras linhas. Utilize o0 mesmo raciocinio e preencha os espac¢os em branco:

Retangulo (R,) Altura (h,) Base (b,) Area (A)
[ | | i
| e A
et | el | e
R,

RS
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e) Usando a tabela do item d) e o fato que E, € a soma das areas A, A,, A,, A,

A, e A;, complete o espaco abaixo, mas néo calcule.

Ee=A+A+AFTATA+AS=

OBSERVACAO: Perceba que E, é a area da “escada” quando o lado dos

quadradinhos que formam a “escada” mede 1 .

f) Nesse item, ao invés de considerar o quadrado de lado 1 com quadradinhos de

lado . considere o quadrado de lado 1 com quadradinhos de lado % Sabendo

que E, € a soma das areas A, A,, A,,---, A, complete o espaco abaixo, seguindo

um raciocinio analogo ao do item e).

E, = At A At A S

OBSERVACAO: Perceba que E, é a éarea da “escada” quando o lado dos

guadradinhos que formam a escada mede 1 .
n

g) A expressdo encontrada para E, no item f) nos possibilita escrever a seguinte
igualdade:

imE, = im(A +A, +A, +---+A)

Utilizando o item c), o item f) e a igualdade acima, complete os espacgos a seguir.

imE, = lim(A +A +A +--+A) =

OBSERVACAOQO: Esse exercicio foi importante, pois as ideias nele utilizadas s&o

parecidas com as do proximo exercicio, cujo resultado serd essencial para a
realizacdo da Atividade - Volume da esfera.




186

Exercicio 2

Abra o arquivo Escada_no_Cubo.ggl:*onde tem-se um cubo de aresta igual a 1.

Arrastando o controle deslizante “n” de 1 até 100, visualiza-se paralelepipedos
verdes de altura % que formam uma “escada” dentro do cubo, cada paralelepipedo
constitui um degrau da “escada” e, além disso, € formado por cubinhos de aresta
igual a % Seja F, o volume da “escada” formada pelos paralelepipedos. Baseado

no arquivo resolva os itens a seguir:

a) Quando n— o, essa “escada” ficara muito parecida com um solido geométrico.

Qual o nome desse solido geométrico?

Resposta:

b) Determine a medida do volume desse soélido geométrico?

Resposta:

c) Determine o lim F, (complete o espago abaixo com o valor desse limite).
Resp: Im F, =

d) Considere o cubo de aresta igual a 1 da figura abaixo onde a altura de cada

7 7

paralelepipedo é igual a 5 e cada paralelepipedo € constituido de cubinhos de

. 1
aresta igual a 5
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Sejam V., V,, V,, V,, V, e V, os volumes, A, A,, A, A, A e A, as areas das

bases e h, h,, hy, h,, hy e h; as alturas dos paralelepipedos P, P,, P,, P,, P, e

P,, respectivamente. Observe a tabela abaixo onde foram preenchidas as trés

primeiras linhas. Utilize o mesmo raciocinio e preencha os espac¢os em branco:

Paralelepipedo (P,) Altura (h,) Area da Base (A)) Volume (V,)
P, h, % Al:(%jz Vl:%(%jz
T Ay | el
P, h, % AGZ(E ’ V3=%‘(2J2
P4
PS
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e) Utilizando a tabela do item d) e o fato que F; € a soma dos volumes V,, V,, V,,

V,, V, e V,, complete o espaco abaixo, mas nao calcule.

FG:V1+V2+V3+V4+V5+V6:

OBSERVACAO: Perceba que F, é o volume da “escada” quando a altura dos

. L 1
paralelepipedos é igual a e

f) Agora ao invés de considerar o cubo de aresta igual a 1 com paralelepipedos de

1 . . 1 .
altura A formados por cubinhos de aresta igual a . considere o cubo de aresta 1

com paralelepipedos de altura 1 , formados por cubinhos de aresta 1. Sabendo que
n n

F, € a soma dos volumes V, V,, V,,---,V, complete o espago abaixo, seguindo um

raciocinio analogo ao do item e).

Fo=Vi+V, Vgt -4V, =

n

OBSERVACAO: Perceba que F, é o volume da “escada” quando a altura dos

. - 1
paralelepipedos é igual a —.
n

g) Atraves da expressdo encontrada para F, no item f) obtemos a seguinte

igualdade:

lim F, = im(V, +V, +V, +---+V,)

Utilizando o item c), o item f) e a igualdade acima, complete os espacgos a seguir.

im F, = im(V, +V, +V, +---+V,) =

OBSERVACAOQ: O resultado encontrado no item g) desse exercicio é muito
importante e serd utilizado na atividade que visa encontrar uma expressao

algébrica que permita calcular o volume de uma esfera de raioR .
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ANEXO V
i P{ fstituto de
o Wlatematica e
statistica P
A|UnOS Data / / Universidade Federal Fluminense we

Atividade - Volume da Esfera

O objetivo dessa atividade € concluir que o volume de uma esfera de raio R é

dado por V

esfera

4 . s . R , .
= E;z -R?. Para isso vamos dividir a atividade em trés exercicios.

Exercicio 1

X

Abra o arquivo cilindros_inscritos_na_semiesfera.ggb, onde tem-se um cilindro

circular reto inscrito em uma semiesfera de raio igual a R. Arrastando o controle

M “ ” 7 . . age - . R
deslizante “n” de 2 até 150, visualiza-se cilindros inscritos de altura — formando um
n

tipo de “escada” na semiesfera. Seja V, o volume da “escada” formada por esses

cilindros e V o0 volume da semiesfera de raio R. Baseado no arquivo resolva os

itens a sequir:

a) O que acontece com a medida do volume V,  da escada com respeito a medida

do volume V da semiesfera quando n — o«?

Resposta:

b) Quando n—«, a diferenca entre a medida do volume V da semiesfera e a

medida do volume V , da “escada” se aproximara de certo numero L. Determine o

namero L. Resposta: L=

c) Utilizando a notagdo do Célculo, o numero L encontrado no item anterior pode

ser expresso como L=IlmV -V, . Sendo assim, complete o espa¢o abaixo com o

valor desse limite. Resposta: L=ImV -V =

d) Determine o limV,. (Responda apenas em funcéo de V)

Resposta:
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Exercicio 2

a) Na figura 1 temos cilindros inscritos em uma semiesfera de raio igual a R, cuja

altura de cada um mede % indicando que o raio foi dividido em seis segmentos de

medida % Ja na figura 2 temos a secdo transversal da figura 1 onde estédo

indicados os raios dos dois primeiros cilindros e o raio da semiesfera.

C — -

Figura 3

| =

| =

Figura 4

Sejam v,, V,, V;, V,, Vs e v, os volumes, r,>, r,”, r,”, r,”, r,’e r,” os quadrados

dos raios das bases e h, h,, h,, h,, hy e h; as alturas dos cilindros C,, C,, C,, C,,
C, e C,, respectivamente. Observe na figura 1, que embora esteja indicado, ndo

existe o sexto cilindro. Nesse caso, podemos pensar, sem nenhum problema, que o

raio do 6° cilindro € igual a zero e, consequentemente, o0 seu volume € igual a zero.
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Observando a tabela abaixo onde foram preenchidas as trés primeiras linhas

utilizando o Teorema de Pitdgoras para determinar os quadrados dos raios das

bases, preencha os espacos em branco seguindo 0 mesmo raciocinio:

Cilindro | Altura Quadrado do raio Volume
(M | (h) (r?) (v,)
R 2 2 2 3
- h1:E rlzzRZ_(% =R2{1_(%j } Vlzﬂ,rlz,hlzﬂ.{l_(%j }%
R 2 B 2] B 2 3
No2 hZZE rzzsz—(%j =R? 1—(%) V,=x-17-h,=1x 1—(%) }%
R 2 B 2] B 2 3
h, = — 3 3 3 R
n:3 3 6 rSZZRZ—(?j :R2 1—(€j V3 :ﬂ"r32'h3:ﬂ' 1—(gj :|?
n=4
n=>5
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Exercicio 2 (Continuacio)

b) Utilizando a tabela do item (a) e o fato que V, € a soma dos volumes v,, v,,

vy, V,, V5 € Vg, € possivel expressar V, atraves da seguinte igualdade:
V6:V1+V2+V3+V4+V5+V6

Substitua os respectivos de v,, v,, v,, V,, V, € v, naigualdade acima e complete o

espaco abaixo com a expressao de V.

Resposta:

Ve =

. . . . . R
c) Considerando ainda a semiesfera de raio R com n cilindros de altura —.
n

Sabendo que V, € a soma dos volumes v, v,, v;,---,v,, podemos de modo

analogo ao item b), expressar V, através da seguinte igualdade:

Vo=V Vv, +vg + ety

Complete 0 espago abaixo com a expressao de V, .

V. =

n

OBSERVACAO: A expressdo encontrada no item (c) pode ser manipulada

algebricamente de modo a ficar com o seguinte formato:

2 2 2
n\n n \n n \n
Repare que a expressao entre colchetes ja apareceu em uma atividade anterior.

Essa forma de escrever a expressdo de V, sera importante para que o objetivo da

atividade seja alcancado.
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Exercicio 3

a) No Exercicio 1 vocé deve ter concluido que lmV, =V, onde V é o volume da

semiesfera de raio R. Usando esse resultado e a expressao obtida no Exercicio 2 é

possivel escrever a seguinte igualdade:

2 2
V =limV, = lim R3.{ﬂ_ﬂ[1.(1j +1.(3j s
n \n n \n

o feoemf (2020

Na Atividade preliminar para o estudo do volume da esfera, concluimos que

o3 3 ) 2

lacunas abaixo:
2 2
V|imvnR3-{n—n-|im[1.(1j +£(Ej N
n \n n \n

b) Levando em consideracdo que V é metade do volume da esfera de raio R e o

Utilizando este resultado, preencha as

Wl

resultado do item a), podemos concluir que o volume da esfera de raio R é dado por

v

esfera —

OBSERVACAOQO: Vocé acaba de deduzir através de argumentos do Célculo uma

expressao que permite calcular o volume da esfera de raio R.
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ANEXO VI

A|UI’IOSZ Data / / ~Universidade Federal Fluminense ot

Atividade — Area do Circulo (Apéndice)

Esse apéndice visa mostrar como é possivel concluir matematicamente que

limea, =0, limL, =0 e que lima, =R.

Exercicio 1 — Apéndice

Nessa atividade vocé concluira que realmente faz sentido que lim o, =0.

a) Seja n o numero de lados do poligono regular e «, o angulo central. Para o

360°
3

poligono inscrito de 3 lados podemos escrever o, =120° como «, =

. 360° . _— A .
o, = 90° como a, = 4 . Utilize o mesmo raciocinio e escreva 0s angulos a seqguir.

a.l) a5 = a.2) oy = a.3) a, =

b) Observe a tabela abaixo, onde aparecem alguns valores de «, -

n an an
3 360° 120°
3
4 360° 90°
4
5 360° 72°
5
360 360° 1°
360
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3600000

360°

3600000

0,0001°

Da tabela acima, vocé pode concluir que lim ¢, = lim

360°

Exercicio 2 — Apéndice

n

Nessa atividade vocé concluira que realmente faz sentido que lim L, =0.

a) Lembre que para qualquer valor de n, os triangulos que compdem o poligono sao

triangulos isosceles congruentes entre si. E facil ver que a medida dos lados

congruentes em cada um desses triangulos € igual a medida do raio do circulo.

Chamando de R o raio do circulo, de L, o lado do poligono de n lados considere

um dos triangulos que formam o poligono de n lados, como na figura abaixo:

Utilize a Lei dos Cossenos e o fato de que «, =

poligono regular inscrito pode ser expresso por L, = R\/Z— 2cos(

0

para mostrar que o lado L, do

360°j
-

Resposta:
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b) Agora vocé vai calcular o lim L, e verificar que seu resultado € realmente zero.

Utilizando a expressdo encontrada no item anterior € possivel escrever as

igualdades abaixo:

0 0
imL, = Ilm R\/Z—Zcos(%o j = R\/2—2cos(lim 300 j

n—o0 nN—oo n nN—oo n

0
Substitua o valor do Iim 360

na igualdade acima e calcule o valor da expresséo

correspondente. Com isso, vocé estara calculando lim L.

Resposta:
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Atividade 3 — Apéndice

Nessa atividade concluira que realmente faz sentido que lima, =R.

a) Sejam R, L, e a, respectivamente o raio do circulo, o lado e o apétema do

poligono regular de n lados. Considere o triangulo abaixo, que conforme foi visto, é

um dos triangulos que comp&em o poligono regular de n lados. Aplique o Teorema

de Pitdgoras para mostrar que a, = %,/4R2 L2

-
r

Resposta:
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b) Agora vocé vai calcular o lim a, e verificar que seu resultado é realmente igual ao

raio R do circulo. Utilizando a expressao encontrada no item anterior podemos

escrever as igualdades abaixo:

2
ima, = lm %NMR2 -L° = %\/4R2 —[Iim Ln)

Substitua o valor do lim L, encontrado no item anterior na igualdade acima e calcule

o0 valor da expressao correspondente. Com isso, vocé estara calculando lim a, .

Resposta:
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ANEXO VII
b : L Avaliacao das Atividades
Vlatematica e
statistica

PROFMAT

Sua opiniao é importante!

o05 Rette Nl

Universidade Federal Fluminense  |RNS
Lembre-se: vocé néo precisa concordar!
Marque o smile que melhor representa seu grau de concordancia com cada item.

1. O GeoGebra auxiliou vocé na resolucdo dos exercicios propostos.

OO0

2. Vocé gostou das atividades apresentadas.

CISIOICRE)

. Vocé gostaria que o seu professor utilizasse estas atividades em sala de aula.

SIOIOIOLE)

A utilizacdo do GeoGebra auxiliou para um bom entendimento da nogéo intuitiva de
limite que foi utilizada nas atividades.

OO

5. A utilizacdo do GeoGebra auxiliou para um melhor entendimento das expressbes

w

B

utilizadas para calcular a area do circulo e os volumes do cilindro, do cone e da
esfera.

OO0

6. A utilizacdo do GeoGebra ajudou a encontrar as expressfes que séo utilizadas para

calcular a area do circulo e os volumes do cilindro, do cone e da esfera.

OO0

7. A nocdo do Calculo que foi utilizada nas atividades, ou seja, a nogéo de limite, te
auxiliou no entendimento das expressdes da area do circulo e dos volumes do
cilindro, do cone e da esfera .

OO0
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ANEXO VIII

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Titulo do Estudo: “VOLUMES DE SOLIDOS DE REVOLUCAO NO ENSINO MEDIO: UMA
ABORDAGEM DINAMICA E INTUITIVA A PARTIR DAS IDEIAS DO CALCULO”

Responsével pelo Estudo: Davi Pereira Fortes Araujo

Este estudo tem o objetivo inserir no¢cdes de Calculo no Ensino Médio, através do
estudo da geometria elementar.

Para tanto, o procedimento realizado sera a aplicagédo de atividades em sala de aula
qgue visam mostrar aos estudantes tais no¢des. Posteriormente serd feita uma andlise dos
resultados obtidos inserindo-os no trabalho de concluséo de curso do Mestrado Profissional
em Mateméatica (PROFMAT).

Apos ler e receber explicacdes sobre a pesquisa, e ter meus direitos de:

1. receber resposta a qualquer pergunta e esclarecimento sobre os procedimentos,

riscos, beneficios e outros relacionados ao estudo;

retirar o consentimento a qualquer momento e deixar de participar do estudo;

ndo ser identificado e ser mantido o carater confidencial das informacdes

relacionadas a privacidade;

4. procurar esclarecimentos com o Comité de Etica em Pesquisa da Universidade
Federal Fluminense através do telefone (21) 2629-9189, situado na Rua Miguel de
Frias, 9 — Icarai — Niter6i/RJ — 24.220-900, em caso de duvidas ou notificacdo de
acontecimentos no previstos.

W N

Declaro estar ciente do exposto, consentindo em participar do estudo.

Itaborai, de de 2014.

Nome do participante:

Assinatura:

Eu, Davi Pereira Fortes Araujo, declaro que forneci as informacgfes referentes ao
estudo ao participante e estarei disponivel para quaisquer outros esclarecimentos que se
facam necessério.

Telefones: (21) 99778-6235 / (21) 3637-3375

Supervisdo: Dr. Wanderley Moura Rezende

SIAPE: 0311551





