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Humberto Jośe Bortolossi
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Resumo

Estudos apontam que, em Geometria, alunos da Escola Básica frequentemente confundem
propriedades do desenho com propriedades do objeto geométrico representado. Assim, por
exemplo, um quadrado girado deixa de ser um quadrado para esses alunos. Possivelmente, este
tipo de comportamento seja um reflexo da natureza estática de como a Geometriaé comumente
trabalhada em sala de aula (figuras não podem ser movidas ou alteradas em uma página de um
livro). Isto cria um ambiente vicioso propı́cio para desenhos bem particulares do tipo “pro-
tot́ıpicos” onde, por exemplo, quadrados e retângulos quase sempre aparecem desenhados com
os lados paralelos̀as bordas da folha e os triângulos, na sua maioria, são acut̂angulos e quase
sempre estão desenhados com um dos lados na “horizontal” e sua altura na “vertical”. Mais
ainda: os exemplos e exercı́cios propostos nos livros didáticos s̃ao, em geral, aqueles cujas
soluç̃oes s̃ao baseadas em operações aritḿeticas do tipo “calcule” ou em equações “determine
o valor dex”, de modo que, para os alunos, a posição relativa do desenho quanto a borda da
página, a operaç̃ao aritḿetica ou a equação utilizada passam a fazer parte das caracterı́sticas do
objeto, estabelecendo então desequilı́brios na formaç̃ao dos conceitos. Deste modo, a operação
de multiplicaç̃ao substitui o conceito déarea e a soma substitui o conceito de perı́metro, o Te-
orema de Tales e a semelhança de triângulos se “escondem” em equações complicadas e o Te-
orema de Pit́agoras acaba se reduzindo a uma pura aplicação da equaç̃ao de segundo grau.
Neste trabalho, propomos atividades que procuram contrapor este cenário: apresentamos uma
coleç̃ao de exerćıcios, classificados por nı́vel de dificuldade, onde os alunos devem implemen-
tar a construç̃ao do enunciado usando umsoftwarede geometria din̂amica, arrastar os pontos
livres e semilivres para estudar o problema, descobrir (por si mesmos) invariantes geométricos
associados̀a configuraç̃ao e, por fim, tentar prová-los.

Palavras-chave: Ensino e Aprendizagem de Geometria; Invariantes Geométricos; Geometria
Dinâmica; GeoGebra; Sketchometry.



Abstract

Studies show that, in Geometry, Basic School students often confuse drawing properties
with properties of the geometric object being represented. So, for example, a rotated square
ceases to be a square for these students. Possibly, this type of behavior is a reflection of the static
nature of how Geometry is commonly worked out in the classroom (figures on a page of a book
cannot be moved or changed). This creates a vicious environment that favors very particular
“prototypical” constructions where, for example, squares and rectangles almost always appear
drawn with their sides parallel to the edges of the sheet and the triangles, mostly, are acute and
drawn with one of their sides in the “horizontal” and the respective height in the “vertical”.
Moreover, the examples and exercises proposed in textbooks are, in general, those whose
solutions are based on arithmetic-type operations (“calculate”) or equations (“determine the
value of x”), so that, for students, the relative position of the drawing with respect to the
page borders, the arithmetic operation or the equation being used become part of the object’s
characteristics, then establishing imbalance in the formation of concepts. In this way, the
multiplication operation replaces the concept area and the sum operation replaces the concept of
perimeter, the Thales Theorem and the similarity of triangles “hide” in complicated equations
and the Pythagorean Theorem has just been reduced to a pure application of the quadratic
equation. In this work, we propose activities that seek to counteract this scenario: we present
a collection of exercises, sorted by level of difficulty, where students must implement the given
construction using a dynamic geometrysoftware, drag free points to study the problem, find out
(by themselves) geometric invariants associated with the construction and, finally, try to prove
them.

Keywords: The teaching and learning of Geometry; Geometric Invariants; Dynamic Geometry;
GeoGebra; Sketchometry.
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1 Introdução

Nossa experiência em escolas confirma resultados já apontados por Gravina (1996): em ge-

ral, alunos do Ensino Fundamental e do Ensino Médio apresentam pouca compreensão dos ob-

jetos geoḿetricos, confundem propriedades do desenho com propriedades do objeto geométrico

representado, ou seja, misturam acomponente figuralassociada ao desenho com acomponente

conceitual, aquela que define o objeto por meio das suas propriedades intrı́nsecas. Essa con-

fusão entre as propriedades do desenho e aquelas do objeto geométrico tem origem nos livros

didáticos e pŕaticas de ensino de nossas escolas. Os livros escolares iniciam seus assuntos com

definiç̃oes verbais, nem sempre claras e precisas, onde determinada propriedadeé enfatizada,

acompanhadas de desenhos bem particulares do tipo “prototı́picos” onde, por exemplo, qua-

drados e ret̂angulos apresentam desenhados quase sempre com os lados paralelosàs bordas da

folha e os trîangulos, na sua maioria, são acut̂angulos e quase sempre estão desenhados com um

dos lados na “horizontal” e sua altura na “vertical” (figura a seguir).

Isto leva nossos alunos a não reconhecerem desenhos destes mesmos objetos em outras posições

(como na figura a seguir).

Mais ainda: os exemplos e exercı́cios propostos s̃ao, em geral, aqueles cujas soluções s̃ao

baseadas em operações aritḿeticas do tipo “calcule” ou em equações “determine o valor de

x”, de modo que, para os alunos, a posição relativa do desenho quanto a borda da página,

o traçado particular do segmento, a operação aritḿetica ou a equação utilizada passam a fa-
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zer parte das caracterı́sticas do objeto estabelecendo desequilı́brios na formaç̃ao dos concei-

tos. Deste modo, a operação de multiplicaç̃ao substitui o conceito déarea e a soma substitui

o conceito de perı́metro, o Teorema de Tales e a semelhança de triângulos se “escondem” em

equaç̃oes complicadas e o Teorema de Pitágoras acaba se reduzindo a uma pura aplicação da

equaç̃ao de segundo grau.

Como nos aponta Gravina (1996), faltam no contexto escolar mais atividades que explorem

os conceitos geoḿetricos em si:

O aspecto de construção dos objetos geoḿetricos raramentée abordado; di-
ficilmente encontramos no livro escolar a instrução “construa”, e no entanto
estaé uma das atividades que leva o aluno ao domı́nio de conceitos geoḿe-
tricos. Mais dif́ıcil ainda é encontrar questões do tipo “o que podemos dizer
nesta situaç̃ao?” ou “que regularidades percebemos?”, onde estratégias de
investigaç̃ao devem ser estabelecidas.

(Gravina, 1996, p. 2)

Na formaç̃ao dos conceitos da Geometria, a componente figural desempenha um papel fun-

damental. O desenhóe um suporte concreto de expressão e entendimento da componente con-

ceitual. Se, por um lado, ele revela os conceitos e resultados que ajudam em sua compreensão,

por outro, guarda caracterı́sticas particulares que não pertencem ao conjunto das propriedades

que definem o objeto geométrico problematizado. Em diversas situações de aprendizagem,

os alunos devem, num mesmo problema, controlar diversas informações num mesmo desenho

e deduzir aquelas propriedades importantes para sua compreensão.

Deduzir uma propriedade significa estabelecer uma cadeia lógica de racioćı-
nios conectando propriedades do enunciado tomadas como pressupostos (hipó-
teses)às propriedades ditas decorrentes (teses). Esta cadeia de raciocı́nios
que denominamos de argumentação lógica e dedutiva. O desenho entra aqui
como materializaç̃ao da configuraç̃ao geoḿetrica, guardando as relaç̃oes a par-
tir das quais decorrem as propriedades.

(Gravina, 1996, p. 3)

Tanto no caso da formação de conceitos, quanto no caso de dedução de propriedades, po-

demos concluir que grande parte das dificuldades se originam no aspecto estático do desenho:

devemos explorar situações de aprendizagem que permitam “o controle do desenho para que

caracteŕısticas de continĝencia da representação ñao sejam incorporadas̀as propriedades ma-

temáticas que determinam a configuração” (Gravina, 1996, p. 6). No sentido de evitar que ca-

racteŕısticas de representação sejam confundidas com as propriedades matemáticas dos objetos

geoḿetricos, devemos passar para um tratamento de “desenhos em movimento” onde particula-

ridades da representação desapareçam quando impomos ao desenho movimentos de translação,

rotaç̃ao, entre outros.



11

Numa sala de aula convencional, atividades com dobraduras, recortes, colagens, papel qua-

driculado, entre outras, até podem propiciar configurações com “desenhos em movimento” mas,

a partir de um certo grau de complexidade, onde são exigidos configuraç̃oes com muitos objetos,

o movimento sincronizado com esses recursos se torna difı́cil.

Neste contexto, ossoftwaresde geometria din̂amica s̃ao especialmente convenientes. De

fato: uma construç̃ao geoḿetrica feita no papel com lápis, ŕegua e compasso ou no quadro

com giz é est́atica e, desta maneira, uma vez feita, ela não pode ser modificada. Para gerar

outros exemplos, o professor ou o aluno deverá repetir o mesmo procedimento da construção

com outros dados iniciais, o queé tedioso e toma um tempo precioso de sala de aula com uma

atividade repetitiva. Em umsoftwarede geometria din̂amica, por outro lado, a construção é

feita apenas umáunica vez, com mais precisão e de tal modo que os elementos geométricos da

construç̃ao podem ser alterados para gerar uma quantidade grande de exemplos.

Mais ainda: ao mover os elementos geométricos da construção, as relaç̃oes geoḿetricas

(pertin̂encia, paralelismo, etc.) entre estes elementos são mantidas. Com isto, ao interagir com

um softwarede geometria din̂amica, o aluno encontrará um ambiente propı́cio à visualizaç̃ao,

ańalise e deduç̃ao informal das relaç̃oes geoḿetricas da construção a partir do qual deduções

formais e rigorosas podem ser construı́das posteriormente.

É no dinamismo que está a chave da geometria dinâmica. Como um exemplo, considere

a seguinte situação: a partir de um quadriláteroABCD, marcam-se os pontos médiosP, Q, R

e S dos quatro lados desse quadrilátero e, ent̃ao, constŕoi-se o quadriĺateroPQRS. Que pro-

priedade marcante o quadriláteroPQRSpossui? Com ĺapis, papel e ŕegua, o aluno poderia,

eventualmente, fazer um desenho bem particular para o quadriláteroABCD (como o ret̂angulo

e o losango indicados na figura a seguir) e, então, deduzir uma propriedade (por exemplo, que

PQRSé um losango ou retângulo) que ñao é válida em geral. O aluno ainda poderia fazer

um desenho em posição geral, mas com uḿunico desenho em m̃aos, talvez ñao conseguisse

visualizar e analisar o problema.

D C

BA P

Q

R

S

D

C

B

A

P Q

RS
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Em umsoftwarede geometria din̂amica, por outro lado, uma vez feita a construção, v́arios

exemplos podem ser gerados facilmente movimentando-se os pontos iniciaisA, B, C eD (os as-

sim denominadospontos livres) da construç̃ao. Ao gerar v́arios exemplos, o aluno perceberá

que nem sempre o quadriláteroPQRSé um losango ou um retângulo, como na figura anterior

e, mais ainda, poderá considerar situações que ñao consideraria normalmente, como o caso em

que o quadriĺateroABCDnãoé convexo (figura a seguir).

A

B
C

D

P

Q

R

S

Usando umsoftwarede geometria din̂amica, o aluno experimentará mais e teŕa condiç̃oes

mais favoŕaveis para perceber apropriedade invariantedo quadriĺateroPQRS: eleé sempre um

paralelogramo. Esta propriedade, ora conjecturada, pode (e deve) ser provada: como os pontos

R e Ssão pontos ḿedios, respectivamente, dosladosAD eCD, segue-se pelo teorema da base

média do trîanguloqueRSé paraleloa AC e queRS=AC
2 . Analogamente,PQ é paraleloa AC

e PQ=AC
2 . Logo, RSé paraleloa PQ e RS=PQ. Observando agora os triângulosABD eCBD,

podemos tamb́em concluirquePSé paraleloaQRePS=QR. Sendo assim, o quadriláteroPQRS

é, de fato, um paralelogramo[a].

Como nos aponta ainda Gravina (1996), um aspecto importante do pensamento matemático

é a abstraç̃ao da invarîancia e, para o seu reconhecimento e entendimento, nada melhor que

a variaç̃ao oferecida pelossoftwaresde geometria din̂amica. A transiç̃ao cont́ınua entre estados

intermedíariosé um recurso importante desses programas sob o ponto de vista cognitivo porque

permite a construç̃ao de uma infinidade de exemplos, o que favorece a construção de conceitos

e destaca os invariantes geométricos presentes na configuração.

Nessa linha, nosso trabalho consiste, portanto, em uma seleção de exerćıcios, classifica-

dos por ńıvel de dificuldade, onde o aluno deve (1) implementar a construção sugerida no

exerćıcio em umsoftwarede geometria din̂amica, (2) estud́a-la movendo os elementos “livres”

da construç̃ao, (3) fazer uma conjectura para o invariante geométrico da construç̃ao e (4) provar

sua conjectura.

[a]Este resultadóe atribúıdo ao mateḿatico franĉes Pierre Varignon (1654-1722).
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Nesse trabalho utilizamos como referência osoftwarede geometria din̂amica gratuito Geo-

Gebra (dispońıvel em:<http://www.geogebra.org/>). Contudo, outros programas podem ser

usados igualmente[b], pois as ferramentas necessárias para o estudo dos invariantes propostos

são b́asicas e comuns a qualquersoftwarede geometria din̂amica. Ñao é nosso objetivo aqui

ensinar a usar o GeoGebra. Para o leitor iniciante, recomendamos os vı́deos tutoriais disponı́veis

em<http://www.uff.br/geogebra/>.

No que se segue, usaremos os seguintes termos:ponto livre, ponto semilivree invariante

geoḿetrico. Porponto livreentendemos qualquer ponto da construção que pode ser arrastado

para qualquer lugar. Porponto semilivreentendemos um ponto queé constrúıdo sobre segmen-

tos, semirretas, retas e cı́rculos e cujo movimento fica restrito a estes objetos geométricos. Por

invariante geoḿetrico entendemos qualquer propriedade geométrica (concorr̂encia, colineari-

dade, perpendicularismo, paralelismo, etc.) e também relaç̃oes entre medidas de comprimento

de segmentos, déareas e dêangulos (segmentos congruentes,áreas equivalentes,ângulos com-

plementares, suplementares, etc.) que permanecem invariantes com relação ao movimento dos

pontos livres e semilivres.

Nosso trabalho está dividido da seguinte maneira. No Capı́tulo 2, apresentamos os enunci-

ados das construções divididos em quatro nı́veis. Os tr̂es primeiros ńıveis est̃ao organizados por

grau de dificuldade e tratam apenas de invariantes que envolvem geometria de posição (con-

gruência, colinearidade, paralelismo, perpendicularidade, etc.). Essa classificação de dificul-

dade leva em conta a dificuldade da construção, da percepç̃ao do invariante e da complexidade

da demonstraç̃ao, segundo nossa opinião. O quarto ńıvel apresenta invariantes que envolvem

somas de medidas e comparações deáreas. Como fonte de pesquisa, usamos as seguintes

refer̂encias: (Alencar Filho, 1983), (Asociación Fondo de Investigadores e Editores, 2012),

(Dolce & Pompeo, 1993), (Morgado, Wagner & Jorge, 1973), (Muniz Neto, 2013) e (Posa-

mentier & Salkind, 1970). No Capı́tulo 3, apresentamos demonstrações para os invariantes

geoḿetricos. Finalmente, no Capı́tulo 4, apresentamos nossas considerações finais, incluindo

dois relatos de experiência da aplicaç̃ao de vers̃oes preliminares das construções propostas para

os alunos da disciplina “Recursos Computacionais no Ensino da Matemática” da turma PROF-

MAT da Universidade Federal Fluminense em 2014 e para os participantes da oficina “Explo-

rando Invariantes Geoḿetricos na Escola B́asica com o GeoGebra” no III Dia de GeoGebra

Iberoamericano na Pontifı́cia Universidade Católica de S̃ao Paulo em 2015.

[b]Por exemplo, o Sketchometry (disponı́vel em:<http://www.sketchometry.org/>), o Régua e Compasso (dis-
pońıvel em:<http://car.rene-grothmann.de/>), etc.



14

2 Invariantes Geoḿetricos: Enunciados

2.1 Ńıvel 1

Invariante 1

Construa um quadriláteroABCD. Em seguida, marque os pontos médiosP, Q, R e Sdoslados

AB, BC, CD eDA, respectivamente. Construa então o quadriĺateroPQRS.

A

B

C

D

P

Q

R

S

1. Quais s̃ao os pontos livres dessa construção?

2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?

3. Arraste os pontos livres e semilivres (caso existam) e observe o quadriláteroPQRS. Você

consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que voĉe descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: .
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O

N

O′

M

P

A

B

C

1. Quais s̃ao os pontos livres dessa construção?

2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?

3. Arraste os pontos livres e semilivres (caso existam) e observe os pontosA, B eC. Você

consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que voĉe descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: A .

Invariante 4

Trace um segmentoABe, neste segmento, marque um pontoC. Com centro emA, trace o ćırculo

passando porC e marque um pontoD neste ćırculo. Agora construa um segundo cı́rculo com

centro emB passando também porC. Em seguida, construa a retar passando porA eD. Trace,

ent̃ao, porB, a retas paralela a retar. Marque o pontoE de intersecç̃ao dessa retas com

o segundo ćırculo (este pontoE deveŕa ser aquele que está no mesmo semiplano que o pontoD

com relaç̃ao a reta que contém o segmentoAB). Por fim, construa o triânguloDCE.

A

B

C

D

r

s

E
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A

B

D

C

M

1. Quais s̃ao os pontos livres dessa construção?

2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe o triânguloAMD.

Você consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que voĉe descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: .

Invariante 7

Construa um quadriláteroABCD com ladosAB, BC, CD e DA. Trace asdiagonaisAC e BD.

Marque os pontos ḿediosE eF dos lados ñaoadjacentesAD eBC, respectivamente, e os pontos

médiosG eH dasdiagonaisAC eBD, respectivamente. Construa o quadriláteroEGFH.

A

B

C

D

E

F

G

H

1. Quais s̃ao os pontos livres dessa construção?
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2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe o quadrilátero

EGFH. Você consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que voĉe descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: .

Invariante 8

Construa um ćırculoC de centroO passando por um pontoL. Sobre o ćırculoC , marque dois

pontosP eR. Construa então as retas
←→
OPe

←→
OR. SejaQ 6= P o ponto de interseção entreC e

←→
OP

e sejaSo ponto de interseção entreC e
←→
OR. Em seguida, construa as retas tangentestP, tQ, tR e

tS ao ćırculo nos pontosP, Q, R e S, respectivamente. Marque os pontos de interseçãoA entre

tS e tQ, B entretQ e tR, C entretR e tP, D entretP e tS. Por fim, construa o quadriláteroABCD.

O

L

R

P

Q

S

C

B

A

D

1. Quais s̃ao os pontos livres dessa construção?

2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe o quadrilátero

ABCD. Você consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que voĉe descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: A .
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Invariante 9

Construa um ćırculo C de centroO passando por um pontoP. Marque um pontoA sobreC e,

ent̃ao, trace a reta
←→
OA. SejaD 6= A o ponto de interseção entreC e

←→
OA. Determine os pontos

médiosM e N deAO e OD, respectivamente. Construa, porM, uma reta perpendiculara AD e

marque os pontosB eF de interseç̃ao desta reta com o cı́rculoC . Agora, trace, porN, uma reta

perpendicularaAD e marque os pontosC eE de interseç̃ao desta reta com o cı́rculoC (o ponto

C deve estar no mesmo semiplano que o pontoB com relaç̃ao a reta
←→
OA). Desenhe o hex́agono

ABCDEF.

O

P

A

D

M

N

B

C

E

F

1. Quais s̃ao os pontos livres dessa construção?

2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe o hexágono

ABCDEF. Você consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que voĉe descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: A .
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2.2 Ńıvel 2

Invariante 1

Construa um traṕezio ABCD de ladosAB, BC, CD e DA, com ladosparalelosAB e CD. Em

seguida, trace as semirretas
−→
AD e

−→
BC. Marque o pontoM de interseç̃ao das semirretas

−→
AD e

−→
BC.

Depois, trace, porM, a reta paralelar aosladosAB eCD. Construa, então, as semirretas
−→
AC e

−→
BD. Por fim, marque os pontosL eN de interseç̃ao dessas semirretas com a retar.

A

B

C

D

M

L

r

N

1. Quais s̃ao os pontos livres dessa construção?

2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe os pontosL, M e

N. Você consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que voĉe descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: A .

Invariante 2

Construa um quadradoABCDdeladosAB, BC, CD eDA. Em seguida, construa sobre oladoBC

um triângulo equiĺateroBCE para fora e sobre oladoCD um triângulo equiĺateroCDF para

dentro do quadrado.
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2.3 Ńıvel 3

Invariante 1

Construa um traṕezio ABCD de ladosAB, BC, CD e DA e ladosparalelosAB e CD. Trace

asdiagonaisAC eBD e marque opontoAC∩BD= {E}. PorE trace a reta paralela aoladoAB.

Essa reta intersectará oladoAD emF e oladoBC emG. Considere os segmentosFE eEG.

A

B

C

D

E

F

G

1. Quais s̃ao os pontos livres dessa construção?

2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe os comprimentos

dos segmentosFE eEG . Você consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que voĉe descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: A .

Invariante 2

Construa um paralelogramoABCD de ladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, sobre cada um

de seus lados, construa para fora do paralelogramo os triângulos equiĺaterosABP, BCQ, CDR

e DAS. Marque ent̃ao os baricentrosE, F , G e H dos trîangulosABP, BCQ, CDR e DAS,

respectivamente. Por fim, construa o quadriláteroEFGH.
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3 Invariantes Geoḿetricos: Conjecturas
e Demonstraç̃oes

3.1 Ńıvel 1

Invariante 1

Construa um quadriláteroABCD. Em seguida, marque os pontos médiosP, Q, R e Sdoslados

AB, BC, CD eDA, respectivamente. Construa então o quadriĺateroPQRS.

Pontos livres: os v́ertices do quadriláteroA, B,C eD. Pontos semilivres: não existem.Invariante

geoḿetrico: o quadriĺatero internoPQRSé um paralelogramo.

A

B

C

D

P Q

RS

Demonstraç̃ao. No triânguloADC, como os pontosR e Ssão pontos ḿedios, respectivamente,

dosladosCD eAD, segue-se pelo teorema da base média do trîanguloqueRSé paraleloaAC e

RS=AC
2 . Do mesmo modo, como os pontosP eQ são pontos ḿedios, respectivamente, doslados

AB e BC do triânguloABC, conclúımosquePQ é paraleloa AC e PQ=AC
2 . Logo RSé paralelo

aPQeRS=PQ. Aplicando argumentos análogos aos trîangulosABDeCBD, podemos tamb́em

concluirquePSé paraleloaQRePS=QR. Logo, o quadriĺateroPQRSé umparalelogramo.
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Invariante 2

Trace um segmentoAB. Nesse segmento marque um pontoC. Marque ent̃ao um pontoD

diferente deC e, em seguida, trace o segmentoCD. Construa as bissetrizes dosângulosÂCD e

B̂CD.

Pontos livres: os pontosA, B e D. Ponto semilivre: o pontoC. Invariante geoḿetrico: as bisse-

trizes doŝangulosÂCDe B̂CDsão perpendiculares.

A BC

D

β
β

α
α

Demonstraç̃ao. Sejamα o ângulo formado pela bissetriz dêACD com o segmentoAC e β
o ângulo formado pela bissetriz dêBCD com o segmentoCB. Temos ent̃ao que 2α + 2β =

180◦ e, sendo assim, a medida doângulo entre as bissetrizes dosângulosÂCD e B̂CD é igual

α +β = 90◦, o que demonstra que elas sãoperpendiculares.

Invariante 3

Construa dois ćırculos com centros nos pontosO eO′ e que passam pelos pontosN eM, respec-

tivamente. Suponha que os dois cı́rculos se intersectam em dois pontos distintos, digamos,P e

B. PorP, trace a semirreta
−→
POe marque o pontoA de interseç̃ao desta semirreta com o primeiro

ćırculo. Do mesmo modo, porP, trace a semirreta
−−→
PO′ e marque o pontoC de interseç̃ao desta

semirreta com o segundo cı́rculo.

Pontos livres: O, O′, M e N. Pontos semilivres: não existem.Invariante geoḿetrico: os pontos

A, B eC são colineares.
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O

N

O′

M

P

A B C

Demonstraç̃ao. Os segmentosPA e PC são dîametros dos ćırculos, logo, os trîangulosPBAe

PBCsão ret̂angulos emB. Assim,ĈBA= ĈBP+ P̂BA= 90◦+90◦ = 180◦. Os pontosA, B eC

são, desta maneira,colineares.

Invariante 4

Trace um segmentoABe, neste segmento, marque um pontoC. Com centro emA, trace o ćırculo

passando porC e marque um pontoD neste ćırculo. Agora construa um segundo cı́rculo com

centro emB passando também porC. Em seguida, construa a retar passando porA eD. Trace,

ent̃ao, porB, a retas paralela a retar. Marque o pontoE de intersecç̃ao dessa retas com

o segundo ćırculo (este pontoE deveŕa ser aquele que está no mesmo semiplano que o pontoD

com relaç̃ao a reta que contém o segmentoAB). Por fim, construa o triânguloDCE.

Pontos livres: A e B. Pontos semilivres: C e D. Invariante geoḿetrico: DCE é um trîangulo

ret̂angulo.

Demonstraç̃ao. O triânguloACD é iśosceles debaseCD (poisAC = AD = raio do ćırculo de

centro emA) e o trîanguloBCE tamb́emé iśosceles debaseCE (poisBC= BE= raio do ćırculo

de centro emB). Considere, então,β = ÂCD= ÂDC; θ = B̂CE = B̂EC; ρ = D̂AC, de modo

queĈBE = 1800−ρ (os ângulosĈBE e ĈAD são suplementares, pois as retas
←→
AD e

←→
BE são

paralelas) e, por fim,α = D̂CE. Pelo teorema dôangulo externo de um triângulo aplicado aos

triângulosADC eCBE, respectivamente, segue-se queθ +α = β +ρ e β +α = θ +180◦−ρ.

Somando-se membro a membro essas duas equações, temos queβ + θ + 2α = β + θ + ρ +
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A BC

D

r

s

E

β

β

θ

θ

ρ 180−ρα

180◦−ρ, isto é, 2α = 180◦ e, sendo assim,α = 90◦. Consequentemente,DCE é um trîangulo

ret̂angulo.

Invariante 5

Construa um traṕezioABCDdebasesAB e CD e ladosBC e AD. Trace, ent̃ao, as bissetrizes

interna e externa correspondentes aoânguloB̂AD e, tamb́em, as bissetrizes interna e externa

correspondentes aoânguloĈDAdo traṕezioABCD. SejaE o ponto de interseção das bissetrizes

externas e sejaF o ponto de interseção das bissetrizes internas. Construa o quadriláteroAFDE.

Pontos livres e semilivres: três dos quatro v́ertices do traṕezioABCDsão livres, o v́ertice res-

tanteé semilivre.Invariante geoḿetrico: o quadriĺateroAFDE é um ret̂angulo.

AB

DC

F E

L

Demonstraç̃ao. Pelo resultado do Invariante 2, temos quêFAE é umângulo reto. O mesmo

acontece com ôanguloÊDF. SejaL o ponto de interseção das retas
←→
AB e

←→
DE. Como o qua-
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driláteroABCDé um traṕezio, segue-se quêCDA= D̂AL (pois as retas
←→
ABe

←→
CD são paralelas e

osângulosĈDAe D̂AL são alternos internos). Consequentemente,̂FDA = ĈDA/2 = D̂AL/2 =

ÊAD. Sendo assim, os segmentosDF e EA são paralelos.ComoDF é perpendiculara DE e

EA é paraleloa DF , conclúımosqueEA tamb́emé perpendiculara DE. Logo, oânguloÂED

tamb́emé reto. Como o quadriláteroAFDE tem tr̂es angulos internos retos (̂FAE, ÊDF eÂED),

segue-se que elée um ret̂angulo.

Invariante 6

Construa um traṕezio ret̂anguloABCD de basesAB e CD e lado obĺıquo BC. Marque, ent̃ao,

o ponto ḿedioM deBC. Por fim, construa o triânguloAMD.

Pontos semilivrese pontos livres: dois v́ertices adjacentes do trapézioABCDsão livres, os ou-

tros dois v́ertices s̃ao semilivres.Invariante geoḿetrico: o triânguloAMD é iśosceles.

A B

D C

MH

Demonstraç̃ao. Trace porM uma reta paralelàasbasesABeCD do traṕezio e sejaH o ponto de

interseç̃ao desta reta com oladoAD. Como oŝangulosB̂AD e ÂDC são retos, o segmentoHM

é perpendicularaAD e, portanto, elée a altura do trîanguloAMD com relaç̃ao aoladoAD. Por

outro lado, comoM é ponto ḿediodeBC eHM é paralelòasbasesABeCD, segue-se queH é

ponto ḿediodeAD, de modoqueHM é a mediana do triânguloAMD com relaç̃ao aoladoAD.

Logo, no trîanguloAMD, MH é simultaneamente altura e mediana com relação aolado AD.

Sendo assim, o triânguloAMD é iśosceles debaseAD.

Invariante 7

Construa um quadriláteroABCD de ladosAB, BC, CD e DA. Trace asdiagonaisAC e BD.

Marque os pontos ḿediosE eF dos lados ñaoadjacentesAD eBC, respectivamente, e os pontos

médiosG eH dasdiagonaisAC eBD, respectivamente. Construa o quadriláteroEGFH.
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A
B

C

D

E

F

G

H

Pontos livres: A, B, C e D. Pontos semilivres: não existem. Invariante geoḿetrico: o qua-

driláteroEGFH é um paralelogramo.

Demonstraç̃ao. No triânguloBCD, temos que os pontosH e F são pontos ḿedios, respectiva-

mente, dosladosBD e BC. Portanto, pelo teorema da base média do trîangulo, segue-seque

HF é paraleloa CD e HF=CD
2 . Analogamente, temos que no triânguloACD, EG é paralelo

aCD eEG=CD
2 . Logo,HF é paraleloaEGeHF=EG. Aplicando-se argumentos análogos aos

triângulosADB e ACB podemos concluirqueEH é paraleloa FG e EH=FG. Logo, o qua-

driláteroEFGH é umparalelogramo.

Invariante 8

Construa um ćırculoC de centroO passando por um pontoL. Sobre o ćırculoC , marque dois

pontosP eR. Construa então as retas
←→
OPe

←→
OR. SejaQ 6= P o ponto de interseção entreC e

←→
OPe

sejaS 6= Ro ponto de interseção entreC e
←→
OR. Em seguida, construa as retas tangentestP, tQ, tR

e tS ao ćırculo nos pontosP, Q, ReS, respectivamente. Marque os pontos de interseçãoA entre

tS e tQ, B entretQ e tR, C entretR e tP, D entretP e tS. Por fim, construa o quadriláteroABCD.

Pontos livres: O e L. Pontos semilivres: P e R. Invariante geoḿetrico: o quadriĺateroABCD é

um losango.
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O

L

RP

Q
S

C

B

A

D

Demonstraç̃ao. Vamos aplicar o caso especial de congruência de trîangulos ret̂angulos:OR=

OP e OC é hipotenusa comum, então,CP = CR. O mesmo ocorre com os outros segmentos

tangentes, istóe, DP = DS, AQ= ASe BQ= BR. Somando-se membro a membro as quatro

últimas igualdades temos queCP+PD+AQ+QB= CR+RB+AS+SD⇒CD+AB= CB+

AD. As retas tangentestP e tQ são paralelas, pois são perpendiculares ao diâmetroPQ e, por

motivo ańalogo, as retas tangentestR e tS tamb́em s̃ao paralelas. Assim, o quadriláteroABCD é

um paralelogramo. Agora,x = CD = ABey = AD = BC⇒ 2x = 2y⇒ x = y, ou seja, os lados

do paralelogramo são congruentes, implicando queABCDé umlosango.

Invariante 9

Construa um ćırculo C de centroO passando por um pontoP. Marque um pontoA sobreC e,

ent̃ao, trace a reta
←→
OA. SejaD 6= A o ponto de interseção entreC e

←→
OA. Determine os pontos

médiosM e N deAO e OD, respectivamente. Construa, porM, uma reta perpendiculara AD e

marque os pontosB eF de interseç̃ao desta reta com o cı́rculoC . Agora, trace, porN, uma reta

perpendicularaAD e marque os pontosC eE de interseç̃ao desta reta com o cı́rculoC (o ponto

C deve estar no mesmo semiplano que o pontoB com relaç̃ao a reta
←→
OA). Desenhe o hex́agono

ABCDEF.

Pontos livres: O e P. Pontos semilivres: A. Invariante geoḿetrico: o hex́agonoé ABCDEF é

regular.
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O

P
A

D

M

N

B

C

E

F

Demonstraç̃ao. Considere o trîanguloABO. Como o segmentoBM é mediana e altura desse

triângulo, conclúımos que elée iśosceles debaseAO. MasAO= OB (AO e OB são raios do

ćırculo C ), logo o trîanguloABO é equiĺatero. De forma ańaloga, podemos afirmar que os tri-

ângulosAFO, DCO, DEO são tamb́em equiĺateros, implicando que também ser̃ao equiĺateros

os trîangulosBOCeEFO. Esta justaposiç̃ao de seis trîangulos equiĺateros mostra queABCDEF

é um hex́agono regular.

3.2 Ńıvel 2

Invariante 1

Construa um traṕezio ABCD de ladosAB, BC, CD e DA, com ladosparalelosAB e CD. Em

seguida, trace as semirretas
−→
AD e

−→
BC. Marque o pontoM de interseç̃ao das semirretas

−→
AD e

−→
BC.

Depois, trace, porM, a reta paralelar aosladosAB eCD. Construa, então, as semirretas
−→
AC e

−→
BD. Por fim, marque os pontosL eN de interseç̃ao dessas semirretas com a retar.

Pontos livres: três v́ertices do traṕezioABCD. Pontos semilivres: o quarto v́ertice do traṕezio.

Invariante geoḿetrico: o pontoM é o ponto ḿedio do segmentoLN.
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A B

CD

M
N L

r

Demonstraç̃ao. Pelo Teorema de Tales, temos queBC/BM = AD/AM. Como os trîangulos

ACD e ALM são semelhantes, concluı́mos queAD/AM = CD/LM. Agora, da semelhança

dos trîangulosBCD e BMN, podemos escrever queBC/BM = CD/NM. Assim, BC/BM =

AD/AM⇒CD/NM = CD/LM⇒MN = LM, isto é,M é o ponto ḿedio do segmentoLN.

Invariante 2

Construa um quadradoABCDdeladosAB, BC, CD eDA. Em seguida, construa sobre oladoBC

um triângulo equiĺateroBCE para fora e sobre oladoCD um triângulo equiĺateroCDF para

dentro do quadrado.

Pontos livres: dois v́ertices consecutivos do quadrado (os outros dois são fixos).Pontos semili-

vres: não existem.Invariante geoḿetrico: os pontosA, F eE são colineares.

A B

CD

E

F

Demonstraç̃ao. Temos quêFCE = 30◦+60◦ = 90◦ eCF = CE e, assim,̂CFE = 45◦. Obser-

vando o trîangulo iśoscelesADF, ondeDA= DF , temos quêADF = 30◦. Portanto,D̂FA= 75◦.

Desta maneira,,̂AFD+ D̂FC+ĈFE = 75◦+60◦+45◦ = 180◦, ou seja, os pontosA, F eE são

colineares.
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Invariante 3

Construa o quadradoABCDdeladosAB, BC, CD eDA. Agora, desenhe um triângulo equiĺatero

ABE para dentro do quadrado. Em seguida, construa, para fora do triânguloABE, dois quadra-

dos: o primeiro,AERS, deladosAE, ER, RSeSA, e o segundo,EBPQ, deladosBE, EQ, QPe

PB. Por fim, trace o quadriláteroCQRD.

Pontos livres: dois v́ertices consecutivos do primeiro quadradoABCD(os outros dois s̃ao fixos).

Pontos semilivres: não existem.Invariante geoḿetrico: o quadriĺateroCQRD é um traṕezio

isósceles.

A B

CD

E

P

QR

S

Demonstraç̃ao. Para demonstrar que o polı́gonoCQRDé um traṕezio iśosceles, devemos mos-

trar que os segmentosDReCQ são congruentes e que os segmentosRQeDC são paralelos.

Primeiro demonstraremos que os segmentosDR e CQ são congruentes. Para isso, mostra-

remos que os triângulosADR e BCQ são congruentes. De fato: temos queAD = BC (la-

dos do quadradoABCD), AR= BQ (diagonais dos quadrados congruentesAERSe EBPQ) e

R̂AD= Q̂BC= 15◦. Assim, pelo caso LAL, os triângulosADRe BCQsão congruentes e, em

particular,DR= CQ.

Agora, demonstraremos que os segmentosRQ e DC são paralelos. Note, inicialmente, que

ER= EQ (lados dos quadrados congruentesAERSe EBPQ). ComoR̂EQ= 360◦− (90◦+

90◦+ 60◦) = 120◦, segue-se quêERQ= 30◦ (ângulo da base do triângulo iśoscelesERQ) e,

portanto,ÂRQ= 45◦+30◦ = 75◦. ComoR̂AB= 45◦+60◦ = 105◦, temos queÂRQ+ R̂AB=

75◦+105◦ = 180◦, o que implica no paralelismo dos segmentosRQe AB. ComoAB eCD são

paralelos (lados opostos do quadradoABCD), segue-se que os segmentosRQeCD são tamb́em

paralelos.
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Invariante 4

Construa um trîangulo iśoscelesABCdebaseAB. Em seguida, construa três trîangulos equiĺateros

BCF, ACE eABDpara fora desse triângulo. Por fim, construa os segmentosBE, AF eCD.

Pontos livres: A e B. Ponto semilivre: C. Invariante geoḿetrico: os segmentosAF, BE eCD

são congruentes.

A B

C

E F

D

Demonstraç̃ao. Os trîangulosAFB e ABE são congruentes pelo caso LAL, poisBF = BC =

AC = AE, AB é comum eÂBF = ĈBA+ F̂BC = ĈBA+ 60◦ = B̂AC+ ĈAE = ÊAB. Em par-

ticular, AF = BE. Considere agora os triângulosDBC e ABF. Temos queDB = AB (la-

dos do trîangulo equiĺateroABD), BC = BF (lados do trîangulo equiĺateroBCF) e D̂BC =

D̂BA+ ÂBC= 60◦+ ÂBC= ĈBF+ ÂBC= ÂBF. Portanto, pelo caso LAL, os triângulosDBC

e ABF são congruentes. Em particular,CD = AF. Desta maneira, os segmentosAF, BE eCD

sãocongruentes.

3.3 Ńıvel 3

Invariante 1

Construa um traṕezio ABCD de ladosAB, BC, CD e DA e ladosparalelosAB e CD. Trace

asdiagonaisAC e BD e marque opontoAC∩BD = {E}. PorE, trace a reta paralela aolado

AB. Essa reta intersectará o ladoAD emF e o ladoBC emG. Considere os segmentosFE e

GE.

Pontos livres e semilivres: três v́ertices do traṕezioABCD, o quarto v́erticeé semilivre.Invari-
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ante geoḿetrico: FE = GE.

AB

C D

E

FG

Demonstraç̃ao. Pelo crit́erio LAL, os triângulosABD e FED são semelhantes. Desta ma-

neira,AB/FE = AD/FD = DB/DE = (DE +EB)/DE. Do mesmo modo, os triângulosABC

eEGCsão semelhantes e, portanto,AB/GE = BC/CG= CA/CE = (AE+CE)/CE. Analoga-

mente, os trîangulosECDeEABtamb́em s̃ao semelhantes e, sendo assim,AB/CD= AE/CE =

EB/DE. Consequentemente,(AE+CE)/CE = (DE +EB)/DE. Portanto,AB/FE = (DE +

EB)/DE = (AE+CE)/CE = AB/GE . Mas, seAB/FE = AB/GE, ent̃aoFE = GE.

Invariante 2

Construa um paralelogramoABCD de ladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, sobre cada um

de seus lados, construa para fora do paralelogramo os triângulos equiĺaterosABP, BCQ, CDR

e DAS. Marque ent̃ao os baricentrosE, F , G e H dos trîangulosABP, BCQ, CDR e DAS,

respectivamente. Por fim, construa o quadriláteroEFGH.

Pontos livres: três v́ertices do paralelogramoABCD(o quarto v́erticeé fixo). Pontos semilivres:

não existe.Invariante geoḿetrico: o quadriĺateroEFGH é um paralelogramo.
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A B

C
D

S

H

R

G

Q

F

P

E

α α

β

β

Demonstraç̃ao. Como os trîangulos equiĺateros constrúıdos sobre os lados opostos do paralelo-

gramoABCDsão congruentes, temos queDH = FB, GD = EB e ĤDG = 360◦−α− ĜDC−

ÂDH = 360◦−α − ÊBA− F̂BC = ÊBF; AH = FC, AE = CG e ĤAE = ĤAD+ β + B̂AE =

B̂CF+β + D̂CG= F̂CG. Desta maneira, pelo caso LAL,HDG é congruente aEBF e EAH é

congruente aFCG. Em particular,GH = EF e EH = FG. Assim, como os lados opostos do

quadriĺateroEFGH são congruentes, elée umparalelogramo.

Invariante 3

Construa um paralelogramoABCD de ladosAB, BC, CD e DA. Em cada um de seus lados,

construa quadrados para fora do paralelogramo. Marque, então, os centrosE, F , G e H desses

quadrados e, por fim, desenhe o quadriláteroEFGH.

Pontos livres: três v́ertices do paralelogramoABCD(o quarto v́erticeé fixo). Pontos semilivres:

não existem.Invariante geoḿetrico: o quadriĺateroEFGH é um quadrado.
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A B

C
D

K

G

H

E

L

F

Demonstraç̃ao. SejamK e L pontos como na figura. Temos quêKBL+ ÂBC= 360◦− L̂BA−

K̂BC = 360◦− 90◦− 90◦ = 180◦ = B̂CD+ ÂBC. Assim, K̂BL = B̂CD. Além disso, como

BG= CG e BF = CH, segue-se que os triângulosBFG e CGH são congruentes (caso LAL).

Em particular,FG = GH e B̂GF = ĈGH. Desta maneira,

ĤGF = B̂GF+ ĤGB= ĈGH+ ĤGB= ĈGB= 90◦.

Resumindo:FG = GH e ĤGF = 90◦. Analogamente, podemos mostrar queGH = HE e

ĜHE = 90◦; HE = EF e ĤEF = 90◦ e EF = FG e ÊFG= 90◦. Sendo assim, o quadrilátero

EFGH é umquadrado.

Invariante 4

Construa o quadriláteroABCDdeladosAB, BC, CD e DA. Trace suas respectivas mediatrizes

mAB, mBC, mCD emDA. Suponha que:mAB∩mBC = {E}; mAB∩mAD = {F}; mCD∩mAD = {G}

e mCD∩mBC = {H}. Construa o quadriláteroEFGH e trace sua diagonal
←→
FH. Por fim, trace

a diagonal
←→
BD do quadriĺateroABCD.

Pontos livres: os v́ertices do quadriláteroABCD. Pontos semilivres: não existem.Invariante

geoḿetrico: as retas
←→
FH e

←→
BD são perpendiculares.



49

A
B

C
D

mAB

mBC

mCD

mDA

H
E

F

G

P

Demonstraç̃ao. Seja
←→
FH ∩

←→
BD = {P}. Os trîangulosHDF e HBF são congruentes, pois

FD = FA = FB, HB = HC = HD e FH é um lado comum. Em particular, o triânguloDFB é

isósceles êDFP = P̂FB. Agora, pelo crit́erio LAL, os triângulosPFBePFD são congruentes.

Consequentemente,DP = BP, isto é, FP é mediana e, portanto, também altura do trîangulo

isóscelesDFB. Desta maneira,
←→
FP é perpendicular a

←→
BD.

Invariante 5

Construa um trîanguloABC. Sobre oslado AB e AC, respectivamente, construa triângulos

equiĺaterosABF e ACD para fora do trîanguloABC. Sobre olado BC, por sua vez, construa

o triângulo equiĺateroBCE para dentro do triânguloABC. Por fim, trace o quadriláteroADEF.

Pontos livres: os v́ertices do trîangulo ABC. Pontos semilivres: não existem. Invariante

geoḿetrico: o quadriĺateroADEF é um paralelogramo.

A

B C

E

D

F
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Demonstraç̃ao. Os trîangulosABCeFBE são congruentes. De fato:BC= BE, pois o trîangulo

EBC é equiĺatero. Ocorre tamb́em queAB= FB, pois o trîanguloFBA é equiĺatero. Agora

ÊBF = 60◦− ÂBE= ĈBA.

Pelo crit́erio LAL, os triângulosABCeFBE são congruentes. De maneira análoga, demonstra-

se que os trîangulosABC e DEC tamb́em s̃ao congruentes. ComoFBE é congruente aABC e

ABC é congruente aDEC, segue-se queFBE é congruente aDEC. Portanto,FB = ED eFE =

DC. Mas os trîangulosFBA e DAC são equiĺateros, logoFA = FB e AD = DC. Conclúımos

assim queFA = ED eFE = AD. Portanto, o quadriláteroAFED é umparalelogramo.

Invariante 6

Construa um trîanguloABC. Sobre oladoBC, construa para fora do triângulo desse triângulo

o quadradoBCPQ com ladosBC, CP, PQ e QB. Agora, sobre olado AC desse trîangulo,

construa para fora do triângulo o quadradoACRScom ladosAC, CR, RSe SA. Determine

os centrosD e E dos quadradosBCPQ e ACRS, respectivamente e, então, marque o ponto

médioM do ladoAB. Por fim, construa o triânguloDEM.

Pontos livres: os v́ertices do trîangulo ABC. Pontos semilivres: não existem. Invariante

geoḿetrico: o triânguloDEM é ret̂angulo e iśosceles, istóe, ÊMD = 90◦ eEM = DM.

C

A B

R

S

M

Q

P

YX

D

E

Demonstraç̃ao. SejamX o ponto ḿedio do segmentoAC eY o ponto ḿedio do segmentoBC.

NotequeYM e MX são bases ḿedias do trîanguloBCAcom relaç̃ao aosladosCA e BC, res-
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pectivamente. Assim,YM = CA/2 e MX = BC/2. ComoCX = CA/2 e YC= BC/2, con-

clúımos queCX = YM e MX = YC. Em particular, o quadriláteroCXMY é um paralelo-

gramo,EX = YM e MX = DY. Agora,ÊXM = ÊXA+ ÂXM = 90◦+ X̂CY = 90◦+ M̂YB=

B̂YD+ M̂YB= M̂YD. Desta maneira, pelo critério LAL, os triângulosXEM e YMD são

congruentes. Em particular,EM = DM. Resta mostrar quêDME = 90◦. Sejamα = X̂ME,

β = ŶMX e γ = D̂MY. Observe quêDME = α +β + γ . Agora,ÊXM+ M̂XC+ĈXE= 360◦,

ÊXM= 180◦−M̂EX− X̂ME = 180◦−α−γ, M̂XC= 180◦−ŶMX= 180◦−β eĈXE= 90◦.

Assim,(180◦ −α− γ)+(180◦−β )+90◦ = 360◦. Logo,D̂ME = α +β + γ = 90◦.

Invariante 7

Construa um quadriláteroABCDde ladosAB, BC, CD e DA. Sobre seus lados construa, para

fora do quadriĺatero, quatro quadrados. Marque os respectivos centrosE, F , G e H desses

quadrados. Por fim, trace os segmentosEG eFH.

Pontos livres: os v́ertices do quadriláteroABCD. Pontos semilivres: não existem.Invariante

geoḿetrico: As retas
←→
EG e

←→
FH são perpendiculares e, também,EG= FH.

A
B

C

D

E

F

G

H

M

b

b
a

a

N

Demonstraç̃ao. SejaM o ponto ḿedio da diagonalBD do quadriĺatero. Pelo Invariante Geo-
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métrico anterior, temosqueGM e FM são congruentes e perpendiculares. O mesmo acontece

com HM e EM. Sendo assim, os triângulosFMH e EMG são congruentes e , em particular,

EG= FH. Seja
←→
FH∩

←→
EG= {N}. Para o quadriláteroNGMH, temos quêHNG+N̂GM+90◦+

F̂ME +90◦+ M̂HF = 360◦ e, para o trîanguloFMH, vale queN̂FM+ F̂ME +90◦+ M̂HF =

180◦. Subtraindo-se essas igualdades e levando-se em conta queN̂GM = N̂FM, conclúımos

queĤNG= 90◦.

3.4 Ńıvel 4

Invariante 1

Construa um retânguloABCDe marque um pontoE no interior do ret̂angulo. Em seguida, trace

os segmentosBE eCE. Por fim, construa oŝangulosÊBA, D̂CE e B̂EC.

Pontos semilivrese pontos livres: dois v́ertices adjacentes do retânguloABCD são livres, um

vértice restantée semilivre e o outróe fixo; o pontoE é semilivre. Invariante geoḿetrico:

B̂EC=ÊBA+ ÊCD.

A B

D C

E L

Demonstraç̃ao. Trace porE uma reta paralela aoladoAB. SejaL o ponto de interseção desta

reta com oladoBC. O ânguloŝDCE eĈELsão congruentes, pois sãoângulos alternos internos

com relaç̃ao às retas paralelas
←→
EL e

←→
CD. Os ângulosÂBE e B̂EL, por sua vez, tamb́em s̃ao

congruentes, pois sãoângulos alternos internos com relaçãoàs retas paralelas
←→
EL e

←→
AB. Logo:

B̂EC= ĈEL+ B̂EL= D̂CE+ ÂBE.



53

Invariante 2

Construa o paralelogramoABCDdeladosAB, BC, CD eDA. Trace adiagonalAC e marque um

pontoE nessa diagonal. Construa, porE, a reta paralela aoladoABe, ent̃ao, marque os pontos

de interseç̃aoG e I dessa reta com osladosAD e BC, respectivamente. Analogamente, trace,

porE, a reta paralela aoladoAD e, ent̃ao, marque os pontos de interseçãoH eF dessa reta com

osladosABeCD, respectivamente. Por fim, desenhe os paralelogramosGEFD eHBIE.

Pontos semilivrese pontos livres: dois v́ertices adjacentes do paralelogramoABCDsão livres,

umé semilivre e o que restoúe fixo. Invariante geoḿetrico: os paralelogramosGEFDeHBIE

possuem a mesmaárea.

A B

D C

E

F

G

H

I

Demonstraç̃ao. ComoABCD é um paralelogramo, temos que os triângulosACD e ACB são

congruentes (LLL) e, sendo assim, suasáreas s̃ao iguais:(ACD) = (ACB)[a]. Do mesmo modo,

comoAHEG é um paralelogramo, segue-se que os triângulosAEG e AEH são congruentes

(LLL) e, desta maneira,(AEG) = (AEH). Analogamente, comoEICF é um paralelogramo,

(ECF) = (ECI). Agora,

(ACD) = (ACB)⇒ (AEG)+(ECF)+(GEFD) = (AEH)+(ECI)+(HBIE).

Mas (AEG) = (AEH) e (ECF) = (ECI). Portanto, conclúımos que(GEFD) = (HBIE), isto

é, os paralelogramosGEFD eHBIE possuem a mesmaárea.

Invariante 3

Construa um paralelogramoABCD de ladosAB, BC, CD e DA. No seu interior, marque um

pontoE. Considere agora os triângulosADE eBCE.

[a]Seguindo Coxeter & Greitzer (1967), a notação (V1V2 · · ·Vn) indicaŕa aárea do polı́gonoV1V2 · · ·Vn. Assim,
por exemplo,(ABC) representará aárea do trîanguloABC.
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Pontos semilivrese pontos livres: dois v́ertices adjacentes do paralelogramoABCDsão livres,

um é semilivre e o que restoúe fixo; o pontoE é semilivre.Invariante geoḿetrico: a área do

triânguloADE somada com áarea do trîanguloBCE é igual a metade dáarea do paralelogramo

ABCD.

A B

C
D

E

L

H

Demonstraç̃ao. Trace uma reta porE perpendicular aosladosAB e CD do paralelogramo.

SejamH e L os pontos de interseção desta reta perpendicular com as retas
←→
AB e

←→
CD. Temos

ent̃ao que(ABE)+(CDE) = AB·HE
2 + CD·EL

2 = AB·HE
2 + AB·EL

2 = AB·(HE+EL)
2 = AB·HL

2 = (ABCD)
2

Note tamb́em que, em particular, áarea do trîanguloADE somada com áarea do trîanguloBCE

tamb́emé igual a metade dáarea do paralelogramoABCD.

Invariante 4

Construa um traṕezioABCDde ladosAB, BC, CD e DA, comAB paraleloaCD. Trace as di-

agonais deste trapézio e marque o pontoE de interseç̃ao dessas diagonais. Construa agora

os trîangulosADE eBCE.

Pontos livres e semilivres: três dos quatro v́ertices do traṕezioABCDsão livres, o v́ertice res-

tanteé semilivre.Invariante geoḿetrico: os trîangulosADE eBCE possuem a mesmaárea.

AB

C D

E

HL

Demonstraç̃ao. Temos que(ADB) = (ADE)+ (ABE) e, tamb́em, (ACB) = (BCE)+ (ABE).

Mas os trîangulosADB e ACB possuem a mesmáarea, pois possuem uma mesma base(AB)
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e uma mesma altura (LC = HD). Assim, (ADB) = (ACB) ⇒ (ADE) + (ABE) = (BCE) +

(ABE)⇒ (ADE) = (BCE).

Invariante 5

Construa um paralelogramoABCDde ladosAB, BC, CD e DA, comAD paraleloa BC. Trace

adiagonalBD. Pelo v́erticeB, desenhe uma retar perpendicular̀adiagonalBD. Pelos v́erticesA

eC, trace retas perpendiculares a retar que intersectarão essa reta, respectivamente, nos pontos

E eF . Construa os segmentosAE eCF.

Pontos semilivrese pontos livres: dois v́ertices adjacentes do paralelogramoABCDsão livres,

umé semilivre e o que restoúe fixo; o pontoE é semilivre.Invariante geoḿetrico: AE+CF =

BD.

A
B

C
D

E

F

H

I

M
r

Demonstraç̃ao. Considere os segmentosCH eAI perpendicularesaBD. SejaM a interseç̃ao das

diagonaisAC eBD. Os trîangulosEBAe IAB são congruentes. Os triângulos ret̂angulosAMI e

CMH tamb́em s̃ao congruentes, poisAM = MC, M̂AI = M̂CH e ÂMI = ĈMH, logo,EB= AI =

CH. Os trîangulos ret̂angulosAEBeDHC possuem hipotenusas e um dos catetos congruentes,

logo s̃ao tamb́em congruentes portantoHD = AE, CF = HB eAE+CF = HD+HB = BD.

Invariante 6

Construa um trîangulo iśoscelesABC debaseAB. Marque o pontoH, pé da altura relativa ao

ladoBC. Em seguida, marque um pontoD nabaseABe, porD, trace retas perpendiculares aos
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ladosAC e BC. SejamE e F os pontos de interseção destas retas perpendiculares com as retas
←→
AC e

←→
BC, respectivamente.

Pontos livres: A eB. Pontos semilivres: C eD. Invariante geoḿetrico: DF +DE = AH.

A B

C

D

E

F

H

Demonstraç̃ao. Como o trîanguloABC é, por hiṕotese, iśosceles debaseAB, segue-se que

B̂AC= ÂBC. Agora, por construç̃ao, osângulosÂED, D̂FB e ÂHB são retos e, desta maneira,

os trîangulosBDF, ADE e ABH são semelhantes (AA). Sendo assim,DF/AH = BD/BA e

DE/AH = AD/BA. Portanto,

DF +DE
AH

=
DF
AH

+
DE
AH

=
BD
BA

+
AD
BA

=
BD+AD

BA
=

BA
BA

= 1,

e, consequentemente,DF +DE = AH.

Invariante 7

Construa um retânguloABCD de ladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, trace suasdiagonais

AC e BD. SejaH o pé da perpendicular baixada do vérticeA at́e adiagonalBD. Agora, no

ladoAB, marque um pontoE. SejamF eG os ṕes das perpendiculares baixadas do pontoE at́e

asdiagonaisAC eBD, respectivamente. Por fim, trace os segmentosAH, EF eEG.

Pontos livres e semilivres: dois v́ertices adjacentes do retânguloABCD são livres, um v́ertice

restantée semilivre e o outróe fixo; o pontoE é semilivre.Invariante geoḿetrico: EF +EG=

AH.
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A B

D C

E

F

G

H

Demonstraç̃ao. Como o poĺıgono ABCD é um ret̂angulo, temos quêEAF = ÊBG= ĤBA.

Segue-se daı́ que os trîangulosAEF, EBG e AHB são semelhantes, pois eles são ret̂angulos.

Desta maneira,AE/AB= EF/AH eBE/AB= EG/AH. Portanto,

EF +EG
AH

=
EF
AH

+
EG
AH

=
AE
AB

+
BE
AB

=
AE+BE

AB
=

AB
AB

= 1,

e, consequentemente,EF +EG= AH.

Invariante 8

Construa um quadriláteroABCDsimples (istóe, ABCD é tal que ośunicos pontos que perten-

cem a duas arestas são os seus v́ertices). Em seguida, marque os pontos médiosE, F , G e H

dosladosAB, BC, CD eDA, respectivamente. Construa então o quadriĺateroEFGH.

Pontos livres: os pontosA, B, C e D. Pontos semilivres: não existem.Invariante geoḿetrico:

a área do quadriláteroEFGH é igual a metade daśarea do quadriláteroABCD.

A

B

C

D

G

H E

F

Demonstraç̃ao. J́a sabemos pelo Invariante 1 do Nı́vel 1 que o quadriĺateroEFGH é um para-

lelogramo. Suponha que o quadriláteroABCDseja convexo. Quando construı́mos a base ḿedia
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de um trîangulo, ele fica decomposto em um trapézio e um trîangulo que possuíarea igual a

quarta parte dáarea do trîangulo original. Aplicando esta propriedade a nossa construção temos

que

(EFGH) = (ABCD)− (AEH)− (BEF)− (CFG)− (DGH)

= (ABCD)−
(ABD)

4
−

(ABC)

4
−

(CBD)

4
−

(ACD)

4

= (ABCD)−
(ABD)+(CBD)

4
−

(ABC)+(ACD)

4

= (ABCD)−
(ABCD)

4
−

(ABCD)

4
=

(ABCD)

2
.

Isto encerra o caso em que o quadriláteroABCDé convexo. Suponha agora queABCDseja um

quadriĺatero ñao convexo simples.

B

C

D

A

H

E F

G

Para este caso, temos que

(EFGH) = (ABCD)− (AEH)− (FCG)− (DGH)+(EBF).

Mas(AEH) = (ABD)/4, (FCG) = (BCD)/4, (DGH) = (ACD)/4 e(EBF) = (ABC)/4. Logo,

(EFGH) = (ABCD)−
(ABD)

4
−

(BCD)

4
−

(ACD)

4
+

(ABC)

4

= (ABCD)−
(ABD)+(BCD)

4
−

(
(ACD)− (ABC)

4

)

= (ABCD)−
(ABCD)

4
−

(ABCD)

4
=

(ABCD)

2
,

o que estabelece o resultado para o caso de polı́gonos ñao convexossimples.
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4 Consideraç̃oes Finais

Durante o desenvolvimento deste trabalho foi possı́vel aplicar vers̃oes preliminares dos

enunciados dos invariantes em duas ocasiões: (1) com os alunos da disciplina “Recursos Com-

putacionais no Ensino da Matemática” da turma PROFMAT da Universidade Federal Flumi-

nense em 2014 e (2) com os participantes da oficina “Explorando Invariantes Geométricos na

Escola B́asica com o GeoGebra” no III Dia de GeoGebra Iberoamericano na Pontifı́cia Univer-

sidade Cat́olica de S̃ao Paulo em 2015.

O trabalho com a turma de “Recursos Computacionais” foi conduzido pelo professor Hum-

berto Bortolossi, então responśavel pela disciplina, com os seguintes objetivos: obter uma

percepç̃ao dos alunos quanto ao nı́vel de dificuldade dos invariantes; avaliar a clareza dos enun-

ciados e da configuração correspondente; verificar se as ferramentas indicadas eram suficientes

para implementar a construção; saber se o professor usaria a atividade de investigação com seus

alunos. Participaram 17 alunos que atuam como professores do Ensino Fundamental e Médio.

Para isso, cada aluno ficou encarregado de quatro invariantes previamente selecionados entre

os 36 invariantes considerados originalmente e, para cada um destes quatro invariantes, o aluno

deveria:

1. Implementar a construção do enunciado no GeoGebra.

2. Responder̀as perguntas feitas no enunciado do invariante (quais são os pontos livres, qual

é o invariante, etc.) e, além de indicar o invariante, tentar demonstrá-lo.

3. Indicar se achou o exercı́cio fácil, médio ou dif́ıcil.

4. Indicar se achou o enunciado claro ou não, sugerindo modificações, caso necessário.

5. Indicar se achou a figura que acompanha o enunciado clara ou não, sugerindo modifica-

ções, caso necessário.

6. Indicar se concordava com as indicações das ferramentas do GeoGebra necessárias para

implementar a construção e, caso ñao concordasse, indicar quais ferramentas deveriam

ser inclúıdas ou removidas.

7. Indicar se usaria a atividade de investigação deste invariante com seus alunos (Ensino

Fundamental e/ou Ḿedio), justificando sua resposta.
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Observamos que os alunos do PROFMAT já tinham estudado o conceito de invariante

geoḿetrico anteriormente na própria disciplina de Recursos Computacionais e que a análise

dos quatro invariantes valia ponto para a disciplina (eles tiveram duas semanas para fazer a ta-

refa e registrar suas respostas na plataforma Moodle da disciplina). Todos os 17 alunos im-

plementaram a construção no GeoGebra, indicando corretamente os pontos livres, semilivres

e o invariante geoḿetrico correspondente. Nem todos os alunos apresentaram demonstrações

para os invariantes. A classificação quanto ao ńıvel de complexidade ñao ficou muito diferente

da catalogaç̃ao que fizemos a priori. Os alunos, em sua maioria, acharam os enunciados e fi-

guras claras e concordaram com as ferramentas sugeridas para a construção. Consideramos

mais importante o Item 7 da análise e ficamos muito satisfeitos em constatar que quase todos

os alunos do PROFMAT considerariam o uso dos invariantes geométricos com atividades de

investigaç̃ao com seus alunos em sala de aula.

Na oficina de 4 horas no III Dia de GeoGebra na PUC-SP, participiram 9 pessoas, entre

professores da Escola Básica (incluindo uma professora de Pedagogia atuando no Primeiro Ci-

clo do Ensino Fundamental) e alunos de pós-graduaç̃ao em Ensino de Mateḿatica (Figura 4.1).

Com exceç̃ao da professora de Pedagogia, todos os demais participantes já conheciam e usavam

o GeoGebra.

Figura 4.1: Oficina sobre Invariantes Geométricos no III Dia de GeoGebra na PUC-SP.

Após uma apresentação do contexto do trabalho (o inı́cio do material do Capı́tulo 1),

os participantes conseguiram trabalhar nos três primeiros invariantes do Nı́vel 1 (nesta oficina,

os enunciados dos invariantes estavam mais próximos da vers̃ao apresentada nesta dissertação).

Apesar do pouco tempo disponı́vel, várias quest̃oes interessantes surgiram, principalmente rela-

cionadas com a possibilidade ou não de se provar, no Invariante 1, usando o próprio GeoGebra,

que o quadriĺateroPQRSé um paralelogramo:

(1) Vários participantes sugeriram usar a Janela deÁlgebra do GeoGebra para provar que

PQRSé um paralelogramo: pelo GeoGebra,PQ = 2.67 = RSe QR= 1.19 = SP (figura

a seguir), logo os lados opostos dePQRStêm o mesmo comprimento e, desta maneira,
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PQRSseria, de fato um paralelogramo.

Argumentamos, neste momento, que os cálculos nuḿericos feitos pelo GeoGebra são apro-

ximados e, desta maneira, eles não podem ser usados como prova de que medidas são

iguais. De fato, ao mudar o número de casas decimais de 2 para 15, o GeoGebra nos dá que

QR 6= SP.

Al ém disso, como o GeoGebra não consegue representar todos os diferentes quadriláteros

(as coordenadas dos vérticesA, B, C e D ficam restritas aos finitos números decimais que

podem ser representados pelo computador), uma prova usando a Janela deÁlgebra ñao

seria geral.

(2) Alguns participantes sugeriram a seguinte estratégia: pelo pontoS, construir, usando o Ge-

oGebra, as retas que são paralelas aos segmentosPQ e QR, respectivamente. Como o seg-

mentoRSest́a contido na reta paralelaa PQ e o segmentoSPest́a contido na reta paralela

aQR, seria posśıvel, ent̃ao, concluir quePQRSé, de fato, um paralelogramo.
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Argumentamos, neste momento, que nãoé valida a justificativa usando argumentos visuais

para o fato de que, por exemplo, o segmentoRSest́a contido na reta que passa porS e é

paralela ao segmentoPQ: nossos olhos ñao conseguiriam notar a diferenças muito peque-

nas. Aĺem do mais, os desenhos feitos pelo GeoGebra são apenas modelos para os objetos

mateḿaticos abstratos: pontos, retas e segmentos não possuem espessura, logo eles não s̃ao

viśıveis.

Este exerćıcio com o Teorema de Varignon ajudou a esclarecer para os participantes que uma

justificativa para o teorema só poderia ser realizada por uma demonstração mateḿatica.

No final da oficina, perguntamos aos participantes se, em sala de aula, com alunos, a etapa

de construç̃ao poderia ser omitida, istóe, os alunos trabalhariam com uma construção pronta,

moveriam os pontos livres e semilivres, fariam uma conjectura, para depois prová-la. Todos

foram un̂animes em apontar para a importância da construção, justificando que a implementação

ajuda muito na percepção das relaç̃oes geoḿetricas entre os objetos da construção.

Como trabalho futuro, pretendemos aplicar as atividades propostas diretamente com alunos

do Ensino B́asico e, tamb́em, procurar incluir mais invariantes geométricos simples.
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