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Resumo

Estudos apontam que, em Geometria, alunos da Eséali@dfrequentemente confundem
propriedades do desenho com propriedades do objeto&gomrepresentado. Assim, por
exemplo, um quadrado girado deixa de ser um quadrado para esses alunos. Possivelmente, este
tipo de comportamento seja um reflexo da naturezdieatde como a Geometgacomumente
trabalhada em sala de aula (figur@mpodem ser movidas ou alteradas em uagirna de um
livro). Isto cria um ambiente vicioso prapo para desenhos bem particulares do tipo “pro-
totipicos” onde, por exemplo, quadrados éngfulos quase sempre aparecem desenhados com
os lados paraleloas bordas da folha e osarigulos, na sua maioriaa® acudngulos e quase
sempre esto desenhados com um dos lados na “horizontal” e sua altura na “vertical”. Mais
ainda: os exemplos e exérims propostos nos livros daticos §io, em geral, agueles cujas
soluges §0 baseadas em opedag aritngéticas do tipo “calcule” ou em equaes “determine
o valor dex”, de modo que, para os alunos, a pasigelativa do desenho quanto a borda da
pagina, a operadp aritnética ou a equap utilizada passam a fazer parte das carestiess do
objeto, estabelecendo @otdesequibrios na formago dos conceitos. Deste modo, a opamag
de multiplica@o substitui 0 conceito derea e a soma substitui o conceito depetro, o Te-
orema de Tales e a semelhanca dagulos se “escondem” em eqbias complicadas e o Te-
orema de P#goras acaba se reduzindo a uma pura ag@ata equao de segundo grau.
Neste trabalho, propomos atividades que procuram contrapor estigoceapresentamos uma
cole@o de exercios, classificados porivel de dificuldade, onde os alunos devem implemen-
tar a construgo do enunciado usando woftwarede geometria diimica, arrastar os pontos
livres e semilivres para estudar o problema, descobrir (por si mesmos) invariantes riysm
associadosa configurago e, por fim, tentar pr@+los.

Palavras-chave: Ensino e Aprendizagem de Geometria; InvarianteséBmms; Geometria
Dinamica; GeoGebra; Sketchometry.



Abstract

Studies show that, in Geometry, Basic School students often confuse drawing properties
with properties of the geometric object being represented. So, for example, a rotated square
ceases to be a square for these students. Possibly, this type of behavior is a reflection of the static
nature of how Geometry is commonly worked out in the classroom (figures on a page of a book
cannot be moved or changed). This creates a vicious environment that favors very particular
“prototypical” constructions where, for example, squares and rectangles almost always appear
drawn with their sides parallel to the edges of the sheet and the triangles, mostly, are acute and
drawn with one of their sides in the “horizontal” and the respective height in the “vertical”.
Moreover, the examples and exercises proposed in textbooks are, in general, those whose
solutions are based on arithmetic-type operations (“calculate”) or equations (“determine the
value of x”), so that, for students, the relative position of the drawing with respect to the
page borders, the arithmetic operation or the equation being used become part of the object’s
characteristics, then establishing imbalance in the formation of concepts. In this way, the
multiplication operation replaces the concept area and the sum operation replaces the concept of
perimeter, the Thales Theorem and the similarity of triangles “hide” in complicated equations
and the Pythagorean Theorem has just been reduced to a pure application of the quadratic
equation. In this work, we propose activities that seek to counteract this scenario: we present
a collection of exercises, sorted by level of difficulty, where students must implement the given
construction using a dynamic geomesgftware drag free points to study the problem, find out
(by themselves) geometric invariants associated with the construction and, finally, try to prove
them.

Keywords: The teaching and learning of Geometry; Geometric Invariants; Dynamic Geometry;
GeoGebra; Sketchometry.
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1 Introducao

Nossa expeéincia em escolas confirma resultadoapontados por Gravina (1996): em ge-
ral, alunos do Ensino Fundamental e do Ensirexdh apresentam pouca compreemdos ob-
jetos georgtricos, confundem propriedades do desenho com propriedades do obje&dirEnm
representado, ou seja, misturarocemponente figuradssociada ao desenho cormamponente
conceitua) aquela que define o objeto por meio das suas propriedadesauas. Essa con-
fusdo entre as propriedades do desenho e aquelas do objetétgeortem origem nos livros
didaticos e paticas de ensino de nossas escolas. Os livros escolares iniciam seus assuntos com
definigdes verbais, nem sempre claras e precisas, onde determinada propéiesidatzada,
acompanhadas de desenhos bem particulares do tipo ‘jprots’ onde, por exemplo, qua-
drados e rétngulos apresentam desenhados quase sempre com o0s lados pasdbelakas da
folha e os trangulos, na sua maioric@@ acuingulos e quase semprea@stiesenhados com um
dos lados na “horizontal” e sua altura na “vertical” (figura a seguir).

Isto leva nossos alunos amreconhecerem desenhos destes mesmos objetos em outrasgosic
(como na figura a seguir).

T

Mais ainda: os exemplos e exaios propostosao, em geral, aqueles cujas sdas &o

baseadas em opef#s aritn@éticas do tipo “calcule” ou em equags “determine o valor de
X', de modo que, para os alunos, a pasigelativa do desenho quanto a borda dgipa,
o tracado particular do segmento, a opawaaritnética ou a equap utilizada passam a fa-
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zer parte das caractsticas do objeto estabelecendo deségids na formago dos concei-
tos. Deste modo, a opei@g de multiplicago substitui 0 conceito darea e a soma substitui
0 conceito de pémetro, o Teorema de Tales e a semelhanca degtilos se “escondem” em
equaes complicadas e o Teorema deaBdras acaba se reduzindo a uma pura ag@caa
equa@o de segundo grau.

Como nos aponta Gravina (1996), faltam no contexto escolar mais atividades que explorem
0S conceitos geoatricos em si:

O aspecto de constrég dos objetos gecogtricos raramenté abordado; di-
ficilmente encontramos no livro escolar a instéing‘construa”, e no entanto
estaé uma das atividades que leva o aluno ao gtumde conceitos gedn
tricos. Mais difcil ainda & encontrar quesies do tipo “o que podemos dizer
nesta situago?” ou “que regularidades percebemos?”, onde estgias de
investiga@o devem ser estabelecidas.

(Gravina, 1996, p. 2)

Na forma@o dos conceitos da Geometria, a componente figural desempenha um papel fun-
damental. O desent®dum suporte concreto de exprés® entendimento da componente con-
ceitual. Se, por um lado, ele revela os conceitos e resultados que ajudam em sua c@mpreens
por outro, guarda caractsticas particulares quéin pertencem ao conjunto das propriedades
gue definem o objeto gedatrico problematizado. Em diversas sitdas de aprendizagem,
os alunos devem, num mesmo problema, controlar diversas infoemagim mesmo desenho
e deduzir aquelas propriedades importantes para sua conmgoeens

Deduzir uma propriedade significa estabelecer uma cadejach de racio¢
nios conectando propriedades do enunciado tomadas como pressuposbes (hip
teses)as propriedades ditas decorrentes (teses). Esta cadeia de ramec
gue denominamos de argumeritagbgica e dedutiva. O desenho entra aqui
como materializago da configuraio geonétrica, guardando as reldies a par-
tir das quais decorrem as propriedades.

(Gravina, 1996, p. 3)

Tanto no caso da formag de conceitos, quanto no caso de dadute propriedades, po-
demos concluir que grande parte das dificuldades se originam no aspéatitmesi desenho:
devemos explorar situées de aprendizagem que permitam “o controle do desenho para que
caracteisticas de contingncia da representag riio sejam incorporadass propriedades ma-
tematicas que determinam a configuiat (Gravina, 1996, p. 6). No sentido de evitar que ca-
ractefsticas de represenfag sejam confundidas com as propriedades matieas dos objetos
geonetricos, devemos passar para um tratamento de “desenhos em movimento” onde particula-
ridades da represenag desaparecam quando impomos ao desenho movimentos de &anslac
rota@o, entre outros.
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Numa sala de aula convencional, atividades com dobraduras, recortes, colagens, papel qua-

driculado, entre outras,@podem propiciar configurées com “desenhos em movimento” mas,
a partir de um certo grau de complexidade, oreexigidos configurd@gs com muitos objetos,
0 movimento sincronizado com esses recursos se toried.dif

Neste contexto, osoftwaresde geometria diamica &0 especialmente convenientes. De
fato: uma constriio geongtrica feita no papel conapis, Egua e compasso ou no quadro
com gizé eshtica e, desta maneira, uma vez feita, éla pode ser modificada. Para gerar
outros exemplos, o professor ou o aluno davepetir o mesmo procedimento da consinic
com outros dados iniciais, o géetedioso e toma um tempo precioso de sala de aula com uma
atividade repetitiva. Em ursoftwarede geometria di@amica, por outro lado, a constamé
feita apenas umanica vez, com mais pre@e e de tal modo que os elementos gétinos da
constru@o podem ser alterados para gerar uma quantidade grande de exemplos.

Mais ainda: ao mover os elementos gé&bricos da constr@p, as rela@es georatricas
(pertirencia, paralelismo, etc.) entre estes elemerdoggantidas. Com isto, ao interagir com
um softwarede geometria diamica, o aluno encontraum ambiente prapio a visualiza@o,
aralise e dedugo informal das reldies georatricas da constr@p a partir do qual deddes
formais e rigorosas podem ser conglas posteriormente.

E no dinamismo gue esta chave da geometria dimica. Como um exemplo, considere

a seguinte situa@p: a partir de um quadateroABCD, marcam-se os pontosaudiosP, Q, R

e Sdos quatro lados desse quaaldro e, er#to, constbi-se o quadriteroPQRS Que pro-
priedade marcante o quaétieroPQRSpossui? Comdpis, papel e&gua, o aluno poderia,
eventualmente, fazer um desenho bem particular para o catadoihBCD (como o reingulo

e o losango indicados na figura a seguir) eaentdeduzir uma propriedade (por exemplo, que
PQRSEé um losango ou rahgulo) que &o & valida em geral. O aluno ainda poderia fazer
um desenho em posig geral, mas com uranico desenho em aos, talvez Ao conseguisse

visualizar e analisar o problema.
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Em umsoftwarede geometria diamica, por outro lado, uma vez feita a conshmQéarios
exemplos podem ser gerados facilmente movimentando-se os pontos Wi@aize D (os as-
sim denominadogpontos livre} da construgo. Ao gerar @rios exemplos, o aluno perceler
gue nem sempre o quadrieroPQRSe um losango ou um r@hgulo, como na figura anterior
e, mais ainda, podarconsiderar situégs que &o consideraria normalmente, como 0 caso em
gue o quadriteroABCDnaoé convexo (figura a seguir).

Usando unsoftwarede geometria diamica, o aluno experimentamais e tex condi@es
mais favoaveis para percebemaopriedade invariantelo quadriateroPQRS eleé sempre um
paralelogramo. Esta propriedade, ora conjecturada, pode (e deve) ser provada: como 0s pontos
R e Ssiao pontos radios, respectivamente, diaslosAD e CD, segue-se pelo teorema da base
média do tranguloque RSé paraleloa AC e queRS=28. Analogamente PQ & paraleloa AC
e PQ:%. Logo, RSé paraleloa PQ e RS-PQ. Observando agora osarigulosABD e CBD,
podemos tamdm concluirquePSé paralela QRe PS=QR. Sendo assim, o quadateroPQRS
e, de fato, um paralelogranib

Como nos aponta ainda Gravina (1996), um aspecto importante do pensamentatioatem
€ a abstrago da invaincia e, para o seu reconhecimento e entendimento, nada melhor que
a varia@o oferecida pelosoftwaresle geometria diamica. A transigo contnua entre estados
intermedariosé um recurso importante desses programas sob o ponto de vista cognitivo porque
permite a constrip de uma infinidade de exemplos, o que favorece a coastde conceitos
e destaca os invariantes gestnicos presentes na configuaac

Nessa linha, nosso trabalho consiste, portanto, em umaasetk;exencios, classifica-
dos por fivel de dificuldade, onde o aluno deve (1) implementar a cor@rggigerida no
exerdcio em umsoftwarede geometria diamica, (2) estuatla movendo os elementos “livres”
da construgo, (3) fazer uma conjectura para o invariante getico da construip e (4) provar
sua conjectura.

[alEste resultadé atriblido ao materatico fran@s Pierre Varignon (1654-1722).
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Nesse trabalho utilizamos como refacia osoftwarede geometria diéamica gratuito Geo-
Gebra (dispotvel em: <http://www.geogebra.org/). Contudo, outros programas podem ser
usados igualmenf®, pois as ferramentas necasas para o estudo dos invariantes propostos
sa0 kasicas e comuns a qualqusaftwarede geometria diamica. Nao € nosso objetivo aqui
ensinar a usar o GeoGebra. Para o leitor iniciante, recomendamiakeos tutoriais dispdweis
em <http://www.uff.br/geogebraf.

NoO que se segue, usaremos 0s seguintes terpoogo livre ponto semilivree invariante
geontgtrico. Porponto livreentendemos qualquer ponto da consinugue pode ser arrastado
para qualquer lugar. Pponto semilivreentendemos um ponto gqéeconstrido sobre segmen-
tos, semirretas, retas @aulos e cujo movimento fica restrito a estes objetos gtooos. Por
invariante georaétrico entendemos qualquer propriedade gétiioa (conco®@ncia, colineari-
dade, perpendicularismo, paralelismo, etc.) e tambelages entre medidas de comprimento
de segmentos, dmeas e dangulos (segmentos congruent@®as equivalenteadngulos com-
plementares, suplementares, etc.) que permanecem invariantes c@uo eslagovimento dos
pontos livres e semilivres.

Nosso trabalho eatdividido da seguinte maneira. No Gybo 2, apresentamos 0s enunci-
ados das constroes divididos em quatrdveis. Os tés primeiros fveis esko organizados por
grau de dificuldade e tratam apenas de invariantes que envolvem geometria de pomng
gruéncia, colinearidade, paralelismo, perpendicularidade, etc.). Essa claasifamdificul-
dade leva em conta a dificuldade da constayga percef@p do invariante e da complexidade
da demonstrap, segundo nossa ofa. O quarto fvel apresenta invariantes que envolvem
somas de medidas e compdiaes deareas. Como fonte de pesquisa, usamos as seguintes
refeéncias: (Alencar Filho, 1983), (Asociaci Fondo de Investigadores e Editores, 2012),
(Dolce & Pompeo, 1993), (Morgado, Wagner & Jorge, 1973), (Muniz Neto, 2013) e (Posa-
mentier & Salkind, 1970). No Caulo 3, apresentamos demonsfrag para os invariantes
geonetricos. Finalmente, no C#plo 4, apresentamos nossas considgadinais, incluindo
dois relatos de expénncia da aplicao de ver8es preliminares das constfigs propostas para
os alunos da disciplina “Recursos Computacionais no Ensino da Mata‘hda turma PROF-
MAT da Universidade Federal Fluminense em 2014 e para os participantes da oficina “Explo-
rando Invariantes Geosiricos na Escola &ica com o GeoGebra” no Ill Dia de GeoGebra
Iberoamericano na Poritifa Universidade Céatica de %0 Paulo em 2015.

[bIpor exemplo, o0 Sketchometry (dispeel em: <http://www.sketchometry.org/), 0 Regua e Compasso (dis-
porivel em: <http://car.rene-grothmann.de), etc.
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2 Invariantes Georatricos: Enunciados

2.1 Nivel 1

Invariante 1

Construa um quadéteroABCD. Em seguida, marque os pontogdinsP, Q, R e Sdoslados
AB, BC, CD e DA, respectivamente. Construa &nio quadriteroPQRS

B

1. Quais 80 os pontos livres dessa cons&a®@

2. Existem pontos semilivres nessa consin® Quais?

3. Arraste os pontos livres e semilivres (caso existam) e observe o giadfQRS Voce
consegue identificar algum invariante gexinco?

4. Tente demonstrar o invariante ge&tnico que voé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na cor?mlru(;. .




Invariante 2
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Trace um segmento AB. Nesse segmento marque um ponto C. Marque entido um ponto D

diferente de C e, em seguida, trace o segmento CD. Construa as bissetrizes dos angulos ACD e

BCD.

1. Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

2. Existem pontos semilivres nessa construgao? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe o angulo en-

tre as bissetrizes dos angulos ACD e BCD. Vocé consegue identificar algum invariante

geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construgao:

A

o

<

Invariante 3

Construa dois circulos com centros nos pontos O € O’ € que passam pelos pontos N e M, respec-

tivamente. Suponha que os dois circulos se intersectam em dois pontos distintos, digamos, P e

—>
B. Por P, trace a semirreta PO e marque o ponto A de interse¢ao desta semirreta com o primeiro

—

circulo. Do mesmo modo, por P, trace a semirreta PO’ e marque o ponto C de interse¢io desta

semirreta com o segundo circulo.
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1. Quais 80 os pontos livres dessa cons&og

2. Existem pontos semilivres nessa consin® Quais?

3. Arraste os pontos livres e semilivres (caso existam) e observe os poaasC. Voce
consegue identificar algum invariante gexinco?

4. Tente demonstrar o invariante ge&tnico que voé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na corisiru@A ) @ :

Invariante 4

Trace um sgmentoAB e, neste segmento, marque um palit€om centro er, trace o @rculo

passando paC e marque um pont® neste @rculo. Agora construa um segundwaulo com

centro enB passando tan@m porC. Em seguida, construa a ratpassando pok e D. Trace,

enfo, porB, a retas paralela a reta. Marque o pontcE de intersecgo dessa reta com

0 segundoicculo (este pont& devea ser aquele que @&ho mesmo semiplano que o poito
com rela@o a reta que coam o sgmentoAB). Por fim, construa o tinguloDCE.

-
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1. Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe o triangulo DCE.
Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construgao: .A e /'/

\
@

Invariante 5

Construa um trapézio ABCD de bases AB e CD e lados BC e AD. Trace, entio, as bissetrizes
interna e externa correspondentes ao dngulo BAD e, também, as bissetrizes interna e externa
correspondentes ao angulo CDA do trapézio ABCD. Seja E o ponto de intersecdo das bissetrizes

externas e seja F' o ponto de interse¢@o das bissetrizes internas. Construa o quadrildtero AFDE.

1. Quais sdo os pontos livres dessa construgao?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres € os pontos semilivres (caso existam) e observe o quadrildtero
AFDE. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construgao: .A / = —é .

Invariante 6

Construa um trapézio retingulo ABCD de bases AB e CD e lado obliquo BC. Marque, entio,
o ponto médio M de BC. Por fim, construa o tridngulo AMD.
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1. Quais 80 os pontos livres dessa cons&a@

2. Existem pontos semilivres nessa consin® Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e obseargoipAMD.
Voceé consegue identificar algum invariante gébnco?

4. Tente demonstrar o invariante ge&tnico que voé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na corstriye ||« j( .

Invariante 7

Construa um quadéteroABCD com ladosAB, BC, CD e DA. Trace agliagonaisAC e BD.
Marque os pontos &diosE e F dos lados Aoadjacenteé\D e BC, respectivamente, e 0s pontos
médiosG e H dasdiagonaisAC e BD, respectivamente. Construa o quaataroE GFH.

D

1. Quais 80 os pontos livres dessa cons&a®@
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2. Existem pontos semilivres nessa consin® Quais?

3. Arraste os pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe oateiadril
EGFH. Vocé consegue identificar algum invariante gé&brico?

4. Tente demonstrar o invariante gestnico que voé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na corzTasIrug’ ar

Invariante 8

Construa umicculo ¢ de centrdO passando por um ponto Sobre o @culo %, marque dois
pontosP e R. Construa efdto as reta®P e OR SejaQ # P o ponto de inters&p entres’ e oP
e sejaSo ponto de inters&p entres’ e OR Em seguida, construa as retas tangetptds, tr €
ts ao drculo nos ponto®, Q, Re S respectivamente. Marque 0s pontos de inté&ségentre
ts etg, B entretg etr, C entretr etp, D entretp ets. Por fim, construa o guadaileroABCD.

1. Quais 80 os pontos livres dessa cons&o@

2. Existem pontos semilivres nessa consin® Quais?

3. Arraste os pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe oateiadril
ABCD. Vocé consegue identificar algum invariante gétrco?

4. Tente demonstrar o invariante ge&tnico que voé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na corﬁslruq;A / p @ .
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Invariante 9

Construa umicculo € de centroO passando por um ponfd Marque um pont@ sobre% e,
engo, trace a ret®A SejaD # A o ponto de inters&p entres’ e OA. Determine os pontos
médiosM e N de AO e OD, respectivamente. Construa, pdr uma reta perpendiculaAD e
marque os pontaB e F de intersego desta reta com drculo 4. Agora, trace, poN, uma reta
perpendiculan AD e marque o0s pont@ e E de interse@o desta reta com drculo ¢ (o ponto
C deve estar no mesmo semiplano que o p&@wom relago a retﬁ&). Desenhe o hégono
ABCDEF.

1. Quais 80 os pontos livres dessa cons&o@

2. Existem pontos semilivres nessa consin® Quais?

3. Arraste os pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observagohex
ABCDEF. Vocé consegue identificar algum invariante gé&brco?

4. Tente demonstrar o invariante ge&tnico que voé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na cortrug’ ||, ||« |« j( Ol
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2.2 Nivel 2

Invariante 1

Construa um tragzio ABCD de ladosAB, BC, CD e DA, com ladosparalelosAB e CD. Em
seguida, trace as semirrefsd e BC. Marque o pontd de intersego das semirretasD e BC.
Depois, trace, poM, a reta paralela aosladosAB e CD. Construa, ef@o, as semirreta&C e
BD. Por fim, marque os pontdse N de intersego dessas semirretas com a treta

1. Quais 80 os pontos livres dessa cons&o@

2. Existem pontos semilivres nessa consin® Quais?

3. Arraste o0s pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe odpdhios
N. Voceé consegue identificar algum invariante gé&rico?

4. Tente demonstrar o invariante ge&tnico que voé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na corasirus;A Pl —

Invariante 2

Construa um quadradeBCDdeladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, construa sobréadoBC
um triangulo equiteroBCE para fora e sobre mdoCD um triangulo equiiteroCDF para
dentro do quadrado.
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1. Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) € observe os pontos A, E ¢
F'. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construgao: [}

Invariante 3

Construa o quadrado ABCD de lados AB, BC, CD e DA. Agora, desenhe um tridingulo equildtero
ABE para dentro do quadrado. Em seguida, construa, para fora do tridngulo ABE, dois quadra-
dos: o primeiro, AERS, de lados AE,ER,RSe SA,eo0 segundo, EBPQ, de lados BE.EQ,QPc¢
PB. Por fim, trace o quadrildtero CORD.
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1. Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres € os pontos semilivres (caso existam) e observe o quadrildtero
CORD. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construgao: e I:}

Invariante 4

Construa um tridngulo isésceles ABC de base AB. Em seguida, construa trés tridngulos equildteros

BCF, ACE e ABD para fora desse tridngulo. Por fim, construa os segmentos BE, AF e CD.

1. Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe os comprimentos
dos segmentos BE, AF e CD. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

L]
Ferramentas do GeoGebra usadas na construgio: Pl )( I:}
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2.3 Nivel 3

Invariante 1

Construa um tragzio ABCD de ladosAB, BC, CD e DA e ladosparalelosAB e CD. Trace
asdiagonaisAC e BD e marque @ontoACNBD = {E}. PorE trace a reta paralela éadoAB.
Essa reta intersectanladoAD emF e oladoBC emG. Considere os ggnentosE e EG.

D

1. Quais 80 os pontos livres dessa cons&o@

2. Existem pontos semilivres nessa consin® Quais?

3. Arraste os pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe os comprimentos
dos sgmentoFE e EG. Voce consegue identificar algum invariante gérico?

4. Tente demonstrar o invariante ge&tnico que voé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na coﬁmrus;A A

Invariante 2

Construa um paralelogram®BCD de ladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, sobre cada um
de seus lados, construa para fora do paralelogramoaogtrios equéterosABP, BCQ, CDR

e DAS Marque ertio os baricentrog, F, G e H dos trangulosABP, BCQ, CDR e DAS
respectivamente. Por fim, construa o quédeitoE F GH.
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| ﬂf‘ )
KX

p

1. Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres € os pontos semilivres (caso existam) e observe o quadrildtero
EFGH. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

[ ]
Ferramentas do GeoGebra usadas na construgdo: | 4° /. /'// I:}

Invariante 3

Construa um paralelogramo ABCD de lados AB, BC, CD ¢ DA. Em cada um de seus lados,
construa quadrados para fora do paralelogramo. Marque, entao, os centros E, F', G e H desses

quadrados e, por fim, desenhe o quadrilatero EFGH .




26

1. Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres € os pontos semilivres (caso existam) e observe o quadrildtero
EFGH. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construgdo: | 4° / ﬁ I:}

Invariante 4

Construa o quadrilitero ABCD de lados AB, BC, CD e DA. Trace suas respectivas mediatrizes
mag, mpc, Mep € mpa. Suponha que: magNmpe = {E}; mag Nmap = {F }; mep Nmap = {G}
e mcp Nmge = {H}. Construa o quadrilatero EFGH e trace sua diagonal FH. Por fim, trace

a diagonal BD do quadrilatero ABCD.

1. Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

2. Existem pontos semilivres nessa construgao? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe o angulo formado
pelas diagonais FH e BD. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construgdo: .A e X

Invariante 5

Construa um tridngulo ABC. Sobre os lado AB e AC, respectivamente, construa tridngulos
equildteros ABF e ACD para fora do tridingulo ABC. Sobre o lado BC, por sua vez, construa
o tridangulo equildtero BCE para dentro do tridngulo ABC. Por fim, trace o quadrilatero ADEF .
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1. Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres € os pontos semilivres (caso existam) e observe o quadrildtero
ADEF . Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.
Ferramentas do GeoGebra usadas na construgdo: @

Invariante 6

Construa um tridngulo ABC. Sobre o lado BC, construa para fora do tridngulo desse tridngulo
0 quadrado BCPQ com lados BC, CP, PO ¢ OB. Agora, sobre o lado AC desse tridangulo,
construa para fora do tridngulo o quadrado ACRS com lados AC, CR, RS e SA. Determine os
centros D e E dos quadrados BCPQ e ACRS, respectivamente e, entdo, marque o ponto médio

M do lado AB. Por fim, construa o triangulo DEM.

P



1. Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

T
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe o angulo DME

do triangulo DEM. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

e
Ferramentas do GeoGebra usadas na construgao: | 4° /

Dl

Invariante 7

Construa um quadriladtero ABCD de lados AB, BC, CD e DA. Sobre seus lados construa, para

fora do quadrildtero, quatro quadrados. Marque os respectivos centros E, F, G ¢ H desses

quadrados. Por fim, trace os segmentos EG e FH.

1. Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

2. Existem pontos semilivres nessa construgao? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe o angulo formado

pelos segmentos EG e FH. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

®
Ferramentas do GeoGebra usadas na construgdo: | 4° e

|-
/

9
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2.4 Nivel4

Invariante 1

Construa um retangulo ABCD e marque um ponto E no interior do retingulo. Em seguida, trace

os segmentos BE e CE. Por fim, construa os ingulos @, DCE ¢ BEC.

A

1. Quais sdo os pontos livres dessa construgao?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres € 0s pontos semilivres (caso existam) e observe os dngulos @4,
ECD e BEC. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construgdo: e A/ - b' dg‘ .

Invariante 2

Construa o paralelogramo ABCD com lados AB, BC, CD e DA. Trace a diagonal AC e marque
um ponto E nessa diagonal. Construa, por E, a reta paralela ao lado AB e, entdo, marque
os pontos de interse¢do G e I dessa reta com os lados AD e BC, respectivamente. Analogamente,
trace, por E, a reta paralela ao lado AD e, entdo, marque os pontos de intersecdo H e F dessa
reta com os lados AB e CD, respectivamente. Por fim, desenhe os paralelogramos GEFD e

HBIE.
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1. Quais sdo os pontos livres dessa construgao?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe as dreas dos
paralelogramos GEFD e HBIE. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construg¢io: = b' .

Invariante 3

Construa um paralelogramo ABCD com lados AB, BC, CD e DA com AD paralelo a BC. No seu

interior marque um ponto E. Construa agora os tridngulos ADE e BCE.

1. Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

2. Existem pontos semilivres nessa construgao? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe as dreas dos
tridngulos ADE e BCE. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construgdo: .A g b'
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Invariante 4

Construa um trapézio ABCD com lados AB, BC, CD ¢ DA, com AB paralelo a CD. Trace suas
diagonais e marque o ponto E, interse¢@o dessas diagonais. Considere agora os triangulos ADE

e BCE.

1. Quais sdo os pontos livres dessa construgao?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe as dreas dos
tridngulos ADE e BCE. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construgdo: .A s bn .

Invariante 5

Construa um paralelogramo ABCD com lados AB, BC, CD e DA, com AD paralelo BC. Trace
a diagonal BD. Pelo vértice B trace uma reta r perpendicular & diagonal BD. Pelos vértices A
e C trace retas perpendiculares a r que intersectardo essa reta, respectivamente, nos pontos E e

F. Construa os segmentos AE e CF.
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1. Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe os comprimentos
dos segmentos AE e CF e da diagonal BD. Vocé consegue identificar algum invariante
geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construgio: == )(

Invariante 6

Construa um tridngulo isésceles ABC de base AB. Marque o ponto H, pé da altura relativa ao
lado BC. Em seguida, marque um ponto D na base AB e, por D, trace retas perpendiculares aos
lados AC e BC. Sejam E e F os pontos de interseco destas retas perpendiculares com as retas

— X
AC e BC, respectivamente.

1. Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

2. Existem pontos semilivres nessa construgao? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe os comprimentos
dos segmentos AH, DE e DF. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construgio: e )( ><
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Invariante 7

Construa um retdngulo ABCD de lados AB, BC, CD e DA. Em seguida, trace suas diagonais
AC e BD. Seja H o pé da perpendicular baixada do vértice A até a diagonal BD. Agora, no
lado AB, marque um ponto E. Sejam F e G os pés das perpendiculares baixadas do ponto E até

as diagonais AC e BD, respectivamente. Por fim, trace os segmentos AH, EF e EG.

D

1. Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe os comprimentos
dos segmentos EF, EG ¢ AH. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construgio: e A/ —~

Invariante 8

Construa um quadrilatero ABCD simples (isto €, ABCD ¢€ tal que os inicos pontos que perten-
cem a duas arestas sdo os seus vértices). Em seguida, marque os pontos médios E, F', Ge H

dos lados AB, BC, CD e DA, respectivamente. Construa entdo o quadrildtero EFGH.

D
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. Quais sdo os pontos livres dessa constru¢io?

Existem pontos semilivres nessa constru¢do? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe as dreas dos
quadrilateros ABCD e EF GH. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

[ ]
Ferramentas do GeoGebra usadas na construgao: |¢° b- .




35

3 Invariantes Geomatricos: Conjecturas
e Demonstrages

3.1 Nivell

Invariante 1
Construa um quadéteroABCD. Em seguida, marque os pontogaiosP, Q, R e Sdoslados
AB, BC, CD e DA, respectivamente. Construa o quadriitteroPQRS

Pontos livres os \ertices do quadidteroA, B, C e D. Pontos semilivresnao existemlnvariante
geonétrico. o quadrihtero internd®QRSé um paralelogramo.

Demonstrago. No trianguloADC, como os pontoR e Ssao pontos radios, respectivamente,
dosladosCD e AD, segue-se pelo teorema da bagslia do tranguloqueRSeé paralele AC e
RS:%C. Do mesmo modo, como os pontes Q sao pontos radios, respectivamente, daslos
AB e BC do trianguloABC, concluimosquePQ é paralelea AC e PQ="£. Logo RSé paralelo
aPQeRS=PQ. Aplicando argumentos afogos aos téingulosABD e CBD, podemos tamém
concluirquePSé paralelcaQRe PS=QR Logo, o quadriiteroPQRS& umparalelogramo. g
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Invariante 2

Trace um sgmentoAB. Nesse segmento marque um po@to Marque erdio um pontoD
diferente deC e, em seguida, trace ogmentoCD. Construa as bissetrizes cﬁm;gulosA/CﬁD e
BCD.

Pontos livres os pontosA, B e D. Ponto semilivre o pontoC. Invariante georatrico: as bisse-
trizes doaﬁngulosA/C\D eBCD 30 perpendiculares.

Demonstraéo. Sejama o angulo formado pela bissetriz €D com 0 sgmentoAC e 3
0 angulo formado pela bissetriz &CD com o sgmentoCB. Temos eriio que 2r + 23 =
180 e, sendo assim, a medida @éogulo entre as bissetrizes (ﬁngulosA/C\D eBCDé igual
o + [ =90°, o que demonstra que elaperpendiculares. -

Invariante 3

Construa doisicculos com centros nos pont@s O’ e que passam pelos ponté M, respec-
tivamente. Suponha que os doiscalos se intersectam em dois pontos distintos, digafmes,
B. PorP, trace a semirre®O e marque o ponté de intersego desta semirreta com o primeiro
circulo. Do mesmo modo, pd?, trace a semirreta—d e marque o pont@ de intersego desta
semirreta com o segundarculo.

Pontos livres O, O/, M e N. Pontos semilivresndo existemInvariante georatrico: 0s pontos
A, B eC sao colineares.



37

Demonstrago. Os sgmentosPA e PC sao dametros dosicculos, logo, os téngulosPBA e
PBCsio refingulos enB. Assim,CBA= CBP-+ PBA= 90° + 90° = 180°. Os pontosA, B eC

sa0, desta maneiraplineares. -

Invariante 4

Trace um sgmentoABe, neste segmento, marque um pait€om centro emd, trace o @rculo

passando paC e marque um pont® neste @rculo. Agora construa um segundoaulo com

centro enB passando tan@m porC. Em seguida, construa a retpassando pok e D. Trace,

enfo, porB, a retas paralela a reta. Marque o pontcE de intersecgo dessa reta com

0 segundoicculo (este pont& devea ser aquele que @&ho mesmo semiplano que o poito
com rela@o a reta que coam o sgmentoAB). Por fim, construa o tinguloDCE.

Pontos livres A e B. Pontos semilivresC e D. Invariante georatrico. DCE & um trangulo
retangulo.

Demonstrago. O trianguloACD é isbsceles ddaseCD (pois AC = AD = raio do drculo de
centro emA) e o trianguloBCE tamkemeé ishsceles dbaseCE (poisBC = BE = raio do drculo
de centro enB). Considere, e@db, 8 = ACD = ADC; 6 = BCE = BEC, p= DAC, de modo
queC/B\E =18F —p (os éngulosC/B\E e CAD si0 suplementares, pois as reds e BE sio
paralelas) e, por fimy = DCE. Pelo teorema dangulo externo de um &ngulo aplicado aos
triangulosADC e CBE, respectivamente, segue-se guea =B +pefB+a =6+180 —p.
Somando-se membro a membro essas duas égsatemos qu +0+2a =B+0+p+
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180 — p, isto€, 2a = 180 e, sendo assimy = 90°. Consequentement®CE & um tréngulo

retangulo. -

Invariante 5

Construa um tragrzio ABCD de basesAB e CD e ladosBC e AD. Trace, er#io, as bissetrizes
interna e externa correspondentes%aguloB/A\D e, tamlgm, as bissetrizes interna e externa
correspondentes aimguloC/D\Ado traezioABCD. SejaE o ponto de intersép das bissetrizes
externas e seja o ponto de interse&p das bissetrizes internas. Construa o quatenbAF DE.

Pontos livres e semilivresrés dos quatroartices do trapzio ABCD sao livres, o ertice res-
tanteé semilivre.Invariante georatrico. o quadribteroAFDE & um re&ngulo.

BTNt PO

Demonstrago. Pelo resultado do Invariante 2, temos dﬁﬁ € umangulo reto. O mesmo
acontece com énguloﬁ)T:. SejalL o ponto de intersé&p das retadB e DE. Como 0 gua-
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drilateroABCDé& um tra@zio, segue-se q@A: DAL (pois as retadB e CD si0 paralelas e
0s éngulosC/D\Ae DAL s30 alternos internos). Consequentemelﬁ/t@\ = (fA/Z = D/ATL/Z =
EAD. Sendo assim, os gmentosDF e EA sio paralelosComoDF & perpendiculaa DE e
EAZé paralelea DF, concliimosqueEA tambemé perpendiculaa DE. Logo, oéngquA/E\D
tamkemeé reto. Como o quadéteroAFDE tem tiés angulos internos retdé/#(\E, EDF eA/E\D),

segue-se que ekeum reéingulo. -

Invariante 6
Construa um tragzio reinguloABCD de basesAB e CD e lado obiquo BC. Marque, er#o,
o ponto nédioM deBC. Por fim, construa o @inguloAMD.

Pontos semilivres pontos livres dois \ertices adjacentes do tiegio ABCD sao livres, 0s ou-
tros dois \ertices &0 semilivresinvariante georatrico: o trianguloAMD é isbsceles.

D C

1

Demonstrado. Trace poiM uma reta paralelasbasesAB e CD do tragezio e sejad o ponto de
interse@o desta reta comladoAD. Como osangulosB/Ab e ADC 30 retos, 0 sgmentoHM
é perpendiculaa AD e, portanto, el& a altura do tAnguloAMD com rela&o aoladoAD. Por
outro lado, comavl & ponto nédiodeBC e HM & paralelcasbasesAB e CD, segue-se quid &
ponto nediode AD, de modoqueHM & a mediana do &inguloAMD com rela@o aolado AD.
Logo, no tranguloAMD, MH é simultaneamente altura e mediana com Esagolado AD.
Sendo assim, o finguloAMD & isdsceles déaseAD. -

Invariante 7

Construa um quadéteroABCD de ladosAB, BC, CD e DA. Trace asdiagonaisAC e BD.
Marque os pontos &diosE e F dos lados Boadjacenteé\D e BC, respectivamente, e 0s pontos
médiosG e H dasdiagonaisAC e BD, respectivamente. Construa o quaatalroE GFH.
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Pontos livres A, B, C e D. Pontos semilivresnao existem.Invariante georatrico. o qua-

drilateroEGFH & um paralelogramo.

Demonstraéo. No trianguloBCD, temos que os pontds e F sdo pontos radios, respectiva-
mente, dosadosBD e BC. Portanto, pelo teorema da basédia do traingulo, segue-sgue
HF é paralelcaCD e HF=C7D. Analogamente, temos que naaimguloACD, EG é paralelo
aCDe EG:%. Logo, HF & paralelm EG e HF=EG. Aplicando-se argumentos @lingos aos
triangulosADB e ACB podemos concluique EH & paraleloa FG e EH=FG. Logo, o qua-
drilateroE FGH & umparalelogramo. -

Invariante 8

Construa umicculo ¢ de centrdO passando por um ponto Sobre o @culo %, marque dois
pontosP eR. Construa efdo as reta®P e OR SejaQ # P o ponto de inters&p entres’ eOPe
sejaS# Ro ponto de inters&p entres’ eOR Em seguida, construa as retas tangetptes, tr
etsao drculo nos ponto®, Q, Re S, respectivamente. Marque os pontos de intérségentre
tsetg, B entretg etr, C entretg etp, D entretp ets. Por fim, construa o quadaileroABCD.

Pontos livres O e L. Pontos semilivresP e R. Invariante georatrico: o quadriateroABCD &

um losango.
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Demonstrag@o. Vamos aplicar o caso especial de coragia de tingulos redingulos:OR=

OP e OC & hipotenusa comum, ém, CP = CR O mesmo ocorre com 0S outros segmentos
tangentes, isté, DP = DS, AQ = ASe BQ= BR Somando-se membro a membro as quatro
bltimas igualdades temos q@®+ PD+ AQ+ QB=CR+ RB+AS+SD=-CD+AB=CB+

AD. As retas tangentes e tg s2o paralelas, poisa® perpendiculares ao&hetroPQ e, por
motivo arélogo, as retas tangentigse ts tamkem o paralelas. Assim, o quadtieroABCDé

um paralelogramo. Agora,=CD = ABey=AD =BC = 2x= 2y =- X =Y, 0OU seja, 0s lados
do paralelogramoao congruentes, implicando ga8CDé umlosango. -

Invariante 9

Construa umicculo @ de centroO passando por um ponfd Marque um pont® sobre% e,
engo, trace a ret®A SejaD # A o ponto de inters&p entres’ e OA. Determine os pontos
médiosM e N de AO e OD, respectivamente. Construa, pdr uma reta perpendicul@AD e
marqgue os pontdB e F de intersego desta reta com drculo 4. Agora, trace, poN, uma reta
perpendiculan AD e marque os pont@ e E de interse@o desta reta com drculo ¢ (o ponto
C deve estar no mesmo semiplano que o p&om rela@o a retab_A). Desenhe o héagono
ABCDEF.

Pontos livres O e P. Pontos semilivresA. Invariante georatrico: 0 hexagonoé ABCDEF é
regular.
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Demonstrago. Considere o tnguloABO. Como o sgmentoBM & mediana e altura desse
triangulo, conclimos que eleé ishsceles ddaseAO. MasAO = OB (AO e OB s3o raios do
circulo %), logo o trianguloABO € equiktero. De forma aoga, podemos afirmar que os tri-
angulosAFO, DCO, DEO sao tamiém equiateros, implicando que taralm seéo equibteros
os triangulosBOCe EFO. Esta justapos#p de seis tingulos equéteros mostra quU&BCDEF

€ um hesagono regular -

3.2 Nivel 2

Invariante 1

Construa um tragzio ABCD de ladosAB, BC, CD e DA, com ladosparalelosAB e CD. Em
seguida, trace as semirrefsd e BC. Marque o pontdJ de intersego das semirretasD e BC.
Depois, trace, pok, a reta paralela aosladosAB e CD. Construa, efio, as semirretadC e
BD. Por fim, marque os pontdse N de intersego dessas semirretas com a treta

Pontos livres trés \értices do trapzio ABCD. Pontos semilivreso quarto \ertice do trapzio.
Invariante georatrico: o pontoM & o ponto nédio do sgmentoLN.
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Demonstraéo. Pelo Teorema de Tales, temos d@@/BM = AD/AM. Como os trangulos
ACD e ALM sao semelhantes, conatonos queAD/AM = CD/LM. Agora, da semelhanca
dos tringulosBCD e BMN, podemos escrever qigC/BM = CD/NM. Assim, BC/BM =
AD/AM = CD/NM =CD/LM = MN = LM, isto&, M & o ponto nédio do sgmentoLN. g

Invariante 2

Construa um quadrad®BCDdeladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, construa sobré&adoBC
um triangulo equiteroBCE para fora e sobre tado CD um triangulo equiiteroCDF para
dentro do quadrado.

Pontos livres dois \értices consecutivos do quadrado (os outros dmgigos).Pontos semili-
vres nao existemlnvariante georatrico. os pontosA, F e E sao colineares.

D C

A [ & A

Demonstraéo. Temos queF/CTE =30°+60° =90° eCF =CE e, assimﬁ:\E = 45°. Obser-
vando o trangulo i®sceleADF, ondeDA = DF, temos que,flﬁ —30°. PortantoPFA = 75"
Desta maneiraﬁz\DJr DFC+CFE =75 +60° + 45 = 180, ou seja, 0s pontos, F eE sao
colineares. -
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Invariante 3

Construa o quadradaBCDdeladosAB, BC, CD e DA. Agora, desenhe um émgulo equiitero
ABE para dentro do quadrado. Em seguida, construa, para foraadguioABE, dois quadra-
dos: o primeiroAERS deladosAE, ER RSe SA e o segunddEBPQ deladosBE, EQ, QP e

PB. Por fim, trace o quadéteroCQRD

Pontos livres dois \ertices consecutivos do primeiro quadr&BCD (os outros doisa@o fixos).
Pontos semilivresnao existem.Invariante georatrico. o quadribteroCQRD & um tra@zio
isbsceles.

Demonstrago. Para demonstrar que o ppdbnoCQRDEé um traj@zio isceles, devemos mos-
trar que os sgmentoDR e CQ sdo congruentes e que ogyaeentosRQe DC sao paralelos.

Primeiro demonstraremos que ogysentosDR e CQ sio congruentes. Para isso, mostra-
remos que os taingulosADR e BCQ sao congruentes. De fato: temos g = BC (la-
dos do quadraddBCD), AR = BQ (diagonais dos quadrados congruerA&RSe EBPQ e
RAD= QBC= 15°. Assim, pelo caso LAL, os @ingulosADR e BCQ 30 congruentes e, em
particular,DR=CQ.

Agora, demonstraremos que ogjsentosRQ e DC sio paralelos. Note, inicialmente, que
ER= EQ (lados dos quadrados congruentdsRSe EBPQ. ComoR/E\Q: 360 — (90° +
90 +60°) = 1207, segue-se quE/F\?Q: 30° (dngulo da base do &mgulo i®scelesERQ e,
portanto ARQ= 45° + 30° = 75°. ComoRAB= 45 + 60° = 105, temos qUeARQ+ RAB=
75° + 105 = 180", o que implica no paralelismo dosggeentosRQe AB. ComoAB e CD sio
paralelos (lados opostos do quadr&®CD), segue-se que osgraentosRQe CD sio tamiém
paralelos. -
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Invariante 4

Construa um téngulo i$sceleABCdebaseAB. Em seguida, construas trangulos equéteros
BCF, ACE e ABD para fora desse &ingulo. Por fim, construa osgaentosBE, AF e CD.

Pontos livres A e B. Ponto semilivre C. Invariante georatrico: os sgmentosAF, BE e CD
sa0 congruentes.

Demonstrago. Os triangulosAFB e ABE sao congruentes pelo caso LAL, pd$ = BC =
AC = AE, AB & comum eABF = CBA+ FBC = CBA+ 60° = BAC+ CAE = EAB. Em par-
ticular, AF = BE. Considere agora os amgulosDBC e ABF. Temos queDB = AB (la-
dos do trangulo equiteroABD), BC = BF (lados do trangulo equéteroBCF) e DBC =
DBA-+ABC= 60° + ABC= CBF + ABC= ABF. Portanto, pelo caso LAL, os &mgulosDBC
e ABF s3o congruentes. Em particul@D = AF. Desta maneira, os gmentosAF, BE eCD
saocongruentes. -

3.3 Nivel 3

Invariante 1

Construa um tragzio ABCD de ladosAB, BC, CD e DA e ladosparalelosAB e CD. Trace
asdiagonaisAC e BD e marque @ontoACNBD = {E}. PorE, trace a reta paralela dado
AB. Essa reta intersecéplado AD emF e oladoBC emG. Considere os ggnentosFE e
GE.

Pontos livres e semilivresrés \ertices do trapzio ABCD, o quarto erticeé semilivre.Invari-
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ante georatrico: FE = GE.

Demonstraéo. Pelo crierio LAL, os triangulosABD e FED sao semelhantes. Desta ma-
neira,AB/FE = AD/FD = DB/DE = (DE + EB)/DE. Do mesmo modo, os &ngulosABC
e EGCsao semelhantes e, portan&B/GE = BC/CG = CA/CE = (AE+CE)/CE. Analoga-
mente, os tAngulosECD e EABtamiem $io semelhantes e, sendo assv8/CD = AE/CE =
EB/DE. ConsequentementéAE +CE)/CE = (DE + EB)/DE. Portanto AB/FE = (DE +
EB)/DE = (AE+CE)/CE = AB/GE . Mas, seAB/FE = AB/GE, enfioFE = GE. =

Invariante 2

Construa um paralelogram®BCD de ladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, sobre cada um
de seus lados, construa para fora do paralelogramoawgytrios equiterosABP, BCQ CDR

e DAS Marque ertio os baricentrog, F, G e H dos trangulosABP, BCQ, CDR e DAS
respectivamente. Por fim, construa o quadeitoE F GH.

Pontos livrestrés \ertices do paralelogranABCD (o quarto erticeé fixo). Pontos semilivres
nao existelnvariante georatrico. o quadribteroEFGH & um paralelogramo.
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Demonstrago. Como os trngulos equdteros constiidos sobre os lados opostos do paralelo-
gramoABCD sao congruentes, temos gl = FB, GD=EBe HDG =360 — a — GDC —
ADH = 360° — a — EBA— FBC = EBF; AH = FC, AE = CG e HAE = HAD + 8 + BAE =
BCF + B+ DCG = FCG. Desta maneira, pelo caso LAHDG é congruente 8BF e EAH &
congruente &CG. Em particularGH = EF e EH = FG. Assim, como os lados opostos do
guadribteroEF GH sao congruentes, ekeumparalelogramo. -

Invariante 3

Construa um paralelogram®BCD de ladosAB, BC, CD e DA. Em cada um de seus lados,
construa quadrados para fora do paralelogramo. Marquié,evd centrog, F, G e H desses
guadrados e, por fim, desenhe o quadeitoE F GH.

Pontos livrestrés \ertices do paralelogram®BCD (o quarto erticeé fixo). Pontos semilivres
nao existemlnvariante georatrico: o quadriateroEFGH & um quadrado.
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Demonstragéo. SejamK e L pontos como na figura. Temos qﬁB\L-i—ATB\C: 360° — LBA—
KBC = 360° — 90° — 90° = 180° = BCD+ ABC. Assim, KBL = BCD. Além disso, como
BG = CG e BF = CH, segue-se que osangulosBFG e CGH sao congruentes (caso LAL).
Em particularFG=GH e BGF = CGH. Desta maneira,

HGE = BGE+HGB=CGH+HGB=CGB= 90¢°.

Resumindo:FG = GH e HGF = 9C". Analogamente, podemos mostrar el = HE e
GHE = 90°; HE = EF e HEF = 90° e EF = FG e EFG = 90°. Sendo assim, o quadtero
EFGH & umquadrado. -

Invariante 4

Construa o quadélteroABCD deladosAB, BC, CD e DA. Trace suas respectivas mediatrizes
MaB, Mec, Mcp € Mpa. Suponha quemagNMee = {E}; magNmap = {F}; mcpNmap = {G}

e mcpNmgc = {H}. Construa o quadékeroEFGH e trace sua diagonE|<_H). Por fim, trace

a diagonaB<—[>) do quadriateroABCD.

Pontos livres os \ertices do quadiiteroABCD. Pontos semilivresnao existem.Invariante
geonétrico: as retasH e BD s0 perpendiculares.
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Demonstrago. Sejaﬁ-i NBD = {P}. Os trngulosHDF e HBF sdo congruentes, pois
FD=FA=FB,HB=HC =HD eFH & um lado comum. Em particular, odriguloDFB &
isosceles ©FP = PFB. Agora, pelo criério LAL, os triangulosPFB e PFD sao congruentes.
Consequentement®P = BP, isto &, FP & mediana e, portanto, tagn altura do té@ngulo
isbsceleDFB. Desta maneir& P & perpendicular 8D. -

Invariante 5

Construa um ténguloABC. Sobre odado AB e AC, respectivamente, construadingulos
equilaterosABF e ACD para fora do tAnguloABC. Sobre olado BC, por sua vez, construa
o triangulo equiiteroBCE para dentro do téinguloABC. Por fim, trace o quadéateroADEF.

Pontos livres os \ertices do t@ngulo ABC. Pontos semilivres nao existem. Invariante
geongtrico: o quadribteroADEF & um paralelogramo.

E




50

Demonstrago. Os triangulosABC e FBE sao congruentes. De fat8C = BE, pois o trangulo
EBCEé equibtero. Ocorre taném queAB = FB, pois o tranguloFBA & equiktero. Agora

EBF — 60° - ABE— CBA

Pelo crigrio LAL, os triangulosABC e FBE sao congruentes. De maneiraadoga, demonstra-
se que os téingulosABC e DEC tamkem sio congruentes. ConféBE & congruente ABC e
ABCeé congruente BEC, segue-se qUEBE € congruente BEC. PortantoFB=ED eFE =
DC. Mas os trangulosFBA e DAC sao equiéteros, logdcFA = FB e AD = DC. Conclimos
assim qué-A = ED e FE = AD. Portanto, o quadéteroAFED & umparalelogramo. -

Invariante 6

Construa um ténguloABC. Sobre dadoBC, construa para fora do &mgulo desse &ingulo

0 quadradoBCPQ com ladosBC, CP, PQ e QB. Agora, sobre dado AC desse té@ngulo,

construa para fora do &nmgulo o quadradéCRScom ladosAC, CR RSe SA Determine

os centroD e E dos quadrado8CPQ e ACRS respectivamente e, &, marque o ponto
médioM doladoAB. Por fim, construa o @inguloDE M.

Pontos livres os \ertices do tngulo ABC. Pontos semilivres nao existem. Invariante
geontétrico: o trianguloDEM é reangulo e igsceles, isté, EMD = 90° eEM = DM.

Demonstrago. SejamX o ponto nédio do sgmentoAC e Y o ponto nédio do sgmentoBC.
Note queY M e MX sdo bases #&dias do ti@nguloBCA com relago aodadosCA e BC, res-
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pectivamente. Assimy M = CA/2 e MX = BC/2. ComoCX = CA/2 eYC=BC/2, con-
cluimos queCX =YM e MX = YC. Em particular, o quadéteroCXMY & um paralelo-
gramo,EX=YM e MX = DY. Agora, EXM = IE/)(\A+mﬂ — 90° + XCY = 90° - MYB =
BYD+MYB= MYD. Desta maneira, pelo ceitio LAL, os triangulosXEM e Y MD sao
congruentes. Em particuldEM = DM. Resta mostrar qu = 90(°. Sejama = X/I\/I\E,
B =YMXey=DMY. Observe QUOME = a + B +y. Agora,EXM+MXC+CXE = 360,
EXM= 180 — MEX — XME = 180 — a — y, MXC = 180° — Y MX = 180" — 8 e CXE = 90°.
Assim, (180 —a —y)+ (180 — 3) +90° = 360°. Logo, DME = a + B +y=90. -

Invariante 7

Construa um quadéteroABCD de ladosAB, BC, CD e DA. Sobre seus lados construa, para
fora do quadrétero, quatro quadrados. Marque os respectivos cebtrés G e H desses
quadrados. Por fim, trace ogyseentoEG e FH.

Pontos livres os \értices do quaditeroABCD. Pontos semilivresnao existem.Invariante
geongtrico: As retasEG e FH 20 perpendiculares e, tagi, EG= FH.

Demonstrago. SejaM o ponto nédio da diagonaBD do quadritero. Pelo Invariante Geo-
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métrico anterior, temogueGM e FM sio congruentes e perpendiculares. O mesmo acontece
comHM e EM. Sendo assim, os &nigulosFMH e EMG s3o congruentes e , em particular,
EG=FH. SejaﬁrfE—)G: {N}. Para o quadiiteroNGMH, temos qudH/I\I\G+ NGM-+90° +

FME +90° + MHF = 360 e, para o ténguloFMH, vale QUd\l/I:\l\/'+|:/I\/I\E+900 +MHF =

180C°. Subtraindo-se essas igualdades e levando-se em con@\dle: N/F\I\/I, conclimos

quel—ﬂ\l\G: 90r. |
3.4 Nivel 4
Invariante 1

Construa um réinguloABCDe marque um ponti no interior do reangulo. Em seguida, trace
os sgmentoBE e CE. Por fim, construa oangulosE BA DCE e BEC.

Pontos semilivreg pontos livres dois \ertices adjacentes do éetguloABCD sao livres, um
vértice restant& semilivre e 0 outr@ fixo; o pontoE & semilivre. Invariante georatrico:
BEC=EBA+ ECD.

Demonstrado. Trace porE uma reta paralela dadoAB. Sejal o ponto de intersép desta
reta com dadoBC. O éngulosli:\E eCELs30 congruentes, poi&sangulos alternos internos
com rela@o as retas paralelﬁ eCD. Os éngulosATB\E e BEL por sua vez, tamém $i0
congruentes, poisae angulos alternos internos com reda@s retas paraleleé_ﬁ e AB. Logo:
BEC=CEL+ BEL= DCE +ABE. .
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Invariante 2

Construa o paralelogranABCDdeladosAB, BC, CD e DA. Trace adiagonalAC e marque um
pontoE nessa diagonal. Construa, ®ra reta paralela aadoAB e, entio, marque 0s pontos
de interse@o G e | dessa reta com dadosAD e BC, respectivamente. Analogamente, trace,
porE, a reta paralela ai@doAD e, enfio, marque os pontos de interdetl e F dessa reta com
osladosAB e CD, respectivamente. Por fim, desenhe os paralelogr&&#sD e HBIE.

Pontos semilivreg pontos livres dois \ertices adjacentes do paralelogra&BCD sao livres,
um & semilivre e o que restaufixo. Invariante georatrico: os paralelogramoSEFD e HBIE
possuem a mesnéea.

Demonstrago. ComoABCD & um paralelogramo, temos que osutigulosACD e ACB sao
congruentes (LLL) e, sendo assim, saasas &o iguais:(ACD) = (ACB)!¥. Do mesmo modo,
comoAHEG & um paralelogramo, segue-se que dangulosAEG e AEH sao congruentes
(LLL) e, desta maneiral/AEG) = (AEH). Analogamente, com&ICF & um paralelogramo,
(ECF) = (ECI). Agora,

(ACD) = (ACB) = (AEG) + (ECF) + (GEFD) = (AEH) + (ECI) + (HBIE).

Mas (AEG) = (AEH) e (ECF) = (ECI). Portanto, concmos que(GEFD) = (HBIE), isto
€, os paralelogramdSEFD e HBIE possuem a mesnéea. m

Invariante 3

Construa um paralelogram®BCD de ladosAB, BC, CD e DA. No seu interior, marque um
pontoE. Considere agora os éngulosADE e BCE.

lAlseguindo Coxeter & Greitzer (1967), a nd@ag¢ViVs - --Vy) indica@ aarea do pdgonoViVs - - - V. Assim,
por exemplo{ABC) representa aarea do tidnguloABC.
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Pontos semilivreg pontos livres dois \értices adjacentes do paralelogra&BCD sao livres,
um é semilivre e 0 que restaufixo; o pontoE & semilivre.Invariante georatrico: aarea do
trianguloADE somada com area do tnguloBCE é igual a metade darea do paralelogramo
ABCD.

Demonstrado. Trace uma reta poE perpendicular aotadosAB e CD do paralelogramo.

SejamH e L os pontos de intersag desta reta perpendicular com as réBe CD. Temos
. . A . AB (HE+EL . ABCD
entio que(ABE) + (CDE) = ABzHE 4 CD2EL _ ABzHE 4 ABZEL — AB( = ) ABZHL _ 2 )

Note taml@m que, em particular,aea do t&ianguloADE somada com area do t@nguloBCE
tamkemeé igual a metade darea do paralelogram®BCD. -

Invariante 4

Construa um tragzio ABCD de ladosAB, BC, CD e DA, com AB paraleloaCD. Trace as di-
agonais deste trégio e marque o pontg de intersego dessas diagonais. Construa agora
os triangulosADE e BCE.

Pontos livres e semilivregrés dos quatro@rtices do trapzio ABCD sao livres, o \ertice res-
tanteé semilivre.Invariante georatrico: os triangulosADE e BCE possuem a mesnéea.

Demonstrago. Temos qugADB) = (ADE) + (ABE) e, tamlém, (ACB) = (BCE) + (ABE).
Mas os trangulosADB e ACB possuem a mesn&rea, pois possuem uma mesma b#@d?)



55

e uma mesma alturd C = HD). Assim, (ADB) = (ACB) = (ADE) + (ABE) = (BCE) +
(ABE) = (ADE) = (BCE). =

Invariante 5

Construa um paralelogranfBCD de ladosAB, BC, CD e DA, com AD paraleloa BC. Trace
adiagonaBD. Pelo \erticeB, desenhe uma retgperpendiculaadiagonaBD. Pelos erticesA

eC, trace retas perpendiculares a retpie intersect@o essa reta, respectivamente, nos pontos
E eF. Construa os sgnentosAE e CF.

Pontos semilivreg pontos livres dois \ertices adjacentes do paralelogra&BCD sao livres,
umé semilivre e 0 que restaufixo; o pontoE € semilivre.Invariante georatrico. AE+CF =
BD.

Demonstra@o. Considere os ggnentosCH e Al perpendiculareaBD. SejaM a interseéo das
diagonaisAC e BD. Os trangulosE BAe |AB sio congruentes. Os &ngulos redngulosAMI e

CMH tamkem 10 congruentes, posvl = MC, MAI = MCH e AMI = (ﬁ/I\H, logo,EB=AIl =

CH. Os triangulos reingulosAEB e DHC possuem hipotenusas e um dos catetos congruentes,
logo a0 tami&m congruentes portankttD = AE, CF =HBeAE+CF=HD+HB=BD. g

Invariante 6

Construa um téngulo i$scelesABC de baseAB. Marque o pontdd, pé da altura relativa ao
ladoBC. Em seguida, marque um porlbonabaseAB e, porD, trace retas perpendiculares aos
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ladosAC e BC. SejamE e F os pontos de inters&g destas retas perpendiculares com as retas
ACe <I:‘s_é, respectivamente.

Pontos livres A e B. Pontos semilivresC e D. Invariante georatrico: DF + DE = AH.

Cc

Demonstrago. Como o tranguloABC &, por hiftese, idsceles déaseAB, segue-se que
BAC= ABC. Agora, por ConstrL#p, oséngulosA/E\D, DFB e AHB 30 retos e, desta maneira,
os triangulosBDF, ADE e ABH sao semelhantes (AA). Sendo assibf; /AH = BD/BA e
DE/AH = AD/BA. Portanto,

DF+DE DF DE BD AD BD+AD BA

AH AH AH BATBA- BA BA

e, consequentementeF + DE = AH. -

Invariante 7

Construa um réinguloABCD de ladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, trace suad$agonais
AC e BD. SejaH o pé da perpendicular baixada dénice A ate adiagonalBD. Agora, no
ladoAB, marque um pont&. SejamF e G os pes das perpendiculares baixadas do p&ade
asdiagonaisAC e BD, respectivamente. Por fim, trace ogisentosAH, EF e EG.

Pontos livres e semilivregdois \ertices adjacentes do agiguloABCD sao livres, um ertice
restanteé semilivre e o outré fixo; o pontoE & semilivre.Invariante georatrico: EF + EG =
AH.



57

Demonstragio. Como o pdigono ABCD & um reéingulo, temos qUEAF = EBG = HBA
Segue-se dajue os trangulosAEF, EBG e AHB sao semelhantes, pois elegosrefingulos.
Desta maneiradE/AB= EF/AH e BE/AB = EG/AH. Portanto,

EF+EG EF EG AE BE AE+BE AB

AH AR TAH ABTABT AB AB U

e, consequentementeF + EG = AH. -

Invariante 8

Construa um quadéateroABCD simples (istog, ABCD é tal que oginicos pontos que perten-
cem a duas aresta@®0s seusértices). Em seguida, marque os pontasdiosk, F, GeH
dosladosAB, BC, CD e DA, respectivamente. Construa oo quadriteroE FGH.

Pontos livres os pontosA, B, C e D. Pontos semilivresnao existem.Invariante georaétrico:
aarea do quadsriteroEF GH € igual a metade dasea do quadmteroABCD.

C

Demonstrago. Ja sabemos pelo Invariante 1 dévidl 1 que o quadridteroEFGH & um para-
lelogramo. Suponha que o quaédtéroABCDseja convexo. Quando condimnos a base edia



58

de um trangulo, ele fica decomposto em um &a e um trangulo que posstdrea igual a
guarta parte darea do t@ngulo original. Aplicando esta propriedade a hossa cor&Einggnos
que

(EFGH) = (ABCD)— (AEH)— (BEF)— (CFG)— (DGH)
(ABD) (ABC) (CBD) (ACD)

= (ABCD)——,— - - -
_ (aBcp)— ABD/*+(CBD) _ (ABO) : (ACD)
_ (ABCD) (ABCD) _ (ABCD)

= (ABCD)— = — = = =

Isto encerra 0 caso em que o quaatefoABCDé convexo. Suponha agora gdBCD seja um
quadriktero r@o convexo simples.

Para este caso, temos que
(EFGH) = (ABCD) — (AEH) — (FCG) — (DGH) + (EBF).

Mas (AEH) = (ABD)/4, (FCG) = (BCD)/4, (DGH) = (ACD)/4 e (EBF) = (ABC) /4. Logo,

(ABD) (BCD) (ACD)  (ABC)

(EFGH) = (ABCD)--—, - D
_ (aBcp) (ABD)(BCD) _ <(ACD) - (ABC))
_ (ABCD) (ABCD) _ (ABCD)
= (ABCD) - - =

0 que estabelece o resultado para o caso dgguds &o convexosimples. -
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4  Considerages Finais

Durante o desenvolvimento deste trabalho foi padsaplicar verdes preliminares dos
enunciados dos invariantes em duas disssi (1) com os alunos da disciplina “Recursos Com-
putacionais no Ensino da Matatica” da turma PROFMAT da Universidade Federal Flumi-
nense em 2014 e (2) com os participantes da oficina “Explorando Invariantes@ieosina
Escola Easica com 0 GeoGebra” no |1l Dia de GeoGebra Iberoamericano naie@ntiiver-
sidade Cadilica de %0 Paulo em 2015.

O trabalho com a turma de “Recursos Computacionais” foi conduzido pelo professor Hum-
berto Bortolossi, e@do respor@vel pela disciplina, com 0s seguintes objetivos: obter uma
percep@o dos alunos quanto aovel de dificuldade dos invariantes; avaliar a clareza dos enun-
ciados e da configurag correspondente; verificar se as ferramentas indicadas eram suficientes
para implementar a constiug; saber se o professor usaria a atividade de inveatgagm seus
alunos. Participaram 17 alunos que atuam como professores do Ensino Fundamesdad.e M
Para isso, cada aluno ficou encarregado de quatro invariantes previamente selecionados entre
os 36 invariantes considerados originalmente e, para cada um destes quatro invariantes, o aluno

deveria:

1. Implementar a constré@ do enunciado no GeoGebra.

2. Respondeas perguntas feitas no enunciado do invariante (q@aiss pontos livres, qual
€ o invariante, etc.) e, @ de indicar o invariante, tentar demoasio.

3. Indicar se achou o exécoio facil, médio ou difcil.

4. Indicar se achou o enunciado claro @nsugerindo modificégs, caso hecesso.

5. Indicar se achou a figura que acompanha o enunciado claf@ogsugerindo modifica-
coes, caso necemso.

6. Indicar se concordava com as indidas das ferramentas do GeoGebra négesspara
implementar a constr@p e, caso &0 concordasse, indicar quais ferramentas deveriam
ser inclidas ou removidas.

7. Indicar se usaria a atividade de investagagleste invariante com seus alunos (Ensino
Fundamental e/ou Bdio), justificando sua resposta.
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Observamos que os alunos do PROFMATtinham estudado o conceito de invariante
geornetrico anteriormente na @pria disciplina de Recursos Computacionais e queadisan
dos quatro invariantes valia ponto para a disciplina (eles tiveram duas semanas para fazer a ta-
refa e registrar suas respostas na plataforma Moodle da disciplina). Todos os 17 alunos im-
plementaram a constrag no GeoGebra, indicando corretamente os pontos livres, semilivres
e o invariante geoetrico correspondente. Nem todos os alunos apresentaram demestrac
para os invariantes. A classifiéagquanto aoivel de complexidadeao ficou muito diferente
da cataloga@o que fizemos a priori. Os alunos, em sua maioria, acharam os enunciados e fi-
guras claras e concordaram com as ferramentas sugeridas para a aons€og@sideramos
mais importante o Item 7 da alise e ficamos muito satisfeitos em constatar que quase todos
os alunos do PROFMAT considerariam o uso dos invariantes ge@os com atividades de
investiga@o com seus alunos em sala de aula.

Na oficina de 4 horas no Ill Dia de GeoGebra na PUC-SP, participiram 9 pessoas, entre
professores da EscolaBica (incluindo uma professora de Pedagogia atuando no Primeiro Ci-
clo do Ensino Fundamental) e alunos @s{graduago em Ensino de Mategtica (Figura 4.1).

Com excego da professora de Pedagogia, todos os demais participaot@shjeciam e usavam
0 GeoGebra.

Figura 4.1: Oficina sobre Invariantes Geatnicos no |1l Dia de GeoGebra na PUC-SP.

Apbs uma apresentag do contexto do trabalho (oi@gio do material do Capulo 1),
0s participantes conseguiram trabalhar nés primeiros invariantes doitel 1 (nesta oficina,
0s enunciados dos invariantes estavam maigipros da verdo apresentada nesta disSeaty¢
Apesar do pouco tempo dispesl, varias questes interessantes surgiram, principalmente rela-
cionadas com a possibilidade caande se provar, no Invariante 1, usando@ppio GeoGebra,
gue o quadréteroPQRSe um paralelogramo:

(1) Varios participantes sugeriram usar a Janeldtebra do GeoGebra para provar que
PQRSé um paralelogramo: pelo GeoGebRQ = 2.67 = RSe QR = 1.19 = SP (figura
a seguir), logo os lados opostos B®RStEm o mesmo comprimento e, desta maneira,
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PQRSseria, de fato um paralelogramo.

Arquivo Editar Exiir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

] AlAR OOl 4N Pee = 4] b

» Janela de Algebra Xl | ¥ Janela de Visualizagio X
Segmento - ftC~
® PQ=267
@ QR=1.18
® RS=267
® SP=1.19

Entrada: @

Argumentamos, neste momento, que @sglos nunéricos feitos pelo GeoGebrasapro-
ximados e, desta maneira, eledonpodem ser usados como prova de que medi@as s
iguais. De fato, ao mudar aimero de casas decimais de 2 para 15, 0 GeoGebraargsed

QR+ SP,

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
, 5
.\.A/"“//@@&‘\FABC*’ gl ~
» Janela de Algebra Xl | ¥ Janela de Visualizagido X
Segmento | fAC~
® PQ=2670674072214728
@ QR =1.194738465104393 D

® RS =2.670674072214728
@ SP = 1.194738465104392

Entrada: @

Além disso, como o GeoGebraamconsegue representar todos os diferentes qaseidbs
(as coordenadas dognicesA, B, C e D ficam restritas aos finitosimeros decimais que
podem ser representados pelo computador), uma prova usando a JaAdgatn‘a rao
seria geral.

Alguns participantes sugeriram a seguinte esgiat pelo pontd, construir, usando o Ge-
oGebra, as retas quasparalelas aos gmentosPQ e QR respectivamente. Como o seg-
mentoRSesh contido na reta paraletaPQ e o sgmentoSPesh contido na reta paralela
aQR seria posivel, enfio, concluir quePQRSE, de fato, um paralelogramo.
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Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

3] A OlO] €] N ked =] 4] 5

Janela de Algebra A | ¥ Janela de Visualizagio X
Segmento L AlCiv

® PQ=267
~® QR=1.19
® RS=267
® sP=1.19

v

Entrada: K1)

Argumentamos, neste momento, q@oé valida a justificativa usando argumentos visuais
para o fato de que, por exemplo, @sentoRSesé contido na reta que passa [B®e &
paralela ao smentoPQ: nossos olhosao conseguiriam notar a diferencas muito peque-
nas. ABm do mais, os desenhos feitos pelo GeoGelwaapenas modelos para os objetos
matenaticos abstratos: pontos, retas e segmeréopossuem espessura, 10go e&s §o
visiveis.

Este exerizio com o Teorema de Varignon ajudou a esclarecer para os participantes que uma
justificativa para o teorema@$poderia ser realizada por uma demongteapateratica.

No final da oficina, perguntamos aos participantes se, em sala de aula, com alunos, a etapa
de construgo poderia ser omitida, is#®, os alunos trabalhariam com uma consinupronta,
moveriam 0s pontos livres e semilivres, fariam uma conjectura, para depoé&lprovodos
foram urnimes em apontar para a img@rtia da constr@p, justificando que aimplemenéax;
ajuda muito na percepo das rela@es georatricas entre 0s objetos da cons&og

Como trabalho futuro, pretendemos aplicar as atividades propostas diretamente com alunos
do Ensino Bsico e, tamém, procurar incluir mais invariantes geetmcos simples.
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