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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo ressaltar o potencial didatico das Transformacgoes
Geométricas, aliadas as tecnologias disponiveis nos softwares em Geometria Dinamica,
na abordagem de topicos do ensino médio. Tal abordagem, privilegia aspectos intuitivos
presentes nas idéias de translacao, rotacao, reflexao e homotetia. Sugere o estudo de
parte da Geometria Analitica j4 na primeira série do ensino médio, atendo-se ao estudo
da reta no plano como uma conseqiiéncia do conceito de proporcao via Teorema de Tales.
Trata o paralelismo de retas com a aplicacao da translacao. O perpendicularismo de retas
faz uso de rotagoes, em substituicao ao método tradicional realizado pelos resultados da
Trigonometria. Também faz uso da rotagao como elemento motivador para a definicao
do produto escalar de vetores no plano. Propoe uma metodologia para a caracterizacao e
o calculo aproximado do ntimero irracional m, utilizando a homotetia. Constréi em deta-
lhes, com auxilio do Tabulae, o gréfico da fun¢ao seno de modo a chamar a atencao para
aspectos dessa construcao que sao essenciais para sua confeccao como a retificagao da
circunferéncia e o papel central do conceito de radiano neste contexto. Faz uma atividade
interdisciplinar que relaciona o nimero 7 com a trajetoria curvilinea dos cursos dos rios,
de sua nascente a foz.

Palavras - chave: Transformagcoes Geométricas, Geométria Dinamica, Geometria Analitica
e Trigonometria.



ABSTRACT

The objective of this work is to reinforce the didactic potential of Geometric Transfor-
mations, combined with technologies available in Dynamic Geometry softwares, for the
approach of topics in high school. Such approach, favors intuitive aspects present in the
ideas of translation, rotation, reflection and homothety. The teaching of basic Analytic
Geometry right in the first year in high school is recommended, focusing on the study of li-
nes on planes as consequence of the proportion concept derived from the Thales Theorem.
Also handling the parallelism of lines with the use of translation. The perpendicularity
of lines is shown by rotation, replacing the traditional method, which makes use of tri-
gonometry. Rotation is also used as a motivator to define the dot product of vectors on
a plane. The methodology is proposed for the characterization and the approximated
calculation of the irrational number pi, through the use of homothety. With the help of
Tabulae, a detailed graph of the sine function is sketched in a way that enlightens the
aspects that are essential to its development such as the rectification of the circumference
and the major role of the concept of radian measure in this context. Leading to an inter-
disciplinary activity that establishes a relation between 7 with the curvilinear trajectory
of the course of rivers, from the source to the mouth.

Key-words: Geometric Transformations, Dynamic Geometry, Analytic Geometry and
Trigonometry
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Capitulo 1

Introducao

A escolha do tema deste trabalho vem como fruto da experiéncia com o Ensino da Ma-
tematica nas escolas das esferas publica e privada, tanto no Ensino Béasico, quanto no
Ensino Superior. A despeito de as diretrizes para o Ensino Médio nos Parametros Cur-
riculares Nacionais (PCN) apontarem para um incentivo ao estudo das Transformagoes
Geométricas, os livros didaticos atuais pouco ou nada trabalham do assunto em seus
contetdos. Para constatar esta realidade, foram destacados alguns exemplares de textos
didéticos selecionados pelo Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), que podem ser
consultados em [28], [18] e [23]. A Geometria e o Desenho Geométrico, bases conceituais
necessarias a um bom desenvolvimento das estratégias metodoldgicas que fazem uso das
Transformacgoes Geométricas, ainda enfrentam dificuldade para encontrar um espago ao
nivel de sua relevancia nos curriculos escolares. A Geometria, embora tenha espago nos
curriculos, quase sempre é abordada de forma inadequada, nao mostrando todo seu po-
tencial pedagégico (ver[19]). J4 o Desenho Geométrico, este é praticamente inexistente.
Este cendario pode ser creditado ao reflexo das escolhas metodoldgicas adotadas no pas-
sado pelos organismos de gestao das politicas educacionais especificamente nos cursos de
Licenciatura em Matematica. Essas politicas educacionais tém impactado negativamente
o Ensino da Matematica, na medida em que os professores formados sob esta 6tica encon-
tram certa dificuldade no manuseio da Geometria e, consequentemente, nao estimulam
seus alunos em suas praticas docentes a fazerem uso dela (ver [3]):

“F patente a perplexidade em que ainda se debate, entre nos, o ensino da geometria.
Menosprezada pela universidade, - que se rendeu ao fascinio da dlgebra e da andlise, - e,
em consequéncia, ignorada pelos professores que ela forma, a geometria, na escola de 1°
e 2° graus, ou tem apenas um registro cartordrio, inocuo, nos programas de matemdtica,
ou entao € encenada mais ou menos como a montaram os Gregos, hd dois milénios. Foi
i1sto, justamente, que lancou o ensino da geometria num processo circular de desprestigio
e abandono: o nao se ter reformulado,- ao contrario da dlgebra e da andlise,- no sentido
de reconhecer prevaléncia as estruturas sobre os entes, o que corresponderia, no caso, a
estudar a geometria, cada geometria, como caracterizada por um espaco, tomado como
conjunto de base, e um grupo de transformacoes deste espaco.”

Ainda em [3] podemos encontrar a seguinte reflexdo sobre a situacao do professor de
Matematica e sua relagao com o Ensino da Geometria.

“O Professor de Matemdtica, mercé de sua formacdo docente, parece nao aceitar a



1déia de que a figura continua sendo um dos motores fundamentais da invencdio ma-
temdatica e de sua comunicacao.”

Essas reflexoes nos indicam que, na formagao do professor de Matematica, o Desenho
nao ocupava um lugar de destaque, nao se configurando em uma disciplina de carater for-
mativo. Como consequéncia, por nao aparecer nos curriculos escolares como obrigatoria,
o licenciando entendia que nao era de sua responsabilidade o estudo criterioso do Desenho
Geométrico. Esta conduta dos educadores impunha ao Ensino da Geometria uma metodo-
logia minimalista, privilegiando férmulas mal compreendidas pelos alunos, em detrimento
de uma didética que fosse verdadeiramente estimulante neste terreno. Um testemunho
importante que aponta um cendrio nada animador no Ensino da Matemética em razao
do desprestigio das disciplinas citadas pode ser encontrado em [19], como segue:

“Intimamente ligado ao costume de privilegiar a manipulagao formal no ensino da
Matemadtica estd a apresentacao da Geometria sequndo o que chamaremos de método
peremptorio. FEste método consiste em declarar verdadeiras certas afirmacgoes, sem justi-
ficd-las. Um dos maiores méritos educativos da Matemdtica € o de ensinar aos jovens que
toda conclusao se baseia em hipdteses, as quais precisam ser aceitas, admitidas para que a
afirmacao final seja vdlida. O processo de passar, mediante argumentos logicamente con-
vincentes, das hipoteses para a conclusao chama-se demonstracao e seu uso sistemdtico
na apresentacao de uma teoria constitui o método dedutivo. Este é o método matemadtico
por exceléncia e a Geometria Elementar tem sido, desde a remota antiguidade, o lugar
onde melhor se pode comecgar a praticd-lo. Lamentavelmente, a grande maioria dos estu-
dantes brasileiros sai da escola, depois de onze anos de estudo, sem jamais ter visto uma
demonstragcao. O método peremptorio de ensinar Geometria enfatiza as relagoes métricas,
ignora as construgoes com réqua e compasso e reduz todos os problemas a manipulacoes
numeéricas.”

Acreditamos que uma boa base conceitual que atente para a importancia das Trans-
formacoes Geométricas apoiada na utilizacao dos instrumentos de Desenho e o estudo
sistematico da Geometria podem contribuir para uma melhora no desempenho dos estu-
dantes de todos os niveis de ensino. Afortunadamente, pode-se perceber atualmente uma
politica de resgate da representagao grafica, com a insercao de metodologias que fazem uso
de tecnologias aplicadas ao ensino. Esta realidade pode ser percebida no trabalho recente
de grupos de pesquisa em Ensino de Matematica que fazem uso de softwares em Geome-
tria Dinamica em suas praticas pedagégicas a exemplo do TABULAE e do GEOGEBRA,
o primeiro utilizado no CAp-UFRJ (consultar [8]) e o segundo que é ensinado em uma
disciplina do mestrado do PROFMAT. Também resaltamos o uso de novas tecnologias no
ensino das trasnformagoes geométricas (ver [26]).

O presente trabalho procura mostrar as potencialidades do Ensino das Transformacgoes
Geométricas de Reflexao, Translacao, Rotacao e Homotetia, aliadas a Geometria e ao De-
senho Geométrico. Tudo é feito procurando sempre associa-las na abordagem de topicos
de Matemadtica constantes na grade curricular do Ensino Médio. Ha também um exemplo
na Otica Geométrica estudado na Fisica. Faz, com destaque especial, aplicacoes destes
conceitos no estudo da trigonometria e também no estudo da Geometria Analitica. A pers-
pectiva metodoldgica proposta neste trabalho estimula o estudo da Geometria Analitica
ja na primeira série do Ensino Médio, como ferramenta imprescindivel na construcao dos



elementos necessarios para que o educando se familiarize com o plano cartesiano, que é
o terreno natural para o desenvolvimento do estudo das funcgoes reais de varidvel real.
Esta metodologia pode ser justificada na medida em que apresenta o estudo das retas
no plano cartesiano em uma abordagem apoiada no teorema de Tales, evitando o trata-
mento convencional que em geral é feito, na quase totalidade dos textos atuais, com uso
da Trigonometria, e em alguns poucos com tratamento vetorial, o que é menos indicado
ainda nesta fase. O estudo do paralelismo e do perpendicularismo de retas proposto neste
trabalho, faze forte apelo as nogoes de Translacao e Rotacao respectivamente. Em grande
parte dos textos didaticos utilizados nas escolas atualmente, o perpendicularismo entre
retas é demonstrado com a utilizacao das férmulas de adi¢ao e subtragao de arcos para o
coseno, seno e tangente. Essas demonstra¢oes podem ser encontradas em [28], [18] e [23],
que sao textos atuais e selecionados pelo PNLD. Essas complicadas férmulas de adicao de
arcos, por si s0, trazem alguma dificuldade para seu entendimento e, além disso nao sur-
tem o efeito desejado para o educando. De modo geral, a maioria dos professores nao as
demonstram. Dessa forma, a referida propriedade do perpendicularismo é tratada como
uma espécie de axioma, pronto para ser utilizado. Essa atitude por parte do professor, de
certo que compromete o correto aprendizado. A seguir, reproduzimos uma reflexao que
se encontra em [16], a fim de corroborar com as ideias aqui delineadas.

“[...][Devemos esclarecer que, embora reconhecendo a indiscutivel vantagem do método
vetorial sobre o cartesiano no tratamento de algumas questoes geométricas, conduzindo a
solucoes mais simples e elegantes, somos, entretanto, da opiniao que aquele método en-
contra principalmente util aplicacio em Geometria Analitica na resolucao de problemas
relativos a planos e retas no espago.A aplicagao do Cdlculo Vetorial a Geometria Analitica
Plana €, ao nosso ver, de pouca utilidade ...”

E preciso que se deixe claro o reconhecimento da importancia da Trigonometria, assim
como da teoria vetorial, como ferramentas imprescindiveis na construcao do arcabouco
da solida construcao dos conceitos matematicos. O que aqui se propoe é uma alternativa
metodoldgica na abordagem dos conteidos estudados no ensino médio, que atente para os
aspectos de extrema naturalidade, que sao possiveis com as Transformacoes Geométricas.
Elas sem duvida agucam a criatividade e abrem caminho para uma visao dinamica e ino-
vadora, com a presencga da tecnologia aplicada, como preconizam os PCN, ver [24] pdgina
252,

“aprender Matematica no Ensino Médio, deve ser mais do que memorizar resultados
dessa ciéncia mas sim, adquirir conhecimento vinculado ao dominio de um saber fazer
matemdtico e de um saber pensar matemadtico.”

Convém ressaltar o papel estratégico da utilizagao dos softwares de Geometria Dinamica
em apoio ao uso das Transformacoes Geométricas. Tais tecnologias, apropriadamente
exploradas pelo professor, atuam como uma espécie de catalisadores do processo Ensino-
Aprendizagem. Essas ferramentas eletronicas se configuram, pois, em uma perspectiva
de cunho construtivista notavel, permitindo uma manipulacao das figuras atuando com-
plementarmente as ferramentas tradicionais do Desenho. Uma matéria importante que
relata uma experiéncia no ensino da matematica com o Tabulae pode ser consultada em
[8]. Outros tépicos abordados no presente trabalho foram o estudo do nimero 7 e o
grafico da funcao seno. Tais estudos foram pautados na transformacao de homotetia, que



com o auxilio do Tabulae possibilitou construcoes e manipulacoes de figuras com extrema
facilidade e objetividade, ressaltando a potencialidade da didatica nele apoiada. Neste
trabalho, todas as figuras que exigiam construcao com régua e compasso foram realizadas
no Tabulae.

Este trabalho é dividido em oito capitulos. O primeiro capitulo faz uma descricao
sucinta dos aspectos motivacionais que norteiam o presente trabalho; fala sobre os PCN,
o uso das tecnologias no ensino e também da situacao do ensino das Transformacoes
Geométricas e das disciplinas correlatas de Geometria e Desenho Geométrico na opiniao
de profissionais da educagao de grande relevancia no cenario da educacao brasileira e
internacional. O segundo capitulo trata da contextualizacao historica dos temas trata-
dos. O terceiro capitulo aborda as ferramentas conceituais que desempenham papel cen-
tral para o desenvolvimento do trabalho como o Teorema de Tales e as Transformacoes
Geométricas. O quarto capitulo mostra efetivamente onde as Transformacoes Geométricas
podem ser aplicadas na grade curricular do Ensino Médio; faz também algumas aplicagoes
das Transformacgoes Geométricas na resolucao de alguns problemas. O quinto capitulo faz
uma apresentacao do nimero 7 e do radiano, com base nos resultados da Homotetia, e
aborda a area do circulo. O sexto capitulo é dedicado ao estudo da Geometria Analitica
a luz das Transformacoes Geométricas com apoio do Tabulae. O sétimo capitulo fala das
funcoes trigonométricas, sua definicao e o tragado minucioso do grafico da fungao seno
com utilizagao do Tabulae. O oitavo capitulo traz uma atividade interdisciplinar onde se
investiga a relacao entre o niimero 7 e a sinuosidade dos rios. Traz também referéncias
bibliograficas e anexo contendo comentarios de professores e alunos com os quais se rea-
lizou uma atividade onde o referido trabalho foi apresentado.

PCN: Geometria e Transformacoes Geométricas

Os PCN elaborados pela Secretaria de Educacao Fundamental do MEC tém origem
no ano de 1997 e trazem uma proposta de reordenacao curricular. Eles sao uma referéncia
nacional para as politicas piblicas na area da Educacao Basica. Em conformidade com
suas diretrizes em 1998, especificamente na disciplina de Matematica, para os terceiro e
quarto ciclos (6° ao 9° anos) podemos observar quatro eixos de conhecimentos

e Numeros e Operagoes (Aritmética e Algebra);

e Espaco e Forma ( Geometria);

e Grandezas e Medidas ( Aritmética, Algebra e Geometria);

e Tratamento da Informagao ( Estatistica, Matematica Combinatéria e Probabilidade)

No eixo Espaco e Forma, temos: A valorizacao dos conceitos geométricos; O trabalho
com situagoes-problema; as construgoes geométricas com régua, compasso, esquadro e
transferidor; a importancia das Transformagoes Geométricas (Isometrias e Homotetia);
e, por fim, a congruéncia e semelhanca de figuras. As orientagoes dos PCNs apontam ine-
quivocamente para a valorizacao e a importancia do Ensino da Geometria e do Desenho
Geométrico, dando prioridade a resolugao de problemas e a apropriacao por parte dos
educandos de principios fundamentais como proporcionalidade e homotetia. Neste con-
texto destaca-se ainda o dominio da argumentacao com vistas a que os alunos manifestem
naturalmente atitudes reflexivas que os levem a buscar sempre as justificativas necessarias



para se chegar a uma conclusao (resultados). Essa capacidade argumentativa é o limiar
de uma postura que os conduzird ao reconhecimento da importancia da demonstracao
em Matematica, ou seja, o método matematico por exceléncia, que é o método dedutivo.
O presente trabalho, por focar as aplicagoes das Transformagoes Geométricas no Ensino
Médio, subsequente ao Fundamental (1° ao 9° anos), destaca as possibilidades dessas
aplicagoes em conteudos constantes dos programas curriculares deste segmento do Ensino
da 1* a 3* séries. Foram selecionados alguns livros texto que sao indicados pelo PNLD
(Programa Nacional do Livro Didético), portanto com a chancela do governo federal.
Esse programa ¢ responsavel por selecionar literaturas que mais se adequam aos PCN.
Cabe ressaltar que, no centro em que leciono, o IFRJ, nossos alunos recebem gratuita-
mente esses livros que sao previamente escolhidos pela equipe de Matematica, dentre trés
diferentes autores, para uso em nossas aulas. Estes manuais nao vém satisfazendo as ori-
entagoes dos PCNs em sua integralidade. Dessa forma, acgoes individuais e institucionais
sa0 quase sempre necessarias para que se crie paulatinamente uma nova mentalidade no
seio dos profissionais de educacao que aponte para o aperfeicoamento e o repensar cons-
tante sobre a educacao brasileira. Neste sentido, o PROFMAT tem o seu destaque. Este
programa atende a uma significativa parcela dos profissionais de educacao, em um projeto
de dimensoes nacionais de significativa expressao, nao somente pela quantidade (1500 pro-
fessores de Matematica a grande maioria com bolsas) mas sobretudo pelo elevado nivel de
comprometimento. Este programa ja produziu consideravel material de pesquisa em En-
sino de Matematica, reunido em suas teses publicadas, bem como a preciosa colaboragao
dos renomados professores que nele atuam.



Capitulo 2

Consideracoes Historicas

Neste capitulo procuramos destacar os temas que serao abordados em nosso trabalho bem
como destacar a relevancia dos mesmos. Isso serd feito valendo-se da perspectiva histérica
com o fim de conscientizar o educando do valor do conhecimento e dos métodos cientificos
fazendo-os perceber seu papel na vida humana em diferentes épocas e na capacidade hu-
mana de transformar o meio em que vive. Em especial, a Matematica é uma das vertentes
do conhecimento humano que tem papel relevante para o desenvolvimento das sociedades.

A Geometria e o Desenho Geométrico

Os fundamentos da Matematica remontam a época dos gregos na antiguidade. Neste
contexto, a obra em que se tem conhecimento desta primeira apresentacao da Matematica
como tal, é conhecida como os Elementos de Euclides. Sobre este pensador se tem pouca
informacao. Ele teria vivido por volta do ano 300 a.C (ver [1]). Euclides foi responsével
pela elaboracao de varias obras de carater cientifico, sendo a mais famosa delas conhecida
com o nome de Os Elementos. Esse trabalho retine a quase totalidade do conhecimento
matematico de seu tempo. Outras publicacoes foram perdidas, a exce¢ao da obra atribuida
a Hipdcrates de Quio, que viveu no século V a.C. Os Elementos de Euclides sao portanto,
praticamente tudo o que se tem hoje em dia a respeito da Matematica Grega que conhe-
cemos, desde suas origens com Tales de Mileto, que viveu no século VI a.C, até os tempos
de Euclides, perfazendo um tempo de 250 anos, tempo em que se organizou logicamente,
evoluindo de seu estagio embrionario com Tales, até o alto grau de sofisticacao que se
mostra nos Elementos. Nao se sabe se Euclides escreveu os Elementos para uso no ensino,
ou apenas para reunir o conhecimento matematico da época. Naquele tempo nao havia
a preocupacao pedagodgica dos dias de hoje, de sorte que Euclides alcangou os dois ob-
jetivos; e os Elementos foram muito usados no aprendizado da Matematica por mais de
dois milénios (ver [4]). No século XIX j4 havia outros livros de Geometria, didaticamente
mais adequados ao ensino, notadamente o livro de Legendre, que teve muitas edigoes em
varias linguas, inclusive o portugués. Esse livro foi muito utilizado nas escolas brasileiras
por quase todo o século XIX consultar ([7]).

O Processo Dedutivo em Geometria
Foi no inicio do século VI a.C que Tales de Mileto inaugurou na Matematica a pre-

ocupagao com as demonstragoes. A partir de entao, a Matematica grega vai tomando o
aspecto de uma estrutura de proposigoes logicamente encadeadas, isto é, cada proposicao



¢ demonstrada a partir de proposicoes que a precedem, e essas por sua vez sao demonstra-
das das antecedentes, e assim por diante em um processo que nao teria fim. Entretanto,
os gregos logo perceberam que era necessario parar este processo demonstrativo em algum
momento, estabelecendo certas proposicoes iniciais que eram tomadas como verdadeiras
pelo fato de serem evidentes por si mesmas; a partir destas, todas as outras poderiam ser
demonstradas. Dessa forma foi estabelecido um conjunto de proposicoes, o que hoje em
dia se conhece com o nome de axiomas ou postulados. O grande legado dos Elementos
sao esta notavel organizacao logico-dedutiva em que um reduzido ntimero de proposigoes
e definicoes iniciais é suficiente para se demonstrar, uns apds outros, todos os teoremas
considerados. Historicamente, os Elementos de Euclides sao a primeira corporificacao
deste que se conhece como método axiomatico.

As Transformacoes Geométricas

Uma das caracteristicas surpreendentes da Matemética do século XX tem sido seu
reconhecimento do poder do método abstrato. E conveniente lembrar que o que pode
ser abstrato para algumas pessoas, pode ser muito terra-a-terra para outras. Esta ca-
racteristica deu origem a inimeros resultados e problemas novos o que levou a pesquisa
matematica a abrir novas dreas de cuja existéncia nem se suspeitava. No limiar des-
tes acontecimentos surgiu nao apenas uma nova Matematica, mas uma visao nova, e
junto com isto, demonstracoes simples de resultados cléssicos dificeis. Este fato contri-
buiu também para a interrelacao entre areas que se julgavam sem nenhuma relacao. A
Algebra, que surgiu como produto de toda essa transformagao, nao é apenas uma matéria
com vida independente: ela é atualmente uma das areas de pesquisa mais importantes
em Matematica. Ela também funciona como um fio unificador que entrelaca quase toda a
Matematica como a Geometria, a teoria dos Numeros, a Anélise, a Topologia e mesmo a
Matematica Aplicada. Nesse sentido, as idéias de Félix Klein se corporificam no cenario
do Ensino da Matematica. A obra de Klein é um climax adequado para a idade herdica
da Geometria, pois ele a ensinou durante meio século.

Feélix Klein

Figura 2.1:

Uma Geometria, segundo Klein, de um espago S, de grupo principal G, é o conjunto
de propriedades de S invariantes para as transformacoes de G.

Ressaltamos mais uma vez a importancia das Transformacoes Geométricas, pois estas
geram a propria Geometria Euclidiana. De fato, a Geométria Fuclidiana é a Geometria
do plano Il = S, cujo grupo principal é contituido pelas homotetias e as semelhancas
(composicao de homotetias com isometrias). Este assunto deve ser tratado com nossos
alunos de Ensino Médio, pois, além de mostrar o formalismo da Matematica, gera uma
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discussao sobre a existéncia de outros tipos de Geometrias.
O Nimero 7

O numero irracional 7 é uma unanimidade no ensino da Matematica. Além de ser um
nimero mais que necessario ao bom desenvolvimento de estudos elementares e avangados
em Matematica, sua historia esta envolta em uma atmosfera de mistério e fascinio. O
conhecimento que se tem do niimero 7 nem sempre é satisfatorio. Apenas por curiosidade,
consta que no Velho Testamento, escrito no ano 500 A.C (ver [20]), que o nimero 7 teria
valor igual a 3. Em 1931, um cidadao americano de Ohio publicou um livro segundo o
qual o valor exato de 7 seria 28%6 . O livro em si, apesar de todas as heresias que contém,
nao causa admiragao pois o niimero 7 sempre provocou irresistivel atracao aos amadores
pelos séculos afora. O curioso é que o valor de m é o mesmo que foi obtido pelo escriba
egipcio Ahmes, autor do famoso papiro de Rhind, escrito 2 mil anos antes de Cristo. Desde
Arquimedes, que encontrou o valor 3,1416 para o niimero 7 , matematicos se tém ocupado
em calcular o valor de 7 com um nimero de casas decimais cada vez maiores. O Inglés
Willian Shanks calculou m com 707 casas decimais exatas em 1873. Em 1947 descobrui-se
o erro no calculo de Shanks, que se dava na 527% casa decimal. Com o auxilio de uma
maquina manual, 7 foi calculado com 808 casas decimais exatas. Em seguida vieram os
computadores, e na Franga, em 1967 o valor de 7, segundo [20], foi calculado com 500.000
algarismos decimais exatos. Em 1984, nos Estados Unidos, com mais de dez milhoes de

casas decimais exatas (precisamente 10.013.395 algarismos decimais exatos).

Cronologia do calculo de =

Matematico Ano Casas Decimais
Egipcios (Papiro de Rhind; 1650 A.C. 1
Arquimedes 250 A.C. 3
Zu Chongzhi 480 D.C. 7
Ghivath al-Kashi 1424 16
Ludolph van Ceulen 1596 35
Georg von Vega 1794 126
Giauss 1824 200
William Shanks 1874 527
Levi B. Smith, John W. Wrench 1949 1.120
Daniel Shanks, John W. Wrench 1961 100.265
Tean Guilloud, M. Bouyer 1973 1.000.000
¥:nu$:sa Kanada, Sayaka Yoshino, Yoshiaki 1982 16.777.206
;ish:masa Kanada, Yoshiaki Tamura, Yoshinobu 1987 134.217.700
Chudnovskys 1989 1.011.196.691
Yasumasa Kanada, Daisuke Takahashi 1997 51.539.600.000
Yasumasa Kanada, Daisuke Takahashi 1999 206.158.430.000
Yasumasa Kanada 2002 1.241.100.000.000
Dsi suke Takahashi 2009 2.576.980370.000
Fabrice Bellard 2010 2.699.999.990.000 14
Shigeru Kondo & Alexander Yee 2010/08/02 5.000.000.000.000
Shigeru Kondo & Alexander Yee 2011 10.000.000.000.000
The Santa Clara University 2013 8'000'000'000'000'0?3
prwikipedia.orgiwiki/Pi
Figura 2.2:

Hoje sabemos que 7 é um ntimero irracional, isto é, ele nao é o resultado da divisao de
dois nuimeros inteiros. Logo, nenhuma fragao decimal finita ou dizima periddica pode re-
presenta-lo. Neste trabalho procuramos levar ao aluno um método que permita um olhar
critico sobre o numero 7 e elaborar uma estratégia para chegar a uma formulacao precisa



deste misterioso e fascinante ntimero real. Nos tempos antigos nao existia notagao padro-
nizada para 7, esta letra grega que é equivalente ao nosso p. Sabemos que este nimero
representa a razao entre o comprimento de uma circunferéncia e seu diametro(ver [1]) ou
simplesmente o comprimento de uma semicircunférencia de diametro igual a 1; ou ainda
a area de um circulo de raio igual a 1. A adoc¢ao do simbolo 7 para este famoso nimero é
devida ao matematico Euler em 1737. Desde entao, todos passaram a adotar este simbolo
para o nimero 7. E importante salientar que o nimero 7 aparece inesperadamente em
varias situagoes. Por exemplo, Leibnitz notou que a série 1 — % + % — % + ... converge ao
numero 7 . Euler provou que a soma dos inversos dos quadrados de todos os nimeros
naturais ¢ igual a %2 . Desde que ficou clara a idéia de nimero irracional, comecgou-se a
suspeitar que 7w era um deles. Euler era um dos que acreditava ser m um niimero irracio-
nal, mas quem provou formalmente tal propriedade foi um seu contemporaneo de nome
Lambert; a demonstragao da irracionalidade de m pode ser encontrada em [27] capitulo
16, pagina 458. Em estudos mais avangados sobre teoria dos niimeros, o niimero m aparece
como um numero transcendente, ou seja, nao é raiz de nenhum polinomio com coeficientes
inteiros. Mas isso ja é outro capitulo sobre este nimero fantéstico que foge aos objetivos
do presente trabalho. Outra aparicao notavel que merece uma atencao especial é o fato
de o nimero aparecer em problemas relacionadas a investigagoes acerca da sinuosidade
de rios. Sobre isso, destacamos uma atividade especial que tem por objetivo fazer o aluno
refletir sobre a vasta utilidade da Matematica nas ciéncias aplicadas. Resultados sobre a
cronologia do nimero 7 podem ser encontrados na Figura 2.2.

Funcgoes Trigonométricas

A teoria que se ocupa de solugoes de problemas geométricos envolvendo angulos é
conhecida com o nome de Trigonometria; traduzindo, isto ¢ o mesmo que medida de
triangulos. Ptolomeu ( Klaudios Ptolomaios viveu e trabalhou em Alexandria em torno
de 150 d.C) desenvolve este assunto em sua obra conhecida como Almagesto. Neste traba-
lho, Ptolomeu elabora uma tabela de cordas que relacionava os comprimentos de um arco
de circunferéncia e os valores respectivos dos senos. A descricao das ideias de Ptolomeu
pode ser encontrada em [1], Capitulo 4 com o titulo A Construcao , por Ptolomeu, de
uma Téabua Trigonométrica. Da época de Ptolomeu aos dias de hoje, a Trigonometria
tem sido largamente utilizada nas mais diversas atividades humanas; na Topografia, na
Cartografia, na Agrimensura dentre muitas outras. Em teorias avangadas como as séries
de Fourier, tais funcoes sao usadas para descrever as solugoes das equacoes diferenciais
provenientes dos problemas de ondas e do calor, que fazem parte do estudo das equagoes
diferenciais parciais. Para um maior detalhamento do valor das funcoes trigonométricas,
um interessante material de pesquisa pode ser consultado em [14].

Geometria Analitica

A criacao da Geometria Analitica é creditada a René Descartes (1596 a 1650), em
sua obra intitulada La Géométrie (3° apéndice do Discours de la Méthode) publicada em
1637 em Leyden, na Holanda. Decartes era mais filésofo do que matemaético, limitando-se
a discorrer suas ideias fundamentais sobre a solucao de problemas geométricos por via
algébrica, sem sequer deduzir a equacao de uma linha reta. O mérito na criagao da Geo-
metria Analitica, como a conhecemos hoje em dia é dividido com Pierre de Fermat (1601
a 1665), que, em carta a Roberval, em 1636, expunha ideias semelhantes as de Descar-



tes. Entretanto, a sua obra “Ad locos planos et solid isagoge” (Introdugao ao Estudo dos
Lugares Planos e Sélidos) s6 teve publicidade em data posterior & de Descartes. Fermat
abordou em sua obra a teoria geral da reta e da circunferéncia.

E importante destacar a relagao histérica do desenvolvimento da Geometria Analitica
com as questoes motivadoras demandadas pela Geometria e suas Construgoes com régua
e compasso. Podemos contemplar esta perspectiva em [9], que discorre sobre o método
usado por Descartes. Tendo mostrado como as operacoes algébricas, inclusive a resolucao
de quadraticas, sao interpretadas geometricamente, Descartes se volta para a aplicacao
da Algebra a problemas geométricos determinados, formulando, muito mais claramente
que os cossistas da Renacenga (referéncia aos amatematicos italianos, primeiros algebris-
tas. A palavra cossista significa coisa, em referéncia a incégnita ) , o método geral que
reproduzimos a seguir:

“[...]Se, pois, queremos resolver qualquer problema, primeiro supomos a solu¢ao efe-
tuada e damos nomes a todos 0s segmentos que parecem necessdrios G construcao aos que
sao desconhecidos e aos que sao conhecidos. Entao, sem fazer distin¢ao entre segmentos
conhecidos e desconhecidos, devemos esclarecer a dificuldade, de modo que mostre mais
naturalmente as relagoes entre esses segmentos, até consequirmos erprimir uma mesma
quantidade de dois modos. Isso constituird uma equag¢do (numa unica incognita) pois os
termos de uma dessas expressoes juntos sao iguais aos termos da outra...” Em [9], des-
tacamos:

“[...] Se um problema pode ser resolvido por geometria ordindria, isto €, com uso
das retas e circulos tracados sobre uma superficie plana, quando a ultima equagao tiver
sido completamente resolvida restard no mdximo o quadrado de uma incognita, igual ao
produto de sua raiz por alguma quantidade conhecida, acrescido ou diminuido de alguma
outra quantidade também conhecida...”

Por fim, o método de Descartes também se relacionava a determinagao de tangentes
a uma curva. Com relacao a isso, o método que ele publicou em La Géometrie era menos
eficiente de que aquele que Fermat tinha desenvolvido na mesma época (ver [9] e [10]). Vale
a pena destacar que a espantosa tecnologia do GPS ( Sistema de Posicionamento Global),
é uma consequencia da ideia de Descartes para seu sistema de coordenadas cartesianas,
assim chamado em sua homenagem. FEste sistema consiste de linhas paralelas que se
cruzam em duas, trés ou mais direcoes, permitindo-se a descrigao numérica de objetos no
espaco. No globo terrestre, a posicao de um objeto pode ser descrita em termos de sua
latitude e longitude, que sao traduzidas em seguida em uma localizacao em um mapa.
O sistema GPS funciona também em trés dimensoes: além da latitude e da longitude,
pode tanbém fornecer a altitude e isso o torna extremamente 1til na a vida moderna. Um
exemplo desta maravilha da tecnologia sera explorado neste trabalho onde sera possivel
verificar uma interessante propriedade associando o nimero 7 e a sinuosidade dos rios
apontada por Einstein.
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Capitulo 3

Preliminares

Neste capitulo estudaremos o Teorema de Tales e as Transformagoes Geométricas.

3.1 Teorema de Tales

Em alguns textos da historia da Matematica encontramos evidéncias deste teorema devido
a uma exibicao feita por Tales, na qual procurava medir a altura de uma piramide. O
teorema de Tales estd associado a ideia de proporcionalidade e possui notavel aplicacao
nas ciéncias, em particular nas ideias de Aristarco para a determinacao das distancias
astronomicas, como a distancia da Terra a Lua, o cdlculo do raio da Terra e muitas outras
aplicagoes( ver um excelente artigo em [6]).

Definicao 3.1.1 Um feize de retas paralelas é um conjunto de retas distintas do plano,
paralelas entre si.

A
J

c/ - t
/ N

Figura 3.1: Feixe de retas paralelas

As retas paralelas r, s e t da Figura 3.1 determinam um feixe de retas paralelas; Por
outro lado, as retas u e v sao transversais ao feixe, pois cortam cada uma das retas do
feixe.
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Definicao 3.1.2 Os pontos de intersecao de retas transversais com uma reta de um feixe
de retas paralelas sao ditos correspondentes. Os segmentos que ligam pontos correspon-
dentes sao chamados de segmentos correspondentes.

Os pontos A e A" da Figura 3.1 sdo ditos correspondentes, os segmentos AB e A'B’
também sao correspondentes.

Definicao 3.1.3 Dizemos que os segmentos AB, CD EF e GH, na ordem em que apa-
recem, S0 Proporcionais Se
AB EF

CD  GH

Teorema 3.1.1 (Teorema de Tales)
Um feixe de retas paralelas determina sobre duas transversais quaisquer, segmentos cor-
respondentes proporcionais.

No feixe de retas da Figura 3.1, o teorema de Tales nos diz que % = BB,—g,. A partir
desta podemos obter as seguintes proporcgoes:

1/ ~ . :
) g—g = g,—g,, esta relacao pode ser obtida de % = BB,—g,, trocando-se os meios.
Yal ~ . .
o 20 = 4L esta relagio pode ser obtida da anterior como segue:
AB +1 AB +1
BC B'C’

AB N BC A' B’ n B'C’

BC BC B'C' B'C

AB + BC A'B"+ B'C'
BC B'C’

A mecanica dessas proporcoes se da de forma extremamente simples em razao de
seu forte apelo visual. E preciso, em suas aplicagoes, estar sempre atento as razoes dos
segmentos correspondentes nas retas paralelas. A maneira de se escolher as proporcoes
nas paralelas ¢ muito importante nas aplicagoes e nas solucoes de exercicios. Com o de-
senvolvimento de uma quantidade suficiente de atividades, o aluno rapidamente estara
familiarizado com a mecénica necessaria,/

Agora se demonstrara este importante teorema. Para tanto, é conveniente demonstrar
um resultado auxiliar ( Lema), que serd ttil na demonstracao desejada. Para isto, lembre
que um paralelogramo é um quadrildtero que possui lados opostos paralelos. Esta propri-
edade acarreta, por congruéncia de triangulos, a igualdade entre os respectivos pares de
lados paralelos.

Lema 3.1.1 Se um feize de retas paralelas determina sobre uma transversal segmentos de
mesmo comprimento, determinard sobre outra transversal qualquer, segmentos de mesmo
comprimento.

Prova. A Figura 3.2, servird como auxilio na demostracao. As retas paralelas r, s, t
e u determinam um feixe de paralelas e sao cortadas pelas transversais p e ¢. Suponha
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que AB = BC = CD, queremos concluir que A’B’ = B'C’' = C'D’. De fato, tracando-
se paralelas a reta ¢, por A, B e (', encontramos os pontos M, N e P nas retas s, t
e u respectivamente. Logo, ficam determinados os paralelogramos AA'M B, BB'NC' e
CC'PD, e dai temos que

A'M =AB=BC=BN=BC=CD=C'P

Isso acarreta a congruéncia dos triangulos A’M B’, B'NC" e C'D’'P, pois tais triangulos
possuem um lado de mesmo comprimento compreendido entre angulos respectivamente
congruentes. Isso posto, é possivel afirmar que A'B' = B'C' = C'D'.

U

Figura 3.2: ideia da prova do Lema

Prova. (Prova do Teorema de Tales). Queremos provar que um feixe de paralelas
determina sobre duas transversais quaisquer, segmentos correspondentes proporcionais.
Suponhamos que existe um segmento de medida igual a u, na transversal p que cabe m
vezes em AB e n vezes em BC (ver Figura 3.3). Marcamos sucessivamente este segmento
na transversal p e tracamos paralelas as retas do feixe pelos pontos extremos destes seg-
mentos, como mostra a figura 3.3. Pelo lema anterior, encontraremos um segmento de
medida u’ na transversal g, que cabe m vezes em A’B’ e n vezes em B'C’. Entdo temos
que, AB =m.u, BC =n.u, AB'=m.u' e B'C' = n.u'. De onde obtemos:

AB  mu m mu A'DB

BC nu n  md B

E comum, na demonstragao deste importante teorema, resumi-lo ao caso comensuravel,
evitando discorrer sobre o caso incomensuravel, deixando assim a demonstragao incom-
pleta. Agora analisemos o caso de segmentos nao comesuraveis, ou seja, nao existe tal
segmento de medida u com a propriedade acima. Podemos verificar o teorema por apro-
ximacao. Logo, dado m € N, tomamos um segmento de medida igual a u,, que cabe m
vezes em E, mas ao marcamos 0 mesmo sucessivamente em B_C', obtemos que o ponto C'
estd localizado entre o (n—1)-ésimo e o n-ésimo ponto da divisao, (ver Figura 3.3 a direita),
onde n € N e depende de m. Tragando paralelas ao feixe como acima, a mesma situacao
¢ verificada na outra transversal. Isso permite que se escreva (n — 1).u,, < BC' < n.u,

13



/ 1 I : n—1 BC n n—1 B'C’
e (n—1)u, < B'C" < n.ay,. Assim, temos que "= < 7% < T e "= < T <

Multiplicando por (—1) a tltima desigualdade e somando esta a primeira obtemos

1 BC BC 1

m<E_A’B’<m

n
gt

Para todo m € N. Pela propriedade arquimedina (ou tomando m muito grande) temos

BC __ B'C’
’ 8
4 ]
.-_,Ha_f E“F

queé 75 = apr-
— T
/
f

\{_d
Ay
¢ \f j / o !
i Y

/ \

U

Figura 3.3: Ideia da prova

A seguir apresentamos algumas aplicacoes deste teorema. De fato, enunciaremos al-
guns resultados conhecidos em Geometria que podem ser verificados com o auxilio do
teorema de Tales.

Exemplo 3.1.1 Toda reta paralela a um dos lados de um triangulo (ou ao prolongamento
dos lados), e que ndao contenha um de seus vértices, determina um outro triangulo de lados
respectivamente proporcionais a0 pPrimeiro.

Figura 3.4:

Na Figura 3.4, temos a ideia geométrica deste enunciado. Somente vamos nos con-
centrar no desenho mais a esquerda. No triangulo ABC', podemos aplicar o teorema de

14



Tales as retas paralelas que contém os segmentos M N e BC e as transversais as ditas
retas (os lados do triangulos), obtendo ‘2—]\; = %. Agora vejamos que ‘Af‘—ABJ = % = 5[—]0\,.
De fato, somente temos que mostrar a tltima igualdade. Para isto, trace por N uma reta
r paralela a ao lado AB (ver Figura 3.5); logo aplicamos o teorema de Tales as retas pa-
ralelas r e o lado AB e aos outros lados do triangulo que sdo transverasais as ditas retas,
obtendo, assim 4% = 22 Agora note que o quadrildtero M NPB é um paralelogramo e
portanto possui os lados opostos de mesma medida, dai M N = BP e assim concluimos

AN — BP*
nosso resultado.

A /
i
Ta
#
,
4
/
&
M N
7/
s
/
A
1 4
ot
¥
;
, &
s
B ;P
#

i

y

Figura 3.5:

Exemplo 3.1.2 Triangulos que possuem os mesmos angulos internos possuem seus lados

PropoTrcionais.
B’ B
A
Cc
B
i
C

Figura 3.6:

De fato, considere os triangulos ABC' e A'B'C" tal que Z/CAB = /C'A'B', /ABC =
/ABC e ZACB = £ZA'C'B’. Transportando um triangulo de forma que dois de seus
lados coincidam com os lados do outro (Ver Figura 3.6), podemos aplicar o teorema de

B'C’ _ B'A _ C'A

Tales.Assim, concluimos que %z = 27 = 7.
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3.2 Transformacoes Pontuais

3.2.1 Funcoes

Podemos pensar numa fung¢ao como uma maquina na qual a cada matéria-prima nela in-
serida obtemos um unico produto. Podemos agrupar tal matéria-prima num conjunto que
chamaremos dominio ou conjunto de partida. Do mesmo modo agrupamos os produtos
num conjunto chamado contradominio ou conjunto de chegada. Dita maquina represen-
tard uma relagdo matemética entre estes dois conjuntos(ver figura):

X

N

A Y 4

MAQUINA f

7'\
f(x)

Figura 3.7: maquina

Definicao 3.2.1 Uma funcao f : A — B € uma relacao que a cada elemento x € A faz
corresponder um unico elemento y € B tal que f(x) =1y

Neste caso, o conjunto A é o dominio de f e seré denotado por D;. O conjunto B ¢
chamado de conjunto de chegada de f ou ainda contradominio de f. Note que a definicao
nao indica se todos os elementos de B sao relacionados com elementos de A. De fato,
isto nem sempre acontece. Logo podemos definir o subconjunto de B no qual todos seus
elementos estao relacionados com elementos de A; tal conjunto é chamado de imagem e
representa-se por f(A), em notacdo de conjuntos temos:

f(A) ={y € Bly = f(x), para algum z € A}

De modo geral para qualquer subconjunto C' de A, representa-se por f(C) o conjunto
formado por todas as imagens dos elemento pertencentes ao conjunto C', também chamado
de imagem direta de C', a saber:

f(C)=A{y € B;y = f(x),para algumz € C}

Quando a imagem do dominio da funcao é igual ao contradominio, diremos que f é sobre-
jetiva:

Defini¢ao 3.2.2 Dada f: A — B, dizemos que f é sobrejetiva se f(A) = B.
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Exemplo 3.2.1 A funcio f : R — R, definida por f(x) = x, é sobrejetiva, pois
F(R) =R

No exemplo anterior além da imagem ser todo R, cada elemento da imagem tem
associado um 1nico elemento no dominio. Fungoes com esta propriedades sao chamadas
mjetivas:

Definicao 3.2.3 Dada f : A — B, dizemos que [ € injetiva se a cada elemento da ima-
gem lhe corresponde um unico elemento do dominio.

Quando uma funcao é injetiva e sobrejetiva ao mesmo tempo, diremos que esta é
Byetiva.
Definicao 3.2.4 Dada f : A — B, dizemos que f é Bijetiva, se f € injetiva e sobrejetiva.
Dadas duas fungoes f : A — B e g : C — D. Podemos obter uma nova fungao
chamada de composta de f e g e denotada por f o g, desde que D C A, e calculada em x

por f(g(x)), isto é, ao ponto x € C' associamos primeiro seu correspondente g(x) € D e
seu correspondente valor em B pela funcao f serd o valor de f o g.

fog

Figura 3.8:

As composigoes de funcgoes se mostrarao extremamente necessarias para definir as
Transformacgoes de Semelhanca, que podem ser utilizadas para o estudo métrico da seme-
lhanca de triangulos e de poligonos em geral, além de formalizarem as idéias de figuras
congruentes.

3.2.2 Transformacoes Pontuais

Trabalharemos com funcgoes de forte apelo visual, isto é, aquelas de natureza essencial-
mente geométrica. Entende-se por Transformacao Pontual, uma funcao 7" do plano no
plano (ou outro plano) tal que, a cada ponto A do plano, faz corresponder um outro
ponto deste plano representado por T'(A). Na realidade, estamos interessados em fungoes
T : II — II, onde o dominio e contradominio da funcao coincidem com o conjunto II, de
todos os pontos de um plano. E importante notar que, sendo tal transformacao 7" uma
funcao, isso implica que cada ponto do plano possui um, e apenas um correspondente.
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Exemplo 3.2.2 Projecao paralela

Sejam r e s duas retas concorrentes do plano 11, isto €, elas tém um unico ponto em
comum. A reta r serd chamada de alvo da projecao e a reta s € chamada de dire¢do da
projecao. Dizemos que a transformacao P : I — 11 é uma projecao paralela sobre r na
dire¢ao de s, se a cada ponto A pertencente a Il associamos um ponto P(A) € r, tal que a
reta que contém os pontos A e P(A) € paralela a reta s. Por alvo da projegao se entende
o lugar do plano que contém todas as imagens desta transformacdo. A figura a sequir
ajuda a um melhor detalhamento das propriedades da transformacgdo de projecao.

. i PROJETANTE
DIRECAO DA PROJECAC =

\‘\s

ALVO

Figura 3.9: projecao paralela

Como se pode ver, esta transformacao admite uma infinidade de pontos que possuem
a mesma imagem e esses pontos sao todos pertencentes a reta projetante s’ que aparece
pontilhada na figura. Ou seja, uma transformacao pontual pode nao ser injetiva. Para
esta transformacao de projegao, é interessante determinar as imagens de algumas figuras.
Como exemplo, na figura 3.10 os segmentos A’B’, C'D’ e E'F’ sao as projecoes paralelas
de direcao s e alvo r dos segmentos AB, C'D e EF respectivamente. Cabe observar que o
segmento C'D é Paralelo & direcao da projecdo e dessa forma sua projecio C'D’ reduz-se
a um ponto.

DIREGAOQ DA PROJECAC

Figura 3.10:

Cabe ressaltar que a projecao paralela, além de ser de muita utilidade no estudo da
Geometria, também é de muita utilidade para compreender fenomenos fisicos. Por exem-
plo, imaginemos um dia de sol, em que podemos observar no chao as sombras de objetos
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como : arvores, postes, pessoas e edificios. Os raios solares, dadas as observacoes, pode-se
dizer que chegam a terra incidindo paralelamente a sua superficie, configurando-se em um
belo exemplo de projegao paralela (ver Figura 3.11.)

RAIOS SOLARES

PROJECAO DO POSTE )

Figura 3.11:

Observe que neste caso a direcao da projecao é determinada por qualquer um dos raios
de luz. As Projecoes Paralelas sao muito importantes no estudo do plano cartesiano para
definir as coordenadas cartesianas de um ponto, que sao reunidas em um par ordenado.

3.2.3 Transformacoes (Geométricas

Agora estamos interessados em estudar as Transformagoes Pontuais que sao bijetivas:

Definicao 3.2.5 Uma Transformacio Geométrica é uma Transformacao Pontual P :
II — II Bijetiva.

O estudo de tais transformagoes é recomendado nos PCN e é comum encontrar estas
transformacoes no decorrer do 8° e 9° anos do Ensino Béasico. Para este trabalho foram
selecionados, para fins de verificacao desta orientagao, trés autores que foram adotados
em uma escola da rede publica (ver em [28], [18] e [23]). Vamos focar o presente estudo,

em dois tipos de Transformacoes Geométricas que sao as Isometrias e Homotetias Ver
[26].

Definicao 3.2.6 Uma isometria € uma Transformacao Geométrica T : 11 — 11 tal que,
quaisquer pares de pontos, A e B, tém sua distancia d mantida pelas suas imagens. Isto

é, a distancia d(A, B) = d(T(A),T(B)).

Figura 3.12:
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Devido a esta caracteristica, as isometrias também sao vistas e chamadas de movi-
mentos rigidos (ndo deformam a figura) no plano (ver Figura 3.12). Como exemplos de
isometrias temos a Reflexao, Translacao e Rotagao, as quais estudaremos a seguir. Uma
propriedade essencial das isometrias diz respeito ao fato de essas transformacoes preser-
varem alinhamento, isto é, a imagem de uma reta é também uma reta (a demonstragao
desta importante propriedade pode ser encontrada em [3]). No Ensino Médio somente
estudam-se estes trés tipos de isometrias. Pode-se provar que elas sao as tnicas existentes
no plano. Para este fim, consultar [26].

Teorema 3.2.1 FEuxistem apenas trés tipos de isometrias, nao triviais, no plano: translacao,
reflexdo e rotacao.

Uma utilidade destas Transformagoes Geométricas é nos proporcionar uma forma de
identificar duas figuras no plano. Duas figuras planas F' e F’ sao ditas congruentes, e
representam-se por F' = I’ quando coincidem por superposicao, isto é, movimentamos
a figura original F' para a figura F’, por meio de movimentos rigidos, ou seja, esses mo-
vimentos sao executados pela composicao de Reflexdes, Translagoes e Rotagoes. Como
exemplo ver os pentagonos da Figura 3.16, que foi construido com o auxilio do Tabulae.

Exemplos cotidianos das Transformacoes Geométricas

Quando nos colocamos diante de um espelho, observamos nossa imagem do outro lado
e isso é um exemplo do que se denomina reflexao. Quando observamos o deslocamento de
um carro em linha reta ou subimos por uma escada rolante de um shopping, estamos diante
de exemplos de Translacao. Quando brincamos num parque de diversoes nos cavalinhos,
estamos sob efeito de uma rotacao. Ver figuras 3.13.

a
Ry
i

i
[

brmger da T3z dicila espaho planc o dreta
{0 ssquerda}

Figura 3.13:

REFLEXAO

Definicao 3.2.7 A mediatriz m de um segmento AB do plano €, o conjunto de todos os
pontos do plano que equidistam das extremidades A e B do segmento. Mais especifica-
mente, P € m se, e somente se d(P,A) = d(P, B).

Vamos definir a reflexdo em torno de uma reta (chamada eixo da reflexao). Para isto,
considere uma reta r no plano II.

Definicao 3.2.8 A reflexdo em torno do eizo v é uma Transformacao Geométrica *Sr :
IT — II, que associa a cada ponto Q ¢ r do plano o ponto Q' tal que r € a mediatriz do

!'Em alguns textos consagrados da literatura matematica, no simbolo Sr usado para representar uma
reflexao, a letra S € a inicial da palavra latina Speculum, que significa espelho; o indice 7, aposto a letra,
indica o eixo da reflex@o.
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segmento QQ'. A cada ponto QQ € r, a transformacgao associa o mesmo ponto Q. Duas

retas concorrentes sao ditas perpendiculares, quando determinam quatro angulos congru-
entes.

Figura 3.14:

Na Figura 3.14, M é o ponto médio do segmento de extremos A e A" = Sr(A) e r é
perpendicular a reta por A e A’. Para encontrar a imagem do ponto A da figura, primeiro
construimos a reta s que é perpendicular a reta r e que passa por A. Marcamos com M

a intersegao de r e s; finalmente, Sr(A) é intersegao do circulo de centro M, e raio igual
a M A com a reta s.

Figura 3.15:

A geometria desta transformagao sugere naturalmente sua propriedade isométrica (ver
Figura 3.15). Os pares de pontos A , A’ = S(A) B, B’ = S(B) formam o quadrildtero de
vértices A, B, A’ e B, que é um trapézio isosceles. A figura a seguir mostra a reflexao de
um pentagono efetuada no Tabulae.

NDEEAD -
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Figura 3.16:

21



TRANSLACAO

Uma Translagao corresponde a uma Transformacao Geométrica em que qualquer ponto
de um plano sofre um deslocamento linear paralelamente a uma diregao fixada. Este des-
locamento se dé segundo uma magnitude determinada (comprimento do deslocamento) e
um sentido.

Definicao 3.2.9 Seja A um ponto qualquer do plano e o um vetor desse plano. Dize@f
que o ponto A" é a imagem de A pela translagao de vetor 7, se o segmento orientado AA

€ equipolente ao vetor 7, isto é, o segmento AA’ possui mesmo mdodulo, mesma direcao
e mesmo sentido que o vetor .

OBS: Por médulo entendemos o comprimento do vetor, ou, a magnitude do deslocamento;
a direcao diz respeito ao paralelismo.

Figura 3.17:

A Figura 3.17 evidencia o fato de a translagao ser uma isometria. Observe que os
quadrilateros AA'PO, AA'BB’ e OPB’'B sao paralelogramos. A notagao usual para
se representar mate_rgiticamente uma translacao é a seguinte: T% : II — II tal que
A A =Ty (A) ; AA paralelo a ¥. Simplificadamente podemos escrever A’ = Tt (A)
ou simplesmente A’ = T'(A) em que o vetor ¥ estd subentendido.

Pela definicao a translacao aplicada a uma reta, por exemplo, transforma esta reta em
outra que lhe é paralela; e por ser uma isometria transforma qualquer figura em outra
que lhe é congruente (coincide por superposigao ver em [3]). A figura a seguir representa
a imagem de uma reta r por uma translacao de vetor .

Figura 3.18:

Como exemplos cotidianos relacionados com a translagao podemos citar o caminhar de
uma pessoa, o movimento retilineo de um carro, uma pedra caindo verticalmente ou uma
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pessoa subindo em uma escada ou uma rampa de uma passarela ou ainda se deslocando
sobre uma escada rolante. A figura a seguir mostra a translagao de um triangulo efetuada
no Tabulae:

‘FEE@E@ udcz J
7] v

g

AEA\ — c c

=

Figura 3.19:

ROTACAO

A rotagao é uma Transformagao Geométrica que consiste em “girar”um objeto ao redor
de um ponto fixo do plano chamado de centro de rotacao.

Definicao 3.2.10 Sejam, O um ponto fixo de um plano e, 8 um angulo fizado. Dizemos
que Ry : 11 — II € uma rotacao de centro O e angulo 0, se para cada A € 11, com A # O,
A’ = Ry(A) € tal que o dangulo AOA" = 0 com OA = OA'. Para A = O, define-se
Ry(O) = O, isto €, a imagem do centro O de rotag¢ao coincide com o préprio centro O de
rotacao.

Figura 3.20:

E importante notar que em nossa definicao ja foi estabelecida uma orientacao. Se
pedimos A'OA = 6 terfamos uma outra rotacao orientada no sentido contrario, ou, dito
de outro modo, teriamos uma rotacao num angulo —f. A unicidade de A’ impoe que
AOA seja um angulo orientado, sendo OA seu lado origem e OA’ o lado extremidade.

Esse procedimento sugere a ideia de que o arco de origem em A e extremidade em A’ deve
ser orientado no sentido de A para A’.
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Figura 3.21:

A rotagao de um ponto em um plano pode ser executada tradicionalmente com o uso
de um compasso e um transferidor, assim como uma translagao é efetuada por um par de
esquadros. A régua e o compasso tradicionais sao as ferramentas essenciais na construcao
das figuras planas. Como exemplo de rotagao no dia a dia, temos o movimento dos pon-
teiros de um relégio, das hélices de um ventilador ou das hélices de um helicéptero ou de
uma pessoa correndo em uma pista circular, dentre muitos outros.

£ Tabule (versio 1.22) il
NDEENE O ST caboulee |

BIo[2]#e. | EIATE O e
L)

o

& niciar| ) TRABALHO D CONCLUS... [ 2 Tabulee (Versdo 1.2.2) | W inagem - Paint BN ODD wor

Figura 3.22:

E possivel, com o uso de material concreto, simular uma rotagao valendo-se de uma
construcao artesanal que consiste de duas folhas de papel sobrepostas; uma delas transpa-
rente, que permita a visualizacao de qualquer desenho efetuado sobre a outra folha abaixo
dela. Contorna-se entao com um lapis a figura do papel fixo, sobre a folha transparente,
moével. Em seguida, fixando-se estas folhas sobrepostas com um alfinete, permite-se a
movimentagao da folha transparente mantendo-se a original fixa. A ponta do alfinete
determina um ponto, centro de rotagao. O movimento aplicado a folha livre permite que
esta execute uma rotagao em torno do ponto fixado pelo alfinete. Este simples artefato
auxilia para um entendimento das propriedades de uma rotacao aplicada a qualquer figura
plana.
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HOMOTETIA

Definigao 3.2.11 Seja O um ponto pertencente ao plano Il e k um nimero real. Define-
se a Homotetia Hooyy : II — 1I de centro O e razao k, como sendo a transformagdao no

— —
plano que faz corresponder a cada ponto A € 11, um ponto A’ tal que OA" = k.OA.

K=0

Figura 3.23:

Note que, pela defini¢ao, o ponto A" pertence a reta OA e pertencerda ao mesmo lado
que o ponto A, da semirreta OA, caso o numero real k seja positivo. Caso contrario, per-
tencera ao lado oposto ao de A na reta O A definindo a semirreta OA’, oposta da semirreta
OA. As homotetias de razoes positivas sao denominadas homotetias diretas e as de razoes
negativas sao denominadas de homotetias inversas. As homotetias também recebem as
denominacos de homotetias de ampliacao e de redu¢ao, quando as razoes possuem valores
respectivamente de médulos maiores do que 1 e menores do que 1.

Figura 3.24:

Teorema 3.2.2 Uma homotetia Hoyy : 11 — 11 transforma um segmento AB em outro
segmento A'B’ que € paralelo ao segmento AB. Além disso, temos que
A'B
AB

k

Prova. De fato, seja r a reta paralela a reta AB e que contém o ponto A’ (ver Figura 3.24).
A reta OB intersecta a reta r em B’. O ponto B’ assim determinado é o homotético do
ponto B pela referida homotetia. Este fato pode ser justificado pela aplicacao do teorema
de Tales ao triangulo OB’ A’. Em seguida, tomando-se um ponto M qualquer pertencente
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ao segmento AB e tracando-se a reta OM, esta reta interceptard o segmento A’B’ no
ponto M’ da reta A’B’. Novamente em consequéncia da aplicacao do teorema de Tales se
pode concluir que OM' = k.OM, o que prova ser o segmento A’ B’ a imagem do segmento
AB pela homotetia considerada, isto é, H(AB) = A’B’. Onde, HAB significa a imagem
direta do segmento AB pela homotetia de centro O e razao k, que foram omitidos por
razao de simplicidade.

O
Como consequéncias destes fatos, temos que:
1. A homotetia transforma uma reta em outra reta paralela a original.

2. A homotetia preserva angulos, isto é, angulos sao transformados em angulos de
mesma medida.

Figura 3.25:

3. A homotetia transforma tridgulos em triangulos cujos lados sd@o proporcionais aos
lados do triangulo original e a constante de proporcionalidade entre os lados destes
é a propria razao da homotetia.

Figura 3.26:
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Capitulo 4
Aplicacoes

Nosso objetivo é mostrar a utilidade das Transformacoes Geométricas para o ensino de
outros temas no decorrer dos estudos de nossos alunos de Ensino Médio. Trata-se de
evidenciar a eles que ha um vinculo entre varios topicos estudados, mudando assim sua
mentalidade sobre a Matemética e sua forma de ser ensinada (“aprendemos uma colegao
de assuntos desconexos”). Além disso, podemos ressaltar o formalismo existente na dis-
ciplina, pois a partir de um tépico estudado, mostramos como construir novos objetos e
analisar suas propriedades.

Logo, neste capitulo apresentamos varias aplicacoes das Transformacoes Geométricas,
com o intuito de coomprendeé-las melhor. Elaboramos uma lista dos temas ensinados na
12, 2% e 3* séries de Ensino Médio, que podem ser mais bem coomprendidos com o uso
das transformacoes geométricas. Como exemplo, dentre esses temas escolhemos abordar
3 (*) nos capitulos seguintes. Capitulo 5: O numero 7, capitulo 6: Geometria Analitica
e capitulo 7: Funcoes trigonométricas.

A seguir apresentamos uma lista dos topicos estudados nas 3 séries de Ensino Médio,
os quais seriam melhor entendidos por nossos estudantes, se ensinados com a ajuda das
Transformacoes Geométricas. Estes topicos estao ordenados por séries e de acordo com
os sumadrios de um dos textos didaticos do PNLD mais utilizados nas escolas piblicas [23].

12 Série

e Geometria Plana: Triangulos e Proporcionalidade; Circunferéncia, Circulo e Calculo
de Areas;

e Funcoes;

e Funcoes Reais de Varidvel Real,
e Inversa;

e Funcao Afim;*

e Funcao Quadratica;

e Funcao Modular;
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e Funcao Exponencial
e Funcao Logaritmica
22 Série
e Trigonometria no Triangulo Retangulo;
e Circunferéncia Trigonométrica: Seno e Cosseno;*
e Tangente e outras razoes trigonométricas;
e Adicao de arcos e Arcos duplos;
e Funcoes Trigonométricas e Resolucao de Triangulos;
e Matrizes;
e Sistemas Lineares;
e Geometria de Posicao e Poliedros;
e Prismas e Piramides
e Corpos Redondos
32 Série
e Geometria Analitica;*
e Formas da Equagao da Reta, paralelismo e perpendicularidade;
e Complementos sobre o estudo da reta;
e Equagoes da Circunferéncia;
e As Conicas: Elipse, Parabola e Hipérbole;

e Conjunto dos Niumeros Complexos;

Como se pode verificar, as Transformacoes Geométricas possuem um espectro bem
amplo em suas aplicagoes no Ensino Médio. Para um maior entendimento das Trans-
formacoes Geométricas, a seguir apresentamos algumas aplicoes destas:

4.1 Aplicacao da Reflexao

A reflexao é muito utilizada na Optica Geométrica estudada na Fisica. Suas aplicacoes sao
mais notaveis na formacao de imagens em espelhos planos e em espelhos esféricos ou ainda
nas lentes, que consistem em associacoes de espelhos esféricos. Como se sabe da Optica,
as imagens virtuais de um objeto real sao formadas pela intersecao de prolongamentos de
raios luminosos refletidos. A figura seguinte mostra um espelho plano e a imagem virtual
O’ de um objeto real O.
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N ( NORMAL AO ESPELHO EM P)

Figura 4.1:

Os raios incidentes e refletidos e a normal a superficie refletora estao contidos em
um mesmo plano. O angulo formado pelo raio luminoso e a reta normal ao espelho
é dito angulo de Incidéncia; do mesmo modo, o angulo formado pelo raio refletor e
a reta normal ao espelho é dito angulo de Reflexdo. Nas leis da reflexao os angulos
de incidéncia e de reflexao sao iguais. Na Figura 4.2, apresentamos o exemplo de um
espelho esférico, ou seja, aquele que possui uma superficie refletora com a forma de uma
superficie esférica. Podemos classifica-los em duas categorias de acordo com sua curvatura:
os espelhos concavos e os espelhos convexos. Sua utilidade é notavel na fabricacao de
maquinas fotograficas, holofotes, fardis de veiculos automotores, dentre muitas outras.

. 5
.I b - .
. A
- il
N >
5 ¥\
/ 1\
e
Espelho concavo Espelho convexo
Figura 4.2:

A seguir vamos considerar um espelho concavo e vamos representar alguns raios lumi-

nosos especiais e seus caminhos para evidenciar a importancia da reflexao na construcao
dos mesmos.
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Figura 4.3:
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Os raios luminosos incidentes paralelos ao eixo principal (Focal) do espelho sao refle-
tidos de tal modo que passam pelo foco do espelho. Ja os raios luminosos que passam
pelo centro do espelho sao tais que os raios luminosos refletidos passam também pelo
centro do espelho. As propriedades de um espelho esférico sao devido ao fato de serem
aproximacoes de superficies parabdlicas (consultar [2]).

JORMAL A CIRCUNFERENCI4,

DIRETRIZ DA PARABOLA

/

Figura 4.4:

Na Figura 4.4, a parabola e a circunferéncia representam o perfil de um espelho esférico
e um espelho parabdlico, respectivamente, ambos concavos. O ponto O é o centro da
circunferéncia; o ponto I, o foco da parabola; a diretriz da parabola estd indicada no
desenho. O ponto F’ é a intersecao de um raio luminoso que incide paralelamente ao eixo
da parabola e que incide sobre a superficie do espelho esférico no ponto P. Repare que
este ponto nao foi considerado pertencente a pardbola. A medida em que o ponto P se
movimenta, aproximando-se do vértice V', os perfis dos espelhos vao se tornando indis-
tinguiveis. Como consequéncia, o ponto F’ se aproxima do ponto F' (foco da pardbola).
Com os recursos de softwares em GD, pode-se visualizar com boa resolucao, a tendéncia
do ponto F” estabilizar-se no entorno do ponto F', e isso ocorre para valores do angulo a
proximos a 14°. Este fato nao é novo, pois, para se obter imagens nitidas em espelhos
esféricos, Gauss observou que os raios de luz deveriam incidir paralelos com pequena in-
clinacao em relagao ao eixo principal, assinalando que o angulo a de incidéncia no espelho
tem que ser inferior a 14°, para obter maior nitidez na formacao das imagens (ver [2].
Espelhos que satisfazem esta condi¢ao sao denominados espelhos esféricos gaussianos.

4.2 Aplicacao da Translacao

Vamos apresentar um exemplo da vida real no qual se pode vislumbrar uma interessante
situacao-problema em que se pode destacar a importancia do estudo das translagoes.

Com o objetivo de transportar a producao de uma fabrica localizada no ponto A para
uma distribuidora localizada em B, situadas em lados opostos de um rio de margens pa-
ralelas, os engenheiros de uma firma contratada para o servico resolveram construir duas
estradas que ligam a fabrica e a distribuidora as margens do rio e a uma ponte M N que
¢ perpendicular as margens, como mostra a Figura 4.5.

Um matematico que trabalha na firma de engenharia sugeriu que a ponte poderia ser

construida de tal modo que o percurso da fabrica até a distribuidora seja de comprimento
minimo. Algumas pessoas nao entenderam a proposta do mateméatico, mas ele explicou.
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Eo seguinte: dentre todos os caminhos que podem ser construidos (ver Figura 4.5), existe
um para o qual a soma AM + M N + NB é minima.

A

N\,B

Figura 4.5:

Tudo explicado todos entenderam. Ficou entao a tarefa de determinar qual a posicao
correta do ponto M (ver Figura 4.6) onde deve ser construida a ponte e que atenda as
condicoes desejadas.

Figura 4.6:

Analisando a Figura 4.7, o ponto A sofreu uma translagao de vetor m , transformando-
se no ponto A’ . Dessa forma, o quadrilatero AA’NM é um paralelogramo. Dai pode-se
concluir que AM = A’N. Como o segmento M N é um segmento de medida fixa,para
se calcular o valor minimo para a soma AM + M N + N B somente necessitamos saber o
valor minimo para a soma AM + N B. Por outro lado, sabemos que o valor de A’N + NB
¢ minimo quando A’,N e B sao colineares. Assim, podemos concluir que esta soma sera
minima quando o Ponto N (sobre a margem inferior) estiver alinhado com os pontos A’
e B, isto é, quando o ponto N coincidir com o ponto R (resolvente), que é o ponto de
intersecao da reta por A’ e B com a margem inferior do rio.

Figura 4.7:
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4.3 Aplicacao da rotacao

Como sabemos, a rotagao preserva figuras. Assim, a rotagao de uma reta é uma reta. Logo
vamos entender algumas propriedades ao fazer a rotacao de retas. Por exemplo, por meio
desta podemos reforcar conceitos como orientagdo. Uma rotacdo de +180° transforma
uma reta em uma reta paralela, porém com orientacao de sentido contrario. Ver figura a
seguir:

(@] t> 180°

Figura 4.8:

As retas r e r’ da figura 4.9 sdo paralelas e sao de mesma orientacao. Como a reta
r nao girou ao ser transformada na reta r’, esta transformacao pode ser considerada
como uma rotacao de angulo de 0°, embora represente uma translacao. E importante
ressaltar que neste caso nao é possivel determinar o centro da rotacao. Caso o centro
fosse determinado,a reta r coincidiria com a reta r”’.

Figura 4.9:

A figura 4.10 ajuda a entender que a composicao de duas rotagoes que geram retas
paralelas e de mesma orientacao, por convenc¢ao, devem ser associadas a uma rotacao
de angulo de 0° para a qual nao se define o centro. A reta r é girada de um angulo
igual & +a em torno do ponto O, determinando a reta r’, esta por sua vez é girada de
um angulo igual & —a em torno do ponto O’ determinando a reta 1’ estas operagoes
podem ser representadas em termos de composigoes de transformacgoes da seguinte forma
(R(O/7,a) o R(O,a))(T) = ROO(T).

Definiremos em seguida o grupo das rotacoes.

Grupo das Rotagoes

Vamos estudar o conjunto das rotacoes, munidas da operacao de composigao, ou seja,
dotamos este conjunto de uma estrutura algébrica. Obtendo como resultado que, a com-
posicao de rotacoes geram rotagoes, além disso, essas operacoes sao associativas, distri-
butivas com existéncia de simétricos (inversas) e neutros (identidade-rotagao de angulo
igual a 0°).
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Figura 4.10:

A afirmacao de que a composicao de rotacoes é uma rotagao caracteriza a propriedade
de fechamento de tal operacao no conjunto das rotagoes. De forma explicita, se os centros
das rotagao sao coincidentes (ver Figura 4.11). Entao é possivel concluir que duas rotagoes
consecutivas de angulos respectivamente iguais aa e b equivalem a uma unica rotagao de
angulo a 4+ b que possui o mesmo centro das rotagoes consideradas.

I

Figura 4.11:

Do mesmo modo, se consideramos dua rotagoes consecutivas de centros respectiva-
mente O e O’ (ver Figura 4.12). A composta destas rotacoes denotada por Rt = R(q)
o R, possui centro O” e angulo de rotagao igual a soma dos angulos das duas rotacoes
anteriores, que é igual a a +b. O centro O” desta composta é a intersecao da reta r”
com a reta r. Esses trés pontos determinam o triangulo OO’O”. Além disso esta figura
mostra que, em qualquer triangulo , a medida do angulo positivo externo ¢ igual a soma
das medidas dos dois angulos positivos internos ao triangulo, que nao sao a ele adjacentes.

Fazendo uso da notacao R 0 R(a) = R(4+1), podemos entender que valem as seguintes
propriedades:

i- (R o Rwy) o Ry = Ria) 0 (RpyoR)) (associatividade)
ii - Ry 0 Ry = R para todo a (existéncia do neutro)
iii - Para cada R(iq), existe R(_q) tal que R(4q) 0 R(_q) = R(g) (existéncia do simétrico)

Com essas propriedades o conjunto de todas das rotagoes de um plano possui a estru-
tura de um grupo(ver [3], pag 13) . E importante observar que o grupo das rotagoes com

centros nao coincidentes nao é comutativo (ver [3], pag 138)

A seguir vamos apresentar algumas aplicagoes para a composicao das rotacoes. Pri-
meiro vamos lembrar uma propriedade conhecida como lei angular de Tales, a saber:
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Figura 4.12:

“A soma dos angulos internos e positivos de qualquer triangulo ¢é igual a 180°”.

Figura 4.13:

A reta r’ é a imagem da reta r por uma rotacao de centro A e angulo a positivo interno
do triangulo ABC' (ver Figura 4.13); r” é a imagem de 7’ por uma rotagao de centro B
e angulo b positivo interno do triangulo ABC'’ e, por fim, a reta r”7 é imagem da reta r’
por uma rotacao de centro em C e angulo ¢ positivo interno do triangulo ABC. Veé-se
que r” coincide com a reta r em direcao, porém as duas possuem sentidos contrarios, o
que significa que ela corresponde a uma rotagao da reta r de 180° e de centro em C.

A composicao de rotagbes que geram retas paralelas e de mesma orientacdo pode
ser utilizada para encontrar o valor de angulos entre feixes de retas, evidenciando a im-
portancia em se associar translagoes a rotagoes de angulo 0° destituidas de centro. Por
exemplo, sejam 7 e s duas retas paralelas; t e u duas retas transversais que formam um
angulo a (ver Figura 4.14). Vamos usar rotagdes para calcular o angulo a.

Inicialmente observemos que as retas r e s sendo paralelas, uma delas pode ser trans-
formada na outra por uma rotacao de 0° ou de 180°. Vamos entao orientar as duas de
modo que a reta s seja a imagem da reta r por uma translagao, isto é, por uma rotacao
de 0°. Para tanto, ao orientarmos as retas r e s, devemos em seguida orientar as demais
retas com o intuito de evidenciar as rotagoes que serao executadas sobre a reta r para que
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Figura 4.14:

se transforme na reta s por meio de composicoes de rotacoes, apropriadamente escolhidas.

v

Figura 4.15:

Logo, observando a Figura 4.15, vemos que a reta r sofre uma rotacao de centro em
O e angulo —40° (sentido horério), que transforma r em 7’; em seguida a reta 7’ sofre
uma rotacao de centro O’ e angulo +a (sentido anti-horario), que transforma r’ na reta
r”; finalmente, r” sofre uma rotacao de centro O” e angulo —20° (sentido horario) que
transforma a reta r” na reta s. Como a reta s é paralela a reta r e ambas possuem a
mesma orientacao, a composta das trés rotagoes executadas sobre r é equivalente a um
rotacao de 0°. Lembrando a lei das composicoes, este fato pode ser representado por

R(-100) © L(1a) © B-200) = F((-10°)+(+a)+(-20)) = Foo.
De onde temos que (—40°) + (4a) + (—20°) = 0°, ou seja, —40° 4+ a — 20° = 0°; assim,

a = 20° + 40° = 60°.

4.4 Aplicacao das Homotetias

Nesta secao estudaremos os efeitos de uma homotetia quando aplicada a uma circun-
feréncia. Adotaremos definigbes e notagoes préprias para as figuras do Circulo e da Cir-
cunferéncia. A circunferéncia C, de centro O e Raio r, representada por C'(O,r), serd
definida pelo conjunto dos pontos P de um plano, que possuem distancia r > 0 ao centro
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O ponto fixo deste plano. A qualquer segmento de reta que une este ponto fixo O a um
ponto P pertencente a circunferéncia, chamaremos de um raio da circunferéncia. Por-
tanto, uma circunferéncia possui uma infinidade de raios, todos eles de mesma medida r.
Na figura que se segue, temos uma circunferéncia de centro O e um dos raios representado
pelo segmento OP.

Figura 4.16:

Em linguagem de conjuntos a circunferéncia, denotada por C(O,r) é definida como
segue: Dados O, um ponto do plano IT e » > 0 um nimero real

C(O,r) ={P e rn|d(O,P)=r,r > 0}.

J& um circulo serd definido como a unido da circunferéncia com seu interior. Adotando a
letra 2 para o circulo, temos a seguinte definicao:

Q={PenldO,P)<rr>0}

Teorema 4.4.1 A imagem de uma circunferéncia por uma homotetia € também uma

circunferéncia

Prova. Seja C(A,r) uma circunferéncia e Hyy : II — II uma homotetia de centro O e

razao k. Dado P € C(A,r), pelo Teorema 3.2.2, temos que a imagem de AP por Hopy €

um segmento de reta A'P’ paralelo a AP, isto é, Hix)(AP) = A'P'. Além disso temos
AP

que Z5 =k, de onde A'P' = k.AP = kr, sendo r constante, A'P" também ¢ constante.

Em consequéncia, H ) (C(A,1)) = C(A', kr).

0

Figura 4.17:

Teorema 4.4.2 Dadas duas circunferéncias, entao existe uma homotetia que transforma
uma delas na outra.
Prova. Sejam C(A,r) e C(A’,r") duas circunferéncias quaisquer. Inicialmente considera-

remos r’ > r. Se A = A’ pelo Teorema 4.4.1, podemos tomar a homotetia H(A oy II—1I
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de centro A e razdo =, temos entdao que H,, .+ (C(A,r)) = C(A’,7"). Se A’ # A, marque
T (A4,%)

na reta que contém os pntos A e A’ e exteriormente ao segmento AA’, o ponto O tal que
OA 1/

=— =k
OA r

Este ponto existe, pois O é o unico ponto que divide o segmento AA’ exteriormente na
razao k (ver Figura 4.18). Assim, temos que OA = OTA,. Logo, a homotetia H(o oy

IT — II tranforma C(A,r) em C(A’,7"). Caso as circunferéncias possuam mesmo raio,a
homotetia que as relaciona pode ter razao 1 (identidade), ou razao -1. OBS: Sobre divisao
interior e exterior de segmentos consultar [29]

0

Figura 4.18:
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Capitulo 5

O numero

O objetivo deste capitulo é definir formalmente o nimero m, fazendo uso das Trans-
formagoes Geométricas. Para isto, usaremos os resultados obtidos no capitulo anterior
sobre circunferéncias e suas imagens por homotetia. Para um melhor entendimento do
significado da proporcionalidade entre elementos homotéticos, mencionada no capitulo
anterior, é necessario discorrer sobre algumas questoes que envolvem a nocgao de compri-
mento de arco de uma curva qualquer.

Um caminho poligonal é uma uniao de segmentos consecutivos em que o ponto final
de um deles coincide com o ponto inicial do segmento seguinte. O comprimento de um
caminho poligonal é a soma das medidas dos segmentos de reta que o compoem.

Figura 5.1: med (ABCDEF)=a+b+c+d+e

Jéa as figuras correspondentes a uma circunferéncia, uma parabola, uma hipérbole ou
uma elipse, nao nos permitem um calculo direto de somas como no caso de uma po-
ligonal. Por outro lado, a despeito das dificuldades intrinsecas associadas a figura da
circunferéncia, é razoavel se admitir que ela possui uma medida de comprimento bem
determinada. Essa afirmacao pode ser melhor compreendida na medida em que se pode
aproximar tal caminho, tomando-se pontos pertencentes a esta circunferéncia e, em se-
guida unindo-os sequencialmente para que determinem uma poligonal fechada (poligono)
inscrita na circunferéncia (ver Figura 5.2). A medida que o nimero de pontos sobre a
circunferéncia aumenta, também aumenta o comprimento da poligonal inscrita. Este pro-
cesso continuando indefinidamente, é razoavel adimitir que sua tendéncia é a de se parecer
cada vez mais com o comprimento da circunferéncia. Esta ideia, uma das mais fecundas
na analise matematica, é formalmente tratada no conceito de limite. Em Eudoxo, ja se
encontrava uma preocupagao com a idéia de limites, o que pode ser verificado em [4]
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Figura 5.2:

Teorema 5.0.3 Sejam C(A,r) e C(A',r") duas circunferéncias e Hoypy : II = II uma
homotetia, em que C(A',7") = Hiow(C(A,r)). A imagem de um arco BP € C(A,r) por
Ho € também um arco de circunferéncia B'P" € C(A',r") e tal que B'P' = k.BP .

Figura 5.3:

Prova. Seja BP o arco na circunferéncia C'(A,r), pelo Teorema 3.2.2 vemos que
How(BP) = B'P' € C(A,r") é em um arco de circunferéncia. Para verificar que a
medida do arco B'P’ é tal que B'P' = k.BP, devemos proceder segundo os passos a
enunciados a seguir: Primeiro tomamos o ponto C' no arco BP. As cordas BC' e CP
formam uma poligonal BC'P de medida igual a BC' + CP . A imagem desta poligonal
pela homotetia determina as cordas B'C’ e C'P’ na circunferéncia C'(A’,7"). A soma
das medidas destes segmentos corresponde a medida da poligonal B’C’P’, homotética de
BCP, que é igual a k.(BC + CP). A medida da poligonal BC'P d& uma aproximagao
grosseira da medida do arco BC'P, assim como a medida da poligonal B'C' P’ (ver Figura
5.3). A medida que se acrescentam pontos sobre o arco BC' P, obtém-se poligonais com
medidas cada vez mais aproximadas do comprimento do arco. Por exemplo, os pontos
M e N determinam a poligonal BNCM P em C(A,r), cuja medida corresponde a soma
MN + NC + CM + MP, que é maior do que a soma da poligonal BC'P anteriormente
calculada (ver Figura 5.4), pois, nos triangulos PMC e BNC, temos que PC < PM
+ MC e BC < NC + NB. Este reciocinio nos ajuda a compreender que a imagem da
poligonal que aproxima a medida do arco BP é uma poligonal que também aproxima a
medida do arco B'P’.

O
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Figura 5.4:

Para se obter o comprimento da circunferéncia, basta fazer com que o ponto B do arco
AB coincida com o ponto A descrevendo um arco de 360°. Isto é, calcular o comprimento
da circunferéncia equivale a calcular o comprimento do arco de medida 360°.

Teorema 5.0.4 A razao entre o comprimento de uma circunferéncia e seu diametro € o
mesmo para qualquer circunferéncia.

Prova. Sejam C(A,r) e C(A’,r") duas circunférencias. Pelo Teorema 4.4.2 temos que
existe uma homotetia, Hoy : II — II tal que Ho ) (C(A, 7)) = C(A’,r"). Logo, pelo
Teorema 5.0.3 temos que, se C' e C’, sdo os comprimentos das circunferéncias C'(A,r) e

C(A’,r") respectivamente, entao % = k. Por outro lado, pelo Teorema 3.2.2 temos que
© — k, assim % =2 isto &,
T T

¢ C

2 2

O

Definicao 5.0.1 O wvalor constante obtido da razao entre o comprimento de uma circun-
feréncia e seu diametro € um numero “irracional”chamado pi e € representado pela letra
grega .

Logo, temos que o valor do comprimento C de uma circunferéncia depende apenas de
seu raio r e é calculado pela férmula C = 27r.

Figura 5.5:

Embora o nimero 7 seja ensinado nos niveis fundamental e médio, a justificativa de sua
irracionalidade escapa a compreensao dos estudantes destes segmentos escolares. Nossa
proposta é mostrar uma aproximacao do valor deste nimero, de tal forma que nossos
alunos consigam ter uma pequena ideia da dificuldade de verificar este fato e, ao mesmo
tempo, ter um valor que represente dito nimero. Além disso, chamamos a atengao de
nossos estudantes para o fato de que tal verificacao envolve contetidos avangados, aprovei-
tando para contar um pouco da histéria deste niimero e sobre o que faz um matematico.
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5.1 O valor de 7

Podemos imaginar na pratica, a roda de uma bicicleta movimentando-se sobre o solo: esta
roda gira sem escorregar, caminhando sempre em linha reta. Podemos supor que seu con-
torno representa uma circunferéncia. Marcamos um ponto A sobre a roda. Quando esta,
em seu movimento completa uma volta, o ponto A volta a tocar o solo. A medida do seg-
mento de reta AA, determinado por duas posigoes sucessivas do ponto A, serd exatamente
o comprimento da circunferéncia, isto é, AA = C' (ver Figura 5.5). Se a circunferéncia
tem raio 1, seu comprimento é igual a 27w. Logo, AA = 27. Assim, o comprimento da
semicircunferencia de raio 1 corresponde a um segmento de reta de medida igual ao valor
da constante 7.

Existem construgoes com régua e compasso que permitem a construcao de um seg-
mento de reta que tem a medida aproximada da semicircunferéncia. Esses procedimentos
podem ser encontrados em [15]. Usaremos o método de Arquimedes para o célculo do
nimero 7. Partindo-se de uma circunferéncia de diametro unitario, entao o seu com-
primento maior que o perimetro de qualquer poligono regular inscrito e menor do que o
de qualquer poligono regular circunscrito. Os calculos dos perimetros desses poligonos
nao apresentam grande dificuldade. Isso posto, a medida que se aumentam os lados
dos poligonos considerados, mais proximos estamos de encontrar o valor do ntmero .
Este procedimento sugere calculos aproximados para o valor desejado de w . Para isto,
inscreve-se um poligono regular do qual seja facilmente encontrado o seu lado e calcula-
se em seguida o seu semi-perimetro. Constrdi-se em seguida um outro poligono com o
dobro do numero de lados que o anterior e calcula-se seu semi-perimetro. Continua-se
sequencialmente com este processo. Obtém-se dessa forma uma seqiiéncia de valores de
semiperimetros crescentes e cujo limite, como discutido anteriormente, corresponde ao
valor de 7.

Observe que, na Figura 5.6, se escolheu por simplicidade um quadrado inscrito na
circunferéncia, para ser o primeiro da seqiiéncia. Para ter uma melhor aproximagao do
comprimento da circunferéncia, tomamos retas passando pelos pontos médios dos lados
do quadrado e marcamos os pontos de intersecao destas retas com o circulo. Logo, com
estes pontos e os vértices do quadrado, construimos um octogono.

Figura 5.6:

Agora vamos calcular a medida do semiperimetro deste octégono. Para isto, desta-
camos um de seus lados, representado pelo segmento AB. Como AF é um diametro
deste circulo, o triangulo BAFE é retangulo em B. O segmento BM tem medida igual a
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metade do lado BH do quadrado inscrito e é perpendicular ao diametro AE (ver figura
5.6). Aplicando-se as férmulas das relagdes métricas no triangulo retangulo (ou seme-
lhanga de triangulos), pode-se concluir que (AB)? = (AM)(AE). Por outro lado, como
AM = OA - OM, AE =2, AM =1 — \/75 e AB = Lg (Lg lado do octégono). Temos

que (Lg)* = 2(1 — \/75), logo Ly = /2 —+/2. calculando o valor do semi-perfmetro

do octégono regular inscrito teremos uma melhor aproximagao para 7w que é igual a
4(v2 — /2) = 3,06205.

Note que o octégono tem 8 lados, o que corresponde ao dobro do nimero de lados do
quadrado. Logo, para uma melhor aproximacgao do comprimento da circunferéncia, temos
que utilizar o precesso anterior e construir poligonos incritos na circunferéncia com um
numero de lados igual ao dobro do niimero de lados do anterior. Através de uma férmula
de recorréncia, que permite calcular o lado do poligono de 2n lados em func¢ao do lado do
poligono de n lados, podemos ter uma boa aproximacao de m aumentando-se o niimero
n. Logo, suponha que foi contruido o poligono inscrito com n lados e que conhecemos a
medida de seu lado L,, passando retas pelos pontos médios de cada lado e o centro do
poligono, marcamos os pontos de intersecao destas retas com a circunferéncia. Assim,
construimos o poligono de 2n lados, cujos vértices sao os pontos assim determinados e os
vértices do poligono de n lados. Agora vamos escrever o lado Iy, em funcao do lado [,,.

Figura 5.7:

Na figura 5.7, AB = L,, (lado do poligono de n lados inscrito) e A,, = OM é o apStema
do poligono regular de n lados. O segmento C'D é mediatriz do segmento AB. Logo, o
ponto C' divide o arco AB em dois arcos de mesma medida, AC' e C'B. O ponto M ¢é
médio da corda AB e o segmento AC tem medida igual a AC = Ly, (lado do poligono de
2n lados inscrito). Como C'D é um didmetro, o tridngulo ACD é retangulo em A e dai
vem que (AC)? = CM.CD, entao,

(L2y)? = 2R.(R — a,,).

Em consequéncia, para a circunferéncia de raio R = 1 temos que

Low = \/2— VA= (L2

Dessa forma segue-se que Ly = V2 ; Lg = V2 —/2; assim, Lig = \/2 — V2 + V2,
logo temos que L3y = \/2 — /24 V2 + V2.
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Seguindo o padrao logico sugerido pela recorréncia, teremos em geral que

A convergéncia se dd em razao da referida sequéncia ser limitada e estritamente cres-
cente (ver [27]).

E importante observar que este procedimento, sendo executado com as ferramentas
do desenho geométrico tradicionais, como a régua e o compasso, é bastante ilustrativo,
porém possui grande limitagao. Por outro lado, com o auxilio de métodos computaci-
onais como os programas de geometria dinamica, muito se pode avancar na qualidade
das construgoes, dado que tais programas possuem grande capacidade de resolucao na
construcao das figuras. Além disso, a execugao dos desenhos é facilitada pela ferramenta
eletronica utilizada. Mas, mesmo assim, é também um processo que possui suas limitagoes
intrinsecas. O desafio de se encontrar valores exatos para as casas decimais para 7 foi
e tem sido objeto de interesse para muitos matematicos. Os resultados mais recentes
neste sentido apresentam 8.10' casas decimais exatas para 7( ver tabela da Figura 2.2).
Para efeito de célculos envolvendo o nimero 7 na maioria dos problemas praticos, sao
suficientes trés casas decimais. Dai o valor consagrado 3,14 em suas aplicacoes.

5.2 Area do circulo

O circulo, mesmo sendo uma figura de facil tragado, requer um célculo elaborado para a
determinacao do valor de sua drea. A dificuldade no célculo da area se da em razao de seu
contorno. Este fato causa grande dificuldade na definicao da medida de sua area, ja que as
figuras escolhidas para definir unidades de areas sao retangulares e, portanto, poligonais,
o que nao é o caso do circulo. No caso das figuras poligonais, como, por exemplo, o
triangulo, o quadrado, o paralelogramo, o retangulo, o trapézio, todas elas podem ser
manipuladas de modo a associa-las a figuras que lhes sao equivalentes e cujas areas sao
de facil determinacao. Em geral, todas podem ter suas areas comparadas & area de um
retangulo. J& o circulo, este nao pode ser decomposto em figuras de natureza poligonal
e ai reside toda a dificuldade para estabelecer uma formula para sua area. Mais uma vez
sera necessario utilizar a nogao de aproximagoes sucessivas, como no caso do comprimento
da circunferéncia. A idéia que se desenvolveu para tal intento pode ser vislumbrada com
base na figura a seguir, onde se tem um circulo de raio r, dividido em uma determinada
quantidade de triangulos isésceles cujos lados sao raios do circulo.

Na Figura 5.8, temos inicialmente um poligono regular inscrito no circulo com oito
lados. Este poligono foi obtido através do poligono regular inscrito que possui 4 lados,
tragando-se perpendiculares aos seus lados pelo centro do circulo. O poligono regular
inscrito que possui 16 lados pode ser obtido por intermédio do poligono de 8 lados e
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Figura 5.8:

assim sucessivamente. A drea deste octégono corresponde a oito vezes a drea de cada um
dos triangulos isdsceles congruentes nos quais ele foi dividido radialmente. Dessa forma,
a drea deste poligono ¢ igual a Sg = 8.5.(PP,).(OM) = 4.(P,P,).(OM). Continuando
indefinidamente este procedimento aumentando-se o nimero de lados do poligono regular
inscrito, cada vez mais nos aproximamos do valor da area do circulo. Os célculos das
areas San, dos poligonos assim determinados, podem ser efetuadas da seguinte maneira:

Son = 2" (P Py).(OM)

Quando o niimero de lados do poligono cresce indefinidamente, isto é, quando n — oo, o
fator 2"~1.(P, P,) se aproxima do semiperimetro da circunferéncia, isto é, 2"~1.(P, Py) —
7.R, enquanto que o fator (OM) — R,R o raio do circulo. Logo o valor do produto (érea
do poligono de n lados inscrito) se aproxima do valor w.R%. A figura a seguir ajuda na
compreensao deste importante resultado.

Figura 5.9:

5.3 Unidades de medida

A escolha de uma unidade de medida com vistas a viabilizar as aplicacoes praticas é uma
questao delicada e nem sempre de facil tratamento. O cotidiano de um profissional de
mecanica ou carpintaria ou em engenharias, de modo geral, obriga este grupo a manter
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em suas oficinas ferramentas graduadas em milimetros e também em polegadas, tendo
em vista os sistemas métricos usuais. Porém, na teoria, qualquer grandeza pode ser
escolhida para representar uma unidade de medida. Por exemplo, podemos escolher em
uma régua graduada em centimetros, o segmento de medida igual a dois centimetros para
representar uma nova unidade, isto é, 1U = 2 cm e, assim, aquelas medidas que forem
tomadas na unidade de centimetros, nesta nova unidade, terao suas medidas representadas
por nimeros que correspondem a metade das respectivas medidas originais.

GOM=3U

T

Figura 5.10:

Na Figura 5.10, admitamos que a régua esteja graduada em centimetros. Assim sendo,
o segmento AB tem medida igual a 6cm. Considerando-se a nova unidade de medida 1U
= 2 c¢m, a medida do segmento AB sera igual a 3 U. Em geral é o que acontece quando nds
utilizamos o sistema métrico usual para mudar de metros para centimetros, quilometros
para metros, kilograma para grama,litro para mililitro, etc.

A unidade de medida de angulos que se pretende definir denominada por radiano é
de certa maneira incomum no ambito da Geometria Elementar. Esta unidade misteriosa
se mostra muito importante nao somente no contexto da Matematica quando se estuda a
Trigonometria, como também em suas aplicagoes na Fisica e em estudos de Matematica
do Ensino Superior, em especial nos estudos de Geodésica em Engenharia Cartografica.
Nos livros didaticos adotados nas escolas secundarias, encontra-se a seguinte definigao:

Defini¢ao 5.3.1 Diz-se que um dngulo mede 1 radiano (1 rd) quando ele determina,
numa circunferéncia com centro no seu vértice, um arco de comprimento igual ao raio da
mesma.

Figura 5.11:

Na Figura 5.11, o arco AB tem comprimento igual ao raio da circunferéncia. Agora
devemos observar se esta unidade esta bem definida. A incorrecao desta definicao se daria
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na medida em que, para circunferéncias distintas, este angulo de 1 radiano determinasse
nas circunferéncias arcos de comprimentos distintos de seus respectivos raios. Mas isso
certamente nao aconteceria, pois, a luz da homotetia, esta afirmacao é cabalmente de-
monstrada, bastando para tanto, analisar a Figura 5.12. Vemos que, na circunferéncia
menor, o comprimento do arco X = R; entao, com base no teorema 4.4.1 , temos que

! /
% = %, onde X' = R'.

Figura 5.12:

Tomando-se a medida deste particular angulo como unidade de medida angular, isto
equivale a escolher a medida do raio da circunferéncia para graduar a propria circun-
feréncia. E o mesmo que conceber uma espécie de régua circular cuja unidade de medida
¢ o raio da circunferéncia. Para estudo da relagao entre comprimento de arco e medida de
angulo central na circunferéncia, bastaria limitar-se aquela em que o seu raio é unitario,
isto é, possui medida igual a 1.

Figura 5.13:

Na Figura 5.13, a circunferéncia possui raio igual a 1, o ZAOB =1 rd e o comprimento
do arco AB = 1; 0 ZAOC = 2 rd e o comprimento do arco ABC =2 ;0 ZAOD = 3 rd
e o comprimento arco ABD = 3; a medida do ZAOFE = 4 rd e o comprimento do arco
ABE = 4. Entao, pode-se concluir que, quando a medida de um angulo central possuir
um valor igual a x rd, o comprimento do arco correspondente tera medida igual a z.

A medida em radianos nos permite encontrar o valor do comprimento de um arco
subtendido por um agulo central de x rad com simplicidade. Para isto, considere a Fi-
gura 5.14, onde temos duas circunferéncias concéntricas, uma de raio 1 e outra de raio R.
Nas respectivas circunferéncias marcamos um angulo de x rad e vemos que este subtende
arcos de comprimentos respectivamente iguais a x e X’ em cada circunferencia, (X' > x).
O arco A’B’ pertencente a circunferéncia de raio OP = R tem comprimento maior que
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Figura 5.14:

o do arco AB pertencente a circunferéncia de raio igual a 1( o que era de se esperar).
Utilizando o fato j4 mencionado anteriormente acerca da homotetia, pode-se concluir com
base no teorema 4.4.1, temos que % = % donde X’ = z.R. Com isto, obtemos a segunte
propriedade:

Para se determinar o comprimento de um arco de circunferéncia subtentendido por
um angulo central de medida igual a x rd, basta multiplicar a medida deste angulo pelo
comprimento de seu raio.

/ ’ AB=XR
/ P
/ ¥
/
/
( o R A
\\ //
\ /
N, /
AN /
AN e
Figura 5.15:

E também notdvel que, para angulos centrais medidos em radianos, o comprimento do
arco correspondente calculado pela férmula acima descrita estara sempre em compatibili-
dade com a unidade de medida do raio da circunferéncia, isto é, se o raio da circunferéncia
estiver em metros, a medida do arco serd fornecida também em metros; o mesmo para
cm, mm ou km.

Relacao entre Graus e Radianos

Antes de definir esta relacao, lembremos a definicao do grau.

Definicao 5.3.2 . Um angulo reto é qualquer um dos quatro angulos formados por duas
retas perpendiculares. O dngulo de um grau (1°) é aquele que corresponde a nonagésima
parte de um angulo reto. Dessa forma um angulo reto mede 90° e o angulo raso 180°.

Assim, se x é a medida de um angulo em radianos e « sua medida correspondente

. O ~ ; / .
em graus, pode-se concluir que % = 2?” Com base nesta relacao ¢ possivel avaliar a
medida do angulo de 1 radiano, ja que um angulo de 1° mede 8 ¢ este valor corresponde

El
a aproximadamente 57°.
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Capitulo 6

Geometria Analitica

Neste capitulo vamos mostrar a potencialidade didatica das Transformagoes Geométricas
aliadas a Geometria e também ao software TABULAE, com o objetivo de desenvolver
os principais conceitos no estudo desta importante disciplina. Tais conceitos iniciais di-
zem respeito ao estudo da reta no plano cartesiano, sua equagao e a caracterizacao do
paralelismo e perpendicularismo, conceitos que se constituem no tema central de um pri-
meiro estudo em Geometria Analitica, cujo carater formativo é de notavel consideracao.
Na quase totalidade dos livros didaticos disponiveis atualmente que sao adotados pela
grande maioria das escolas brasileiras de Ensino Basico, como ja foi mencionado em
capitulos anteriores, o tratamento dado a estes assuntos percorre um caminho que passa
necessariamente pelo estudo da Trigonometria, razao pela qual esta parte do programa
se estuda normalmente no terceiro ano do Ensino Médio (ver em [29]). O fato de se uti-
lizar a Trigonometria no tratamento tradicional se justifica em face da preocupacao em
se definir o conceito de coeficiente angular da reta e dai garantir o alinhamento com base
na propriedade da tangente trigonométrica, além de ser utilizada para a demonstragao da
caracterizagao do perpendicularismo entre retas.

Figura 6.1:

O coeficiente angular da reta r é igual a tg(a). A grande contribui¢do de uma abor-
dagem nao cléssica, que faz uso da geometria das Transformagoes Geométricas e da Geo-
metria Plana, é que ela permite um desenvolvimento da Geometria Analitica na primeira
série do Ensino Médio. Além disso, revela aspectos intuitivos associados as ideias de
movimentos como os de translagao e rotacao, presentes no cotidiano dos alunos, e que
se adequam perfeitamente as perspectivas dinamicas dos softwares em GD. Seu estudo
baseado nesta ética pode naturalmente anteceder ao estudo das funcoes reais de variavel
real, que é ensinado predominantemente no primeiro ano do Ensino Médio. A Geome-
tria Analitica prepara o terreno para o estudo grafico das fungoes, na medida em que
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familiariza o educando com o plano de coordenadas. Faz-se necessario argumentar que,
na pratica, as nocoes de angulo entre duas retas e distancia do ponto a reta podem ser
adiados a bem dos ganhos conceituais, que com certeza, sao de relevante préstimo para
os alunos nesta fase de seu aprendizado. Optou-se por abordar diretamente o estudo das
retas, levando-se em conta um conhecimento prévio das nogoes de coordenadas cartesianas
e também da féormula da distancia entre dois pontos. Uma outra situagao interessante
sobre a possibilidade da insercao da Geometria Analitica, ja nesta fase do ensino, é aquela
que propoe o estudo da circunferéncia no plano, ja que este conteido depende somente
da distancia entre dois pontos no plano, o que certamente nao se compara em nivel de
dificuldade com as nocgoes da Trigonometria no caso do estudo das retas. Esta proposta
pode ser encontrada em [19].

Pontos no plano cartesiano

A figura a seguir nos mostra um ponto P do plano cartesiano e suas coordenadas x e
y univocamente determinadas através de projecoes paralelas aos eixos.

yj
P=(x,y)
D -+
|
|
|
|
|
|
o | »
X X

Figura 6.2:

Os softwares em GD (ver Figura 6.3) possuem aplicativos que permitem reproduzir
o plano cartesiano destacando as coordenadas de um ponto com um simples movimento
do mouse, o que possibilita estudar as propriedades do ponto em coordenadas, isto é,
identificar o quadrante ao qual o ponto pertence pelo sinal das coordenadas.

—18x|
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Entrada:| (]
@ tniciar| ) TRABALHO DE CONCLUS. . [[ ¢ GeoGebra EOALANO § wite
Figura 6.3:
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6.1 A reta no plano

A Geometria Analitica conjuga a Algebra e a Geometria. Em outras palavras, ela é
capaz de descrever um objeto geométrico (figura), por intermédio de uma equagao ma-
tematica envolvendo as variaveis x e y, varidveis essas que correspondem as coordenadas
dos pontos pertencentes a figura em questao. Formalmente, em linguagem matematica,
costuma-se definir uma figura caracterizando-a por um conjunto bem definido de pontos;
neste contexto estuda-se a nogao de Lugar Geometrico (LG). E importante destacar que
na Geometria Analitica no espaco a trés dimensoes R® o instrumental tedrico via vetores
¢ o mais indicado.

Defini¢ao 6.1.1 Um Lugar Geometrico (LG), € definido como um conjunto de pontos
que possuem uma propriedade P em comum e tal que somente eles a possuem.

Assim, os pontos pertencentes a um LG possuem uma propriedade que lhes é exclu-
siva, isto é, se é do lugar, entao possui a propriedade; se possui a propriedade, entao é
do lugar; se nao a possui, nao é do lugar. Os principais lugares geométricos que se estu-
dam no inicio do estudo da Geometria Analitica sao a reta, a circunferéncia, a parabola
e a hipérbole. No contexto da Geometria Analitica, as equacOes matematicas de duas
variaveis passam a ter uma interpretacao geométrica, permitindo que uma equagao e uma
figura sejam perfeitamente identificadas. Neste contexto, falar de um objeto geométrico
tem o mesmo significado que falar de sua equagao.

Dessa forma é possivel dizer, por exemplo, que a equagao y = x é a equagao de uma
reta que contém a origem, ou ainda que a equacao y = x € uma reta, usando o significado
geométrico e o algébrico indistintamente.

Em Geometria Euclidiana, sabemos que uma reta fica determinada quando se conhe-
cem dois de seus pontos. Logo, conhecendo esses dois pontos temos uma tunica reta.
Nossa tarefa é determinar que tipo de relagao devem satisfazer as coordenadas x e y de
um ponto P = (z,y) do plano cartesiano para que o mesmo pertenga a dita reta. O
encaminhamento que pretendemos seguir levara em consideragao dois casos especiais:

1° caso. - As retas que contém a origem;
2° caso - As retas que nao contém a origem.

Retas que contém a origem

Neste caso a reta passa pelo ponto O = (0,0) (origem). Como a reta fica determinada
por dois pontos, primeiro suponha que esta passa por (0,b). Logo, olhando para o sistema
de coordenadas, temos que a reta é o proprio eixo y. A propriedade especial que satisfaz
esta reta é que todos seus pontos tém primeira coordenada zero (ver Figura 6.4), logo a
equagao desta reta é x = 0. Assim, a equagao da reta vertical que passa pela origem (o
eixo y) é:

z=0
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Figura 6.4:

Agora suponha que a reta passa pelo ponto A = (a,b) a principio com a e b positivos,
0 que impoe uma posicao particular para essas retas, a saber, todas cortam o primeiro e o
terceiro quadrante. Seja P = (x,y) um ponto qualquer da reta. Logo, suas coordenadas
nao sao livres, isto é, elas devem variar de modo que P pertenca a reta considerada e
nao podem assumir valores independentemente uns dos outros. E conveniente considerar
ainda que esta primeira parte da determinacao da equacao da reta supoe que o ponto
variavel P pertenga ao primeiro quadrante. Dessa forma os triangulos retangulos POP’
determinados pelos pontos P pertencentes a reta considerada serao todos homotéticos ao
triangulo retangulo AOA’ (ver Figura 6.5).

Y A

DY — — — —
b 4

Figura 6.5:

O triangulo POP’ é homotético ao triangulo AOA’ | dai temos que

PP OP
AA OA
y _
b a

b
Yy = —x
a

Obtendo assim uma equacao em funcao das coordenadas do ponto P. Note que se o
ponto P pertencer ao terceiro quadrante, podemos usar uma simetria em relacao a origem
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ou uma homotetia de razao negativa, relacionando o triangulo formado pelo ponto P e os
eixos coordenados no terceiro quadrante e seu simétrico no primeiro quadrante (ver Figura
6.6). Obtendo, do mesmo modo a relagao ¥ = £, tomando-se o cuidado em observar que a
proporgao que se obtém, em razao da homotetia, deve ser a seguinte: - = —* (lembrando

b
que x e y s@o ambos negativos para este caso).

Figura 6.6:

Como a e b sao valores constantes, a # 0 e x e y varidveis, podemos escrever simplifi-
cadamente a equa¢ao como

y=k.ux
Ondek‘:§>0.

Analogamente, suponha que a reta passa pelo ponto B = (a,b) a principio com a e b
com sinais contrarios, o que impoe uma posicao particular para essas retas, a saber, todas
cortam o segundo e o quarto quadrante. Sem perda de generalidade, digamos que B esta
no segundo quadrante.

P=(x,y)
,,,,,,,,,,,,,,, ¥
|
|
|
|
| B=(a,b)
I PRI .
I |
P'l B (o] X
X a
Figura 6.7:

Seja P = (z,y) um ponto qualquer da reta, os triangulos POP’ e BOB' sao ho-
motéticos (ver Figura 6.7). Entao temos que
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PP OP'

BB’ opB’
y _ 7t
b —a

b
y = -x
a

Como a e b sao valores constantes, com a # 0 e x e y varidveis, podemos escrever
simplificadamente a equacao como

y=kux
em que k = g < 0.
E oportuno lembrar que a origem, isto é, o ponto (0,0) satisfaz trivialmente a equacao.
Finalmente, se a reta passa pelo ponto (a,0), olhando para o sistema de coordenadas
temos que a reta coincide com o eixo x. Portanto, a propriedade especial que satisfaz

esta reta é que todos seus pontos tém segunda coordenada zero (ver Figura 6.8). Logo, a
equagao desta reta é y = 0 ou, equivalentemente, y = 0.x.

v

Figura 6.8:
Conclusao: Toda reta que contém a origem, possui equacao cartesiana do tipo

y=kxroux=0

Bk f=0) y=k. x(k>0)

/ x=0 —

Figura 6.9:
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Coeficiente angular

Vamos entender melhor a constante k£ na equagao da reta. Note que existe uma relagao
entre este nimero k e a inclinagao da reta em relagao ao eixo horizontal, isto é, o angulo
que esta reta determina com o eixo das abscissas no sentido anti-horario.

Figura 6.10:

As equagoes das retas r, s, t e u da Figura 6.10 sao respectivamente iguais a y = a.r,
y=bx,y=cxey=dx Comoa<b<c<d, osangulos que as respectivas retas
formam com o eixo horizontal vao crescendo e ao mesmo tempo evidenciando que essas
constantes a, b, ¢ e d, sao caracteristicas dos angulos que determinam as inclinagoes das
respectivas retas. Note que o valor de k é obtido de uma proporcao de triangulos, logo
este valor depende do angulo.

Definicao 6.1.2 . O coeficiente angular da reta y = kx € o valor da constante k.

Esta razao constante ¢ exatamente a tangente do angulo que a reta determina com o
eixo horizontal no sentido anti-horério.

Convém observar que o eixo x (reta horizontal passando pela origem) possui coeficiente
angular cujo valor é zero. Por outro lado, o eixo y (reta vertical passando pela origem)
nao possui coeficiente angular (k = g), ficando portanto sua equacao x = 0.

Podemos observar para este caso que, a medida que a inclinacao da reta se aproxima
de 90°, seu coeficiente angular tende a aumentar indefinidamente. Este fato se representa
simbolicamente por k — +oc.

Exemplo de reflexao de retas
Neste momento, é oportuno identificar retas que sao imagens umas da outras pela

reflexao de eixo y. Estas retas possuem coeficientes angulares simétricos. Por exemplo, a
reta y = x tem como imagem y = —x; ja a reta y = 2z tem como imagem y = —2x.
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y=-2x " e y=2x

Figura 6.11:

Retas que nao passam pela origem

O estudo deste caso recai sobre o caso anterior das retas que passam pela origem.
Para tanto basta observar que para toda reta que nao passa pela origem, existe uma
unica reta que passa pela origem e é paralela a esta reta. Resta mostrar, entao, que uma
vez conhecida a equacao de uma reta r que passa pela origem, a equacao de uma reta r’,
que lhe é paralela, é determinada de modo natural, executando-se uma translagao sobre
areta r.

e '

Figura 6.12:

No caso de 1’ ser uma reta vertical, isto é, aquela que é perpendicular ao eixo x, é
possivel concluir que, apds uma translacao horizontal de medida a, deve ser cumprido que
r = a (Figura 6.13). Assim, a equagao cartesiana desta reta é z = a.

R SR 4P=(.y)

Figura 6.13:

Do mesmo modo, quando 7’ é uma reta horizontal, basta fazer uma translacao vertical
de medida b. Logo, a segunda coordenada dos pontos desta reta deve ser y = b. Assim a
equacao desta reta é y = b.
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5 P=(x,7) o

Figura 6.14:

De forma geral, podemos obter a equacao da reta r’ fazendo uma translacao vertical
de uma reta r paralela a ' e que passa pela origem, isto pode ser denotado como r’ =
Tw(r), em que ¢ é um vetor vertical e tal que seu médulo é igual a b, isto é, (| ¥ | =
b). Esta forma de abordagem é bastante natural.Podemos concluir entao, dai, que retas
paralelas possuem seus coeficientes angulares iguais, exceto para retas verticais.

f __________ e TP = (x, kx +b)

rry=kx

Y

Figura 6.15:

Para qualquer ponto P pertencente a reta r de equagao y = kx,uma translacao vertical
de medida b leva este ponto ao ponto P’ da reta . A elevacao do ponto P é dada pelo
deslocmento de sua segunda coordenada, que é y = kx.Assim, a segunda coordenada do
ponto P’ é determinada por y = kx + b.

Conlusao A equacao de qualquer reta no plano é dada por x = a ou

y=kx+b

Definimos o coeficiente angular da reta por k.O valor de b serd chamado de coeficiente
linear e representa a ordenada do ponto em que a reta intercepta o eixo y.No caso das
retas x = a, nao é possivel definir coeficiente angular nem linear.

Retas paralelas

Pela construcao da equacgao da reta, podemos afirmar:

Proposicao 6.1.1 Duas retas sao paralelas se, e somente se, possuem o mesmo coefici-
ente angular.
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Isto é, se r é a reta de equacdo y = kx + b e s é a reta de equagao y = k'z + b/, entao
r é paralela a s se, e somente se, k = k'.

Retas perpendiculares

A caracterizagao de angulos retos é de extrema utilidade no estudo da Geometria
Analitica. Ter capacidade para saber se o angulo entre duas retas é de 90° ou se dois
vetores sao perpendiculares é essencial para o desenvolvimento da Geometria Analitica,
como também para suas aplicacoes. A ideia aqui desenvolvida para estudar o perpendicu-
larismo faz uso da noc¢ao de rotagao. Esta abordagem se mostrara util nao somente para
a sua caracterizagao, como também servird como motivagao para a definicao do conceito
de produto escalar no estudo dos vetores no R%. A grande maioria da literatura sobre o
assunto faz uma abordagem que exige do educando um estudo prévio da Trigonometria. A
vantagem da abordagem via homotetia e Transformagoes Geométricas é de poder dispen-
sar tais ferramentas tedricas. Do ponto de vista construtivista, esta perspectiva, aliada
as ferramentas tecnoldgicas, contribui para que desperte no aluno alguma curiosidade a
respeito da utilizagao dos resultados obtidos.

O problema que se coloca agora é o de determinar a equacao de uma reta que é
perpendicular a uma determinada reta que é conhecida. Seja r, como na Figura 6.16, a
reta conhecida e 1’ a reta que se quer determinar, que lhe é perpendicular.

Figura 6.16:

A reta r que passa pela origem foi escolhida porque os demais casos podem ser redu-
zidos ao estudo desta particular configuracao. Antes da demonstracao propriamente dita,
convém analisar a figura 6.17, que mostra um retangulo no primeiro quadrante que sofreu
uma rotacao de + 90° em torno da origem O.

O vértice A = (a, b) foi transformado no ponto A’ = (—b,a). Isto significa que pontos
associados por uma rotacao de 90° em torno da origem possuem coordenadas que sao
naturalmente identificadas. Seja agora uma reta r, da figura 6.18, que passa pela origem
e pelo ponto A = (a,b). A reta ', que é perpendicular a r e que passa pela origem, sé
pode ser aquela que contém o ponto A" = (—b, a) (ver figura 6.18)

Se a equacgao da reta r é y = Sx, pelo que vimos a equacao da reta 1’ é y = .
Multiplicando-se os coeficientes angulares das retas, obtém-se que

b, —a
C1(F=-1

De modo geral, duas retas que passam pela origem e que possuem coeficientes angulares
sao perpendiculares quando o produto de seus coeficientes angulares é igual a —1. Esta
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5 A=(a,b)
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Figura 6.17:
A y
A'=(-b,a)
a
b A=(a,b)
=
.
b o a X
Figura 6.18:

propriedade se generaliza para quaisquer pares de retas perpendiculares que possuam
coeficiente angular. De fato, retas que nao passam pela origem, possuem retas que lhes
sao paralelas e que passam pela origem, essas retas sao tais que possuem coeficientes
angulares iguais e assim, o produto de seus coeficientes angulares deve ser portanto igual
a —1 (ver Figura 6.19).

Os pares de retas r e 1’ e s e s’ sdo perpendiculares e, além disso, s e s’ possuem 0s
mesmos coeficientes angulares e as retas r e ' idem. Assim, as retas s e s’ sdo tais que
seus coeficientes angulares tém produto igual a —1. Podemos, entao, enunciar o seguinte
resultado:

Proposigao 6.1.2 Dadas duas retasr :y =kxr+bes:y=Fkx+1 , entao, r e s sio
perpendiculares se, e somente se, k.k' = —1.

Vetores perpendiculares e produto interno

Seja W um vetor. Apés uma rotacao de +90° em torno da origem, este vetor gera o
vetor U (ver Figura 6.20). O vetor W foi escolhido com as suas coordenadas positivas
para efeito de simplicidade. Cabe observar que uma rotacao de -90° poderia também ser
aplicada.

Se U = (a,b), temos que v = (—b,a). Dessa forma, salta aos olhos, o seguinte
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Figura 6.19:

Figura 6.20:

resultado envolvendo suas coordenadas:

(a).(=b) + (b).(a) =0

Logo, se U = (x,y) e v = («',y'), entao, uma condicao suficiente para que os esses
vetores sejam perpendiculares é que se tenha z.2’ + y.y’ = 0. Dada a importancia desta
expresao, nés a chamamos de produto interno e a denotamos por UV Tsto é,

UV = (,y).(y) =2’ +yy

Assim, dois vetores sao perpendiculares se seu produto interno é zero.

y r

Figura 6.21:

Em geral, nos textos de Ensino Médio, define-se o produto escalar de dois vetores U
e U por meio do angulo que estes formam, usando fungoes trigonometricas e normas:
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UV = |||V |cos(e)

em que « é o angulo formado por esses vetores e tal que 0° < o < 180° e se U = (x,y),
entao |7| = /2% + y2. Cabe ressaltar que esta definicdo para o produto escalar, embora
util em suas aplicagoes na Fisica, nao é adequada para uma primeira apresentacao do
produto escalar,pois, nao da condigoes ao aluno, a uma reflexao sobre o porqué da ne-
cessidade desta definicao. Por outro lado, ela é uma férmula que pode ser obtida de sua
expressao em coordenadas.

Estas defini¢oes sao equivalentes. Na maioria dos livros, a verificagao deste fato passa
pelo conhecimento prévio da féormula de adi¢ao de arcos na Trigonometria:

cos(a — b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b)

Ela nao é tarefa facil de verificar: demanda algum tempo, além da complexidade
intrinseca, considerando-se o grau de maturidade dos educandos neste nivel do processo
Ensino-Aprendizagem. Além disso, a demonstracao da férmula de adicao de arcos, como
ja foi comentado, nao é realizada pelo professor na maioria dos casos.

A seguir verificamos a equivaléncia nas defini¢oes do produto interno, usando uma
metodologia alternativa para encontrar uma forma de evitar a situagao acima descrita,
de modo que o ganho efetivo nesta nova perspectiva seja a possibilidade de tratar destes
assuntos o mais breve possivel, além de o fazer de modo criativo e estimulante.

Usando Transformacoes Geométricas, podemos levar un dos vetores (7) a coincidir
com o eixo x (ver Figuras 6.21 e 6.22). Assim, suponha que @ = (a,b) ¢ ¥ = (c,0).
Logo, UV =ac+b0=ac

Figura 6.22:

Por conseguinte, como |7| = c e, usando o triangulo retangulo da Figura 6.22, temos
que cos(a) = 777+ Dessa forma,

1) 7 |.cos(a) = ]7\.6.% = ac

Mostra-se assim a equvaléncia destas definigoes.
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Capitulo 7

Funcoes Trigonométricas

Neste momento dispomos de ferramentas conceituais que nos permitem definir com pro-
priedade a nocao de funcao trigonométrica de variavel real, que no caso do seno, por
exemplo, se representa formalmente como f : R — R x +— sen(z). Tradicionalmente, as
linhas trigonométricas de um angulo sao definidas, em um primeiro estudo, para angulos
medidos em graus, variando de 0° até 90°, ou seja, angulos com os quais seja possivel
construir um triangulo retangulo em que tal angulo ¢ interno a este triangulo. Para isto,
fixe um angulo de medida a. Com base em seus lados constréi-se um triangulo retangulo
BAC (ver Figura 7.1).

Figura 7.1:

Pelos resultados estudados na homotetia, qualquer outro triangulo retangulo que cons-
truirmos com este angulo deve ter medidas proporcionais ao triangulo BAC'. Por exemplo,

« EE _FF GG

c AE AF AG

Isso garante que a razao entre os lados deste triangulo (por exemplo %) é uma carac-
teristica do angulo o e somente ele a possui. Como tais razoes sao constantes, podemos
dar nomes a elas'.

LA palavra seno (ver em [9]) vem de sinus. Sinus é a traducio latina da palavra arabe Jaib, que
significa dobra, bolso ou prega de uma vestimenta. Isto nao tem nada a ver com o conceito matemético
de seno. Trata-se de uma traducdo defeituosa, que infelizmente dura até hoje. A palavra drabe adequada,
a que deveria ser traduzida, seria jiba, em vez de jaib. Jiba significa a corda de um arco de caca ou de
guerra.
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Logo, definimos as seguintes funcoes trigonométricas de acordo com a Figura 7.2:

C
g a
a
A o B
Figura 7.2:
a b
eSen(a) = 3 o Cscla) = .
oCos(a) = g e Sec(a) = g
Tg(a) = =  Cotg(a) = -

Note que da definicao das fungoes trigonométricas, temos as seguintes relagoes:

)= - 2
esec(a) = cosl(a) o csc(a) = senl(oz)

Agora, com auxilio de uma circunferéncia de raio 1, circulo trigonométrico (ver Figura
7.3), podemos estender o dominio das fungoes trigonométricas para qualquer angulo, ou
melhor, para qualquer nimero real.

AY

P = (cos(t),|sen(t)

sen(t) 1
: B - E F G

cos(t) - g

v

Figura 7.3:

Observe que, dado um ponto P na circunferéncia de raio 1, P situado no primeiro
quadrante, usando as defini¢oes das fungoes trigonométricas no triangulo, temos que suas
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coordenadas representam o cos(t) e o sen(t), onde t é o angulo formado pelo eixo z e
o raio que liga a origem ao ponto P. Assim, definimos as fungoes trigonométricas para
qualquer angulo t entre 0° e 360° como as coordenadas do ponto encontrado ao fazer a
intersecao da circunferéncia com o semirraio que determina o angulo t. Esta definicao
pode ser naturalmente estendida a todo R, executando rotacoes no sentido horario e anti-
horario no circulo trigonométrico. Este fato pode ser ensinado usando as Transformagoes
Geométricas no circulo trigonométrico, aproveitando para usar a ferramentas em Geome-
tria Dinamica de reflexao, no Tabulae ou Geogebra.

Assim como as fungoes seno e cosseno possuem uma interpretacao geométrica, a funcao
tangente também tem. Para isto, considere a reta (tg) paralela ao eixo y, que passa pelo
ponto (1,0) na circunferéncia. Agora, dado un angulo t, tome o ponto @ interse¢ao do
semirraio que forma o angulo t, com dita reta (tg). A tangente representa a coordenada
y do ponto @ (ver Figura 7.4).

sen tg
5

/ cotg
Q

= (1, Tg(t)

Figura 7.4:

Chamamos a atengao ao fato de que, quando estudamos as fungoes reais de variavel
real, o dominio das fungoes consideradas sao todos subconjuntos de nimeros reais, isto
¢, na notagao classica f(z), o nimero z é um numero real e portanto sem referéncia
a nenhuma unidade. E preciso atentar para o fato de que sen(60°) ndao é o mesmo que
sen(60), pois representam fungoes com dominios diferentes (a reta com medida em graus e
areta usual). Apesar de possuirem caracteristicas similares, isto causa uma confusao para
o educando, caso nao seja devidamente elucidada esta grande diferenca. Esta situagao
fica ainda mais delicada quando se trata da confec¢ao do grafico da funcao real f(x), de
variavel real x, que se representa por f(z) = sen(x).

7.1 O grafico da funcao seno

Desejamos esbogar o gréfico da fungdo f(x) = sen(z). A principio, sabemos que as
funcoes trigonométricas foram desenvolvidas para um angulo. Desse modo, qualquer ten-
tativa para confeccao de um gréafico que relacione um angulo e seu seno devera levar em
consideragao esta perspectiva. Para o tracado do gréafico de qualquer funcao, devemos
utilizar os eixos horizontal e vertical, os quais servem como representagoes geométricas
dos numeros reais R. Embora sen(x) e sen(z°) possuam o mesmo significado, ndo vamos
usar os angulos em graus para fazer o grafico da funcao seno. A ideia é usar uma apro-
ximagao para o comprimento da circunferéncia ( processo de retifica¢ao, dado que 7 nao é
construtivel com régua e compasso) e mostrar como construir ponto a ponto dito grafico.

63



Logo, é mais conveniente usar a medida de angulos em radianos.

Para a “retificacao”da circunferéncia de raio 1, usamos o método de Kochansky que
pode ser encontrado em [15]

Figura 7.5:

Na figura 7.5, a reta O’A é a mediatriz de ON, lado do triangulo equildtero NOO’
inscrito na circunferéncia de centro O’ e raio R. A reta r é tangente a circunferéncia
C(O’', R) no ponto O. O segmento AB tem medida igual a 3R. E possivel provar, com
base na figura que o segmento M B tem medida aproximadamente igual & metade do
comprimento da circunferéncia C'(O’, R).

Prova. No triangulo AOO’, o angulo ZAO'O = 30°. Fazendo OA = =z, temos que
tg30° = £, de onde x = &3, No triagngulo BOM, BM? = OM? + OB?. Dai, BM? =
(2R)* + (3R — %g)g' De onde BM = 3,14153.R. O erro cometido neste processo é por

falta e inferior a um décimo milionésimo do raio R. Isto é , o erro é aproximadamente
igual a 6.107°.R.

Um segundo processo devido a Specht fornece um resultado com uma aproximagao
muito boa. Descrevemos a seguir os passos a serem seguidos para a retificacao.

Figura 7.6:

64



1. Tracamos um diametro qualquer AB, com AB = 2R e uma perpendicular r, por
A, ao diametro AB

2. Tomamos AC' igual ao diametro AB, C' em r, isto é, AC = 2R

3. Dividimos o raio OA em cinco partes iguais e tomamos C'D = %.R e DF = %.R,
DeFemr

e 4. Tomamos AE = OD e tracamos por F a paralela a reta OF. Obtemos desta
forma, o ponto G em r.

O segmento AG assim construido representa aproximadamente a retificacdo da cir-
cunferéncia de diametro AB, isto é, AG = 2n.R

o AC =2R
° C’D:%.R
° DFZ%.R

Logo, AD = 2R+ & = U ¢ AF = 2R+ 3% Mas AE? = OD? = OA? + AD? = V16
Temos que o triangulo AOF' é semelhante ao triangulo AEG, de onde

AE
AG = AF. 10

Substituindo AF' , AE e AO pelos seus valores encontrados anteriormente teremos

que AG = 13”21546'3 = QR‘lgo” 146 Efetuando-se os calculos obtemos o valor de AG =

2R(3,1415919) , ou seja, encontramos o valor de AG, que corresponde a retificacao da
circunferéncia de diametro AB com erro por falta e inferior a um milionésimo do diametro.

yll

Figura 7.7:
Logo, adotaremos um sistema de coordenadas como mostra a Figura 7.7, em que a

unidade de medida no eixo das abscissas é o raio da circunferéncia trigonométrica OA = 1.
Com o angulo z em radianos e o raio da circunferéncia igual a 1, segue que o arco AP
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possui comprimento igual a x. Sabemos que o valor do seno do angulo de sen(z rad)?
corresponde a ordenada do ponto P” do eixo y, isto é, sen(x) = Ord(P"). Para angulos
xrd, os respectivos senos estao associados a medida do segmento PP’. Para 0 < x < T,
isto ¢, angulos de primeiro e segundo quadrantes (incluindo o angulo de %), os valores de
seus senos sao iguais as medidas dos segmentos PP’ (positivos). Para angulos que variam
entre m e 27, os valores dos senos sao negativos e, em valores absolutos, coincidem com a
medida do segmento PP’.

"

/4

/

2T x

Figura 7.8:

O segmento de reta OP do eixo das abscissas, correspondente a “retificagao”da cir-
cunferéncia de raio 1 portanto, de comprimento aproximadamente igual a 27, foi dividido
em 16 partes iguais, assim como a circunferéncia trigonométrica. Quanto maior o niimero
de subdivisoes da circunferéncia trigonométrica, melhor sera a resolucao do tracado do
grafico da funcao. No caso, estamos determinando os valores dos senos dos angulos de
0, . % 3{, o %’T, %T’T, %T, ...,2m. Os valores dos respectivos senos foram obtidos na
circunferéncia trigonométrica e transportados, diretamente, para o grafico. Como se pode
ver, os pontos mais robustos fazem parte do grafico da funcao seno. Vale lembrar que este
procedimento nao se da com a exatidao esperada, ja que o nimero m nao é construtivel

com régua e compasso.

Nos softwares em GD, podemos utilizar a transformacao de homotetia para o tragado
do grafico da funcao seno, embora outros programas ja executem diretamente o tracado
destas fungoes sem a preocupacao com os elementos essenciais para seu desenho. A im-
portancia de se realizar esta construcao via homotetia ajuda na apropriacao, por parte
do educando, de elementos conceituais de extrema relevancia na etapa em que se encon-
tram no processo Ensino-aprendizagem. A respeito da construgao via homotetia, ela nos
permite optar por duas visualizagoes: a primeira utiliza a ferramenta rastro de objetos;
este procedimento permite a construgao ponto a ponto com o arrastar do mouse sobre
um ponto determinado. A segunda faz uso do recurso (Locus) do Lugar Geométrico, que
traga a curva integralmente. A confec¢ao minuciosa do grafico da sendide sera realizada
a seguir porém SEM a utilizacao dos recursos RASTRO e LOCUS

2Pelo fato de a funcao seno poder ser desenvolvida em funcdo do comprimento do arco x na circun-
feréncia, as fungoes trigonométricas em geral sao denominadas de fungoes circulares. E provéavel que a
divisdo da circunferéncia em 360° tenha se originado com a tabela de cordas de Hiparco ( ver em [21])
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Construcao do Grafico da funcao seno no TABULAE

passo 1 Utilizando o icone circunferéncia, desenha-se circunferéncia tangente ao eixo y
em um ponto O desse eixo como na figura.

passo 2 indo ao icone “Criar segmento”, marcar-se o segmento O P de comprimento igual
ao segmento M B da circunferéncia retificada.

passo 3 Ir ao icone “divisao de segmentos”em varias partes, escolhe-se 16 divisoes para
a divisao deste segmento.

passo 4 Divide-se a circunferéncia do item 1 em 16 partes iguais. Usa-se as ferramentas

de retas perpendiculares para construir um poligono de 16 lados. Parte-se de um
quadrado e dobra-se o nimero de lados.

asso 5 Usa-se a ferramenta “tracar paralelas’e desenha-se retas paralelas ao eixo z
)
passando pelos 16 pontos de divisao da circunferéncia.

passo 6 Com a mesma ferramenta do item anterior, tracar paralelas ao eixo y passando
agora pelos 16 pontos de divisao do segmento OP.

passo 7 Usa-se a ferramenta “ponto de intersecao”para determinar os pontos de in-
tersecao das retas horizontais e verticais.

ETabulae (versdo 1.22)
Arquivo Editar Exibir
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Figura 7.9:
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Capitulo 8

Atividades e Comentarios

Em uma primeira etapa, foram realizadas aulas para duas turmas de segundo periodo(
equivalente a primeira série do Ensino Médio)do Instituto Federal do Rio de Janeiro,
seguindo a proposta metodolégica contida no presente trabalho. Em uma segunda etapa
elaborou-se um resumo em Power-Point do presente trabalho. Este resumo foi apresentado
a um grupo de professores do Instituto Federal de Educacao Ciéncia e Tecnologia do
Rio de Janeiro (IFRJ) no campus Paracambi, Municipio do Rio de Janeiro. Esse grupo
de professores, contou com a presenca da coordenadora do curso de Licenciatura em
Matematica daquela instituicao de Ensino. Todos atuam no curso de Licenciatura em
Matematica do referido campus. O trabalho foi também apresentado na Universidade
Federal Rural do Rio de Janeiro para alunos do curso de Licenciatura em Matematica
daquela instituicao. O trabalho foi ainda apresentado na UFF para alunos do curso de
Mestrado do programa do PROFMAT, Turma 2014. A apresentacao em Power-Point teve
um tempo de duragao de aproximadamente 40 minutos. Apds a apresentagao, seguiu-
se um debate entre os presentes. Nesta parte da apresentagao foi possivel uma ampla
discussao acerca da proposta metodologica, bem como o aprofundamento de alguns temas
associados. A apresentacao total durou o tempo de 1h 30 min. Ao final dos trabalhos foi
solicitado aos presentes que descrevessem suas consideracoes sobre o trabalho apresentado.
Alguns professores e alunos fizeram suas consideragoes presencialmente e em folhas de
papel almaco, enquanto outros eletronicamente. Algumas dessas consideracoes foram
selecionadas e estao disponibilizadas no anexo deste trabalho. Este capitulo foi divido
em duas partes: na primeira, é apresentada uma atividade que envolve o numero 7 e
sua relagao com a natureza, a qual serve como materia motivacional, para o ensino dos
contetudos tratados ao longo do trabalho; na segunda, fazemos um breve resumo dos
resultados obtidos ao desenvolver as atividades.

8.1 7 na natureza

Esta importante e gratificante parte do trabalho teve por finalidade a apresentagao de um
estudo acerca da sinuosidade de rios que desaguam no mar e o nimero 7, apontada por
Fistein.

Definicao 8.1.1 A sinuosidade de um rio € o quociente entre o comprimento de sua
curva e a medida do segmento formado pela sua nascente e seu desdgue.
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Segundo o livro intitulado “O ULTIMO TEOREMA DE FERMAT” (consultar [25]),
Albert Eistein afirmou que:

O valor da sinuosidade dos rios que desdguam no mar é aproximadamente 7.

Para uma verificagao deste fato, tive a colaboracao do Engenheiro Cartégrafo do Ins-
tituto Militar de Engenharia, Jorge Ricardo Muniz Kwasinski Filho, que me auxiliou na
utilizagao das ferramentas modernas estudadas nas disciplinas de Geoprocessamento e
Geodésia, que permitiram realizar medigoes geograficas em programas sofisticados, que
mostram a pujanca das ideias da geometria elementar, associada aos conceitos da Fisica
que se destinam ao estudo da descricao de nosso planeta Terra.

Como vimos, o nimero 7 foi derivado, originalmente, da geometria dos circulos; no
entanto, ele vive reaparecendo em uma grande variedade de acontecimentos cientificos.
No caso da proporcao entre os rios, a aparicao de 7 é o resultado de uma batalha travada
entre a ordem e o caos. Einstein foi o primeiro a sugerir que os rios possuem uma tendéncia
a um caminho mais serpenteante porque uma curva menor vai produzir correntes mais
rapidas nas margens opostas, que por sua vez produzirao uma erosao maior e uma curva
mais pronunciada. Quanto mais fechada a curva, mais rapidas serao as correntezas na
margem oposta, maior a erosao e mais o rio ird serpentear. Contudo, existe um processo
que ird se opor ao caos. Os meandros fardao o rio se voltar sobre si mesmo, anulando-se.
O rio vai se tornar mais reto, e o meandro sera deixado para o lado, formando um lago.
O equilibrio entre estes fatores opostos leva a uma relagao média de entre o comprimento
real e a distancia em linha reta da nascente até a foz. A proporcao de 7 é mais comumente
encontrada entre rios que fluem sobre planicies, como as que existem no Brasil e na tundra
siberiana ( ver [25])

Esta prética exige o dominio de conceitos basicos das disciplinas Cartografia e Geopro-
cessamento bem como a utilizagao de alguns softwares gratuitos da area, como o Google
Earth e o Quantum Gis (versao 1.8 -Lisboa);

1° Passo: Download dos insumos bdsicos: Arquivos formato .shp (shapefile). Dos
dados das bacias hidrogréficas brasileiras, pela Agéncia Nacional de Aguas - ANA: [30] e
dos limites Municipais (Estados e Municipios): [31]

%/ Ordem de ool cerenerizcio

Escas [ 12308005 |+

Figura 8.1: Arquivo de bacias hidrograficas da ANA aberto no QGIS
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2° Passo: Foi escolhido um importante manancial da cidade do Rio de Janeiro situado
na area da Baixada Fluminense no estado do Rio de Janeiro, conhecido como Rio Guandu.

3° Passo: Mudanca de projecao cartografica do arquivo de Bacias Hidrograficas
disponibilizado no sistema de coordenadas geograficas SAD69 (South American Datum
1969) para o sistema de coordenadas geograficas WGS84 (World Geodetic System-1984)
por meio do software Quantum GIS. Tal etapa permite compatibilizar os sistemas de re-
feréncia geograficos a serem utilizados no experimento.

4° Passo: Transformacao do arquivo de hidrografia selecionado no formato .shp para
o formato .kml (Keyhole Markup Language) compativel com programa Google Earth.

& Salvar camada vetorial coma.. [
Farmato Keyhole Markup Language [KML] T
Salvar como Buscar
Codificagio [UTF= |- [ # Attribute table - Hintegradal : 18 / 18 feature(s) selected [E=EES)
SAC da camata 5 DEDIREC | DECORPODAG | DELIGACAO | | woriocomp | nucomerio |

SRC
Guandu Rio Guandu

+towgsB4=-67.35,3.88,-38.22 +no_defs) Buscar
Guandu Rio Guandu

Opgdes de ariagio OGR Guandu Rio Guandu

Guandu Rio Guandu

Fonte de dados Guandu Rio Guandu
Guandu Rio Guandu

Guandu Rio Guandu

0

1

7]

3

a Guandu Rio Guandu
= o

6

7

‘

«
EERERIECEE)CEE R s en [comeG [~

Camada
Mostrar apenas selecioradols)  Buscar apenas selecionado(s) % Sensivel a0 caractere | Busca avancada 2 Fechar

Pular a criago de afributos

Adicionar arquivo salvo a0 mapa

OK

Help

Figura 8.2: Exportagao do de interese no QGIS, para o formato kml.

5° Passo: Edigao vetorial do Curso d’agua no Google Farth. Nesta etapa utilizando-se
os recursos visuais e de edi¢ao cartografica proporcionados pelo software citado, foi reali-
zada a correcao e adequacao do curso do rio fornecido no arquivo original para um novo
trajeto compativel com as imagens de satélite disponibilizadas. Tal medida se justifica
pela diferenca de detalhamento cartografico (escala) entre os dois produtos.

quivo Editar  Visualizar _ Ferramentas.

Search

Isemnome] £
NErS

im
Camada | Galeria do Google Earth 5
de da

pgle earth

T Ritibute table - Hin,

Figura 8.3: Edicao vetorial do arquivo “Rio Guandu”obtido na ANA.
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Figura 8.4: Detalhamento das diferencas encontradas entre o curso da agua no arquivo
original (linha na cor azul ciano) em relagao ao curso do rio segundo as imagens de satélite
(que aparecem na cor azul escura).

6° Passo: Locacao dos principais pontos de interesse para o experimento: nascente
do rio, foz e pontos de teste. Foram selecionados trés pontos distribuidos de maneira
homogénea ao longo do trecho do rio nomeados como "PTOrESTE1","PTO+ESTE2"
e "PTOrESTE3". Tais marcagoes tiveram como objetivo registrar de maneira expedita
o comportamento da razao entre a distancia cartografica entre dois pontos de interesse
percorrida sobre rio e em linha reta. A Tabela 1 sintetiza os testes realizados:

Trecho Distancia em Distancia sobre o Razdo obtida(B/A)
Observado Linha Reta (Km) - Rio (Km)- B

A
NASCENTE-FOZ |33,03 113 3,42
NASCENTE- 19,11 25 1,31
PTO_TESTEA1
NASCENTE- 47,32 &1 1,29
PTO_TESTE2
NASCENTE- 4913 91,6 1,86
PTO_TESTE3
PTO_TESTEA1- 27,63 36 1,3
PTO_TESTE2
PTO_TESTE1- 33 66,6 2,02
PTO_TESTE3
PTO_TESTE2- 22 30,6 1,39
PTO_TESTE3
PTO_TESTE1_F |23,56 as 3,74
04
PTO_TESTE2 F 31,07 52 1,67
04
PTO_TESTE3 F (18,91 21,4 1,13
0Z

Figura 8.5:

71



456 m
25 km ‘PTOiTESTEW
o -

9
i

NASCENTELGUANDU Jr = 2 ¥

alt

Figura 8.6: Visualizacao do Perfil do Rio e da distancia sobre a lamina d’agua entre dois
pontos selecionados.
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Figura 8.7: Medigao da distancia cartografica entre os pontos teste 1 e 3.

8.2 Consideracoes finais

Nas apresentagoes do presente trabalho no Instituto Federal do Rio de Janeiro (IFRJ),
na Universidae Federal Fluminense (UFF) e na Universidade Federal Rural do Rio de
Janeiro (UFRRJ), ficou patente que a abordagem escolhida para tratamento dos assuntos
constantes no curriculo do Ensino Médio com base nas Transformagoes Geométricas e o
uso dos softwares de Geometria Dinamica se configuram em uma alternativa viavel para
sua aplicacao efetiva em sala de aula. Com base nos comentarios dos alunos e professores,
observamos que o trabalho deve ter continuidade, sendo complementado com a inser¢ao
de atividades que privilegiem os aspectos graficos em exercicios, confeccao de material
apropriado, oficinas e cursos de formacao continuada de professores. Foi possivel também
constatar, pela opiniao das pessoas, que o presente trabalho alcancou os objetivos pre-
tendidos, a saber: contribuir efetivamente para a elucidacao de conceitos abstratos, quase
sempre de dificil compreensao para um aluno de Ensino Médio, associando-os a uma lin-
guagem acessivel e natural como o sao as idéias de movimentos rigidos explorados no
estudo das Transformacoes Geométricas. O trabalho, na visao de alguns participantes,
contribui para cobrir uma lacuna que se encontra nos livros didaticos atuais, que sao
extremamente reducionistas, nao levando em consideracao as necessidades do educando.
Um dos professores relata especificamente que a ideia de se apresentar o perpendicula-
rismo entre retas é um exemplo claro desta desconexao pedagogica frequente nos textos
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didaticos. Outro professor destaca que vai passar a utilizar em suas aulas de Geometria
Analitica, a metodologia proposta no presente trabalho. A respeito do tratamento dispen-
sado ao nimero 7, um professor chegou a comentar sobre a originalidade da apresentagao
que mostra a utilidade da homotetia para seu entendimento. Sobre a relacao do niimero
7w com o curso dos rios foi destacado a importancia deste resultado, de cunho interdisci-
plinar, como uma atividade que deveria ser mais explorada na medida em que suscita a
possibilidade de uma integracao entre areas distintas da Matematica, como a Fisica e a
Geografia. Foi sugerida uma participagao na semana cientifica do Campus Paracambi do
IFRJ para apresentacao da atividade sobre a sinuosidade de rios. Sobre a utilizacao de
recurso didatico de apoio, o TABULAE, os alunos manifestaram grata satisfacao em sen-
tir, na apresentacao do trabalho, que a tecnologia pode e deve ser utilizada em seu favor.
Em vista do que foi exposto, temos como objetivo para projetos futuros: elaborar mate-
rial didatico direcionado aos alunos do Ensino Médio e também para os licenciandos de
Matematica. Essas atividades devem envolver o Desenho Geométrico e as Transformacoes
Geométricas. Um desses assuntos, para citar um exemplo, pode ser o estudo das Conicas
(Elipse Parabola e Hipérbole), adequando-os aos niveis de ensino para os quais serao di-
recionados e sempre com a utilizacao do ferramental tecnolégico como o TABULAE.
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Anexos



Confarma previements combinadn, no dia 18 de agosto de 2005, ro
laboratono de Matemdtica do IFRJ-Paracambl, diante da Frof* Margareth Mara;
Prof* Bianca Coloneze; Prof. Pondio Mineim @ de discentes do ourso
Licencistura em Matemitica {Jefferson Arsijo; Edrasd Faria: Lafane Cambes o
Karina Mascimento), fod felta 3 apresentecio do Prof. Jorpe Kwesimski sobre
tramslormacied  geometricas. Cabe-ms, conforme prometido ao Frof, Jorpe,

tuﬁmuqtmlmmpchﬁ1mmmmpnhFM.
hp_mmmhﬂurﬁhmmpuﬁmtﬁim:l
docente em Materatio que, guise tempre, s3o omitidas pels mafors dos
professsines que aluam no Ensing Médlo, Para muito além do aspecto malemation.
@ trafwlhe mos beva imediatamente § reflexio sntre o conflite edstente (e
quase sempre disdmuilade) entre vendades maternatices e a pritics destes
professores em sala de aula. Ors, esperar de um Blune & percepcio (ow
compresnsic) de um corto confedklo Mmatemitico a partir da mers aceitacio (ou
impesicact) de “teoremas previamente ssbidos” sem uma devids justificativa,
sgnifica - guardadas as devidas proporedes - reduir o ersipe de Matermsitica a
LT marm questio de fé! Ao contririo disse, o que fora apresontado pelo Prof.
Jorge revela um excelénte equilihrio entre inbuicio e rigor. Achel muite original
& conducae que fora feita por ele a0 apresentar o ndmeno x & Sia relacio com o
cursy do rie Guandy s nascente @ for. Sobre perpendicdartsmo de retas,
confessn que ndo vl (Essim como todos o5 presentss) nada mals matural para
aszoclar rmtagdas no plame. HA, no entanto, alpo que pode ser pensaco @, crio
elr, melhorado na intengao de uma difusio maior dessas fdeias como fazer para
giee & médio prazo tals pratices posam efetivaments ocorrer em tumes de
Ersiro Medic? Humildemente, dentio de minhes Hmétactes, oreio que uma saida
para s buscar tsl efetividade smfa o wababho continuo junto & filuros
profussored. Ireric tafs pratices om curses de licenciabura em Matensdtica seria
um bom comeqo, Ace Colepas que ja atwam om salas de aula, Julgo ser manto Gl
leva-los a wna reflexho sobre suas praticas tal qual & feito hoje nos programas de
aperfeicoamento de professanes do Ensino Médin, Suget], apos a apresentacao da
Prof. Jorge, que tal terma podesse Do e<pacn om am dissertacka, afinsl de
contas, o Profmsat & urm das grandes confuistas para todos nds que militamas &m
Matemitica na Escola Basica, £ o perfetto espaco para tais discussbes @ acies
Conoreias.
Desefo muita boa sorte as Prol. Joge. Seu inbdls em l=vantar tals
questicnamentos & muito pocitive e revels um aspects Tundamental para quem &
profasson tomds, pefmanentements, oue P refrventard Dessa forma, nossa
passagem pels vida tomao-s= etema, afinal de contes, SETgire estarerned Sl

presentes como proadulo de nossas agdes. E) mossy postura praftssional,
CoMGERIremMos o respRito @ o8 ecas de efetiva wr Brasil
melhos.
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