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Resumo

Este trabalho trata essencialmente dos Numeros Complexos: sua histéria, ensino, genera-
lizacoes e aplicacoes. No ensino desse conteudo, constata-se a predominancia de um trata-
mento algébrico e a falta de conexao com a Geometria. Nesse sentido, orientacoes ao ensino
sao estabelecidas visando a subsidiar o trabalho docente na introducao dos Numeros Com-
plexos via abordagem geométrica. A Algebra dos Numeros Complexos é apresentada e os
Quatérnions, generalizagoes quadridimensionais dos Niumeros Complexos sao estudados com
énfase em suas propriedades. O trabalho apresenta também uma introducao a Algebra de
Clifford e estabelece relagoes com a Algebra dos Numeros Complexos e com os Quatérnions.
Os resultados obtidos demonstram o grande potencial dos Numeros Complexos para solugao

de problemas reais.

Palavras-Chave: Nimeros Complexos, Ensino, Algebra de Clifford.



Abstract

This report is essentially about the Complex Numbers: their history, education methods,
generalizations and applications. In teaching this content, there is a predominance of an
algebraic treatment and lack of connection with geometry. Accordingly, teaching guidelines
are established aiming to subsidize the introduction of teaching in Complex Numbers via
geometric approach.The Algebra of the Complex Numbers is presented and the Quaterni-
ons, four-dimensional generalizations of the Complex Numbers, are studied with emphasis
on their properties.The report also presents an introduction to Clifford’s Algebra and esta-
blishes relationships between Algebra of Complex Numbers and Quaternions. The obtained

results demonstrate the great potential of Complex Numbers in solving real problems.

Keywords: Complex Numbers, Education, Clifford Algebra.



Notacao

N : Conjunto dos Nimeros Naturais;

Z : Conjunto dos Numeros Inteiros;

R : Conjunto dos Numeros Reais;

C : Conjunto dos Numeros Complexos;

r € B : x pertence ao conjunto B;

z : Conjugado do Numero Complexo z;

Re(z) : Parte real do Nimero Complexo z;

Im(z) : Parte imagindria do Nimero Complexo z;

O—fj : Vetor com origem no ponto O e extremo no ponto P;
d : Vetor a;

(7, 7) . Angulo formado entre os vetores @ e ¥, medido no sentido antihordrio;
{e1,€9,...,e,} : Base canonica do espaco vetorial R";

E(z) : Parte Escalar do Quatérnion z;

V(z) : Parte Vetorial do Quatérnion z;

= .

v : Bivetor v;
k

o k-vetor V;

v : Objeto vetorial de grade qualquer;

A

|| : Mdédulo ou magnitude do objeto vetorial v;

~

0 - ou (0,w) : Produto Interno entre objetos vetoriais;



v x w : Produto Externo entre objetos vetoriais;

vV w : Produto Vetorial de Gibbs e Heaviside;

v Aw : Produto Vetorial de Grassman;

0w : Produto Geométrico (ou Produto de Clifford) entre objetos vetoriais;

AV) - Algebra Geométrica de Clifford sobre o espaco vetorial V;

i : Pseudo-escalar unitério ?12: ?1?2;

M (n,C) : Conjunto das Matrizes quadradas de ordem n com entradas complexas.

Geralmente, um multivetor é representado pela letra maiuscula M. Eventualmente, quando
varios multivetores estao relacionados, indices sao acrescentados para distingao, assim, tem-
se M;, onde 7 € N.

Fungoes e polinémios sao representados por letras minusculas (f, g, h, ...).
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Ao contrario do que se encontra escrito em muitos livros didaticos, os nimeros comple-
x0s nasceram por meio de tentativas de resolucao de equacgoes do terceiro grau e nao das
equacoes quadraticas com discriminante negativo. As equagoes quadraticas com essa pro-
priedade eram desconsideradas, ou seja, simplesmente aceitava-se a inexisténcia de solucao.
As equagoes ciibicas comegaram a aparecer na Matematica grega. Uma evidéncia desse fato
encontra-se no problema cléssico da duplicacao do cubo. Diofanto também trabalhou com
equacoes cubicas para solugao de problemas da aritmética, enunciando e resolvendo uma
equacao que, em nossa linguagem, é equivalente a 23 4+ x = 422 + 4. O escritor drabe Omar
Khayan também contribuiu para a solucao de equagoes cubicas que apresentavam a forma
22+ b?x + a® = ca.

Todas as equacoes ctibicas apresentadas até aqui consistem em formulagoes algébricas para
problemas da geometria. Foi apenas no Renascimento que alguns matemaéticos se interes-
saram em encontrar um método geral para solucao de equacgoes cuibicas. Este problema foi
atacado principalmente pelos matematicos italianos do século XVI.

Primeiramente, Scipione Del Ferro resolveu as equacoes cibicas da forma a® 4+ pxr = ¢. Os
resultados encontrados por Scipione nao foram divulgados a nao ser a um seleto grupo de
amigos, no qual se inclufa Antonio Maria Fior.

Posteriormente, em 1535, o matematico italiano Tartaglia conseguiu encontrar um método
para resolver equacoes da forma 2% + pa? = ¢. Na mesma época, Tartaglia foi desafiado

publicamente por Fior para uma disputa intelectual que consistia na resolucao de equacoes

12
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cubicas.

Fior propds 30 equacoes a Tartaglia, provavelmente todas da forma 3 + pxr = ¢. Tartaglia
resolveu todas essas equacoes e, além disso, nao teve as suas equacoes resolvidas por Fior.
Assim, Tartaglia foi considerado vencedor do confronto. Um maior detalhamento da histéria
das equagbes ciibicas pode ser encontrado em [20)].

Dessa forma, Tartaglia despertou o interesse de Giriolamo Cardano, que era um renomado ci-
entista reconhecido pelas suas contribuicoes na Astrologia, Medicina, Filosofia e Matematica.
Cardano, mesmo sem o consentimento de Tartaglia, conseguiu obter a formula das equacoes
da forma 23 + pz? = q e publicou o resultado em sua obra intitulada Ars Magna (1545), sem
dar crédito algum a Tartaglia.

Apesar dessa atitude moralmente criticada, Cardano desenvolveu um trabalho de extrema
importancia para o surgimento do conceito dos chamados Numeros Complexos, pois foi o
primeiro matematico a manipular raizes quadradas de nimeros negativos.

Os nuimeros complexos sao entes matematicos que podem ser estudados por um ponto de
vista algébrico ou geométrico. Seu estudo ajuda a cumprir os papéis formativos da ma-
tematica no Ensino Médio, pois possui varias aplicacoes em outras ciéncias, uma estreita
relagdo com a geometria e a trigonometria e o seu tratamento formal é simples, possibi-
litando a realizacao de diversas demonstracoes com nivel de complexidade compativel ao

Ensino Médio.

1.1 Histoéria dos Nuimeros Complexos

Em Ars Magna (1545), Cardano apresentou, além da férmula de Tartaglia, a resolugao de
equacoes biquadradas. Constam ainda estudos sobre relacoes entre raizes e coeficientes,
regras de localizacao de raizes, entre outros. Nesse momento, comecaram a aparecer deter-
minadas raizes quadradas de nimeros negativos. A grande novidade é que elas passaram a
ser manipuladas como se fossem nimeros reais e nao mais ignoradas como anteriormente.

Assim, Cardano é considerado o primeiro matematico a realizar operagoes com numeros
complexos. Na sua obra, Cardano resolve o problema de dividir o nimero 10 em duas partes

cujo produto é 40. Esse problema se reduz em determinar niimeros x e y tais que:

r+y=10
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.y =40

Isolando y na primeira equagao e substituindo na segunda, resulta a equagao quadratica
2?2 — 10z 4+ 40 = 0. Resolvendo-a pelo tradicional método de complemento de quadrado,

obtém-se que:
22— 100 4+40=0< (-5 +15=0& (z-5° =152 =54++/-15

Com respeito a essa solucao, Cardano cita: “Deizando de lado toda a tortura mental envol-
vida, multiplica 5++/—15 por 5++/—15. O produto é 25— (—15) = 40 (...). Assim, progride
a sutileza aritmética cujo objetivo, como afirmado, € tao refinado quanto inutil.”

Ainda no mesmo livro, o método apresentado para resolver equagoes do terceiro grau impli-
cava obrigatoriamente o manejo de raizes quadradas de nimeros negativos, muito embora,
as solugoes das equagoes se constituissem em numeros reais. Na verdade, o método apresen-
tado por Cardano consistia, primeiramente, em transformar uma equacao do terceiro grau
qualquer na forma 2® + pxr + ¢ = 0. Essa transformacao é sempre possivel de ser feita,
bastando para isso realizar uma substituicao apropriada. Feito isso, Cardano mostrou que a

solucao dessa tltima equacao é dada por:

s/ q q2 p3 3 q q2 p3
\/2+\/2+3+\/2 2+3

Para exemplificar o exposto, considere-se a equacao * — 15z —4 = 0. E facil de se ver que as

solucoes desta equacao sao todas reais, a saber, 4, —2 —v/3 e =2+ /3. Porém, pela férmula

apresentada por Cardano, tem-se que:

r= {2+ Vo121 + {/2 - V121

Desse modo, sendo uma equagao do terceiro grau, que sabidamente possui trés raizes reais
conhecidas, para sua determinacao é necessario passar pelo processo de extracao de raizes
quadradas de niimeros negativos. Na verdade, é possivel mostrar que uma equacao da forma
22 + px + g = 0 tem trés rafzes reais se, e somente se, o fator gZ + g < 0. Esse fato sugere
que as raizes quadradas de nimeros negativos possuem algum sentido matemético e que
deveriam ser mais bem estudadas.

Um matemético italiano discipulo de Cardano, chamado Bombelli (1526-1572) contribuiu

para a elucidagao dessa questao ao introduzir uma quantidade que chamava piu di meno que
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corresponde & conhecida unidade imagindria, v/—1. Bombelli enunciou, inclusive, as regras
de manipulagao com essa unidade.

De maneira geral, os matematicos do século XVI utilizavam os nimeros complexos e aplica-
vam as regras usuais de calculo com nimeros reais, o que levou, inclusive, a alguns enganos,
por exemplo, Euler (1797-1783) afirmou que v/—2./—2 = /4 = 2, por analogia & regra
operatoria valida para nimeros reais.

Albert Girard (1595-1632) fez a seguinte afirmagao acerca das solugoes de equagoes de
algébricas que resultavam em raizes de nimeros negativos: “Pode-se perguntar: para que
servem estas solugoes impossiveis. Fu respondo: para trés coisas - para a validez das regras
gerais, devido a sua utilidade e por nao haver outras solucoes.”

Nota-se nessa fala uma mudanca de concepcao com relacao aos nimeros complexos em
relacao as ideias de Cardano, que afirmava que tais solugoes eram intteis.

Em uma obra denominada La Géometrie, René Descartes (1596-1650) admitiu a existéncia
de raizes complexas para equagoes algébricas. Ele introduziu a denominagao “ntimeros ima-
ginarios”, que ainda hoje é utilizada.

Em 1749, Jean Le Rond D’Alambert (1717-1783) elencou todos os tipos de nimeros comple-
x0s que poderiam ser obtidos ao se resolverem equagoes algébricas. Em geral, ele mostrou
que, em qualquer expressao algébrica envolvendo um nimero da forma a+bv/—1, o resultado
também ¢ um ntimero da forma a + by/—1.

Euler estudou as operagoes com numeros complexos, incluindo poténcias imaginarias, lo-
garitmos e forma trigonométrica e, em 1749, mostrou que se a + /—1 é uma raiz de uma
equacao algébrica qualquer, entdo a — +/—1 também o é. Mostrou ainda que todas as raizes
nao reais de uma equacao algébrica sao da forma a + by/—1.

Dessa forma, até o fim o século XVIII, os matemdticos ja conseguiam realizar operacoes
complicadas com numeros complexos, muito embora ainda tivessem uma posi¢ao ambigua
com relagao a eles.

Foi somente no século XIX que os nuimeros complexos foram reconhecidos e aceitos pela
comunidade académica, para tanto, foi necessario o prestigio de Gauss, que publicou um tra-
balho intitulado “A Verdadeira Metafisica das Quantidades Imaginarias”, na qual divulgou
a interpretacao geométrica dos niimeros complexos.

Tal interpretacao geométrica divulgada por Gauss foi construida ao longo dos anos com
a contribuicao de diversos matematicos. Dentre eles, destacam-se Descartes, John Wallis,

Caspar Wessel e Argand. Argand desenvolveu o trabalho mais esclarecedor com respeito a
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representacao geométrica dos Nimeros Complexos. Os resultados de Argand foram publica-
dos em 1813 na obra “Ensaio sobre uma maneira de representar as quantidades imaginarias
nas construcoes geométricas”.

Devido ao grande peso da contribuicao dada por Argand, o plano que hoje é utlizado para
a representacao de numeros complexos é comumente chamado de plano de Argand-Gauss.
O nome de Gauss aparece acompanhado ao nome de Argand, pois Gauss desenvolveu um
trabalho, embora de forma independente, muito proximo do trabalho de Argand. O prestigio
cientifico de Gauss foi fundamental para a aceitacao dos Numeros Complexos pela comuni-
dade académica.

Em 1833, Hamilton, um matematico natural de Dublin na Irlanda, apresentou um artigo a
Academia Irlandesa por meio do qual introduziu a algebra formal dos niimeros complexos.
Segundo as ideias de Hamilton o conjunto dos nimeros complexos pode ser visto como o
conjunto de todos os pares ordenados da forma (a,b) de niimeros reais.

As informagdes aqui exposta sobre a histéria dos Numeros Complexos foram baseadas, prin-
cipalemente, em [9], que é recomendada para um aprofundamento no assunto. Informagoes
adicionais podem ser encontradas em [19].

O objetivo central de Hamilton nao era desenvolver um tratamento algébrico formal dos
Numeros Complexos, mas sim generalizar o conceito dos Nimeros Complexos visando a en-
contrar um Algebra que possuisse relagoes com vetores do espaco tridimensional similares
com as relacoes existentes entre ntimeros complexos e vetores do plano.

Num primeiro momento, Hamilton acreditava que os entes matematicos procurados deve-
riam possuir a forma (a, b, c) = a + bi + ¢j. Porém, apés dez anos de trabalho, essa ideia foi
abandonada por Hamilton, uma vez que nao conseguira encontrar uma regra adequada para
a multiplicacao desses ternos. A nova tentativa de Hamilton foi considerar quadruplos em
vez de ternos ordenados e, além disso, abandonar a comutatividade da multiplicagao. Dessa
forma, Hamilton tentou trabalhar com objetos da forma (a, b, c,d) = a + bi + ¢j + dk, onde
i, j, € k sao unidades imaginarias. Nasceram entao os chamados Quatérnions.

Com o intuito de que a multiplicacao entre dois quatérnions gozasse de determinadas propri-
edades preestabelecidas, tais como, associatividade, distributividade com relacao a adigao,
existéncia de elementro neutro e inverso, as relacoes i? = j2 = k? = -1, ij = k = —ji,
jk =1 = —kj e ki = j = —ik foram estabelecidas como definicao.

Hamilton depositava grande confianca na aplicabilidade dos quatérnions, que sao vistos como

um dos grandes avancos da matematica. Eles sao adequados para descrever varios fendmenos
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naturais e assim despertou-se o interesse de varios pesquisadores em matemaética da época,
entre eles, Hermann Gunther Grassmann que, em 1873, publicou um artigo no qual propos
o conceito de objetos vetoriais. De acordo com esse conceito, as grandezas fisicas deveriam
ser representadas por objetos geométricos ao invés de numéricos. Tais objetos poderiam ser
segmentos de retas (vetores), fragmentos de planos orientados (bivetores), cubos orientados
(trivetores), e assim por diante, onde se obtém de maneira geral os chamados k-vetores,
os quais nao possuem apelo geométrico quando £ > 4. Além disso, Grassmann conseguiu
generalizar a geometria de Euclides sugerindo um tratamento matemaético valido para um
espaco de dimensao qualquer. O trabalho de Grassmann deu origem a chamada Algebm Ve-
torial, que ganhou grande notoriedade, devido as suas aplicagoes imediatas, principalmente,
no ramo da fisica.

Grassmann definiu dois produtos entre objetos vetorias: o produto interno e o produto ex-
terno. De acordo com a definicao de Grasmann o produto externo entre dois vetores é um
bivetor. Geometricamente, dados dois vetores d e ?, obtém-se o produto externo ao desli-
zar o vetor @ na direcao do vetor ?, definindo entao um fragmento de plano orientado com
sentido de giro do vetor a para o ? O produto externo é representado por a A ? No
capitulo 4, prova-se que o produto externo é associativo e anticomutativo.

O produto interno associa a cada par de objetos vetoriais um ntmero real. Para vetores, o
produto interno é definido pela férumla @ V = ]7”?\ cosf, onde 6 é o menor angulo
formado entre os vetores @ e ? Na verdade, essa defini¢ao de produto interno para vetores
¢é bastante difundida. A grande contribuicao dada por Grassmann foi a generalizacao desse
produto para os demais objetos vetoriais introduzidos por ele mesmo, tais como: bivetores,
trivetores, entre outros.

O matematico William Kingdon Clifford, amparado nos trabalhos de Grassman e Hamilton,
conseguiu formular, por volta de 1880, uma nova algebra vetorial de forma mais simples que
a algebra desenvolvida por Grassman. Essa algebra é conhecida por Algebm Geométrica ou
Algebm de Clifford e se mostrou adequada para a descricao de varios fenomenos como a rela-
tividade restrita, a mecanica quantica e o eletromagnetismo, despertando assim, o interesse
de varios pesquisadores, principalmente, do ramo da fisica-matematica. Em particular, a
Algebra de Clifford ganhou notoriedade por conseguir reduzir as equagoes de Maxwell (que
eram originalmente em 8) em apenas uma equagao.

O conceito central da Algebra de Clifford esta na definicao do chamado produto geométrico

(ou produto de Clifford). O produto geométrico entre dois vetores foi definido como a soma
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entre o produto interno e o produto externo de Grassmann. Prova-se no capitulo 4 que o pro-
duto definido por Clifford é associativo e nao comutativo. Além disso, possui a propriedade
de que qualquer objeto vetorial (k-vetor) é invertivel, como acontece com os quatérnions
de Hamilton. Na verdade, o trabalho de Clifford unificou os trabalhos de Grassmann e de
Hamilton.

No capitulo 4 serao apresentadas interessantes relagoes entre a Algebra dos Nimeros Com-
plexos, a Algebra dos Quatérnions e a Algebra de Clifford, tais como um isomorfismo entre
o conjunto dos Numeros Complexos e a Algebra de Clifford A(R?), sobre o plano bidimen-
sional. Além disso, a definicao de norma de um k-vetor foi desenvolvida por uma analogia
com os Numeros Complexos. Observa-se, ainda, que os bivetores possuem um compor-
tamento andlogo ao comportamento da unidade imaginéaria, o que gerou novas formas de
representacoes de objetos vetoriais.

Vaérios pesquisadores salientam que a Algebra de Clifford deve ser utilizada no lugar da
Algebra Vetorial. O capitulo 4 deste trabalho apresenta com maior detalhe os objetos

geométricos (k-vetores) e a Algebra Clifford.

1.2 Objetivo do Trabalho

Este trabalho trata essencialmente dos ntimeros complexos: seu ensino, suas generalizacoes

e aplicacoes. O trabalho foi dividido da seguinte forma:

Capitulo 2: Apresenta a atual conjuntura do ensino deste conceito no Ensino Médio, assim,
os Parametros Curriculares Nacionais - PCN;, livros didéticos do Ensino Médio e artigos
sobre o ensino de nimeros complexos sao analisados. Além disso, estabelece diversas
orientagoes que podem ser utilizadas em sala de aula como proposta de sequéncia

didatica para o Ensino dos Numeros Complexos via abordagem geométrica.

Capitulo 3: Apresenta uma fundamentacao tedrica dos Numeros Complexos e dos Quatérnions,
demonstrando suas propriedades e elencando as principais defini¢oes. O conjunto C é

caracterizado como um corpo.

Capitulo 4: Apresenta uma introducao a Algebra Geométrica de Clifford, relacionando-a

com a Algebra dos Niumeros Complexos e com os Quatérnions. Para tanto, trata-se do
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conceito de objetos vetoriais e define-se o produto geométrico. Apds uma introducao

informal, uma axiomatica da Algebra de Clifford é apresentada.

As conclusoes deste trabalho e as indicagoes para desenvolvimento de trabalhos futuros sao

apresentadas no Capitulo 5.



CAPITULO 2

O ENSINO DOS NUMEROS
COMPLEXOS

Este capitulo tem como objetivo a realizagao de uma analise critica do ensino dos Numeros
Complexos. Serao apresentadas andlises de livros didaticos do Ensino Médio com o objetivo
de levantar informacoes sobre o processo de Ensino e Aprendizagem desse assunto. Ao final,
sao apresentadas orientacoes para a utilizagao em sala de aula, com o intuito de introduzir
os Numeros Complexos via abordagem geométrica.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais - [5] a Matemadtica ensinada no En-
sino Médio deve possibilitar o desenvolvimento das capacidades de resolucao de problemas,
tomada de decisoes, realizacao de inferéncias, entre outras. Nesse sentido, a Matematica no
Ensino Médio possui carater formativo, instrumental e cientifico.

Cumprindo o seu papel formativo, a Matematica ajuda a estruturar o pensamento e o ra-
ciocinio dedutivo, contribuindo para o desenvolvimento da capacidade de resolver problemas.
Diante da perspectiva instrumental, a Matematica deve fornecer um conjunto de técnicas e
estratégias para serem aplicadas em outras areas da ciéncia, mostrando-se ao aluno como
uma linguagem que permite modelar a realidade.

A Matematica vista como ciéncia deve se mostrar como um conjunto de defini¢oes, axiomas,
demonstragoes e encadeamentos conceituais e logicos que tém a capacidade de construir no-

vos conceitos e estruturas a partir de outros que servem para validar intuigoes e dar sentido

20
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as técnicas aplicadas.

A algebra e a geometria sao subdreas da Matematica ligadas as aplicacoes, tanto internas
da propria matematica como de outras ciéncias, e que, além disso, permitem a realizacao de
uma abordagem tedrica simples. Desse modo, sao subareas que contribuem para o cumpri-
mento dos objetivos do Ensino da Matematica nas perspectivas formativa, instrumental e
cientifica.

Os Numeros Complexos sao entes que podem ser estudados tanto do ponto de vista algébrico
como geométrico. Eles estao relacionados com problemas de rotacao, translacao e desloca-
mentos de figuras no plano e resolucao de equacoes algébricas. Além disso, constituem-se
em poderosas ferramentas para resolver problemas de outras areas da ciéncia e possuem
uma estreita relacao com a trigonometria. Assim sendo, considera-se que o contetudo de
Niumeros Complexos é de fundamental importancia dentro do curriculo da Matemaética no
Ensino Médio.

Pela anélise de livros didaticos e como observado em varios trabalhos sobre o ensino de
Numeros Complexos, acredita-se que o ensino desse assunto ocorre de forma predominante-
mente algébrica, deixando a interpretacao geométrica em segundo plano, aparecendo apenas
como uma aplicagao.

As Orientagoes Educacionais Complementares aos PCN (PCN+) - [25] ndo fornecem muitas
orientacoes ao ensino de Numeros Complexos. Nessa obra, consta apenas que eles devem ser
apresentados como uma necessidade de ampliacao do conjunto de solugoes de uma equacgao
e sugerem que isso seja feito por uma equacao simples, como, por exemplo, 2 + 1 = 0.
Essa orientacao nao se prende a raiz histérica dos Numeros Complexos, pois eles nasceram
a partir da férmula de solugcao de equacoes cubicas e nao quadraticas e, ao seguir apenas
essa orientagao, perde-se a valiosa oportunidade de apresentacao dos Numeros Complexos
diretamente como objetos geométricos, relacionando-os, desde o inicio, com pontos do plano.
De acordo com [11], uma abordagem que enfatize a parte gréafica dos Nimeros Complexos
promove a articulagao entre os diversos tipos de registros que os representam, fato este ne-
cessario para a sua compreensao conceitual.

Por [1] a abordagem excessivamente algébrica no ensino dos Niumeros Complexos gera duas
consequéncias nocivas: i) O estudante permanece com uma visdo demasiadamente formal,
nao se beneficiando da visualizagao; ii) O estudante, possivelmente, ndo estard apto a apli-
car os Numeros Complexos para resolver problemas geométricos. Na verdade pesquisas

apresentadas em [1] mostram que estudantes ficam surpreendidos ao saberem que nimeros
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complexos podem ser utilizados para tratar de problemas reais.

Conclui-se, ainda, que os Numeros Complexos nao sao muito estudados nos cursos de nivel
superior por serem considerados “Elementares’e sao evitados no Ensino Médio por serem
considerados de “dificil compreensao”e com poucas utilidades praticas. Essa visao de que os
Nimeros Complexos nao se aplicam a solucao de problemas reais é vinda da propria forma
como sao introduzidos: a partir de sua definicao algébrica e ausente de significados.

Apesar da defesa de uma abordagem geométrica dos Numeros Complexos, a abordagem
algébrica tradicional nao é dispensdvel. Apenas propoe-se uma alteracao na ordem de apre-
sentacao, objetivando facilitar ao aluno a atribuicao de significado a um nimero complexo.
Com intuito de validar algumas hipdteses e de verificar como os Numeros Complexos sao
comumente ensinados, andlises de livros didaticos do Ensino Médio foram realizadas. Os

resultados estao expostos na Secao 2.1.

2.1 Analise de Livros Didaticos

O livro didatico é um instrumento essencial no ensino de qualquer disciplina. No Brasil, o
livro se constitui no instrumento didatico mais acessivel aos professores. A rede publica de
ensino fornece os livros didaticos gratuitamente para seus alunos e professores.

O Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) compoe uma comissao para avaliagao de
livros didaticos, que considera vérios quesitos com a finalidade de garantir a boa qualidade
do material que é disponibilizado para os alunos da rede publica.

O livro didatico possibilita que os alunos estudem sozinhos em casa, facam exercicios e
realizem leituras complementares. Ele constitui-se num instrumento de atualizagao dos pro-
fessores e auxilia no planejamento, organizacao e avaliagao da disciplina ministrada. Diante
da realidade brasileira, onde muitas escolas nao possuem biblioteca, o livro assume um papel
ainda mais importante no processo de ensino.

Levando em conta esses fatos, a andlise de livros didaticos pode fornecer um panorama
razoavel do ensino de determinado conteido. Através dessa analise, é possivel identificar
quais os conteudos sao abordados e priorizados, qual a forma dessa abordagem e quais
relacoes interdisciplinares sao estabelecidas. Nesse sentido, esse texto apresenta analise de
livros didaticos do Ensino Médio visando a delinear a atual condi¢ao de ensino dos Niimeros

Complexos.
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Os Numeros Complexos sao entes algébricos abordados no 3° ano do Ensino Médio,
antecedendo o contetido de polinomios e sucedendo a geometria analitica. Esse caminho é
geralmente adotado para que se possa tratar de polinomios sobre o conjunto dos niimeros
complexos C e culminar num importante resultado que é o Teorema Fundamental da Algebra
que afirma que todo polinomio possui pelo menos uma raiz complexa.

A andlise mostrou que os conteidos comumente tratados sao a apresentagao da unidade
imaginaria, a forma algébrica dos nimeros complexos, operagoes com os complexos, forma
trigonométrica e férmulas de Moivre. Percorrendo esse caminho, os livros apresentam as
defini¢oes fundamentais como conjugado e dao sentido a divisao entre niimeros complexos.

Do ponto vista algébrico, os livros nao cometem erros conceituais. A analise realizada
teve como foco a forma de abordagem do conteiido, a apresentacao inicial dos Nimeros
Complexos, a contextualizacao apresentada, a interdisciplinaridade, as relagdes com outros
conteudos previamente estudados, entre outros.

Trés livros foram analisados: (1) Matemédtica uma nova abordagem de Giovani Bonjorno -
[7]; (2) Matematica de Dante - [8] e (3) Matemética Para o Ensino Médio de Bezerra - [6].

2.1.1 Andlise do livro (1)

A introducao dos Numeros Complexos acontece a partir de uma equagao quadratica com
discriminante menor do que zero. Segue, portanto, a orientacao dada pelos PCN. Quando
aparece a famosa y/—1, o texto informa que esse niimero ndo pertence ao conjunto R, mas,
com o intuito de que a equacgao tratada possua solugao, define um novo nimero chamado
unidade imaginaria.

Em seguida, o texto apresenta alguns fatos historicos sobre a descoberta dos Numeros Com-
plexos e admite, nesse ponto, que os nimeros complexos nasceram por meio da solucao de
equacoes do terceiro grau e nao das equacoes quadraticas como o exemplo utilizado para
introduzir o contetdo.

Dessa forma, a apresentagao do conteido nao se prende a raiz historica e também nao utiliza
a abordagem geométrica. O caminho adotado pelo autor (de utilizar equagoes quadraticas)
é a maneira mais rapida de se obter a v/—1.

A forma algébrica dos numeros complexos é apresentada como uma definicao, ou seja, um
ntimero complexo é um objeto da forma z = a + bi, onde 2 = —1.

Com a apresentacao do plano de Argand-Gauss comeca a surgir um apelo geométrico, desse
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modo, um numero complexo comeca a ser visto como um ponto. O conjunto C é definido
como o conjunto dos pares ordenados da forma (a,b) e o texto ja admite a dicotomia de
notagoes, considerando que (a,b) = a + bi.

Nao existe uma construcao das diferentes formas de representagao dos nimeros complexos,
de modo que a passagem de uma notacao para a outra é apresentada como uma espécie de
definicao e sem muita justificativa.

As operacoes entre niimeros complexos sao definidas sem a utilizacao de um exemplo geométrico.
Assim, o estudante nao tem a oportunidade de visualizar a légica que esta por tras da de-
finicao apresentada.

O texto ensina a multiplicar Nimeros Complexos pela utilizacao da propriedade distribu-
tiva e depois considerando a relacao i> = —1. Na verdade, do ponto de vista pratico, essa
¢ a melhor maneira de fazer a multiplicacao, muito embora, a operacao de multiplicacao
nao venha acompanhada da ideia de rotacao. Assim, o aluno pode até aprender a realizar
multiplicagoes entre Nimeros Complexos, porém, dificilmente entendera o significado dessa
operacao, de modo que, provavelmente, nao estara apto a utilizar esse conhecimento na re-
solugao de problemas mais elaborados.

A forma trigonométrica é apresentada e deduzida pela representacao de um Numero Com-
plexo no plano de Argand-Gauss. Em seguida, sao apresentadas as férmulas de Moivre e o
texto se encerra.

Ao final do texto, existe uma nota sobre aplicagoes dos Numeros Complexos. O texto in-
forma, sem muita justificativa, que a multiplicacao pela unidade imagindaria corresponde a
rotagao de um vetor por um angulo reto e relaciona a soma de vetores com a soma de com-
plexos.

Em geral, o texto nao traz propostas de problemas a serem resolvidos pelos alunos, hé apenas
exercicios que podem ser facilmente resolvidos utilizando-se as formulas e ideias apresenta-
das no proprio texto. Nao existe uma abordagem do tipo espiral, ou seja, o contetdo esta
completamente concentrado no capitulo destinado para ele e nesse sentido, o conteido nao
¢ retomado em momento posterior diante de um novo ponto de vista.

A abordagem geométrica é apresentada somente como comentario no final do capitulo. As
definicbes apresentam-se, em geral, sem justificativas e desprovidas de sentido. Assim, a

parte de aplicacoes possui um carater mais informativo do que formativo.
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2.1.2 Analise do livro (2)

A apresentacao do conteido ¢ iniciada com a equacao x? + 1 = 0, exatamente conforme

2 = —1. Como sabidamente todo quadrado de

orienta os PCN. Dessa forma, surge que z
nimero real é positivo, obtém-se que o niimero x que satisfaz essa equacao nao pode ser real.
Assim, o conjunto C aparece como um extensao dos ntimeros reais com a finalidade de que
o conjunto solucao da equacao 2% + 1 = 0 seja nao-vazio. Portanto, tem-se novamente uma
introducao do conteido pelo contexto das equagoes.
Em seguida, o livro apresenta o conjunto dos Numeros Complexos como o conjunto dos
pares ordenados da forma (a,b) e define as suas operagoes. Nesse sentido, a operagao de
multiplicagao é definida como (a, b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc). Do ponto de vista algébrico,
a definicao esta correta porém, do ponto de vista didatico, ela nao é muito apropriada.
Em consonancia as ideias apresentadas em [1], a definicao de multiplicagdo de nimeros com-
plexos dada acima quando utilizada para efeitos de ensino se compara a introduzir a operacao
. .. a ¢ ad+bc
de soma de fracoes com a defini¢ao 7 + 1 T
O caminho utilizado pelo autor ao apresentar os niumeros complexos, desde o principio, como
pares ordenados fornece a oportunidade de relacionar estes com as operacoes geométricas de
rotacao e translacao de vetores no plano. Dessa forma, as operacoes com nimeros complexos
poderiam ser definidas de maneira mais significativa para a aprendizagem, proporcionando
uma articulagao entre diversas formas de representagao e a geometria euclidiana.
Porém, este nao foi o caminho seguido pelo autor, pois logo em seguida é feita a chamada
imersao de R em C e apresentada a forma algébrica de representagao dos Niumeros Comple-
xos. A partir desse ponto, as operacoes passam a receber um tratamento estritamente
algébrico. A forma trigonométrica é apresentada, juntamente com o plano de Argand-
Gauss. Varias operacoes sao realizadas utilizando-se essa forma de representacgao, inclusive
as formulas de Moivre.
Ao final, o texto apresenta uma secao dedicada as aplicacoes dos Numeros Complexos. E
nessa parte que as relagoes entre a Geometria e os Nimeros Complexos sao exploradas. As
ideias de rotacao e translacao sao apresentadas e justificadas.
De modo geral, o texto apresenta, além dos exercicios tradicionais, boas situagoes-problema
que exigem certo empenho por parte do aluno para encontrar a solucao. Existem problemas
envolvendo geometria e também puramente algébricos. A abordagem do contetido nao é do

tipo espiral, concentrando-se no seu préprio capitulo e apés realizada a apresentacgao, ele nao

é retomado em um outro nivel.
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2.1.3  Andlise do livro (3)

Diante da impossibilidade de calculo de raizes com indice par de niimeros negativos, o autor
sugere uma possivel ampliagao no conjunto R de modo que esse calculo se torne possivel.
O texto define de imediato a chamada unidade imagindria através da condicao > = —1.
Em seguida, o livro trabalha com exemplos e com equacoes quadraticas cujo discriminante
é negativo.

Um nimero complexo é definido como um ente da forma a + bi, em que i é a unidade ima-
ginaria mencionada. As operacoes sao definidas utilizando-se a forma algébrica dos niimeros
complexos. O texto nao apresenta uma abordagem histérica dos Numeros Complexos. As
interpretacoes geométricas das operagoes s6 aparecem ao final do texto, no momento de apre-
sentacao da forma trigonométrica. Nenhum problema geométrico é proposto ou resolvido
utilizando Numeros Complexos.

Quando o plano de Argand-Gauss é apresentado, o livro associa o nimero complexo a + bi
com o par ordenado (a, b), porém nao é apresentada uma justificativa para a realizacao desta
associa¢ao, ou seja, essa relagao é imposta de forma arbitraria e fora de um contexto que a
motive.

O livro propoe diversos exercicios, porém nenhum problema é apresentado, ou seja, as
questoes propostas podem ser realizadas com facilidade pela utilizacao das féormulas e de-
finigoes dadas no texto.

Ao contrario das outras obras, esta nao apresenta a formalizacao das férmulas de Moivre.
A exposicao do contetdo é feita de forma muito sucinta abordando apenas os tépicos mais
importantes. O livro nao apresenta aplicagoes dos niimeros complexos, evidenciando uma
falta de articulagao entre contetidos ja estudados e com outras disciplinas. Além disso, a

obra nao apresenta uma abordagem em espiral.

Em consonancia com o que foi constatado nas andlises, em [21] destaca-se que os livros
do Ensino Médio ao apresentarem o conteido de Ntumeros Complexos, em geral, nao fazem
conexoes com outros temas ja estudados, nao trazem muitas figuras para ilustrar geometri-
camente as operacoes de soma e multiplicagao e também para representar o conjugado como
o simétrico com relacao ao eixo real.

De acordo com [21], muitos livros afirmam que os Numeros Complexos tiveram a sua in-
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troducao motivada pelas equacgoes quadraticas que nao possuem raizes reais. Conclui-se
também que a abordagem é essencialmente algébrica, sendo praticamente inexistente uma
abordagem via vetores, de tal forma que as aplicacoes apresentadas nao sao relevantes, evi-
denciando assim, a falta de conexao entre os nimeros complexos e a geometria, o que revela
uma falta de articulacao interna entre os préprios capitulos do livro.

Se a articulagao interna é quase inexistente, imagine-se a articulacao entre as diferentes dis-
ciplinas. Assim, perde-se a valiosa oportunidade de utilizacao dos niimeros complexos para
resolver problemas da fisica.

Conclui-se em [21] que os aspectos apresentados reforgam a necessidade de apresentacao dos
nimeros complexos com énfase na parte grafica, procurando resolver problemas da geometria
plana.

Em [11] é apresentada uma pesquisa realizada com seis alunos do Ensino Médio, nela
constatou-se, por meio da aplicagao de questionarios, que nenhum deles mencionou que os
nimeros complexos poderiam ser utilizados para resolver problemas da geometria. Em outro
momento, também afirmaram nunca terem utilizado niimeros complexos para tal finalidade.
Todos os alunos consideraram que os niimeros complexos nasceram diante da necessidade
de se resolverem equagdes quadraticas com discriminante negativo. Em [11] fica também
evidenciado que a parte histérica dos niimeros complexos é muito pouco explorada.

O questionario aplicado mostrou ainda que os alunos nao conseguem associar corretamente
um numero complexo a um ponto do plano. Além disso, nao estao aptos para interpretar
geometricamente as operacoes de soma de multiplicacao de niimeros complexos.

As informagoes levantadas em [11], embora que através de uma amostra pequena, estao em
consonancia com as observagoes de [21] e com a andlise dos livros didaticos aqui apresenta-
das. Nesse sentido, estes fatos reforcam as hipdteses levantadas neste capitulo e evidenciam
a necessidade de apresentacao dos Numeros Complexos via abordagem geométrica. Nao
basta apenas apresentar a parte geométrica como aplicacao da parte algébrica. Na verdade,
é necessario introduzir as operagoes entre complexos, primeiramente, via geometria. Em
seguida, as relacoes algébricas surgirao como consequéncias quase imediatas.

A seguir apresentam-se algumas ideias para serem utilizadas em sala de aula. O intuito é
fornecer subsidios aos professores do Ensino Médio para que possam apresentar geometrica-

mente o contetido dos Niimeros Complexos.
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2.2 Idéias para Utilizacao em Sala de Aula

Nesta secao, pretende-se abordar o conteiido dos Niimeros Complexos seguindo um caminho
que possa facilitar a sua compreensao por parte dos alunos do Ensino Médio. Nao se trata
de uma abordagem tedrica convencional comumente encontrada em livros do Ensino Médio,
mas sim de um tratamento pensado para a utilizacao em sala de aula. O conhecimento
bésico da geometria euclidiana, da trigonometria, do sistema de coordenadas ortogonais (em
duas dimensoes) e de vetores sdo pré-requisitos para a utilizacao das ideias aqui propostas.
Define-se, inicialmente, um nimero complexo como um par ordenado (a,b) de nimeros re-
ais. Esse fato permite a utilizacao de um apelo geométrico. Nesse sentido, o conjunto dos
nimeros complexos C coincide com conjunto R? de todos os pares ordenados de ntimeros
reais. Dado um par ordenado qualquer P = (a,b), este pode ser identificado como um ponto,
um nimero complexo, ou ainda, um vetor Oﬁ que vai da origem O = (0,0) ao ponto P.

O Numero Complexo (0, 1) receberd um nome especial: unidade imagindria. Essa unidade
imaginaria serd denotada por ¢ = (0,1). O médulo de um nimero complexo z = (a,b),
representado por |z|, é por defini¢ao a distancia do ponto P = (a,b) a origem O = (0,0).
Assim, |z| = |ﬁ] = /a2 + b2 Quando |z| = 1, o niimero complexo z é dito unitario. Dado
qualquer z = (a,b) € C, o complexo é é unitario.

As operacoes de adicao e multiplicacao por escalar com numeros complexos sao as usuais
em R?, assim, dados (a,b), (c,d) € C, tem-se que (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+ d) e para todo
a € R tem-se que a.(a,b) = (a.a,a.b). Essas definigdes podem ser facilmente mostradas
no plano. Em geral, a multiplicacdo por escalar pode alterar o médulo e/ou o sentido de

um vetor qualquer do plano. A soma segue a regra do paralelogramo para a soma de vetores.

Ay

& 2 az(0<a<1) az(a>1) az(a<-1) az(-1<a<0)

Figura 2.1: Soma de Numeros Complexos e Multiplicacao por escalar.

Sendo z = (a,b) um niumero complexo. Considere o angulo 6 que o complexo z faz com

o eixo das abcissas.
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Figura 2.2: Representagao geométrica de um nimero complexo z = (a,b).

Utilizando a definicao de seno e cosseno, verifica-se facilmente que:

a

||

cosl = — <= a=|z|.cosd

b
senf = B <= b= |z|.senf

Assim, z = (|z]. cos 0, |z|.senf) = |z|.(cos @, senf). Essa é a chamada forma polar ou forma
trigonométrica de um ntimero complexo z. E importante que os alunos estejam convencidos
de que qualquer nimero complexo pode ser escrito na forma polar.

De posse do que foi tratado é possivel definir o produto entre dois niimeros complexos. Aliado
a essa definigao é importante mostrar como utilizar nimeros complexos para trabalhar com
rotagao de vetores. Dados os complexos z; = |z1](cos a, sena) e z5 = |23|(cos 5, senf3), define-
se o produto de z; por z3, como o nimero complexo z = z129 tal que z = |21||22|(cos(a +
B3),sen(a + f3)).

Geometricamente, cada nimero complexo da forma z = |z|(cos , send) representa a rotagao

do ponto (|z],0) por um angulo § em torno da origem.

Figura 2.3: Rotagao.
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A multiplicacdo entre nimeros complexos com o mesmo modulo corresponde a uma com-
posigao de duas rotagoes em torno da origem. Dados os complexos unitérios u = (cos «, senc), v =

(cos 3,senf3), tem-se que:

uv = (cos(a+f),sen(a+f)) = (cos(a) cos(B) —sen(a)sen(p), sen(«) cos(f) +sen(S) cos(a))

uv

Figura 2.4: Produto entre complexos unitarios.

Algebricamente, obtém-se a férmula (a,b).(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Em termos mais simples, o médulo do produto é igual ao produto dos médulos dos fatores
e que o argumento do produto é igual a soma dos argumentos dos fatores. Tendo isso em
mente, é conveniente abordar determinadas discussoes com os alunos, tais como: Existe um
elemento neutro na multiplicagdo de nimeros complexos? Todo nimero complexo admite
um inverso multiplicativo?

As respostas devem ser construidas, num primeiro momento, sem muito rigor matematico.
Como o moédulo do produto é o protudo dos modulo dos fatores, entao o candidato a elemento
neutro multiplicativo deve ter médulo igual a 1. Além disso, como o argumento do produto
¢ a soma dos argumentos dos fatores, entao o possivel elemento neutro deve ter argumento
igual a zero. Assim, o elemento neutro multiplicativo é 1(cos(0),sen(0)) = (1,0).

Para responder o segundo questionamento, é necesséario dar sentido a divisao entre niimeros
complexos. Para tanto, é conveniente a utilizagao de uma outra notagao: a algébrica.

Para introduzir a notacao algébrica é necessario apresentar uma forma de imersao do conjunto
dos numeros reais no conjunto C, ou seja, caracterizar R como subconjunto de C. Isso
teoricamente nao é possivel, pois os elementos do conjunto R sdo nimeros enquanto os

elementos do conjunto C sao pares ordenados. Dessa forma, a imersao é feita através da
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utilizagao de um isomorfismo, conceito que foge ao conteiido programatico do Ensino Médio.
De modo geral, num primeiro momento, pode-se convencionar que (a,0) := a, para todo
nimero real a. No capitulo 3 o isomorfismo aqui citado serd apresentado.

Aceita a convengao acima, dado um nimero complexo (a, b), é possivel escrever:
(a,b) = (0,0) + (0,b) = a +b(0,1) = a+ bi

onde i = (0,1) é a unidade imagindria. Esta é a chamada forma algébrica dos Numeros
Complexos.

Nesse momento, os alunos conhecem trés formas diferentes para representar um mesmo
nimero complexo. E importante que essas passagens sejam bem trabalhadas e manipulagoes
com essas notacoes passando de uma para a outra sao de fundamental importancia para a
compreensao. E preciso que se compreenda que é equivalente escrever (a,b), ou, a + bi, ou
ainda, |z|(cos ), send).

Realizar as operagoes de soma, multiplicagdo por escalar e multiplicagdo entre nimeros
complexos utilizando a notacao algébrica é muito simples. Nos dois primeiros casos, tem-se
(a+bi)+ (c+di) = (a,b) + (c,d) = (a+c,b+d) = (a+c)+ (b+d)i e ala+bi) = afa,b) =
(a,ab) = aa + abi. Para o ultimo caso, basta utilizar a propriedade distributiva assim
como se utiliza para nimeros reais e, por fim, notar que, i* = (0,1).(0,1) = (—=1,0) = —1.
Dado um niimero complexo z = a+ bi = (a,b), define-se o conjugado de z, representado por

Z, como Z = a — bi = (a, —b). Dessa forma, Z é simétrico de z com relac¢do ao eixo real.

AY

“x.if
Figura 2.5: Um nuimero Complexo e o seu conjugado.

Dado z = a + bi, tem-se z = a — bi, e assim, 2Z = a® + b* = |2|*.
De volta ao problema da divisao, dados dois ntimeros complexos z; e 23, com 2o # 0,

. ~ 2 . Z1
pretende-se realizar a operagao —, ou seja, busca-se encontrar o complexo z = —. Note-se
<2 <2
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que:
z1 Z1%22 Z122

2= — = —= =

29 Z9Zy | 2|2
O numerador de z é uma multiplicacao entre niimeros complexos, enquanto que o deno-
minador é um numero real (multiplicagdo por escalar). Portanto, essa operacao pode ser
perfeitamente realizada.
Dessa forma, as condigoes necessarias para responder ao segundo questionamento: todo
nimero complexo admite um inverso multiplicativo? ja foram estabelecidas. A resposta
¢ quase afirmativa. Na verdade, todo complexo nao-nulo possui inverso multiplicativo. O
inverso é dado pelo ntiimero z71 = = = =
z |z
E interessante a utilizagao de softwares de geometria dinamica para o estudo dos nimeros
complexos. O software Cabri-Geometric tem sido utilizado para essa finalidade. Em [10]
existem diversas atividades que podem ser desenvolvidas com a sua utilizacao.
Existem intimeros problemas geométricos que podem ser resolvidos via nimeros comple-
xo0s, talvez o mais conhecido seja o problema do tesouro perdido, que pode ser encontrado

facilmente na literatura. Um aprofundamento do que foi exposto pode ser encontrado em [1].

2.3 Consideracoes Finais

Este capitulo tratou do ensino dos Nimeros Complexos, defendendo sobretudo a utilizagao
de uma abordagem geométrica para o estudo do conceito. De acordo com Hestenes “Geome-
tria sem algebra é como ser mudo, algebra sem geometria é como ser cego”. Nesse sentido,
as articulagoes entre a geometria e algebra sao fundamentais para o ensino da matemadtica.
A proposta aqui apresentada nao exclui a utilizacdo da abordagem algébrica tradicional,
apenas a complementa. A abordagem geométrica pode ser utilizada para a introducao do
conceito. Esse procedimento facilita o entendimento dos alunos e pode tornar a aprendiza-

gem mais significativa.



CAPITULO 3

NUMEROS COMPLEXOS E
QUATERNIONS

Este capitulo apresenta uma fundamentacao teérica da Algebra dos Numeros Complexos,
mostrando as suas prinicipais propriedades e defini¢coes. Por fim, o conceito de Niimeros
Complexos é estendido para dimensao 4, originando os chamados Quatérnions. Uma in-

troducao a fundamentacao tedrica dos Quatérnions é apresentada.

3.1 O Corpo dos Complexos

O objetivo desta secao é apresentar uma fundamentacao tedrica para o conjunto C. Para
isso, sao definidas trés operagoes sobre C e sao estudadas suas principais propriedades e

definigoes. Prova-se que (C,+,+) é um Corpo e que C é um espago vetorial sobre R.

Definigao 3.1. Chama-se conjunto dos nimeros complexos (C) o conjunto de todos os pares

ordenados de nimeros reais R?* = {(z,y); z, y € R}.

De acordo com essa definigao, tem-se: z € C & 2z = (z,y), onde z, y € R.
Duas operagoes sao, inicialmente, definidas no conjunto C: a operacao de adicao e a de

multiplicacao. A operacao de adicao associa a cada par de nimeros complexos a sua soma,

33
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enquanto que a multiplicacao associa a cada par de nimeros complexos o seu produto.

Defini¢ao 3.2. Dados zy = (x1,41), 22 = (22, y2) € C, a soma de z; com zy € por defini¢ao

21+ 29 = (x1 + T2, y1 + y2) € o produto é definido como z1.z5 = (T122 — Y1Y2, T1Y2 + Tal1)-
De acordo com essas definicoes, a adicao em C goza das seguintes propriedades:

(A1) Associativa: Dados quaisquer z; = (z1,91), 22 = (T2,92) € 23 = (x3,y3) em C, entdo
(21 + 29) + 23 = 21 + (22 + 23).
Demonstracao. De fato, de acordo com as operacoes definidas, tem-se que:
(21 + 22) + 23 = (21 + T2, Y1 + Y2) + (23,43) = (21 + 22) + @3, (Y1 + Y2) + ¥3)
Porém, como z;,y; € R, Vi € {1,2,3}, segue que:
((z1+ze) a3, (y1+y2)+ys) = (21+(22+a3), (Y1+(Y2+ys)) = (21, 91) +(T2+73, y2+ys)
Portanto, (21 + 29) + 23 = 21 + (22 + 23). [ |

(A2) Comutativa: Dados quaisquer z; = (21,y1) € 22 = (22,92) em C. Tem-se que z; + 2o =
2o+ 21.
Demonstracao. Basta notar que z; + 2o = (21 + X2, Y1 + Y2) € cOmMo x1, Ta, Y1, Y2 € R,

entao xy + o = T2 + 21 € Y1 + Y2 = Yo + y1. Dessa forma, conclui-se que

21tz = (1 + 22,51 +p) = (T2 + 21,02+ 1) = 20+ 21

(A3) Possui um elemento neutro: Existe um elemento em C, a saber, 0 = (0,0), tal que
240=0+2=2VzeC.

Demonstragao. Basta notar que dado qualquer z = (z,y) € , tem-se que

240=(z,y)+(0,0) = (z+ 0,y +0) = (z,y) = 2

(A4) Existéncia do simétrico aditivo: Para todo z € C, existe um 2" € C, tal que z+2z = 0.

Demonstracdo. De fato, dado z = (z,7) € C, tome-se 2 = (—z, —y) € C, entao

2+ Z/ — (:C,y) + (—:Ij, —y) = (QE + (_37>7y + <_y)) = (an) =0
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Por outro lado, a multiplicacao em C goza das seguintes propriedades:

(M1) Assiciativa: Dados quaisquer z; = (x1,y1), 22 = (22,92) € z3 = (3,y3) em C, vale
que (z1.29).23 = 21.(22.23).
Demonstracao. De fato, note-se que:
(z122) 23 = (102 —Y1Y2, 1Yo — Toy1 ) (73, y3) = (2172 —Y1y2) 23 — (T1Y2 +T2y1) Y3, (T1Y2 —
Toy1) Y3+ (T1Y2+T2y1)T3) = (12223 — Y123 —T1Y2Y3—Y1T2Y3, T1T2Y3—Y1Y2Yy3+T1YaT3+
Y17973) = (21(T273 — Yay3) — Y1(Y2Ts + T2y3), T1(Yax3 + Tays) + Y1 (7273) — ya(Tow3 —
Yays)) = (21, y1). (0223 — Yays, Toys + yox3) = (1, y1).[(v2,¥2)-(3,y3)] = 21.(22.23) W

(M2) Comutativa: Sejam z; = (x1,y1), 22 = (22, 92) € C, entao z1.20 = 29.21.
Demonstracao. Basta notar que 21.25 = (129 —y1Y2, T1Y2+1121) = (T2T1—Y2y1, Y21+

T1Y1) = 2221 [ ]

(M3) Existe um elemento neutro multiplicativo, isto é, 3 e, € C tal que z.e,, = e,.2 = 2,
vV zeC.
Demonstragao. Para provar que e,, = (1,0) € C é o elemento neutro multiplicativo,
tome um nimero complexo qualquer, z = (z,y). Observe que:

z.em = (2,v).(1,0) = (1,0).(z,y) = (.1 —y.0,2.0 + y.1) = (z,y) = 2 |

(M4) Existéncia do inverso multiplicativo: Dado qualquer z € C, com z # 0, existe um

271 € C, tal que z.27! = e,,.

Demonstragao. Seja z = (z,y) € C. Considere-se o niimero complexo

-1 X Y
z = , .
(.Z'Z + y2 xZ + y2 )

Observe-se que:

2.2 = (x — Y Y ° )
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Além dessas propriedades, o conjunto C munido das operagoes apresentadas goza da propri-

edade distributiva da multiplicagao com relacao a adigao.

(MA1) Dados 21, 29 € 23 em C, tem-se que, z1.(z3 + 23) = 21.22 + 21.23. Demonstracdo. De
fato, sejam z1 = (21, 1), 22 = (22, y2), 23 = (23, y3) € C, observa-se que:
21.(20F23) = (21, 1) (T2 +23, Y2 tys) = (21(v2+23) —y1 (Y2 +ys), 21 (Yo tys) +yi(v2+x3))
Desta forma, tem-se que:
z1.(22 + 23) = (w122 — y1y2) + (123 — Y1y3), (12 + Y172) + (T1Y3 + Y173)
Por fim, segue que:

21.(22 + 23) = (2122 — V1Y, T1Y2 + Y12) + (L1273 — Y1Y3, T1Ys — T3y1) = 2122 + 2223 W

Assim, o conjunto C munido das operagoes de adigao e multiplicagao definidas é um Corpo.
Acrescentando a operagao de multiplicagdo por escalar, definida na maneira usual, isto é,
a.(z,y) = (ax,ay),¥(z,y) € C e Va € R, entdo o conjunto C pode ser visto como um
espago vetorial sobre R.

Visualizar o conjunto C como um corpo garante a validade de varias propriedades. Talvez,

a mais importante seja:

21.29=0<=21=0 ou 2=0, V 21,20 €C.

3.1.1 Forma Algébrica

Sejam R; C C, tal que Ry = {(z,0) € R*} e f : R — R; uma funcao tal que f(z) =
(z,0), V x € R. Dados 1, z3 € R com f(z1) = f(z2), tem-se que (x1,0) = (x2,0), donde,
Ty = T, portanto f é injetiva. Por outro lado, dado qualquer y = (x,0) € Ry, tem-se que
y = f(z), com x € R. Portanto, f é sobrejetiva. Dessa feita, a fun¢ao f : R — R; é uma
bijecao.

Além disso, f conserva as operacoes da adicao e multiplicacao, pois:

(1) flz+y)=(x+y,0)=(2,0)+ (y,0) = f(z) + f(y), ¥V z, yeR,

(2) flazy) = (2y,0) = (2y — 0.0,2.0 + 0.y) = (2,0).(y,0) = f(z).f(y), V z, yeR.
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Dessa forma, a funcao f é um isomorfismo e os conjuntos Ry C C e R sao ditos isomorfos.
Em geral, isso permite associar de maneira tnica cada elemento de R; com um elemento de

R. Esse fato dd permissao ao abuso de notagao (z,0) =z, V x €R.
Definicao 3.3. Chama-se unidade imagindria o nimero complexo i = (0,1).

Note-se que dado qualquer z = (z,y) € C é possivel escrever z = (x,0) + (0,y) =
x4+ 4.(0,1) = = + yi, em que 7 é a unidade imaginaria. Essa forma é chamada forma
algébrica do nimero complexo z.
De acordo com a definicao da unidade imagindria 7, conclui-se que > = (0,1).(0,1) =
(0.0 —1.1,0.1 — 1.0) = (—1,0) = —1. Assim, tem-se que dado qualquer nimero complexo
z = (z,y), sua forma algébrica é dada por z = x + yi, onde 7> = —1.
Definicao 3.4. Dado um nimero complezo z = (x,y) = x + yi, o0 médulo ou norma de z €
o numero real ndo-negativo |z| = \/x? + y2.

De acordo com a definicao de niimero complexo, é possivel associar, de maneira tnica,

cada nimero complexo com um ponto do plano. Geometricamente, o médulo do complexo

z representa a distancia do ponto z a origem do sistema de eixos ortogonais.

Proposicao 3.5. Sejam z; e zy dois niumeros complexos quaisquer, sao vdlidas as sequintes

relacoes:
(1) |21.22] = |21] -] 22];
2 |21]
2) | —|=+—;
@) 121= 12

(3) |21 + 2] < 21| + |2

Definigao 3.6. O conjungado de uwm nimero complero z = x + yi € o numero complexo

zZ=x—yi.
Dessa forma, tem-se que 2.z = (x + yi).(x — yi) = 2 — y**® = 22 + y* = |2]°. Essa
. . . . <1 . ’
propriedade permite calcular facilmente o quociente z = — de dois nimeros complexos z; e
Z2
29, com 29 # 0. De fato, note-se que:
2 _ _ 21.22
Z=— = 2.2 =2 <> 2.29.29 =R . > X = ——

Z9 |22|2 '
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Definicao 3.7. Dado qualquer nimero complexo z = x + yi, o numero x é chamado parte

real do complexo z e representado por Re(z), enquanto que o nimero y é chamado parte

imagindria do complezo z e € representado por Im(z).
Sao validas as seguintes propriedades:

(1) lz[ =1z, vV z€C;

(2) 21 + 20 =21 + 73, V21,22 € C

(3) Z1.z2 = 71.72, V21,22 € C;

A
N
|
|

21z
— v21722 € (Ca
22

(5) Re(z) = ;Z Vz e C;

(6) Im(z) = Z;z Vz € C.

]

Definicao 3.8. Dados um niumero complexo z e n € N, a enésima poténcia de z € por

definicao dada por:

Definicao 3.9. Dados um numero complero z e m € Z, com m < 0, define-se a poténcia

2™ como

M= —
me
Definicao 3.10. Dados o niumero complexos z e m = b € Q, define-se a poténcia z™ como

o numero complexos w, tal que zP = w?.

O processo de célculo de poténcias e raizes de nimeros complexos ¢ muito trabalhoso quando
se utiliza a notacao algébrica. Entretanto, existe uma outra forma de representagao que sim-

plifica substancialmente esse trabalho: a forma polar ou forma trigonométrica.



CAP. 3 ¢« NUMEROS COMPLEXOS E QUATERNIONS

39

3.1.2 Forma Trigonométrica

Definicao 3.11. Chama-se argumento de um niumero complexo z = x + yi nao nulo ao

angulo 0 tal que:

x
cosf = — e senfl = y, onde p = |z|.
p p

observa-se que:

(i) p # 0, pois 2 # 0;

(ii) O angulo 6 que satisfaz as condi¢oes da definigdo acima sempre existe, pois:

72 2 2?2 g2 2
cos?f +sen?0 = 2 + Y7 = 2y — 2+y2:1.
p p p ety

(iii) Existem infinitos valores para o argumento de um nimero complexo z # 0. Basta notar
que encontrado um argumento 6, que satisfaca as condigoes da definicao 3.8, qualquer
0 = 0y + 2k, em que k é um numero inteiro qualquer também cumpre as condigoes

necessarias.

Dessa maneira, dado um nimero complexo z = x + yi, sempre se pode encontrar um argu-

x
mento #, onde cosf = — e senf = Q. Assim:
P c

z=1x+yi = pcosf + pisenf = p(cos @ + isend)

Essa é a chamada forma polar ou forma trigonométrica do nimero complexo z. A utilizacao
da forma trigonométrica simplifica a realizacao de diversos calculos, principalmente com
respeito a potenciacao através das conhecidas férmulas de Moivre, que serao posteriormente
apresentadas.

Dados dois ntiimeros complexos z; = py(cos 0y + isend;) e zo = pa(cos by + isendy), o produto

de z; com 2z, é dado por
2 = z1.29 = p1.pa|(cos Oy. cos Oy — send;.senfy) + i(cos 0;.senby + senb;. cos 6s)].

Porém, como:
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(i) cosby.cos by — senby.senfy = cos(6; + 6s), e
(ii) senf;. cos by + senfy. cos 6y = sen(6; + 0s).

Segue-se que:

2 = z1.29 = p1.pa(cos(by + ) + isen(6y + 6)).

Essa férmula continua valida para o produto de n fatores (n > 2), conforme a proposi¢ao
3.9.

Proposigcao 3.12. Dados 2z, zs,..., 2z, € C, tais que z; = p;(cosl; + isend;), j =

1,2,3,...,n, tem-se que:
21.290 .2 = P1.Po---pu(cos(0y + ... + 0,) + isen(0; + ... + 6,,))

Demonstracao. A demonstragao sera feita por inducao. Nota-se que a férmula é valida para

n = 2 conforme apresentado anteriormente. Supondo-se, agora, que
21.29.Zp = P1.pa...pr(cos(0; + ... + 0,) + isen(6y + ... + 6,.))
para algum r € N deve-se provar que
21290 Zp-Zpg1 = P1.P2---Dr-Pre1(cos(01 + ... + 0,41) +isen(0y + ... + 0,11)).
Para tanto, note-se que,
21290 ZpZpy1 = P1-P2.--Dr(cos(01 + ... + 6,.) +isen(6y + ... + 6,)) .21
donde, tem-se que:
202900 ZpZpyp1 = P1P2---Dr-Pri1(cos(01 4+ ... + 0, + 0,41) +isen(0y + ... + 0, + 0,41))

Assim, segue-se pelo principio da indugao finita que zj.29.....2, = p1.pa...pp(cos(0y + ... +

0,) +isen(0; + ... + 0,)) [ |

Proposicao 3.13. (Primeira Formula de Moivre) Dado um nimero complexo nao-nulo

z = p.(cos @ +isend) e n € Z, entao:

2" = p".(cosnb + i.sennb).
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Demonstracao. Se n € N entao a féormula segue diretamente da proposicao 3.9, uma vez

que:
2" =z.z.z..z2=p.p..pcos(@+ ...+ 0) +isen(d + ... + 0)) = p".(cos(nd) + isen(nh))

Se n < 0 entao existe m € N tal que n = —m. Assim:

_ 1 1 1
T T T p.(cosmf + isenmf)  p™ (cos mb + isenmd).(cos mf — isenmf)

cosmb — isenmd

Portanto, conclui-se que:

2" = p " [cos(—mb) + isen(—mb)| = p".[cos(nd) + isen(nd)]

Definicao 3.14. Dado um numero complexo z, chama-se raiz enésima de z, denotada por

/z, ao numero complexo zy tal que 2} = z. Assim, vale:
Ve=zp =z} =2

A raiz enésima de um numero complexo pode ser facilmente encontrada pela utilizacao

da chamada segunda formula de Moivre.

Proposigao 3.15. (Sequnda Formula de Moivre) Dados o nimero complexo z = p.(cos +

isenf) en € N, n > 2, entdo existem n raizes enésimas de z que sio da forma:

0 2 0 2
2, = /. |FOS (— -+ /{:—W) + isen (— + /{:—W)}
n n n n

em que k € 7.
Demonstragao. Se z; = r.(cosw + isenw), entao:
V=2 =z} =2

Assim:
r™.(cos nw + isennw) = p.(cos @ + isend)
Portanto, tem-se que:

(1) =p<=r=p
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0 2
(2) cosnw = cosf e sennw = send, logo, nw = 0 + 2k, donde, w = — + il
n n

Supondo que 0 < 6 < 2w, temos que determinar os valores de k para os quais resultam

valores de w compreendidos entre 0 e 27.

k=o0o=w=—
n
0 2
k=1=w=-+2
n n
0 2
k=2=w=-+22
n n

O procedimento continua até que:

0 2w
k=n—-1=w=—-—+4+(n-1).—.

n n
Esses n valores de w nao s@o congruentes por estarem todos no intervalo [0, 27, portanto, n
valores distintos para z;, foram obtidos.

, 0 2r 6 i
Note-se que se k = n, obtém-se w = — +n.— = — + 27. Esse valor é congruente ao valor
n n n

obtido quando k£ = 0. De modo geral, dado qualquer k € Z, com k > n, existem ¢,r € Z,
tais que, k =nqg+r, com 0 < r < n. O valor de w correspondente a k é congruente ao valor
de w correspondente a r.
Dessa forma, obtém-se apenas n valores para z e é suficiente fazer k =0,1,2,...n—1. N
Como aplicacao das proposicoes 3.10 e 3.12, as raizes quadradas de —1 serao determinadas.

Note que z = —1 = cos 7 + isenw. Assim, de acordo com a segunda férmula de Moivre:
2 = V1. [cos (g +k7r> + isen <g + kﬂ)] , ke0,1

Portanto:

™ . 0w )
Zop = COS — +18en— =1

2 2
T , T .
Z1 = COS <—+7T> —+ 28en <—+7r> = —1
2 2
essas sao as duas raizes quadradas de —1.
Existe ainda, a definicao da exponencial de um Numero Complexo. Tal definicao foi mo-
tivada por meio dos desenvolvimentos das fungoes seno, cosseno e exponencial em séries
de Maclaurin. A dedugdo que motiva essa definigdo pode ser encontrada em [24]. Mais

especificamente, tem-se que:

Definicao 3.16. Dado um nimero complexo z = x + yi, a exponencial de z, denotada por
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e*, € dada pela expressao:

Tr+yi

e =" = e*(cosy + iseny).

3.2 Polinomios Sobre o Corpo C

A caracterizagdo do conjunto C como corpo permite a definicdo de polinomios sobre C.
Um importante resultado da Algebra diz que todo polinémio de grau n sobre o corpo dos
Complexos admite exatamente n raizes complexas, incluindo-se, nesse caso, as raizes reais.
Esse fato nao é védlido para polinomios sobre o corpo dos reais. De fato, seja p(z) = 22 + 1
um polinomio sobre R. O polindmio p possui grau 2, porém nao admite raizes reais. O
objetivo desta secao é definir um polindomio sobre o corpo dos complexos, mostrar algumas
propriedades relacionadas ao numero de raizes de um polinomio.

Dados os numeros complexos ag, a1, ..., a,, considere-se a funcao f : C — C, dada por
f(x) = ap + a1x + asx® + ... + a,z™. A fungao dada é chamada fungao polinomial ou po-
linébmio com coeficientes ag, ai, ..., a,. Quando a, # 0, entao o polinomio f possui grau n.
Um polindémio f é dito nulo quando se tem f(z) =0, V x € C. Prova-se com determi-
nada facilidade que o polinomio f é nulo se, e somente se, todos os seus coeficientes sao
nulos. Como consequéncia, fica estabelecido que dois polinomios f e g s@o idénticos (isto é,
f(x) =g(x) ¥V x € C) se, e somente se, possuem os mesmos coeficientes.

As operagoes de adigao (subtragao), multiplicacao e divisao de polinémios sobre C sao re-
alizadas da mesma forma e possuem as mesmas propriedades das operagoes em polindmios
sobre R.

Definicao 3.17. Dados os polindmios m e p, diz-se que m divide p e escreve-se m|p quando

existe um polinomio q tal que p = mgq

Proposicao 3.18. (Teorema do Resto) O resto da divisio de um polinémio f por x —a é
igual a f(a).

Demonstragao. Pela definicdo de divisao, existem polinémios ¢ e r, tais que f(zx) =
q(z)(z — a) + r(z), onde o grau do polinémio r é igual a 0 ou r é o polinémio nulo.
Da igualdade acima, obtém-se que f(a) = q(a)(a — a) +r(a), donde, r(a) = f(a). Como r é

um polinémio constante, r(z) = f(a), Vz € C. [ |
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Proposicao 3.19. (Teorema de D’Alembert) Um polindmio f é divisivel por © — a se, e

somente se, a € raiz de f.

Demonstragao. De acordo com a proposicao 3.13 constata-se que r = f(a). Entao, se a é
raiz de f, segue-se que, f = q(x —a) +r, em que r = f(a) = 0. Assim, x — a divide f.
Reciprocamente, se f é divisivel por z — a, entao existe ¢ tal que f = (x —a)q, donde, r = 0.
|

Um teorema de grande importancia é o Teorema Fundamental da Algebra (T.F.A). Seu

enunciado é simples:

Proposicao 3.20. (T.F.A) Todo polinémio P sobre o corpo dos complexos e de grau maior

ou igual a 1 admite ao menos uma raiz complezxa.

Proposicao 3.21. (Teorema da Decomposi¢ao) Todo polinémio P sobre C de grau n, com
n>1
P(z) = ag+ a1z + ... + a,a",

com a, # 0, pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau, isto é:

P(x) =a,(x —r)(x —719)...(x — 1)
em query, ra,..., Iy Sao as raizes de P. Com exce¢do da ordem dos fatores, tal decomposi¢ao
¢ unica.

Demonstracao. 1?* parte: Existéncia.
Seja P um polinomio conforme o enunciado do teorema. Como n > 1, entao pelo T.F.A,
segue-se que P admite ao menos uma raiz r;. Assim P(r;) = 0. Logo, pelo teorema de

D’Alembert, P é divisivel por x — r;. Portanto:

P(x) = (z —11).Q1(7)

onde ()7 é um polinémio de grau igual a n — 1 e coeficiente dominante a,. Se n = 1, entao
n—1=0e @ é um polinémio constante, logo, Q1 = a, e P = a,(x — ).
Sen > 2 entdao n — 1 > 1 e aplicando novamente o T.F.A (agora ao polinomio (), existe

ro € C tal que Q1(r2) = 0 e @ é divisivel por x — 5. Assim:

Q1= Qa(x — 1) <= P =Qa(x —1r1)(x —1ry)
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onde ()2 é¢ um polinémio de grau n — 2 e coeficiente dominante a,,. Sen =2, entaon—2 =0,
logo Q2 = a, e P =a,(x —ri)(x —r3). Se n > 3 0 processo prossegue.

De modo geral, apds n aplicagoes sucessivas do T.F.A. resulta-se a igualdade:
P=(x—r)(x—ro)(z—rs)..(x —r,)Qn
em que @, tem grau n —n = 0 e coeficiente dominante a,,, portanto, ),, = a,, e
P=a,(x—r)(x—"19)..(x — 1)
2% Parte: Unicidade.
Suponha que o polinomio P admita duas decomposicoes:
P=ay(x—ry)..(x—1,)
P="by(x—s1)...(x — sp)
Supondo reduzidos e ordenados os dois segundos membros, tem-se que:
" — apn Rz 4 = by — by Sia™ T 4
Pela igualdade de polinomios, n = m e a,, = b,,,. Resta, portanto, a seguinte igualdade:
(x—r)(x—r9)..(x —ry,) = (x —s1)(x — $2)...(x — 8p)
Fazendo x = rq, obtém-se:
(r1 —s1)(r1 — s2)..(r1 —s,) =0

Como o produto ¢ nulo, existe algum dos fatores, r; — s; que seja nulo. Suponha, sem perda
de generalidade, que r; — sy = 0, donde, r; = 5.
Resta assim a igualdade:

(x—=719)(x—71pn) = (x — S2)...(x — sp)
Se x = ry conclui-se de maneira analoga que ro = ss.
Continuando o procedimento, ve-se que r; = s;, V i € {1,2,3,...,n}. Isso prova a unicidade
da decomposicao.

Essa proposicao implica um importante resultado:

Proposicao 3.22. Todo polinémio (ou equacao polinomial) de grau n, com n > 1 admite n

e somente n, raizes complexas.

Maiores detalhes sobre o tratamento apresentado podem encontrados em [4].
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3.3 Os Quatérnions

Os nimeros complexos possuem grandes similaridades geométricas com vetores do plano bi-
dimensional. Porém, essas similaridades nao sao extensivas aos vetores do espaco tridimen-
sional. Assim, Hamilton buscou definir um objeto matematico, que seria uma generalizacao
dos nimeros complexos, de modo que esse novo objeto possuisse similaridades para com os
vetores tridimensionais, assim como os nimeros complexos possuem similaridades para com
os vetores bidimensionais.

De acordo com [9], o primeiro caminho tomado por Hamilton foi pensar em entes ma-
tematicos da forma z = a + bi + ¢j, onde a, b e ¢ s@o nimeros reais e j cumpre a condi¢ao
j2=45=—1

Essa tentativa mostrou-se infrutifera, pois esses entes nao obedecem a propriedade de fe-
chamento da multiplicacao, ou seja, dados dois entes z; e 2z conforme acima, o produto
2129, calculado de acordo com as leis da algebra e com relacao j2 = —1, nao seria um ente
da mesma forma. Dessa feita, a operacao de multiplicacao nao poderia, teoricamente, ser
definida no conjunto formado por todos os objetos da forma z = a + bt + ¢j.

Procurando resolver esse impasse, Hamilton percebeu a necessidade de se introduzir mais
uma unidade imaginaria e de abandonar a comutatividade do produto. Assim, foram in-
troduzidos, em 1843, os chamados Quatérnions, que sao entes quadrimensionais da forma
z=a+ b+ cj + dk, onde i, j e k sao unidades imaginarias. Nesse sentido, um quatérnion
¢ formado por uma parte real e tréz partes imaginarias. Em [18], encontra-se a seguinte

definicao de Quatérnion:

Definicao 3.23. Um quatérnion é um objeto matemdtico da forma z = a + bi + cj + dk,

onde a, b, ¢ e d sao numeros reais e i, j e k sao unidades imagindrias, tais que

ij =k =—ji
jk=i=—kj
ji = j = —ik

As relagoes entre as unidades imaginarias i, j e k enunciadas na definicao 3.18, foram

estabelecidas com a finalidade de garantir a propriedade do fechamento para o produto entre
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quatérnions. Segue imediatamente dessa definicao que o produto entre as trés unidades

imaginarias de um quatérnion é dado por:
ijk =il =1 =—1

A soma de quatérnions é definida de maneira andloga a soma de numeros complexos, ou
seja, dados dois quatérnions p = py + p1t + p2j + psk e ¢ = qo + qit + q2J + gzk, tem-se que
a soma p + ¢ é dada por p+q = (po + qo) + (p1 + q1)i + (p2 + q2)j + (p3 + g3)k. Além disso,

tem-se que os quatérnions p e ¢ sdo iguais, se e somente se, p; = ¢,V t € {0, 1,2, 3}.

Definicao 3.24. Dado um quatérnion z = a + bi + cj + dk, chama-se parte escalar do
quatérnion z, denotada por E(z) ao nimero real a. Assim, E(z) = a. Chama-se parte
vetorial do quatérnion z, denotada por V(z) a parte que vem acompanhada pelas unidades

imagindrias. Assim, V(z) = bi + ¢j + dk.

No sentido dessa definigao, todo quatérnion é da forma z = F(z)+V(z). A multiplicagdo
entre quatérnions ¢ realizada de maneira andloga ao produto de niimero complexos, por meio
da utilizacao das propriedades associativa e distributiva e das relagoes estabelecidas na de-

finicao dos quatérnions.

Definicao 3.25. Chama-se quatérnion puro o quatérnion que possui parte escalar nula.

Assim, z ¢ dito quatérnion puro se, e somente se, E(z) = 0. Nesse caso, z = V/(2).

Dados dois quatérnions puros da forma:
z1 = a1t + b1j + 1k, 29 = asi + byj + ok
O produto de z; por z, é dado por:
2129 = (ari+byj+ci k) (agitbojtcok) = —(araz+bibatcica)+i(bica—ciby)+j(a1ca—craz)+k(a1ba—biaz)

Dessa forma, tem-se que:
E(leg) = —(alag + blbg + 0102>
V(leg) = i(blcg — Clbg) + j(a102 — Claz) + k(a1b2 — blag)

Portanto, o produto entre dois quatérnions puros gera um quatérnion com parte escalar nao
nula, indicando que nao é possivel realizar um tratamento isolado das partes escalar e ve-

torial. Fato analogo acontece com numeros complexos, pois o produto de dois imaginarios
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puros resulta num escalar.

A parte vetorial de um quatérnion pode ser representada como um ponto do R3, assim, se

q=qo+ q1i + ¢2j + g3k, tem-se v(q) = (g1, ¢2, g3).

Definigao 3.26. Sejam u = (ay,b1,¢1) e v = (ag, by, c3) vetores do R3. Define-se o produto

interno de u por v, denotado por u-v como
U-vV=ayay + b1b2 + C1Co

Defini¢ao 3.27. O produto vetorial entre dois vetores u = (a1,b1,c1) e v = (ag, by, ) do

espaco vetorial R3, denotado por u x v, € dado por
U XUV = (blCQ — bQCl, —(a102 — agcl), albg — CL2b1>

Assim, se 1 = (aq,b1,¢1) e 79 = (ag, by, ¢3) s@o vetores tridimensionais aos quais estao
associados os quatérnions z; = aqt + b1j + 1k e 29 = asi + byj + cok, entao ry - ro tem
a mesma estrutura algébrica que —FE(z129) e r; X 15 tem a mesma estrutura algébrica de

V(2z122). Esses fatos sugerem as associagoes:
T +T9 <> —E(leg)
71 X To < V(leg)
Dessa forma, se 21 e 25 sao quatérnions puros, tem-se que:
Z1%2 = —T1-To + 71 X T

O produto vetorial entre vetores do R?® resulta num vetor com direcao perpendicular ao
plano determinado pelos vetores em questao. Além disso, o produto interno entre dois
vetores resulta num escalar. Portanto, o produto entre quatérnions é a soma de um escalar
com um vetor perpencular aos vetores que estao associados aos quatérnions em questao.

As unidades imaginérias i, j e k sao chamadas de versores. Sejam p = pg + p1i + p2j + psk

e q = qo+ q1t + q27 + gsk. Note que:

pq = pogo + oV (q) + ¢V (p) + V(p)V(q)

Assim, utilizando a notac¢ao V(p) = p1i + p2j + psk = (p1,p2,p3) € V(q) = q1i + q2J + gk =

(1, G2, q3), temos que:

pq = pogo + oV (q) + @V (p) = V(p)-V(g) +V(p) x V(g)
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Defini¢ao 3.28. Dado o quatérnion ¢ = qo + q1i + q2j + qsk = E(q) + V(q), chama-se
conjugado de q o quatérnion ¢ = E(q) — V(q).

Dessa forma, o produto de um quatérnion ¢ pelo seu conjugado é dado por:
77 = (E(0)+V(0))(E(9)-V(9) = 66— (=V(@) V() + V(@) xV(q)) = +V () V(@) =V (2) xV(q)
Porém, como V(q) x V(q) =0e V(q)-V(q) = ¢ + ¢3 + q3, segue-se que:
7=+ a1 + 5 + 43

Essa expressao €, na verdade, a generalizagao do teorema de pitagoras para quatro dimensoes.

Definicao 3.29. Dado um quatérnion q = qo + q1t + q2J + g3k, chama-se norma ou modulo

de q ao numero real dado por:

la] = \/QS+q%+Q%+Q§
Proposicao 3.30. Dado um quatérnion q qualquer, tem-se que |q| = \/qq.

Demonstragao. A demonstracio é direta. Basta notar que q7 = ¢2 + ¢} + ¢ + ¢5 = |q|*>. W
Tomando o quatérnion identicamente nulo n = 04 0i+0j5 4 0k, tem-se que ¢g+n =n+q =q
para todo quatérnion q. Portanto, a adicao de quatérnions possui elemento neutro, além

disso, ela goza das propriedades associativa e comutativa.

Proposicao 3.31. O produto vetorial é anticomutativo, ou seja, se u e v sdo vetores do R?,

entao u X v = —v X U.

O produto interno ¢ comutativo, ou seja, se u e v sdao vetores do R3, entdao u.v = v.u.

Assim, tem-se que se z1 e zo 880 quatérnions puros, entao
2129 = —21 29+ 21 X 29 = —29 2] — 29 X 27

isso garante que o produto entre quatérnions puros nao é comutativo e nem anticomutativo.

Proposicao 3.32. Sejam p = py + p1i + p2J + p3k e ¢ = qo + 12 + q2J + @3k quatérnions.

Sao vdlidas as sequintes relacoes:
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o) EE = V(p) x V(a);

b) pq—gqp

= pogo + oV (q) + @V (p) — V(p) - V(q).

Demonstracao. Note-se que:
(1) pg = pogo + poV (¢) + @V (p) = V(p) - Vi(a) + V(p) x V(q);

(2) qp = pogo + oV (q) + @V (p) = V() - V(p) + V(q) x V(p).

Assim,

pa—ap =V (p) x Vi) = V(g) x V(p) = 2V (p) x V(q)) = 2 = V(p) x V(q)

o que prova o item (a) da proposigdo. Para o item (b), somem-se as equagoes (1) e (2).
Obtém-se que:

pq +4qp

Pg+qp = 2poqo+2poV (q)+2q0V (p) =2V (p)-V (q) <= 5

= pogo+poV (¢)+qV (p) =V (p).v(q)

Proposigao 3.33. Seja p = po + p1i + p2j + psk um quatérnion ndao-nulo, isto €, com
pi # 0, para algum i € {0,1,2,3}. O quatérnion p~' = % é tal que pp~! = p~ip = 1.
p
Demonstracao. Basta notar que:
p__ P _

—1
pp =P ==l
> p?

[ |
Os quatérnions podem ser utilizados para tratar problemas de mecanica quantica, teoria
dos campos, entre outros. Exemplos de aplicagoes dos quatérnions podem ser encontrados
em [14], [15] e [16]. Mais informagoes sobre quatérnions podem ser encontradas em [18].
Uma das aplicacoes mais famosas e bem sucedidas dos quatérnions é a Algebm de Gibbs -
Heaviside. O trabalho de Hamilton foi estendido por Grassmann para espacos vetoriais de
dimensao qualquer, aparecendo assim, a chamada Algebm de Grassmann ou Algebm Exte-
rior. Por sua vez, a Algebra de Grassmann foi generalizada por Clifford, dando origem a

conhecida /flgebm Geométrica, que serd apresentada no Capitulo 4.
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3.4 Consideracoes Finais

Este capitulo apresentou a Algebra dos Numeros Complexos e uma introducao aos Quatérnions.
Os Quatérnions ficaram por muitos anos esquecidos pela comunidade académica, porém
varios pesquisadores tém retomado seu estudo e muitas aplicacoes foram encontradas nas
mais diferentes dreas.

O capitulo trouxe a frente as principais propriedades dos quatérnions e evidenciou aspectos
analogos aos nimeros complexos, uma vez que sua multiplicacao é associativa, possui ele-
mento neutro e inverso. Além disso, o conceito de conjugado para quatérnions cumpre a
condigao qq = |q|?. Por possuirem dimensao 4 as representagoes geométricas de quatérnions
ficam prejudicadas, ainda assim, os quatérnions podem ser utilizados no estudo de rotacoes

tridimensionais.



CAPITULO 4

UMA APLICACAO DOS
NUMEROS COMPLEXOS:
ALGEBRA DE CLIFFORD

Este capitulo trata da Algebra Geométrica ou Algebra de Clifford. Num primeiro momento,
o conceito de objetos vetoriais é introduzido, algumas propriedades sao apresentadas e trés
produtos entre objetos vetoriais sdo definidos: o produto interno, o produto externo (ou
produto de Grassman) e o produto geométrico (ou produto de Clifford), sendo este tltimo
estudado com maior énfase. Por fim, o tratamento axiomético da Algebra de Clifford é

apresentado e dois exemplos especiais sao abordados: a Algebra de Clifford sobre o plano
R? (A(R?)) e sobre o espaco tridimensional (A(R?)).

4.1 Objetos Vetoriais

No estudo da fisica, ¢ comum lidar com grandezas escalares e vetoriais. Quando uma gran-
deza fica totalmente representada conhecendo apenas a sua magnitude, ela é dita grandeza
escalar. Alguns exemplos de grandezas escalares sao massa e tempo.

Outras grandezas necessitam de mais informacoes para que possam ser caracterizadas. O
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conceito de vetor foi desenvolvido para representar grandezas nas quais se faz necessario
saber, além de sua magnitude, a sua direcao e o seu sentido. E o caso da velocidade, da
aceleragao e de qualquer forga exercida sobre um determinado corpo. Todas essas grandezas
sao ditas vetoriais. Um vetor é comumente representado por um segmento de reta orientado.
O conceito de objeto vetorial é uma generalizacao do conceito de vetor. Algumas grandezas
ficam mais bem descritas quando representadas por outros objetos, como exemplo, planos
orientados. Esse é o caso de grandezas angulares como o momento angular, torque, entre
outros. Basta notar que essas grandezas nao atuam sobre um reta, mas sim, ao longo de um
plano que, em geral, nao pode ser representado apenas por um vetor.

Desse modo, um novo conceito é estabelecido: o bivetor, que consiste num fragmento de
plano orientado, onde a area deste fragmento de plano caracteriza a magnitude da grandeza
vetorial que ele representa. A direcao da grandeza é representada pela direcao do plano
suporte ao bivetor. Um bivetor admite, ainda, dois sentidos: horario e anti-horario.

De maneira andloga, admite-se que outros objetos geométricos possam representar grandezas.
Dado um espaco k-dimensional, é possivel definir desde escalares até os chamados k-vetores.
Como exemplo, existem trivetores, quadrivetores, pentavetores, entre outros. Um trivetor
é representado por triedros orientados. Dos quadrivetores em diante, o apelo geométrico é
perdido.

De maneira geral, um objeto vetorial é uma classe de objetos matematicos que representam
grandezas fisicas, de forma que, toda grandeza fisica possa ser representada por um desses
objetos. Um objeto vetorial necessita de quatro propriedades para ser completamente deter-
minado: grade, médulo, diregao e sentido.

A grade classifica o objeto vetorial de acordo com o objeto geométrico que o representa, tais
como: ponto, reta, plano, triedo, entre outros. Uma grandeza que nao necessita de orientagao
é representada por escalares e possui grade igual a 0. Grandezas como velocidade, aceleracao
e outras forcas, que s@o representadas por vetores, possuem grade igual a 1. De maneira
analoga, grandezas representadas por bivetores possuem grade 2. Grandezas k-dimensionais
sao representadas por k-vetores e possuem grade k.

O médulo representa a magnitude do objeto vetorial. O mddulo de um vetor é representado
pelo seu comprimento; de um bivetor, pela area do fragmento de plano e de um trivetor,
pelo volume do triedro. O médulo de qualquer k-vetor é um ntmero real nao-negativo que
representa a intensidade da grandeza.

A direcao de um vetor corresponde a sua reta suporte; de um bivetor, ao seu plano suporte;
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de um trivetor, ao seu triedro suporte e assim por diante. Nesse sentido, os escalares nao
possuem direcao.

O sentido de um k-vetor define a origem e o destino. Na verdade, o sentido nada mais é do
que a direcao quando orientada da origem para o destino. Sempre existem duas possibilida-
des de sentido para um determinado k-vetor. Os escalares podem ser positivos ou negativos,
um vetor pode apontar para qualquer um dos lados de sua reta suporte, um bivetor pode
atuar no sentido horario ou anti-horario. Ja o trivetor tem seu sentido definido pela “regra
da mao direita”ou pela “regra da mao esquerda’.

Um tratamento mais elaborado dos objetos vetoriais pode ser encontrado em [2].

4.2 O Sistema de Coordenadas Vetoriais

O objetivo desta secao é apresentar um tratamento analitico para os objetos vetoriais. Na
verdade, trata-se de uma generalizacao do tratamento analitico utilizado para os vetores.
Um sistema de coordenadas cartesianas é um sistema de eixos ortogonais entre si que se en-
contram num determinado ponto, chamado origem. Dessa forma, um espaco k-dimensional
¢ formado por k eixos, X1, ..., Xj ortogonais entre si. Qualquer ponto P desse espaco k-
dimensional pode ser unicamente representado por uma sequéncia ordenada (1, xs, ..., Tx),
em que cada z; com i € {1,2,...,k} representa a distancia da projegao ortogonal do ponto
P sobre o eixo X; a origem.

O sistema de eixos ortogonais bidimensional foi utilizado por Gauss e Argand para represen-
tar os nimeros complexos. Posteriormente, Grassmann desenvolveu um sistema de coorde-
nadas ideal para a representacao de vetores, que consistia em associar a cada eixo coordenado
X, um vetor unitdrio €, chamado versor, de tal modo que, dado qualquer vetor 7, pode-se
encontrar nimeros reais, unicos, «;, com i € {1,2, ..., k} tais que T =aieq + ... + ager. O
conjunto dos versores {e_f, e_2>, e e_,g} ¢ chamado base do sistema k-dimensional.

E comum escrever U = (v1, Vg, ..., V) para indicar que U = 0,61 + 0963 + ... + vier.

De acordo com esse sistema, o modulo de um vetor qualquer v = (v1, V9, ..., v) é obtido

pela versao k-dimensional do teorema de Pitagoras:

V| = \/v%—kv%—k...—f—vfn
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» »
> »>
> >

%
e, v,e

Figura 4.1: sistema de coordenadas vetoriais bidimensional.

De maneira analoga, existe um sistema vetorial adequado para a representacao de bive-
tores. Para tanto, foi desenvolvido o conceito de biversor, que é um bivetor unitério €;;
associado a cada plano 7;; que se forma entre dois eixos do sistema.

Dessa forma, uma base para o sistema bivetorial é um conjunto da forma

= = = = = =
€12,€13,..., €1, €23, ..., €2y ooy Eppy (-

Nesse sentido, qualquer bivetor pode ser escrito como combinacao linear dos elementos da
base bivetorial, portanto, existem escalares vig, V13, ..., Uin, V23, ..., U2y, ..., Umn, bais que:

= = = = = = =
V= V12 €12 +V13 €13 +Vs — U1y, €15 +V23. €23 +... + Vay. €op +... + Uy €

=

. . , . =2 =
Para o caso em que n = 3, a base bivetorial é composta por 3 bivetores: €eqs, €13 € €93.

Assim, qualquer bivetor no espaco tridimensional tera a forma:

= = = =
U= V12. €12 +V13. €13 +V23. €93 .

. -~ . = = = = ,
Definicao 4.1. Dado o bivetor v= wvi3. €15 +v13. €13 +Vg3. €93, chama-se maodulo, ou

i e
norma, de v, ao numero real

=
v ]| = \/0%2—1—11%3—|—...—|—v%n+v§3+...—i—vgn—l—...—i—vfm.

O numero de componentes de um k-vetor d'epende de k e também da dimensao do sistema.

Para um sistema n-dimensional, tem-se ———— k-versores.

kEl(n — k)!
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\X3

C 8230
€12 5 %

<

X

Figura 4.2: Sistema para representacao de bivetores no espago tridimensional.

4.3 Soma Geométrica

Dados dois vetores v/ = (x1, 9, ..., Ty,) € W = (Y1, Y2, ---, Yn) NO espaco n-dimensional, a soma
de ¥ com W ¢ dada por T+ = (x14Y1, ., Tn+Yn), OU seja, basta somar os componentes

de cada vetor. Esse fato pode ser percebido na figura 4.3.

ol P
VAT

Yg|--/- ---------------------

XA XB XA+XB X

Figura 4.3: soma de vetores no plano bidimensional

Analogamente, define-se a soma de k-vetores. Por exemplo, dados dois bivetores

= = = = = =
V= (2 €12 +...+ O1p €1n +O[23 €23 +...+ Qop €2p +... + Umn €mn

= = = = = =
w= ﬁlZ €12 +...+ Bln €1n +523 €23 +... + 5211 €on +... + 5mn €mn
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= =,
a soma de v com w sera dada por:

=

= = = = =
U+ w= (06124—612) €12 ++(a1n+61n> €1n ++(a2n+62n) €on ++<amn+6mn) €mn -

E importante salientar que dois objetos vetoriais sé podem ser somados quando possuirem
. ~ . . ~ 7 = .
a mesma grade. Nesse sentido, nao é possivel realizar uma operacao da forma ¢ 4+ w, muito

embora, essa expressao seja comumente escrita.

k
Notacgao 4.2. Um k-vetor sera denotado pelo simbolo .

A soma geométrica possui as seguintes propriedades:

ko ko k
a) Associativa: Dados trés k-vetores quaisquer 7, e z_u>, tem-se que
k k k. k k k
(7+7>+ﬁ:7+(7+@>).
k

k k ko k k
b) Comutativa: Sejam U e U, k-vetores, tem-se que U+ V=V +7.

k
c¢) Existéncia do vetor nulo. O k-vetor J que possui todos os componentes nulos é o

elemento neutro da soma geométrica, isto ¢,

k k. k
0+ 0=,
k
para todo k-vetor g
k
d) Existéncia do vetor oposto T
: koo k koo k| |k k
e) Dados dois k-vetores W e U, tem-se que, o+ TS| T

A demonstragao dessas propriedades é direta e pode ser encontrada em [2].

Definicao 4.3. Um multivetor M € um objeto vetorial da forma M = a0+ U +tan U

Definicio 4.4. Dados dois multivetores M = ag + oq 0 + ...+, U e N = o+ /10 +

oo+ Bn 7, define-se a soma entre os multivetores M e N, representada por M + N, como:

n

M+ N = (ag+ o)+ (1 + BV + ..+ (o + B0) U .
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Observa-se que um multivetor possui uma grade mista. No sistema tridimensional, pode-
se encontrar desde escalares até trivetores. Dessa sorte, um multivetor no sistema tridimen-

sional é da forma:
— — — = = =
M = Vo + V1 €1 + Vg € 9 + V3 €3 + V12 €12 +U13 €13 +U23 €93 +U1236123.

De modo geral, uma Algebra ¢ um conjunto munido de duas operacoes que goza de determina-
das propriedades. Para completar a caracterizacao da Algebra de Clifford é necessario definir

uma nova operacao: o produto. A secao 4.4 abordard a definicao do produto geométrico.

4.4 Produto Geométrico de Clifford

Esta secao tem como objetivo introduzir a definicao do produto geométrico de Clifford que
foi desenvolvido com a intencao de generalizar a nocao de produto interno conhecida para
vetores. A andlise aqui apresentada é feita sobre uma geometria euclidiana ortogonal.

Se ¥ é um vetor, entdo o seu médulo || é dado por:
’7‘ =V 57

em que T-Téo produto interno entre o vetor T eele préprio. Dessa forma, o produto de
k
Clifford foi definido, de modo que, para qualquer k-vetor 7, a relagao
k

|%>y: 7%

k. k k
seja verdadeira, onde v representa o produto geométrico de Clifford entre o eele préprio.

Notagao 4.5. O produto Geométrico ou produto de Clifford entre dois multivetores quaisquer
M e N ¢ denotado por M N.

Seja o um vetor em um sistema bidimensional. Assim, T = Ul?l + UQ?Q.
Afim de que |72 = U, é necessério que:

2 2 — — — —
(% +'U2 = (?}1 €1+ v 62)(?)1 €1+ v 62).
Como o produto entre vetores deve seguir as regras da algebra, especialmente a distribu-
tiva, segue-se que

— — — 2—>—

2 2 2 — — —
V] U5 = vi.€1.€] + V1vge] €g + Valege] + Vyeges.
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Para garantir a igualdade acima, algumas relacoes entre os versores e e e devem ser

impostas. Tais relacoes irao determinar o produto geométrico.

Se e_fe_f = 6_2>€_2> = 1, entao da equagao acima, segue-se que:

U102(€_1>€_2> + 6_2>€_1>) = 0.

Para satisfazer essa tltima igualdade, existem duas possibilidades:

i)eres = eseq = 0
ii)ere; = —esey.

Gibbs e Heaviside admitiram a condigao (i), dando origem a um produto vetorial que sempre
associa num numero real, o que nao seria conveniente para aplicacoes em fisica.

Clifford optou pela alternativa (ii), ou seja, admitiu que eies = —eseq.

Dessa forma, a generalizacao n-dimensional das relagoes que caracterizam o produto geométrico

é:
a)ere, =1V ie{l,..n}
b)ae_;:—e_;a), v 27&]7 ia j€{1727-“7n}'

Uma vez estabelecidas estas relagoes, tem-se que |7|2 =T.

4.4.1 Propriedades do produto geométrico de Clifford

Essa secao aborda as principais propriedades do produto geométrico de Clifford, estabelecendo-
se relacoes com a Algebra dos Numeros Complexos. A abordagem sera iniciada num sistema
bidimensional para posterior generalizacao.

Sejam T e W vetores com U = "U1€_1>+UQ€_2> e W = wle_1>+w26_2>. Desenvolvendo-se o produto

KA por distributividade, segue-se que

— —
T = U1w1€_1>€1 + 711”6026_1>€_2> + U2w1€_2)€_1> + Vw2 €2€_2>-

Pelas relagoes (a) e (b) da segao 4.4, vé-se que:

7? = (’Ul'wl -+ vawg + (’Ulwz — U2w1)€_1>—2>).
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A primeira parcela é um escalar, na verdade, o produto interno entre os vetores Ve W.
Essa parcela corresponde ao produto vetorial definido por Gibbs e Heaviside. Utiliza-se a
notagao EAYAT para denotar esse produto.

Observa-se que:

U VW = vjwy 4 vowy = |||, cos(T, W).

em que (U, W) é o angulo entre os vetores U e W.
O segundo termo do produto geométrico é conhecido como produto de Grassman, ou também,
produto externo, comumente representado por T AW,

Assim:

|V A W] = vyws — vawy = | V.| W|.sen(V, W).

Essa equacao define a area do paralelogramo gerado pelos vetores o e W. Dessa feita, o
produto externo estd associado a fragmentos de plano e nao a segmentos de reta, portanto,
trata-se de um bivetor.

Define-se que ?ijz a>e—j>, para quaisquer ¢ e j.

Generalizando as nogoes de produto interno e externo para um sistema n-dimensional, surgem

as seguintes definigoes:

Definicdo 4.6. Dados os vetores U = (v1,v9, ..., U,) € W = (w1, wa, ..., w,), chama-se

produto interno de o por W, denotado por UV ao escalar:
o V W= VIW1 + VaWsg + ... + VpWy,.

Definicao 4.7. Dados dois vetores U = (U1, .oy 0p) € W = (w1, ...,wy), chama-se produto

externo de v por ﬁ, representado por T AW ao bivetor:
m,n
7 VAN ﬁ == Z(inj - v]wz)a)e_;
1,2

A partir dessas definigoes, o produto de Clifford é definido como a soma dos produtos

interno e externo.

Definicao 4.8. Dados dois vetores T e ﬁ, chama-se produto geométrico ou produto de
Clifford entre T e ﬁ, o multivetor dado por:

T =" VE+ VAL



CAP.4 ¢ UMA APLICACAO DOS NUMEROS COMPLEXOS: ALGEBRA DE
CLIFFORD

61

Assim, o produto de Clifford (entre dois vetores) associa a cada par de vetores um mul-

tivetor constituido por um escalar mais um bivetor.

Proposicao 4.9. Dados os vetores U e W, tem-se que:

VW + WY
2

TVE =
T -V

TAE = 5

Demonstracao. Dados os vetores T e W, pela definicao do produto de Clifford, segue-se que:
N TW =T VT + VAW,
WY =WV +WAT.

Fazendo (i)-(ii), tem-se que:

T -V =TVEA+TALT -TBVT - AT,

Porém, é facil ver que TVE =WV 7, donde, TVE — W VY =0. Além disso, como
T, =T P ik entio BAT = —T AT,

Assim, tem-se:
i) 207 AW) = T8 - WY <= T AT = Z2.

Por fim, substituindo (iii) em (i), segue-se que:

7T - BT PB4+ BT
AL _ Jwr Y

VW=V VU + ;

— TV

Proposicao 4.10. Sejam U e W dois vetores num sistema n-dimensional, se Ve W sio

paralelos entao TW=UWTV ese W eW sio ortogonais, entao TW=-u7.

Demonstracao. De fato, se U e W sdo paralelos, entao o produto externo VAW =

m,n
g (viw; — vjwi)?i?j é nulo, pois, nesse caso, existe @ € R tal que v; = aw;, Vi €
1,2
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{1,2,...,n}.
Assim, dados quaisquer 7 e j, tem-se

VWwW; — VU = Ojﬁi.w]‘ - aﬁjﬁi =0.
Portanto, se U e W sdo paralelos, entao
TW=TVU+TANT=UVT+TVT =07.

Suponha-se entao, que Ve sejam ortogonais. Assim, TV =0. Portanto,

T =T VUA+TANT =T AT =-TANT =-T V.

Proposicao 4.11. Dados vetores U e W num sistema n-dimensional, entao,
TP = [0V + VAT

Dado um vetor ¥ qualquer, tem-se que (7)2 = ¥ ¥ = | 7|2, donde todo quadrado de
um vetor é um nimero real positivo.
O produto de Clifford nao é comutativo, desse modo divisoes sao admitidas, uma pela
esquerda (W ™1). 7 e outra pela direita, o/ (™ 1).
Para resolver essa divisao é necessario verificar a existéncia do vetor inverso U‘l, tal que,

W' = W 1w = 1. Considere-se o vetor ek note-se que:

| w]?

Dcﬁv%%)+(ﬁAﬁ%9:T%%+0:L

iDGg%vﬁ>+GﬁFAW):1+O:L

w

i
Portanto, ot = i

Dessa forma, tem-se que:

o)
gl

T

E{\;‘
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Para generalizar o produto de Clifford para bivetores, deve-se ter \/ vv = | v |. Porém,

note-se que isto nao é possivel, pois:

= .
G| = @8] = Jagas = \J-(@aae) = -@prEr = v-1=i

Portanto, a expressao vo pode fornecer como resultado um niimero complexo, donde segue
que o modulo de um k-vetor nao pode ser definido por meio dessa relacao. Entretanto, o
resultado encontrado indica que os objetos bivetoriais sao entidades complexas, no sentido
de que possuem propriedaes semelhantes a dos niimeros complexos.

Dessa forma, através de uma analogia com os nimeros complexos, conclui-se que o médulo

de um k-vetor deve ser dado por uma expressao da forma

TV
E* k

onde ¥ ¢ o chamado conjugado de .
k

k
O k-vetor-conjugado o pode ser obtido de ¥ invertendo-se a ordem dos versores presentes

em cada um dos termos, assim, o conjugado do bivetor Efe_j) sera, e_j>?i>.

Notacao 4.12. A notacao v serd utilizada para representar um objeto vetorial com grade

qualquer.
Em [2] defini-se as operagoes de contragao e expensao entre k-vetores conforme segue:

Definicao 4.13. Chama-se contracao de w por v, representada por v || w, a soma de todos
os k-vetores resultantes do produto geométrico cuja grade seja menor ou iqual a do primeiro

vetor.

Definicao 4.14. Chama-se expansao de w por v, representada po U w, a soma de todos

os k-vetores resultantes cuja grade seja maior que a do primeiro.

De acordo com as definicoes acima, tem-se que o produto de Clifford entre dois objetos

vetoriais quaisquer é dado por vw = v || w4+ 0 {} w.
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Para se exemplificarem as defini¢oes 4.10 e 4.11, tome-se o vetor ¥ e o bivetor w. Note-se
que:

— — —
7 =wvie] + V269 +U3€3;

= = = = —— —— ——
W= W1z €12 +W13 €13 +Wa3 €23= W12€1 €2 + W13€] €3 + Wazes €3.

ASSiHl, segue-se que:
= — — — —— ——
7 W= (v161 + Vg €9 + U3€3).(w1261 €2 + W13€1 €3 + Woz €2 €3 ).

Utilizando a propriedade distributiva, vée-se que:
T w= VW19 €] €] € FV1W13E] €] €3 +U1Wa3 € €5 €3 +UaW12 €5 €] €3 +UaW13 €S €] €4 +Ualinz €5 €3 €5+
UsW12 €4 €1 €3 + V313 €5 €] €3 + U3z €l €3 €3
Considerando, agora, as relacoes E?e_; = —e—}a?,v i1#£je elel = le;|? = 1, segue-se que
7 w= V1W19 €5 +V1W13 €4 U1 Wa3 €] €3 €5 — VW12 €F — VW13 €] €5 €4 + Ul €+ Vg€ €5 €3 —
U3w13€_1> - Usw23€_2>~
Donde, obtém-se:
v ’if: (—U2w2 - 1)31013)6_1> + (U1w12 - ?ngzg)e_z> + (U1w13 + Ungg,)e_g> + (Ulwgg — VW13 +
U3w12)€_1>€_2>€_3>-
Portanto, o produto geométrico entre um vetor e um bivetor é um multivetor composto pela
soma de um vetor com um trivetor.
De maneira geral, o produto geométrico é calculado dessa forma. O produto geométrico é
associativo e nao-comutativo, todo k-vetor com mdédulo nao-nulo admite um inverso multi-
plicativo. Além disso sao vélidas as propriedades distributivas do produto sobre a adicao,
isto é,

+ uw

>

W0+ ) =4

(0 + w)u = 0u + W.
Calcular o produto geométrico entre k-vetores pode ser muito trabalhoso, porém, a uti-

lizagao de matrizes pode simplificar os cédlculos.

Considere-se, inicialmente, um sistema euclidiano bidimensional. Seja entao M um mul-

tivetor neste sistema. Assim, tem-se

— e ——
M = Mo+ mie; + Moey + Mi26€1 3.
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Representa-se o multivetor M pela matriz coluna formada pelos coeficientes das suas com-

ponentes. Desse modo:

myo
m
M=<""
ma
mi2
myo
< ) 0 N
Se M for um escalar, entao terd a forma M = o (- Se M for um vetor, entao M =
0
0 0
mq . 0
. Por fim se M for um bivetor, tem-se M =
mo 0
0 mia

Como a soma de multivetores é efetuada somando-se os coeficientes dos versores homdlogos,

é claro que:
Mo Vg Mo + Vg
mq U1 m1 + U1
M4V = + = ;
meo V2 o + V2
mi2 V12 mi2 + V12

O produto geométrico também pode ser calculado com o auxilio de matrizes. Porém, o
produto geométrico nao sera simplesmente o produto matricial. Na verdade, o produto

geométrico entre multivetores N e V', num sistema bidimensional, ¢ dado por:

wWo 2 WUy + W1V + Wl — W12V12 mo

w1 U1 WUy + W1Vg — WaV12 —+ W12V2 mq
NV = ) = =

Wo (%) WU + wW1V12 + W2Vy — W12V1 mo

W12 V12 WoU12 + W1V — Wal1 + W12V mio

Para se obterem os termos de uma determinada linha da matriz do produto geométrico,
basta verificar quais os elementos de V' devem ser multiplicados pelos elementos de W para
que o produto pertenca aquela linha.

Para tanto, basta observar que a primeira linha corresponde aos escalares, a segunda e a
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terceira representam os vetores e a ultima representa um bivetor.

4.5 Algebra geométrica e os Numeros Complexos

Definicao 4.15. Um k-vetor v € dito real quando o produto geométrico v0 € um niumero
positivo.  Por outro lado, se o produto v0 for um numero real negativo, entao v € dito

maginario.

Observam-se, agora, as poténcias dos versores el

(€)' = ei;

(&) =ee =1
@)= Fee =
(el =eiefele; =1

(-1t = -1
(-1)? =1
(—1)* = —1;
(=1 =1;

(ere)t =ele)

(€e) =eeee =—aeee =1

(@e) =aeeaede = —(@aedeee) = —(ea)
(ee))t =elejelejelejele] = (eleleleleejefe)) =1

Dessa forma, também as poténcias dos biversores comportam-se de forma semelhante as

poténcias da unidade imaginaria i, pois:

1 =1
i = —1;
3 = —i;
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Esse fato mostra que os bivetores se comportam como objetos complexos. Essas descrigoes

indicam que a Algebra Geométrica pode ser uma generalizacao da Algebra dos Numeros

Complexos.
E possivel mostrar que um determinado k-vetor é real quando (—l)k(kz_ Y 1e imaginario
quando (—1)k(k5 Yo 1A demonstragao pode ser encontrada em [3].

Definigao 4.16. (k-vetor conjugado) Dado um k-vetor v, define-se o k-vetor conjugado de

0, representado por v*, como

v* =10,se U é real;
V¥ = —0, se U € imaginario.
Nota-se que o produto de Clifford para dois vetores é dado por TE=TVU+TAY.

Porém, como
TVW = |T|T].cosb e T AW =|T|.|W|.e epsend,

em que € € €y SA0 VErsores coplanares a U eal, respectivamente e 6 = (7, W) ¢ angulo

formado pelos vetores o e W. Dessa forma, o produto de Clifford é dado por:

VW = |V||&].(cos b + e, ensend).

Considere, agora, o seguinte problema: Seja 7 um vetor no espaco bidimensional e w
o vetor que se obtém por meio da rotacao de 6 graus do vetor 7. Como determinar as
coordenadas do vetor W?

A solucao é encontrada utilizando o produto de Clifford. Note-se que:

VW = | V) (cos b+ efes.send) < UV W = U _1| V2. (cos O + & esend).

7
Porém, 7_1 = W, 10g0,

W = %}7?.(0059 + e_fe_g)sene) = 7.((3080 + e_fe_g)sene).

Dessa forma, dado o vetor T = vle_f + U2€_2>, tem-se que:

W = <U1€_1> + vge_g).(cos 0+ e_fe_gsene) = vy cosOe] + v el el essend + vy cos 0.25 + vaes el Ch
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W = V1 COS Q6_1> + vq. COS 06—5 + vle_gsen@ — U26—1>S€Il9

& W = (vy cos 0 — vasend).eq + (vy cos B + vysend)es.

Assim, as coordenadas de W sao obtidas em funcao do angulo # de rotacao e do vetor
rotacionado .

A forma com que o produto geométrico ¥ W = ||| |(cos 0 + e, eqsend) é representado se

parece com a forma polar de um niimero complexo
z = |z|(cos 0 + isend) = |z|.e”.

Além disso, o comportamento de um biversor eren é analogo ao comportamento da

unidade imagindria. Portanto, escreve-se:

VW = | 7|6

4.6 Introducao ao tratamento axiomatico da algebra
de Clifford

O objetivo desta segao é apresentar uma fundamentagao tedrica (axiomatica) para a Algebra
de Clifford. Sao apresentadas as principais defini¢coes e teoremas. Um aprofundamento do

estudo aqui abordado pode ser encontrado em [3].

Definicao 4.17. Seja V' um espaco vetorial de dimensao n. Uma /flgebm de Clifford ou
/[lgebm Geométrica sobre o espago vetorial V' é o conjunto formado por multivetores (no
sentido apresentado na se¢ao 4.3) e munido de duas operagoes: adi¢ao geométrica e o produto

geométrico, que gozam das sequintes propriedades:

Axioma 1: A adigao geométrica é associativa, isto é, dados quaisquer My, My, My € A(V),
tem-se que (Mo + My) + My = My + (M + My);

Axioma 2: A adicao geométrica é comutativa, no sentido que se My, M; € A(V), entao
M0+M1 :M1+M0.

Axioma 3: Existe um elemento neutro aditivo O € A(V) tal que
M+0=0+M ¥ MeAV);
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Axioma 4: Existe um elemento neutro multiplicativo 1 € A(V), isto é, .M = M.1 =
MY M € A(V);

Axioma 5: Dado qualquer M € A(V) existe o inverso aditivo —M € A(V), tal que
M+ (—M) = 0;

Axioma 6: A multiplicacao é distributiva com relacao a adicao, isto é, dados My, My, My €
A(V), tem-se que:
My(My + My) = MMy + Mo My;
(Mo + M) My = MoMy + My Moy;

Axioma 7: O espago vetorial V' é um subespago linear de A(V). Os elementos de V' sdo

chamados de vetores;

Axioma 8: Dado qualquer M € A(V'), M é o resultado do produto geométrico entre vetores

de V' e da combinacao linear dos elementos gerados pelo produto de vetores;

Axioma 9: O conjunto A(V) possui um subespago vetorial, denominado subespago dos

escalares no qual ¢ idéntico ao conjunto dos nimeros reais.

Axioma 10: Dado um vetor @ € V C A(V), existe um escalar denotado por | @ | e chamado
magnitude de  tal que:

=37 = |7

Notacao 4.18. Uma dlgebra geométrica sobre um espaco vetorial V serd representada por
A(V).

Definicao 4.19. Seja M € A(V). Chama-se inverso multiplicativo a direita do multivetor
M ao multivetor M;l que satisfaz a condi¢ao
M.M; ' =1.

Definigao 4.20. Dado M € A(V'). Chama-se inverso multiplicativo a esquerda do multive-
tor M ao multivetor M_* € A(V) que satisfaz a condigdo

MM =1.

Quando um multivetor M € A(V) possui os inversos multiplicativos a esquerda e a
direita, M~ e M;l, respectivamente e M~ = M;l entao se diz que M possui um inverso

multiplicativo (ou M ¢ inversivel). Nesse caso, escreve-se M1 = M~' = M.
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Teorema 4.21. Seja A(V) uma dlgebra geométrica. Todo vetor @ € A(V), com d # o

possut um inverso multiplicativo dado por:

_>
[
7P
Demonstracao. Note-se que:
a
dd'=1leddd ' '=de|dPd'=ded = i3
7
@
dl'd=ledldd=ded dP=ded! i
d
[ |

A definicao do produto interno entre vetores serd feita, visando a evitar o trabalho com

versores.
Definicao 4.22. O produto interno entre dois vetores q e ?, representado por aV 7 é
definido como:

TV =

De maneira andloga, define-se o produto externo (ou produto de Gibbs-Heaviside).

- — -
Definicao 4.23. O produto externo entre os vetores d e b , representado por N

definido como:

_>

TAD ==(db - ba)

N —

E imediata a verificacdo de que o produto interno é comutativo. Entretanto, o mesmo
fato nao ocorre com o produto externo. Na verdade, o produto externo é anticomutativo,

no sentido da definicao 4.21.

Definicao 4.24. Seja ® uma operacao defida num determinado conjunto X. Dize-se que a

operagcao ® € anticomutativa quando dados quaisquer a, b € x, tem-se
a®b+b®a=0.
- 7, . .
Teorema 4.25. O produto externo entre vetores a e b € anticomutativo.

Demonstracao. Para provar essa afirmacao note-se que:
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1 1 1
'3N?:§7?—?7y:ﬂem@mﬁﬁ+@n?ﬁyq—m?@97?+?7)
1
@7A?:_?ﬁﬁ_7%:_?A7 m

_>
Teorema 4.26. O produto geométrico (ou de Clifford) entre dois vetores deb pode ser

escrito como

— — —
db=dVb+dNb,

isto € a soma do produto interno com o produto externo.

. . -
Demonstracao. Sejam d e b vetores. Tem-se que:

- 1 = =
D?vb:?7b+b7ﬁ
1
mﬁAﬁz?ﬁﬁ—?ﬁy

—
Teorema 4.27. Dados dois vetores @ e b pertencentes a uma dlgebra geométrica A(V)

sobre um espago vetorial V', tem-se que sao equivalentes as afirmacoes:

- =
1.db0=1b7;
— —
2.db =dVDb;
%
3. dNb =0.
o
Demonstracao. (1) = (2). Se @ b = b @, entdo
— - = —
AVDO+dAb=bVd+bAT.
- = — —
ComoE)\/b:b\/?e?/\b:—b/\ﬁ,logo
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— —
dANb=—dANbsdANb =0,

— —
(3)=(1). Se @ A b = 0, entdo, pela anticomutatividade, tem-se b A @ = 0. Assim,

tem-se que:
— — — — —
db=dVb+dANb=dVb=bVd+bAd=10bd. ]

Teorema 4.28. As afirmacgoes abaixo sao equivalentes:

)TV =-1ba;
29TV =dAD;
TVE =0

Demonstragao. (1)=-(2). Note que:

— — — — — -
b =-bdedVb+adANb=—(bVd+bAT)
— — — —
SadVb+dANb=—adVb+dAND
=
S dVvb =0.

Assim, tem-se que:

— — — —
Ab=adVb+dANb=dAb.

— — —
(2)=(3). Suponha, agora, que db =dAb. Paraprovar que @ V b = 0, basta ob-

servar que:

— —

— — —
b =dAbedVb+dANb =dA

_>
b adVbh =0.
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%
Para (3)=-(1), suponha-se que @V b =0 e observa-se que, nesse caso, vale a igualdade:

— — — — — — —
b =4V AN =dANb=—bAd=—(bVd+bATd)

_>
b+ —bva.

|
O capitulo sera finalizado com uma abordagem da Algebra Geométrica sobre o espaco veto-
rial R?, com a finalidade de encontrar relacoes interessantes entre a Algebra Geométrica e a

Algebra dos Numeros Complexos.

4.7 Algebra Geométrica A(R?)

Considere-se o espago vetorial R? =R x R = {(z,y); x, y € R}, também conhecido como
plano euclidiano. A &lgebra geométrica A(RR?) é chamada i-dlgebra.

Considere-se um sistema de eixos ortogonais e a base candnica do R?, ¢ = {e_f, e_g}, onde
e = (1,0) e e3 = (0,1). Dado qualquer vetor ¥ € R2, existem escalares v1, v tais que
7 = vle_f + vge_g.

A magnitude do vetor ¥ é definida como a norma euclidiana do vetor ¥. Assim, tem-se

|| =/ v} + 03

O produto geométrico TV é dado por:

que:

TV = (6] + 1.8 (vie} +v263) =viele] +viv(etes + el eq)

A fim de que a relacao V2=V = |7\2 seja valida, algumas condicoes para o produto
entre os versores e e e3 devem ser impostas. Existem duas maneiras distintas de fazer isso,
uma delas leva a nogao de produto geométrico e a outra leva a nogao de produto interno.
Seguindo as idéias de Clifford, adota-se que:
eel =ees =1;
eies +esel =0.

O produto e_f@ representa um bivetor (ezfg) e comporta-se de maneira analoga a unidade

imaginaria com relacao a potenciagao.

Definigao 4.29. Chama-se pseudo-escalar unitdrio da dlgebra A(R?) ao objeto geométrico

1 dado por 1 = e_fe_g.
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Y.
x

Figura 4.4: Representacao dos elementos da Algebra A(R?)

Uma base para os elementos (multivetores) da 4lgebra A(R?) é dada pelo conjunto
= : - - :
{1, e, es, €12}. Portanto, o espago vetorial A(R?) possui dimensdo 4. Nesse sentido, os

multivetores que compoem o conjunto A(R?) sao de forma:

o — —>— e — g
m=mg+ miei +Mmoey + Mig€ei ey = Mg + M€ + Moey + M2l

em que 2 = —1; 12 = —i e i* = 1. Além disso, vale o seguinte resultado:

Teorema 4.30. O pseudo-escalar i de A(R?) comuta com escalares e bivetores, mas antico-

muta com vetores.
Demonstracao. E obvio que ¢ comuta com escalares. Tome, agora, um vetor v = vle_f +
vge_g. Vale que:
2 — = = ——— — =,
3)77/ = (U1€1 + UQ@Q).(@I 2) =vieie1 ey +Ugegei ey = V1€y — V€1

g A S S = =
b)z7 =ejes(vie] +v9e]) =vieiese] + voefeses = vies + vgeq.

Portanto, por (a) e (b), tem-se que i = —i V.
. =, : .
Por fim tomando um bivetor v, é claro que existe um escalar (neste caso, um nimero real)
= = ~
a tal que v=a vis= oze_fe_g = 1.

Portanto:
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=
(%

=
1=10

Assim,

Teorema 4.31. Sejam U = ule_1> + u26_2> eV = U16_1> + vge—g vetores da dlgebra geométrica
A(R?). Entdo:

7 vV 7 = U1V1 + U2V2;

s N 7 = (U1U2 - UQUl)?le_g = (Uﬂ)g - UQUQ)%.

Demonstracao. Dados os vetores U = u1€_1>+u2€_2) eV = U1€—1>+’U2€—2>, o produto geométrico
de @ por o é dado por:

~

UV = (ule_f + u26_2>)(vle_1> + U2€_1>) = w01 + Uy + (Uve — UV )i

O produto ¥« ¢ dado por:

~

VU = (v1e] +1263) (w1 6] +ugeq) = uyvy + ugvy + (Ugvy — Uy,

Dessa forma, segue-se diretamente da definicao que:

~

1 1
a)7 V 7 = 5(77 + 77) = 5(2.(“11)1 -+ UQUQ) -+ (U1U2 — ULV — UV + u2v1))2’
1
=4 7 V 7 = —.2.(U1U1 -+ UQUQ) = U1V] + UV3.

2
b>7 VAN 7 = (77 - 77) = %(21&11)2 — 2U2U1)% = <U11}2 — UQ/Ul);:.
|

| —

Definicao 4.32. Chama-se espinor qualquer combinacdao linear de um escalar com um bi-

vetor.

O conjunto gerado por {1, e—1>e_2>} = {1,1} é chamado plano espinor e serd representado
por AT(R?). E f4cil ver que a multiplicacao geométrica entre dois vetores produz um espinor.
Varios autores costumam representar um espinor pela letra z. Essa nomenclatura se deve a

aplicagoes dos espinores para a teoria de Pauli para elétron, conforme [3].
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Definicao 4.33. Dado um espinor z = a + Bi, chama-se conjugado de z, representado por

Z ao espinor Z = a — fi.

eixo 1

eixo escalar

Figura 4.5: Representacao geométrica do plano espinor.

Seja z = x1 + x2¢ um espinor. Note-se que:

—— — S — —
ei.z=¢i(r1+rz0€eie3) =x1€6] + T0€] €] €5 = T1€6] + T2€3.

. . " — R L2
Portanto, o espinor z realiza uma rotacao em e; pelo angulo # = arctan (x_) e uma
1
dilatagao igual a |z| = v/z.Z. Dessa forma, o espinor z é chamado de operador rotagao -
dilatacao quando aplicado a vetores do plano.

Em particular, tome o espinor z = 7. Dado um vetor U = mle_f + ZE2€_2>, entao:
— —\% ——y— ——>—> — — — —
(x1€] + x0€3)i = T1€1 €] €3 + Taese] €3 = T1e5 — To€] = —T2€] + T1€3

O produto geométrico de um vetor qualquer 7 do plano pelo pseudo-escalar 7 produz
uma rotacao no vetor K por um angulo de 90°. Observe-se que esse fato também ocorre na
Algebra dos Numeros Complexos, pois a multiplicacao de qualquer complexo z pela unidade
imagindria i = v/—1, produz com resultado complexo z rotacionado por um angulo de 90°.
Esse fato sugere as seguintes associagoes:
i€ AT(R*) ©ieC
le AT(R) < 1€C

Fica assim estabelecido um isomorfismo entre o plano espinor A*(R?) e o plano complexo
C. TIsso significa que o conjunto AT(R?) goza das mesmas propriedades que o conjunto dos

nimeros complexos C.
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Conclui-se entao que o plano espinor AT(R?*) munido da operacao adi¢iao e do produto
geométrico é um corpo sobre o conjunto dos ntimeros reais R. Esse fato permite concluir que
o produto geométrico entre dois espinores é comutativo, muito embora, o produto geométrico
nao seja, geralmente, comutativo.

Em analogia ao conjunto dos nimeros complexos, um espinor z admite uma forma polar de
representacao:

2 = |z|.(cos 0 + isend) = |z|.e”

onde = arctan (x_j) e |z|> =27 =1a%+ 3.

A 4lgebra geométrica sobre o espaco vetorial R? possui relacoes estreitas com os quatérnions
de Hamilton e também com espaco vetorial M (2, C) das matrizes quadradas de ordem 2 com
entradas complexas.

_>

Considere a base candnica do R3, {61, es, 63}. Assim, todo vetor no espago é da forma

qd = 1 61 + 29 62 + ZL’3€3. A norma do vetor @ ¢ dada por:

@] = V/(€1)? + (22)? + (23)?

Dado um vetor arbitrario ¥ = xle_f + xQe_g + 1'36_3), tem-se que:

T2=7T = ($16_1> + 9U2€_2> + $3€_3>) (3016_1> + $2€_2> + $3€—3>)
= ($1)2€_1>€_1> + ($2)2_>6_2> + ($3)2_>6’3 + $1ZE2(?162 + 6_2>€_1>) +

$1l’3(€_1>€3 + e3 61) + ...+ $3$1(e_3>€1 + ex 63) + .1'21’3(

A fim de que U2 = (1) + ()% + (23)%, algumas relacoes devem ser impostas. Em con-

formidade com o exposto na Secao 4.4, a opcao encontrada por William Clifford foi definir

que:
ae - @a-aa -1

eies+esef =0

eiei +efef =0

esef +eses =0

Assim, tem-se que a-)e_} = ej ez, Vi#je el = =1, Vie {1,2,3}. Na verdade, essa
definicao pode ser feita para qualquer dimensao.

Define-se que: i = ?26_3> = —?36_5

iy =eje; = —eleh

S = ——

13 = €1€2 = —€2€]
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Figura 4.6: Representacao geométrica da dlgebra A(R3)

N

[:S

= /

Figura 4.7: Representacao do pseu-escalar [ = eleses.

Define-se, ainda, o trivetor I = 6_1>6—2>€—3>, chamado pseudo-escalar unitario do espaco euclidi-

ano tridimensional. Sua representacao geométrica é dada pelo cubo orientado:

Teorema 4.34. O pseudo-escalar unitdrio I = eiesed cumpre a condicdo I? = —1.

4.7.1 TIsomorfismo de A(R?) com quatérnions.

De acordo com o Capitulo 3 um quatérnion é um objeto da forma g = x + yi + 4wk, onde 1,

j e k sao unidades imaginarias, também denominados versores, que satisfazem as seguintes

condicoes:
i?=j? =k = —1;
ij = k = —ij

jk =i = —kj;
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ki=j=—ik.
Tais relagbes geram uma dlgebra S(H), onde H é o conjunto de todos os quatérnions. Com
a finalidade de estabelecer um isomorfismo entre AT(R?) e a Algebra dos Quatérnions,

considerem-se as seguintes associagoes:

oL oL &
f SSUAS

i

T o S0
Il

Assim, qualquer elemento de AT (R?) ¢ de forma:

B:a0+a1%+a2j'+a31%

E facil verificar que:

2 = 52 — k2= _1

5= k= —ji

jh=i=—kj

i = j = —ih

O isomorfismo procurado é definido pelas associacoes:
le1

Y

je

ke k

A soma de quatérnions fica associada com a soma em A(R?) e o produto entre quatérnions

com o produto geométrico de A(R?).

4.8 Consideracgoes Finais

Neste capitulo foi apresentada uma introducao a Algebra Geométrica de Clifford e foram
estabelecidas suas relagoes com a Algebra dos Numeros Complexos e com a Algebra dos
Quatérnions. Uma generalizacao do conceito de vetor foi apresentada, emergindo assim, o
conceito de objetos vetoriais. O tema abordado neste capitulo é uma ferramenta poderosa
na resolucao de problemas de Fisica e Engenharia, possuindo aplicagoes a teoria dos circuitos

elétricos. Geralmente, é um tema tratado no campo da Fisica-Matematica.



CAPITULO 5

CONCLUSAO

O presente trabalho abordou, inicialmente, a parte historica dos Numeros Complexos, dos
Quatérnions e da Algebra Geométrica. Concluiu-se que os nimeros complexos tiveram como
ponto de partida para o seu nascimento as equacoes cuibicas e nao as quadraticas, como era de
se esperar e como, em muitas vezes, é ensinado no Ensino Médio. Na verdade, os matematicos
italianos do século XVI perceberam através da férmula geral de solucao de equacgoes ctibicas,
divulgada por Cardano em 1545, que as raizes de nimeros negativos deveriam ter algum
sentido matematico.

Considere-se a equacao ctibica 22 — 152 — 4 = 0 que possui sabidamente trés raizes reais, a

saber: 4, —2 — v/3 e —2 4+ v/3. Quando a férmula de Cardano é aplicada, obtém-se que:

=2+ V=131 + {/2 - V=121

Dessa feita, mesmo que o resultado final consiste apenas em nimeros reais, para a sua de-
terminacao ¢ necessario o manejo com raizes quadradas de numeros negativos, indicando
que essas raizes deveriam possuir algum sentido matematico. Os niimeros complexos s6 ga-
nharam a atual identidade apods a divulgacao de sua interpretacao geométrica apresentada
por Gauss por volta de 1880. A &dlgebra formal que hoje se estuda e que foi apresentada no
capitulo 3 foi introduzida em 1883 por Hamilton. Assim, o processo de desenvolvimento do

conceito dos niimeros complexos durou cerca de 288 anos.

No Capitulo 2, investigou-se o ensino dos Numeros Complexos, tendo como referéncia o

80
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Ensino Médio. Para isso, livros didaticos foram analisados e orientagoes foram desenvolvi-
das visando a subsidiar o trabalho de docentes do Ensino Médio. Em trabalhos futuros,
pretende-se aplicar uma sequéncia didatica para introducao dos Nimeros Complexos numa

classe do Ensino Médio via abordagem geométrica.

O Capitulo 3 foi dedicado ao estudo formal da Algebra dos Numeros Complexos e dos
Quatérnions. Os Numeros Complexos possuem diversas aplicagoes, em especial, a aplicacao
dos Numeros Complexos a teoria de circuitos elétricos é consagrada, de modo a primeira
aplicagao ocorreu no século XIX e foi realizada pelo cientista alemao Hermann von Helmholtz.
Os quatérnions sao entes matematicos quadridimensionais que ficaram por muitos anos es-
quecidos pela comunidade académica, porém ressurgiram e constituem uma ferramente im-
portante na solugao de problemas reais. Em [16], os quatérnions sao utilizados para estudar
rotacoes tridimensionais em biomecanica, visando a analisar movimentos esportivos. Em
[15], os quatérnions auxiliaram no estudo de rotagoes de amostras agricolas tridimensionais
e, em [14], desenvolveu-se um estudo sobre interpolagao de rotagdes de objetos sélidos via

quatérnions.

A Algebra Geométrica de Clifford foi introduzida no Capitulo 4. Um caminho um pouco
mais “informal”foi utilizado para introduzir o conceito de objetos vetoriais de maneira mais
didética, em seguida, apresentou-se uma exposicao axiomatica dessa Algebra. As aplicagoes
da Algebra de Clifford podem ser encontradas nas mais diferentes dreas, como exemplo, [13]
a utilizou no estudo das Transformagoes de Lorentz e movimento de particulas carregadas.
Um trabalho futuro consiste em utilizar os conhecimentos adquiridos em Algebra de Clifford
para resolver diversas classes de problemas oriundos das Engenharias, mais especificamente,
um trabalho de Robética que usa o dominio de Clifford [22] e o Treinamento de Redes Neurais
23].
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