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Resumo

Neste trabalho, tratamos de uma forma especifica de matematizar pro-
blemas relacionados a Hereditariedade. Em especial, atentamos para os cru-
zamentos genéticos associados a Poligenia, também conhecida como Heranca
Quantitativa, que descreve variagao gradativa de fenétipos de acordo com o
aciumulo de alelos aditivos. Pautando nossos estudos nos conceitos bésicos
de Genética, aliamos alguns tépicos da Matematica e determinamos um po-
linomio capaz de representar qualitativa e quantitativamente os descenden-
tes de um cruzamento em que a caracteristica genética dos pais é conhecida.
Mais adiante, percebemos que tal modelo também é capaz de descrever o
cruzamento probabilisticamente. Por fim, o trabalho conta com algumas
aplicagoes dos topicos individuais e dos resultado encontrado no decorrer dos

estudos.



Abstract

In this study, we are going to deal with a specific way of mathematizing
problems related to heredity. In special, we will focus on the genetic cros-
sing associated to Polygyny, also known as Quantitative Inheritance, which
describes the gradual variation of Phenotypes according to the accumulation
of allele additives. Tracing our studies in the basic concepts of Genetic, we
gathered some Mathematical topics and determined a polimonio capable of
representing qualitative and quantitatively the crossing descendents in which
the parents genetic characteristic is known. By the end, we could notice that
the model is also capable of describing the crossing probabilistically. To fi-
nish, the study counts to some applications of individual topics and the result

figured out during the studies.
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Introducao

Um dos assuntos de grande interesse da biologia, bem como da comuni-
dade em geral é a hereditariedade. Os estudos sobre este tema surgiram pela
curiosa semelhanca observada entre pais e filhos e, ainda hoje, sao usados
para determinar grandes avancos em diversas areas. Um exemplo disso, ¢é
o aumento na producao de leite, no gado, pela selecao de reprodutores com
caracteristicas de interesse para que os descendentes produzam mais. Outro
exemplo, ¢ a criacao de melhores condi¢oes para o plantio de alimentos, sele-
cionando cultivares mais resistentes, capazes de produzir graos mais pesados
ou, simplesmente, com uma cor especifica. Em especial, podemos citar o trigo
cultivado hoje, que é muito diferente do original porque resulta de pesquisas
em diversos cruzamentos entre variedades mais produtivas possibilitando a
selecao de cultivares ideais.

Entre as caracteristicas observadas nos seres humanos, as de maior inte-
resse sao relacionadas a cor dos olhos. No entanto, algumas doencas, como
o Diabetes, comecam a despertar certos cuidados em individuos com pro-
pensao a manifesta-la. Podemos citar também a surdez de origem genética,
correspondente a 75% dos casos de surdez. Como muitos genes contribuem
para o desenvolvimento normal da audigao humana, é de se esperar que uma
mutacao de qualquer um dos genes possa acarretar algum tipo de deficiéncia
auditiva.

O grande avanco nos estudos da hereditariedade se deu pelos experimen-
tos de Gregor Johann Mendel, que propos, em 1865, as leis fundamentais que
regem a heranca biologica. Aquela época, propos que as caracteristicas here-
ditérias sao herdadas segundo regras bem definidas. Estimou que a heranca

de caracteristicas era feita de pai para filho através da transmissao de game-



tas, por serem a tUnica ligacao fisica entre geracoes. No entanto, seus estudos
nao foram prontamente reconhecidos pela comunidade cientifica, e seus re-
sultados voltaram efetivamente algumas décadas depois. Tais experimentos
delegaram a Mendel o titulo de “Pai da Genética”.

Motivados pela curiosidade, desenvolvemos este trabalho no intuito de
matematizar a Heranca Quantitativa, associando os conceitos da Biologia e
da Matematica, na relagao entre o gendtipo desejado e sua probabilidade.
Além disso, caracterizamos todos os possiveis gendtipos (nao sé os genétipos
originados do cruzamento em questao) e suas probabilidades.

No Capitulo 1, tratamos de alguns tépicos sobre genética. Em especial,
falamos sobre Mendel e seus avancgos significativos para a compreensao da
hereditariedade. Sobretudo, nos amparamos na Lei de Segregacao dos Fa-
tores (ou Primeira Lei de Mendel) e na proporcao 3:1 observada por ele
no cruzamento de espécies com caracteristicas pré determinadas. No decor-
rer do capitulo, além de tratarmos de termos técnicos, definimos parte do
vocabuldrio a ser usado na continuidade do trabalho, tais como Alelo, Do-
minancia, Fenotipo e Poligenia. Sua leitura contribui para a compreensao
de alguns conceitos relacionados aos Genétipos de cada individuo. Apre-
sentamos também o Quadrado de Punnett, ferramenta importante para os
cruzamentos genéticos, e que é uma maneira mais elegante e organizada de
representar a operacao distributiva, amplamente usada na matemaética. Por
fim, citamos a Heranca Quantitativa, foco do trabalho, caracterizada pela
variacao gradativa dos fenotipos devido ao actimulo dos efeitos dos alelos.

No Capitulo 2, descrevemos as principais ferramentas da matematica para
a compreensao das probabilidades genotipicas. Tratamos, inicialmente, dos
Principios de Contagem, cuja associacao dos conectivos E e OU, é fundamen-
tal no estudo probabilistico. No decorrer do capitulo, aplicamos conceitos de
Permutacao Simples, Arranjo Simples e Combinagao Simples na solugao de
alguns problemas matematicos. Desenvolvemos a relagao entre o Binomio de
Newton e o Triangulo de Pascal, citando suas caracteristicas e propriedades.
Por fim, tratamos da Probabilidade, um dos pontos fundamentais do traba-
lho, e citamos o Equilibrio de Hardy-Weinberg como aplicacao imediata da
Probabilidade a Biologia.



No Capitulo 3, estabelecemos a ligagao entre os problemas de Heranga
Quantitativa e os conceitos matematicos. Determinamos que ha uma dis-
tribuicao proporcional entre os descendentes de um cruzamento e que esta
proporg¢ao obedece aos coeficientes do bindémio (D+ R)", onde D corresponde
ao alelo dominante, R ao recessivo e n ao nimero de pares heterozigotos con-
tados de ambos os pais. Na sequéncia, estudamos alguns cruzamentos a partir
de caracteristicas observadas em um, dois e trés pares de alelos. Utilizamos o
modelo de Charles DavenPort, variando as quantidades de pares homozigotos
dominantes, homozigotos recessivos e heterozigotos nos individuos elencados
no cruzamento, e determinamos que a proporg¢ao entre os genétipos dos seus
descendentes estava associada ao desenvolvimento binomial. Mais que isso,
encontramos a representacao polinomial que descreve qualitativa e quanti-
tativamente os individuos descendentes de um cruzamento de progenitores
caracterizados por n pares de alelos relevantes, em cada individuo, relacio-

nando as quantidades de alelos D e R da seguinte forma:

ng(D, R) _ 2(HD+HR)DHDRHR(D + R)HT,

onde HT', HD e HR simbolizam, respectivamente, o ntimero de pares He-
terozigotos, o numero total de pares Homozigotos Dominantes e o total de
Homozigotos Recessivos. Além disso, n representa a quantidade de pares de
alelos que determinam certa caracteristica no individuo. Por fim Gy, (D, R)
¢ o polinomio que representa a proporcao de cada caracteristica genotipica
associada ao cruzamento genético. Nesta representacao, associamos as ca-
racteristicas genotipicas a sua distribuicao proporcional por meio dos seus
coeficientes. Além disso, citamos um problema ficticio com o cruzamento de
individuos com 10 pares de alelos relevantes, distribuidos aleatoriamente e
fomos capazes de estabelecer as caracteristicas de todos os individuos, ainda
que nao fossem descendentes daquele cruzamento especifico.

No Capitulo 4, mostramos alguns problemas de aplicacao e suas solugoes
baseadas nos resultados encontrados neste trabalho.

Além disso, a fim de facilitar a leitura do texto, este material conta com

um breve glossario com alguns termos aplicados a Genética.



Capitulo 1

Topicos sobre Genética

Neste capitulo trataremos exclusivamente de noc¢oes fundamentais de ge-
nética que servirao de subsidio para o desenvolvimento do trabalho. Por
consequéncia, nao se trata de um material de referéncia para o tema.

A Genética é o ramo da Biologia que estuda a transmissao de carac-
teristicas fisicas e bioldgicas entre geragoes. Os estudos sobre tal transmissao
de caracteristicas (também chamada de hereditariedade) surgiu pela curi-
osa semelhanca observada entre pais e filhos. Esse estudo, permitiu selecionar
reprodutores a partir da escolha de caracteristicas interessantes para os des-
cendentes, tais como a ducilidade dos animais para a sua domesticacao ou a
criacao de melhores condigoes para o plantio de alimentos.

Na segunda metade do século XIX, surgiu um dos pontos fundamentais
para o desenvolvimento das leis de heranca bioldgica: a compreensao de que
um novo ser se origina a partir da fusdo de dois gametas (células) sendo
um de origem masculina e outro de origem feminina. Tal fusao é chamada
fecundacgao. Na fecundacao animal, o gameta fornecido pelo individuo do
sexo masculino é chamado espermatozoide e o fornecido pelo individuo
do sexo feminino é chamado de évulo. Nas plantas inferiores (bridfitas e
pteridéfitas) o gameta masculino é chamado de anterozoide e o feminino é
de oosfera. Nas plantas superiores, o gameta feminino continua sendo cha-

mado de oosfera no entanto, o masculino passa a ser chamado de nucleo



gamético. No caso das plantas, o 6vulo (presente apenas nas plantas supe-
riores) nao representa sé o gameta, corresponde a toda estrutura que abriga
0 gameta.

A partir dos conhecimentos sobre fecundacao, houve um grande avanco
no estudo da hereditariedade, uma vez que, se a tinica ligacao entre geracoes é
um gameta, essa célula gamética deveria conter todas as informagoes genéticas

necessarias para gerar um novo organismo.

1.1 As Leis de Segregacao

Gregor Johann Mendel (1822-1884) propos em 1865 as leis fundamentais
que regem a heranca biologica. Aquela época, estimava-se que a heranca de
caracteristicas era feita de pai para filho através da transmissao de game-
tas, por serem a Unica ligacao fisica entre geracoes. Mendel propos que as
caracteristicas hereditarias sao herdadas segundo regras bem definidas, poste-
riormente explicadas por ele usando, experimentalmente, a ervilha-de-cheiro
Pisum sativum (Veja mais em [3] e [4] ).

Mendel iniciou seus trabalhos com 34 variedades diferentes de ervilhas,
entre as quais, escolheu as que seriam convenientes ao desenvolvimento dos
seus experimentos. Escolheu, para tanto, variedades que nao sofriam va-
riagoes entre geracoes, garantindo a preservacao das caracteristicas para o
estudo da hereditariedade. Finalmente, preferiu variedades que tivessem ca-
racteristicas contrastantes a fim de que fossem identificadas facilmente apés
os experimentos. Seus estudos se pautaram na analise de sete caracteristicas

basicas, cada uma com duas formas de apresentagao, a saber:
1. Forma da semente - Lisa ou Rugosa
2. Cor da semente - Verde ou Amarela
3. Cor da casca da semente - Cinza ou Branca

4. Cor da vagem - Verde ou Amarela



5. Forma da vagem - Inflada ou Comprimida
6. Posicao das flores - Axilar ou Terminal
7. Altura da planta - Alta ou Ana

O procedimento utilizado era trabalhoso, uma vez que a flor da ervilha é
hermafrodita (possui 6rgaos reprodutores masculino e feminino) e os évulos
de uma flor quase sempre eram fecundados por seu préprio pdlen, processo
denominado autofecundacgao.

O processo de fecundagao cruzada consistia em fazer uma abertura
na quilha - uma espécie de urna formada por duas pétalas modificadas e
sobrepostas, onde estao os 6rgaos reprodutores das flores - e emascular a
flor retirando suas anteras, onde se encontra o pélen. A partir do amadu-
recimento da parte feminina, o pdlen retirado de outras flores é depositado
sobre o estigma, gerando sementes hibridas (do grego hybris, misturado por
cruzamento).

O sucesso de Mendel se deu pelo estudo individual das caracteristicas en-
volvidas. Apds o cruzamento analisava uma caracteristica de cada vez, des-
prezava qualquer outra variacao que nao fosse o foco da pesquisa, atentando-
se apenas aquela caracteristica por ele escolhida. Além disso, Mendel se
certificava de estar lidando com plantas de linhagem pura, caracterizadas
por gerarem apenas descendentes iguais a si, quando autofecundadas.

Ao cruzar as plantas puras (Geragao Parental, hoje chamada Geragao
P), Mendel escolhia plantas que diferiam por certa caracteristica. Por exem-
plo,cruzou plantas de sementes verdes com plantas de sementes amarelas,
plantas altas com plantas anas, e assim por diante. A esses descendentes
imediatos, deu o nome de Primeira Geragao Hibrida, hoje chamada de
Geracao I (primeira geragao de filhos) e aos descendentes gerados pela
autofecundacao de individuos de F; deu o nome de Segunda Geragao

Hibrida, hoje chamada Geragao Fs.



1.2 Caracteristica Dominante

Ao observar os individuos da geragao Fj, Mendel percebeu que os des-
cendentes eram sempre iguais a um dois pais, como se a outra caracteristica
simplesmente desaparecesse. Na autofecundacao de individuos de Fj, no
entanto, apareciam descendentes com ambas as caracteristicas, permitindo a
Mendel concluir que uma das caracteristicas ficava em “recesso”em F}, reapa-
recendo em F,. O traco que desaparecia em Fj foi chamado de recessivo e o
traco que se manifestava em F} foi chamado de dominante. Dessa maneira,
apos seus estudos, pode organizar as caracteristicas observadas e classificd-las
como dominante ou recessiva, conforme a tabela a seguir (mais detalhes

em [4], pag. 22 ou [0], pag. 16):

Caracteristica Trago Dominante | Tragco Recessivo
Forma da semente Lisa Rugosa
Cor da semente Amarela Verde
Cor da casca da semente Cinza Branca
Forma da vagem Inflada Comprimida
Cor da vagem Verde Amarela
Posicao das flores Axilar Teminal
Altura da planta Alta Ana

Tabela 1.1: Caracteristica dos tragos estudados por Mendel no cruzamento

experimental das variedades da ervilha-de-cheiro (Pisum Sativum)

1.3 Primeira Lei de Mendel - A Leil de Se-

gregacao dos Fatores

O fato de certas caracteristicas desaparecerem em alguma geracgao e rea-

parecerem na geracao seguinte ja havia sido observado antes de Mendel. O



grande avanco de Mendel foi observar em F» uma “relacao matematica” entre
o numero de individuos com a caracteristica dominante e o nimero de in-
dividuos com a caracteristica recessiva. Em varios experimentos, Mendel
observou que a proporcao entre as caracteristicas observadas nos individuos
era de aproximadamente 3 dominantes para 1 recessivo em qualquer uma das
sete caracteristicas estudadas (veja pag. 23 de [4] para mais detalhes).

O desaparecimento de um certo tipo de caracteristica em F} e seu reapa-
recimento em F, na proporcao 3:1, foram explicados por Mendel seguindo as

seguintes premissas:

1. Cada organismo possui um par de fatores responsaveis pelo apareci-

mento de determinada caracteristica.

2. Cada caracteristica hereditaria é determinada por fatores herdados, em

igual quantidade, sendo um do pai e um da mae.

3. Os fatores de cada par segregam-se quando os individuos produzem
gametas. Se o individuo é puro, produz apenas um tipo de gameta. Se

o individuo é hibrido, produz dois tipos de gametas, em igual proporcao.

(Veja mais em [2])

Assim, o ponto fundamental da teoria de Mendel é a separagao dos fa-
tores hereditarios (hoje chamados de genes) na formagao dos gametas. Tal
deducao é conhecida como Lei da Segregacao dos Fatores ou Primeira

Lei de Mendel enunciada (segundo [4]) como:

Teorema 1.3.1 [Primeira Lei de Mendel] Os fatores que condicionam
uma caracteristica segregam-se (separam-se) na formagao dos gametas; estes,

portanto, sao puros em relacdo a cada fator.

Segundo [6], com base nos conhecimentos atuais sobre meiose, cromosso-
mos e genes, ha ferramentas para discutir e explicar as conclusoes de Mendel
em nivel celular e até molecular, embora nao se apliquem a todos os tipos de
heranca.

As células do corpo da maioria dos organismos sao diploides (2n), ou

seja, nelas 0s cromossomos ocorrem aos pares. Os cromossomos de um mesmo



par possuem mesmo tamanho e mesma forma e sao chamados de cromos-
somos homdlogos. O lugar, em um cromossomo, onde o gene estd situado
¢é chamado de loco génico ou lécus génico. Dois cromossomos homologos
possuem genes que atuam nas mesmas caracteristicas. Tais genes podem
admitir formas ou versoes diferentes, chamados alelos. Assim, no caso da
ervilha, se em um loco de um cromossomo tiver um gene que atua sobre a
forma da semente, no loco correspondente do seu homologo também haveré
um gene que atua sobre a forma da semente. Tais genes podem ser diferentes,
podendo assumir uma das duas versoes (lisa ou rugosa).

Um exemplo da aplicacao da Primeira Lei de Mendel, no caso animal, é
a cor da pelagem de de certa espécie de cobaias. Suponha que a coloragao
possa ser preta ou branca. De acordo com uma convenc¢ao largamente aceita,
representaremos por B o alelo dominante, que condiciona a cor preta, e por
b o alelo recessivo, que condiciona a cor branca.

Uma técnica para combinar os gametas produzidos é a analise de cada
uma das possibilidades quanto a determinacao dos gametas e sua fusao.
Tanto o macho quanto a fémea podem fornecer um gameta B ou b (tal
representacao sera melhor explicada na secao . Dessa forma, podemos

representar a distribuicao conforme a tabela:

Macho | Fémea | Descendente
B B BB
B b Bb
b B Bb
b b bb

Tabela 1.2: Determinacao do descendente a partir do gene herdado de cada

um dos seus progenitores

O desenvolvimento da teoria de Mendel pelos seus sucessores Walter S.
Sutton (1877-1916) e Theodore Boveri (1862-1915), no inicio do século XX,
determinou grandes avangos na compreensao da heranca genética. Em 1902,
enquanto estudava a formagao de gametas em certa espécie de gafanhotos,

Sutton percebeu a semelhanca entre o comportamento dos cromossomos



homoélogos, que se separam durante a meiose, e os fatores observados por
Mendel. Tal observacao fez com que Sutton afirmasse que os pares de fatores
hereditarios estao localizados em cromossomos homélogos, de tal modo que
sua separacao durante a meiose levaria a segregacao dos fatores. Na mesma
época, Boveri propos que os fatores hereditarios estariam localizados nos cro-
mossomos. Os estudos sobre hereditariedade do inicio do século XX podem

ser resumidos em:

e Os filhos herdam dos pais “instrugoes genéticas”, chamadas genes, a

partir das quais desenvolvem suas caracteristicas;
e Os genes sao transmitidos por gametas;

e Cada gameta contém um conjunto completo de genes (genoma), tipico

da espécie;

e Os genes ocorrem aos pares em cada individuo, pois este se forma pela
fusao de dois gametas, um de origem materna e outro de origem paterna

(fecundagao);

e As duas versoes de cada gene, uma recebida do pai e outra da mae, sao
denominados alelos e nao se misturam no filho, separando-se quando

este forma gametas.

O individuo portador de dois alelos iguais de um gene é denominado
homozigoto (chamado de puro por Mendel). Caso apresente dois alelos
diferentes, o individuo serd chamado de heterozigoto (chamado de hibrido
por Mendel).

Dessa forma, a sugestao de Mendel era que as caracteristicas hereditarias
da maioria dos organismos, sao condicionadas por pares de alelos transmi-
tidos entre as geracgoes pelos gametas, sendo que cada gameta transporta
apenas um dos alelos que, apds a fecundagao, se une a um gameta proveni-

ente de outro individuo, determinando o novo ser.
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1.3.1 Um Exemplo de Cruzamento Genético

Podemos exemplificar os principios fundamentais da hereditariedade com
o cruzamento entre coelhos de duas linhagens que diferem quanto a coloracao
da pelagem: em uma delas, os coelhos apresentam colorac¢ao branca (albina)
e na outra, a pelagem é cinza (chinchila). Hoje sabemos que o albinismo se
dé por uma versao alterada do gene responsavel pela coloracao da pelagem.
A coloragao branca, da pelagem, se da pela incapacidade da producao de
melanina (pigmento responsavel pela coloragao dos pelos) e a coloragao cinza
acontece pela presenca da versao do gene que determina a pelagem chinchila.
Vamos convencionar que a versao alterada do gene é a e que a versao que
determina a cor cinza é A. Como ja mencionamos, os geneticistas chamam
as versoes de um mesmo gene de alelo e, portanto, A e a sao dois alelos do
gene para a coloracao da pelagem de coelho.

Coelhos de pelagem chinchila puros s6 apresentam o alelo A, portanto,
produzem apenas gametas portadores do alelo A. Da mesma forma, coelhos
albinos s6 produzem gametas portadores do alelo a. Nesse caso, os coelhos
de coloracao chinchila sao homozigédticos e representados por AA e os de co-
loracao albina, também homozigéticos, sao representados por aa. Ao cruzar-
mos coelhos chinchilas puros com coelhos brancos, obteremos descendentes
que recebem um alelo A de um dos pais e um alelo a do outro, apresentando
constituicao genética Aa. Esses descendentes serao todos heterozigoticos Aa
e também apresentardo coloracdo cinza (basta um alelo funcional A para
produzir a pigmentagao).

Como dito anteriormente, as duas versoes de cada gene, uma recebida do
pai e outra da mae nao se misturam no filho e voltam a se separar quando
este forma gametas. Assim, os cruzamentos de um coelho heterozigético for-
mara dois tipos de gametas quanto ao gene que determina a cor da pelagem:
50% com o alelo A e 50% com o alelo a. O cruzamento de dois coelhos de
constituicao genética Aa pode originar descendentes que podem ser melhor

visualizados na tabela a seguir:
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Pai | Mae | Descendente | Coloracao
A A AA cinza
A a Aa cinza
a A Aa cinza
a a aa branca

Tabela 1.3: Cruzamento entre coelhos chinchila heterozigotos

Note a proporcao 3:1 observada por Mendel quanto a coloragao: sao trés

coelhos de pelagem cinza para um coelho de pelagem branca.

1.4 Segunda Lei de Mendel - A Lei da Se-

gregacao Independente

Segundo [3] e [7], além dos estudos isolados das caracteristicas fenotipicas
da ervilha, Mendel estudou também a transmissao combinada de duas ou
mais caracteristicas. Em um de seus experimentos, por exemplo, foram con-
siderados simultaneamente a cor da semente (amarela ou verde), e a textura
da casca da semente (lisa ou rugosa). No seu experimento, foram cruzadas
plantas de sementes amarelas e lisas (ambos tragos dominantes) com plantas
de sementes verdes e rugosas (tragos recessivos). O resultado obtido no cru-
zamento foi que todas as sementes produzidas na geragao F) eram amarelas
e lisas.

Na geracao Fy, obtida pela autofecundacao das plantas originadas das

sementes de Fi, havia quatro tipos de sementes:
e amarelo-lisas
e amarelo-rugosas
e verde-lisas

e verde-rugosas
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Seus resultados revelaram mais que a simples determinacao dos fendtipos.
Mostraram, sobretudo, que havia uma proporc¢ao aproximada entre tais fenétipos:
a proporgao 9:3:3:1, sendo 9 plantas com sementes amarelo-lisas (ambos
tragos dominantes VV RR, VV Rr, VvRR ou VuvRr), 3 plantas com semen-
tes amarelo-rugosas (o primeiro trago dominante e o segundo trago recessivo
VVrr ou Vurr), 3 plantas com sementes verde-lisas (o primeiro trago reces-
sivo e o segundo trago dominante vv RR ou vvRr) e 1 planta com sementes
verde-rugosa (ambos tragos recessivos vurr) .

Assim, com base experimentos semelhantes a este, Mendel supos que, na
formagao dos gametas, os alelos para a cor da semente (Vv) segregam-se
independentemente dos alelos que condicionam a forma da semente (Rr).
Dessa forma, um gameta portador do alelo V' pode conter tanto o alelo R
como o alelo r, com igual chance. E, da mesma forma, o gameta portadores
do alelo v, também pode conter tanto o alelo R como o alelo 7.

De acordo com a hipdtese da segregacao independente, uma planta hete-
rozigota para os dois pares de alelos (Vv Rr) poderia formar quatro tipos de
gameta VR, Vr, vR e vr em igual proporgao.

Ao estudar a heranga simultanea pares de caracteristicas, Mendel sempre
observou, em F,, a proporgao fenotipica 9:3:3:1. Mendel concluiu que a
segregacao independente dos fatores para duas ou mais caracteristicas era
um principio geral constituindo a Segunda Lei da Heranca ou Lei da
Segregacao Independente, posteriormente chamada de Segunda Lei de
Mendel.

Teorema 1.4.1 [Segunda Lei de Mendel] Os fatores para duas ou mais
caracteristicas segregam-se no hibrido, distribuindo-se independentemente para

0s gametas, onde se combinam ao acaso.

Segregacao independente para trés pares de alelos

Segundo [7], ao estudar trés pares de caracteristicas simultaneamente, Men-
del verificou que a distribuicao dos tipos de individuos em Fj seguia a pro-
porcao de 27: 9: 9: 9: 3: 3: 3: 1. Isso indica que os genes para as trés

caracteristicas consideradas segregam-se independentemente nos individuos
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F, originando 8 tipos de gametas.

Em um dos seus experimentos, Mendel considerou simultaneamente a cor
(amarela ou verde), a textura da casca (lisa ou rugosa) e a cor da casca da
semente (cinza ou branca).

O cruzamento entre uma planta originada de semente homozigota domi-
nante para as trés caracteristicas (VV RRBB cujo fendtipo é amarelo-liso-
cinza) e uma planta originada de semente com tragos recessivos (vorrbb cujo
fenétipo é verde-rugosa-branca) produz apenas ervilhas com fenétipo domi-
nante amarela-lisa-cinza, no entanto, todos esses individuos sao heterozigotos
para os trés pares de alelos (VoRrBb). A segregagao independente desses
trés pares de alelos, nas plantas da geracao F}, leva a formagao de 8 tipos de

gametas.

e amarelo-liso-cinza

e amarelo-liso-branca

e amarelo-rugosa-cinza
e verde-liso-cinza

e amarelo-rugosa-branca
e verde-liso-branca

e verde-rugosa-cinza

e verde-rugosa-branca

Como héa 8 tipos de gametas que podem ser produzidos por cada uma
das plantas de F}, hd um total de 64 maneiras de se combinarem (veja Segao
(2.1)). Além disso, os descendentes em Fj se distribuem proporcionalmente

da seguinte maneira:

e 27 amarelo-liso-cinza (VVRRBB, VvRRBB, VV RrBB, VV RRBb,
VoRrBB, VvRRBb, VV RrBb ou VuRrBb)

e 9 amarelo-liso-branca (VV RRbb, VoRRbb, V'V Rrbb ou VuRrbb,)
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9 amarelo-rugosa-cinza (VVrrBB, VurrBB, VVrrBb ou VurrBb),

9 verde-liso-cinza (vvRRBB, vovRRBb, vuRr BB ou vuRrbb)

3 amarelo-rugosa-branca (V'Vrrbb ou Vurrbb)

3 verde-liso-branca (vv RRbb ou vuRrbb)
e 3 verde-rugosa-cinza (vurr BB ou vurrBb)
e 1 verde-rugosa-branca (vvrrbb)

Observacao 1.4.1 Oque se conhece, até hoje, € a determinacdo do niumero
de tipos de gametas formados, sequndo a segregacao independente. Tal quan-
tidade € dada pela expressao 2", em que n representa o niumero de pares

heterozigotos presentes no gendotipo.

1.5 Gendtipo e Fenétipo

Em 1909, o pesquisador dinamarqués Wilhelm L. Johannsen (1857-1927)
introduziu dois conceitos relevantes a genética: Gendtipo e Fendtipo.

O termo Gendtipo (do grego genos, originar, e typos, caracteristica) se
refere aos tipos de alelos que certo individuo possui, ou seja, o conjunto de
alelos de um organismo individual. Em outras palavras, estd relacionado a
constituicao genética do individuo. Por exemplo, na se¢ao anterior usamos o
genotipo Aa para representar a constituicao genética do coelho de pelagem
chinchila, heterozigético, AA e aa para os homozigéticos de pelagem chinchila
e branca, respectivamente.

O termo Fendtipo (do grego pheno, evidente, e typos, caracteristica) se
refere as caracteristicas morfoldgicas, fisiolégicas ou comportamentais apre-
sentadas por um individuo, ou seja, a manifestacao do carater. O exemplo
mais imediato é citar o tom da pele relacionado a exposicao ao sol. Nesse
caso, pessoas com mesmo gendtipo terao diferentes cores de pele (fendtipo),
a medida em que muda a frequéncia de exposicao ao sol. Além disso, sabe-se

que o fenotipo é resultado da interacao do gendétipo com o meio.
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Uma curiosidade sobre o tema, é a discussao sobre os fatores que atuam
na preferéncia das pessoas quanto ao uso da mao, nao sendo descartada
a possibilidade de ter alguma influéncia genética. Um modelo hipotético,
atribui a um alelo, que podemos chamar de C' (mais frequente na populagao),
a preferéncia pelo uso da mao direita e seu alelo ¢ a preferéncia pela mao
esquerda.

Os individuos C'C e Cc seriam quase sempre destros e os individuos cc
teriam 50% de chances de serem destros e 50% de chances de serem canhotos,
dependendo do estimulo ao uso de uma das maos durante a infancia.

Essa preferéncia seria um comportamento parcialmente aprendido, o que
explicaria a discordancia de 18% em gémeos idénticos nessa preferéncia. H4
ainda os que acreditam que sejam influéncias da vida embrionaria, tais como
taxas de hormonios, as responsaveis pela caracteristica do individuo. Por-
tanto, nesse caso, como em muitos, influéncias genéticas, culturais e ambien-

tais podem interagir para o efeito final, segundo [6].

1.5.1 Determinacao do Gendétipo

O gendtipo de um individuo é inferido a partir da observacgao de sua ca-
racteristicas fenotipicas, bem como as caracteristicas de seus ancestrais ou
descendentes. Se um individuo apresenta a caracteristica condicionada por
alelos recessivos, determinamos que ele é homozigoto em relacao ao alelo
mencionado. Em contrapartida, se um individuo apresenta fenétipo condi-
cionado por um alelo dominante, deve-se analisar seus genitores e/ou seus
descendentes. Caso algum, entre estes, apresente fenétipo recessivo, pode-
mos concluir que o individuo é heterozigoto por herdar ou transmitir um
alelo recessivo.

Caso todos da linhagem apresentem fendtipo dominante, usa-se outro
mecanismo para a determinacao de seu gendtipo. Um desses mecanismos
¢ o Cruzamento Teste, que consiste em cruzar o individuo de fenétipo
dominante que estd sendo pesquisado com outro de fenodtipo recessivo. Caso

todos os seus descendentes tenham fenétipo dominante, além de concluir que
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o individuo é homozigoto, podemos concluir que seus descendentes sao todos
heterozigotos. Se, por outro lado, o cruzamento apresentar descendentes cujo

fendtipo é recessivo, concluimos que o individuo é heterozigoto.

1.6 Quadrado de Punnett

A previsao dos resultados obtidos a partir do cruzamento genético entre
dois individuos pode ser representado em forma de tabela cujos valores de
referéncia das linhas correspondem aos gametas determinados por um dos
progenitores (do macho, por exemplo), enquanto os valores de referéncia pre-
sentes nas colunas correspondem aos tipos de gametas determinados pelo sexo
oposto (a fémea), sendo completada pelos seus cruzamentos (descendentes).

Essa construgao, criada em 1917, constantemente utilizada em genética,
é conhecida como Quadrado de Punnett [em homenagem ao seu criador
Reginald Crundall Punnet (1875-1967)].

Na tabela a seguir, esta ilustrado o Quadrado de Punnet obtido a partir
do cruzamento entre dois individuos heterozigotos da forma Pp em relacao

a certa caracteristica (cor da semente da ervilha, por exemplo):

P | p
P | PP | Pp
p| Pp | pp

Tabela 1.4: Representacao dos resultados esperados no cruzamento entre dois

individuos Pp
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1.7 Heranca Recessiva e Heranca Dominante

O termo dominante leva a ideia equivocada que um alelo “domina”ou
inibe a agdo do outro (até hoje nao se conhece algum caso em que um alelo
exerga influéncia sobre o seu par localizado no cromossomo homdlogo). As

relagoes entre os alelos vém da forma como seus descendentes sao gerados.

Heranga Recessiva

Na maioria dos casos, os alelos alterados recessivos tém sua sequéncia de
bases nitrogenadas alterada e nao se expressa corretamente, de modo que a
caracteristica recessiva resulta, geralmente, na auséncia de produto génico.

Em alguns organismos, ocorre uma caracteristica denominada albinismo
tipo I em que ha auséncia completa de pigmentos em estruturas epidérmicas,
de modo que o individuo albino é branco.

O alelo normal A do gene do albinismo produz a tirosinase (enzima
que cataliza a sintese de melanina, produzindo a pigmentacao nas estruturas
epidérmicas). Por outro lado, o individuo aa nao produz melanina, gerando

individuo sem pigmentacao.

Heranga Dominante

Em certos casos ha um padrao de heranca dominante em relagao a versao
normal do gene, bastando um alelo dominante para que o individuo manifeste
determinada caracteristica.

Na espécie humana, a coreia de Huntington é uma doenca que afeta o
sistema nervoso.

O alelo normal produz a huntingtina, que é uma proteina fundamental
para o bom funcionamento das células cerebrais. O alelo mutante A produz
uma proteina alterada que se acumula nos neuronios causando sua morte.

Nesse caso, o individuo aa é normal.
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Dominancia Incompleta

H& casos em que nao ha dominancia de um alelo do gene em relagao ao
outro, onde o individuo homozigético para um gene alelo tem caracteristica
X, enquanto o individuo homozigético para o outro alelo tem caracteristica
Y e o individuo heterozigético tem caracteristica intermediaria Z. Um exem-
plo é a cor da plumagem da galinha andaluza que pode manifestar trés
tipos de plumagens: preta, cinza-azulada e branca, onde o cruzamento entre
individuos de plumagem cinza-azulada, gera um descendente de plumagem
preta, dois de coloragao cinza-azulada e um branco, revelando que o individuo
de plumagem cinza-azulada, é heterozigético. (Outro exemplo serd visto de
modo “mais matematico”’no Capitulo 3).

Nesse caso, usamos uma letra maitscula acompanhada de um indice que
diferencia os alelos. No caso da plumagem da galinha andaluza, poderiamos
usar a letra P para simbolizar a plumagem e os sobrescritos P (PT) para
indicar os alelos responsaveis pela cor preta e B (P?) para indicar os res-
ponsaveis pela coloracao branca. Assim, podemos representar o individuo de
plumagem branca como PZPB o individuo preto como PYPT e o individuo

de cor cinza-azulada como PEZPF.

1.8 Poligenia

A Poligenia é um caso especial de interagao génica entre dois ou mais pa-
res de alelos. Conhecida também como Heranca Quantitativa, Heranca
Multifatorial ou Polimeria, descreve a variacao gradativa de fendtipos de-
vido ao actimulo dos efeitos dos alelos. Algumas caracteristicas relacionadas
ao ser humano tais como cor dos olhos, cor da pele, altura e peso resultam
da heranca poligénica. Além disso, ha também caracteristicas relacionadas
aos animais tais como cor da pelagem do cao labrador e a producao de leite
do gado. Nas plantas pode ser estudada, por exemplo, na cor da semente do

trigo e na altura de certa vegetacao.
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As caracteristicas determinadas por Heranca Quantitativa geralmente so-
frem grande influéncia do ambiente, uma vez que o fendtipo pode variar de
acordo com a iteracao do individuo com o meio. Por exemplo, o gado pro-
duzird menos leite caso nao tenha alimentacao em quantidade ou qualidade
adequada. Isso quer dizer que, apesar de ter um gendtipo potencialmente
capaz de produzir certa quantidade de leite, pode nao alcancar tal producao
em decorréncia de fatores ambientais. Além desse caso, podemos reafirmar

o caso da cor da pele (visto na segao [1.5]) em rela¢do a exposi¢ao ao sol.
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Capitulo 2

Embasamento Matematico

Uma das grandes ferramentas da matematica para quantificar as possiveis
solugoes de um certo problema, é a Analise Combinatéria. Surgida por
volta do século XVII, teve suas primeiras publicacoes relacionadas a Blaise
Pascal (1623-1662) e a Pierre de Fermat (1601-1665) e posteriormente estu-
dada por Jaime Bernoulli (1654-1705), Leonhard Euler (1707-1783), Gott-
fried Leibiniz (1646-1716), entre outros. Grande parte das publicagoes tra-
tava da resolucao de problemas de fundo numérico que, em geral, eram vol-

tados aos jogos.

2.1 Analise Combinatoria

Basicamente, os problemas de Analise Combinatoria consistem em deter-
minar uma quantidade (finita) de conjuntos que satisfazem certas condigoes
apresentadas. Em geral, as solucoes de um problema em analise combinatoria
demanda a compreensao plena da situacao descrita, criatividade e certa “en-
genhosidade”. Além do mais, a Analise Combinatéria nao deve ser vinculada
exclusivamente a aplicacao de féormulas.

Neste capitulo, apresentamos algumas ferramentas basicas para deter-

minar a quantidade de elementos de conjuntos definidos de acordo com os
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enunciados dos problemas, sem que seja necessario enumerar seus elementos.

De forma breve e intuitiva, podemos aplicar a nocao de teoria de conjun-
tos, para formalizar os principios de contagem. Em especial, por se tratar de
problemas de contagem, é fundamental conhecer a quantidade de elementos
em certo conjunto X. Para tanto, representaremos por # X a quantidade de
elementos de um conjunto finito X.

Considere os seguintes dados: Num grupo de pessoas ha 3 homens e 4
mulheres.

Situagao 1 - De quantas formas podemos escolher uma pessoa do referido
grupo?

Uma forma de resolver o problema é pela escolha de um individuo do
grupo citado, o qual podemos representar no conjunto P = {homem;, homems,
homemgs, mulher;, mulhery, mulhers, mulher,}. H4, portanto, 7 possibilida-
des de escolha.

Outra forma de pensar, é explorar os conjuntos H = {homem;, homems,,
homemgs} e M = {mulhery, mulhery, mulhers, mulher,}. Nesse caso, #H = 3,
com #M = 4. Observe também que HNM = &, isto é, H e M sao disjuntos.
Temos que #(HUM) = #(H)+#(M)=3+4=T.

Dessa forma, a partir dos conceitos de Teoria de Conjuntos, podemos
escrever: Sejam A e B conjuntos finitos dois a dois disjuntos (AN B = &),
de modo que #A =pe #B =¢q. O conjunto AU B = {x;x € Aou x € B}
é tal que #(AU B) =p+ ¢, uma vez que AN B = @.

Podemos sugerir ainda que o conectivo légico OU associado a ocorréncia
de dois eventos independentes (representados por dois conjuntos disjuntos A
e B) indique a adi¢ao dos valores correspondentes a tais eventos (individual-
mente).

Além disso, da Teoria de Conjuntos temos: Sejam A, Ay, Az, ..., A,
(n € N) conjuntos finitos disjuntos (A4; N A; = &, i # j), de modo que
#A1 = p1, #Ay =po, ... #A, =p,. O conjunto

AfUA UL UA, ={r;z € Ayouzr € Ayou..ouzx € A,}

é tal que #(AUAU...UA,) =p1+p2+... +pp, uma vez que A4, NA; =2
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para i # j.

Situacao 2 - De quantas formas podemos escolher uma dupla com in-
dividuos do referido grupo, admitindo que ambos tenham sexos opostos?

Uma forma de solucionar o problema se d& pela escolha de dois individuos
do conjunto {homem;, homemsy, homemjs, mulher;, mulhery, mulhers, mulher, },
condicionada a serem de sexos distintos. Dessa forma, podemos compor os
pares:
(homem;, mulher; ), (homem;, mulhers), (homem;, mulhers), (homem;, mulhery),
(homemsy, mulher; ), (homemsy, mulhers), (homemsy, mulhers), (homemsy, mulhery),
(homems, mulher, ), (homems, mulher,), (homems, mulhers), (homems, mulhery).

Ha, portanto, 12 possibilidades de escolha.

Outra forma de pensar, é explorar o produto cartesiano entre os conjun-
tos H = {homem;, homem,, homems} e M = {mulher;, mulhery, mulhers,
mulher,}. Onde temos H x M ={(homem;, mulher;), (homem;, mulher,),
(homemy, mulhers), (homem;, mulhery), (homemsy, mulher;), (homemsy, mulher,),
(homemsy, mulhers), (homems,, mulhery), (homems, mulher; ), (homems, mulher,),
(homemgs, mulhers) e (homems, mulhery)}.

Assim, #(H x M) =#(H) - #(M) =3-4=12.

Podemos sugerir ainda que, se uma decisao “a” depende da escolha de um
elemento do conjunto A, com #A = p e, uma vez tomada a decisao “a”,
deva-se tomar uma decisao “b”pela escolha de um elemento do conjunto B,
com #B = q, entao o nimero de maneiras de se tomarem as decisoes “a’e
“b”, em sequéncia, é p x q. Isto sugere que o conectivo légico E associado
a ocorréncia de dois eventos independentes a e b indique a multiplicacao dos
valores correspondentes aos eventos (individualmente).

Além disso, podemos dizer que as decisoes “a”e “b”tomadas em sequéncia,
representam a decisao “a E b”, cujo nimero de maneiras é p x ¢q. Dessa
forma, caso seja necessario tomar uma outra decisao “c”, dependente da
escolha de um elemento do conjunto C';, com #C = r, o nimero de maneiras
de se tomarem, em sequéncia, as decisoes “a E b’e “c”, é (p X q) x r, que

corresponde ao numero de ternas ordenadas da forma (a, b, ¢) com a € A
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(#A =p),be B (#B =q) ec € C (#C = r). Podemos generalizar esta
ideia para qualquer nimero finito de tomadas de decisao em sequéncia.

A utilizacao de tais ferramentas para resolucao de problemas de contagem
é tratado na literatura como Principios Fundamentais de Contagem,

que sao enunciados a seguir:

e Principio Aditivo: Para uma quantidade finita n de conjuntos dois a
dois disjuntos com pq, po, ... ,p, elementos, o conjunto que representa

a unido de todos os conjuntos citados terd (p; + ps + ...+ p,) elementos.

e Principio Multiplicativo: Se devemos tomar uma quantidade fi-
nita de decisoes (escolhas de elementos em um conjunto, ou mais) em
sequencia, ai, as, ... ,a, com pi, P2, ... ,p, possibilidades, respecti-
vamente, a quantidade de maneiras de tomar tais decisoes ¢é igual a
(p1 X pa X - -+ X py,) correspondendo a quantidade de n-uplas ordenadas

da forma (aq, as, ..., ay,).

A seguir apresentamos alguns problemas de Andlise Combinatoéria:

Problema 2.1.1 (FGV-SP) Um restaurante oferece no carddpio 2 saladas
distintas, 4 tipos de pratos de carne, 5 variedades de bebidas e 3 sobremesas
diferentes. Uma pessoa deseja uma salada, um prato de carne, uma bebida e

uma sobremesa. De quantas maneiras a pessoa poderd fazer seu pedido ?
a)90 b)100 c)110 d)130 e)120

Solucgao:

Ha algumas maneiras para encontrar a solucao do problema. A primeira
delas é compor o conjunto de todas as possibilidades com as quadruplas que
satisfazem as condigoes referidas pelo problema. Temos: {(salada;, carney,
bebida;, sobremesay ), (salada;, carne;, bebiday, sobremesa,), (saladay, carne,
bebida;, sobremesas), (saladag, carne;, bebida;, sobremesa,), ... (saladas,
carney, bebidas, sobremesaz)}. No entanto, o processo é bastante longo e
demanda muita atencao.

Outra forma é considerar os conectivos logicos associados a situacao: de-

vemos compor o pedido com uma salada, um prato de carne, uma bebida

24



e uma sobremesa. Reescrevendo e levando em consideracao as quantidades
de cada item do cardapio temos: Salada (2 opgoes) E Carne (4 opgoes) E
bebida (5 opgoes) E Sobremesa (3 opgoes), totalizando 2 x 4 x 5 x 3 = 120

opgoes.

Problema 2.1.2 (UNESP) Um turista, em viagem de férias pela Europa,
observou pelo mapa que, para ir da cidade A a cidade B, havia trés rodovias
e duas ferrovias e que, para ir de B até uma outra cidade C, havia duas
rodovias e duas ferrovias. O numero de percursos diferentes que o turista
pode fazer para ir de A até C, passando pela cidade B e utilizando rodovia e

trem obrigatoriamente, mas em qualquer ordem, é:

a) 9 b) 10 c) 12 d) 15 e) 20

Solucao:

Observe que ha duas possibilidades:

(I) Ir de A para B por rodovia, podendo usar os elementos do conjunto
Rap = {Rodovia;, Rodoviay, Rodoviaz} e de B para C por ferrovia

podendo usar os elementos do conjunto Fge = {Ferrovia;, Ferroviay}.

(IT) Ir de A para B por ferrovia podendo usar os elementos do conjunto
Fap = {Ferroviag, Ferrovia,} e de B para C por rodovia podendo usar

os elementos do conjunto Rpc = {Rodoviay, Rodovias}.

Para (I) temos trés maneiras para irmos de A para B (#Rsp = 3) E
duas maneiras para irmos de B para C' (#Fpc = 3) , totalizando 3 x 2 = 6
formas para ir de A até C', passando por B. Note ainda que poderiamos ter
encontrado a solugao por #(Rap X Fpc).

Para (IT) temos duas maneiras para ir de A para B (#Fap = 2) E duas
maneiras para ir de B para C' (#Fpc = 2), totalizando 2 x 2 = 4 formas para
ir de A até (', passando por B. Note ainda que poderiamos ter encontrado
a solucao por #(Fap X Rpc).

Como os conjuntos Rap X Fpc (que descreve (I)) e Fap X Rpc (que

descreve (II)) sao disjuntos, a quantidade total de maneiras de chegar até C,
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a partir de A, passando por B, é igual a 6 + 4 = 10 maneiras, uma vez que

s6 podemos optar por (I) OU (II).

Problema 2.1.3 (UFES) Um shopping center possui quatro portas de en-
trada para o andar térreo, cinco escadas rolantes ligando o térreo ao pri-
meiro pavimento e trés elevadores que conduzem do primeiro para o sequndo
pavimento. De quantas maneiras diferentes uma pessoa, vindo de fora do
shopping center, pode atingir o sequndo pavimento, usando 0s acessos men-
cionados?

a) 12 b) 17 c) 19 d) 23 e) 60

Solucgao:

Para atingir o segundo pavimento, a pessoa deve:
1. Entrar no shopping (4 portas de entrada)
2. Ir ao primeiro pavimento (5 escadas rolantes)

3. Ir ao segundo pavimento (3 elevadores)

Pelo Principio Multiplicativo, a quantidade total de maneiras para aces-

sar o segundo piso ¢ 4 - 5 - 3 = 60 possibilidades.

A partir das conclusoes tiradas dos principios usados, podemos formalizar

alguns outros conceitos:

2.1.1 Permutacgao Simples

Considere um baralho com 52 cartas distintas, dispostas em uma certa
ordem. Ao embaralharmos, mudamos a ordem de algumas delas (ou todas)
sem, no entanto, mudar os seus elementos (cartas). A palavra “embara-
lhar”estd associada a palavra “misturar”, indicando a troca (permuta) de
posicoes entre as cartas. Um problema de contagem consiste em determinar

de quantas formas podemos dispor essas 52 cartas no baralho?
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Observe que temos 52 posicoes que devem ser ocupadas por 52 cartas.

Assim:
e A primeira posicao pode ser ocupada por qualquer uma das 52 cartas;

e A segunda posi¢ao pode ser ocupada por uma das 51 cartas restantes,

uma vez que uma das cartas ja ocupa a primeira posicao;

e A terceira posigao pode ser ocupada por uma das 50 cartas restantes,
uma vez que uma das cartas ja ocupa a primeira posicao e outra ocupa

a segunda posicao;

e A dltima posicao é ocupada pela ultima carta.

Tal exemplo nos da sentido a seguinte definicao:

Definicao 2.1.1 Uma Permutacao Simples de n elementos distintos é

qualquer agrupamento ordenado desses elementos.

Note que o processo de ordenacao depende da escolha das posicoes ocu-
padas desde o primeiro até o n-ésimo elemento, e da escolha dos os elementos

que ocupam tais posicoes. Portanto

e O primeiro elemento pode ser escolhido entre os n disponiveis.

O segundo elemento pode ser escolhido entre os (n — 1) restantes

O terceiro elemento pode ser escolhido entre os (n — 2) restantes

O pentltimo elemento pode ser escolhido entre os 2 restantes

O 1ltimo elemento ocupa a posicao restante.
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Pelo Principio Multiplicativo, o ntimero de Permutacoes Simples de n

elementos distintos é dado por
nn—1)-n—-2)-(n—3)-...-3-2-1=nl

Todos os problemas classicos envolvendo permutagao simples podem ser
resolvidos usando o Principio Multiplicativo. Para isso, faz-se necessario,
no entanto, sua interpretacao mais apurada, eliminando a necessidade da
aplicagao de féormulas na sua solugao. Dessa forma, a apresentacao das per-
mutagoes ¢ justificada apenas pela aquisi¢cao do vocabulério préprio.

Além da Permutacoes Simples, ha a Permutacao com Repeticao e as
Permutacgoes Circulares, que nao fazem parte do nosso interesse para o de-
senvolvimento desse trabalho. Caso o leitor tenha interesse nestes topicos,
sugerimos [I] e [B].

A seguir, um exemplo para a aplicacao das Permutacoes Simples:

Problema 2.1.4 (UFU-MG) De quantas maneiras trés maes e seus respec-
tivos filhos podem ocupar uma fila com seis cadeiras de modo que cada mae

se sente junto com seu filho?

a) 6 b) 18 c) 12 d) 36 e) 48

Solucgao:

Uma maneira de resolver, é analisar as permutacgoes das pessoas:

e H4 trés familias (mae-filho) que podemos alternar, temos P; = 3! =

3.2.1 = 6 maneiras.

e Cada troca de posigoes (mae-filho ou filho-méae) gera uma nova sequéncia.

Portanto, como sao trés familias, temos (P,)? = (2!)® = 8 maneiras.

e Como temos que julgar as duas coisas em sequéncia, “onde as familias
se sentam”E “como se sentam”, devemos multiplicar os resultados:
Obtemos 6.8 = 48 modos.

Ainda ha a possibilidade de esquematizar a solucao do problema com

grande simplicidade apds sua interpretagao, separando por cadeira:
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e A primeira cadeira pode ser ocupada por qualquer um dos 6 individuos

A segunda cadeira pode ser ocupada por apenas 1 individuo (seja a

mae ou o filho de quem sentou na primeira)

A terceira cadeira pode ser ocupada por qualquer um dos 4 restantes

A quarta cadeira pode ser ocupada por apenas 1 individuo

A quinta cadeira pode ser ocupada por qualquer um dos 2 outros in-

dividuos

A sexta cadeira deve ser ocupada pelo ultimo individuo

No total ha 6.1.4.1.2.1 = 48 maneiras.

2.1.2 Arranjo Simples

Considere a situagao a seguir:

Uma competicao de natacao conta com 8 competidores. Na chegada,
apenas os 2 primeiros nadadores recebem medalhas, sendo que o primeiro
recebe uma medalha verde e o segundo uma medalha amarela. Desejando
saber de quantas maneiras podemos fazer a premiagao, podemos organizar

os dados da situacao descrita da seguinte maneira:
e O primeiro a chegar pode ser qualquer um dois 8 nadadores;
e O segundo a chegar pode ser qualquer um dos 7 restantes;

e Os demais nadadores podem ser ignorados por nao interferirem na pre-

miagao.

Usando o Principio Multiplicativo temos 8 x 7 = 56 possibilidades.

Também podemos estudar a solugao do problema a partir da organizagao
dos 8 elementos disponiveis, em grupos ordenados de 2 elementos. Tal me-

canismo sugere a seguinte defini¢ao:
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Definicao 2.1.2 Um Arranjo Simples, € qualquer agrupamento ordenado
de p elementos distintos escolhidos a partir n elementos distintos disponiveis,
com (p < n). Em outras palavras, uma Arranjo Simples € qualquer p-upla

ordenada com p elementos distintos escolhidos entre n disponiveis.

Note que o processo de ordenacao depende da escolha dos p elementos

dispostos da primeira a (n — p)-ésima posicao.
e O primeiro pode ser escolhido entre os n disponiveis.

e O segundo pode ser escolhido entre os (n — 1) restantes

e O terceiro pode ser escolhido entre os (n — 2) restantes

e O p-ésimo pode ser escolhido entre os (n — p + 1) restantes

Pelo Principio Multiplicativo, o niimero de arranjos simples é:

n!

Anp =n(n =10 =2.(n=3)ln—p+1) =

A seguir, um exemplo de aplicacao de Arranjo Simples:

Problema 2.1.5 (UFR-RJ) Em uma tribo indigena, o pajé conversava com
seu totem por meio de um alfabeto musical. Tal alfabeto era formado por
batidas feitas em cinco tambores de diferentes sons e tamanhos. Se cada
letra era formada por trés batidas, sendo cada uma em um tambor diferente,
pode-se afirmar corretamente que esse alfabeto possuia:

a) 10 letras  b) 20 letras ~ ¢) 26 letras  d) 49 letras  ¢) 60 letras

Solucao:
Podemos organizar os dados do problema da seguinte maneira: sao 5

tambores para escolher 3 deles, ordenadamente.
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Uma maneira de resolver o problema, é a aplicacao imediata da férmula

anterior para n =5 e p = 3. Temos:

5! 5.4.3.21
A = =
>3 (5= 3)! 2!

Uma outra maneira de resolver é pelo Principio Multiplicativo:

= 5.4.3 = 60 letras

e Podemos escolher qualquer um dos 5 tambores para a primeira batida;
e Podemos escolher um dos 4 tambores restantes para a segunda batida;

e A terceira batida pode ser dada em um dos 3 tambores restantes.

Assim, serao 5 X 4 x 3 = 60 letras.

2.1.3 Combinacao Simples

Suponha que tenhamos 5 pontos, trés a trés nao colineares. O niimero de
triangulos que podemos formar com vértices nesses pontos € igual ao ntimero
de subconjuntos de trés elementos escolhidos entre 5 disponiveis.

Apesar da semelhanga em relagao ao Problema[2.1.5] a situagao atual nao
se pauta na ordem dos elementos, pois o triangulo de vértices A, Be C é o
mesmo, independente da ordem em que os vértices sao apresentados.

Nesse caso, em especial, além de escolher as As 3 formas vistas no pro-
blema anterior, ainda devemos “descontar”as Pj3 trocas de posicoes entre tais
elementos. Assim temos % = % = 10 formas de escolher tais pontos.

Também podemos estudgr a solugao do problema a partir da determinacao
de todos os conjuntos de 3 elementos escolhidos entre 5 elementos disponiveis.

Tal mecanismo sugere a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1.3 Um Combinacao Simples, é qualquer conjunto de p ele-
mentos distintos escolhidos a partir n elementos distintos disponiveis, com
(p < n). Em outras palavras, uma Combinagcdo Simples é qualquer agrupa-

mento nao-ordenado com p elementos distintos escolhidos entre n disponiveis.
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Dessa forma, o nimero de combinagoes simples é:

A
On = n’p prm—
PP, (n—p)'p!

n!

A seguir, um exemplo para a aplicacao das Combinacao Simples:

Problema 2.1.6 (UFF) Niterdi é uma excelente op¢ao para quem gosta de
fazer turismo ecoldgico. Segundo dados da prefeitura, a cidade possui oito
pontos turisticos dessa natureza. Um certo hotel da regido oferece de brinde
a cada hospede a possibilidade de escolher trés dos oito pontos turisticos
ecologicos para visitar durante sua estada. O numero de modos diferentes
com que um hospede pode escolher, aleatoriamente, trés destes locais, inde-

pendentemente da ordem escolhida, é:

a) 8 b)24 ¢)56 d)112 ¢)336

Solucgao:
Nesse caso, temos um problema de Combinagao Simples e uma forma de
resolver é a aplicagao imediata da féormula anterior, para n = 8 e p = 3.

Temos:

8! 88X T7Tx6x5 8xXxT7Tx6
Css = = =

_ — = 56 escolh
ST 8—3)3  Blx3x2x1 6 eReothias

Problema 2.1.7 (UEM) O gene que codifica a cor dos olhos em Drosdfila
melanogaster pode apresentar 32 (trinta e dois) alelos. Sabendo-se que cada
individuo recebe um alelo do pai e um da mae, € correto afirmar que o numero

possivel de genotipos heterozigotos é:

a) 1024 b) 496 c) 32 d) 512 e) 256

Solugao: Nesse caso, temos que escolher 2 alelos diferentes (heterozigo-

tos) entre 32 disponiveis. Como a ordem de disposigao dos genes alelos nao
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interfere na caracteristica do individuo, trata-se de um problema de Com-
binagao Simples e uma forma de resolver é a aplicagao imediata da férmula

anterior, para n = 32 e p = 2. Temos:

320 32x31x300  32x31
(32-2)121  30!x2x1 2

Csg 9 = = 496 gendtipos

Os problemas que envolvem Arranjos e Combinacoes sao reconhecidos
através da interpretacao do problema onde temos que escolher p elementos
entre n disponiveis. No entanto, algumas “dicas”sao validas para diferenciar

as duas ferramentas:

e No Arranjo Simples, a ordem ¢ relevante e, portanto, devemos nos
ater a conceitos associados a sequéncia, fila, sistema posicional, deter-

minacao de palavras, etc.

e Na Combinacgao Simples, ainda que haja variacao na ordem de apre-
sentacao dos elementos, nao temos resultados diferentes. Nesse caso,

percebemos a ideia de conjunto, time, equipe, dupla, comissao, etc.

2.2 Binomio de Newton

Um Binomio de Newton é a adigao (ou subtracao) de dois termos, elevada
a um expoente natural. Assim, (x + y)" e (x — y)", n € N, sdo bindémios.

Observe o desenvolvimento de alguns binémios variando o valor de n € N.

(z+y)" =1

(z+y)! = lo+ly

(r+y)? = 122+ 2xy+ 1y?

(z+y)® = 12°+ 322y + 3zy* + 1¢°
(x+y)* = 1zt + 423y + 62%y + day® + 1y
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ou ainda

(z—y)° =1

(z—y)' = lo—1y

(x—1y)* = 1% — 2wy + 1y?

(x—y)? = 12° —32%y + 32y — 1y°
(x—y)* = l1az* — 42’y + 62%y* — day® + 1y

Destacando os coeficientes de cada desenvolvimento de (x+y)™ (chamados

Coeficientes Binomiais), podemos organiza-los da seguinte forma:

Linha 0 1

Linha 1 11

Linha 2 1 2 1

Linha 3 13 3 1

Linha 4 14 6 4 1

Linha 5 1 5 10 10 5 1
Linha 6 1 6 15 20 15 6 1
Linha 7 1 7 21 35 35 21 7 1

Tal representacao dos coeficientes é chamada de Triangulo de Pascal.

2.2.1 O Triangulo de Pascal

Historicamente, ha registros do matemético arabe Al-Karaji a partir do
final do século X, que mostravam a compreensao da lei de formacao do
Triangulo de Pascal. Ha registros também de trabalhos do matematico hindu
Béaskhara (1114-11857), dando conta do célculo do nimero de permutagoes,

combinacoes e arranjos de n objetos. O mesmo aconteceu com Levi ben Ger-
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son (1288- 1344), matematico e filésofo religioso francés. No entanto, o nome
coeficiente binomial foi introduzido um pouco mais tarde por Michael Sti-
fel (14867-1567), que mostrou, em torno de 1550, como calcular (1 + z)" a
partir do desenvolvimento de (1 + z)" .

O primeiro aparecimento do triangulo de Pascal no Ocidente foi em um
livro de Petrus Apianus (1495-1552) onde Niccolo Fontana Tartaglia (1499-
1559) relacionou os elementos do triangulo de Pascal com as poténcias de
(x +y). Blaise Pascal (1623- 1662) publicou um tratado em 1654 mostrando
como utilizé-los para achar os coeficientes do desenvolvimento de (x + y)".
Jaime Bernoulli (1654-1705), em seu Ars Conjectandi, de 1713, usou a inter-

pretacao de Pascal para demonstrar que:
n . n n—i, i n n n n— n n
(@+y)" =) (Z)fc y' = (0)95 Y’ + (1)93 e+ (n>x°y
i=0

~ , n . , . .
Observacao: O simbolo ( ) pode ser lido como “ntmero binomial de
i

classe ¢ do nimero n”ou, “ntmero binomial n sobre i”. Nesse simbolo, n é

chamado de numerador e i pode ser chamado de classe do nimero binomial
ou, de forma mais comum, denominador. Além disso, <) representa a
i

Combinagao de i elementos tomados entre n disponiveis. Em outras palavras,

]

Isaac Newton (1646-1727) mostrou como calcular diretamente (x + y)"
sem antes calcular (z+y)""!. Além disso, mostrou como desenvolver (z+y)”
para qualquer ntmero racional, obtendo neste caso um desenvolvimento em
série infinita.

A representacao geométrica do triangulo de Pascal pode ser reescrita
usando os parametros “linha”e “coluna”para representa-lo como coeficien-

tes binomiais:
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A partir dessas representacoes, podemos destacar algumas propriedades

que serao uteis no desenvolvimento do trabalho.

Propriedades do Triangulo de Pascal

e A partir da terceira linha, cada elemento de uma linha é obtido pela
soma de dois elementos da linha anterior: um imediatamente a cima
dele e outro imediatamente a esquerda. O padrao se mantém, exceto
pelo o primeiro e o ultimo elementos de cada linha, que sempre serao

iguais a 1.

6
Observe, por exemplo, que o elemento 4 ¢ igual a soma dos elemen-

o))

Tal caracteristica foi observada por Stifel e enunciada como Relagao
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de Stifel. De modo geral, a Relagao de Stifel diz que:

n n n+1
- = :
4 p+1 p+1
Perceba que tal propriedade é consequéncia da lei de formacao do
triangulo de Pascal e poderia ser enunciada da seguinte forma: “ a soma

de dois elementos consecutivos, em uma mesma linha, é igual ao ele-

mento imediatamente abaixo da parcela mais a direita”.

e A soma dos elementos da linha n é igual a 2"

1 1=2°
rr . ... 2=2t
12 1 . . . . .. 4=2?
13 3 1r . . . .. 8=2
14 6 4 1 . . . . 16=21
1510 10 5 1 . . . 32=2°
1 6 15 20 15 6 1 . . 64=2°
1 721 35 3 21 71 . 128=27
1 n . 2"

e Dizemos que dois niimeros binomiais, de mesmo numerador, sao com-

plementares se, e somente se, a soma de seus denominadores for igual

) n n
ao numerador comum. Ou seja, e
p n—p

Além disso, dois nimeros binomiais complementares sao iguais.

() =(.")

) sao complementares.

Uma vez que




2.2.2 Caracteristicas do Binomio da Newton

No desenvolvimento do binémio (xz + y)", percebemos algumas carac-

teristicas relevantes para os nossos estudos:
e O desenvolvimento de (x +y)" tem n + 1 termos.

e Os coeficientes presentes no desenvolvimento binomial fazem parte do

triangulo de Pascal, uma vez que

n - n n—i, i
(x+y)" = (,L):c y

=0

e Escrevendo os termos do desenvolvimento acima segundo poténcias de-

crescentes de x, o termo da posicao k + 1 é:

Thur = (Z) aF ek

2.3 Probabilidade

“A teoria do azar consiste em reduzir todos os acontecimentos do mesmo
género a um certo numero de casos igualmente possiveis, ou seja, tais que es-
tejamos igualmente insequros sobre sua existéncia, e em determinar o niumero
de casos favordveis ao acontecimento cuja probabilidade é buscada. A razdao
deste numero para o de todos os casos possiveis € a medida dessa probabi-
lidade, a qual € portanto uma fracdo cujo numerador ¢ o niumero de casos

favordaveis e cujo denominador € o niumero de todos os casos possiveis”.

Pierre Simon Laplace (Ensaio filoséfico sobre as Probabilidades)
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Poderiamos estabelecer uma noc¢ao intuitiva em relagao a probabilidade.
No entanto, vamos nos ater ao vocabulario proprio sobre o assunto e as
operacoes e propriedades relacionadas.

O resultado do lancamento de uma moeda, por exemplo, é um acon-
tecimento aleatorio, ou seja, acontece ao acaso obedecendo algumas regras
pré definidas. Isso significa que, apesar de nao podermos prever o proximo
langamento, podemos dizer que, apés um grande nimero de lancamentos, as
chances de sair cara e as chances de sair coroa sao aproximadamente iguais
a 50%. Sabe-se ainda que o erro é inversamente proporcional ao ntimero de
langamentos, ou seja, diminui o erro a medida que o nimero de langamentos
aumenta.

A probabilidade de um evento acontecer pode ser definida intuitivamente
como a razao entre o nimero de resultados favoraveis e o niimero de resulta-
dos possiveis. No caso do lancamento de uma moeda, os resultados possiveis
sao cara e coroa. Caso quiséssemos a probabilidade de acontecer cara, por
exemplo, encontrariamos %, uma vez que ha um resultado favoravel entre 2
possiveis.

A probabilidade indica a proporcao esperada de determinado aconteci-
mento. Na pratica, o resultado nao é necessariamente igual ao esperado.
No entanto, tal proporgao se aproxima da esperada a partir da repeti¢ao do
processo.

Para a formalizagao dos conceitos, diremos que um experimento é de-
terministico, quando repetido em condigoes semelhantes conduz essencial-
mente a resultados idénticos. Os experimentos que repetidos sob as mesmas
condicoes produzem resultados geralmente diferentes, serao chamados ex-
perimentos aleatérios. A Probabilidade é o ramo da matemaética que
estuda experimentos ou fenéomenos aleatérios.

De modo simplista vamos definir alguns conceitos essenciais para o estudo
das probabilidades.

Inicialmente vamos descrever todos os possiveis resultados de um expe-
rimento e observar sua quantidade. Isso equivale a explicitar o conjunto de
possiveis resultados do experimento e o nimero de elementos contidos nele.

Este conjunto é chamado Espaco Amostral, simbolizado por 2.
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Em seguida vamos definir os resultados favoraveis em determinado experi-
mento e observar sua quantidade. Isso equivale a explicitar o subconjunto £,
de €2, ao qual pertencem todos resultados relevantes do experimento. Além
disso, temos interesse em saber o nimero de elementos de E. Tal conjunto é
chamado de Evento.

Dessa forma, admitimos que um experimentos aleatério tenha as seguintes

caracteristicas:

e H4 um numero finito n de casos possiveis (eventos elementares) reuni-

dos no conjunto espaco amostral €2, com #) = n.

e Os eventos elementares sdo equiprovaveis (mesmas possibilidades de

ocorrer).

e Todo evento favoravel é uma uniao de m eventos elementares, dispostos
no conjunto F, com #FE = m, (0 < m < n). Quando m = 0, temos

E = @ e quando m = n, temos E = ().

Definimos entao a probabilidade de o evento E acontecer, como

#E m
P(E)=-——=—
(E) 20
Como hé a restricao 0 < m < n, podemos dizer que a menor proba-
bilidade de certo evento acontecer é quando £ = @& (m = 0), e seu valor
numérico é:
#2 0
P(E)=—=—=0
(E) #Q n

Nesse caso, E é chamado de Evento Impossivel.

Mais ainda, a maior probabilidade de certo evento acontecer, ocorre

quando F = Q (m = n), e seu valor numérico é:

_#

P(E) = 15 =

n_y
n
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Nesse caso, F' é chamado de Evento Certo.

Reunindo os dois resultados temos:

0<m<n=0<PE)<I1

Para a solucao de alguns problemas, talvez seja necessario estudar as
possibilidades de determinado evento nao acontecer. Nesses casos, defini-
mos outro conjunto que consiste na reuniao de todos os eventos elementares
possiveis que nao estao em F. Tal conjunto é denominado complementar de
E em ) e simbolizado por E, sendo tratado, em probabilidade, como Evento

Complementar de E. Em consequéncia disso, podemos dizer:
e ENE=0
e FEUE=Q

o #E +#E = #Q

Assim:

= #E  H#E  #Q
#E+#E=40 = Tl =T
— P(E)+ P(E) = P(Q) (2.1)

= PE)+P(E)=1
Podemos entender melhor a teoria das probabilidades com um exemplo

de probabilidade aplicada a genética:

Problema 2.3.1 (UFRJ) Alguns centros de pesquisa na Inglaterra estio re-
alizando um programa de triagem populacional para detectar a fibrose cistica,
uma doenca autossomica recessiva grave. Toda pessoa na qual o alelo reces-
swwo € detectado, recebe orientacao a respeito dos riscos de vir a ter um des-

cendente com a anomalia. Um inglés heterozigoto para essa caracteristica €
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casado com uma mulher normal, filha de pais normais, mas cujo irmao mor-
reu na infancia, vitima de fibrose cistica. Calcule a probabilidade de que esse

casal venha a ter uma criang¢a com fibrose cistica. Justifique sua resposta.

Solucao:
Inicialmente vamos estudar a constituicao genética dos pais da mulher

M sob dois pontos:

1. Como ambos sao normais, podemos concluir que sao portadores de um

alelo dominante, digamos F'.

2. Como um dos seus filhos morreu vitima de fibrose cistica, ele herdou

um alelo recessivo f de cada um dos pais.

A conclusao é que ambos os pais de M sao heterozigotos (F'f) em relagao
ao par de alelos que determina a fibrose cistica.
Devemos, agora, julgar a constituicao genética de M em relagao aos seus

pais, levando em consideracao que M ¢é normal.

Flf
F|FF|Ff
FIEf TS

Tabela 2.1: Cruzamento entre dois individuos heterozigotos (F'f) em relagao

ao par de alelos que determina a fribrose cistica

Como M é normal, certamente nao serd caracterizada por ff (que tem

1 1
probabilidade igual a 1) Assim, probabilidade de M ser F'F igual 3 e a

2

probabilidade de M ser F'f é 3
O interesse do problema ¢é saber a probabilidade de o casal ter um filho
com fibrose cistica. Como dois sdo normais (tém um alelo F), eles s6 te-

riam um filho com fibrose cistica se ambos tivessem um alelo recessivo f.
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Desta forma, concluimos que para o casal ter um filho com fibrose cistica, M
também deve ser heterozigota F'f.
Conforme o problema, a probabilidade de o pai ser heterozigoto ¢é igual

a 1 (Evento Certo). Além disso, determinamos que a probabilidade de a

mae ser heterozigota ¢é igual a —. Finalmente, a probabilidade de o filho ser

1
homozigoto recessivo (ff) é 7 conforme Tabela
Logo, a probabilidade de o pai ser heterozigoto E a mae ser heterozigota
. L 2 1
E o filho ser homozigoto recessivo é 1 - 3 1-12-%
Uma maneira interessante de aplicar os conceitos de probabilidade é ex-

plorar um conceito particular da biologia: o Equilibrio de Hardy-Weinberg.

2.3.1 O Equilibrio de Hardy-Weinberg

O matematico inglés Godfrey Harold Hardy (1877 - 1947) e o médico
alemdo Wilhelm Weinberg (1862 - 1937), trabalhando independentemente
por volta de 1908, concluiram que a frequéncia de um gene nao muda ao

longo das geragoes, desde que:

1. Nao sofra influéncia de fatores evolutivos;
2. A populagdo seja panmitica (seres convivendo sem isolamento);
3. A populacao seja relativamente grande.

Teorema 2.3.1 [Teorema de Hardy- Weinberg] Em uma populagio in-
finitamente grande, em que o0s cruzamentos ocorrem ao acaso, e sobre a qual
nao hd atuacao de fatores evolutivos, as frequéncias génicas e genotipicas

permanecem constantes ao longo das geragoes. (Veja pdgina 226 de [4))

Além disso, seus estudos revelaram uma expressao simples dada por

(p+aq)=1

onde p representa a frequeéncia de alelos dominantes e ¢ a frequéncia de alelos

recessivos.
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Note que o desenvolvimento dessa equacao pode ser escrita como
p? + 2pg + ¢*> = 1, onde p? representa a frequéncia do individuo homozi-
goto dominante, 2pg determina a frequéncia do individuo heterozigoto e ¢?

representa a frequéncia do individuo homozigoto recessivo.

Veja um exemplo simples:

Problema 2.3.2 Suponha que em determinada populagao em equilibrio génico,
as frequéncias dos alelos A e a sao, respectivamente, 70% e 30% (o que sig-
nifica que o alelo A estd presente em 70% dos gametas, ao passo que o alelo
a estd presente em 30% dos gametas).

Pela Lei de Segregacdo dos Fatores, cada gameta é portador de apenas
um alelo de cada gene. Assim, 70% dos gametas serd portador de A e 30%
serd portador de a. Relacionando ao Teorema de Hardy- Weinberg, podemos
dizer p = 70% e q = 30%.

Mais ainda, p* = (70%)? representa a frequéncia dos individuos homo-
zigotos dominantes AA. Temos também que 2pqg = 2 - 70% - 30% = 42%
determina a frequéncia dos individuos heterozigotos Aa e ¢* = (30%) = 9%
representa a frequéncia do individuos homozigotos recessivos aa.

Dessa forma, sob as condigoes citadas, a probabilidade de encontrarmos
um individuo homozigoto dominante (AA) nesta populagdao € igual a 49%,
a probabilidade de encontrar um individuo heterozigoto (Aa) é 2% e a de

encontrar um homozigoto recessivo (aa) é 9%.

Além disso, podemos escrever o desenvolvimento do binoémio:

(P+9° = P +2p0+¢

(p+q)? = (70%)% + 2(70%)(30%) + (30%)?
( )2 = 49% + 42% + 9% = 100%
(p+q? = 1

Cabe citar que a variacao genética permite que, ao longo das geragoes,

sejam criadas diversas combinacoes genotipicas. No entanto, a ocorréncia de
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fatores evolutivos tais como a selecao natural e a mutagao, podem modificar

suas frequéncias.
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Capitulo 3

Um Elo Entre Matematica e

Genética

Nos capitulos anteriores estabelecemos conceitos e resultados envolvendo
genética e matematica. Nesse capitulo, vamos estabelecer relacoes entre al-
guns desses conceitos. Mais precisamente, veremos como o Binémio de New-
ton nos ajuda a entender a proporcao da distribuicao genotipica no cruza-
mento entre dois individuos. Tal andlise visa estabelecer uma relagao mais
apurada que a proporcao 3:1 observada por Mendel, no cruzamento entre
dois individuos heterozigotos.

Nossos estudos, apontam a relacao entre os individuos “normais”, afir-
mando inclusive qual é a proporcao de heterozigotos em relacao aos homo-
zigotos especificamente nos casos de Poligenia. Mais ainda, o objetivo prin-
cipal sera o de estabelecer a proporcao de cada gendétipo quando cruzamos
individuos cujas caracteristicas nao estao limitadas apenas a um par de ale-
los. Mostraremos que tais proporcoes podem ser obtidas dos coeficientes
binomiais do desenvolvimento de (D + R)™, onde D caracteriza parte dos
alelos aditivos dominantes, R os alelos recessivos e n a quantidade de pares

heterozigotos observados em conjunto.
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3.1 Os Cruzamentos da Planta Boca de Leao

A boca de ledo (Antirrhinum Majus) é uma das plantas mais carac-
teristicas do inverno. Muito usada no paisagismo de cidades, ela prefere
temperaturas mais frescas, mas pode ser mantida bonita até o primeiro més
de verao. Cada flor parece uma boca, que ”abre” quando apertada, e dai vem
o nome. A planta boca de ledo tem sua cor associada a um par de alelos. O
cruzamento de duas linhagens homozigotas, uma de flores vermelhas (V'V)
e outra de flores brancas (BB), gera descendentes heterozigotos (V B) de
cor rosa. Se estas plantas de coloragao rosa forem autofecundadas (cruzadas
entre si), geram descendentes de floracao branca, vermelha e rosa.

H4, no total, 6 possibilidades de cruzamento entre tais plantas, a saber:

e Branca e Branca;

Vermelha e Vermelha;

Branca e Vermelha;

Branca e Rosa;

Vermelha e Rosa;

Rosa e Rosa.

Em cada caso citado, podemos observar a previsao dos resultados dos

cruzamentos nas tabelas montadas a partir do Quadrado de Punnett (Segao

10):

1. Os cruzamentos triviais (Branca e Branca) e (Vermelha e Vermelha)

geram descendentes com floracao igual a sua propria.
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B B
B | BB | BB
B | BB | BB

Tabela 3.1: Cruzamento entre dois Individuos Homozigotos de Flores Bran-
cas (BB x BB)

ViV
VIiVV | VV
VI VvV | VV

Tabela 3.2: Cruzamento entre dois Individuos Homozigotos de Flores Ver-
melhas (VV x VV)

2. O cruzamento de dois individuos puros, porém de coloracao diferente

(Branca e Vermelha), gera descendentes com floragao rosa.

ViV
B | BV | BV
B | BV | BV

Tabela 3.3: Cruzamento entre Individuo Homozigoto de Flores Brancas e
Individuo Homozigoto de Flores Vermelhas (BB x V'V)

3. Os cruzamentos de individuos homozigotos com heterozigotos (Branco
e Rosa) e (Vermelho e Rosa) geram, proporcionalmente, dois descen-
dentes heterozigotos (Rosa) e dois descendentes de coloracao igual a dos

seus progenitores, conforme podemos observar nas tabelas a seguir:
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B V
B | BB | BV
B | BB | BV

Tabela 3.4: Cruzamento entre Individuo Homozigoto de Flores Brancas e
Individuo Heterozigoto de Flores Réseas (BB x BV)

B |V
V|IBV | VV
VBV |VV

Tabela 3.5: Cruzamento entre Individuo Homozigoto de Flores Vermelhas e
Individuo Heterozigoto de Flores Réseas (VV x BV)

Observamos que, nesse ultimo caso, os descendentes estao na razao de
1 para 1 (1:1).

4. Finalmente, observamos que o cruzamento entre individuos heterozi-
gotos (Rosa e Rosa) gera descendentes Branco, Rosa e Vermelho na

proporcao 1:2:1, respectivamente, conforme a tabela a seguir:

B |V
B | BB | BV
V|IBV | VV

Tabela 3.6: Cruzamento entre Individuos de Coloracao Rosa (BV x BV)

Note que:

O cruzamento homozigoto, apds a escolha da coloracao, gera apenas 1
tipo de descendente.

O cruzamento heterozigoto-homozigoto gera dois tipos de descendentes,
sendo um heterozigoto para cada homozigoto, respeitando portanto, a pro-

porcao 1:1.
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O cruzamento heterozigoto-heterozigoto gera descendentes das trés co-
loragoes, sendo dois heterozigotos (Rosa) e dois homozigotos (um Branco e
um Vermelho) respeitando a proporgao 1:2:1.

Organizando geometricamente, podemos perceber as trés primeiras linhas

do Triangulo de Pascal.

—_ = =
[N
—

3.2 O Modelo de Davenport

Para a generalizagao do caso anterior, estudaremos o modelo do geneti-
cista Charles Benedict Davenport (1866-1944) que sugere que a cor da pele
¢ determinada por dois pares de alelos (NNBB).

Convencionou-se, aquela época, as seguintes caracteristicas fenotipicas

associadas a cada gendtipo:

Gendtipos Fenétipos
NNBB Negro
NNBbou NnBB Mulato escuro
NNbOb, NnBb ou nnBB | Mulato médio
Nnbb ou nnBb Mulato claro

nnbb Branco

Tabela 3.7: Representagao de gendtipos e fendtipos relacionados a cor da

pele no Modelo de Davenport

Consideraremos, portanto, que o individuo cujo gendtipo é exclusiva-
mente dominante, ou seja, os quatro alelos dominantes, tenha cor da
pele negra. O individuo cujo genotipo é exclusivamente recessivo, ou qua-
tro alelos recessivos, tenha cor da pele branca. Além disso, as variagoes

trés alelos dominantes e um recessivo, dois alelos dominantes e dois
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recessivos e um alelo dominante e trés recessivos, determinam as cores

mulato escuro, mulato médio e mulato claro, respectivamente.

Observacao 3.2.1 No caso da flor Boca de Ledo, onde a colorac¢ao € associ-
ada apenas a um par de alelos, decorre imediatamente da Lei de Segregacao
dos Fatores que um individuo heterozigoto, que € associado a forma V B,
determina gametas com apenas um dos alelos: 'V ou B.

No caso da cor da pele, um individuo heterozigoto para os dois pares de
alelos NnBb, pela Lei de Segregacdo de Fatores, pode determinar gametas da
forma NB, Nb, nB e nb. Além disso, convém ressaltar que um individuo
NN Bb determina gametas NB e Nb; um individuo NnBB determina NB
e nB e, por fim, individuos homozigotos para os dois pares de alelos, para
cada caso, determinam apenas um gameta. Assim, os individuos NN BB

determinam apenas o gameta N B enquanto nnbb determina apenas nb.

Estudaremos, inicialmente, o caso do cruzamento entre dois individuos
heterozigotos para os dois pares de alelos, analisando os genotipos dos in-
dividuos envolvidos bem como a proporcao entre os seus descendentes. Apli-
cando a ideia do Quadrado de Punnett para o cruzamento entre dois in-

dividuos NnBb temos:

NB Nb nB nb

NB | NNBB | NNBb | NnBB | NnBb

Nb | NNBb | NNbb | NnBb | Nnbb

nB | NnBB | NnBb | nnBB | nnBb

nb NnBb Nnbb nnBb nnbb

Tabela 3.8: Cruzamento entre dois individuos Mulato Médio a partir do
Modelo de Davenport (NnBb x NnBb)
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Observando a Tabela 3.8 e os valores de referéncia da Tabela [3.7] temos:

1 gendtipo composto exclusivamente por alelos dominantes (negro), re-
presentado por 1D*RC.

4 gendtipos com exatamente trés alelos dominantes (mulato escuro), re-
presentados por 4D3R!.

6 gendtipos com exatamente dois alelos dominantes (mulato médio), re-
presentados por 602 R2.

4 genétipos com exatamente um alelo dominante (mulato claro), repre-
sentados por 4D'R3.

1 gendtipo composto exclusivamente por alelos recessivos (branco), repre-
sentado por 1D°R*.

A proporcao 1:4:6:4:1 nos remete, mais uma vez, ao Triangulo de Pascal
(Linha 4 ou quinta linha).

A esse tipo de cruzamento podemos relacionar o polinomio:
ID*R° +4D*R' + 6D*R? + 4D'R* + 1D°R* = (D + R)*

Nosso proximo objetivo é mostrar que, ao substituirmos a caracteristica
heterozigota de um dos gendtipos por outra com caracteristica homozigota
(independente de ser recessivo ou dominante), hé o surgimento de individuos
cujo gendtipo obedece a certa proporcao que nos remete a quarta linha do
Triangulo de Pascal.

Para tanto, observe a tabela de cruzamento de um individuo NnBB
(retiramos a caracteristica heterozigota do segundo par de alelos) com um
individuo NnBb (mantivemos a caracteristica heterozigota dos dois pares de

alelos).
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NB Nb nB nb

NB | NNBB | NNBb | NnBB | NnBb

NB | NNBB | NNBb | NnBB | NnBb

nB | N\nBB | NnBb | nnBB | nnBb

nB | NnBB | NnBb | nnBB | nnBb

Tabela 3.9: Cruzamento NnBB x NnBb entre um individuo Mulato escuro
e um Mulato médio

Portanto, para o cruzamento NnBB x NnBb temos:

2 genétipo composto exclusivamente por alelos dominantes (negro), re-
presentados por 4D*RY.

6 gendtipos com exatamente trés alelos dominantes (mulato escuro), re-
presentados por 6D3R!.

6 gendtipos com exatamente dois alelos dominantes (mulato médio), re-
presentados por 602 R2.

2 gendtipos com exatamente um alelo dominante (mulato claro), repre-
sentados por 2D'R3.

A este cruzamento podemos relacionar o polinémio:
2D*R° + 6D*R' + 6D*R* + 2D'R* = 2D(D + R)?

Entre os descendentes, observamos a proporcao 2:6:6:2 que é equivalente

a 1:3:3:1 e nos remete a quarta linha do Triangulo de Pascal.

Observe ainda que o cruzamento entre individuos NnBb e nnBb obedece

a mesma proporcao entre os descendentes, conforme a tabela a seguir:
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NB Nb nB nb

nB | NnBB | NnBb | nnBB | nnBb

nB | NnBB | NnBb | nnBB | nnBb

nb | NnBb | Nnbb | nnBb | nnbb

nb | NnBb | Nnbb | nnBb | nnbb

Tabela 3.10: Cruzamento NnBb x nnBb entre um individuo Mulato médio
e um Mulato claro

Nesse caso, podemos observar:

2 genétipos com exatamente trés alelos dominantes (mulato escuro), re-
presentados por 2D3R!.

6 gendtipos com exatamente dois alelos dominantes (mulato médio), re-
presentados por 6 D% R2.

6 gendtipos com exatamente um alelo dominante (mulato claro), repre-
sentados por 6D R3.

2 gendtipo composto exclusivamente por alelos recessivos (branco), repre-
sentados por 2D°R*.

A este cruzamento podemos relacionar o polinomio:
2D*R' 4+ 6D*R* + 6D'R? + 2D°R* = 2R(D + R)?

Da mesma forma que no caso anterior, observamos a proporc¢ao 2:6:6:2
entre os descendentes, que é equivalente a 1:3:3:1 e nos remete novamente a

quarta linha do Triangulo de Pascal, como queriamos.

Observe que, no primeiro caso, substituimos o par Bb (heterozigoto) por
BB (homozigoto dominante) e obtivemos certos tipos de genétipos. Em
seguida, ao substituir Nn por nn (homozigoto recessivo), obtivemos ou-
tros gendtipos, como era de se esperar. No entanto, a proporgao entre os

gendtipos da primeira situacao é igual proporgao entre os gendtipos da se-
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gunda situacao.

Se tivéssemos substituido Nn por NN em qualquer um dos progenitores,
obteriamos gendtipos diferentes porém, a proporc¢ao entre os genétipos ainda
seria 1:3:3:1. O mesmo aconteceria por substituir Bb por bb em qualquer um

dos progenitores.

Conclusao: Ao cruzarmos um macho heterozigoto NnBb com uma
femea NnBb obtemos os 5 gendtipos possiveis na proporcao 1:4:6:4:1. Isto
nos remete a quinta linha do Triangulo de Pascal.

Caso substituissemos o macho NnBb por outro macho com um par ho-
mozigoto de alelos (mantendo a fémea), obtemos 4 gendtipos na proporgao
1:3:3:1. Isto nos remete a quarta linha do Triangulo de Pascal. Note que o

mesmo aconteceria caso substituissemos a fémea em vez do macho.

A partir de tais conclusoes, vamos estudar a reducao da caracteristica
heterozigota, impondo a condigcao homozigota a mais um par de alelos. Isso
resulta em cruzamentos que passaremos a descrever na sequéncia (usaremos
a caracteristica recessiva, sendo equivalente a substituicao pela caracteristica

dominante).

1. nnbb x NnBb

NB Nb nB nb

nb | NnBb | Nnbb | nnBb | nnbb

nb | NnBb | Nnbb | nnBb | nnbb

nb | NnBb | Nnbb | nnBb | nnbb

nb | NnBb | Nnbb | nnBb | nnbb

Tabela 3.11: Cruzamento nnbb X NnBb entre um individuo Branco e um
Mulato médio
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4 gendtipos com exatamente dois alelos dominantes (mulato médio),

representados por 4D2R2.

8 gendtipos com exatamente um alelo dominante (mulato claro), repre-
sentados por SD'R3.

4 gendtipos composto exclusivamente por alelos recessivos (branco),

representados por 4D°R*.

A este cruzamento podemos relacionar o polinomio:
4D*R* + 8D'R?® + 4D°R* = 4R*(D + R)*

2. nnBb x Nnbb

Nb Nb nb nb

nB | NnBb | NnBb | nnBb | nnBb

nb | Nnbb | Nnbb | nnbb | nnbb

nB | NnBb | NnBb | nnBb | nnBb

nb | Nnbb | Nnbb | nnbb | nnbb

Tabela 3.12: Cruzamento nnBb x Nnbb entre dois individuos Mulato claro

4 gendtipos com exatamente dois alelos dominantes (mulato médio),

representados por 4D2R?.

8 gendtipos com exatamente um alelo dominante (mulato claro), repre-
sentados por SD'R3.

4 gendtipos composto exclusivamente por alelos recessivos (branco),

representados por 4D°R*

A este cruzamento também podemos relacionar o polinomio:

4D*R? +8D'R® + 4D°R* = 4R*(D + R)?
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3. nnBb x nnBb

nB nb nB nb

nB | nnBB | nnBb | nnBB | nnBb

nb | nnBb | nnbb | nnBb | nnbb

nB | nnBB | nnBb | nnBB | nnBb

nb | nnBb | nnbb | nnBb | nnbb

Tabela 3.13: Cruzamento nnBb x nnBb entre dois individuos Mulato claro

4 gendtipos com exatamente dois alelos dominantes (mulato médio),

representados por 4D?R?.

8 gendtipos com exatamente um alelo dominante (mulato claro), repre-
sentados por SD'R3.

4 gendtipos composto exclusivamente por alelos recessivos (branco),

representados por 4D°R*

A este cruzamento também podemos relacionar o polinomio:
4D*R* + 8D'R® + 4D°R* = 4R*(D + R)*

4. Nnbb x Nnbb

Nb Nb nb nb

NB | NNBb | NNBb | NnBb | NnBb

nb Nnbb Nnbb nnbb nnbb

NB | NNBb | NNBb | NnBb | NnBb

nb Nnbb Nnbb nnbb nnbb

Tabela 3.14: Cruzamento NnBb x Nnbb entre dois individuos Mulato claro
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4 gendtipos com exatamente dois alelos dominantes (mulato médio),

representados por 4D2R2.

8 gendtipos com exatamente um alelo dominante (mulato claro), repre-
sentados por SD'R3.

4 gendtipos composto exclusivamente por alelos recessivos (branco),

representados por 4D°R*

A este cruzamento mais uma vez relacionamos ao polinomio:
4D*R* + 8D'R?® + 4D°R* = 4R*(D + R)*

5. Nnbb x nnBb

nB nb nB nb

Nb | NnBb | Nnbb | NnBb | Nnbb

nb | nnBb | nnbb | nnBb | nnbb

Nb | NnBb | Nnbb | NnBb | Nnbb

nb | nnBb | nnbb | nnBb | nnbb

Tabela 3.15: Cruzamento Nnbb x nnBb entre dois individuos Mulato claro

4 gendtipos com exatamente dois alelos dominantes (mulato médio),

representados por 4D?R2.

8 gendtipos com exatamente um alelo dominante (mulato claro), repre-
sentados por 8D R3.

4 gendtipos composto exclusivamente por alelos recessivos (branco), re-

presentados por 4D°R*

Mais uma vez relacionamos ao polinomio:
4D*R? +8D'R® + 4D°R* = 4R*(D + R)?
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6. NnBb x nnbb

Esse caso repete o primeiro, alternando a disposicao dos genitores.

Percebemos que a proporc¢ao 4:8:4 ocorre em todos os casos e € equivalente
a proporcao 1:2:1, que corresponde a terceira linha do Triangulo de Pascal
(linha 2).

A substituicao de mais um par heterozigoto por um par homozigoto re-

sulta em 4 possibilidades de cruzamentos que descreveremos a seguir:

1. Nnbb x nnbb

nb nb nb nb

Nb | Nnbb | Nnbb | Nnbb | Nnbb
nb | nnbb | nnbb | nnbb | nnbb
Nb | Nnbb | Nnbb | Nnbb | Nnbb
nb | nnbb | nnbb | nnbb | nnbb

Tabela 3.16: Cruzamento Nnbb x nnbb entre um individuo Mulato claro e
outro Branco

8 gendtipos com exatamente um alelo dominante (mulato claro), repre-
sentados por SD'R3.

8 gendtipos composto exclusivamente por alelos recessivos (branco),

representados por SD°R*.

A este cruzamento relacionamos o polinémio:

8D'R® + 8D°R* = 8R*(D + R)*
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2. nnBb x nnbb

nb nb nb nb

nB | nnBb | nnBb | nnBb | nnBb
nb | nnbb | nnbb | nnbb | nnbb
nB | nnBb | nnBb | nnBb | nnBb
nb | nnbb | nnbb | nnbb | nnbb

Tabela 3.17: Cruzamento nnBb x nnbb entre um individuo Mulato claro e
outro Branco

8 gendtipos com exatamente um alelo dominante (mulato claro), repre-
sentados por SD'R3.

8 gendtipos composto exclusivamente por alelos recessivos (branco),

representados por 8D R*.

A este cruzamento também relacionamos o polinomio:
8D'R* +8D°R* = 8R*(D + R)*

3. nnbb x Nnbb

Esse caso repete o primeiro, alternando apenas a disposicao dos geni-

tores

4. nnbb x nnBb

Esse caso repete o segundo, alternando apenas a disposi¢ao dos geni-

tores

Note que a proporgao 8:8, registrada em todos os casos, é equivalente a

proporc¢ao 1:1 e corresponde a segunda linha do Triangulo de Pascal.

Note ainda que o cruzamento Nnbb x nnbb é proporcionalmente igual
a NNBB x NNBbe NNBB x NnBB, uma vez que a caracteristica do
polinomio é definida pela relagao entre a quantidade de pares heterozigotos

e a quantidade de pares homozigotos.
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3.3 Resultado Parcial

Apéds a observacao dos casos de cruzamento entre individuos com ATE
quatro pares de alelos heterozigotos, agrupamos os genétipos em relacao ao

nimero de alelos dominantes e obtivemos a seguinte distribuicao:

1. A autofecundagao homozigota gera descendentes de 1 inico gendtipo.

2. O cruzamento de um individuo exclusivamente homozigoto com um se-
gundo individuo portador de exatamente um par heterozigoto de alelos,

determina dois gendtipos que se relacionam na razao 1:1.

3. O cruzamento entre individuos cujos genotipos observados em conjunto
revelam dois pares de alelos heterozigotos, determina trés gendtipos

relacionados segundo a proporcao 1:2:1.

4. O cruzamento entre individuos cujos gendtipos observados em conjunto
revelam trés pares de alelos heterozigotos, determina quatro gendtipos

que obedecem a proporcao 1:3:3:1.

5. O cruzamento entre individuos cujos genotipos observados em conjunto
revelam quatro pares de alelos heterozigotos, determina cinco genétipos

que obedecem a proporcao 1:4:6:4:1.

Além disso, percebemos que a substituicao de um par heterozigoto por
um par homozigoto mantém a proporcao entre os genotipos dos descenden-
tes, independente de tal par homozigoto ser dominante ou recessivo. Desta
forma, aplicando os resultados observados, podemos compor as seguintes ta-

belas com as relacoes:
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e Caso em que substituimos os pares heterozigotos de alelos essencial-

mente por pares homozigotos recessivos:

Cruzamento Forma Polinomial Equivalente

NnBbx NnBb | 1D*+4D3*R +6D?R? + 4ADR? + 1R* | (D + R)*

NnBb x nnBb | 2D*R + 6D*R? 4+ 6DR? + 2R* 2R(D + R)?

NnBb x nnbb | 4D?R? + 8DR? + 4R* 22R%(D + R)?
Nnbb x nnbb | 8DR? + 8R4 2R3(D + R)*
nnbb x nnbb 16R* 24RY(D + R)°

e Caso em que substituimos os pares heterozigotos de alelos essencial-

mente por pares homozigotos dominantes:

Cruzamento Forma Polinomial Equivalente

NnBb x NnBb 1D* + 4D3R + 6D2R? + 4DR3 + 1R* | (D + R)*

NnBb x NNBb 2D* + 6D3R + 6D?*R? + 2DR3 2D(D + R)?

NnBbx NNBB | 4D* 4 8D*R + 4D*R? 22D%(D + R)?
NnBB x NNBB | 8D*+8D*R 23D3(D + R)*
NNBB x NNBB | 16D* 24D*(D + R)°

E relevante, para o trabalho, observar a sequéncia escrita com os coefici-

entes na forma binomial e todos os expoentes conhecidos até o momento:

e Polinomio relacionado ao cruzamento NnBb x NnBb:

2RO[() DR + () DPR + (5) D*R? + (5) D'R* + (3) D°RY)] = 2°RO(D + R)*

e Polinomio relacionado ao cruzamento NnBb x nnBb:

2R [DR+ QDR+ QDR+ (DR = 2 R(D + 1)

e Polinomio relacionado ao cruzamento NnBb x NN Bb:

21D [() PP RO + ([) D* R + (5) D'R? + (;) D°R°] = 2'DY(D + R)?
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e Polinomio relacionado ao cruzamento NnBb x nnbb:

22R? [(3)D*R° + (?)D'R' + (}) D°R*] = 2°R*(D + R)?

e Polinomio relacionado ao cruzamento NnBb x NN BB:

22D% [()D*R° + (})D'R' + (3) D°R?] = 22D*(D + R)*

e Polinomio relacionado ao cruzamento Nnbb x nnbb:

2R3 [())D'R° + (;)D°R'] = 2°R*(D + R)!

e Polinomio relacionado ao cruzamento NnBB x NN BB:

2D [(o) D'R + (1)) D"R'] = 2°D*(D + R)!

e Polinomio relacionado ao cruzamento nnbb x nnbb:

2R [(0)(D + R)°] = 2*RYD + R)°

e Polinomio relacionado ao cruzamento NNBB x NNBDB:

2'D*[(0)(D + R)°] =2'D*(D + R)°

Percebemos que para cada substituicao de um par heterozigoto por um
par homozigoto recessivo, ou dominante, na parcela (D+ R)" diminui-se uma
unidade no seu expoente t ao passo que na parcela R’ ou D' aumenta uma
unidade no expoente 1.

Percebemos também que ha certa variagao na caracteristica genotipica
dos individuos, no entanto, a proporcao dos descendentes é constante e, nesse
primeiro momento, vamos nos ater apenas a esta proporcao.

Note que tal propor¢ao pode ser observada pelos coeficientes do desen-
volvimento de RY (D + R)*" com 0 <4 < 4, oude D'(D+ R)* (0 <i < 4),

conforme vemos a seguir.
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e Nenhum par heterozigoto: (1 descendente)

(D+ R) =1D°R°.

e Um par heterozigoto e um par homozigoto (descendentes na proporgao
1:1):
D(D + R)! =1D*R’ + 1D'R*.

ou

(D+ R)'R=1D'R' + 1D'R".
e Dois pares heterozigotos (descendentes na propor¢ao 1:2:1):

(D+ R)*=1D*+2D'R' + 1D"R?.

e Trés pares heterozigotos e um par homozigoto (descendentes na pro-
porgao 1:3:3:1):

D(D+R)*=1D*R’ + 3D*R' + 3D*R* + 1D'R.

ou

(D+ R)*R=1D*R' + 3D*R* + 3D'R* + 1D R".
e Quatro pares heterozigotos (descendentes na propor¢ao 1:4:6:1):

(D+ R)* =1D*R° + 4D*R' + 6D*R* + 4DR* + 1D°R*.

Conclusao: Para caracteristicas genotipicas que sao descritas por um
ou dois pares de alelos, apontamos resultados tedricos sobre o que acontece
com a distribuicao dos descendentes de um cruzamento no que diz respeito a
frequéncia de cada caracteristica genotipica. Na proxima secao faremos algo
semelhante para o caso de trés pares de alelos. Posteriormente faremos o

caso geral.
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3.4 Expansao dos Resultados

Os responsaveis pela variacao da altura de certa planta encontrada no
cerrado, sao trés pares de alelos com segregacao independente, que interferem
igualmente na altura da planta.

Nesse caso, representando o individuo heterozigoto representado por AaBbC'c,
podemos determinar o que é esperado para a primeira geragao de um cru-
zamento entre dois individuos com os gendtipos AaBbCc. Apontamos a

distribuicao na tabela a seguir:

ABC ABc AbC aBC Abc aBc abC abc

ABC | AABBCC | AABBCc | AABbCC | AaBBCC | AABbCc | AaBBCc | AaBbCC | AaBbCc

ABc AABBCc AABBce AABbCc AaBBCc AABbce AaBBce AaBbCec AaBbce

AbC AABbCC AABbCc AACC AaBbCC AAbCc AaBbCc AabbCC AabbCc

aBC AaBBCC AaBBCc AaBbCC aaBBCC AaBbCc aaBBCc | aaBbCC aaBbC'c

Abc AABbCc AABbce AAbbCc AaBbCc AAbbce AaBbcc AabbCec Aabbce

aBc AaBBCc AaBBcc AaBbCc aaBBCc AaBbce aaBBcc aaBbCc aaBbcc

abC AaBbCC AaBbCec AabbCC aaBbCC AabbCec aaBbCec aabbCC aabbCec

abc AaBbCc AaBbcc AabbCec aaBbCc Aabbcc aaBbce aabbCec aabbce

Tabela 3.18: Cruzamento AaBbCc x AaBbCc entre plantas heterozigotas
cuja altura varia dependendo de trés pares de alelos

Observe que os descendentes desse cruzamento estao distribuidos propor-

cionalmente da seguinte maneira:

e 1 individuo com 6 alelos dominantes, que representamos por 1D°R?;

e 6 individuos com 5 alelos dominantes e 1 recessivo, que representamos
por 6D°R!;

e 15 individuos com 4 alelos dominantes e 2 recessivos, que representamos
por 15D*R?,

e 20 individuos com 3 alelos dominantes e 3 recessivos, que representamos
por 20D3 R3;
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e 15 individuos com 2 alelos dominantes e 4 recessivo, que representamos
por 15D?R*;

e 6 individuos com 1 alelo dominante e 5 recessivos, que representamos
por 6D'R?;

e 1 individuo com 6 alelos recessivos, podendo ser que representamos por
1DYRS.

Dessa forma, vamos corresponder ao cruzamento AaBbCc x AaBbC'c o

polinémio:
1D + 6D°R + 15D*R* + 20D*R® + 15D*R* + 6DR° + 1R® = (D + R)®

A generalizacao da representagao polinomial de cruzamentos se dard a
partir do desenvolvimento dos resultados ja conquistados e os que obteremos
na sequeéncia desta secao.

No decorrer deste capitulo, tratamos de cruzamentos em que o niimero
de pares heterozigotos era igual a 0, 1, 2, 3, 4 e 6. A seguir, estudamos o
caso em que o numero de pares heterozigotos é igual a 5 e associaremos a ele
um polinomio semelhante ao dos outros casos.

Para tanto, excluimos a caracteristica heterozigota de um dos pares de
alelos, do cruzamento AaBbC'c x AaBbC'c, impondo a caracteristica domi-
nante para o primeiro par de alelos de um dos progenitores.

Neste caso, temos o cruzamento AABbC'c x AaBbC'c que pode ser visu-

alizado na tabela a seguir:
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ABC ABc AbC aBC Abe aBc abC abc
ABC | AABBCC | AABBCc | AABbCC | AaBBCC | AABbCc | AaBBCc | AaBbCC | AaBbCec
ABc AABBCc AABBce AABbWCc AaBBCc AABbce AaBBcc AaBbCe AaBbcc
AbC AABbCC AABbCce | AABVCC AaBbCC | AAbLCc | AaBbCc | AabbCC AabbCc
Abe AABbCc AABbce AAbLCc AaBbCec AAbbce AaBbcc AabbCc Aabbee
ABC | AABBCC | AABBCc | AABbCC | AaBBCC | AABbCc | AaBBCc | AaBbCC | AaBbCc
ABc AABBCc AABBcc AABbWCc AaBBCc AABbce AaBBcc AaBbCec AaBbcc
AbC AABbCC AABbCc | AACC AaBbCC | AAbLCc | AaBbCc | AabbCC AabbCc
Abc AABbWCc AABbce AAbLCc AaBbCc AAbbce AaBbcc AabbCc Aabbcee

Tabela 3.19: Cruzamento AABbCc x AaBbC'c entre plantas cuja altura varia
dependendo de trés pares de alelos: A primeira heterozigota para dois pares
de alelos e a segunda heterozigota para trés pares de alelos

Observe que os descendentes deste cruzamento estao distribuidos propor-

cionalmente da seguinte maneira:

e 2 individuo com 6 alelos dominantes, que representamos por 2D5;

10 individuos com 5 alelos dominantes e 1 recessivo, que representamos
por 10D°RY;

20 individuos com 4 alelos dominantes e 2 recessivos, que representamos
por 20D*R?,

20 individuos com 3 alelos dominantes e 3 recessivo, que representamos
por 20D3 R3;

10 individuos com 2 alelo dominante e 4 recessivos, que representamos
por 10D?R*;

2 individuo com 1 alelo dominante e 5 recessivos, que representamos

por 2D R®;

Logo, o cruzamento entre individuos cujos genétipos observados em con-

junto revelam 5 pares de alelos heterozigotos e um par homozigoto domi-

nante, determina 6 fenétipos que obedecem a proporcao 2:10:20:20:10:2 que

é equivalente a proporcao 1:5:10:10:5:1.
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A este cruzamento relacionamos o polinémio:
2D% +10D°R + 20D*R* + 20D*R* + 10D*R* + 2DR® = 2D(D + R)®

Observacao 3.4.1 A escolha do par heterozigoto a ser substituido, ndao in-

terfere na forma polinomial correspondente.

Observacao 3.4.2 Se tivéssemos substituido o par heterozigoto por um par

homozigoto recessivo, encontrariamos o polinomio correspondente:
2D°R + 10D*R* 4+ 20D*R* + 20D*R* + 10DR® + 2R® = 2R(D + R)®

Com efeito, excluiremos a caracteristica heterozigota de um dos pares de
alelos do cruzamento original AaBbCc x AaBbC'c, impondo a caracteristica
recessiva para o primeiro par de alelos de um dos progenitores.

Neste caso, temos o cruzamento aaBbCc x AaBbC'c que pode ser visua-

lizado na tabela a sequir:

ABC ABc AbC aBC Abc aBc abC abc

aBC | AaBBCC | AaBBCc¢ | AaBbCC | aaBBCC | AaBbCc | aaBBCc | aaBbCC | aaBbCc

aBc AaBBCc AaBBcc AaBbCc aaBBCec AaBbcce aaBBcc aaBbCc aaBbce

abC AaBbCC AaBbCc AabbCC aaBbCC AabbCec aaBbCc aabbCC aabbCc

abc AaBbCc AaBbcc AabbCec aaBbCc Aabbcc aaBbce aabbCc aabbce

aBC | AaBBCC | AaBBCc | AaBbCC | aaBBCC | AaBbCc | aaBBCc | aaBbCC | aaBbCc

aBc AaBBCc AaBBcc AaBbCec aaBBCec AaBbcc aaBBcc aaBbCc aaBbce

abC AaBbCC AaBbCec AabbCC aaBbCC AabbCec aaBbC'c aabbCC aabbC'c

abc AaBbCc AaBbcc AabbCec aaBbCc Aabbce aaBbce aabbCc aabbce

Tabela 3.20: Cruzamento aaBbC'c x AaBbC'c entre plantas cuja altura varia
dependendo de trés pares de alelos: A primeira heterozigota para dois pares
de alelos e a segunda heterozigota para trés pares de alelos

Observe que os descendentes deste cruzamento estao distribuidos propor-

cionalmente da sequinte maneira:
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2 individuo com & alelos dominantes e 1 recessivo, que representamos
por 2D°R!;

e 10 individuos com 4 alelos dominantes e 2 recessivos, que representa-
mos por 10D*R?;

e 20 individuos com 3 alelos dominantes e 3 recessivos, que representa-
mos por 20D3R3;

e 20 individuos com 2 alelos dominantes e 4 recessivo, que representamos
por 20D?R*;

e 10 individuos com 1 alelo dominante e 5 recessivos, que representamos
por 10D'R;

2 individuo com 6 alelos recessivos, que representamos por 2R,

Dessa maneira, o cruzamento entre individuos cujos genotipos observados
em conjunto revelam 5 pares de alelos heterozigotos e wm par homozigoto
recessivo, determina 6 fenotipos que obedecem a propor¢ao 2:10:20:20:10:2
que € equivalente a proporcao 1:5:10:10:5:1.

Logo, a este cruzamento relacionamos o polinomio:
2D°R + 10D*R* 4+ 20D*R® + 20D*R* + 10DR® + 2R® = 2R(D + R)®

Se observarmos os polinomios encontrados em todos os casos e se conside-
rarmos que a determinacgao do fenotipo dos individuos sao dados pela quan-
tidade de alelos dominantes, podemos buscar uma representacao polinomial
para os cruzamentos entre dois individuos, dependente do desenvolvimento
do binémio (D + R)", onde D representa os alelos dominantes, R os ale-
los recessivos e n representa a quantidade de pares heterozigotos de alelos,
independente do progenitor que o fornece.

Percebemos ainda que a Genética trata de pares de alelos, herdados tanto
pelo pai quanto pela mae. Dessa forma, qualquer que seja a caracteristica
a ser avaliada, devemos considerar que cada par de alelos observado no pai,

deve ser observado também na mae. Portanto, se uma certa caracteristica
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é determinada por um par especifico de alelos de cada individuo (como é o
caso do albinismo), devemos estudar, no total, dois pares (um do pai e um
da mae). Se a caracteristica “cor da pele”for determinada por dois pares
especificos de alelos, devemos estudar, no total, os quatro pares e assim
sucessivamente. Percebemos ainda que nao ha sentido pratico pensar apenas
no desenvolvimento do binémio (D + R)™, pois no caso em que o nimero n
¢ impar, é relevante saber a descricao das caracteristicas homozigoticas que
“completam os pares”de alelos. Deve-se, nesse caso, estabelecer se ha mais
pares dominantes de alelos, recessivos ou ambos.

Cabe ressaltar que o processo para o completamento de pares nao se
da apenas pelo acréscimo de um par de alelos. Por exemplo, suponha que
uma certa caracteristica de individuos seja determinada por trés pares de
alelos, digamos AABBCC'. Uma das possibilidades de cruzamento é entre
individuos cujas caracteristicas genotipicas observadas EM CONJUNTO,
tenham 3 pares de alelos heterozigotos. Como devemos completar 6 pares
afinal, sao 3 pares do pai e 3 da mae, os outros trés pares podem ser escolhidos
de uma das seguintes formas:

I) 3 homozigotos recessivos;

IT) 3 homozigotos dominantes;

I1T) 2 homozigotos recessivos e 1 homozigoto dominante;

IV) 1 homozigoto recessivo e 2 homozigotos dominantes.

Para finalizar a andlise do caso de trés pares de alelos, observamos que do
cruzamento AaBbC'c x AaBbC'c resulta um polinémio que na forma binomial
é representado por:

6 6 6 6 6 6 6
DR’ D°R! D'R? D*R? D*R* D'R® DRS
<0) R+(1> R4, | DR+ () DR ) DR+ () DR +( () DR

Ja o cruzamento AABbC'c x AaBbC'c, obtido pela substituicao de um par
heterozigoto Aa por um par homozigoto AA, resulta um polindomio que na

forma binomial é expresso por

2D Kg) DR + (?) D*R! + (2) D3R? + <§) D?’R? + <Z>D1R4 + <§> D0R5]
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Finalmente, o cruzamento aaBbC'c x AaBbC'c, obtido pela substituicao

de um par heterozigoto Aa por um par homozigoto aa, resulta um polinomio

que na forma binomial escrevemos:

2R Kg) DR + (?) D*R! + (Z) D3R? + <§) D?R3? + (i>D1R4 + <§> DOR5]

Conclusoes: Os resultados obtidos até o momento e a maneira como

foram obtidos podem ser generalizados para qualquer quantidade de pares

de alelos. Portanto, podemos afirmar que:

L.

IT.

III.

V.

VL

O numero total de pares de alelos sempre corresponde ao dobro da
quantidade de pares que determinam certa caracteristica no individuo.
Se uma caracteristica é determinada por n pares de alelos, no total

teremos 2n pares, sendo n do pai e n da mae.

Quando todos os pares de alelos sao heterozigotos, a expressao (D +
R)?" descreve a proporgao entre os genétipos dos descendentes do cru-
zamento. Cabe ressaltar que tal distribuicao de frequéncias obedece

aos coeficientes da linha 2n do Triangulo de Pascal.

A substituicao de k < n pares heterozigotos par k pares homozigotos,
faz com que a distribuicao da frequéncia dos descendentes corresponda

proporcionalmente a linha 2n — k do Triangulo de Pascal.

Se o cruzamento estiver obedecendo a proporc¢ao da linha k do Triangulo

de Pascal, teremos k+1 fendtipos determinados (Veja a Subsegao[2.2.2)).

Se uma certa caracteristica é observada em 2n pares de alelos, obser-
vados em conjunto, temos um total de 2*" cruzamentos uma vez que

tais valores estao dispostos na linha 2n do Triangulo de Pascal.

Quando substituimos k pares heterozigotos de alelos por k pares ho-
mozigotos, podemos concluir que, apesar da propor¢ao ser mantida,
por (iv), o nimero de individuos é constante, por (v). Assim, como na
linha 2n do Tridngulo de Pascal, a soma dos coeficientes é 22", e na

linha 2n — k do Tridngulo de Pascal, a soma dos coeficientes é 2277%,
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VIL

VIIL

IX.

é necessario multiplicar os coeficientes da linha 2n — k por 2* para

obtermos a frequéncia de cada gendtipo. Afinal, 2277 F x 2k = 227,

Cada substituicao de pares heterozigotos por homozigotos dominantes
aumenta em uma unidade o expoente de D que multiplica o binomio.
Da mesma forma, a substituigao por um par recessivo aumenta em uma

unidade o expoente de R.

A soma dos expoentes de cada um dos termos da representagao poli-

nomial genotipica sempre sera 2n.

Desta forma, a relacao matematica que descreve qualitativa e quantita-
tivamente os individuos descendentes de um cruzamento de progenito-
res caracterizados por n pares de alelos relevantes, em cada individuo,
¢ dada pelo polinémio gerado pelo desenvolvimento de G, (D, R) des-
crito a seguir, que relaciona as quantidades de alelos D e R da seguinte

forma:

GZn(Da R) _ 2(HD+HR)DHDRHR(D + R)HT (31)

ou ainda

GQn(D7 R) _ 2(HD+HR)DHDRHR(D + R)(2n7(HD+HR)) (32)

onde HT, HD e HR simbolizam, respectivamente, o nimero de pares
Heterozigotos, o nimero total de pares Homozigotos Dominantes e o to-
tal de Homozigotos Recessivos. Além disso, n representa a quantidade
de pares de alelos que determinam certa caracteristica no individuo.
Por fim Gy, (D, R) é o polinomio que representa a propor¢ao de cada ca-
racteristica genotipica associada ao cruzamento genético. Note também
que HI'+ HD + HR = 2n.

. Apesar do abuso de notacao, podemos definir a probabilidade de certo

gendtipo acontecer como o coeficiente que representa tal genétipo no
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desenvolvimento de

2(HD+HR)DHDRHR<D + R)(Qn—(HD+HR))

P(Gan(D, ) = -

(3.3)

O exemplo a seguir ilustra, além da aplicagao, a importancia dos resultados
obtidos.

Problema 3.4.1 Suponha que a altura de certo tipo de vegetacdao seja de-
terminada em 10 pares de alelos, situados em cromossomos diferentes. Su-
ponha que os alelos representados por letra maituscula corresponde a maior
altura e que quanto mais letras maitusculas, mais alta serd a planta. As-
sim, a planta mais alta, denotada por Pp, tem caracteristica genotipica dada
por AABBCCDDEEFFGGHHIIJJ e a planta mais baiza, denotada por
Pr, tem caracteristica genotipica dada por aabbceddeef fgghhiijj. Do cru-
zamento de uma planta Py, de 1,20 metros de altura, cuja caracteristica
¢ representada por AAbbCcddeeFFGgHHiiJJ com uma planta Py, repre-
sentada por aabbC'C'DdeeF FgghhiiJJ, de 0,96 metros de altura, podemos

afirmar:

i. Cada planta tem n = 10 pares de alelos relevantes que determinam

uma certa caracteristica, no caso, a altura das plantas.

220

ii. Sao, ao todo, 20 pares de alelos, originando possibilidades de cru-

zamento.

iii. Observando a caracteristica genética de P, vemos que possui 4 pares
homozigotos dominantes (8 alelos dominantes), 4 pares recessivos (8
alelos recessivos) e 2 pares heterozigotos (2 alelos dominantes e 2 re-
cessivos). Assim, P, tem 10 alelos dominantes e 10 alelos recessivos.

Seguindo nossa notacao, P; pode ser representada por DY R,

iv. Observando a caracteristica genética de P,, vemos que possui 3 pares
homozigotos dominantes (6 alelos dominantes), 6 recessivos (12 alelos

recessivos)e 1 par heterozigoto (1 alelo dominante e 1 recessivo). Assim,

73



P, tem 7 alelos dominantes e 13 alelos recessivos. Assim, P, pode ser

representada por DR,

v. No total, P; e P, revelam em conjunto 7 pares homozigotos dominantes,

10 recessivos e 3 pares heterozigotos.

vi. Como, no total, temos 3 pares heterozigotos, ha 4 fendtipos possiveis
do cruzamento entre P; e P, e os descendentes estarao na proporgao

1:3:3:1, correspondentes a quarta linha do Triangulo de Pascal.

vii. A planta P, possui 10 alelos dominantes por (iii) e 1,20 metros de
altura, enquanto a planta P,, com 7 alelos dominantes por (iv) e tem
0,96 metros. Assim, cada alelo dominante contribui efetivamente com
0,08 metros na altura da planta, pois 3 alelos dominantes a mais em

P, correspondem a 0,24 metros a mais na sua altura em relagao a P; .

A partir da analise dos dados e aplicando a notacao descrita anterior-
mente, podemos escrever: 2n =20, HI' =3, HD =7 ¢ HR = 10.
Aplicando a expressao (3.1)) temos:

(D R) — 2(HD+HR)DHDRHR(D+R)HT
(D,R) = 2(7+10)D7R10(D—|—R)3
Goo(D,R) = 2"D'R™(1D*+3D’R+3DR? + 1R?)
(D,R) = 27"(1D"R'" 4+ 3D°R11 + 3D*R" 4 1D R')
(D,R) = 271D"YR'" 42" 3DR11 + 2'".3D®R"? + 2" 1D R

229 possibilidades de cruzamento (#Q = 2%9) e,

Por (ii), sabemos que ha
a partir dai, podemos determinar a probabilidade para cada um dos quatro
gendtipos encontrados. Por abuso de notacao, vamos escrever o polinomio
P (G2,(D, R)) onde o coeficiente do termo DR’ representa a probabilidade

de encontrar um descendente da forma D'R’ no cruzamento entre as plantas
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citadas. Temos
217.1D10R10 + 217.3D9R11 + 217.3D8R12 + 217.1D7R13
220
217.1D10R10 217.3D9R11 217.3D8R12 217‘1D7R13
220 + 220 + 220 + 220
1D10R10 3D9R11 3D8R12 1D7R13
23 + 23 + 23 + 23
1

3 3 1
P(Gn(D,R)) = DR+ DR+ SDRY 4 CD'RY

P(Gn(D,R)) =

P(Gn(D,R)) =

P(Gn(D, R)) =

Considerando a planta P, como referéncia e (vii) para determinar as al-

turas correspondentes a cada genodtipo encontrado, temos que:
o D'R' tera 0,96 metros, a mesma altura de Py;

o DB®R'2 tera 1,04 metros, por ter um alelo dominante a mais que P, e,

portanto, 0,08 metros a mais na altura;

o DR terd 1,12 metros por ter dois alelos dominantes a mais que P,

e, portanto, 2 x 0,08 metros a mais na altura;

e DI°R0 terd 1,20 metros por ter trés alelos dominantes a mais que P, e,
portanto, 3 x 0,08 metros a mais ou, equivalentemente, por ter tantos

alelos dominantes quanto P;;

Conclusao: Do cruzamento de P, com P, teremos, proporcionalmente, a

cada grupo de 8 plantas:
e 1 planta de 0,96 metros;
e 3 plantas de 1,04 metros;
e 3 plantas de 1,12 metros;
e 1 planta de 1,20 metros.

Observe ainda que
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e A planta mais baixa, que denotamos por Pg, nao tem alelos dominantes
e, portanto, tem 7 alelos dominantes a menos que P,. Como P, tem
0,96 metros, a planta Pr terd 0,96 — 7 x 0,08 = 0,96 — 0,56 = 0,40

metros.

e A planta mais alta que denotamos por Pp tem todos os seus 20 alelos
dominantes e, portanto, tem 13 alelos dominantes a mais que P,. Como
P tem 0,96 metros, a planta Pp terd 0,96+ 13 x0,08 = 0,96+ 1,04 =
2,00 metros.

Tal expressao nos poupa muito trabalho em relacao a analise proporcional
de descendentes destas plantas e permite determinar a altura da planta mais

baixa até a mais alta, qualitativa e quantitativamente.
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Capitulo 4
Resolucao de Problemas

Muitas vezes, a modelagem de problemas especificos da biologia, se d&
pela aplicagao dos conceitos matematicos vistos até o momento.
Na sequéncia, além da apresentacao dos problemas, sao mostradas suas

solugoes.

4.1 Aplicacoes

Problema 4.1.1 Foram cruzadas duas variedades de milho com producao
de 40g e 120q por espiga. Obteve-se em Fy apenas variedades com produc¢ao
de 80g por espiga. Na autofecundacgao de individuos de Fy foram obtidas em
Fy, 1280 plantas, sendo 5 delas com producao de 40g e 5 com producao de
120g. Determine:

a) Quantos sao os pares de genes envolvidos.

b) O nimero de fendtipos em Fy.

¢) Com quanto cada gene efetivamente contribui apara a producao de
graos.

d) O peso médio para as espigas de cada fendtipo.

Solucgao:
a) Como em F; hé apenas um tipo de descendentes (a variedade de 80g
por espiga), podemos concluir que os individuos de 40g e de 120g sao puros

(Segao 1.4.1). Admitimos que o individuo de 40g tenha todos os seus pares
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de alelos recessivos e que o individuo de 120g tenha todos os seus pares de
alelos dominantes. Além disso, sabemos que a caracteristica citada deve ser
observada na mesma quantidade de pares de alelos para ambos os individuos.

Note ainda que hé 5 individuos dominantes puros (producao de 120g)
em um universo de 1280 individuos. Proporcionalmente temos 1 individuo

dominante puro para cada 256, ou seja, a probabilidade de um individuo ser
1

homozigot e
0omaozigoto puro e 256 28

Sabemos que a probabilidade de o individuo ser dominante puro é o co-
eficiente de D’ no desenvolvimento da equacao (3.3). Assim, n = 8, o que
garante que a caracteristica é determinada por um conjunto 8 pares de alelos,

4 de cada um dos progenitores.

b) Em F; os individuos sdo todos heterozigotos com 4 pares de alelos
(de acordo com o item (a)). Isto garante que os cruzamentos dos individuos
de F} sao da forma AaBbCcDd x AaBbCcDd, onde identificamos 8 pares
de alelos e relacionamos ao polinémio G, (D, R) com HD = 0, HR = 0,
HT =8en =4. Temos:

G2n(D7R) — 2(HD+HR)DHDRHR(D +R)HT
Gs(D,R) = 20tODORY(D + R)®
Gs(D,R) = (D+ R)®

Isto gera 9 fendtipos em Fy, (Ver Secao [2.2.2)).

¢) Admitimos, no item (a) que o individuo puro aabbeedd pesa 40g e que o
individuo AABBCCDD pesa 120g. A amplitude, diferenca entre o maior e
o menor valor, é de 80g. Como trata-se de individuos com 4 pares de alelos,
temos 8 alelos aditivos em cada individuo. Assim, cada alelo dominante

80
contribui com ?g = 10g.

d) Agora que sabemos com quantos gramas cada alelo aditivo contribui,
podemos representar o desenvolvimento do polinémio Gg(D, R) = (D + R)®

encontrado no item (b) cujos individuos estao relacionados na tabela a seguir:
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Géndtipo | Genes Aditivos | Fenotipo (Massa)
DORS 0 40+0x10=40 g
D'R7 1 40+1x10=50g
D?RS 2 404+2x10=60g
D3R® 3 40+3x10=70g
DR 4 404+4x10=80¢
D°R3 5) 4045x10=90¢g
DS R? 6 404+ 6 x10=100 g
D'R! 7 A0+7x10=110 ¢
D8R 8 40+8x10=120¢g

Problema 4.1.2 (UNESP) - A altura de uma certa espécie de planta é de-
terminada por dois pares de genes A e B e seus respectivos alelos a e b.
Os alelos A e B apresentam efeito aditivo e, quando presentes, cada alelo
acrescenta a planta 0,15m. Verificou-se que plantas desta espécie variam
de 1,00m a 1,60m de altura. Cruzando-se plantas AaBB com aabb pode-se
prever que, entre os descendentes,

a) 100% terao 1,30m de altura.

b) 75% terao 1,30m e 25% terdao 1,45m de altura.

c) 25% terao 1,00m e 15% terao 1,60m de altura.

d) 50% terao 1,15m e 50% terao 1,30m de altura.

e) 25% terao 1,15m, 25% 1,30m, 25% 1,45m e 25% 1,60m de altura.

Solucgao:
A partir da andlise dos dados e aplicando a notacao correspondente, po-

demos escrever:

e A altura é determinada por dois pares de genes alelos portanto, n = 2
garantindo, ao todo, 4 pares de alelos, originando 2* possibilidades de

cruzamento.
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e As plantas desta espécie variam de 1,00 metro a 1,60 metros de altura,
sendo que cada alelo aditivo acrescenta a planta 0,15 metros. Dessa
forma, usando a notagao corrente, podemos representar os gendtipos

dos individuos e seus respectivos fendtipos na tabela a seguir:

Génétipo | Genes Aditivos Fenétipo (Altura)

R* 0 1,00 +0 x 0,15 = 1,00 metro
D'R3 1 1,00 +1 x 0,15 = 1, 15 metros
D?R? 2 1,00 +2 x 0,15 = 1, 30 metros
D3R! 3 1,00 + 3 x 0,15 = 1,45 metros

D* 4 1,00 4+4 x 0,15 = 1, 60 metros

e Uma das plantas, digamos Py, é representada por AaBB tem um par
heterozigoto de alelos e um par homozigoto dominante. Dessa forma,
P, porta 3 alelos dominantes e 1 recessivo, sendo representada por
D3R

e A outra planta, digamos P, é representada por aabb tem dois pares
homozigotos recessivos de alelos. Dessa forma, P, porta 4 alelos reces-

sivos, sendo representada por R*.

e Observando as caracteristicas em conjunto, vemos 4 pares de alelos
(2n = 4), sendo 1 par heterozigoto (HT = 1), 1 par homozigoto domi-

nante (HD = 1) e dois pares homozigotos recessivos (HR = 2).

Aplicando a expressao (3.3)) temos:
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2(HD+HR)DHDRHR(D + R)(Qn—(HD—f—HR))

22n

2(1+2)D1R2 D + R (4—(142))
P(GAD.R)) = CARL

8DRYD + R
P(Gy(D, ) = PEADEH)

16

1 1

P(G4(D,R)) = §D232+§DR3

Conclusao: Metade das plantas (50%) tem 1,15 metros (DR?) e a outra
metade tem 1,30 metros (D?R?).

Problema 4.1.3 (PUCCAMP) Para uma determinada planta, suponha que
a diferenca entre um fruto de 10cm de comprimento e um de 20cm de com-
primento seja devida a dois genes, cada um com dois alelos, que tém efeito
aditivo e que se segregam independentemente. Na descendéncia do cruza-
mento entre dois individuos que produzem frutos com 15c¢m, espera-se uma

propor¢ao de plantas com frutos de 17,5c¢cm igual a:

a) 9/16 b) 1/2 ¢c) 3/16 d) 1/} ¢) 1/8

Solucao:

E dado que o comprimento do fruto é devido a dois genes, cada um com
dois alelos, que tém carater aditivo portanto, o menor fruto (10cm) é caracte-
rizado por aabb (R*) enquanto que o maior fruto (20cm) é caracterizado por
AABB (D%). Tsto significa que cada alelo dominante contribui com 2,5cm
no comprimento do fruto (4 alelos dominantes a mais correspondem a 10cm
a mais).

Assim, podemos compor a tabela a seguir, que relaciona os fendtipos a

todos os possiveis genotipos
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Génotipo | Genes Aditivos Fenétipo (Comprimento)

R* 0 10 +0 x 2,5 = 10 centimetros
D'R3 1 10+ 1 x 2,5 = 12,5 centimetros
D?R? 2 104+ 2 x 2,5 = 15 centimetros
D3R! 3 10 +3 x 2,5 = 17,5 centimetros

D4 4 10 +4 x 2,5 = 20 centimetros

Como vimos no decorrer do Capitulo 3, temos uma distribuicao propor-
cional dos descendentes. Sabemos também, que tal proporcao depende da
quantidade de pares homozigotos e heterozigotos envolvidos no cruzamento.
No entanto, o problema sugere o cruzamento de dois individuos com frutos
de 15 centimetros de comprimento, sem que houvesse a descricao da carac-
teristica genotipica que os representa.

De acordo com os dados da tabela anterior, os individuos com frutos de
15 centimetros sao da forma D?R?, ou seja, cada um deles terd dois alelos
dominantes e dois alelos recessivos. Assim, ha 6 possiveis cruzamentos. A

saber:

i AAbD x AADLD
ii AAbb x aaBB
iii aaBB x aaBB
iv AaBb x AAbb
v AaBb x aaBB

vi AaBb x AaBb

Observe que nos trés primeiros casos s6 temos individuos homozigotos,
o que gera descendentes com um tnico fenétipo (15 centimetros), de acordo

com a expressao (3.1)):
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Cruzamento | HD | HR | HT Descendentes Fenétipo

AAbb x AAbb | 2 | 2 | 0 [2C*YD2RY(D + R)°=16D*R? | 15 cm

AAbb x aaBB | 2 | 2 | 0 |222D?2R*(D+ R)° =16D?*R? | 15 cm

aaBB xaaBB | 2 | 2 | 0 |2C*2D2R2(D + R)° = 16D?R? | 15 cm

Assim, nos casos [i], [ii] e [iii], a probabilidade de um descendente ter
frutos de 17,5 centimetros é zero (evento impossivel).

Observagao: Da conclusao (V) da secdo , sabemos que nos cru-
zamentos de individuos com dois pares de alelos relevantes teremos 22" =
222 = 16 descendentes.

Observe agora os casos [iv] e [v], os quais contam com dois pares hetero-

zigotos e dois homozigotos (sendo um dominante e um recessivo):

Cruzamento | HD | HR | HT Descendentes Fendtipos
20HUDIRY (D + R)? = | 12,5 cm
AaBbx AAbb | 1 | 1 | 2 |4DR(D*+2DR+ R?)=| 15cm

4D3*R+8D*R?* +4DR? | 17,5 cm

2HUDIRYD + R)?2 = | 12,5 cm
AaBb x aaBB | 1 1 2 | 4DR(D?*+2DR+ R*)=| 15cm

AD3R +8D?R? + 4DR® | 17,5 cm

Assim, para cada caso, 4 descendentes em cada 16 sao da forma D*R

(tém frutos de 17,5 cm), ou seja, a probabilidade de o descendente ter frutos
4 1
com comprimento igual a 17,5 centimetros ¢ P(D*R) = 6-1
Resta o caso [vi] do cruzamento de dois individuos heterozigotos para os

dois pares de alelos:

Cruzamento | HD | HR | HT Descendentes

AaBbx AaBb| 0 | 0 | 4 | 20F0ODORYD + R)* = (D + R)* =
1D* +4D3R + 6D*R? + 4DR? + 1R3
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Assim, 4 descendentes em cada 16 sao da forma D3R (tém frutos de 17,5

cm), ou seja, a probabilidade de o descendente ter frutos com comprimento
igual a 17,5 centimetros ¢ P(D3R) = 1% = i

Dessa forma, a proporcao entre os descendentes de 17,5 centimetros, em
relacao ao total, é igual a T Note que esta proporcao independe da carac-
teristica genotipica dos individuos de 15 centimetros que geram descendentes

de 17,5 centimetros.
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Glossario

A seguir apresentamos um breve glossario com termos associados a Genética

com o intuito de auxiliar a leitura do texto.

e Alelos — Sao versoes de um gene que ocupam o mesmo locus em cro-

mossomos homélogos, atuando sobre as mesmas caracteristicas.

e Células Gaméticas - Sao as células que sofreram meiose e possuem
apenas metade da carga genética do individuo, responsaveis pela formacao

dos gametas.

e Cromossomos — Filamentos de DNA, RNA e proteinas (histona) que

encerram um conjunto de genes.

e Cromossomos Homodlogos — Sao cromossomos, idénticos na forma,

encontrados aos pares (encontrados nas células diploides).

e Dominante — Caracteristica de um gene que determina o fendtipo

mesmo estando presente em dose simples no genétipo.

e Fendtipo — E a expressao exterior(observavel) de um individuo. Trata-
se do conjunto de caracteristicas fisicas, bioquimicas e fisiolégicas do

gendtipo e a acgao do meio ambiente.

e Gametas - Sao as células dos seres vivos que, na reproducao sexuada,

se fundem no momento da fecundacao ou fertilizacao.

e Gene — E um segmento de molécula de DNA presente em todas as
células de um organismo, responsavel pela determinagao de caracteristicas

hereditarias.
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Genotipo — E o patrimonio genético de um individuo que é transmitido

de uma geragao para outra.

Geragao Parental - Primeiros individuos cruzados em certo estudo.
Geragao F) - Primeiros descendentes da geracao parental.

Geragao F, - Primeiros descendentes da geracao F}.

Heterozigoto ou Hibrido — Nome dado quando os alelos que compoem

um mesmo par sao diferentes.

Homozigoto ou Puro — Nome dado quando os alelos que compoem

um mesmo par sao iguais.

Linhagem - Conjunto de individuos que descendem de um ancestral

comum.

Linhagem Pura - Quando os individuos sao homozigotos em relagao

a alguma caracteristica.
Locus Geénico - Local do cromossomo ocupado por um gene.

Recessivo — E a caracteristica do alelo que, estando em companhia
do dominante no heterozigoto, se comporta como inativo, nao determi-

nando o fenétipo. O gene recessivo s6 se manifesta em homozigose.
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