—‘/:f;UEM

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA - UEM
Centro de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

Calculo de Areas Via Projecao Equivalente
de Lambert

Marco Tadeu Gongalves

Relatorio para o Exame Geral de Qualificagao apre-
sentado ao Programa de Pos-Graduagao — Mestrado

Profissional em Matemaética em Rede Nacional

Orientador

Prof. Dr. Gleb Germanovitch Doronin

2016



—‘/:f;UEM

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA - UEM
Centro de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

Calculo de Areas Via Projecao Equivalente
de Lambert

Marco Tadeu Gongalves

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao — Mestrado Profissional em Mate-
matica em Rede Nacional como requisito par-

cial para a obtencao do grau de Mestre

Orientador

Prof. Dr. Gleb Germanovitch Doronin

2016



Gongalves, Marco Tadeu

Calculo de Areas Via Projecio Equivalente de Lambert/ Marco
Tadeu Gongalves- Maringa: [s.n.], 2016.

88 f.: fig., tab.

Dissertagao (mestrado) - Universidade Estadual de Maringé, Cen-
tro de Ciéncias Exatas, Departamento de Matematica.

Orientador: Gleb Germanovitch Doronin

1. Projegoes Cartograficas. 2. Projecao Equivalente de Lambert.
3. Cartografia e Matematica. 4. Transformagoes de Coordenadas

Geograficas. 5. Area Via Projecoes. 1. Titulo




Dedico esse trabalho a minha familia, a quem sempre pude recorrer nos momentos de
cansago e desanimo, e que de forma irrestrita sempre me apoiaram e incentivaram a
buscar meus objetivos. Ao meu pai que nao esta presente fisicamente, mas que
também o sinto igualmente feliz por mais essa conquista.

De forma especial ofereco a minha amada esposa Larissa, que foi paciente e
compreensiva nos meus momentos de auséncia e também naqueles em que estive
recluso estudando, tal compreensao e apoio me fazem sempre mais forte para cumprir

minhas metas e sonhos.



Agradecimentos

Agradeco aos professores do Departamento de Matematica da UEM, pelos ensina-
mentos, dicas e inspiracao para buscar algo a mais na minha profissao. Em especial
agradeco a meu orientador na pesquisa, professor Dr. Gleb Doronin por ter me acolhido
nesse periodo de elaboracao da dissertacao e me apoiado em minhas escolhas.

Gostaria também de lembrar do professor Dr. Wellington José Corréa, que presta-
tivo como sempre, contribuiu com sua experiécia e sabedoria na delimitacao do tema,
e direcionamento quanto as referéncias a serem utilizadas na busca de respostas para
o problema central da pesquisa.

Agradecgo também aos companheiros e companheiras de mestrado, com quem passei
momentos agradaveis e produtivos durante esses dois anos. Lembro de maneira especial
do amigo Elcio Luis Vitalli com quem dividi a estrada rumo a Maringé nesse periodo,
trajeto que era encurtado pelas agradaveis conversas sobre temas variados.

Enfim, agradeco imensamente a Deus que organizou todas essas pessoas na minha
vida e que serviu e serve de base para todas minhas escolhas, estando a frente de todas
conquistas, e servindo de escudo para todas as provagoes e perigos que me assombram.
A Ele toda honra e Gléria!



“Talvez nao tenha conseguido fazer o melhor, mas lutei para que o melhor fosse feito.
Nao sou o que deveria ser, mas Gracas a Deus, nao sou o que era antes”.
Marthin Luther King



Resumo

Como representar em um subconjunto do plano, uma parte da esfera, ou elipsoide
que modele a Terra, minimizando as distor¢oes? Muitas sao as tentativas de responder
a essa pergunta, mas a conclusao é aceitar que algum tipo de distorcao ocorreré, seja
na forma, na area, comprimentos ou angulos. A decisao esta entre o tipo de erro que
aceitaremos, ou como os reduziremos para ter um resultado plausivel. Duas caracte-
risticas sobre projegoes cartograficas serao destacadas nesta pesquisa: A conformidade
e a equivaléncia. A primeira preserva angulos e a segunda areas. A projecao mais
popular e utilizada para calculos é a Universal Transversa de Mercator (UTM). Esta
projecao é conforme e devido a isso, distor¢oes na area ocorrem, fazendo que, para este
fim, nao seja a mais adequada. Daremos entao destaque as projecoes equivalentes, em
particular a Projecao Equivalente de Lambert. Definiremos as condigoes de equiva-
léncia, o desenvolvimento matemaético, até as formulas de transformacao, criando por
fim, uma rotina de célculo para transformacao de coordenadas e posterior célculo de
area do poligono resultante no plano, inserindo tal rotina em um arquivo html para
dinamizar o trabalho e entao comparar os resultados obtidos por estas, com aqueles

dados por coordenadas UTM.

Palavras-chave: Projecoes Cartogréficas, Projecao Equivalente de Lambert, Carto-

grafia e Matematica, Transformacoes de Coordenadas Geograficas, Area Via Projecoes.



Abstract

How to represent a subset of the plan, a portion of the sphere, or elipsoide modelling
Earth minimizing distortions? There are many attempts to answer this question, but
the conclusion is to accept that some kind of distortion will occur, whether in the form
in the area, lengths or angles. The decision is between the type of error that accept
or how we will reduce to have a plausible result. Two features about map projections
will be highlighted in this research: conformity and equivalence. The first preserve
angles, and second preserves areas. The most popular projection and used for calcu-
lations is the Universal Transverse Mercator (UTM). This projection is conform and
because of this, distortions occur in the area, making for this purpose, is not the most
appropriate. Then we will highlight the equivalent projections, particularly the Equi-
valent of Lambert projection. Define the conditions of equivalence, the mathematical
development to the formulas of transformation, creating finally a routine calculation
for coordinate transformation and later the resulting polygon area calculation in the
plan by inserting such a routine in a file html to streamline the work and then compare

the results obtained by them, with those given by UTM coordinates.

Keywords: Map Projections, Equivalent projection of Lambert, Cartography and

mathematics, Geographic Coordinate transformations, Area Projections.
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1 Introducao

Entender melhor nosso lugar no cosmos, sempre foi um anseio da humanidade. A
principio, de acordo com Libault [8], as duvidas eram mais elementares, como com-
preender sobre o formato da Terra, se a mesma fora um disco, onde estaria seu fim?
Se nao era plana, que forma teria? Aprimorando o pensamento nesse sentido, a Terra
admitiu formatos: esférico, elipsoidal e por fim geoidal. Este tltimo, menos utilizado
do ponto de vista matematico, por sua forma irregular. Uma vez definido um formato,
um outro problema surge: Como me localizo neste ente geométrico? Segue entao, um
outro trabalho, pois carregar uma esfera, elipsoide ou geoide consigo, para apontar tal
localizagao, nao parece ser uma tarefa comoda. Devido a isso, Galo [5] uma projegao
cartogréfica se faz tutil, para representar tal ente tridimensional e nao planificavel em
um ambiente plano, mais facil de manusear.

Ao se desenvolver uma esfera ou elipsoide no plano, algumas distor¢oes surgem,
normalmente relacionadas a propor¢ao de uma determinada regiao com o restante do
globo, ou ao formato desta. Projecoes que conservam a proporcao das éareas, ou seja,
preservam a area para qualquer lugar do mapa, sao classificadas por Libault [8] como
projecoes equivalentes e as que preservam os angulos, que assegura mesmos formatos,
sao chamadas de projecoes conformes. Intrinseco a qualquer projecao, esta o fato de
que nenhuma consegue representar uma regiao do globo sem que ao menos uma das
distorcoes citadas aparecam.

A mais conhecida de todas as projegoes é segundo Zanetti [16], a Proje¢ao Trans-
versa de Mercator, que quando separa o superficie terrestre em fusos de 6° a partir
do antimeridiano de Greenwich e tem como centro da projecao o meridiano central de
cada fuso, ¢ classificada como Proje¢do UTM(Universal Transversa de Mercator). Esta
é uma projecao conforme e por isso, preserva o formato de uma certa regiao, mas isto
implica em distor¢oes de drea. Como a projecao de Mercator, cuja localizagao plana
é designada por um par ordenado (), ¢), sendo estas respectivamente a longitude e
latitude do ponto na superficie da Terra, chamadas de Coordenadas UTM, ¢ a mais
utilizada para célculos geograficos, com softwares que fazem o calculo de distancias, di-
recoes e areas, buscaremos neste trabalho desenvolver matematicamente uma projecao
equivalente para o célculo especifico de areas e avaliar a discrepancia dos resultados

desta, com a que obtemos em coordenadas UTM.
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A projecao equivalente escolhida para tal proposito é a Projecao Equatorial
Equivalente de Lambert que como destacam Frederick Pearson [4], Snyder [15] e
outros, ¢ uma projecao que faz a alocacao dos pontos de uma esfera autalica direto
para um plano tangente a esta no Equador. Como dissemos, as coordenadas UTM sao
largamente utilizadas, por esse motivo, ter acesso a elas depende apenas de um clique
em um software especifico como o Google Farth. No entanto, esta mesma facilidade
nao se encontra para as projecoes equivalentes, especificamente para o projecao de
Lambert. Por esse motivo, faremos todo o desenvolvimento matemaéatico necessario
para criar uma rotina que nos forneca, a partir da latitude e longitude de um ponto,
suas correspondentes coordenadas na projecao equatorial equivalente de Lambert.

Vale ressaltar que qualquer projecao equivalente, teria o mesmo efeito ao comparar
o valor numérico da area obtido por esta e a projecao de Mercator, uma vez que
Libault[8], Snyder|[15] e Frederick Pearson[4] escrevem sobre outras projecoes que se
diferenciam desta apenas pela forma de alocagao no mapa, sem que o valor numérico
da area seja alterada . A escolha, foi apenas por ser a de Lambert, uma das mais
citadas como exemplo de equivaléncia e cujos mapas resultantes fazem parte do acervo
de muitas escolas.

Além de entender como encontrar as coordenadas planas pela projecao de Lam-
bert, iremos desenvolver o processo geral sob a otica de Frederick Pearson [4], que
permite compreender outros tipos de projegoes e, como exemplo, dedicaremos espaco
a outras como a propria projecao de Mercator e também uma antiga projecao atri-
buida a Arquimedes que como provado em Picado[10], também tem a caracteristica da
equivalencia.

A pesquisa, embora ainda nao tenha sido desenvolvida como uma atividade direta
de ensino, deixa a possibilidade para tal encaminhamento, uma vez que é uma boa
alternativa de interdisciplinaridade com a disciplina de geografia, além de envolver
contetidos matematicos que constam na ementa do ensino médio, como calculo de
areas, trigonometria, funcoes, geometria plana e também possibilita pontes a contetdos
mais elaborados como a geometria esférica, geometria analitica, geometria diferencial
e calculo vetorial.

Recursos computacionais como o Google Earth, para extragao de informagoes ge-
ograficas dos lotes que serao avaliados e o software livre WxMaxima, muito utilizado
para trabalhos com calculo numérico, serao aproveitados para facilitar a coleta das
coordenadas e resolver as operagoes matemaéticas de conversao das coordenadas, para
maiores orientagdes sobre o mesmo sugerimos Santos [12].

O presente trabalho se encontra dividido em seis capitulos, além dos apéndices A e
B.

No Capitulo 1, consta a introducao, dando uma ideia do que sera realizado no
trabalho;

O Capitulo 2 é reponsavel por apresentar a estrutura matematica que servira de
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base para o desenvolvimento das projegoes. Neste, baseados em Libault[8|, definiremos
as linhas de referéncia para localizacao de pontos na esfera ou elipsoide, definiremos
alguns célculos que podem ser feitos na esfera para obter medidas de angulos, com-
primentos e areas de porcoes desta. Como ponto central deste capitulo, falaremos de
forma pontual da geometria diferencial, baseados nos trabalhos de Picado [10] e
Frederick Pearson [4]. Pontual, no sentido que destacaremos algumas definigoes impor-
tantes sobre parametrizacoes de curvas e superficies e como chegar aos tao importantes
coeficientes fundamentais, que servem de suporte para a classificacao de projegoes.
Para encerrar o capitulo, utilizaremos os coeficientes fundamentais para definir a con-
di¢ao de igualdade de area em uma projecao cartografica.

No Capitulo 3, reservamos um espago para tratar da escolha do formato da Terra
para o desenvolvimento da projecao. Partiremos da geometria do elipsoide e, em par-
ticular, do esferoide, que corresponde a um soélido de revolugao, cujo eixo de rotagao é
o eixo menor de uma elipse. Uma vez definidas as relagoes entre os eixos, a excentrici-
dade e a latitude geodésica, utilizamos estas medidas para definir a esfera autalica,
citada por Frederick Pearson [4] e Galo [5], uma esfera que possui mesma area que a
do esferoide e que é usada pra intermediar o processo de projecao. Nesta, definimos a
latitude autalica e o raio autéalico que fazem com que a caracteristica da igualdade de
areas seja mantida.

O Capitulo 4 ¢ dedicado as projecoes cartograficas. Trés delas terao a manipulacao
algébrica apresentada para confirmar aquilo que foi visto nos capitulos anteriores. Sao
elas as projecoes equivalentes de Arquimedes e Lambert e também a projecao conforme
de Mercator.

Feitos todos os calculos e montada a estrutura matematica das projecoes, no Ca-
pitulo 5, aplicaremos o que foi definido e provado em um problema pratico com a
finalidade de comparar os valores obtidos para a area, pela projecao de Lambert e
pelas coordenadas UTM, de dois lotes. O intuito é verificar se as férmulas obtidas
no capitulo 4, realmente se adequam a um problema real e ao fim disto, verificar se a
equivaléncia leva realmente a vantagens quando se trata do calculo de areas.

No Capitulo 6 faremos as consideragoes finais, e apresentaremos sugestoes para

préoximos trabalhos.



2 Fundamentos Matematicos

Neste capitulo, serao abordados conceitos valiosos para que se entenda o desenvol-
vimento das projecoes cartograficas abordada no capitulo 4, assim como defini¢oes e
relagoes sobre angulos e referenciais terrestres, que permitirao compreendermos a for-
mulacao matematica de medidas no esferoide e na esfera autalica, temas estes que
integram o capitulo 3.

Na abordagem destes pilares, serao omitidos resultados tidos como basicos, fazendo
seu uso sem a preocupagao de aprofundar-se na explicacao sobre os mesmos. Por exem-
plo, as relagdes no triangulo retangulo definidas pela 6tica da geometria euclideana,
relagoes fundamentais da trigonometria e calculo de areas bésicas sao admitidas como
de conhecimento do leitor. Por outro lado, topicos nao triviais nem sempre serao estu-
dados em sua totalidade, sendo analisado apenas a parte necessaria para o proposito
deste trabalho.

2.1 Linhas de Referéncia

Quando encontramos alguém na rua e este nos pede uma informacao de como
chegar ao supermercado X ou na farmécia Y normalmente marcamos um ponto para
que possamos, a partir deste, orienté-lo: "A partir daqui ande duas quadras em frente
e depois vire a direita...". O termo "daqui" impoe uma referéncia a quem se arriscara
no trajeto, pois surgindo divida no caminho ele pensara onde estava e o que ele deveria
fazer a partir de sua referéncia, para chegar a seu destino.

Se o problema for nos localizar em nosso planeta, a situacao nao é diferente do
problema de encontrar o supermercado, mas é claro, tem suas peculiaridades.

A primeira coisa a se fazer é conjecturar um formato para a Terra. Como abor-
daremos melhor no capitulo 3. Admitamos sem maiores comentarios que a Terra seja
uma esfera.

Nessa esfera, ver figura (2.1), a reta que passa por seu centro e contem os dois
polos, o Polo Sul (S) e o Polo Norte (N) é o eixo de rota¢ao da Terra. Qualquer plano
que intercepte essa esfera e que contenha a reta N.S tera como interseccao um circulo
que tem o mesmo didmetro da esfera e é chamado de circulo maximo. Existem

evidentemente, infinitos circulos méximos contendo a reta N.S. Qualquer plano que

14
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intercepte a esfera e que seja perpendicular a reta NS também tera como intersecao
um circulo, porém apenas aquele que contém o centro da esfera é também um circulo

Mmaximo.

Figura 2.1: Linhas de Referéncia

Observando a figura 2.1, podemos definir segundo Libault [8]:

Definicao 2.1. Para cada circulo mdximo contendo NS tome o arco que parte de N
a S, e que contenha algum ponto G da esfera. Esse arco € chamado de meridiano de

G, sendo o arco oposto a este, chamado de antimeridiano de G.

E fato que por cada ponto da esfera passa um tnico meridiano. No entanto, ao
definir um meridiano, nao conseguimos saber onde se encontra um ponto especifico.
Precisamos de outra referéncia para definir de uma maneira inequivoca onde se encontra

tal ponto.

Definigao 2.2. A circunferéncia do circulo mdximo perpendicular a NS é chamada

de Equador, sendo o mesmo, equidistante aos polos N e S.

Note que com essas duas defini¢oes, qualquer ponto sob o Equador esta unicamente
determinado, uma vez estabelecido o meridiano a que pertence.

As duas semiesferas que estao acima e abaixo do equador, sdo chamadas de hemis-
férios, sendo estes, o Hemisfério Norte (contendo N) e o Hemisfério Sul (contendo 5).

Para qualquer outro ponto da esfera segue a definicao:
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Definicao 2.3. Tracando planos paralelos ao Equador nos dois hemisférios, obtemos
infinitos circulos também perpendiculares a N.S e paralelos ao Equador cujas circunfe-

réncias sao chamadas de paralelos.

Dessa forma, dado um ponto P na esfera (ver figura 2.1), por este passa um tnico
meridiano e um tunico paralelo que o determinam univocamente. Uma vez encontrada
essa correspondéncia, podemos localizar P por meio de uma coordenada que indicara

sem desvios onde o mesmo se encontra.

Definigao 2.4. FEstipulando um meridiano AGN (figura 2.1) como referéncia e to-
mando os segmentos OA, raio do meridiano AGN e OB, raio do meridiano BPN que
passa por P. O dngulo ZAOB = X no plano equatorial formado por estes segmentos
¢ chamado de Longitude de P. Por sua vez, o dngulo ZBOP = ¢ ¢é chamado de
Latitude de P.

Fixado um angulo Ay encontramos um meridiano em que todos os pontos sob esse
meridiano tém o mesmo valor de longitude, assim como, tomando um certo paralelo
correspondente a uma latitude ¢g todos os pontos sob esse paralelo tém um mesmo

valor de latitude. Fixando Ay e ¢y obtemos a posi¢ao exata de um ponto P = (Ao, ¢p).

Figura 2.2: Paralelo Gerado Pela Correspondéncia de Latitude

Vale ressaltar que —90° < ¢ < 90° e —180° < X\ < 180°, sendo a latitude positiva
quando medida no hemisfério norte e negativa no hemisfério sul, quanto a longitude, ela

é positiva quando medida a direita do meridiano de referéncia e negativa do contrario
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2.2 Relacoes Entre Angulos e Medidas Sobre a Su-

perficie da Terra

Nesta secao vamos compreender como utilizar os angulos que correspondem a lati-

tude e a longitude para obter algumas medidas na esfera! que modela a Terra.

2.2.1 Medidas de Arcos de Paralelos e Meridianos

Primeiro consideremos um circulo maximo v de raio R. Como ja vimos, tal circulo
possui 0 mesmo raio da esfera terrestre. Observe na figura 2.3 o segmento PP’ referente
ao paralelo de um ponto P sob a superficie da esfera. Note que o tridngulo BOP reto

em B nos fornece:

4 BP
cosp = ——
OP
De onde tiramos que
BP = Rcos¢ (2.1)
N
P 5 P
A 4 A
o R

Figura 2.3: Raio do Paralelo

Sabendo que o comprimento de uma circunferéncia de raio r é dada por 27r da
equagao 2.1 podemos afirmar que o comprimento de um dado paralelo Cy pode ser

calculado como segue:

Cy = 2mRcos¢ (2.2)

!Consideraremos por enquanto a esfera como modelo geométrico da Terra
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Para obter um arco de um meridiano o processo é ainda mais simples, pois basta
observar que o mesmo é proporcional a latitude. Uma vez que sendo todas as circun-
feréncias de raio R de mesmo comprimento (27 R), se ¢ = 90°, o comprimento de arco
sera 411 da circunferéncia meridional, e assim por diante. Observando a figura 2.4, tome
um arco de meridiano denotado por AOP de medida ¢ em radianos. A medida do
arco AOP que denotaremos por [, ¢ calculado pelas relacoes basicas da trigonometria

CcOomao:

ly = ¢R (2.3)

Figura 2.4: Comprimento de um arco de Meridiano

2.2.2 Area da Zona Esférica e da Calota Esférica

Definicao 2.5. Dados dois paralelos® denotados por ¢i e ¢o, a regico compreendida

entre esses dois paralelos é chamada de Zona Esférica.
Além das zonas, definimos:

Definicao 2.6. Chamamos de calota esférica, a regiao compreendida entre um dos

polos e qualquer paralelo

Vejamos na figura a seguir:

Para o célculo da area da zona esférica vamos utilizar uma ideia apresentada no
livro de Libault [8]. Consideremos como base o plano equatorial, cuja medida da
circunferéncia é dada por 27 R, sendo R o raio da esfera. Considerando uma variagao

infinitesimal dy na latitude, obtemos um cilindro de altura Rdy (2.3). Assim, a area

2Como j4 foi comentado, o conjunto de pontos que possui uma mesma, latitude define um paralelo
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Zona

Figura 2.5: Area da Zona Esférica

lateral desse cilindro de altura infinitesimal é dada por 27 R.Rd, = 27 R?d,. Continu-
ando esse raciocinio, considerando a circunferéncia do paralelo de latitude d,, sabemos
de (2.2) que seu comprimento serda dado por 2w Rcos¢. Se utilizarmos a mesma altura
dg, a area lateral desse cilindro de altura minima é 27 R?cos¢d,.

Podemos, assim, dizer que a partir do circulo equatorial, a area de uma zona cor-
respondente a um angulo ¢; pode ser calculada fazendo a soma da area lateral dos
infinitos cilindros de altura d, que a formam. A regiao compreendida entre o equador
e o paralelo do angulo ¢, é chamada de zona equatorial, cuja area denotaremos por
Az, sendo esta calculada como segue:

)
Ayp = / 21 R? cos ¢ dg,
0

¢
= Ayzp = 27TR2/ COS(bdqg,
0

= Ayzp = 2mR*sen ¢. (2.4)

Caso queiramos calcular a area da zona (Ayz) entre dois paralelos de latitudes ¢; e

¢ podemos facilmente deduzir que a mesma sera dada por:

¢2 #1
Ay = / 21 R? cos ¢, dy — / 21 R? cos ¢4 dy. (2.5)
0 0

Caso a zona esférica esteja limitada por dois meridianos, a figura formada seréd o

trapézio esférico visto na figura 2.6 e cuja area é proporcional a diferenca de longitude
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dos mesmos, ou seja, se A, é a rea da zona, a area do trapézio esférico (A4;) de diferenga

longitudinal A\ é dada por.

A
A = Q_SZ’ A em radianos. (2.6)
T

Figura 2.6: Trapézio Esférico

Para o caso da calota esférica, da geometria espacial euclideana sabemos que a
area da superficie de um hemisfério é dada por 2rR? em que R é o raio da esfera.
Sabendo a area da zona esférica equatorial, a area da calota esférica xk contida em

apenas um hemisfério é dada pela diferenga:

R = 27TR2 — AZE~ (27)



Um pouco da Trigonometria Esférica 21

2.3 Um pouco da Trigonometria Esférica

A geometria esférica é conhecida desde a antiguidade, principalmente no que tange
ao trabalho na navegacao e astronomia. Mesmo ja sendo utilizada, segundo Abreu e
Ottoni, [1] a formalizacdo matemética surgiu apenas no século X7X, com o advento
das geometrias nao-euclideanas, que vinham para questionar o quinto postulado de
Euclides.

Nomes como Gauss, Bolyai, Lobachevski e Riemann avancaram significativamente
no estudo de geometrias que partiam da negacao do quinto postulado. O primeiro,
Gauss, contribuiu muito para a formulacao de geometrias nao-euclideanas, mas publi-
cou pouco, ou quase nada, sobre o assunto, deixando para Lobachevski ser o primeiro
a concluir tal facanha, reforcado por ideias de Bolyai. Os trabalhos de Lobachevski
e Bolyai foram intitulados como Geometria Hiperbolica. Mais tarde, Riemann (1826-
1866), considerando o plano como superficie da esfera [1], desenvolveu uma nova geo-
metria, a Geometria Eliptica (Esférica).

A astronomia esférica de posicao, que utiliza conceitos da geometria nao-euclideana,
trata fundamentalmente das dire¢oes nas quais os astros sao vistos, nao considerando
oportunamente, a sua distancia em relacao ao observador. Ao expressar essas direcoes,
as mesmas sao feitas por meio de angulos, parte dai a necessidade do desenvolvimento
de relagoes trigonométricas na esfera celeste para cumprir tal proposito.

Nossa tentativa nessa secao, nao é apresentar todas as definicoes e teoremas da
trigonometria esférica, mas sim aquelas(es) que utilizaremos no decorrer do trabalho.
Podemos encontrar varios artigos que fazem uma construcao detalhada das diferencas
principais entre a geometria esférica e a geometria euclideana, como nos apresenta
Abreu|l]. No nosso caso, focaremos nas duas definigbes principais para a rotagao de
triangulos esféricos: A lei dos senos e lei dos cossenos.

Antes de definirmos as duas leis que citamos, alguns conceitos sao necessarios:

Definicao 2.7. Um dngulo esférico B € o dngulo formado por dois meridianos. Sua
medida € a mesma do dngulo plano formado pelo dngulos entre os dois vetores tangentes

a esses meridianos.

Os lados deste triangulo ABC' visto na figura 2.7, nao sao linhas retas, mas sim

arcos de meridianos assim definidos:

Definicao 2.8. A menor distincia entre dois pontos na esfera é um arco de meridiano

ligando estes pontos. A esta medida damos o nome de Geodésia.

O comprimento de cada lado do triangulo esférico pode ser calculado por 2.3. Dentre
os varios teoremas da trigonometria esférica, nos concentraremos em dois deles, por sua
utilidade no trabalho.

Teorema 2.1. Sejam a,b,c lados de um tridngulo esférico e A, B e C seus dngulos

esféricos. Entao:
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Figura 2.7: Triangulo Esférico

cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(b) sen(c) cos(A),
cos(b) = cos(a)cos(c) + sen(a)sen(c) cos(B),
cos(c) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b) cos(C).

(2.8)

Demonstracgao:

Tome uma esfera de raio unitario e em sua superficie o triangulo esférico ABC como

na figura a seguir:

Q

Figura 2.8: Lei dos Cossenos

Considere ainda as retas tangentes a esfera AQ) e AP ambas no ponto A, sendo P o

ponto de interse¢ao da reta tangente PA com o prolongamento do raio OB. De forma

analoga obtemos o ponto Q).
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Como nossa esfera tem raio 1 o lado a equivale ao angulo central ZCOB. Da mesma
forma, b = ZAOC? e c = LZAOB.
Temos ainda que ZOAP = ZOAQ = 90°, pois as retas AQ) e AP sao tangentes ao

raio OA. Desta forma, das relaces trigonométricas no triangulo retangulo obtemos:

cos(b) = g;g,

OA
cos(c) = 55’

a0 2.9
sen(b) = %, 29
sen(c) = %

Aplicando agora o Teorema de Pitagoras nos triangulos retangulos AOQ e AOP

encontramos:

0Q' = OA +4AQ",
2 o (2.10)
OP = OA + AP
Somando as duas equacoes em 2.11 chegamos a:
00’ +0oP° = 20A° + AQ° + AP,
2 —2 2 ——2  ——2 (2.11)
~ 204 - <OQ —AQ)+(0P —AP).

Utilizando os conceitos da geometria plana, podemos aplicar a lei dos cossenos nos
dois triangulos nao retangulos PQO e PQA:

PQ’ — AQ’ +AP° — 2AQAP cos(A),
mQ = OQ2 L OP — 20POQ) cos(a),
= 0Q'+0P —20P0Qcos(a) = AQ + AP —2AQ. AP cos(A)
= 20POQcosa ! 2cos(A), (2.12)
0A"  APAQ
= cos(a) = +
OP.OQ OP.0OQ
OA.OA AP.AQ
= cos(a) = + :
OP.0Q ' OP.0Q
De 2.11 e 2.12 chegamos enfim a:
cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(b) sen(c) cos(A). (2.13)

Para chegar a cos(b) e cos(c) o processo é analogo.

3Neste caso ZAOC esté representando a medida do angulo AOC
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Teorema 2.2. Dado o tridingulo esférico ABC' de dngulos esféricos A, B e C', opostos

respectivamente aos lados a,b, c como na figura 2.8, vale igualdade:

sen(a) _ sen(b) _ sen(c)
sen(A) sen(B) sen(C)’

Demonstracao:

Veja a representagao do tridangulo mencionado no teorema 2.2:

Figura 2.9: Lei dos Senos

Considere a reta perpendicular ao plano BOC' passando por A e que determina sob
o plano o ponto P. Por P passamos as retas perpendiculares aos segmentos OC' e OB
que determinam sob esses segmentos os pontos R e () respectivamente. Os segmentos
AR e OC sao perpendiculares, uma vez que o plano APR ¢é perpendicular ao plano
OBC'. Da mesma maneira concluimos que AQ) ¢é perpendicular a OB.

Note agora que se tragarmos a reta tangente as geodésias BC' e AB, ambas sao,
respectivamente paralelas aos segmentos QP e AQ) isto significa que o dngulo esférico
B é congruente ao angulo ZPQA. Da mesma maneira, concluimos que C' = ZARP.

Com tais consideragoes e tendo em vista que o tridngulo AP(Q é reto em P, o
tridngulo APR é reto em P, ARO é reto em R e AQO é reto em (), podemos entao

escrever:
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sen(B) = A:P,
AQ
sen(C) = j:;,
(2.14)
sen(c) = AQ
n(e) = 5
sen(b) = j—g
Das equacgoes em 2.14, obtemos:
AQsen B = ARsen(c),
= AP oy AO sen(b) sen(C),
e
- 2.15
AP 2 A0 sen(c) sen(B), (2.15)
= AOsen(c)sen(B) = AOsen(b)sen(C)
sen(b sen(c
. _
sen(B) sen(C)
De forma anéloga considerando os vértices B ou C' se encontra:
sen(a)  sen(b)  sen(c)
sen(A)  sen(B)  sen(C) (2.16)
|

2.3.1 Aplicagao da Trigonometria Esférica Na Rotacao de Co-

ordenadas

A rotacao de coordenadas é definida convenientemente para mudarmos o centro
de projecao de um mapa. A mesma sera usada no capitulo 4 para, a partir de uma
projecao azimutal polar, obter as projecoes equatoriais e obliquas.

O processo de rotacao esta implicitamente ligado & propriedades da geometria esfé-
rica. Vimos anteriormente duas relagoes importantes que aqui chamamos de Lei dos
Cossenos e Lei dos senos, que na verdade relacionam trés lados e um angulo do
triangulo esférico no caso da lei dos cossenos e dois lados e dois angulos no caso da lei
dos senos.

A partir destas duas leis principais, de propriedades da geometria esférica e da
geometria euclideana, podemos fazer varias adaptacoes e criar grupos de féormulas para
obter relagoes entre os lados e adngulos de um poligono esférico. Um destes grupos
de formulas que envolvem dois lados e dois adngulos é conhecida como férmula das
cotangentes. Nao iremos aqui fazer a prova destas formulas. Para o leitor interessado,

recomendamos Fernandes [3|, pagina 28.
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Teorema 2.3. Seja um tridngulo esférico de lados a,b e c e dngulos opostos a esses

lados respectivamente iguais a A, B e C' tém-se:

cotg(A)sen(B) = cotg(a)sen(c) — cos(c) cos(B),
cotg(B)sen(C) = cotg(b)sen(a) — cos(a) cos(C),
cotg(C)sen(A) = cotg(c)sen(b) — cos(b) cos(A), (2.17)
cotg(A)sen(C) = cotg(a)sen(b) — cos(b) cos(C),
cotg(B)sen(A) = cotg(b)sen(c) — cos(c) cos(A),
cotg(C)sen(B) = cotg(c)sen(a) — cos(a) cos(B)

Considere agora, o sistema de coordenadas padrao com base na latitude ¢ e longi-
tude A\, em que o centro do mapa esté localizado no polo Norte. Tal projecao, em que
a superficie de proje¢ao é um plano é chamada de projecao azimutal polar. Admita
ainda que um ponto @) de coordenadas (¢, \) , deva ser descrito em um novo sistema de
coordenadas em que o polo N seja deslocado para um ponto P de coordenadas (¢, A,)
no sistema original. Quando feito isso, a origem das latitudes nao sera o circulo ma-
ximo do equador, mas sim, um circulo maximo perpendicular aos meridianos que se
encontram em P. Escolhendo um desses meridianos como referéncia, podemos obter

as novas coordenadas de @ = (h,a). Observe a figura 2.10:

N
90° — ¢, S
. ﬁié‘rid;’ano de referéncia do sistema de polo em P
P= (¢1)! A )
90° — ¢ A

Triangulo Es férico NPQ “meridiano de/ef‘@réncia do sistema de polo em N

Figura 2.10: Rotagao do Sistema de Referéncia

Para descobrirmos as novas coordenadas do ponto (), devemos encontrar h e o em
funcao dos valores de longitude e latitude do sistema original. Uma forma de obter tal

relacao é utilizar as formulas da trigonometria esférica ja definidas.
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Tome, para este proposito, o triangulo esférico N P() destacado na figura 2.10. Neste
triangulo, os lados, correspondentes a arcos geodésicos sao encontrados em funcao
das latitudes dos pontos em evidéncia. Assim, obtemos os lados NP = 90° — ¢,,
PQ =90°—he NQ =90° — ¢ e ainda, o angulo PNQ = A — ), e o angulo NPQ = «,
longitude no sistema de polo em P e meridiano de referéncia AN P. Aplicando a lei

dos cossenos no triangulo esférico N P(), obtemos:

cos(90° —h) = cos(90° — ¢,) cos(90° — @) + sen(90° — ¢,) sen(90° — @) cos(A — A,),
=sen(h) = sen(¢,) sen(¢) + cos(¢,) cos(¢) cos(A — Ap).

(2.18)

Para encontrar a longitude em funcao de ¢, ¢, e A, podemos utilizar uma das

formulas em (2.17) que se vale de dois lados e dois angulos do triangulo esférico. Feito

isso obtemos:

cotg(90° — ¢) sen(90° — ¢,) = cotg(a)sen(A — A,) + cos(90° — ¢,) cos(A — \,),
= tg(¢) cos(¢p) = cotg(a) sen(A — \,) + sen(¢,) cos(A — A,),
sen(A — Ap)

= tg(a) - tg(0) cos(@,) — sen(@) cos(A — A,)’

(2.19)

Veja entao que as novas coordenadas no ponto () podem agora ser determinadas,

bastando para isso, saber qual o novo polo P(¢,, \,) e as coordenadas do ponto () no
sistema original (Q = (¢, \)).

2.4 Alguns Conceitos da Geometria Diferencial

Nos trabalhos de projec¢oes cartograficas, busca-se uma representacao no plano, de

4. Como a superficie de nosso interesse é a

regioes sob uma dada superficie regular
superficie terrestre, temos trés possibilidades: Uma esfera, um elipsoide ou o geoide.
Falaremos um pouco mais dos trés no proximo capitulo. No momento, vamos entender
como trabalhar, de uma forma geral, com tais regioes, buscando maneiras de determinar

comprimentos, angulos e areas.

2.4.1 Curvas e Superficies Parametrizadas

Algo muito comum na geometria diferencial é a trato de curvas e superficies por
meio de parametrizagoes. Vejamos um pouco sobre elas, baseados nos trabalhos de
Picado(2013)[10], Nunes (2010)[9] e Frederick Pearson II (1990)[4].

4A definicdo de superficie regular serad omitida nesse trabalho, pois foge ao escopo do mesmo
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Definicao 2.9. Uma curva parametrizada o no espago, é uma funcio o : I — R3
definida em uwm intervalo I C R. A imagem «(I) de uma curva parametrizada o

chamamos de tracgo.

Exemplo 2.1. Considere a circunferéncia de equacao 22 +y? = 1 de raio 1 e centrada
na origem. Se considerarmos = = t,t € (—o00, +00), podemos escrever sem problemas
que x = V1 —1t? ou x = —v/1 —t2. No primeiro caso teriamos a parte superior da
circunferéncia e na outra a parte inferior. Se quisermos uma parametrizacao de toda a

circunferéncia precisaremos de «y e o tais que:

[ ()2 + [ (t)]? = 1,Vt € 1.

Por experiéncia, sabemos que tomando «a; = cost e ay = sent temos a parametri-

zagao da circunferéncia:

a: 1 —R%a(a,ay) = (cost,sent),t € [ =R.

Definigao 2.10. Seja o : I — R3 uma curva et € I. Chamaremos de vetor tangente

a a o vetor o (t) dado por:

No caso da curva parametrizada no exemplo 2.1 para calcular algebricamente o/ (t)
segundo Picado, [10] pagina 5, é necessario apenas, tomar a derivada em cada compo-
nente, ou seja, o' (t) = (—sent, cost) sendo que o mesmo corresponde ao vetor tangente
para o ponto (cost, sent) € a.

Geometricamente:

Figura 2.11: Vetor Tangente a Uma Curva

Perceba que tomando h tao pequeno como se queira, a corda que liga os pontos
a(t+ h) e at) se aproxima do vetor tangente & curva no ponto a(t).

Um dos primeiros problemas no estudo de curvas, segundo Picado [10] é determi-
nar o comprimento de um arco. Para tanto, basta perceber que quando h se torna
pequeno, a distancia entre ot + h) e «(t) se aproxima de zero e entdo a curva « vai se
assemelhando a uma reta, de forma que poderiamos calcular a distancia entre a(t + h)

e a(t) por: ||a(t + h) — «a(t)]]. Como h # 0 podemos escrever:
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a(t +h) —at)
h

Se quisermos encontrar o comprimento do trago de uma curva nao necessariamente

la(t +h) —a@)] = h = [lo/(t)]|h.

pequena, podemos separar esse comprimento em varios pequenos "pedagos"e ao fim
somar todos. Esse processo é um procedimento conhecido do célculo e motiva a seguinte
definicao:

Definicao 2.11. O Comprimento de um arco de uma curva o a partir de um ponto

t
a(tg) pode ser obtido pela fungao s definida por s(t) = / & (w)]|du.
to

Para ilustrar a definicao 2.11 tomemos o exemplo a seguir:

Exemplo 2.2. Dada a circunferéncia de raio R representada na forma paramétrica
por a(t) = (Rcost, Rsent) ,t € [0,2n] (ver (2.1)), determine o comprimento do arco a

partir de ¢t = 0.

Resolugao:

Primeiro veja que o/(t) = (—R sent, R cost), de onde tiramos que:

lo/ @I = [Iv/(=R sen(t)) + (R cos(t))’]].
= R

Pela defini¢ao 2.11 temos:

¢
s(t) = / Rdu = R|}, = Rt.
0

Considerando a circunferéncia com ¢ variando de 0 a 27 teriamos s(27) = 27 R que

é coerente com o que ja conhecemos da geometria plana.

Superficies Parametrizadas

A representagao paramétrica de uma superficie, serd desenvolvida neste trabalho
sob a otica de Frederick Pearson II [4] e tem a finalidade de representar as superficies
envolvidas no processo de projecao. Segundo ele, para representar uma superficie no
R3, necessitamos de duas funcoes: a; : I — R3 e ay: I — R3, em que I C R. O vetor

r para um ponto da superficie é:

r = a(ag,as). (2.20)

Se mantivermos um dos parametros constante e fizermos variar o outro o trago
de a; e ay definirdo duas curvas regulares parametrizadas no R3. Por conveniéncia
consideraremos que «; é a curva descrita quando deixamos oy constante e ap é curva

encontrada deixando «; constante.
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O proximo passo € obter os vetores tangentes a cada uma das curvas no ponto P.

Como ja vimos, o vetor tangente é obtido derivando as curvas parametrizadas. Com

isso tome:
or
ar = —;
a1 (2.21)
ay = —.
(%)

O plano gerado por a; e as é o plano tangente a superficie no ponto P(Figura 2.12).

Figura 2.12: Plano Tangente a Uma Superficie Parametrizada

A diferencial total da superficie é dada por:

or or
o = —dy, + —do, = a1dy, + azda,. (2.22)
aq (6]
Em (2.22), d,, e d,, representam pequenos arcos em «a; e g respectivamente.
Com essas consideragoes podemos definir a Primeira Forma Fundamental de

Superficie, novamente pela 6tica de Frederick Pearson [4].

2.4.2 Primeira Forma Fundamental

A intengao, neste trabalho, em modelar a primeira forma fundamental de superficie
¢é encontrar um mecanismo para calculo de comprimentos, angulos, area e a normal a
uma superficie.

Vimos em 2.11 que para o céalculo de um arco em uma curva parametrizada utili-

ZaImos:

S(t) = / o ()
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De (2.22) temos:

A (ar,a9) = dy = ardy, + asdy,.

Dos conceitos da Geometria Analitica descritos por Boulos [6], destacamos que

|v]| = v/v - v em que v - v representa o produto escalar no R3. Disto encontramos:
[ do - da,
== (aldal -+ a2da2> . (Cl,ldal -+ agda2> 3 (223)

= (a1-a1) (do,)* +2 (a1 - ag) (dayday) + (a2 - az) (da,)*.

De 2.23 definimos novas variaveis que por sua importancia sao chamados de Coe-

ficientes Fundamentais:

E = a-ay;
F = ap - ag; (224)
G = ay-as.

Substituindo em (2.23) obtemos:

|do|* = Ed2, + 2Fdy, do, + Gd2,. (2.25)

A equacao dada em 2.25 é a Primeira Forma Fundamental de uma superficie
e seus coeficientes sao imprescindiveis no processo de projegao cartografica. Vejamos
como podemos utilizar a primeira forma fundamental para o calculo de comprimentos
e areas na superficie, assim como o angulo entre dois vetores tangentes.

Vale ainda ressaltar que nos casos em que o angulo esférico entre a; e ap no ponto
P é reto, a primeira forma fundamental fica mais simples, uma vez que a; - a3 = 0
tornando F' = 0.

Na defini¢ao 2.11, o comprimento de um arco era definido como a soma das infinitas

particoes feitas no mesmo. Dada a primeira forma fundamental dada em 2.25 definimos:

Definicao 2.12. Dados P; e Py sob uma superficie parametrizada S. O comprimento

do arco s que vai de Py a P, pode ser calculado por:

Py
5= / ¢Ed31 + 2Fd, o, + G2,
Py

Ainda segundo Boulos [6], o Angulo 6 entre os dois vetores tangentes a; e as pode
ser calculado por:

a1 - Ay

cos ) = ———=—.
[az[[||az||

Pelas substituicoes em 2.24 obtemos:
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F
cos O = —— (2.26)

Sendo sen € = /1 — cos? 6, podemos ainda escrever:

2
senf) = 1-— g—G,
EG _ F2 (2.27)
B EG
Defina agora uma nova variavel em (2.27):
H = EG — F? (2.28)

e substituindo em 2.27 obtemos:

sen 0 = “E_HG' (2.29)

O vetor normal a superficie no ponto P é, por defini¢ao, ortogonal aos vetores a; e
as e é encontrado pelo produto vetorial entre eles. Se denotarmos seu versor em P por

n, o mesmo pode ser calculado por:

ap X as
n = ——.
laz x as
Sabe-se ainda que ||a; X as|| = ||a1]|||az||sen 6 (Boulos [6]). Disto,
a; X ag
n _
las|[[|a||send’
2.24,2.29 a; X ag
=N = (2.30)
VEVG L
a; X a
=>n =

Uma outra questao métrica muito importante é a utilizacao da primeira forma
fundamental para o calculo de areas na superficie. Para tanto, considere uma super-
ficie regular S C R?® parametrizada por a : U C R? — S. considere ainda uma regiao
R C S de forma que R seja a imagem por « de uma regiao () C U limitada. Tome
ainda uma particao P que divide a regiao () em um ntumero finito de regioes ();, tendo
como imagem em R um nimero também finito de regioes correspondentes R; de forma
que a(Q;) = R;. Se fizermos i — 0o, o numero de regides aumenta e consequentemente
o tamanho delas é cada vez menor, fazendo com que consigamos calcular a drea da
superficie por meio da soma dessas mintsculas repartigoes.

Tome uma dessas partigoes em (). FEsse paralelogramo em ), tem em S uma
representacao curva. No entanto, tal representacao pode ser aproximada por um pa-
ralelogramo, cujos lados sao os vetores tangentes aos lados dessa regiao curva e sao

paralelos aos lados do paralelogramo em (). Veja na figura 2.13
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RZ

Figura 2.13: Area de uma Superficie

A area de cada um desses paralelogramos R; € R? é dada por ||u x v]|[6]. Assim, a
soma de todas as subdivisoes encontradas pela particao quando a mesma tende a zero

¢ dada pela integral:

/ ||lu x v||dudv. (2.31)

Q

Definigao 2.13. Seja R C S uma regiao limitada de uma superficie reqular, contida

em uma vizinhanca coordenada de uma parametrizacio o : U C R? — S o nimero

// |u x v||dudv
Q

com a(U) = R € chamado de drea de R.(Nunes [9])

positivo dado por

Utilizando a primeira forma fundamental de superficie. Suponha que nossa regiao
esteja parametrizada pelos parametros aq e s como mostrado em 2.20. Para deduzir
a formula para o célculo de area de uma superficie, utilize 2.13, e no lugar de u e v,

utilize a1 e ay dados em 2.21. Sendo 6 o angulo entre os vetores a; e as, obtemos:

[lax x ag|| = [|as ||| az|| sen(6). (2.32)

e de (2.27):

(a1 - az) = [|ar[[|az]| cos(6). (2.33)

Tomando o quadrado em 2.32 e 2.33 e somando as duas expressoes ap0s isso, tere-

mos:
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la x az|l* + (ar.a2)” = fla|*lazl® sen®(6) + [las|*[las]|* cos*(8),
lay [|*|az(|* (sen® (8) + cos*(6) (2.34)

= lax [l a2

Desta forma:

losxasl = yflanlPllasl? - (@ - a2)?,
= \/(@1 ~ay) (az - az) — (a1 - as)®, (2.35)
o VEG—F~.

Finalizando,

/ |lu x v||dudv :/ VEG — F2dudv. (2.36)
Q Q
A férmula dada em 2.36 nos permite, por meio dos coeficientes da primeira forma
fundamental, obter o valor numérico da area desta superficie.
Para ilustrar o que foi visto até aqui das técnicas da geometria diferencial,

vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 2.3. Encontre a primeira forma fundamental da esfera de raio R. Depois

disso determine sua &rea.
Observe a seguir a esfera de raio R mencionada:

A
N

P=(z,y,2)

Figura 2.14: Parametrizagao da Esfera

Pela figura 2.14 obtemos pelas relagoes no tridngulo retangulo que:
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04 = a2+ 2 (2.37)

y = a2+ y2sen()); (2.38)

r = /22 + y2cos(\); (2.39)

z = Rseng; (2.40)
Va2 + 2 = Rcos(¢). (2.41)

Organizando as equagoes anteriores, obtemos a parametrizacao da esfera em funcao

de X e ¢, respectivamente a longitude e a latitude, coordenadas geograficas de P:

= R cos(¢) cos(A);
= R cos(¢) sen(N); (2.42)
z = R sen(¢).
Logo uma parametrizagao da esfera é a funcao a : U — S tal que «a(), ¢) =
(R cos(¢) cos(A), R cos(¢) sen(A), R sen(¢)), com 0 < A\ <271 e 0 < ¢ < 7. Para obter
os coeficientes F/, F' e G da primeira forma fundamental, tomemos primeiramente as

derivadas em relagao a A e ¢, obtendo:

ay; = (—R*cos(¢) sen(N), R cos(¢) cos()),0),

as = (—R cos(\) sen(¢), —Rsen(¢) sen(A), R cos(¢)).

Disto temos:

E = aq.aq = R? cos?(¢) sen?(\) + R? cos?(¢) cos®(\)
F = a;-a; = R?*cos(¢)cos()\)sen(¢)sen(A ) R? cos(¢) cos(A) sen(¢) sen(A) + 0
R% cos?(\) sen?(¢) + R?sen?(¢) sen?(\) + R? cos?(o)

G = 9.09
(2.43)
Encontrado os coeficientes da primeira forma fundamental da esfera, a mesma é

dada por:

|do|” = R*cos*¢d>, + R*d.,. (2.44)

Para determinar a area total da superficie dessa esfera utilizamos 2.36, de onde

tiramos:

™ 2w
// VEG — F2dudv = / / R? cos®(¢p) R? d\dé,
s 0o Jo A\

IS 2 g
= / / R? cos(¢)dAd¢p = 2 / 21 R? cos(¢)d¢ = 4m R?.
0 0 0
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2.4.3 Condicao de Igualdade de Area

Veremos que ao se fazer uma projecao cartogréafica, além de escolher o melhor
modelo para a Terra, devemos selecionar com atengao uma superficie para tal projecao.
Uma alternativa, como veremos no préximo capitulo, é projetar a superficie do elipsoide
em uma esfera, chamada esfera autalica e s6 entao fazer a projecao desta para uma
superficie desenvolvivel, seja ela um plano, um cone ou um cilindro.

Quando pretendemos preservar a area dessas regioes no processo de projecao, pre-

cisamos de requisitos minimos que serao descritos nesta subsessao.

Forma Matricial da Condicdo de Equivaléncia de Areas

Tomando a superficie da Terra modelada por um esferoide v e uma parametrizagao
pelos reais ¢ e A, os coeficientes da primeira forma fundamental desse esferoide, que
aqui chamaremos de quantidades fundamentais, serao denotados por e, f e g. As

coordenadas de um ponto P nessa superficie sao dadas como segue:

= z(),\);
y = y(oN); (2.45)

z = z(p, ).
Considerando posteriormente uma projecao que pretenda levar uma regiao S; C ~
em uma regiao S C 7, em que 7 é uma superficie de proje¢ao parametrizada pelas
quantidades u e v e que tem quantidades fundamentais E', F" e G'. As coordenadas do

ponto P’ nesta superficie sao dadas por:

X = X(u,v);
Y = Y(u,v); (2.46)
Z = Z(u,v).

A curva paramétrica da Terra em relacao a projecao de superficie escolhida 7 seré:

Z = w9, A); (2.47)

= v(P, ).
Duas condigoes sao indispensaveis durante a parametrizacao e posterior projecao:
Ela deve ser tnica e reversivel, ou seja, um ponto na Terra deve corresponder a um
tnico ponto na superficie e uma fez obtido P’ é possivel descobrir P, correspondente

funcional do mesmo. Assim, podemos escrever ainda que:
6 = oluo)
A= Au,v).
Substituindo (2.47) em (2.46), temos:

(2.48)
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X = Xu(g,A),v(o,N)],
Y o= Yu(o,A),v(8, )], (2.49)
Z = Zu(d,\),v(¢, )]

Com essa composi¢ao, chamaremos as quantidades fundamentais de F, F' e G.

Diferenciando (2.49) pela regra da cadeia, obtemos:

0X 0X Ou  0X Ov

9%~ ouds  ovos
0X 0X Ou aXﬁv'
N uox  avon
oY B Y ou 9Y Ov
9  0udp  ovog
gy  9You 9y ou (2.50)
N ouox T avon
oz 0Z ou 0Z Ov
96~ Guds  0vop
o0z 0Z ou 0Z Ov
n  ouor T avon

De (2.21) podemos dizer que os vetores tangentes a; e ap das curvas que parame-
trizam a superficie sao dados por:

W (09X 0¥ 07y
1 — 3(]5’5’(]5’8(? )

_ (X oV oz (251
@ = \oxon on )

De (2.24), obtemos as quantidades fundamentais desta superficie, dados por:
E = 8_X 2+ @_Y 2+ a_Z i
B B Bl dp )’
o _ (0X0X\ _ (ovovy  (oz0z
— \9¢ oA b O\ 96 ON )’ (2.52)
G (XY, (0N, (07
B oA O\ ox)

As quantidades fundamentais da superficie parametrizada por u e v por processo
analogo ao anterior sao obtidas por:

FE = 8_XQ_|_8_YQ_|_ a_ZZ
B ou ou ou) ’
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P (OXOXY, (vovy | (o707
N ou Ov ou Ov ou ov )’

o) e

Substituindo (2.52) e (2.53) em 2.50 e trabalhando a equagao resultante chegamos

oudv  Ovou\’
EG-F*=[EG —F* (=% ——= | . 2.54
[ ) (a¢ oN 0 m) (2:54)
Na linguagem matricial,
E F || % du?
EG—F2:‘ o ‘ 5 oo (2.55)
o6 Ox

O determinante que contem as derivadas parciais em (2.55) é chamado de Deter-
minante Jacobiano da transformagao de (¢, \) para (u,v).

A condigao de igualdade de areas garantira que o valor numérico da érea na super-
ficie da Terra seja preservada pela transformacao e se torna uma area equivalente na
superficie de projecao.

Para finalizar a sessao, enunciaremos um importantissimo teorema sobre areas de
superficies, que aqui nao sera provado, mas que pode ser encontrado em Picado,pg.108
[10], e sera utilizado na projecao cartografica do capitulo 4.

Teorema 2.4. Sejam, e, f e g as quantidades fundamentais da parametriza¢io da
superficie da Terra e E, F e G as quantidades fundamentais na superficie de projecao.
Uma regiao mapeada da superficie da Terra tem igual drea na superficie de proje¢ao
se, e somente se:

eg— f* = EG — F?.



3 Geometria da Terra

O estudo do formato da Terra sempre foi de fundamental importancia para a hu-
manidade. Antigamente, navegadores, desbravadores, reis e tantos curiosos, buscavam
entender como era o lugar em que viviam. Como era de costume, tais percepc¢oes eram
muitas vezes embasadas em crencgas religiosas, ou até mesmo em interesses politicos.
Como nao era de se estranhar, para desbancar tais concepgoes nao era facil. Muitos
eram hostilizados, quando nao, julgados como hereges por trazer ideias diferentes sobre

a Terra e seu lugar no universo.

3.1 Modelos Teoéricos Para o Formato da Terra

De nossas aulas de historia, sabemos que por muito tempo, pensava-se que a Terra
era um plano e, nao um plano do ponto de vista matematico, pois acreditava-se que
chegando aos limites desse "plano", encontrariam um abismo que engoliria a todos que
ali chegassem.

Com relagao a forma, Pitagoras (580-497 ac) , Tales (624-548 ac) e Aristoteles (384-
322 ac) reprovavam a ideia da Terra plana e deram varias justificativas matemética e
filosoficas para aquilo que acreditavam: a esfericidade. Todos eles, pelo respeito que
tinham no meio cientifico convenceram a todos disso e, por séculos, o formato esférico

da Terra foi incontestado. Aristoteles se justificava por pontos como:

e O contorno circular da sombra projetada pela Terra nos eclipses da Lua;
e A variacao do aspecto do céu estrelado com a latitude;

e A diferenca de horario na observagao de um mesmo eclipse para observadores

situados em meridianos diferentes.

Com exemplos como estes, o modelo esférico foi sendo mantido e utilizado para
calculos de distancia, para construcao de mapas entre outras finalidades. Bem mais
tarde, segundo Libault [§8], Isaac Newton (1642-1727) em seu estudo sobre a gravidade,
percebeu que a Terra nao era esférica, mas um soélido ligeiramente achatado nos polos

com o raio equatorial maior que o raio polar. Jean Dominique Cassini (1625-1712) e

39
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Jacques Cassini (1677- 1756) reforcaram a ideia sobre o formato nao esférico, mas ao
contrario de Newton, acreditavam que o eixo polar era maior que o eixo equatorial.
Na figura 3.1 [16] vemos a diferenca de percepc¢ao de Newton e Cassini com relagao

ao formato da Terra:

AN

Equador

T Equador

(a) )

Figura 3.1: (a) Terra segundo Cassini (b) Terra segundo Newton

Com a duavida em dizer qual dos eixos era maior: o que continha o eixo de rotacao
da Terra (Norte/Sul) ou o eixo equatorial, a "Académie des Sciences"francesa decidiu
mandar dois grupos: um para medir um arco de um grau de um meridiano no Equador
e outro perto do Pélo Norte.

A expedicao equatorial formada por Bouguer, Godin, La condamine e dois jovens
oficiais espanhdis, foi enviada para o Peru. Este grupo mediu dois arcos de meridiano
com aproximadamente 3° de amplitude e obteve em um deles, para o arco de 1°, o
comprimento de 11 614 metros.

A expedicao polar formada inicialmente por Maupertuis, Camus, Célsius e depois
por Clairaut, foi enviada para a Laponia. Concluido o trabalho de célculo, essa equipe
obteve para o arco de 1° o comprimento de 11 948 metros o que confirmou a hipotese
de Newton sobre uma Terra achatada nos polos.

Com esse resultado, o elipsoide! se torna oficialmente a forma da Terra. Nao que
os calculos feitos com o formato esférico devessem ser desconsiderados, mas sendo o
elipsoide um soélido desenvolvivel matematicamente, as formulas antes encontradas para
os calculos de distancia e posicionamento puderam ser aperfeicoados e deixados de uma
forma mais genérica, ja que podemos considerar a esfera como um caso particular de um
elipsoide em que a elipse rotacionada tem eixos maior e menor de mesmo comprimento.

Desde entao, uma gama de elipsoides, cada um buscando se tornar mais preciso e

esclarecedor sobre o lugar em que vivemos, foram determinados. A cada novo elipsoide

1O elipsoide ¢ um sélido de revolucao obtido pela rotacio de uma elipse em torno de um de seus

eixos
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Nome do Autor | Semi-eixo maior (a) | Semi-eixo menor (b) | Achatamento?
Bessel (1841) 6 377 397, 15 m 6 356 078 ,96m 1:299,153
Clarke (1880) 6 378 249,2 m 6 356 515 m 1:293,465
Helmet (1901) 6 378 200 m 6 356 940 m 1: 300

Hayford 6 378 388 m 6 356 911 1: 295,98
Krassovski 6 378 255 m 6 356 863 m 1: 298,3

Tabela 3.1: Elipsoides de Referéncia

que surgia, um nome buscava a posteridade como detentor daquele que melhor se
adequava a Terra. Veja na tabela a seguir alguns deles, que constam no livro de
Libault [8]:

A estratégia de adotar um tnico elipsoide para todo o lugar na Terra nao é prudente,
pois pode trazer distor¢oes indesejaveis, portanto para cada lugar na superficie terreste,
existe um elipsoide que melhor se enquadra. Dos que foram citados, o Hayford é o mais
adequado para a América do Sul.

A grande utilidade pratica do elipsoide de referéncia, de acordo com Libault [8]
consiste em determinar, para o centro de uma regiao, o raio de esfera tangente que
permitira os calculos de geodésia e cartografia.

Do ponto de vista cientifico, haviam muitos estudiosos que ainda nao estavam con-
tentes com o formato elipsoidal da Terra. A partir do Século XIX Na busca de uma
forma ainda mais aproximada, nomes como Clairaut, Laplace, Gauss e Bessel [11]
pensaram na Terra com um formato mais irregular e complexo do que o elipsoide , o
Geoide.

O Geoide, segundo Gauss é o modelo fisico da Terra, correspondendo ao seu campo
de gravidade, é portanto a sua superficie equipotencial que corresponde ao nivel médio
do nivel do mar. Como a superficie do geoide é mais irregular que a do elipsoide, ele
nao é o modelo adotado para calculos matematicos e nao serda esmiugado no presente
trabalho.

Passemos agora as caracteristicas geométricas da Terra, de acordo com as defini¢oes

matemaéticas do modelo adotado dentre os que foram aqui citados.

3.2 Da Elipse ao Elipsoide

Como visto, a forma oficial da Terra para célculos mateméticos é o elipsoide,
que corresponde a um so6lido de revolugao obtido quando rotacionamos uma elipse em
torno de um de seus eixos. Nas projecoes cartograficas, o elipsoide utilizado é conhecido
como esferoide, que corresponde a uma elipse rotacionada em torno de seu eixo menor,
contido no eixo NS (fig 3.1). Obtidas as férmulas para o esferoide, buscamos fazer uma
correspondéncia das mesmas com uma esfera que preserva algumas das propriedades

do elipsoide, como por exemplo, a area. A esfera em questao, é chamada por Frederick
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Pearson 1II [4] e Galo [5] de Esfera Autalica.

Buscando encontrar as formulas no esferoide e entao passa-las para a Esfera Au-
talica, estudaremos os elementos da elipse a ser rotacionada e nela, como encontrar
relagoes entre latitude geocéntrica e geodésica, que posteriormente sera utilizada para
se obter a latitude autalica, importante para a aplicacao na projecao azimutal

equivalente de Lambert e finalmente ao célculo de areas na superficie terrestre.

3.2.1 Elementos da Elipse

Antes de estudar os elementos da elipse vamos assim defini-la:

Definicao 3.1. Dados dois pontos do plano, Fy e Fy ndo coincidentes, ¢ Ay e As
pontos contidos na reta FyFy sendo o ponto médio entre Fy e Iy, O, coincidente com o
ponto médio de Ay e Ay. Uma elipse € o lugar geométrico dos pontos P = (x,y) tais

que dpp, + dpp, = 2a sendo dap a distdncia entre os pontos A e B e a = dpa, -

Como ja dissemos, rotacionando uma elipse em torno de um de seus eixos, obtemos
um so6lido de revolugao chamado elipsoide. Centrando uma elipse na origem do sistema
cartesiano tridimensional e fazendo serem paralelos, o eixo menor da elipse e o eixo
Z, ao rotacionarmos esta elipse em torno de seu eixo menor obtemos um elipsoide
chamado de esferoide. Tome uma seccao deste esferoide, correspondendo no R? a sua

interseccao com o plano X o Z. Com isso obtemos a figura a seguir:

- — — — — 4+ — — — —

Figura 3.2: Seccao do Elipsoide com O Plano X oY
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Na figura, ¢ é o semieixo focal, e corresponde a distancia do centro da elipse até
qualquer um de seus focos; b equivale ao semieixo menor da elipse e a, o maior. Como

o triangulo ZOF) é reto em O, obtemos:

A=+ =c=vVa2 -2 (3.1)

. - o . e
Definicao 3.2. Chamamos de primeira excentricidade e, a razio, —. Como ¢ < a.
a

c
Segque ainda que e = — < 1.
a

Em geral, encontrada a excentricidade, podemos avaliar o quao préoximo de uma
circunferéncia esta a elipse. Note que na primeira avaliacao que fizemos para aferir a
proximidade entre a elipse e uma circunferéncia, tomamos o eixo maior como referéncia.

Se utilizarmos o eixo menor, definimos a segunda excentricidade:
~ . c
Definicao 3.3. A segunda excentricidade denotada por €' é dada por e = %

Uma outra maneira de avaliar a proximidade entre uma elipse e uma circunferéncia
seria comparar o eixo maior e menor. Evidente que quanto mais proximo um estiver

do outro, mais circular sera a elipse.

~ . a—>b
Definicao 3.4. Chamamos de achatamento, e denotamos por f, a razao: f = .
a

Veja que da defini¢ao 3.4, quanto mais préximo de zero for o valor de f, maior é a
proximidade entre a e b.

Podemos ainda relacionar essas trés medidas, definidas em 3.2, 3.3 e 3.4 e ainda
deixa-las em funcao do comprimento dos semieixos:

Primeiro note que:

ca (3.1), e:def 3.2 Nz

= e%a? =

a® — b2,
N a® — b?
e = \| ——-
o2

De forma analoga, podemos escrever a segunda excentricidade em fun¢ao dos semi-

(3.2)

eixos:

b (3.1), e:def 3.3 Nz
= (¢)*? = a* — b,
[a? — b?
= e = o
Para relacionar a primeira com a segunda excentricidade, basta observar que de
(3.2) obtém-se:

(3.3)
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2 = @ —e2a?
’ 3.4
=b = avl—e2 (3.4)
Da mesma forma, de (3.3) tiramos:
a2 — (e/)2b2 + b2, (3 5)
=a = b1+ (e)2 '
Substituindo (3.5) em (3.4) encontramos:
b = by/1+(¢)2V1— €2,
=1 = (1+e?)(1-e?),
$ 1 == 1 - 62 + 6/2 - 6/262, (36)
=eX(1+e?) = e?,
6/2
e = T+

3.2.2 Latitude Geocéntrica e Latitude Geodésica

De posse de alguns elementos da elipse, quando tratamos a Terra como um esferoide,
¢é evidente que a primeira aplicacao natural seja determinar a localizacao de um ponto
na superficie deste soélido por meio de coordenadas. Como comentado no capitulo
anterior, as coordenadas utilizadas para este fim sao as coordenadas geograficas de
latitude e longitude.

Nosso interesse no momento, sera definir, a partir das coordenadas da esfera, rela-
tivas a latitude e longitude, uma localizagao correspondente no esferoide. Para tanto

considere as defini¢oes a seguir:

Definigao 3.5. E chamada de latitude geocéntrica de wm ponto P, o dngulo formado

entre o segmento que liga P ao centro O e o plano equatorial.
Além disso temos:

Definicao 3.6. Chama-se de latitude geodésica de P, o dngulo formado entre o

segmento normal passando por P e o plano equatorial.
Com relagao a longitude,

Definigao 3.7. A longitude geocéntrica e a longitude geodésica do ponto P, sdo

definidas como o dngulo entre o meridiano de referéncia e o meridiano que se encontra
P.

Como a longitude nao se altera da esfera para o esferoide, nos concentremos em
relacionar as latitudes geodésica e geocéntrica. A latitude geocéntrica 3 e a latitude

geodésica ¢ sao mostradas na figurad.3:
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Figura 3.3: Latitude Geodésica e Latitude Geocéntrica

Note que a latitude geocéntrica § é medida a partir do semieixo positivo X até
o segmento OP que liga um ponto da elipse ao seu centro.

A latitude geodésica ¢ é a medida do angulo entre o semieixo positivo X e o
segmento Normal P(Q) de medida p, como mostra a figura 3.3. Destacamos ainda o
segmento OP de medida r e o segmento PS de medida R, equivalente ao raio do
circulo paralelo ao equador que passa por P.

O ponto P no plano X o Z tem coordenadas P = (z, z). Podemos parametrizar a
elipse por meio de sua latitude geocéntrica §. Para tanto, lembremos que a equacao

cartesiana desta elipse que chamaremos de v no eixo X o Z pode ser dada por

v (g)z + (%)2 =1. (3.7)

De acordo com a equagao (3.7) os numeros g e % devem pertencer a uma circunferéncia
de raio unitario centrada na origem O. Como vimos no capitulo anterior, tal circun-
feréncia pode ser parametrizada pelo nimero real 0 < § < 27, por meio da funcao
a : [0,27] — R? definida por a(8) = (cos(3),sen(B)). Assim sendo, devemos admitir

que existe 3 tal que:

= cos(f),

z
— = sen(f).
b
Dai a parametrizagao da elipse para qualquer ponto pode ser obtida das coordenadas

cartesianas por:
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xr = acos(f), (3.8)

z = bsen(f). (3.9)

Tomando a razao entre (3.9) e (3.8) obtermos:

z _ bsen(B)

r  acos(B)

De acordo com a relagao para o semieixo b encontrada em (3.4) e tomando 3 # £7

podemos escrever:

g — V1= tanp. (3.10)

Veja que em (3.10) obtemos uma rela¢ao para a latitude geocéntrica. No entanto,
o maior interesse 4] esta na latitude geodésica ¢. Este angulo (ver figura 3.3), denota
a inclinacao da reta normal P em relacao ao eixo X. Para obter a latitude geodésica

em termos da geocéntrica, tomemos primeiro a diferencial total da elipse v em (3.7):

2 2z

Dai obtemos:
dx a? =z
2 3.11
dz b (3.11)
Observe novamente a figura 3.3 e note que a reta tangente PC tem coeficiente
z
angular dado por —(P), como o angulo que tal reta faz com o eixo X, no sentido

anti-horério é 90° 4+ ¢, podemos facilmente deduzir:

dz

= o0
v . 1
= ctg(90° + ¢),
N dv tgé
dz e
Substituindo (3.12) me (3.11) temos:
a’ z
tg(¢) = o (3.13)

Utilizando o resultado em (3.10) e (3.4)e substituindo em (3.13) chegamos final-

mente a :

tg(¢) = V1 —e*tg(p). (3.14)
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A férmula em (3.14) nos fornece um modo pratico de, a partir da latitude geocén-

trica (mais facil de obter), chegar até a latitude geodésica.

3.2.3 Geometria do Esferoide

Nesta secao trataremos de um elipsoide especial utilizado nas projecoes cartografi-
cas: o esferoide. O esferoide, como ja dito, é obtido pela rotagao de uma elipse em
torno de seu eixo menor, obtendo como seccoes paralelas ao equador circulos. Definido

desta forma, a equagao cartesiana do esferoide é dada por:

S R (3.15)

Vamos agora obter alguns elementos importantes do esferoide, com o intuito de

chegar a sua primeira forma fundamental. Para tanto considere a figura a seguir:

Elipse  meridiana N

circulo paralelo

90° + ¢

Figura 3.4: Elementos do Esferoide

Projetando o segmento D P no plano equatorial, podemos obter uma relagao entre
Ry e os valores de x e y da equacao 3.15. Para tanto veja a ilustracao a seguir:
Da figura anterior, fica facil notar que R3 = z* + y*. Com isso a equagao (3.15)
pode ser reescrita da seguinte maneira:
2 2
gg %:ﬂ. (3.16)
Na verdade essa equacao corresponde & equagao da elipse meridiana no esferoide.

Multiplicando (3.16) por a?b? obtemos:
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0 272 , 7 272 279
a2ab —i-ﬁab—ab.
Logo,
RV +a*2% = d®b?,
R2
=z =0 ——20.
a

Derivando z em relagao a R encotramos:

dz 1 2bR0

dRy 2 [iP_RZ

a 2
Assim,
dz bRy
= — , 3.17
dRy ay/a* — R? (3.17)
dz o < .
em que R Representa a inclinagao da reta tangente a elipse meridiana no ponto
0
P. Observando a figura 3.4, tal inclina¢ao corresponde a tg(90° + ¢), ou seja:
dz oS¢
= — +q(90° = —cot = — ) 3.18
T = 19090+ 6) = —cotg(s) = < (318)
Disto e da equagao anterior, chegamos a:
bRy B cos¢p
a/a?— R:  seng’
bRy cos¢p (3.19)

S .
av/a?® — R? seng

Elevando, ambos os membros de (3.19) ao quadrado temos:

b’ R2 cos’

a2(a? — R?)  sen?¢’

De onde tiramos que:

b’ Risen’¢ — a*(a® — R2)cos*¢ = 0.
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Como visto em (3.4) b = ay/1 — e2. Com isso,

a*(1 — e?)R%sen’¢ — a*(a® — R3)cos*¢ = 0,
= a*[(1 — e?)R3sen’¢ — (a* — R2)cos?@] 0, (3.20)
= (1 — e?)R3sen*¢ — (a* — R3)cos*¢ = 0, '
= R2sen® — e?R%sen¢ — a’cos’¢ + Ricos’d = 0.
Associando os elementos comuns na equagao (3.20) Obtemos:
R3(sen¢ — e*sen’¢ + cos*®) — a*cos*d = 0,
a’cos?¢
= R} = —
0 1 — e2sen?¢’ (3.21)
= Ry _ acoso

V1= e2sen?¢
Observando novamente a figura 3.4, no triangulo DP(Q retangulo em D tiramos

pelas relagoes trigonométricas elementares que:
Ry = PQcoso. (3.22)
De (3.22) e (3.21) chegamos a:

a

V1= esen2¢

O comprimento P(Q é conhecido como raio de curvatura do esferoide no plano

PQ=R,=

(3.23)

perpendicular ao plano meridional e é também conhecido como Grande Normal. Aqui
denotaremos essa medida por R, e a chamaremos somente de Raio de curvatura
normal.

Uma vez obtido o raio de curvatura normal R,, outra medida importante é o raio
de curvatura da elipse meridiana. Essa medida é associada a curvatura e a torcao da
curva parametrizada que gera a elipse meridiana. Para deduzirmos a féormula para o
raio de curvatura [5], tomemos o que nos apresenta (Leithold V.2, P.85)[7]. Com
tais consideragoes, o raio de curvatura R,, de uma elipse meridiana, como a vista na

figura 3.4 é:

Ry = . (3.24)

d bR,
- ——0, disto, segue que:

dRy av/a* — R?

Lembremos agora que de (3.17)
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a2z —ba(a® — R2)% + bRya.L(a> — R2)™2.(—2Ry)

dR3 (ay/a® — R2)? ’

ba [(GQ — R2)2 + R3(a? — R%)’%}

a*(a® — Ry) ’ (3.25)
ba [(a2 — R2)"2.(a* — R3 + R%)]
- a(a> — ) |
&z _ —ba(a? — R2)2
dRz o

Substituindo (3.25) e (3.17) em (3.24) obtemos:

dz 2 % b2 R2 %
|:1 + <d_RO> :| |:1 + a2(a2—0R8)]
i | abler - RY)E

3
2

a*(a* — R%) + b*R2
P T)
—ab

3
2

[a*(a® — R2) + b*R2]
a3

—ab ’

[a%(a® — R2) + b*R2)?
a*b '

Utilizando R% encontrado em (3.21) e o valor de b obtido em (3.4) chegamos a:
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3
2

3
{CLZ (a2 _@hcos’d > +a*(1— 62)—a20052¢ 3

11— e2sen?o 1 — e2sen?¢

atar/1 — e2

[a*(a? — R2) + b*R2]
a*db

3
2

0 (1220 (114 )
ady/1 — e? ’
e2(1 — sen?¢) 2
al|l— ——————=
1 —e2sen?¢

(1—e2)}

3
1 —e%sen?p — e + e?sen?¢ 2
a
1 —e2sen2¢

(1—e2)3

Y

Ca(l—e?)i(l—e?)

Finalmente, chegamos a formula que nos permite o célculo do raio de curvatura da
elipse meridiana e esta ¢ dada por:
a(l — e?
R, = ( ) = (3.26)
(1 — e2sen?¢)?

Tendo obtido as relagoes principais no esferoide, podemos definir a esfera autéalica,

pois na mesma, tanto o raio quanto a latitude dependem dos valores aqui calculados.

3.3 A esfera Autalica

A esfera autalica é uma esfera que possui a mesma area do esferoide de referéncia. O
método para defini-la consiste em encontrar seu raio, chamado de raio autéalico (R,)
e sua latitude que chamaremos de latitude autalica (¢,). A longitude do esferoide
para a esfera autalica nao é alterada.

Para a encontramos a latitude autélica nos baseamos na latitude geodésica, no caso

do raio autalico, o mesmo depende dos raios de curvatura do esferoide.

3.3.1 Latitude Autalica e Raio Autalico

A latitude autélica esté definida para projegoes que preservem a area de um esfe-

roide para a esfera e posteriormente para o plano (processo de projecao).
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No capitulo 2, vimos as bases matematicas para a parametrizacao de superficies.
Inclusive em (2.44) encontramos a primeira forma fundamental da esfera. No caso do

esferoide, sua primeira forma fundamental é dada por:

ds* = R2,d¢” + Ricos’pdN>. (3.27)
A condigao para a igualdade de areas, dada em (2.55) nos diz que:

2

E F|l % %
eg— f° ==’ “ oo (3.28)
G o6 OA

Onde ¢, e A, sao a latitude e a longitude autélicas respectivamente e ¢ e A sao a
latitude e a longitude geodésica.

Ambos os sistemas sao ortogonais, logo:

f=F=0.

Das primeiras formas fundamentais da esfera (2.44) e do esferoide (3.27), obtem-se

os coeficientes fundamentais do esferoide e, f e g e da esfera E, F' e G destacados a

seguir:

e = RZ

f 0, (3.29)
g = Rlcos’¢.

e

E - R

F = 0, (3.30)
G = RZcos*Q,.

Substituindo (3.30) e (3.29) em (3.28) obtemos:

2 P2, .2 R; 0 88%? %L; ’
R: Ricos“p=| “ 3.31
m 1050 ‘ 0o R2cos’¢, %’XL Do (3:31)
Como a longitude no esferoide e na esfera nao varia obtemos:
O\,
= 17
2 ; (3.32)
oo
A latitude autalica é independente de \,, ou seja,
Oa
5?\ =0. (3.33)

substituindo (3.32) e (3.33) em (3.31) obtemos:
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dba () |2
R2 Ricos®¢ = Rycos | o7 . (3.34)
Disto, temos:
by \ 17
2 P2, .2 — 2 e
Ry, Rocos™¢ = {Racos%(ﬁgzﬁ)} , (3.35)
= Rn,R,cospdp = R%c08¢,dd,.

Substituindo os valores de R,, e R, obtidos respectivamente em (2.4) e (2.3), che-

gamos a:

2
(1(1 (& ) C05¢d¢ = RZCOSQ¢ad¢a7

a
(1 — e2sen?p)2 /1 — e2sen’d (3.36)

2
a*(1 —é?)
mcosgbdgﬁ = Rz COSQSQ dQSa .

Integrando acima, obtemos:

oS¢
1 — e2sen?¢)?

Pa
RZseng, = a*(1—é€?) / do,
o (
Pa
RZseng, = a*(1—é€?) / cos(1 4 2e?sen’¢ + 3e*sen'd + - - - )do,
0
2
R?LSG”% = a2(1 - 62) [senqb + gezsen?’qﬁ + - } .

Para obter R, vamos impor a restri¢cao de que ¢, = 5 quando ¢ = 7, daf

2 4

R = &u—¥)1+—8+§&+—§+~~, (3.37)
3 5 7
2 3 4

=R, = (1\/(1—62)(1"‘5624‘5644‘?66"’"'). (338)

Obtemos assim o raio da esfera autalica que terd a mesma area do esferoide.

Quanto a latitude, vimos que:

2
R2seng, = a*(1 — ¢*) [sengﬁ + gegsen?’gb + - ] .

Disto tiramos que:

a*(1—¢e?) [1+ 2e?sen’p + - - - |
R? ‘

seng, = seno
Ou ainda,

[1 + %6286n2¢ + §e4sen4¢- . }

1+ 2e2+ 2t + 268+ - -

seng, = seng (3.39)
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Vale ressaltar que a transformagao do elipsoide de referéncia para uma esfera que
preserve alguma caracteristica, nao se atém a equivaléncia, outras transformagoes po-
dem ser feitas de acordo com o propoésito da projecao.

A transformagao da esfera para uma superficie plana ou planificavel seré feita no
proximo capitulo que trata das projecoes cartograficas. Muitas vezes por simplificacao,
chamaremos na esfera apenas de ¢ a latitude autalica, assim também faremos para
a longitude \ e para o raio da esfera, que ao invés de denotar sempre por R, sera
chamado apenas de R uma vez ja encontrado seu valor.



4 Projecoes Cartograficas

O processo de projegao cartografica, consiste em buscar representar a superficie da
Terra em um plano. Sabemos que nem a esfera nem o elipsoide sao planificiveis, ou
seja, nao é possivel "abri-los"a ponto que a regiao compreendida em sua superficie se
encaixe perfeitamente em um plano, ou mesmo em outra forma planificavel.

Com isso, sempre havera distorcoes quando quisermos criar uma cartal. Essas
distorcoes podem ser de angulos ou de formas, ou até de angulos e formas, mas nenhuma
carta obtida por nenhuma projecao cartografica possui a caracteristica de ser isenta de
distorcoes.

De acordo com Libault [8] o termo projegao, ¢ oriundo da Fisica, ja que as pri-
meiras cartas eram obtidas como se passassemos um feixe de luz sobre o globo e, de
sua projecao em um plano, obtiamos a carta fazendo apenas uma adaptagao de es-
cala para que ficasse apresentavel e pratica. No entanto com o intuito de minimizar as
distorcoes, os métodos de projegao foram adaptados e se tornaran muito mais matemé-
ticos do que fisicos, sendo impossivel obté-las por qualquer tipo de aparelhos, mas sim
por manipulagoes algébricas abstratas, muitas vezes trabalhosas até para habilidosos
matematicos.

Como vimos, na superficie da Terra um ponto é unicamente determinado por duas
coordenadas angulares chamadas de longitude e latitude. Com uma projegao cartogra-
fica, busca-se uma correspondéncia destas, a fim de representa-las no plano, por coorde-
nadas plano-retangulares x e y. Entao, independente da projecao adotada, o processo
de projecao pode ser dado de forma funcional, sendo que x = f(\, @) e y = g(\, 9),
em que f e g sao funcoes inversiveis a definir, e A e ¢ sao, de acordo com a notacao

utilizada no capitulo anterior, a longitude e a latitude respectivamente.

4.1 Caracteristicas Principais das Projecoes Carto-

graficas

Como ja visto, por meio da geometria diferencial, é possivel fazermos corresponder

superficies, de forma a preservar alguma caracteristica. Para tanto, obtidos os coe-

'Uma carta na cartografia é a representacdo plana da superficie da Terra em escala

95
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ficientes fundamentais? desta superficie uma vez parametrizada, a relacao entre os
coeficientes fundamentais das duas superficies a serem relacionadas dirao se as mesmas,
pelo processo escolhido, preservarao distancia, areas ou nenhuma das duas.

As duas principais caracteristicas normalmente adotadas para escolha de uma pro-
jecao sao:
Equivaléncias de areas: Projecoes com essa caracteristica de preservar areas sao
geralmente chamadas de equivalentes ou equiareal. Com ela, uma moeda na su-
perficie da Terra é representada em um mapa com a mesma area, mesmo que para
isso, sua forma seja alterada, podendo ficar parecida com uma elipse. Muitos sao os
exemplos de Projecoes equivalentes. E com uma projecio desse tipo que faremos
uma aplicagdo no préoximo capitulo e desprenderemos maior atencao. Vale relembrar
que nao existe uma Unica forma de fazer uma projecao equivalente, podemos variar
nessa caracteristica, a superficie de projecao, o centro do mapa, o posicionamento das
curvas dos meridianos e paralelos entre outras. Alguns exemplos de projecoes equiva-
lentes sao: Projecio azimutal equivalente de Lambert’, Projecio equivalente de Aitoff,
de Eckert, de Mollweid, de Arquimedes, Albers entre outras.
Conformidade: A caracteristica da conformidade, consiste em preservar formas e
angulos. Nesse tipo de projecao, um pequeno circulo na superficie da Terra, seré
também representado de forma circular no mapa, e por preservar angulos entre duas
diregdes nesse circulo, por meio de um fator de escala, consegue obter de forma coerente
distancias. As areas, em detrimento da caracteristica anterior sao deformadas sem a
possibilidade de corregao, pois se assim fosse poderiamos ter além da conformidade,
a equivaléncia, sendo isto impossivel dentro das projecoes cartograficas. De acordo
com Snyder[15] ao longo de certas linhas essa deformagao é minima, mas pode ser
absurda, a ponto de fazer por exemplo, a area da Groelandia, ter aparéncia igual a
area da Ameérica do sul em um mapa. Sao exemplos de projecoes conformes a Proje¢ao
estereogrifica polar, Conforme de Gauss, Mercator, Conforme de Lambert e outras.
As projecoes conformes sao amplamente utilizadas em mapas de servigo geoldgico. A
projecao mais conhecida, a de Mercator, que é utilizada pelo google maps, entre outros

programas é uma proje¢ao conforme.

4.1.1 Superficie de Projecao

Independente da superficie de projecao adotada, uma infinidade de mapas podem
ser construidos. Podemos variar por exemplo, o centro da carta, a formas com que
os medianos e paralelos serao representados em cada uma, dependendo da parametri-
zagao utilizada e da maneira com que tomamos as funcoes para transformacao. Uma
projecao pode ter interesses variados, desde evidenciar um pais ou regiao, tomando

entao um carater politico, pode inclusive ser feita com fins militares, alias este tltimo

EFeG
3Utilizada em nossa aplicacdo
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motivou a elaboragao de varias projegoes. Assim, nao podemos dizer que uma projegao
¢é estritamente melhor do que a outra, é preciso saber o que ela pretendia evidenciar,
quais os interesses que ela representa.

Da geometria espacial, que estudamos inclusive no ensino médio, sabemos que nao
sao todos os solidos que podem ser planificados, a propria esfera € um exemplo de s6lido
nao planificaivel. Novamente a geometria diferencial trata desse assunto com extremo
rigor matematico, colocando garantias para tal caracteristica. Em nosso trabalho,
trataremos de forma superficial tais garantias de planificagao, tendo como certo dois
corpos redondos passiveis de planificacao: O cilindro e o cone. Provas sobre a
garantia deste fato, podem ser encontradas no livro de Picado [10] e outros autores
da area como Manfredo Perdigao do Carmo [2].

E evidente que além do cilindro e do cone, um plano pode ser utilizado no processo
de projecao. Durante o processo, podemos decidir ainda a posi¢ao do plano, cilindro ou
cone em relacao a esfera. Algumas delas, quanto a tais posicionamentos serao definidas

a seguir:

Definicao 4.1. Uma projecao cilindrica regular é aquela em que o cilindro é tangente

a esfera, tendo o eixo de rotagao da Terra paralelo ao eixo do cilindro.
Ainda sobre o cilindro podemos ter:

Definicao 4.2. A projecao transversa cilindrica ¢ feita sobre o cilindro, sendo o

eirxo do mesmo, ortogonal ao eixo de rotacao da Terra.
Com relagao ao cone as defini¢oes sao similares:

Definicao 4.3. Uma projegcao cémnica regular é aquela em que o eizo do cone tan-

gente a esfera € paralelo ao eixo de rotacao da Terra,

Definicao 4.4. A projecao comica transversa consiste em projetar a superficie da

Terra em um cone cujo eixo principal é ortogonal ao eixo de rotagao da Terra.

No caso planar, ou seja, tomando a superficie de proje¢ao sendo um plano. Nova-

mente podemos ter trés posicoes possiveis para tal, e assim definirmos:

Definicao 4.5. Uma projecao plana polar ¢é aquela em que o plano de projecao €

tangente a esfera em um dos dois polos. (sul ou norte)
E ainda,

Definicao 4.6. A projecao plana equatorial consiste em posicionar o plano de

projecao de forma tangente a qualquer ponto do Equador.

Podemos ainda para qualquer um dos trés casos (projecao no cone, cilindro ou
plano) ter uma proje¢ao obliqua. Para tanto, basta no caso do cilindro e do cone

tomar o eixo de rotacao da Terra com angulo diferente de 0° ou 90° em relacao ao eixo
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principal dos mesmos. No caso do plano, o mesmo é tangente a esfera em qualquer
ponto que nao esteja no polo ou no equador.
A seguir, uma ilustracdo mostrara algumas das posi¢oes descritas anteriormente.

Para as que nao estiverem na figura, a deducao é clara:

Cilindrica Regular

Conica Regular
Plana Azimutal
V7 )

Cilindrica Transversa

Plana Obliqua

Com o basico da nomenclatura estabelecida, passamos agora a um estudo particular

de algumas projegoes.

4.2 Estudo Particular de Algumas Projecoes

Existem como ja dito, uma enorme quantidade de projecoes cartograficas. Embora
nao seja tao simples a criacao de seu proprio modelo de projecao, a necessidade de
representar o mundo em cartas fez que essa ciéncia, a cartografia, fosse desenvolvida
desde a antiguidade. Nesta sessao mostraremos algumas delas, buscando retratar o

raciocinio mateméatico envolvido no seu processo.

4.2.1 Projecao de Arquimedes

Arquimedes foi um matematico memorével. Seus trabalhos foram feitos em uma
época em que o cérebro humano era praticamente a tnica ferramenta ao qual se poderia
recorrer para se chegar as invencgoes e descobertas. Por justica a sua genialidade, tendo
ele também realizado trabalhos relativos as projegoes cartograficas, apresentaremos
a Projecao de Arquimedes, que era motivo de tanto orgulho ao seu criador, que

segundo Picado [10], Arquimedes pediu que fosse gravado em seu ttmulo. Segundo a
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lenda, o autor do feito foi o general Marcellus, que liderou a conquista de Siracusa em
212 ac, oportunidade em que Arquimedes foi morto.

A projegao de Arquimedes ¢é estabelecida pela funcao f : € — 7, da esfera e de
equagao z2 + y* + 22 = 1 (menos os polos norte e sul) no cilindro v : 22 + y* = 1 que
era definida do seguinte modo:

Para cada ponto P € € # (0,0,+1), existe uma tnica reta horizontal r que passa por
P e pelo eixo OZ. Esta reta intersecta o cilindro v em dois pontos, um dos quais esta
mais perto de P; esse ponto sera denotado por (), Veja o esquema abaixo ilustrando a

formulagao de Arquimedes:

Figura 4.1: Projecao de Arquimedes

Para determinar a lei da fun¢ao f, consideremos que as coordenadas do ponto P
sejam (x,y, z) e as coordenadas do ponto @) sejam (X, Y, Z) como a reta PQ é paralela
ao plano XOY, temos que Z = z e (X,Y) = a(z,y), para algum escalar «.

Como (X, Y, Z) esta no cilindro, temos que X?+Y? =1, entao 1 = (ax)?+ (ay)? =
1

Tomando o sinal 4+ do resultado, obtemos as coordenadas do ponto () de forma

a?(z% + y?) disto tiramos que a = +

funcional por :

T,Y,2) = < ) J 2] 4.1
f(@.y.2) (WMQ N ) (4.1)

Encontrada a funcao f de Arquimedes, pode-se provar o chamado Teorema de

Arquimedes apresentado a seguir:
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Teorema 4.1. A funcao f € equiareal.

Demonstracao:

Utilizando o Teorema 2.4 a condicao para que duas superficies parametrizadas € e

~ de coeficientes fundamentais e, f e g e F/, F' e GG respectivamente é que:

eqg— = FEG — F?.

Sendo € a esfera, a mesma pode ser parametrizada como vimos em (2.42), utili-
zando coordenadas esféricas, por g : [0,27] x [—7/2;7/2] — R3 tal que g(\,¢) =
(cos(A) cos(¢), cos(¢) sen(N),sen(¢). Sabemos ainda que dessa parametrizagao pode-
mos encontrar e = cos*(¢), f = 0 e g = 1. Utilizando a fungao f da aplicagao de
Arquimedes, conseguimos uma parametrizacao para o cilindro em relagdo aos mesmos

parametros A e ¢, dada por:

flg(x,9)) = f((cos(A)cosg, cos Asen(¢), sen(A)),
_ ( cos(\) cos(¢) cos(¢) sen(\)
V/(cos(\) cos(4)2 + (cos(¢) sen(N))2 /(cos(N) cos(¢))2 + (cos(¢) sen(\)2

B (cosxcosw) sen(V) cos(d) @) |

cos(¢) ' cos(¢)
— (cos(N), sen(N), sen(o).

Encontrando as derivadas parciais em relacao a A e ¢ obtemos:

0
a; = g—§ = (—sen(A),cos(A),0);
@ = g5 = (0.0,c08(9)).
Para obter os coeficientes fundamentais E, F' e G do cilindro recorremos a (2.24)
encontrando:
E = aq.qq = sen?(\) + cos?*(A\) + 0 = 1;
F = aj.a; = 0.(—sen(A))+0.cos(A) + cos(¢).0 = 0;
G = ayay = 02 + 0% + cos®(¢) = cos?(¢).

Com isto, voltando ao teorema 2.4 tem-se:

eqg — f? = EG-F?
= cos?(¢).1 — 0% = 1.cos?(¢) — 0%
= cos?(¢) = cos?(9).

Satisfeito o teorema 2.4 dizemos que a aplicacao é equiareal ou de forma similar, a

projecao é equivalente.
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Vale ressaltar que a projecao de Arquimedes foi feita tendo como referéncia a esfera.
Como mencionamos no capitulo 3, este era o formato admitido para a Terra em sua
época. Se quisermos atualizar sua conquista, podemos ao invés da esfera convencional,
utilizar a esfera autélica, para tanto, definido o elipsoide de referéncia, com as férmulas
obtidas no capitulo anterior, encontrariamos a latitude autalica e também o raio auté-
lico, adquirindo com isso as ferramentas necessarias para proceder com a nova esfera
da mesma forma que Arquimedes.

Observamos ainda que o raio da esfera de Arquimedes foi tomado como unidade.
Se considerarmos um raio especifico para Terra, calculado como ja descrito, o resultado
nao se altera, assim como optar por uma outra parametrizacao da esfera. Tais esco-
lhas, podem ser acrescentadas ao mesmo procedimento de célculo que os resultados se

conservain.

4.2.2 Projecao Azimutal Equivalente de Lambert

Segundo Snyder [15] a tltima grande projegao realizada por Johann Heinrich Lam-
bert foi realizada em 1772 e é conhecida como Projecao Azimutal Equivalente
de Lambert. Apesar de ter um aspecto parecido com outras proje¢oes azimutais, a
projecao de Lambert apresenta menores distorgoes em relagao as outras.

Lambert discutiu os aspectos polares, equatoriais e obliquos em sua projecao, sendo
o aspecto obliquo o mais popular por evidenciar melhor certas regioes de interesse ao
deslocar o centro da carta par qualquer lugar do globo.

O aspecto polar foi desenvolvido aparentemente de forma independente por Lorgna
na Italia em 1789 e foi chamada pelo seu nome em uma publicagao a aproximada-
mente 100 anos depois disto em 1882 [15]. G.A Ginzburg, em seu trabalho datado
de 1949, propds duas modificagoes na projecao de Lambert para reduzir a distorcao
angular. Em funcao desta modificagao, a drea acabou ganhando uma pequena variagao
deixando-a nao-equivalente (Maling 1960, pg 206 apud Snyder [15]). Uma outra modi-
ficagao foi proposta por Ernest Hammer e Aitoff em 1892 e é conhecida como projegao
de Hammer-Aitoff. Ela consiste em reduzir pela metade as coordenadas verticais do
aspecto equatorial de um hemisfério e dobrar os valores dos meridianos a partir do

centro. Essa projegdo mantem a equivaléncia das areas, mas nao é azimutal[15].

Caracteristicas

Lambert desenvolveu sua projecao para que fosse equivalente . Além desta carac-
teristica, ela pode possuir aspecto polar, equatorial e obliquo.

No aspecto polar (fig (a)) os paralelos sao representados com circulos concéntri-
cos e os meridianos concorrentes aos paralelos, igualmente espacados e diminuindo a
distancia entre eles a medida em que se aproximam do polo, onde se encontrarao.

O aspecto equatorial, é obtido, fazendo um deslocamento de 90° do centro da carta,
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quando comparado com o aspecto polar. O centro do mapa entao, pode ser qualquer
ponto sobre o equador. O equador no mapa, sera representado por um circulo, os
demais paralelos sao curvas complexas que observadas sem tratamento matemaético
seriam como curvas aparentemente equidistantes.

Por fim, o aspecto obliquo é obtido deslocando o centro da carta para qualquer
ponto situado entre um meridiano e um paralelo, que nao seja o equador. Neste,
novamente todas os meridianos sao curvas complexas.

A aparéncia das trés perspectivas pode ser visto a seguir:

Aspecto equatorial

Aspecto obliquo

Figura 4.2: Projecao De Lambert.Fonte: Google

Note que no aspecto polar temos a visao apenas de um hemisfério, aquele ao qual
pertence o polo escolhido como centro do mapa.
Vamos agora a formulagao matemética desta projegao. Assim como ja mencionado,

enfocaremos a qualidade de uma projegao equivalente, pelo interesse do trabalho.

Formulacao Matematica

Como ja dissemos, essa projecao, foi construida para que tivesse a caracteristica da
equivaléncia. A esfera é projetada em um plano, no qual o centro da projecao pode ser
escolhido entre os polos, um ponto no equador ou fora destes dois anteriores, gerando

projecoes polares, equatoriais e obliquas como dito anteriormente.
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Lembremos que nosso interesse é encontrar uma funcao f : € — 3, sendo € a esfera e
S o plano, tal que f(\, ¢) = (z,y) onde A e ¢ sdo o longitude e latitude respectivamente,
correspondendo as coordenadas geograficas de um ponto sob a esfera e, (z,y) por sua
vez, correspondente as coordenadas cartesianas no plano de projecgao.

Uma vez estipulado um método para projetar os pontos no plano, buscaremos
fungoes g e h tais que x = g(\,¢) e y = h(X, ¢).

Tomemos primeiramente, a projecao polar e, a partir desta, as outras duas pers-
pectivas sao encontradas por meio de uma rotacao.

Para a projegao polar, considere que um ponto P € € de coordenadas (A, ¢,,) serd
representado no plano por coordenadas polares (6, p), onde 6 é o angulo medido no
sentido anti-horario a partir do semieixo positivo de x e p é o raio de uma circunferéncia
centrada em um dos polos. Como vimos na subsecao anterior, no aspecto polar, os

paralelos sao representados por circunferéncias concéntricas.

180°

Figura 4.3: Projecao Azimutal de Lambert.

Veja na figura (4.3) que o ponto P = (), ¢) encontra-se na calota acima do paralelo
¢. Buscaremos representar o ponto P no plano visto na figura 4.3, pelo ponto Q(0, p).
Lambert assumiu primeiramente que \ = 6.

Considere agora, que com o intuito de preservar as areas, a calota e o circulo
destacados na figura 4.3 devam ter mesma area. Para tanto, basta definir o raio p que
garanta tal proposito, fazendo P corresponder com () de forma tnica.

Ora, no capitulo 2, definimos em (2.7) que a area da calota k = 2rR* — A, em que
A, corresponde a area da zona equatorial (2.5). Busquemos entao p que faz com a area
do circulo mostrado no plano da figura (4.3) seja igual a area da calota. Para tanto

devemos ter:
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¢
2T R? — / 2rR*cospdd = 7%,
0
— 2rR%.(1 — seng) = TP,

—p = Ry\/2(1 — seng).

Portanto para obter as coordenadas polares do ponto () correspondente de P, basta

(4.2)

tomar a mesma longitude A e p como encontrado em (4.2).

No entanto, é comum buscarmos as coordenadas cartesianas de () no plano carte-
siano ,ou seja, representar () = (z,y). Para isso, basta converté-las pela trigonometria
basica no triangulo retangulo. Observe a figura a seguir:

Q
00
Pela figura vemos que:
r = pcos(90° — A),
(4.2) (4.3)
= = RsenAy/2(1 — seng).
E ainda,
y = psen(90° — ),
oo Y (4.4
—y = RcosA\/2(1 — seng).

Utilizando as formulas em (2.18) e (2.19) podemos rotacionar o centro do mapa,
fazendo alteracoes no formato da carta, mas mantendo suas caracteristicas j& descritas.

Como vimos em (4.3) e (4.4) obtemos as coodenadas cartesianas por:

r = Rsenly/2(1 — seng), (4.5)
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y = RcosA\/2(1 — seng). (4.6)

Substituindo a longitude (\) e latitude (¢) no sistema cujo polo, seja o polo norte
N, pela latitude h e longitude o medidas a partir de um sistema que admita o polo em

algum ponto do equador, obtemos para a coordenada z no plano:

r = Rsenay/2(1 — senh).

Disto e das equagoes em (2.18) e (2.19), tém-se:

sen(A— Ap)
tg ¢ cos ¢, — sen ¢y, cos(A — A,

x = Rsen {tgl ( )ﬂ \/2(1 — sen ¢, sen ¢ + cos ¢ cos ¢, cos(A — Ap))(4.7)

E

y = Rcosay/2(1 — senh).

Assim, de 2.18 e 2.19:

sen(A — Ap)
tg ¢ cos ¢, — sen @, cos A

y = Rcos [tgl ( )} \/2(1 — sen ¢y, sen ¢ + cos ¢ cos ¢, cos(A — Ap))  (4.8)

Como ¢, e A representam as coordenadas do novo polo, perceba que as férmulas em
(4.7) e (4.8) voltam & formulagao azimutal polar se trocarmos ¢, = 7 com A qualquer.
Fazer isto é o mesmo que voltar o polo para N na figura 4.2, ou seja, o processo de
rotacao é perfeitamente reversivel.

Se quisermos ainda, o polo em qualquer ponto do equador, basta considerar ¢ = 0°.

Se assim fizermos, as equacoes em 4.7 e 4.8 sao simplificadas e ficam como segue:

A=A
r = Rsen [tg_l <tggbcoze¢7;(— senpqu cosA)] V/2(1 — sen ¢p sen ¢ + cos ¢ cos ¢, cos(A — Ap)),
A—A
= Rsen |tg™! m>] V2(1 — 0sen ¢ + cos .1 cos(A — Ap)), (4.9)
=z = Rsen [tg™! W)] V2(1 = cos pcos(A — Ap)).
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Figura 4.4: Plano Para Projecao Equatorial de Lambert

(4.10)

A=A
y = Recos [tgl (tgcbcoze(;;(— senpgzp = A)] V/2(1 — sen ¢ sen ¢ + cos ¢ cos ¢, cos(A — Ap)),
= R cos [tg_l (Wﬂ V/2(1 — 0sen ¢ + cos ¢.1cos(A — Ap)),
=y = R cos [tg_l Wﬂ V2(1 = cospcos(A — Ap)).

4.3 Projecao Conforme de Mercator

A fim de comparar os resultados do célculo de éreas por meio de resultados de uma
projecao equivalente e conforme, desviaremos um pouco nossa atencao as Projecgoes
de Mercator. Assim como ja mencionamos, a superficie de plotagem pode admitir
varias posicoes em relagao a esfera. Utilizaremos um cilindro para projetar pontos da
esfera, por isso mesmo chamaremos de projegao cilindrica regular, quando o eixo de
rotacao da Terra for paralelo ao eixo do cilindro, e Projecao cilindrica transversa
quando o eixo for perpendicular ao eixo da Terra. A projecao mais conhecida e utilizada
por todos é uma das projegoes de Mercator, a Projecao transversa de Mercator,

cujas coordenadas sdo mais conhecidas como UTM (Universal transverse Mercator).

Historia e Aplicagoes

Mercator nasceu na Rupelmonde, Bélgica em 1512 e sempre foi conhecido, desde
seus contemporaneos pela habilidade na construcao de mapas. Ele foi, segundo Snyder
[15] o primeiro a utilizar o termo atlas para designar um conjunto de mapas.

Sua projecao foi amplamente difundida pela aplicabilidade na navegacao e pela
estética com que apresentava a Terra no plano. As linhas verticais mantinham os
angulos com os paralelos e isto dava um aspecto agradavel a quem visualizava. No
entanto, por essa construcao, com o aumento da latitude, as distor¢oes no grafico vao

se tornando enormes, a ponto de que no século XX a ONU modificou seus mapas em
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funcao do que é chamado na geografia de Furocentrismo, que consiste no destaque dado
a Europa em detrimento da América do Sul e Africa. Um exemplo é que a Groelandia
aparece no mapa com uma area muito parecida com toda a América do Sul.
Rosemberg, relata que embora algumas de suas projegoes sejam “pobres"do ponto
de vista matematico, seus mapas atrairam varias editoras que achavam sua projecao
conveniente para atlas, mapas murais, artigos e ilustragoes em livros, fazendo com que

esta se tornasse padrao no mapa mental das pessoas.
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Figura 4.5: Mapa Obtido Pela Projecao de Mercator, Fonte: Google.

Sua projecao nao ¢ mais como a original, assim como outras esta sofreu alteragoes
e hoje ainda é uma das mais utilizadas, inclusive por aparelhos GPS, mapas e para

calculos de distancia e area na superficie terrestre.

Formulacao Matematica da Projecao de Mercator

Como dito, a projecao de Mercator é a mais utilizada pelo mundo. Devido & essa
popularidade, obter as coordenadas x e y da carta, pode ser uma tarefa extremamente
facil, basta acessar qualquer programa computacional, igual ou similar ao Google Farth,
e optar entre as coordenadas geograficas de latitude e latitude, ou estas em medida de
comprimento, que podem ser plotadas no plano sem muitos problemas. Mesmo assim,
nao deve-se tirar o mérito da construcao mateméatica de Mercator, o que estamos
dizendo ¢é que,esta é mais acessivel do que as projegoes equivalentes, as quais dedicamos
uma atengao maior.

Mesmo nao apresentando todo o procedimento para se encontrar as coordenadas
no mapa pela sua projegao, evidenciaremos como obter x = f(\) e y = g(¢), ou seja, a
coordenada x serd dada em funcao da longitude e a coordenada y em func¢ao da latitude
[4].

De forma similar ao procedimento adotado na projecao de Lambert, partiremos

da projecao cilindrica regular e, por meio de uma rotacao, encontraremos a projegao
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cilindrica transversa de Mercator. Para tanto veja a figura a seguir:

AL
AL | o
A
s o w2 % owi ?
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Figura 4.6: Projegao Cilindrica Regular. Fonte: google.

De forma intuitiva, podemos imaginar, observando a (4.6) que:

2 =R\~ o). (4.11)

Dizemos entao que x é proporcional a diferenca de longitude, em que A corresponde
a origem dos meridianos e R ¢ o raio de uma esfera conformal 4. Para obter o valor de y,
recorremos novamente & geometria diferencial. A partir dos coeficientes fundamentais
de superficies F, F' e GG do cilindro e e, f e g da esfera conformal, a projegao é conforme

se:

E

e

(4.12)

F G
g
Os coeficientes fundamentais da esfera, nos ja vimos como obter e aqui serao dados
pore=R? f=0e¢ G = R%cos ¢, lembrando que f = 0 porque o sistema é ortogonal.
Para determinar os coeficientes fundamentais do cilindro, precisamos compor sua

parametrizacao com a do plano resultante. Como z = f(\) temos que dz = Rd\ e
d
ainda podemos escrever dy = %dqﬁ. Desta forma, como a primeira forma fundamental

do plano é dada por:
(ds)* = (dz)* + (dy)*.

Trocando dx e dy, obtemos:

(ds)? = (Z—ngb) + (Rd\)?. (4.13)

com isso obtemos F e (G, coeficientes fundamentais do cilindro dados por:

2

E - %
do (4.14)

G = R

4A esfera conformal é uma esfera que preserva distancias em relacio ao elipsoide de referéncia
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Em 4.12 podemos obter agora:

E B G
e g’
dy?
- 2
N do R ’ (4.15)
R? R?cos ¢
N dy R
dp  cosp’
Resolvendo essa equagao diferencial por variaveis separaveis obtemos:
1
R
cos ¢ (4.16)

Escolhendo convenientemente, y = 0 quando ¢ = 0 obtemos a constante ¢ = 0.
Assim:

y = Rlntan (% + %) . (4.17)

Obtidas as coordenadas no plano, podemos rotacionar o cilindro tangente a esfera,
fazendo com que a posicao dos eixos seja reversa ou ortogonal. Para tanto, utilizamos

o mesmo procedimento adotado na projecao de Lambert, lembremos que:

sen(h) = sen(¢,) sen(¢) + cos(¢y) cos(@) cos(A — Ap),

B sen(A — \,)
~ tg(e) cos(¢py,) — sen(¢) cos(A — A,)

sendo h e a a nova latitude e longitude respectivamente. Fazendo as substituigoes
em (4.11) e (4.17) obtemos:

tg(a)

r = Ra,

- ) sen(A— ) (4.18)
=r = R [tg 1 (tg¢CoS¢p — sen ¢, cos(A — A,,))] .

y por sua vez ¢ obtido por:

T h
= Rlnt -+ —
Y ntan 4+2 ,

R 1+senh
= 3 In (—1 — senh) , (4.19)

R In (1 + sen(¢,) sen(¢) + cos(¢,) cos(¢) cos(A — Ap)
2 1 — sen(¢,) sen(¢) — cos(¢,) cos(¢) cos(A — Ap)
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Figura 4.7: Projegao Cilindrica Transversa de Mercator. Fonte: Google.

Na projecao transversa de Mercator, podemos considerar que o polo sofreu uma
rotac@o de 90° a partir de IV, ou seja, o polo foi deslocado para um ponto P = (¢,, \,) =
(0. 2).

Substituindo ¢, = 0 e A\, em 4.18 e 4.19, obtemos respectivamente:

B B sen(A — Ap)
r = R [tg ' (tg¢.1 —0.cos \ ] ’ (4.20)
=z = R {tg_l <M> |
tg ¢ '
E
B Rl 1+ 0.sen(¢) + 1. cos(¢) cos(A — Ap)
y —'5“(1_0%mw+»£www%0—Aw)’
Logo,

gln (1 + cos(¢) cos(A — Ap)) , (4.21)

Y 1 — cos(¢) cos(A — \,)

Como qualquer meridiano pode ser tomado como origem da medigao das longitu-
des, tomaremos na aplicagdo do Capitulo 5 para simplificar os calculos (A — A,) = A

preservando o resultado.



5 Calculo de Areas Utilizando a
Projecao Equatorial Equivalente de
Lambert

Uma vez destacadas as técnicas de calculo e defini¢oes para obter medidas sobre a
esfera ou elipsoide (Cap. 2); modelagem matematica do formato da Terra que nos per-
mite calcular dire¢oes, comprimentos, areas sobre a mesma (Cap. 3) e ainda, destacar
alguns métodos para projetar regides na superficie da Terra sobre um plano (Cap. 4),
iremos utilizar o que construimos até agora, para obter um rotina de calculo, diferente
da maioria daquelas que temos disponivel na internet ou a mao em alguns aplicativos
de celular, para encontrar areas de regides projetadas da esfera.

Nosso maior interesse consiste em determinar areas por meio de projecoes equiva-
lentes. O motivo se da pela definicao e propriedades da equivaléncia, uma vez que estas,
garantem a preservagao do valor numérico das areas da geodésia, quando transportadas

para o plano.

5.1 Datum Geodésico

Um datum é um conjunto de medidas numéricas sobre um ente geométrico utilizado
como referéncia. No caso de um datum geodésico, o mesmo corresponde ao conjunto
de medidas de um elipsoide de referéncia, posicionado em um lugar especifico do globo
terrestre com o intuito de se obter medidas de comprimento ou areas.

Existem véarios sistemas de referéncias. Embora alguns cartografos e matematicos ja
houvessem se empenhado em determinar um Datum internacional, a tarefa é dificil ja
que o formato geoidal, muito irregular, faz com que certas regioes sejam desfavorecidas
e apresentem distorgoes acentuadas. O mais adequado é determinar vérios elipsoides,
uma para cada regiao da Terra, e assim, minimizar as distorgdes. Segundo Libault [§],
a maior funcao de um elipsoide de referéncia é dar condi¢oes de encontrar uma esfera
tangente naquela regiao que possa servir de base para os célculos necessarios.

O primeiro elipsoide oficialmente adotado no Brasil foi o de Clarke, seguido pelo

71
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Datum Cérrego Alegre que persistiu oficialmente até 1970, sendo hoje ainda utili-
zado mas de forma local. Atualmente no Brasil, é adotado como sistema de referéncia
o SIRGAS2000, que deu lugar a partir de janeiro de 2015 ao SADG69, sucessor do
Corrego Alegre. Com essa mudancga todos os produtos cartograficos oficiais brasileiros
passam a ser referenciados por ele.

Mesmo sendo o SIRGAS2000 o Datum oficial brasileiro, nao podemos deixar de
comentar sobre a existéncia de um outro Datum muito utilizado que ¢ o WGS84,
referéncia do sistema de navegacao norte americano que dé origem a navegacao GPS e
¢é utilizado pelo google earth.

Na tabela a seguir, segue uma comparacao das medidas do elipséide de referéncia

em cada datum citado:

Nome Semi-eixo Maior (a) | Semi-eixo Menor (b) | Excentricidade (e)
Clarke 1866 6 378 206,4 6 356 583,8 0,082271854
Hayford (Cérrego Alegre) 6378388 6356912 0,081991787
UGGI-1967-(SAD69) 6 378160 6 356 774,72 0,08182018
GRS 80- (SIRGAS 2000) 6 378 137,00 6 356 752,31 0,081819191
WGS84 6 378 137,00 6 356 752,31 0,081819191

Tabela 5.1: Sistemas de Referéncia

Note que o elipsoide GRS80 e 0 WGS84 apresentam as mesmas medidas, porém

seu centro esta localizado em regioes diferentes do globo.

5.2 Comparacao de Areas Obtidas de Projecoes Equi-

valentes e Conformes

Para ilustrar a teoria estudada, faremos o calculos de alguns lotes de érea conhe-
cida, utilizando a Projecao Equivalente de Lambert, a Projecao Transversa de
Mercator, que aqui foram desenvolvidas matematicamente.

Os lotes escolhidos para os céalculos sao da familia do Sr. Joao Gongalves, no
municipio de Goioeré-PR. Utilizaremos dois lotes. O lote 1, cujo registro no cartorio
de imoéveis o identifica com 6,69 alqueires, aproximadamente 161900 m?; e o lote 2
com 6,05 alqueires, cerca de 146410 m?.

Nao se tem conhecimento de qual método foi utilizado para obter a area desses
lotes para inclusao na escritura. Partiremos do principio, que foram utilizados técnicas
topogréaficas que garantam a confiabilidade desses resultados.

Para gerar o poligono geodésico dos lotes do Sr. Joao, nao dispondo de aparelhos
que pudessem fornecer com acuricia as coordenadas retiradas a campo, utilizaremos
o Google Eearth para tal proposito. Neste programa, o elipsoide de referéncia é o

WGS84, logo, basearemos nossos calculos por este e levaremos em consideracao que
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o processo de obtencao das coordenadas pode apresentar erros, pois mesmo aplicando
um zoom na tela, acertar exatamente as divisas do terro é uma tarefa dificil. Para
minimizar tais erros, tomaremos um ntmero considerdvel de pontos, para que nos
aproximemos ao maximo dos limites dos lotes.

Veja o lote 1, no qual iniciaremos nossos célculos:

Google earth
©

Figura 5.1: Lote 1 - Area de Registro: 6,69 Alqueires

Note que o lote esta delimitado por 30 pontos. Estes podem ser identificados no
Google earth de duas formas: por graus decimais, ou pelas coordenadas UTM. Quando a
identificacao dos pontos esta em graus decimais, temos as coordenadas geodésicas deste,
referentes ao elipsoide WGS84. Se optarmos pelas coordenadas UTM, as mesmas sao
dadas em metros e podem ser plotadas no plano e utilizadas para obter distancias e

areas.

Area pela Projecao Equivalente de Lambert

Para obter as coordenadas do plano pela proje¢ao Equivalente de Lambert (PEL),
precisamos primeiramente, das coordenadas da latitude e longitude em radianos e nao
em graus decimais. Para tanto, a latitude e longitude geodésicas (¢ e \) em radianos,
podem ser obtidas de sua representacao decimal (¢4 € A\g) por:

™ ¢d s )\d

0 ¢ T 1s0 (5.1)

As coordenadas em decimais e radianos dos 30 pontos que contornam o terreno
mostrado na figura 5.2 sdo dadas na tabela 5.2 e foram calculadas, assim como todos
os outros calculos deste capitulo, no software livre WxMaxima [12], versao 15.04, por
meio de um notebook Dell, 8GB de memoria RAM e processador Core i5 .

De posse da latitude e longitude ja em radianos, lembremos que na projecao equi-
valente de Lambert, utilizamos como base a esfera autalica, que possui mesma &area
do elipsoide de referéncia. Para obter as coordenadas planas (x,y) a partir daquelas
descritas na tabela 5.2, precisamos descrever as medidas correspondentes das mesmas
na esfera autalica como visto na secao 3.3.

Primeiramente vamos obter o raio autalico dado por:
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Pontos

@d

¢

Ad

A
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w
o

-24.15006108072129
-24.15015001977232
-24.15005038955449
-24.14996385786643
-24.14981569143352
-24.14967210712943
-24.14953892735015
-24.14943504204924
-24.1493152769434
-24.14921834366441
-24.14915159154135
-24.14869318647448
-24.14830103728267
-24.147852703035
24.1478916344527
-24.14793633600546
-24.14799257416444
-24.14805086155779
-24.14810124421011
-24.14816515161029
-24.14821490154102
-24.14828160171748
-24.14834658071924
-24.14841425366399
-24.14849813413928
-24.14859503766378
-24.14868212533447
-24.14878588441421
-24.14925782173869
-24.1497560512066

-0.4214980804163266
-0.4214996326956006
-0.4214978938202651
-0.4214963835574011
-0.4214937975653059
-0.4214912915464453
-0.4214889671207998
-0.4214871539802545
-0.4214850636848286
-0.4214833718799554
-0.4214822068356254
-0.4214742061579006
-0.4214673618633445
-0.4214595369545732
-0.4214602164359946
-0.421460996625271
-0.4214619781663104
-0.4214629954732368
-0.4214638748164057
-0.4214649902109552
-0.4214658585110491
-0.42146702264874
-0.4214681567462654
-0.4214693378619658
-0.4214708018524377
-0.4214724931379971
-0.4214740131045885
-0.4214758240421588
-0.421484060902334
-0.4214927566469795

-52.93977057847446
-52.93949362155944
-52.93841778783387
-52.9374763953924
-52.93583661838705
-52.93419665254365
-52.93298598273893
-52.93169850720518
-52.93070551828438
-52.92992572312124
-52.92935292994437
-52.92936582334792
-52.92936565574486
-52.92939099212315
-52.92995714009608,,-
-52.93055410455393
-52.93104565184196
-52.93157670161924
-52.93219848276814
-52.93286305751466
-52.93347631543415
-52.93411866676313
-52.9348863608019
-52.93567523735066
-52.93660658139495
-52.93763530495067
-52.93863084072221
-52.93977895044084
-52.93979093654799
-52.93980465196743

-0.9301786670948596
-0.9301705143711642
-0.9301603234665444
-0.9301480240989003
-0.930136146423861
-0.9301229685299562
-0.9301065049478382
-0.9300898480899428
-0.9300665144324689
-0.930048276227305
-0.9300287202327506
-0.9300103238928598
-0.929997304133682
-0.9299972338515812
-0.9299974271273584
-0.9300120985159057
-0.9300268050455031
-0.9300409141772438
-0.9300561829636477
-0.9300756159645257
-0.9300962261905925
-0.9301124789264081
-0.9301257095318884
-0.9301389049963182
-0.9301518896144456
-0.9301619048138129
-0.9301703035248614
-0.9301801781600274
-0.9301799497431996
-0.9301797564674225

Tabela 5.2: Latitude e Longitude em Radianos

2 4
Ra—a\/(l—eQ) <1+§€2+§€4—|—?66+"'>-

Como iremos comparar os resultados entre a area obtida pelo Google Earth|13],
cujo elipsoide de referéncia ¢ o WGS84, utilizaremos também este na projecao equiva-
lente de Lambert. Observemos na tabela 5.1 que o semieixo maior a = 6378137 e a
excentricidade e = 0,081819191. Disto tiramos que

R,

6378137\/(1 —0,0818191912)(1 + 20,0818191912 + £0,081819191% + 20,0818191916 + .- . )
6371007.18m.

(5.2)

Além do raio autalico, a latitude autalica pode ser encontrada fazendo:




Comparacao de Areas Obtidas de Proje¢ées Equivalentes e Conformes 75

[1+ 2e?sen’d + 2etsento- - - |

14+ 2e2+ 3t + 28+ - -

3.38

seng, = seng

Podemos reescrever a funcao acima da seguinte forma:

[1 + %6286712(;5 + %64sen4¢- . ]
1+2e2+ 2t + 20+ |

Obtendo a latitude autélica, como vimos no Capitulo 4, encontraremos assim as

bg = sen ! {sengb

coordenadas cartesianas x e y, por uma projecao azimutal polar, equatorial ou obliqua.
Por conveniéncia, optamos pela projecao equatorial, que atende bem aos fins a que nos
propomos, com o polo N deslocado para o ponto no equador de coordenada (0,0).

Desta forma as coordenadas x e y sao calculadas como segue:

22 Rsen {tg_l (iegn;)} V/2(1 — cos pcos \),

y = Rcos {tgl (Stzn(;\)} \/2(1 — COS P COS A).

Novamente, programamos a rotina de calculos no WxMaxima, para agilizar o pro-
cesso. Os resultados para a latitude autalica, assim como os valores de = e y corres-
pondentes a A e ¢ em cada ponto sao apresentados na tabela 5.2

Com as coordenadas cartesianas calculadas, podemos visualizar o poligono resul-

tante no plano, que é dado na figura 5.2:

T T T T T T T T T T
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- . —
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- . —
o
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..
[ ] 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 5.2: Poligono Resultante do Lote 1 No Plano

Os 30 pontos selecionados no contorno do lote 1 nao foram alocados de forma exata,

pois como jé foi mencionado, como o trabalho é manual é muito dificil acertar as divisas.

o entanto, podemos ver que o formato geral dado por esses pontos nos lembra um
N tanto, pod fi t 1 dad t lemb

quadrilatero, que em relacao ao que aparece na figura 5.2, apresenta os angulos do
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¢ o x Yy

-0.4214980804163266 | -0.4198283134344559 | 5273065.155537635 | 2952793.998505489
-0.4214996326956006 | -0.4198298610877292 | 5273036.919594225 | 2952801.244091992
-0.4214978938202651 | -0.4198281273944768 | 5272942.232291921 | 2952776.339806434
-0.4214963835574011 | -0.4198266216324162 | 5272859.35513288 | 2952754.625305477
-0.4214937975653059 | -0.4198240433469893 | 5272714.906893685 | 2952717.107523048
-0.4214912915464453 | -0.4198215447965066 | 5272570.285430695 | 2952680.134585989
-0.4214889671207998 | -0.4198192272980967 | 5272464.436216923 | 2952649.601227845
-0.4214871539802545 | -0.4198174195610839 | 5272350.599533896 | 2952621.629723516
-0.4214850636848286 | -0.4198153354951963 | 5272264.135409854 | 2952595.33213619
-0.4214833718799554 | -0.4198136487322936 | 5272196.331639216 | 2952574.337465956
-0.4214822068356254 | -0.4198124871600766 | 5272146.37672267 | 2952559.446427285
-0.4214742061579006 | -0.4198045103265449 | 5272162.990678132 | 2952504.970184959
-0.4214673618633445 | -0.4197976864301839 | 5272176.182577926 | 2952458.232055954
-0.4214595369545732 | -0.4197898848425346 | 5272193.590872398 | 2952405.106547779
-0.4214602164359946 | -0.4197905622988339 | 5272243.877737991 | 2952416.601181938
-0.421460996625271 | -0.4197913401628429 | 5272296.778644606 | 2952429.15674697
-0.4214619781663104 | -0.4197923187785144 | 5272339.683286197 | 2952441.810960739
-0.4214629954732368 | -0.4197933330534834 | 5272386.118916116 | 2952455.187813843
-0.4214638748164057 | -0.4197942097758841 | 5272441.08961479 | 2952468.721320644
-0.4214649902109552 | -0.4197953218461526 | 5272499.50463394 | 2952484.385048341
-0.4214658585110491 | -0.4197961875584027 | 5272553.719375364 | 2952497.740240699

-0.42146702264874 | -0.4197973482265559 | 5272610.014438133 | 2952513.468031499
-0.4214681567462654 | -0.4197984789440826 | 5272677.790430769 | 2952530.508699072
-0.4214693378619658 | -0.4197996565396628 | 5272747.405800021 | 2952548.127176761
-0.4214708018524377 | -0.4198011161669662 | 5272829.458627135 | 2952569.402848782
-0.4214724931379971 | -0.4198028024119614 | 5272919.946861363 | 2952593.410294813
-0.4214740131045885 | -0.4198043178485893 | 5273007.740555342 | 2952615.846329506
-0.4214758240421588 | -0.4198061233890341 | 5273108.876596442 | 2952642.117565418
-0.421484060902334 | -0.4198143357012235 | 5273094.070828833 | 2952698.509943584
-0.4214927566469795 | -0.419823005530778 | 5273078.536610832 | 2952758.056771617

Tabela 5.3: Latitude Autalica e Coordenadas Planas

“quadrilatero"de forma distorcida. Esse fato ja é esperado, ja que a projecao que por
definicao mantém os angulos é a conforme. Nosso intuito é manter o valor numérico
da area entre o quadrilatero geodésico e o plano, entao isso nao afeta os resultados.
Definidos os pontos, técnicas da geometria plana podem ser utilizadas para obter a
area. Para os exemplos que trabalharemos, seré utilizado o determinante analitico,
que pode ser visto com mais detalhes no trabalho de Silva [14] e que consta nos apén-
dices. Nesta técnica, garante-se que qualquer poligono de n pontos no plano, concavo

ou convexo, tem seu resultado numérico da area (A) dado por:

_ |mye + ways + w3ys + -+ Tul1 + 2100
S 2 .
Aplicando os pontos que temos na regiao plana descrita pela figura 5.2, no deter-

(5.3)
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minante analitico, obtemos:

A - (5273065, 15.2952801, 244 + - - - + 5273078, 536.2952698.5 + 5273065, 15.2952758, 056)
S - 2 ?

= A, 161273, 65625m2.

Como cada alqueire corresponde a 24200 m?, o lote 1 nos nossos calculos tem 6, 6642
alqueires. Comparado com o valor de registro (6,69 alqueires), o valor obtido pela
projecao equivalente diferiu em ~ 0,38% do registrado, o que ¢ um bom resultado,

tomando como confiaveis os dados de origem.

Areas Utilizando as Coordenadas UTM

Para obter o valor da area,por uma projecao conforme, utilizando os mesmos pon-
tos, recorreremos ao Google Farth e no menu “opg¢oes'selecionamos ao invés das coor-
denadas em decimais, as coordenadas UTM, evitando que fizéssemos os calculos. As
coordenadas dos mesmos 30 pontos sao dados a seguir:

De posse das coordenadas, a representacao no plano é dada na figura 5.2 e, devido
as coordenadas UTM retiradas do Google Earth serem dadas com algumas correcoes
para reduzir o erro nas areas, podemos fazer o célculo para comparar os resultados

desta, com o que foi obtido na projecao equivalente de Lambert.
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Figura 5.3: Poligono Resultante do Lote 1 Pelas Coordenadas UTM

Para o calculo da area, o faremos novamente pelo determinante analitico e por

meio do software Wxmaxima. Assim,

|y + woys + w3ya + - 4 Tt + 2100
’ 2
Que nos da, de acordo com a tabela 5.4:

. (5.4)
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Ponto T Y
1 302908.36 | 7327793.69
2 302936.18 | 7327784.75
3 303045.46 | 7327796.99
4 303141.22 | 7327808.71
) 303307.54 | 7327827.23
6 303473.86 | 7327846.63
7 303597.52 | 7327862.15
8 303726.87 | 7327871.89
9 303822.36 | 7327883.97
10 303907.55 | 7327897.09
11 303962.95 | 7327904.83
12 303961.1 | 7327953.86
13 303960.8 | 7327998.97
14 303959.44 | 7328051.67
15 303902.3 | 7328045.46
16 303843.97 | 7328037.86
17 303795.48 | 7328031.46
18 303737.73 | 7328026.03
19 303674.58 | 7328022.22
20 303606.88 | 7328014.09
21 303544.68 | 7328007.07
22 303479.76 | 7327999.02
23 303401.81 | 7327991.02
24 303321.49 | 7327982.24
25 303227.46 | 7327971.78
26 303122.51 | 7327959.11
27 303021.92 | 7327948.82
28 302904.93 | 7327935.24
29 302904.38 | 7327882.26
30 302903.56 | 7327827.53

Tabela 5.4: Coordenadas UTM do Lote 1

(302908, 36.7327784, 75 + - - - + 302903, 56.7327882, 26 + 302908, 36.7327827, 53)

Ay =

= A, 160797.54m>.

2

)

O resultado nao esté longe do que consta no registro do imével, no entanto tem

diferenca em relacao ao que encontramos pela projecao equivalente de Lambert. No-
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temos que pelas coordenadas UTM, os 160797, 54 m? equivalem a 6, 64 alqueires, uma
diferenca de 0,68% em relagdo ao que temos na escritura.

A diferenga da area, como dissemos é minimizada fazendo com que o cilindro de
projegao seja secante ao elipsoide no meridiano de referéncia ao qual a regiao medida
esta. Isto faz com que os erros sejam reduzidos, mas nao eliminados. Embora pequeno,
notamos que uma projecao equivalente se tornou mais eficiente ao medir a area do lote
1.

Para finalizar esta breve analise entre as diferencas de resultado na obtencao de
areas por projecoes equivalentes e a UTM (conforme), estudaremos o outro lote da
familia do Sr. Jodo. Este possui 6,05 alqueires no registro, o equivalente a 146 410 m2.

Desta vez tomaremos 20 pontos em seu contorno. Sua visualizacao é dada na figura
5.4

" Googleé earth

Figura 5.4: Lote 2 - Area de Registro: 6,05 Alqueires

Repetindo os processos de céalculo ja apresentados para o lote 1, encontramos os
valores para area nas duas projegoes ja mencionadas (equivalente e conforme). Os
resultados da projegao e o valor da area sao apresentados nas figuras 5.5 e 5.6.

O valor obtido para a area do lote 2, calculado pela Projegao Equatorial Equi-
valente de Lambert foi de 146462,8125 m?, menos de 60 m? de diferenca da que

consta no registro.
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Figura 5.5: Lote 2 - Projecao de Lambert
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Pela Universal Transversa de Mercator (UTM), obtivemos também um valor
bem proximo do real, reforcando que a diferenca nao é tao acentuada, mas existe. Para
os mesmos 20 pontos, tomados na projecao UTM, por meio do Google Farth, chegamos
a 145 918 m?, cerca de 6,03 alqueires, cerca de 490 m? a menos do real. Novamente
a projecao equivalente foi mais exata, reforcando a ideia de que esta é a ideal nestes

Casos.
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Figura 5.6: Lote 2 - Projecao UTM

A diferenga no formato do terreno nas duas projegoes também é evidente, veja na
figura 5.6 que para manter os angulos, a proporcao entre os lados do lote parecem
alterados, fato que nao ocorre com a projecao equivalente, que preserva seu interesse

na area.

Dinamizando o Processo de Calculo

Em face dos bons resultados obtidos com a Projecao Equatorial Equivalente de
Lambert, realizamos um trabalho interdisciplinar entre as areas de matematica e In-
formética. Na ocasiao, um dos professores do IFPR, campus Ivaipora, responsavel
pela disciplina de programagao na web e orientador de um grupo de alunos do ensino
médio técnico em informética, colaborou, inserindo os célculos realizados no software
WxMaxima 15.04 em uma pagina da web que, com uma interface com o Google Maps,
retira as coordenadas dos pontos de interesse e realiza os calculos que ja vimos, de uma
maneira dinamica.

A codigos de entrada das fungbes matematicas na linguagem JavaScript sao quase
idénticos aos do software WxMaxima, fazendo com que o trabalho nao fosse tao arduo,
pois ja era uma linguagem que os alunos conheciam. Com os erros naturais durante a
programagcao, ia-se retomando a parte matematica e com isso os alunos também tiveram

um contato interessante com as férmulas, tendo que compreender como agiam, assim
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a funcao de programadores dos mesmos, foi abrilhantada com o toque matemético tao
instigante e belo que ja conhecemos.

Ao fim, com esta colaboracao, podemos disponibilizar o link para que o leitor inte-
ressado faga os testes e possa também, calcular qualquer area que lhe for de interesse
utilizando uma projegao equivalente: http://arealambert.xp3.biz/. Algumas adequa-
¢oes ainda precisam ser feitas, como por exemplo o comando para limpar os pontos.
Para o leitor que for fazer os testes, basta atualizar o navegador retirando assim, os
pontos anteriormente marcados. Uma ferramente 1til que ainda pode ser introduzida é
um buscador que possibilite encontrar regioes de interesse em interface com o Google.
Por hora, a regiao selecionada no mapa é do municipio de Goioeré. Para alcancar outro
setor da superficie terrestre, basta movimentar a tela com o mouse.

Por fim, obter a area, basta contornar o terreno clicando no ponto desejado e
selecionando para cada um que for de interesse, a opcao “adicionar ponto", ao fim

clique em “calcular"e tera o resultado da area por uma projecao equivalente.



6 Consideracoes Finais

A cada dia nos surpreendemos por novas descobertas, por tecnologias que a cinco
anos atras achavamos impossivel estar disponiveis ao cidadao comum. A “era da infor-
macao", nos atropela com uma série de coisas prontas: softwares que com um clique
nos fornecem parametros de comparagao entre o melhor investimento, a época de plan-
tio adequada, o melhor custo beneficio em qualquer compra, bastando nos preocupar
somente com o dinheiro para pagar por estas comodidades.

Observando o trabalho aqui desenvolvido, e acerca dos resultados obtidos, fica pri-
meiramente a boa impressao de que em tempos em que tudo parece suficiente s nossas
necessidades, olhar para o passado ainda se faz valido para poder questionar o que usa-
mos, muitas vezes sem o devido cuidado quanto as bases que sustentam a ferramenta
utilizada. A Matematica, nos parece com isso, ser a mais justa das ciéncias, uma vez
que suas descobertas do passado tem lagos muito estreitos com o que se cria e recria
hoje. Um conhecimento matemaéatico bem construido nunca é dispensavel e, pelo con-
trario, mesmo depois de séculos fica solido o suficiente para embasar novos trabalhos e
descobertas.

Em segundo lugar, ressaltamos que o proposito de compreender e recriar o desen-
volvimento matematico das projecoes equivalentes foi cumprido e, relacionando com o
que dissemos anteriormente, mesmo desenvolvido a tanto tempo, é muito atual e teve
seu potencial demonstrado brevemente nesta pesquisa. Observamos também que em-
bora nao fazendo um trabalho estatistico para verificar se a hipotese de que a projecao
equivalente é melhor do que o método corriqueiro para o calculo de areas, ficou claro
que a teoria acerca da equivaléncia prevaleceu, mesmo quando comparado com aqueles
que possuem métodos para minimizacao de erros.

Ao fim, vale lembrar que os softwares disponiveis para calculos geodésicos sao de-
senvolvidos com o intuito nao s6 de obter areas, mas sim angulos, distancias e gerar
mapas que mostrem da maneira mais real a superficie a ser representada. Para che-
gar a resultados aceitéveis e dentro das especificagoes técnicas exigidas por érgaos de
controle, aliado as projecgoes, é feito um tratamento dos erros, para que as distorcoes
sejam reduzidas, isso faz por exemplo, com que os resultados que chegamos no capi-
tulo anterior fossem tao proximos, tanto na projecao equivalente, quanto na conforme.

Contudo, se o fim especifico é o calculo de areas, vale a pena considerar a propriedade
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matematica da equivaléncia e investir em uma projecao com esta caracteristica, como
fizemos.

Para trabalhos futuros, achamos pertinente a implementagao de um software que
forneca: distancias e mapas, fieis a seus formatos, utilizando coordenadas UTM e
quando se tratar do céalculo de areas, se valer de uma transformagao como a que fi-
zemos nesta pesquisa para obter tal valor, e assim, aliar as garantias matematicas de
precisao para cada caso, com a praticidade e comodidade dos programas on line que

ja conhecemos.
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A Determinante Analitico

Definigao A.1. Dado um conjunto de n pontos do R? representados por (x1, 1), , (T, Yn),

chama-se de planilha analitica o representacdo da forma:

Try 9 X3 -+ Tp X1

Y Y2 Y3 - Yn W1

(A1)

Antes de definirmos o Determinante Analitico apreciemos a definigao a seguir:

Definigao A.2. Serd chamado de diagonal direita todo par da forma (x1,y;11), onde
i=1,2,---,n—1, e o par (x,,y1). Define-se também a diagonal esquerda como o0s

pares da forma (xi1,vy1), comi=1,2,--- . n—1 e o par (x1,yn,)

Definicao A.3. Chama-se de Determinante Analitico e representamos por Aa
a diferenca entre o somatorio do produto de cada uma das n diagonais direitas e o
somatorio do produto dos dois elentos de cada uma das n diagonais esquerdas. Em

stmbolos escrevemos:

Ap = (m1y2 + Toys + - + Tp1Yp + Tut) — (Toys + T3Y2 + - + TpYno1 + T1Yn)
(A.2)

Definidas as bases, um importante teorema para o calculo da area de um poligono

no plano serd aqui anunciado, mas nao provado. Aos interessados, recomendamos
Silva[14].

Teorema A.1. Se R ¢ uma regiao poligonal fechada delimitada por n, n > 3 vértices
da forma (x1,y1), -, (Tn,Yn) € A4 € o determinante analitico destes n pontos. Entdo

a drea A da regiao R é dada por

_ A4
2

A (A.3)
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B Programacao no WxMaxima 15.04

Para a realizacao dos calculos, optamos pelo software livie WxMaxima, versao
15.04. Neste fizemos todas as transformacoes e rotinas para se chegar ao valor numérico
das areas dos dois lotes analisados, se valendo das féormulas definidas no capitulo que
tratou das projegoes.

Para o lote 1. a area pela Projegao Equatorial Equivalente de Lambert foi

obtida por meio da rotina:

WxMaxima 15.04 - Calculo da Area do Lote 1 - Equivalente de lambert

- —> n:30;

~ > RA:6378137 * sqrt ((1-0.0818191912) *(1+(2/3) *0.0818191912+ (3/5)*0.0818191914+ (4/7)*0.0818191916+
(5/9)* 0.081819191 &8-+(6,/11)*0.081819191(10)));/* calcula o raio autélico */;

— > m[1]:-52.93977057847446; m[2]: -52.93949362155944; m[3]:-52.93841778783387; m[4]: -52.9374763953924;
m[5]: -52.93583661838705; m[6]: -52.93419665254365; m|7|: -52.93298598273893; m|8]: -52.93169850720518; m[9]:
-52.93070551828438; m[10]: -52.92992572312124; m|11]: -52.92935292994437; m|[12]: -52.92936582334792; m[13]: -
52.92936565574486; m|[14]: -52.92939099212315; m[15]: -52.92995714009608; m[16]: -52.93055410455393; m[17]: -
52.93104565184196; m[18]: -52.93157670161924; m[19]: -52.93219848276814; m[20]: -52.93286305751466; m[21]: -
52.93347631543415; m[22]: -52.93411866676313; m|23]: -52.9348863608019; m|24]: -52.93567523735066; m|[25]: -52.93660658139495;
m[26]: -52.93763530495067; m|27]: -52.93863084072221; m|28]: -52.939778950440848; m[29]: -52.93979093654799;
m[30]: -52.93980465196743; /* longitude em graus decimais*/;

— —> n[1]:-24.15006108072129; n|2]: -24.15015001977232; n[3]: -24.15005038955449; n[4]: -24.14996385786643;
n[5]: -24.14981569143352; n[6]: -24.14967210712943; n[7]: -24.14953892735015; n[8]: -24.14943504204924; n[9]: -
24.1493152769434; n[10]: -24.14921834366441; n|11]: -24.14915159154135; n[12]: -24.14869318647448; n[13]: -24.14830103728267;
n[14]: -24.147852703035; n[15]: -24.1478916344527; n[16]: -24.14793633600546; n[17]: -24.14799257416444; n[18]: -
24.14805086155779; n[19]: -24.14810124421011;n[20]: -24.14816515161029; n[21]: -24.14821490154102; n[22]: -24.14828160171748;
n[23]: -24.14834658071924; n[24]: -24.14841425366399; n[25]: -24.14849813413928; n[26]: -24.14859503766378; n[27]: -
24.14868212533447; n|[28|: -24.14878588441421; n[29]: -24.14925782173869; n[30]: -24.1497560512066; /* latitude em
graus decimais */;

——> float (for i:1 thru n do /* encontra os valores de n[i] em radianos */ print ("lat[i]= lat[i]: ((%pi)* (n[i]/180)))),
numer;

— —> float (for i:1 thru n do /* encontra os valores da latitude autalica */ print(’lafi] =lali]: (asin(sin (lat[i])*
((1+(2/3)* 0.081819191 2*(sin(lat[i]))2+(3/5)*0.0818191914* (sin (lat[i])) 4+(4/7)* 0.081819191 6*(sin(latli]))6)/(1+(2/3)
*0.081819191 2+4-(3/5)* 0.081819191 4+(4/7)* 0.081819191 6)))))), numer;

— —> float (for i:1 thru n do /* encontra os valores de mli] em radianos */ print (’long[i]=longli]: ((%pi)*
(m[i]/180)))), numer;

— —> float (for i:1 thru n do /* encontra os valores de x|[i| */ print (’x[i]=x[i]: (6371007.180890839* sin (atan
(sin(longli])/ tan(lali])))* sqrt(2* (1-cos(lali])* cos(long]i])))))), numer;

— —> float(for i:1 thru n do /* encontra os valores de y[i| */ print (’y[i]=y[i]:(6378089.360320791* cos(atan
(sin(longli])/ tan(la[i])))* sqrt(2* (1-cos(la[i])* cos(long]i])))))), numer;

— —> assum(x[i]* y[i+1],i,1,n-1)+(x[n]*y[1]);

——> bisum(x[i+1]* y[i],i,1,n-1)++x[1]*y[n];

——> A:abs(a-b)/2;
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——> pontos:[[x[1],y[1]], [x[2],y[2]],[x[3].¥[3]], [x[4].y[4]], [x[5],y[5]], [x[6].¥[6], [x[7].y[7]], [x[8].y[8]], [x[9],¥[9]], [x[10],y[10]],
x[1y[11]], [x[12],y[12]], [x[13],y[13]], [x[14].y[14]], [x[15],y[15]], [x[16].y[16]], [x[17],y[17]], [x[18],y[18]], [x[19].y[19]],
[x[20],y[20]], [x[21].y[21]], [x[22],y(22]], [x[23].y[23]] ,[x[24].y[24]], [x[25].¥[25]], [x[26].y[26]], [x[27],y[27]], [x[28],y[28]],
(x[29],y[29]] ,[x[30],y[30]]];

— —> plot2d([discrete,pontos], [style, points]);

WxMaxima 15.04 - Calculo da Area do Lote 1 - Coordenadas UTM

— —> n:30;

~ > m[1]: 302008.36; m[2]: 302936.18; m(3]: 303045.46 ;m[4]: 303141.22; m[5]: 303307.54 ; m[6]: 303473.86; m[7]:
303597.52; m[8]: 303726.87; m[9]: 303822.36; m[10]: 303907.55; m[11]: 303962.95; m[12]: 303961.10 ; m[13]: 303960.80;
m[14]: 303959.44 ; m[15]: 303902.30; m[16]: 303843.97 ; m[17]: 303795.48 ; m[18]:303737.73 ; m[19]: 303674.58 ;
m[20]:303606.88; m[21]:303544.68 ; m[22]:303479.76; m[23]:303401.81 ; m[24]:303321.49 ; m[25]: 303227.46 ; m[26]:
303122.51 ;m[27]: 303021.92; m[28]:302904.93 ; m[29]:302004.38 ; m[30]:302903.56 ; /* longitude utm */;

— > n[l]: 7327793.69; n[2]:7327784.75; n[3]:7327796.99 ; n[4]:7327808.71; n[5]:7327827.23; n[6]:7327846.63; n|7]:
7327862.15; n[8]:7327871.89; n[9]:7327883.97; n[10]:7327897.09; n[11]:7327904.83; n[12]:7327953.86 ; n[13]: 7327998.97;
n[14]:7328051.67; n[15]:7328045.46; n[16]: 7328037.86; n[17]: 7328031.46; n[18]:7328026.03; n[19]: 7328022.22; n[20]:7328014.09;
n[21]:7328007.07; n[22]:7327999.02; n[23]: 7327991.02 ; n[24]:7327982.24; n[25]: 732797178 ; n[26]:7327959.11; n[27):
7327948.82; n[28]:7327935.24; n[29]:7327882.26; n[30]:7327827.53 ; /* latitude utm*/;

— —> assum(x[i]* y[i+1],i,1,0-1)+(x[n]*y[1]);

— —> bisum(x[i+1]* y[i],i,1,0-1)++x[1]*y[n];

— —> A:abs(a-b)/2;

= pontost[x[1Ly[1]l (<[22I x{3y131], <[4y [4]], [<l5, (511 (l6]v161], (<717, [x{slyl8], [xl9], 1ol [<l10] {101,
(e[11]y (1)), [x[12]y[12]], [x[13],y[13]], [x[14],y[14]], [x[15],y[15]], [x[16],y[16]], [x[17]y[17]], [x[18].y[18]], [x[19].y[19]],
[<[201y120]], [x[21]yl21]l, [x{22]yl22ll, [x23]y128]] xl24Lyi2al], [x[25Ly125]l, [x[26].yl26]l, [x2]v[27]], [<l28ly[2sl],
(x[29],y[291] ,[x[30],y[30]];

— —> plot2d([discrete,pontos|, [style, points]);

Para o lote 2 os célculos foram similares, trocando apenas as coordenadas em deci-
mais no caso da Projecao Equatorial Equivalente de Lambert e as coordenadas

UTM no cado da Projegao Transversa conforme de Mercator



