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RESUMO

Este trabalho, voltado para professores do Ensino Médio, ocupa-se em propor uma metodolo-
gia para o ensino de no¢oes de Célculo Diferencial e Integral no Ensino Médio, pois esse tema,
atualmente estudado em diversos cursos no Ensino Superior, apresenta altissimos indices de
reprovacao, o que sugere um abismo existente entre a matemética trabalhada na Educacgao
Bésica e a do Ensino Superior, além de trazer grandes vantagens aos alunos na assimilacao
de conceitos matematicos e fisicos. Nesse sentido, este trabalho busca abordar ainda no
Ensino Médio nocoes de limites, derivadas e integrais de maneira intuitiva e livre do rigor
matematico excessivo que os livros de Céalculo I adotados na Universidade tratam o tema.
A metodologia baseia-se em experiéncias que apresentaram resultados bastante positivos na
pratica docente, tais como: abordagem de topicos da historia da matemaética, uso de recursos
tecnologicos e mapas conceituais como ferramentas pedagbgicas auxiliares.

Palavras-chave: Célculo I. Ensino Médio. Funcgao. Geogebra. Grafico. Professor.



ABSTRACT

This paper, aimed at high school teachers, mind to propose a methodology for teaching
differential calculus notions and Integral in high school, because this topic is currently studied
in several courses in higher education, has extremely high failure rates, suggesting a gap
between mathematics worked in high school and university, and bring great advantages to
students in the assimilation of mathematical and physical concepts. In this sense, this study
also seeks to tackle in high school notions of limits, derivatives and integrals of intuitive and
free way of excessive mathematical severity that Calculus I books adopted at the University
address the topic. The methodology is based on experiences that showed very positive
results in teaching practice, such as topical approach to the history of mathematics, use of
technological resources and conceptual maps as auxiliary teaching tools.

keywords: Calculus I. High School. Function. Geogebra. Graphic. Teacher.
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INTRODUCAO

1 — Consideracgoes iniciais e motivacoes

O presente trabalho, voltado para professores da educacao basica, em especial do En-
sino Médio, ocupa-se em propor uma metodologia para o ensino das noc¢oes de calculo I na
tltima etapa da Educacdo Bésica. E comum ouvir reclamacoes dos estudantes de todos os
niveis sobre a Matematica, em especial sobre o quao distante da realidade ela é ou parece
ser. Isso se deve muito a maneira em que essa importante ciéncia é mostrada aos alunos
e também a estruturacao do curriculo, que em determinados momentos, por se apresentar
desconectado, nao contribui com a aprendizagem e estimulo ao aluno, que ao sair da escola,
nao se encontra devidamente preparado para continuar os estudos e evoluir enquanto pessoa
e profissionalmente. A Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDB) em seu artigo
22, afirma que essa etapa de conclusao da Educacao Bésica tem de garantir as aprendizagens
necessarias ao desenvolvimento de conhecimentos, atitudes e praticas sociais e de trabalho.
Isso significa que o jovem, ao se formar, podera ingressar na vida adulta de forma digna seja

qual for o caminho que quiser seguir.

Trabalho com alunos de Ensino Médio desde 2001, quando ingressei no curso de Licen-
ciatura Plena em Matematica. Em uma das muitas conversas que tive com grupo de alunos
(2° ano) da rede publica, apés a aula, uma chamou-me muito a atengdo. Um aluno disse-me,
e teve o apoio dos demais, que o Ensino Médio nao fazia sentido para ele, simplesmente
porque nao sabia o motivo de estudar tantos contetidos. Nesse momento perguntei a ele se
havia entendido a aula do dia (geometria espacial - cones). Respondeu-me o discente que
entendera muito pouco, porque falei de alguns tépicos de geometria plana, que ele havia
estudado no 7° e 8° ano do Ensino Fundamental. Além disso, eu havia apenas apresentado

varias formulas para calcular areas e volume do cone.

11



INTRODUCAO 12

O relato desse aluno me marcou bastante. Foi quando comecei a perceber a desconexao de
varios conteidos ensinados em Matematica. Desde ai, passei a dar mais atenc¢ao as opinioes
de alunos e a quebrar um pouco a imagem de que o alunado de hoje nao se interessa pelo

estudo.

Apoés cursar a disciplina Calculo I na universidade fiquei encantado pela abrangéncia da
disciplina, ja que além de ser aplicada em varias areas do conhecimento, oferece respostas
para varios questionamentos que os livros didaticos do Ensino Médio omitem. A respeito
da abrangéncia e importancia do estudo de Célculo, Lopes (1999, p.125) faz uma reflexao

afirmando que:

O Calculo Diferencial e Integral permite, nas mais variadas areas
do conhecimento, como Engenharia, Quimica, Fisica, Biologia,
Economia, Computacido, Ciéncias Sociais, Ciéncias da Terra, etc,
a andlise sistematica de modelos que permitem prever, calcular,
otimizar, medir, analisar o desempenho e performance de exper-
iéncias, estimar, proceder analises estatisticas e ainda desenvolver
padrdes de eficiéncia que beneficiam o desenvolvimento social,
econémico, humanistico dos diversos paises do mundo.

A partir dessa reflexdo concordo totalmente com Avila (1999, p.2), quando fala do ensino
de célculo no Ensino Médio ao afirmar que “descarta-lo no ensino é grave, porque deixa
de lado uma componente significativa e certamente a mais relevante da Matemaética para a

formacao do aluno num contexto de ensino moderno e atual”.

Antes de ingressar como concursado na rede estadual de ensino, ministrei muitas aulas
de Célculo I para universitarios de diversos cursos (de ciéncias exatas, humanas e biologi-
cas) e as davidas pairavam em torno da caréncia de conhecimentos matematicos relativos
aos niveis fundamental e médio, considerados essenciais para a abordagem dos contetidos de
Célculo Diferencial e Integral I. Muitos dos alunos sequer haviam estudado alguns tépicos

dessa disciplina.

Atualmente, a disciplina Céalculo I é a campea de reprovagoes no Ensino Superior. Isso

sugere um abismo que existe entre a matematica ensinada no Ensino Médio e a do Ensino

F. MACHADO PROFMAT — UFPA



INTRODUCAO 13

Superior. A consequéncia disso sdo altos indices de evasao de alunos de cursos como Fisica,

Matematica e Engenharias. Nesse contexto, Palis (1995, p.22) afirma que:

Os cursos de Calculo, principalmente o primeiro da sequéncia,
apresentam indices absurdamente elevados de abandono e in-
sucesso. Estes indices, por si s, j4 apontam a necessidade de
se buscar alternativas de acdo pedagédgica que, aliadas a outras
medidas, possam dar conta desse problema que, desde muitos
anos, subsiste na Universidade.

A meu entender, um dos principais motivos que levam a esses elevados indices de re-
provacao e evasao € que, no Ensino Superior, a disciplina Calculo I é estudada com grau de
rigor matematico consideravel. O aluno é levado a um nivel de abstracao jamais experimen-
tado, logo “quanto maior a altura, maior a queda”. Franchi (1995, p.40) descreve como os

cursos de Calculo sao ministrados nas Universidades ao afirmar que:

De modo geral, as aulas sdo expositivas. O centro do processo
ensino-aprendizagem estd no professor, que deve transmitir os
conhecimentos matematicos ao aluno. Os contelidos s3o apre-
sentados prontos, de forma inquestionavel e pouco tém a ver com
situacdes da realidade. S3o apresentadas definicoes, enunciados
e teoremas que a seguir sdo demonstrados. Seguem técnicas de
Calculos e exercicios.

Se os discentes estudassem, ainda no Ensino Médio, nogoes de limites, derivadas e inte-
grais sem esse excesso de rigor, certamente sentiriam menos esse impacto. Essa ¢é a esséncia da
proposta metodologica que abordarei nesse trabalho, contemplando a interdisciplinaridade
e tornando mais amplo o aprendizado dos contetidos. Por exemplo, o ensino da derivada é
de grande importancia, pelo tanto que ajuda no tratamento referente ao estudo das fungoes.
Seu ensino iniciado na primeira série do Ensino Médio pode se integrar harmoniosamente
com a Fisica no estudo do movimento e outros conceitos de grandezas fisicas, além de servir
para o estudo de polindmios e outras aplicacdes cientificas. Avila (1991, p.2) resume bem a

importancia do Calculo no Ensino Médio:

F. MACHADO PROFMAT — UFPA
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O Calculo é moderno porque traz ideias novas, diferentes do que o
aluno de 2° grau encontra nas outras coisas que aprende em Arit-
mética, Algebra, Geometria, Trigonometria e Geometria Analitica.
N3o apenas novas, mas ideias que tém grande relevancia numa
variedade de aplicacées cientificas no mundo moderno. Ora, o
objetivo principal do ensino nao é outro sendo preparar o jovem
para se integrar mais adequadamente a sociedade. N3o se visa,
com o ensino da Matemética no 2° grau, formar especialistas no
assunto. Ensina-se Matematica porque esta é uma disciplina que
faz parte significativa da experiéncia humana ao longo dos sécu-
los, porque ela continua sendo hoje, com intensidade ainda maior
do que no passado, um instrumento eficaz e indispensavel para
os outros ramos do conhecimento.

Portanto, esse trabalho ocupa-se em apresentar uma proposta de ensino, ainda no En-
sino Médio, de nogdes de Calculo I (limites, derivadas e integrais) livre do rigor mateméatico
excessivo com o qual a disciplina é estudada no Ensino Superior. Seu objetivo é fazer uma
intermediagao mais tranquila entre a matematica estudada na educagao basica para a Supe-
rior, fazendo com que o aluno compreenda melhor varios conceitos e esteja mais preparado

para lidar com alto nivel de abstracao com que esse assunto é tratado nas Universidades.

Ao resolver seguir essa proposta é altamente recomendavel que o professor leia as refe-

réncias [3], [4] e [5].

2 — Organizacao da Dissertacao

O capitulo 1 aborda a metodologia de trabalho, trazendo as diretrizes que o docente deve
seguir a respeito de conhecimentos prévios que o aluno ja deve possuir para compreender
os conceitos abordados em Calculo I, a importancia do uso de recursos tecnolégicos como
ferramenta auxiliar de ensino e a relevancia do professor abordar tépicos da histéria da

Matemaética no ensino.
O capitulo 2 traz passagens da histéria do Célculo para que o professor possa situar o
estudante no contexto histérico que motivou os matematicos da época a desenvolver o tema

em questao. Também aborda um histérico do ensino do calculo no Brasil.

Os capitulos 3, 4 e 5 tratam, respectivamente, das nogoes de limites, derivadas e integrais

F. MACHADO PROFMAT — UFPA



INTRODUCAO 15

abordando os principais topicos de cada tema, além de algumas aplica¢des importantes no
Ensino Médio, sempre utilizando uma linguagem simples, livre de qualquer tipo de rigor
apresentado nos livros de Célculo I do Ensino Superior. O objetivo é que os alunos com-
preendam os conceitos mais importantes e construam uma base mais concreta para enfrentar

o rigor de um curso de Célculo I na Universidade.

O capitulo 6 fala sobre as consideracoes do trabalho e procedimentos a serem tomadas

apds o desenvolvimento da metodologia.

F. MACHADO PROFMAT — UFPA



Capitulo 1

UM POUCO SOBRE A
METODOLOGIA

Neste capitulo tratarei da apresentacao da metodologia a ser desenvolvida pelo professor.
Primeiramente, procurei saber um pouco a opiniao de professores da educagao basica sobre o
assunto. Para isso, preparei uma entrevista (presente no apéndice 1) para ter um apanhado

geral sobre a viabilidade da proposta metodologica.

Foram entrevistados 30 professores que atuam na educagao basica em escolas publicas
estaduais, particulares e cursinhos pré-vestibulares na cidade de Belém-PA. Por ter caracter
secundario neste trabalho, citarei apenas os resultados que mais me chamaram atencao: a
média de idade foi de 33,4 anos; tempo médio de docéncia é de 9,5 anos; todos sao licenciados
plenos em Matematica, apenas 2 entrevistados possuem mestrado, 17 possuem especializacao

e 11 somente graduacao.

Quanto a formacao nas disciplinas de Célculo, 19 professores julgam ter obtido boa for-
magao nessas disciplinas (assinalaram notas de 3 a 5). Para eles, em média, os livros texto
de Célculo sao satisfatérios e a 90% respondeu que seus professores nao utilizaram recursos

tecnolégicos no ensino do Célculo.

Quanto ao ensino do Calculo no Ensino Médio, 24 professores atribuiram notas de 1 ou
2 a viabilidade de ensinar calculo; 21 consideram-se aptos a ensinar nogoes de calculo atual-
mente; todos os entrevistados entendem que é importante alunos do Ensino Médio estudarem

Célculo, mas 18 professores entendem que é um assunto dificil (assinalaram notas 4 ou 5)

16



CAPITULO 1. UM POUCO SOBRE A METODOLOGIA 17

para o aluno do Ensino Médio.

Paralelo a essa entrevista, perguntei a todos os docentes entrevistados se costumam usar
recursos tecnoldgicos em sua pratica docente. Apenas 17% responderam que fazem uso com

frequéncia.

Em relacao a principal razao que dificultaria, ou impediria, o ensino de calculo no Ensino
Médio 95% os professores alegaram que nao ha tempo habil para fazé-lo, pois o programa
dos vestibulares é muito extenso. Em geral, os docentes da rede publica apontaram a falta
de base dos alunos como outro fator. Ja os docentes da rede particular alegaram falta de
tempo devido as aulas no contra-turno, enquanto os professores de cursinho baseiam-se no

fato do assunto nao estar no curriculo do Ensino Médio.

No apéndice C (pag. 82) deste trabalho hd um quadro sintético sobre o resultado dessa

pesquisa.

1.1 Uso de recursos tecnolégicos no ensino

O processo de aprendizagem da Matematica héa varios anos foi e vem sendo discutido por
pessoas relacionadas com a Educacao em todo mundo e mesmo assim o fracasso escolar ainda
continua. A reprovacgao e a insatisfacdo diante dos resultados negativos obtidos na escola,
que podem ser refletidos na vida do aluno, sugerem que a Matematica ainda é tratada como
um ensino sem significado para o aluno, fazendo com que a disciplina cause medo. Nesse
contexto, o uso de recursos tecnolégicos como instrumento de apoio tém ajudado a tornar as
aulas mais participativas e dindmicas, ajudando a mudar essa percepcao negativa do aluno

em relagdo a Matematica. De acordo com Litwin (1997, p.4) apud Aratjo (2004, p.43):
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Entendemos a tecnologia educacional como o corpo de conheci-

mentos que, baseando-se em disciplinas cientificas encaminhadas

para as praticas do ensino, incorpora todos os meios a seu alcance

e responde a realizacdo de fins nos contextos sécio-histéricos que

lhe conferem significacao. A tecnologia educacional, assim como

a Didatica, preocupa-se com as praticas do ensino, mas diferen-

temente dela inclui entre suas preocupacbes o exame da teoria

da comunicacdo e dos novos desenvolvimentos tecnoldgicos: a

informéatica, hoje em primeiro lugar, o video, a TV, o radio,

o audio e os impressos, velhos ou novos, desde livros até cartazes.

Neste sentido, o uso dos recursos tecnoldgicos em sala de aula, necessita de professores
preparados, que saibam utiliza-los de forma objetiva e pratica. Além de obter conhecimen-
tos de suas possibilidades e habilidades, inerentes a estes recursos, tendo consigo um bom

planejamento para aula e conhecer bem o recurso no qual ira utilizar.

Dentre essas novas tecnologias educacionais, temos o computador que aos poucos esta se
tornando cada vez mais comum e essencial para a vida na sociedade. Ele gera novas possi-
bilidades de ensino e aprendizagem, integrado ao processo de desenvolvimento de conteidos

matematicos.

Integrado com softwares matematicos, como Geogebra, Cabri-Géometré e aplicativos
para smartphones dentre outros, os recursos tecnologicos atuam como instrumento pratico
de visualizagdo e manuseio de simbolos e figuras geométricas que auxiliam na construcao
da imagem e ao desenvolvimento do aprendizado pelo aluno. O aluno consegue iniciar
a aquisicdo de um conhecimento matematico de forma mais pratica e dinamica, além do

manuseio do computador como insercao social.

De acordo com o PCN (1998, p.44) em Matemaética, o computador pode ser utilizado

para diversas finalidades nas aulas de Matematica:

Como fonte de informacdo, poderoso recurso para alimentar o
processo de ensino e aprendizagem; Como auxiliar no processo
de construcdo de conhecimento; Como meio para desenvolver
autonomia pelo uso de softwares que possibilitem pensar, refletir
e criar solucoes; Como ferramenta para realizar determinadas
atividades — uso de planilhas eletrénicas, processadores de texto,
banco de dados, etc.
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Portanto, nessa proposta metodoldgica, o uso de recursos tecnolégicos como ferramenta
de apoio possui relevante destaque. Praticamente todas as construgoes apresentadas nesse
trabalho foram feitas no Geogebra, software base para auxiliar o aluno a visualizar os con-
ceitos apresentados nas nocoes de Calculo 1. Esse software foi escolhido por ser um programa
de dominio publico, presente no sistema operacional Linux Educacional instalado na maioria
dos computadores presentes nos laboratoérios de informatica de escolas da rede publica do
Estado do Para. Para usudrios de outros sistemas operacionais o Geogebra pode ser obtido

através do site www.geogebra.org.

Além da versao para computadores o Geogebra esta disponivel para usuarios de celulares
e tablets na plataforma Android, IOS e Windows Phone, o que facilita para a maioria dos
alunos que possui smartphone e/ou tablet. O professor deve orientd-los a instalar algum
aplicativo que construa graficos de fung¢oes. Obviamente que o professor devera ter conheci-
mento e certa pratica ao operar o Geogebra. Outro recursos tecnolégico fundamental para

o desenvolvimento dessa proposta metodoldgica é o uso de um projetor multimidia.

1.2 Revisao dos conteudos do Ensino Fundamental

Antes de iniciar as nogoes de Calculo I com os alunos, o professor precisa certificar-se
que os alunos possuem uma boa base de contetidos vistos no Ensino Fundamental. Sao eles:
operacoes com numeros reais, potenciacao e radiciagao e suas propriedades, racionalizagao
de denominadores, expressoes algébricas — operagoes com monomios e polinémios, fatoracao
(fator comum, agrupamento, produto da soma pela diferenca, soma e diferenca de cubos),
produtos notaveis (quadrado e cubo da soma e da diferenca), sistemas de equagoes do 1°

grau e equagoes do 1° e 2° graus.

Para isso, inicialmente o docente pode aplicar um teste de nivelamento para identificar
quais assuntos precisam ser melhor trabalhados. Concluida essa etapa, o professor pode usar
como base as referéncias [7], [14] e [16], pois possuem uma linguagem bem simplificada e
trazem comentarios pertinentes sobre o que mais os discentes costumam sentir dificuldades.

As obras citadas tratam-se apenas de uma sugestao ficando o docente livre para adotar o
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livro que melhor lhe agrade para fazer listas de exercicios de fixagdo, a fim de reforcar os
contetudos que os discentes mais sentiram dificuldade. O tempo que o professor passara nessa

etapa dependera do desempenho da turma.

1.3 Historia da Matematica como recurso didatico

Nao é raro encontrarmos em qualquer escola algum aluno perguntando quem inventou
a Matematica, pois queria matar essa pessoa. Pois bem, quem faz esse tipo de questiona-
mento, possivelmente, ndo consegue associar a ciéncia que esta estudando a seu cotidiano.
Pensando nisso ja indaguei-me diversas vezes sobre o que poderia fazer para que os alunos se
interessem mais pela Matematica. Passei, entdo, antes de iniciar algum contetdo, a contar
fatos histéricos relacionados ao assunto a ser estudado para que os alunos compreendam o
contexto e as motivagoes que levaram os matematicos da época a dedicar-se aquele conheci-
mento. Percebi nos discentes um certo interesse e curiosidade quando comentava sobre fatos

histéricos. Nesse sentido, Guzmén (2003) faz um importante comentario afirmando que:

Um certo conhecimento de Histéria da Matematica, deveria ser
parte indispensavel da bagagem de conhecimentos de qualquer
matematico em geral e do professor de todos os niveis. Isso, nao
somente com a intencdo de utilizd-la como um instrumento em
seu ensino, mas principalmente por que a Histéria pode propor-
cionar uma visao verdadeiramente humana da Matematica, o que
é dificil de se imaginar, pois a imagem que os alunos possuem
dessa disciplina esta totalmente desvinculada da realidade.

Infelizmente, muitos professores negligenciam a histéria da ciéncia que ensinam alegando
diversos motivos, por exemplo, falta de tempo para comentar fatos histéricos. Klein apud
Tahan (1973 p.9) afirma que: “O professor que ensina a Matemética desligada de sua parte

histérica, comete verdadeiro atentado contra a ciéncia e contra a cultura em geral”.

Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL — 1997, p.34) de Matematica também

mencionam a importancia da historia da Matemética ao afirmar que:
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Em muitas situacdes, o recurso a Histéria da Matematica pode
esclarecer ideias matematicas que estdo sendo construidas pelo
aluno, especialmente para dar respostas a alguns “porqués” e,
desse modo, contribuir para a constituicio de um olhar mais
critico sobre os objetos de conhecimento.

Por esses motivos, considero recomendavel que o professor fale um pouco sobre a historia

do Calculo para os alunos. Essa parte serda comentada no capitulo seguinte.

1.4 Uso de mapas conceituais como ferramenta didatica

E muito comum alunos dos Ensinos Fundamental e Médio ndo encontrarem relacio entre
os conteudos que estudam, muitas vezes porque o professor ndao consegue fazé-los compreen-
der a relagao que existe entre diversos conceitos. Esta logica de dependéncia estrita dos
conhecimentos matematicos, em que um novo conceito é desencadeado a partir de outros
conhecimentos anteriores que os amparam, vai ao encontro da Teoria da Aprendizagem Sig-
nificativa proposta por Ausubel (Moreira, p.2). Segundo ele, a aprendizagem de uma nova
informacao s6 ocorre de maneira significativa a partir de outros conhecimentos que o aluno
traz consigo. Além disso, ressalta-se que essa aprendizagem pode ser facilitada através da

utilizagao de estratégias adequadas.

Nesse sentido, ¢ interessante que o professor desenvolva estratégias que busquem facilitar
o processo de ensino-aprendizagem, buscando, de fato, a ocorréncia de uma aprendizagem

significativa. Zarpelon (2014, p.3) cita Maffra (2011, p.6) quando este tltimo afirma que:

o uso de Mapas Conceituais pode estimular e organizar a
criacao e a comunicacao de ideias complexas, propiciando uma
aprendizagem significativa e, assim, tornando-se uma estratégia
possivel para a melhoria do ensino/aprendizagem.

Portanto, professores e alunos podem lancar mao dessa estratégia, uma vez que a mesma
permite organizar os conceitos que sao mais relevantes no Céalculo, bem como fazer conexoes
importantes entre seus significados. O professor, a medida que for avancando nos contetidos

aqui apresentados, pode ir montando o mapa proposto, fazendo as adaptagdes que achar
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necessarias.

Na secao de anexos ha mapas conceituais sobre limites, derivadas e integrais propostos
por Zarpelon (2014, p. 11), que se encontram, respectivamente, nos anexos A, B e C deste

trabalho.
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Capitulo 2

UM BREVE HISTORICO SOBRE O
CALCULO

Esse breve historico teve como base principalmente as referéncias [8] e [30], pois o autor
usa uma linguagem bastante acessivel ao expor os fatos histéricos. Além disso, a obra traz
alguns problemas que os matematicos da época deparam-se, resolvendo-os, inclusive. Porém,
esses problemas nao serao abordados nessa proposta, pois a ideia de abordar a histéria do
Calculo é para situar o estudante em um contexto histérico para que ele perceba como ele

desenvolveu-se para resolver questoes principalmente relativas a Fisica.

A 1ltima segao desse capitulo aborda um breve historico do ensino do calculo no Brasil.

2.1 Contextualizacao histoérica

Até o século XVII a geometria era o principal dominio da Matemaéatica — qualquer um
que quisesse aprendé-la deveria comegar pelos Elementos de Euclides, ou algo similar. No
entanto, foi crescendo a consciéncia de que grande parte do conhecimento geométrico devia
servir a aplicacoes, desde as mais praticas — como as técnicas para construir mapas — até as
mais abstratas — como a teoria da perspectiva, na pintura — e a astronomia. Nesse contexto,
o século XVII é marcado pela consciéncia que o desenvolvimento técnico pode melhorar a
vida dos homens. Trés nomes sdo exemplos tipicos desse periodo: Galileu (1564 — 1642),

Bacon (1561 — 1626) e¢ Descartes (1596 — 1650).
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Ao privilegiar a invenc¢ao e a intervencao na natureza, o pensamento da época se associ-
ava ao estudo quantitativo dos fendmenos. Descartes defendia que o pensamento nao deve
se dedicar a compreender todos os tipos de coisas, mas somente aqueles que sao passiveis de
quantificagao. As deducgoes légicas que permitem passar de uma proposicao a outra devem
ser substituidas por relagoes entre coisas quantificaveis, traduzidas por equagoes (igualdades

entre quantidades).

Em 1626, Descartes frequentou, em Paris, um circulo de cientistas que gravitavam em
torno do padre Mersenne (1588 — 1648) e discutiam livremente criticas ao pensamento peri-
patético (aristotélico); de tais estimulos Descartes progrediu para tornar-se o “pai da filosofia
moderna”, apresentar uma visao cientifica transformada do mundo e estabelecer um novo
ramo da matematica. Em seu mais célebre tratado, o Discours de la méthode pour bien
conduire sa raison et chercher la vérité dans les sciences (Discurso sobre o método para
raciocinar bem e procurar a verdade nas ciéncias) de 1637, ele anunciou seu programa de
pesquisa filosofica. Ele esperava, por divida sistematica, chegar a ideias claras e precisas, a
partir das quais seria possivel deduzir inimeras conclusoes véalidas. Essa abordagem da cién-
cia levou-o a supor que tudo era expliciavel em termos de matéria (ou extensao) e movimento.
O universo todo, ele postulou, como sendo feito de matéria em movimento incessante em
vortices, e todos os fendomenos deveriam ser explicados mecanicamente em termos de forcas

exercidas pela matéria contigua.

Podemos dizer que a época é marcada por uma concepcao geral das curvas que nao se
limitava ao estudo de curvas particulares, ampliando o universo dos objetos geométricos pela
introducao de curvas que descrevem movimentos ou sao expressas por equagcoes algébricas.
A “exatidao” dos procedimentos empregados em geometria foi redefinida por Descartes. Ao
invés de construgoes geométricas, foram admitidas técnicas algébricas na definicao de curvas,
instituidas como objeto central da geometria. Na segunda metade do século XVII surgiram
os primeiros efeitos desta mudancga e o trabalho com curvas, incluindo a busca por tangentes

e areas, incentivara o desenvolvimento dos métodos infinitesimais.

Nos trabalhos do final do referido século, o conceito de curva recobre trés concepgoes:
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a curva como expressao algébrica, eventualmente infinita; a curva como trajetéria de um
ponto em movimento; e, a curva como poligono com um nimero infinito de lados. As trés
exerciam um papel central no desenvolvimento dos métodos infinitesimais e Leibniz foi um

dos protagonistas dessa mudanca.

Os métodos analiticos de Descartes e Fermat (1601 — 1665) motivaram o estudo das pro-
priedades aritméticas de séries infinitas na Inglaterra. Com base nisso, John Wallis (1616 —
1703) e James Gregory (1638 — 1675) conseguiram resolver um grande niimero de problemas
— como o de encontrar a tangente a uma curva, calcular quadraturas ou retificar curvas —

e tiveram grande influéncia sobre Newton (1643 — 1727) e Leibniz (1646 — 1716).

Apesar de haver certa confusao sobre a prioridade da invencao do Calculo na qual parti-
ciparam seguidores de Newton e Leibniz, atualmente os historiadores refutam a ideia de que
Leibniz plagiou Newton e ressaltam que os métodos e motivagoes dos dois eram basicamente
diferentes. O livro principal de Newton, os Philosophiae naturalis principia mathematica
(Principios matemdticos da Filosofia Natural), ndo contém desenvolvimentos analiticos. Os
resultados sao apresentados na linguagem da geometria sintética, enquanto que Leibniz de-
fende vigorosamente os métodos analiticos. O que os distingue é a relacao de cada um
com a Matematica de seu tempo. Para Leibniz, os problemas de fundamento do Calculo
eram preocupagoes que nao deviam interferir no desenvolvimento dos algoritmos diferen-
ciais. Ja& Newton esforgcou-se para colocar sua teoria em uma linguagem rigorosa — a da
geometria classica. Se compararmos os calculos de ambos com o atual, veremos que eles
trabalhavam essencialmente com varidveis definidas sobre curvas, ao passo que atualmente
o Calculo fundamenta-se na nogao de funcao. O principal objetivo de estudo, no século
XVII, era o desenvolvimento de métodos para resolver problemas sobre curvas geométri-
cas, muitas vezes de origem fisica, como o de encontrar a tangente, calcular a area sob uma

curva e achar comprimentos de curvas ou velocidades de pontos se movendo sobre uma curva.
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2.2 O método cartesiano

Apo6s Galileu, o movimento e os fendmenos da natureza em geral puderam ser com-
preendidos por meio da Matemdtica. E nesse contexto que o pensamento de Descartes se
desenvolve, com as certezas aristotélicas, que haviam dominado a Idade Média, sacudidas
pela “Nova Ciéncia”, assentada sobre os trabalhos de Galileu. Nesse contexto, os problemas
geométricos devem ser formulados em linguagem algébrica para que se possa penetrar nas
relacoes que existem entre os objetos do universo. Este é o passo fundamental para legitimar
o estudo da geometria por meio da algebra, pois o que esta ultima permite apreender sao as

proporg¢oes envolvidas com objetos geométricos.

Desde o inicio de La géométrie, um dos trés apéndices do Discours de la méthode,
Descartes propoe a utilizagdo do método analitico. Dar nomes as linhas de figuras, tanto
para as conhecidas quanto para as desconhecidas, era a esséncia do método analitico. Logo
na abertura do primeiro livro de La géométrie, Descartes se refere as cinco operagoes basicas
da aritmética — adigao, subtragao, multiplicacao, divisao e radiciacio — e mostra que elas

correspondem a construgoes simples com régua e compasso.

Ao mesmo tempo em que renovou a geometria, Descartes estava, de certo modo, ligado
a tradicao. Nao bastava resolver equacoes, era preciso construir as solucoes. Seu objetivo
nao era propriamente algébrico, mas consistia em aplicar a algebra para resolver problemas
geométricos. Para isso ele propos um método que permite reduzir a resolugdo de problemas

geométricos a resolucao de uma ou mais equagoes.

A grande novidade da obra de Descartes é a introducao de um sistema de coordenadas
para representar equacgoes indeterminadas. A introducao desta ferramenta, fundamental
para o projeto cartesiano, foi motivada inicialmente pelo problema de Pappus: (Roque, 2012

p.251)

Encontrar o lugar geométrico de um ponto tal que, se segmentos
de reta s3o tracados deste ponto até trés ou quatro retas dadas,
formando com elas angulos determinados, o produto destes dois
segmentos deve ser proporcional ao produto dos outros dois
(se ha quatro retas) ou ao quadrado do terceiro (se ha trés retas).
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E interessante notar que a utilizacdo de um sistema de coordenadas, passo fundamental
na invencao da geometria analitica, esta associada a um problema indeterminado, ou seja,
com duas quantidades desconhecidas (chamadas mais tarde de “varidveis”). Além disso, esse
sistema nao empregava necessariamente um sistema de eixos ortogonais, pois, para cada

problema, devia ser escolhido o sistema mais conveniente.

2.3 O estudo das curvas e as primeiras nocoes de funcao

Atualmente, quando pensamos no conceito de fungao, algumas ideias nos vém a mente.
Uma delas é a ideia de uma correspondéncia. Desse ponto de vista, pode-se dizer que as
tabelas babilonicas e egipcias ja pressupunham, de alguma forma, a ideia de fungao, ja que
se tratavam justamente de registros de correspondéncias (por exemplo, entre um ntimero e
o resultado das operagdes que envolvem esse nimero). As tabelas de cordas de Ptolomeu
(90 —168), similares as nossas tabelas de senos, também estebeleciam correspondéncias que

consideramos hoje de natureza funcional.

Entretanto, diversas ideias fundamentais no conceito que temos hoje de funcao nao es-
tavam presentes nesses exemplos, pois em nenhum deles estd presente a ideia de variacao,
que s6 foi introduzida formalmente no século XIX, porém ja se encontrava presente nas ten-
tativas de matematizacdo do movimento dos séculos XVI e XVII. O estudo da variacao dos
fendbmenos naturais em funcao do tempo, por meio de leis matematicas, se deve em grande
parte ao desenvolvimento da fisica apés Galileu. Em seguida, passou-se a associar o movi-

mento a uma curva que pode ser expressa por meio de uma equacao.

Desde Viete (1540 — 1603), a representacao simbdlica de uma quantidade desconhecida
permitia exprimir estas relagoes por féormulas algébricas. Mas ele dedicava-se, principal-
mente, a solu¢ao de problemas determinados, nos quais nao se colocava o problema de
relacionar duas grandezas que variam. J& nas curvas estudadas por Descartes, a relagao en-
tre as quantidades indeterminadas era do tipo funcional, uma quantidade sendo associada a
outra por meio de uma equagao. Portanto, havia, na época, uma concepcao implicita de que

os tipos de relagoes entre variaveis eram dadas por expressoes analiticas de curvas algébricas
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ou por meio de séries infinitas. As curvas constitulam o principal objeto neste momento e
motivaram dois problemas paradigmaticos associados ao seu estudo: o célculo de tangentes,
pois esta fornece a dire¢ao do vetor velocidade de um mével que percorre uma curva e o

calculo de areas por meio de decomposigoes infinitas.

2.4 O calculo de Leibniz

Como aconteceu com Newton, o estudo de séries infinitas foi muito importante no inicio
de suas descobertas. Relacionando o triangulo de Pascal e o tridngulo harménico, Leibniz
percebeu uma maneira de encontrar o resultado de muitas séries infinitas convergentes. A
essa altura, ele voltou-se para o trabalho de Blaise Pascal (1623 —1662) — Traité des sinus
du quart de cercle que lhe teria dado um importante insight: a determinacao da tangente
a uma curva dependia das diferencas das abscissas e ordenadas na medida em que essas se
tornassem infinitamente pequenas e que a quadratura, isto é a area, dependia da soma das

ordenadas ou retangulos infinitamente finos.

Esse insight levaria Leibniz em 1676 a chegar as mesmas conclusoes a que havia chegado
Newton alguns anos antes: ele tinha em maos um método muito importante devido a sua
abrangéncia. Independente de uma funcao ser racional ou irracional, algébrica ou transcen-
dente — termo criado por Leibniz — as operagoes de encontrar “somas” (integrais) ou “dife-
rengas” (diferenciais) poderiam ser sempre aplicadas. O destino havia reservado a Leibniz a
tarefa de elaborar uma notacao apropriada para estas operagoes, assim como a nomenclatura

— Célculo Diferencial e Célculo Integral — ambas utilizadas atualmente.

A primeira exposi¢do do calculo diferencial foi publicada por Leibniz em 1684, sob um
longo mais significativo titulo de Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangen-
tibus, qua nec irrationales quantitades moratur (Um novo método para mdzrimos e minimos
e também para tangentes, que nao é obstruido por quantidades irracionais). Aqui, Leibniz
deu as férmulas d(zy) = = dy +y dx, d(z/y) = (y dv — x dy)/y* e dz" = na™' dz para

produtos, quocientes e poténcias (ou raizes), juntamente com aplicagbes geométricas.

Dois anos mais tarde, Leibniz publicou uma explicagao do calculo integral em que mostra
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que as quadraturas sdo casos especiais do método inverso ao das tangentes. Aqui, ele deu

énfase a relacao inversa entre derivacao e integragdo no teorema fundamental do cédlculo.

2.5 O calculo de Newton

No final da década de 60 (do século XVII), Newton ji empregava procedimentos in-
finitesimais em seus trabalhos. Um pouco mais tarde, no inicio dos anos 70, ele reformula
os algoritmos dos seus cédlculos na linguagem de fluentes e fluroes. Para Newton, os fluentes
eram quantidades varidveis com o tempo, quantidades que fluem. Esta concepcao levou al-
guns historiadores a afirmar que sua nocao de continuidade se relacionava com o movimento,
a variagdo das quantidades no tempo, diferentemente de Leibniz, que empregava justificati-

vas de natureza metafisica.

A taxa de variacdo de uma quantidade com o tempo era chamada flurdo. Se v, z, y e
z sao quantidades fluentes, seus fluxoes eram designados, respectivamente, por v, &, ¥ e Z.
O problema fundamental do calculo seria, entdo: dada a relagao entre quantidades fluentes,

encontrar a relagao entre seus fluxoes.

Dessa forma, os métodos de Newton e Leibniz sao distintos. No entanto, as justificati-
vas de Newton nao parecem ser, matematicamente falando, tao diferentes das de Leibniz. A
diferenga principal entre eles estava no modo de expor suas teorias. O principal livro de New-
ton nao contém desenvolvimentos analiticos. Os resultados sdao apresentados na linguagem
da geometria sintética. Preocupado desde o principio em fundar um calculo universal, os
métodos de Leibniz sdo apresentados como métodos e algoritmos, o que, juntamente com a
praticidade da notacao, fez com que seus métodos tivessem uma melhor recep¢ao do que os

de Newton.
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2.6 O Ensino do Calculo no Brasil

A Reforma Francisco Campos de 1931 dividiu o ensino secundério no Brasil em dois ci-

clos: o fundamental (cinco anos de duracao) e o complementar (dois anos de duragao).

Na quinta série do fundamental ja constava o ensino das nocoes de derivada, conforme

Dassie (2008):

Quinta série - Aritmética, Algebra e Geometria: |..]
Derivada de um polinémio inteiro em x; Nocdo de Limite;
Derivada de \/x; Derivada de sen x, cos x, tg = e cotg x; Inter-
pretacdo geométrica da nocdo de derivada; Aplicacdo da nocdo
de derivada ao estudo da variacdo de algumas funcdes simples;
Processos elementares de desenvolvimento em série; Convergén-
cia de uma série; Desenvolvimento em série do seno, cosseno e
tangente; Problema inverso da derivacdo; Primitivas imediatas;
Aplicacao ao calculo de certas areas; Volumes do Prisma, Cilin-
dro, Cone e Piramide e dos respectivos troncos; Volume da Esfera
e suas partes; Estudo sucinto das seces conicas. (Brasil apud
Dassie, 2008, p. 248.)

Conforme consta no artigo 4° do Decreto Federal n® 19.890 de 1931, relacionado ao

curso complementar, o aluno estudaria por dois anos as seguintes matérias:

Art 4°: O Curso Complementar, obrigatério para os candidatos
a matricula em determinados institutos de Ensino Superior,
serd feito em dois anos de estudo intensivo, com exercicios
e trabalhos praticos individuais, e compreenderd as seguintes
matérias: Alem3o ou Inglés, Latim, Literatura, Geografia,
Geofisica e Cosmografia, Histéria da Civilizacdo, Matematica,
Fisica, Quimica, Histéria Natural, Biologia Geral, Higiene, Psi-
cologia e Légica, Sociologia, Nocbes de Economia e Estatistica,
Histéria da Filosofia e Desenho. (Brasil, 1931)

O curso complementar se subdividia em curso pré-médico, curso pré-politécnico e curso

pré-juridico. O ensino de nogées de cdlculo, além de estar no curso no pré-politécnico,

estava presente no pré-médico como podemos observar no programa:

F. MACHADO

PROFMAT — UFPA



CAPITULO 2. UM BREVE HISTORICO SOBRE O CALCULO 31

[...] 19 — Derivadas e Diferenciais das funcdes de uma variavel;
definicdes, notacdes e interpretacao geométrica. 20 — Funcdes
de mais de uma varidvel. Derivadas e diferencas parciais.
Diferenca total. 21 — Derivadas e diferenciais sucessivas. 22 —
Desenvolvimento em série de funcdes de uma variavel. Férmula
de Taylor. Resto da férmula de Taylor. Expressdao de Lagrange.
Férmula de Mac-Laurin. Aplicacdes as funcoes elementares. 23
— Formas indeterminadas. Regra de L'Hopital. 24 — Estudo
das curvas definidas por equacdo de duas varidveis resolvidas
em relacdo a uma delas. Tangentes e normais. Assintotas,
Concavidade, Maximo e Minimo. Pontos de Inflexdo. Pontos
Notaveis. (Brasil, apud Otone e Silva, 2006, p. 58)

Os alunos que ingressassem no pré-politécnico, também estudariam os conceitos do

Calculo Diferencial, conforme Otone e Silva (2006):

[...] Limites. [...] Func3o continuas. [...] FuncGes elementares.
Diferenca finita, derivada, diferencial. Calculo das derivadas e
das diferenciais. Aplicacdo as funcdes elementares. Teorema
de Rolle. [..] Regra de L'Hospital. Comparacdo das funcdes
exponencial e logaritmica com polinémios. [...] Maximos e
Minimos. Estudo da variacdo de uma funcdo. Representacdo
cartesiana. (Brasil, apud Otone e Silva, 2006, p. 60)

Em 1942, uma nova legislacdo (decreto-lei n® 4.244), conhecida como Lei Orgédnica
do Ensino Secunddrio, modificou a organizacao curricular do secundario. Separando em
dois ciclos, o Ginasial (quatro anos de duragao) e o Colegial (trés anos de duracao). O en-
sino secundario apresentava em seu programa curricular o estudo de conceitos do Calculo no
terceiro ano do curso Cientifico do Colegial e na terceira série do curso Classico do Colegial.
Entre eles, o ensino de derivadas e aplicagoes envolvendo problemas de méximos e minimos.

No curso Cientifico a abordagem era mais abrangente.

Em 1951, a Portaria n® 966 do Ministério de Educacao e Satide incumbiu o colégio Pe-
dro II da elaboracao das disciplinas de todo o curso secundério. Todas as escolas brasileiras
deveriam seguir esse programa. Para a terceira série do curso colegial o programa proposto

para o ensino de Matematica no secundério era o seguinte:

F. MACHADO PROFMAT — UFPA



CAPITULO 2. UM BREVE HISTORICO SOBRE O CALCULO 32

Conceito de funcdo; Representacdo cartesiana; Reta e Circulo;
Nocdo intuitiva de Limite e continuidade; Nocdes sobre derivadas
e primitivas; Interpretacoes e aplicacdes; Introducao a teoria das
equacoes; Polinomios; divisibilidade por x 4 a; Problemas de
composicao, transformaciao e pesquisa de raizes; equacdes de
tipos especiais. (Brasil, 1951)

Mas, a partir de 1960, o ensino de Calculo foi sendo excluido das escolas brasileiras.
Os defensores da Matematica Moderna priorizavam outros topicos que melhor se prestavam
as necessidades que eles consideravam modernas e, por outro lado, nao haveria muito espaco
no programa, ja que o rigor e o formalismo que se exigia da Teoria dos Conjuntos e varios
detalhamentos axiomaticos, tomavam muito tempo. Além disso, o ensino de Calculo exigia
um estudo detalhado dos nimeros reais, o que levava muito tempo, e por isso seria total-
mente invidvel. Também os vestibulares da época, de um modo geral, nao cobravam mais,

em seus editais, o estudo de Célculo.
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Capitulo 3

NOCAO DE LIMITE

Muitos alunos, apés terem estudado Calculo, perguntam-se por que afinal tiveram que
estudar limites, pois apods estudado ele volta pouquissimas vezes e ainda assim com um papel
secundario ao tépico em discussao. No entanto, limites sao fundamentais para o desenvolvi-
mento do calculo e todas as técnicas mais significativas, incluindo diferenciagao, integracao

e série infinita. Dessa forma, o estudo de limite exerce um papel central no estudo do Céalculo.

Neste capitulo abordaremos o conceito de limite de uma funcao, sob um enfoque intui-
tivo. Por fugir do objetivo de apresentar a noc¢ao de limite a alunos do Ensino Médio, nao
serao utilizadas as formalizagoes da defini¢ao oficial de limite envolvendo deltas — épsilons
presentes em livros de Calculo do Ensino Superior. Além do conceito de limite avaliaremos
limites numericamente e trataremos de continuidade de fung¢des. Para um melhor entendi-
mento do assunto serd fundamental que o professor utilize o software Geogebra para plotar
graficos de fungoes e que os discentes tenham instalado em seus tablets ou smartphones

algum aplicativo que plote graficos das fungoes estudadas no Ensino Médio.

3.1 O que é limite?

Comecemos com uma fungao simples f(x) = 2x 4+ 3. A essa altura os alunos conseguem
facilmente identificar que se trata de uma funcao afim, cujo grafico é uma reta, possui
inclinagdo 2 e intersecta o eixo das ordenadas em 3. O valor nimerico de f(z) quando z = 2
é igual a f(2) =2-2+3 = 7. Isso quer dizer que o ponto (3,7) pertence grafico de f(z).

Estudemos, agora, os valores da funcao f quando x assume valores proximos de 2, porém
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diferentes de 2, conforme mostram os quadros 3.1 e 3.2.

Quadro 3.1: Valores de f(x) aproximando de 2 & esquerda.

X 1,5 11,811,9]1,99 | 1,999
f(x) 6 |6,6]|6,8] 6,986,998
Fonte: Autor

Quadro 3.2: Valores de f(x) aproximando de 2 a direita.

X 2,5 12252112011 2,001
f(:c) 8 7,5 | 7,2 7,027,002
Fonte: Autor

Note que quanto mais o argumento se aproxima de

Ainda Figura 3.1: Grafico da
funcao f(z) = 2z + 3.
que nao se soubesse que f(2) = 7 seria possivel des-

2 mais a imagem de f(z) se aproxima de T.

cobrir um provavel resultado utilizando um numero sufi- = p-----
cientemente proximo de 2, como 1,99999. E 6bvio que
f tende ao ponto (2,7), e é isso o que significa li-

mite.

Definicao 3.1. Limite ¢é o ponto ao qual uma funcao tende com

(|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
]
2

um dado valor de x, ndao importando se ela o alcan¢a ou ndo. :

-1 0 1

3

Em linguagem matemética nosso exemplo fica escrito da  Fonte: Autor - Geogebra

seguinte forma:

lim f(z) =7

T—2

e 1é-se: “O limite de f(x) quando = tende a 2 é igual a 77

Analisemos agora, um exemplo um pouco mais desenvolvido. Consideremos a fungao
2
(z) zc—x—06
g(@) = ————
-3

dominio de uma fungao. No caso de g(x), claramente h&d uma restrigao, pois o denominador

No 1° ano do Ensino Médio os estudantes aprendem a determinar

de uma fragao nunca pode ser zero. Construindo o grafico no Geogebra, temos a figura 3.2 :

Como fizemos no exemplo anterior, se tomarmos um niimero suficientemente proximo de

x = 3, por exemplo, z = 2,99999 e z = 3,00001 teremos, respectivamente, g(2,99999) =
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Figura 3.2: Gréafico da fungao g(x) nao definida em = = 3.

X

-1 o il 2 3 4

Fonte: Autor - Geogebra

4,99999 e ¢(3,00001) = 5,00001. Assim, ainda que g(x) ndo esteja definida para x = 3
lig:l)’ g(r) = 5. Esse é um exemplo de limite existente porque a func¢do tende a uma altura

apesar de nao alcancgéa-la na verdade.

3.1.1 Limites laterais

z+1, se x<1

—r 42, se x>1" representada pelo grafico da figura

Consideremos a fungao h(x) = {
3.3.

Se tomarmos valores de x aproximando-se de 1

Figura 3.3: Limite de g(z) quando

pela esquerda, ou seja, por valores menores do que . A
xr — 1 a esquerda e a direita.

1, entdo os valores de h(x) aproximam-se de 2.

/
Assim, lim h(z) = 2 e é chamado limite d es-
z—1"

y
21— — .
uerda Aproximando-se de _ | Aproximando-se de
a ’ x = 1 pela esquerda 1 x = 1 pela direita
’
- = ’

1
I
! X
Se tomarmos valores de z aproximando-se de 1 - o , —
pela direita, ou seja, por valores maiores do que 1, / . \
entdo os valores de h(z) aproximam-se de 1. Assim, Fonte: Autor - Geogebra

1i1{1+ h(z) =1 e é chamado limite d direita.
x—

O sinal —, colocado depois do nimero 1, indica que x tende a 1 pela esquerda. Analoga-
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mente, o sinal +, indica que x tende a 1 pela direita.

3.1.2 Quando existe um limite?

Com tudo o que ja vimos até aqui é possivel determinar se o limite de uma fungao existe
ou nao. Para que exista limite de uma fun¢do f em um valor z, generalizando com x = a,

devem ocorrer trés condigoes:

1. O limite pela esquerda deve existir em x = a;
2. O limite pela direita deve existir em x = a;

3. Os limites pela esquerda e pela direita devem ser iguais.

A figura 3.4 mostra o grafico de uma

Figura 3.4: Pontos da fungao f(x) onde funcio f(z).

; o Onde existe limite nesse gra-
existe limite.

fico?

('21 5)

Analisando os valores de z em -2 e

(2,4)
2 observamos que em x = —2 existe li-
mite, ao passo que em x = 2 nao existe
limite, pois, nesse ponto, apesar de exis-
(2,1)

. tir limites pela esquerda e pela direita eles

-3 -2 1 0 1 3 4

sao diferentes, o que contraria a condicao

3.

Fonte: Autor - Geogebra

Visualmente, existe limite se o grafico “nao quebrar” nesse ponto. Para o gréfico de f(z)
em questao, ha uma quebra em z = 2, mas nao em x = —2, o que significa que nao existe
limite na quebra, mas pode existir no intervalo do grafico. Quando dizemos que um limite
existe, isso significa que esse limite é igual a um niimero finito. Alguns limites sao iguais

ao infinito ou infinito negativo, mas nesses caso dizemos que os limites nao existem.

Até o final dessa se¢ao, o professor devera certificar-se que os alunos compreenderam que:

o limite de uma fungdo em um determinado valor de = é o valor a que a funcao tende; mesmo

F. MACHADO PROFMAT — UFPA



CAPITULO 3. NOCAO DE LIMITE 37

que a funcao nao esteja definida em um determinado ponto, ainda assim pode haver limite
nesse ponto; se houver quebra no grafico, entdo nao ha limite no ponto da quebra; o limite

existe em um ponto x = ¢, quando os limites pela esquerda e pela direita existem e sao iguais.

3.2 Avaliando limites numericamente

Até o momento, aproximamos limites usando valores de z suficientemente préximos ao
niumero de que estavamos nos aproximando. Porém, com o passar do tempo, esse método

torna-se exaustivo. Essa secao trata sobre os principais processos para avaliar limites.

A grande maioria dos limites pode ser avaliada por meio de trés técnicas: substituicao,
fatoracao e conjugacao. Em geral, apenas uma delas vai funcionar em determinado problema

de limite, entao deve-se tentar um método de cada vez até achar aquele que funcione.

3.2.1 Técnica da substituicao

Muitos limites podem ser avaliados simplesmente utilizando-se o valor de z do qual se
aproxima na fungao. O termo especial para isso é método da substituigdo (ou método da
substituigao direta). Por exemplo, avaliando a fun¢ao f(z) = xlirzll(x3 — 22 + 1), basta
utilizar o nimero do qual estamos nos aproximando (no caso, —1) como varidvel.

f(z) = lim [2* —22° + 1] = lim [(=1)® —2(=1)* + 1] = -2

z——1 r——1

A medida que nos aproximamos de z = —1 a partir da esquerda ou da direita, a funcéo

tende a —2, 0 que garante a existéncia de um limite: —2.

3.2.2 Técnica da fatoracao

2
-4
‘ 5 Vamos calcular o limite de f(z), quando = tende

Consideremos a fungao f(z) =

a 2 aplicando a técnica da substituicao.

24 22 -4
f(x)zlimx = lim _Y

=2 r — 2 m—>2ﬁ_0
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O resultado 8 obtido é uma indeterminacao. Entao estamos diante de um problema que
a substituicao nao consegue resolver. Nesse caso, a técnica da fatoracao torna-se eficaz. Essa
¢ uma 6tima oportunidade para o professor chamar atengdo dos alunos para a importancia
de conhecer os principais métodos de fatoracao estudados no 8° ano do ensino fundamental.
Note que o numerador dessa fracao é uma diferenca de quadrados. Dessa forma, podemos
reescrever o limite assim:

2 _ _
f(z) = lim v lim (z+2)(@=2)
=2 p — 2 z—2 Tz —2

Cancelando os fatores (x — 2), obtemos f(x) = lin%m + 2. Agora sim podemos aplicar
z—

a técnica da substituicao, pois a indeterminagdo que aparecera ja nao existe. Dessa forma,

f(2) = lim(2+2) = 4.

Vale ressaltar que em alguns casos a divisao polinomial pelo método das chaves (estudado
no 8° ano do Ensino Fundamental), também é eficaz em alguns casos, ja que sé funciona
quando o grau do polindmio do dividendo é maior que ou igual ao grau do polinémio do

divisor. Portanto, é mais eficaz focar esforcos nas fatoragoes, por ser um método mais geral.

3.2.3 Técnica da conjugacgao

Caso a substituicdo e a fatoracao nao tenham funcionado a conjugacao pode resolver o
problema, apesar de esta técnica ser bastante restritiva em relacao as ja comentadas, pois é

util apenas para limites que contém radicais.

Definigao 3.2. A conjugacao de uma expressao binomial simplesmente muda o sinal entre

0s dois termos para o oposto.

Por exemplo, 2 4+ /= e 2 — /z sdo conjugados.

A ideia desse técnica é multiplicar pares conjugados, pois aparecera uma diferenca de
quadrados. Dessa forma, é possivel eliminar os radicais. Porém esse ela s6 deve ser aplicada

caso o da substituicdo nao tenha funcionado.
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N

Por exemplo, calcule o lim .
z—=4 g — 4

4—2 0
Primeiramente, usando o método da substituicao, temos: lirr}l \Z_ 1 -0 Como ja
T— —

vimos, esse resultado é uma indeterminacao. Logo, usando o técnica da conjugacao, multi-

pliquemos o numerador e o denominador da fracdo pelo conjugado de \/x — 2, que é \/z + 2.

Dai:

Vz-2)(Vz+2) . (Vo)-2 : r—4

lim = lim = lim

T [V R (v Y V)
1
C land fat —4 D lim ————.
ancelando os fatores (z — 4), segue que lim N
tuicio. t y 1 1 1
i mos: lim = =—.
uicdo, temos i SR wr R

Aplicando o método da substi-

E sempre bom que o aluno tenha em méos uma calculadora, pois é sempre possivel veri-
ficar os resultados das trés técnicas apresentadas. O professor pode pedir ao aluno que tome
algum valor de x muito préximo ao que se esta avaliando e aplicar a ideia apresentada na
segao (3.1.2). Os métodos apresentados aqui sdo tteis para deixar o trabalho menos tedioso
e exaustivo. Um excelente recurso de apoio para a visualizacao dos resultados é utilizar o
site www.wolframalpha.com, pois o aluno, além de obter o resultado numérico do limite tera
ainda o grafico da fungdo. Para isso, basta digitar na barra de comandos do wolframalpha a
palavra plot e, em seguida, digitar a funcao desejada. O professor podera orientar os alunos

para utilizar com eficiéncia esse recurso.

3.3 Limites e infinito

Até o momento, analisamos limites a medida que x se aproximava de um nimero finito.
Agora, iremos avaliar limites onde z se aproxima do infinito ou infinito negativo. Para isso,

1
analisemos o grafico da funcao f(z) = — expresso pela figura 3.5
x

Notamos que, a medida que tomamos valores de x cada vez maiores, ou seja, aproximando-
se do infinito a imagem da funcao fica cada vez menor, mas nunca chega a zero. Portanto,

li_)m — = 0. Analogamente, quando tomamos valores de x a funcao f aproxima-se de zero,
T—00
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1
logo Em — = 0. O gréfico de f possui uma assintota horizontal. Também ¢é conveniente
T——00 T

observar que: lim — e lim — nao existem.
z—0~ X z—0t T

O professor pode usar outros exemplos até que os

Figura 3.5: Grafico da funcao
fla) =
x) = —.
x

alunos concluam que:

limizo,VaERenEN. 3

T—00 M

Nesse momento, o professor encontra-se diante de 2
uma propicia ocasiao para apresentar aos discentes o

conceito de assintota.

Definicao 3.3. Assintota é uma linha reta cuja a

imagem de uma func¢do “tenta”, mas ndo conseque

alcanca-la a medida que os valores de x tornam-se in- 3

finitamente positivos ou negativos. Fonte: Autor - Geogebra

Calcular o limite no infinito ou no infinito negativo
de uma funcao racional é o mesmo que determinar o

local da assintota horizontal.

3.3.1 Usando a algebra para calcular limites no infinito

Em geral avaliar limites no infinito é um pouco diferente de avaliar limites comuns;

a substituicdo, fatoracdo e a conjugacao nao vao funcionar. Por exemplo, vamos analisar
. 3r+2
lim )

z—+oco Hy — 1

Aplicando a técnica da substituicao, isto é, inserindo oo no lugar de x em qualquer uma
~ . . . e p . . ~ ~ . .,
das fungbes irracionais, obtemos —, que é uma indeterminacao e nao igual a 1, j4 que oo
00
nao ¢ um numero. Logo, a ideia para se resolver limites desse tipo é olhar para o grau do

polinéomio do numerador e denominador, ou seja, para a maior poténcia de cada polinémio.
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Dai, a colocamos em evidéncia da seguinte maneira:

3r + 2 .z (3 + %)
lim = lim ———=&
z—+oo Hhy — 1 z—+00 4 (5 _ l)
. a - .2 1
Usando o fato de que lim — = 0,Va € Ren € N, entao: lim — = lim — = 0.
T—00 N T—+00 ¢ T—+00

Cancelando os fatores x no numerador e denominador segue que:

or(BE) 340 3
x—>+oox(5_%> z=>4+o00 5 —0 5

Portanto, de uma maneira geral, digamos que vamos calcular h_)m r(z) sendo que r(x)
x o0
é definida como uma fragdo cujo numerador, n(z), e denominador, d(x), sdo simplesmente

polindémios. Compare os graus (expoentes maiores) de n(x) e d(x):

e Se o grau do numerador for mais alto, entdo lim r(z) = oo ou —oo (ndo ha limite
T—r 00

porque a funcao cresce ou decresce infinitamente.
e Se o grau do denominador for maior, entao lim r(z) = 0.
Tr—00

e Se os graus forem iguais, entao ILm r(z) éigual ao coeficiente principal de n(x) dividido
T—00

pelo coeficiente principal de d(x).

3.4 Limite trigonométrico

Esta se¢ao, além de apresentar o limite trigonométrico fundamental, responde a uma per-
gunta comumente feita por alunos do 2° ano do Ensino Médio quando estudam trigonome-
tria: Por que o uso da unidade radiano é necessario? Em geral, os livros didaticos brasileiros
expdem apenas o conceito de radiano sem explicar um pouco da sua origem. Segundo Quin-

taneiro (2009, p.2):
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Ao tratar ora de seno de grandezas angulares medidas em graus,
ora de seno de grandezas lineares medidas em radianos, sem jus-
tificativa para esta passagem, os livros didaticos podem favore-
cer implicitamente a ideia de que, em Matematica, a consistén-
cia das definicoes ndao é um imperativo. Isso pode se converter
em um fator de conflito potencial, que mais tarde ird prejudicar
a compreensdo da ideia da funcdo seno. Tal tratamento indis-
criminado de angulos e arcos pode levar quem estuda a funcdo
f:R = R, f(x) = sen x (de dominio real) a responder, por
exemplo, que f(30°) =0, 5.

3.4.1 Um pouco sobre o radiano

Quintaneiro (2009, p.6) afirma que o termo radiano (radian) aparece impresso pela
primeira vez no dia 5 de junho de 1873, em exames de James Thonson na Faculdade de
Queens, nos Estados Unidos. Em 1871, Thomas Muir da Universidade de Andrew, também
nos Estados Unidos, ja tinha hesitado entre rad, radial e radian (radiano). Em 1874, Muir
adotou radian depois de uma consulta a Thonson. Os termos acima descritos provavelmente
sdo inspirados pela palavra radius (raio). A proposta de radiano, como nos é apresentada

hoje, é a de usar o raio como unidade de medida comum para o arco e meia corda.

Podemos destacar duas principais necessidades de se trabalhar com o raio como unidade

de medida para o arco de meia corda.

A primeira estd em trabalhar com o raio como unidade de medida: estda em articular a
trigonometria de arcos e cordas com a trigonometria anterior aos Elementos de Euclides, que
relacionavam razoes de lados de triangulos semelhantes. Notemos que se o raio é a unidade
de medida, o comprimento da meia corda (isto é o seno) torna-se uma razao entre lados do
triangulo retdngulo. Assim, toda trigonometria feita em tridngulos retangulos relacionando
angulos a razoes de segmentos equivale a relagoes entre arcos e cordas feitas na circunferéncia

(no primeiro quadrante).(Quintaneiro, 2009, p.8)

A segunda necessidade de se trabalhar com o raio como unidade de medida: Se utilizarmos
senx

uma unidade de medida comum para o arco e para a meia corda temos que: lim =1

x—0 X
(limite trigonométrico fundamental).
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3.4.2 Demonstracao do limite trigonométrico fundamental

Para demonstrar o limite fundamental partimos da seguinte desigualdade:
sen r<x < tgx

Ela pode facilmente ser demonstrada pelo professor analisando a figura 3.6, sendo a cir-

cunferéncia o ciclo trigonométrico, portanto seu raio ¢ igual a 1.

Figura 3.6: Demonstragdao da desigualdade sen z < x < tg x.

by

p Da figura temos que :

% sen x
Area do tridngulo OAB — Apgap= ——

A 2

Area do setor circular OAB — A =

OAB ~ 7
tgx
. " tg x
X Area do triangulo OBC — Agpec = ——
sen x 2

B

E f4cil observar que :
5 ‘D B Apap < Agig < Aonc
sen x X tg x

2 <2<2

LosenX <X < tgx

Fonte: Autor - Geogebra

Sem perda de generalidade, podemos reescrever a desigualdade demonstrada da seguinte

maneira: sen x < z < tg x. Dividindo a desigualdade acima por sen z:

T tg x
1< <2
senx ~ senx
tg x 1 . T .
Mas, = . Entao, 1 < < . Invertendo a desigualdade, temos:
sen r  CcoST sen T ~ cosx
sen x
1> > CcosT
x
senx

Considerando g(z) =1, f(z) = ¢ h(z) = cosx, segue que: g(z) > f(x) > h(x).

Dai, utilizando que:

senc

limg(z) =1 e limh(x) =1 teremos 1> lim
z—0 z—0 z—=0 x

>1
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Pelo teorema do confronto (ndo demonstrado, mas aplicado), finalmente temos que:

senx
=1

lim
x—0 X
O fato desta proposta metodolégica nao demonstrar o referido teorema nao traz prejuizo
ao entendimento do aluno, pois o professor pode utilizar o Geogebra para demonstrar o

resultado acima, conforme a figura 3.7. Dessa forma, apenas enunciaremos o tal teorema.

Teorema 3.1 (Teorema do confronto). Sejam f, g e h trés fungoes tais que f(z) <
g(x) < h(z), para todo x # a. Se lim f(z) = lim h(x) = L, entdo existe lim g(x) e é também

iqual a L.

Figura 3.7: Interpretagao geométrica do limite trigonométrico.

y

1 g(x)

f(x)

2 0 ™ ™ 12 2m X
h(x)

Fonte: Autor - Geogebra

Vale ainda destacar a importancia de o professor trabalhar com os alunos a parte algébrica
da trigonometria, que envolve as relagdes derivadas da equacao fundamental da trigonometria

(sen*x + cos®xr = 1), relacdes de arcos duplos e transformacio em produto.

3.5 Continuidade de uma funcao

Quando se estuda Calculo, alguns dos mais importantes teoremas da area trazem uma
condicdo muito significativa: a continuidade. Na verdade, quase nenhuma de nossas con-
clusoes mais importantes em Célculo (inclusive seu Teorema Fundamental) funciona se as
fungoes em questao nao forem continuas. Testar a continuidade em uma func¢do é muito

similar a testar a existéncia de limites em uma funcao.
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Para as fungoes estudadas no Ensino Médio, intuitivamente, uma funcao é continua, se
nao houver “buracos”, quebras ou “saltos”, que pode ser desenhada por completo sem pre-

cisar levantar o lapis.

A definicao matematica de continuidade faz muito sentido se mantivermos uma coisa em
mente: enquanto os limites nos dizem a que tende uma funcéo, a continuidade garante que
a fungao chegue 14. Uma fungdo f(z) é continua em um ponto x = ¢ se as trés condigoes a
seguir forem verdadeiras:

o lim f(x) existe;

e f(c) é definida;

e lim f(x) = f(c).

r—c

Em outras palavras, o limite existe em x = ¢ (o que significa que a fun¢do tende a uma
imagem); a fungao existe em x = ¢ (o que significa que ndo had um buraco); e o limite é igual

ao valor da funcao (ou seja, o valor da fungao confere com o valor a que ela tende).

A maioria das fungoes estudadas no Ensino Médio tém a garantia de serem continuas
em qualquer ponto de seu dominio, incluindo func¢ées polinomiais, exponenciais, logaritmi-
cas e trigonométricas. A maioria das fungoes descontinuas encontradas devem-se a pontos

indefinidos em func¢oes racionais e saltos devido a fung¢oes definidas por varias sentencas.
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Capitulo 4

NOCAO DE DERIVADA

Este capitulo descreve a soluc¢ao para um dos dilemas mateméaticos mais complicados de
todos os tempos: como calcular a inclinacao de uma reta tangente a uma curva que pode ser
representada por uma fungao nao-linear. Usaremos os limites para preparar uma férmula
geral que nos permitira encontrar a inclinacao da tangente para uma funcao em qualquer
ponto. Nessa apresentacao a visualizagdo geométrica deve ser enfatizada, pois é um recurso

interessante para a compreensao do conceito de derivada.

A partir daqui tudo o que se falar em calculo envolvera as derivadas em algum nivel.
Trataremos das duas interpretacoes de derivada: inclinacao da tangente e taxa de variagao.
Veremos como essas ideias respondem a varias perguntas que frequentemente nao sao respon-
didas (principalmente envolvendo fisica) pelo professor do Ensino Médio, ja que atualmente
o referido tema nao se encontra na grade curricular. Além disso, a derivada nos da suporte
para plotar graficos de diversos tipos de fun¢des dando-nos a possibilidade de calcular pontos
de maximo e minimo da funcao, ideia muito aplicada em situagoes que envolvem otimizagao

como determinar a drea maxima ou lucro maximo, por exemplo.

4.1 Definicao de derivada

Antes de comecarmos a calcular a inclinagao de uma reta tangente a uma curva, é con-
veniente lembrar o que é uma linha tangente e linha secante para fazer referéncia a parte
historica ja apresentada. A tangente é uma reta que simplesmente desliza ao longo da

margem de uma curva, tocando-a em um unico ponto, chamado ponto de tangéncia. Ja a
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secante é uma linha que corta a curva em pelo menos dois pontos.

Figura 4.1: Linha secante e linha tangente a uma curva.

Jinha secante
linha tangente

Fonte: referéncia [22] p.91

Para resolver o problema, supomos que a curva seja o grafico de uma certa fungao f.
Sejam P = (¢, f(c)) e Q = (c+ Az, f(c+ Ax)) dois pontos do gréfico de f, conforme mostra
a figura 4.2

Figura 4.2: Ideia de derivada como declive.

fc+AX)F——-—-=—-=-=-=—=-=-—-—-—

f(c)

I
I
I
I
I
|
|
1 Ax |
I

c c+ Ax

Fonte: Autor - Geogebra

A inclinagao (declive) da reta secante PQ) é dada pelo quociente, conforme ja estudado

no 1° ano do Ensino Médio em funcgoes lineares e no 3° ano em geometria analitica:

yo —yp _ flc+Ax)—f(c)  fle+Ax)— f(c)

ro—Tp c+Ax—c Ax

Esse quociente é também chamado de razao incremental, ja que Ax é realmente um
incremento que damos a abscissa de P para obter a abscissa de ). Consequentemente, a

ordenada f(c+ Az) é obtida de f(c) mediante o incremento f(c+ Ax) — f(c).
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Como queremos tracar a tangente em P, mante-lo-emos fixo, enquanto fazemos o ponto
() aproximar-se de P, passando por sucessivas posicoes, (Q1, @2, @3, etc. Dessa forma, a
secante P(@) assumird as posicoes PQq, PQ2, PQ3, etc., conforme mostra a figura 4.3. Por-
tanto, esperamos que a razao incremental, que é o declive da secante, aproxime-se de um
determinado valor m, a medida que o ponto () se aproxima de P. Logo, definimos a reta
tangente a curva no ponto P como sendo aquela que passa por P cujo declive ou coeficiente

angular ou inclinagao é m.

Figura 4.3: Ideia de derivada como limite.

f(c + Ax)

f(c)

c c+ Ax X

Fonte: Autor - Geogebra

Para que isso aconteca, o nimero Ax deve aproximar-se cada vez mais de zero na razao
incremental, ou seja, Ax — 0. Dessa forma, podemos dizer que m é o limite da razdo
incremental com Ax tendendo a zero, ou seja, é a derivada da funcdo f no ponto c e é

indicada por f’ e escrevemos:

o) — i L€ AD T

Az—0 Ax

Além da notacdo mencionada acima, costumamos indicar a derivada de uma funcao
y = f(x) por ¢, Df ou Df(z), notagoes devidas a Leibniz. Em Mecénica, é comum o uso

do simbolo y para indicar a derivada de uma funcao y da varidvel tempo ¢, notacao esta que

d
é devida a Newton. Outra notacao frequentemente usada, também devida a Leibniz, é d—y
x
daf
ou —.
dx
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E fundamental que o professor crie no Geogebra uma animacao mostrando exatamente o
que foi exposto para que o aluno perceba, com naturalidade, o conceito de limite na defini¢ao
de derivada. O passo a passo da construcao dessa animagcao estd presente no apéndice A

pag. 82.

4.2 Aplicacoes a Cinematica

Conforme vimos no capitulo 2 as ideias que levaram a introduc¢ao do conceito de derivada
aparecem nos trabalhos de varios nomes marcantes da Matematica. Mas foi com Newton
e Leibniz, trabalhando independentemente um do outro, que esse importante conceito se
consolidou. Para Leibniz a derivada estd associada ao problema da tangente a uma curva.
Ja Newton, dedicado aos seus estudos de Mecanica, foi levado a introduzir a derivada para

caracterizar a velocidade instantanea de um movel.

Para entender melhor isso, consideremos uma particula que se move numa trajetoria
qualquer. Seja s = s(t) o espago percorrido pelo mével até o instante t. Entdao, As =
s(t + At) — s(t) é o espago percorrido desde o instante ¢ até o instante ¢t + At. A velocidade
meédia v,,, nesse intervalo de tempo que vai de t a t + At, é definida como sendo o quociente

do espago percorrido pelo tempo gasto em percorré-lo, ou seja,

As  s(t+ At) —s(t)

At At

Um

Dizemos que o movimento é uniforme quando a velocidade média tem o mesmo valor v

para qualquer intervalo de tempo considerado. Assim,

t_
vzs()ts‘):s(t)zsoJrvt,

onde sy € 0 “espaco inicial” para t = 0. Esta ultima equacao é chamada equag¢do hordria
do movimento. O professor pode fazer analogia a forma geral da funcao linear f(z) = ax+b
para que o aluno perceba que o grafico da equacao horaria é uma reta com declive v e coe-

ficiente linear sg.
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4.2.1 Velocidade instantanea

Caso o movimento nao seja uniforme, a velocidade média nada nos dira sobre o estado do
movimento no instante t (ou em qualquer outro instante entre ¢ e t+ At). Podemos imaginar
diversos movimentos distintos entre os instantes t e t + At , todos com a mesma velocidade
média: em certos trechos, o mével pode mover-se mais rapidamente, mais devagar ou até
parar uma ou varias vezes antes de completar o percurso. Nesse contexto, como caracterizar o
“estado de movimento” num dado instante t?7 Neste caso, é preciso deixar o tempo fluir para
podermos analisar as caracteristicas do movimento. Dessa forma, imaginamos intervalos de
tempo At cada vez menores, para que as velocidades médias correspondentes possam dar-
nos informagoes cada vez mais precisas do que se passa no instante t. Assim, o conceito de
velocidade instantinea, v = v(t), no instante ¢, como sendo o limite, com At — 0 da razao
incremental que da a velocidade média, surge com certa naturalidade para o estudante que
ja estudou limite.

s(t + At) — s(t) As

e A AN A

A velocidade instantanea é, entdao, a derivada do espaco em funcao do tempo. Newton
deu-lhe o nome de fluzdo, indicando-a com o simbolo $. A posicao e a velocidade do médvel

a cada instante constituem o que chamamos de estado de movimento.

Diversos livros didaticos de Fisica do Ensino Médio abordam o conceito de velocidade
instantanea exatamente como foi descrito acima. Sem a ferramenta calculo nessa etapa do

ensino, como fazer o aluno compreender esse conceito?

4.2.2 Movimento uniformemente variado

O conceito de aceleracao é introduzido de maneira analoga ao de velocidade: ela mede a
variacao da velocidade em relagdo ao tempo. Podemos definir aceleracao média e aceleracao

instantanea, sendo esta dada por

vt +At) —w(t) dv  &*S
At50 At Cdt At

2

A notagao el representa a segunda derivada da fungdo posicdo em relagdo ao tempo.

Dizemos que um movimento é uniformemente variado quando sua aceleragao for constante
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e diferente de zero. O caso mais notavel desse tipo de movimento é o de um corpo em queda

livre, estudo ao qual Galileu dedicou-se mais que qualquer um de seus predecessores.

Consideremos um movimento uniformemente variado com aceleragao a. Sejam v = v(t),
sua velocidade num instante ¢ e vg = v(0) a velocidade inicial. Como a é constante, podemos

escrever
UV — Vg

: =a = v =1y + at,

que é a equagdo hordria da velocidade.

Outra férmula do movimento uniformemente variado é a equag¢do horaria do movimento
at? . .

dada por s = sg + vt + - Para alunos mais interessados e curiosos ela desperta um

consideravel interesse quanto a sua origem. Porém, sua demonstracao, por razoes didaticas,

sera mostrada no proximo capitulo como uma das aplicagoes de integral.

Esta secao é de relevante importancia no estudo de fisica, pois, utilizando a ferramenta
calculo, é possivel fazer a modelagem matematica de todas as equagoes que compoem a
Cinematica. Atualmente, no Ensino Médio, essas equagoes apenas sao expostas ao alunos
como resultados prontos e acabados. Os discentes, sem opg¢oes, seguem seu estudo de Fisica,
mas com alguns porqués em suas cabecas. Como vimos, suas demonstragdes nao abordam

conceitos extremamente complexos a ponto de omiti-los do Ensino Médio.

4.3 Regras de derivacao

Até agora, aprendemos como encontrar derivadas usando o quociente diferencial, porém
se sempre procedermos dessa forma, certamente os calculos tornar-se-ao demorados e te-
diosos. Dai vem a importancia de o professor abordar as regras de derivacao, a fim de

dinamizar o estudo.

Como essas regras envolvem técnicas algébricas e este trabalho tem a finalidade de propor

uma metodologia para o ensino das nogoes de calculo I, entao essas regras nao serao tratadas
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aqui de forma especifica, uma vez que o professor pode encontra-las em diversos livros de
célculo. Sugerimos aos docentes as referéncias [2], [19] e [21]. O mestre devera abordar as
seguintes regras de derivagao: derivada da soma e diferenca de fungoes, derivada do produto
e quociente de duas funcoes. Além disso, tratar das derivadas das fungoes estudadas no
Ensino Médio, se possivel demonstrando-as, tais como: fung¢des polinomiais, exponencial,

logaritmica e trigonométricas.

Outro ponto importante das regras de derivacao é a regra da cadeia, aplicada para fungoes
compostas. Nesse caso, o docente pode dispensar sua demonstracao devido ao tratamento
matematico mais minucioso. Aqui, o fundamental é que os discentes saibam utiliza-la. A
demonstracao pode ser deixada para um curso de Célculo I mais rigoroso, geralmente visto

no Ensino Superior.
A seguir apresentaremos apenas os resultados das regras e das derivadas citadas para
uma melhor visualizacdo do docente sobre os topicos que necessita abordar em sala.

e Regras de derivagao

Quadro 4.1: Regras de derivacao

Derivada de uma constante f(x)=a, a e R= f'(x)=0
Derivada da soma e/ou diferenca [f(z) £g(z)] = f'(x) £ ¢ (x)
Derivada de produto por uma constante C- f(z)] =C - f(x)
Derivada do produto [f () -g(x)]’ = f(z) - g(x)+ f(z) ¢(x)
Derivada do quociente f(xw = f@)-9(z) = f(x) ()
g(x) lg(x)]?

Fonte: Autor

e Derivadas das fungoes elementares

Quadro 4.2: Derivadas das fungoes elementares

Derivada da func¢ao poténcia | f(x) =a-2" | f (m) an - x" !
Derivada da func¢ao exponencial | f(z) = a” f'(x)=a" lna
Derivada da fungio logaritmica | f(x) =log? | f'(x) = 1

z-lna

Derivada da fung¢ao seno f(z) = senz "(x) = cosx
Derivada da fungao cosseno f(x)=cosz | fl(z)=— senx
Derivada da funcao tangente f(x) = tgz f'(x) =sec®x

Fonte: Autor
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e Regra da cadeia

As regras de derivagao contidas no quadro 4.1 nao sao suficientes para o célculo das
derivadas de todas as fungoes que surgem na pratica. Por exemplo, func¢oes do tipo
y = V4r — 1 ouy = (%4 7)*. Nestes casos, temos uma funcio de outra funcio, uma

“dentro da outra” (ou “composta com”) outra.

Defini¢ao 4.1 (Regra da Cadeia). Dada a fun¢io composta h(x) = f(g(z)), onde

f(z) e g(x) sao fungoes diferencidveis, entio temos que:

Ou seja, para determinar a derivada de uma expressao em que uma funcao esta “presa”

dentro de uma outra, vocé deve seguir os seguintes passos:

1. Descubra a derivada da funcao “de fora”, isolando a funcao “de dentro”;

2. Multiplique o resultado pela derivada da funcao “interna”.

Em outras palavras, podemos escrever a regra da cadeia da seguinte forma:

. |dy dy du
e y = u(x), entao, 0 = du e

Para esclarecer os passos propostos vamos derivar a funcio y = (z® + 7)%.

Solucao: Inicialmente, observe que temos duas funcées u = x®+7 (funcdo “de dentro”)

ey = u* (funcdo “de fora”).

d d
Aplicando a regra da cadeia precisamos calcular i e d—u
u x
d d
= 40uM = 40u* e S = o = 8251 = 847
du dx

d
Portanto, d—y = 40u® - 827. Mas, como u = 2® + 7. Dessa forma:
T

d
dﬂ =y =40u® - 827 = 40(2® + 7)* - 827 = 32027 (2% + 7).
a
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4.4 Taxas de Variacao

Geometricamente, a derivada fornece a inclinacao da reta tangente em um ponto da
curva. E essa inclinagao pode nos dizer muito sobre a curva. Mas néao é s6 isso. Outra carac-
teristica da derivada que é conveniente o professor explorar veementemente é: a derivada de
uma curva nos dd a taxa de variacdo instantanea da curva. Isso é fundamental porque uma
funcao curvilinea muda diferentemente em seu dominio — as vezes ela cresce rapidamente e
a tangente é ingreme (resultando em uma derivada de valor alto). Em outras localizagoes,
a curva pode crescer de forma rasa ou até mesmo decrescer, resultando em uma derivada

baixa ou negativa, respectivamente.

A inclinagdo da tangente em uma curva nos da a taxa de variagdo da curva naquele
ponto (por exemplo, a taxa de varia¢do instantinea, ja que vocé s6 pode dizer o que estd
acontecendo naquele instante). A inclinagdo de uma secante em uma curva nos da a taxa

média de variacdo (razdo incremental) em um intervalo especifico.

4.5 Usando derivadas em graficos

Esta se¢ao trata de algumas aplicacoes das derivadas destinadas, principalmente, a cons-
trucao do grafico de uma funcdo. Até aqui é importante que o professor se certifique que os
alunos compreenderam bem as regras de derivacao, pois, a partir daqui, elas serao empre-

gadas para dinamizar as aplicagoes aqui expostas.

Para comegar a abordar o tema o professor pode instigar os discentes a plotar o grafico
de uma funcao polinomial (grau maior que 2). Apds alguns minutos, o docente poderd ex-
por esse grafico no Geogebra e pedir para que a turma comente as dificuldades encontradas
para executar a tarefa. Provavelmente os alunos fardo as seguintes perguntas: Como sei
que a funcgao cresce ou decresce até esse ponto? Em que ponto atingem o limite maximo
ou minimo? Como elas se curvam? etc. Identificar essas dificuldades ajuda o docente a
mensurar se os discentes concentraram suas andlises em pontos estratégicos do grafico da

funcao polinomial em questao.

F. MACHADO PROFMAT — UFPA



CAPITULO 4. NOCAO DE DERIVADA 55

A partir dai, o professor dara inicio aos assuntos tratados nessa secao para responder as
indagacoes da turma. Alguns teoremas importantes serao comentados aqui, mas fugiremos
de qualquer tipo de rigor nas demonstracoes. O fundamental é que os alunos compreendam

os teoremas. Para isso, serdo apresentadas as interpretagoes geométricas deles.

No final da secao reuniremos todas as informacgoes aqui tratadas para plotar o grafico de

uma fun¢ao que serd apresentada no momento oportuno.

4.5.1 Maximos e minimos

Trataremos, inicialmente, de algumas definigoes que nos ajudarao a nortear a ideia de ma-

ximos e minimos.

Definicao 4.2. Seja a fungio f : D — R e seja v € D. Chamamos vizinhanca de x
um intervalo V que pode ser interpretado como uma regido do grifico bastante prorima da

abscissa xg.

Definicao 4.3. Dizemos que xy € um ponto de maximo local de f se existir uma vizinhanca
V de zy tal que: (Vz)(x € V = f(x) < f(xo)). Neste caso, o valor de f(xy) é chamado

méximo local de f.

Definicao 4.4. Dizemos que xq ¢ um ponto de minimo local de f se existir uma vizinhanca
V de xg tal que: (Vx)(x € V. = f(x) > f(xo)). Neste caso, o valor de f(xy) € chamado

minimo local de {.

Defini¢ao 4.5. Dizemos que f(xy) €é um valor maximo absoluto de f se f(xo) > f(x) para

todo x do dominio de f, isto €, f(xg) é o maior valor que f assume.

Defini¢ao 4.6. Dizemos que f(xg) ¢ uwm valor minimo absoluto de f se f(z) < f(x) para

todo x do dominio de f, isto é, f(xo) é o menor valor que f assume.

Na figura 4.4a os pontos a,xs, x4 € b sdo pontos de minimo locais, enquanto que
x1,x3 € r5 sdo pontos de maximo locais. Os pontos de maximo e minimo locais que nao sao
extremos do intervalo em que a funcao esta definida sdo chamados de pontos de mazrimo ou

minimo locais interiores.
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Ja na figura 4.4b, observamos que a func¢ao tem maximos e minimos locais, mas nao
apresenta um maximo e um minimo absoluto.
Figura 4.4: Graficos de fung¢oes com pontos de maximo e minimo

(a) Grafico com méximos e minimos lo-
cais (b) Grafico sem méximo e minimo absoluto

FX

n-———————————————————
e e =
e
=

- |

Fonte: Autor - Geogebra

Teorema 4.1 (Teorema de Fermat). Se f : D — R € uma fungao derivdvel no ponto

zo € D e xy é ponto extremo local interior de f, entao, f'(x) = 0.

Embora a demonstracao desse teorema seja bastante simples ficara a cargo do professor
mostra-la a turma (para isso, sugerimos a referéncia [21]). Trataremos aqui da sua interpre-

tagdo geométrica.

Figura 4.5: Interpretacao geométrica do Teorema de Fermat

(a) f(xo) é méximo local interior (b) f(z0) é minimo local interior

Ay 'Y

X
-

[ ) P E P S SR

‘FX

-4

Fonte: Autor - Geogebra
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O Teorema de Fermat garante que num extremo local interior de uma fungao derivavel

f, a reta tangente ao grafico de f é paralela ao eixo das abscissas.

4.5.2 Derivadas — crescimento — decréscimo

Essa secao trata de alguns teoremas que terminam por estabelecer um elo entre a derivada

de uma funcao e crescimento ou decréscimo desta.

Teorema 4.2 (Teorema de Rolle). Se f é uma fungao continua em [a,b], é derivdavel em

la, b, e f(a) = f(b), entao existe pelo menos um ponto xq €|a,b] tal que f'(x) = 0.

Figura 4.6: Interpretagdo geométrica do Teorema de Rolle

(b) f(zo) e f(z() sdo méximos locais e
(a) f(zp) é maximo local interior f(xg) é minimo local

y v

O e

]
]
i
I
X b

ua
X b

!

]

]

]

]

: 7
Xo

a Xo

Fonte: Autor - Geogebra

Interpretado geometricamente, o teorema de Rolle afirma que, se uma fungao ¢ derivavel
em |a, b[, continua em [a, b] e assume valores iguais nos extremos do intervalo, entao algum
ponto de ]a,b[ a tangente ao grafico de f é paralela ao eixo dos z, conforme mostram os

graficos da figura 4.6

Teorema 4.3 (Teorema do Valor Médio). Se f é continua em [a,b] e derivavel em |a, b,
b) — f(a
1010 _ i,y

Geometricamente falando, se f é uma fungao continua em [a, b] e derivavel em |a, b], entao

entdo existe ao menos um ponto xy €la,b| tal que

existe um ponto zy €|a, b[ tal que a reta tangente ao grafico de f no ponto P = (x, f(xo))
¢ paralela a reta determinada pelos pontos A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)), j& que possuem

coeficientes angulares iguais.
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Figura 4.7: Interpretacao geométrica do Teorema do Valor Médio

|
I
I
a X0 X0 b

Fonte: Autor - Geogebra

Portanto, sendo f uma fungdo continua em [a, b] e derivavel em |a, b], temos:
(I) f'(x) >0 em ]a,b[<= f € crescente em [a, b)
(IT) f'(xz) <0 em]a,b[<= [ é decrescente em |a, ]

4.5.3 Concavidade e Pontos de Inflexao

Definicao 4.7. Seja f uma fungao continua no intervalo [a,b] e derivdvel no ponto xy €la, b|.
Dizemos que o grdfico tem concavidade positiva (para cima) em xy se, e somente se, eziste
uma vizinhanca V de xg tal que, para x € V', os pontos do grdfico de f estdo acima da reta

tangente a curva no ponto xg.

Analogamente, se existe uma vizinhanca V de xzqy tal que, para x € V, os pontos do
grifico de f estdo abaixo da reta tangente d curva no ponto xg, dizemos que o grifico de f

tem concavidade negativa (para baizo).

Teorema 4.4. Se f é uma fungio derivdvel até seqgunda ordem no intervalo [a,b], xq é in-

terno a [a,b] e f"(x) # 0, entdo:

(I) quando f"(x) >0, o grdfico de f tem concavidade positiva em xo;

(II) quando f"(z) <0, o grifico de f tem concavidade negativa em x.
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Figura 4.8: Concavidade de uma fungao

(a) Fungéo com concavidade (b) Funcdo com concavi-
positiva dade negativa
y y
|
|
|
|
|
| !
- I !
| : -
1 X o
Xo

Fonte: Autor - Geogebra

Definicao 4.8. Seja f uma fungdao continua no intervalo [a, b] e derivdvel no ponto xq €|a, b].
Dizemos que Py = (xq, f(x0)) € um ponto de inflexdo do grifico de f se, e somente se, a

concavidade “troca de sinal” nesse ponto.

Figura 4.9: Exemplos diversos de ponto de inflexao.

y y y
\ n

Py Po

Fonte: Autor - Geogebra

4.5.4 Uma relevante aplicacao no Ensino Médio

Diversos livros de Ensino Médio, por exemplo, na colecdo Matematica Aula por Aula
(Barreto Filho, 2003, p.104) o autor apresenta o vértice da parabola como sendo o ponto
de intersecdo do eixo de simetria com a propria parabola. Dessa forma, para justificar as
coordenadas do vértice, o autor utiliza a férmula de resolucao de equagoes do 2° grau e o fato
da abscissa do mesmo ser a média aritmética entre as raizes x, e x5 da funcdo quadratica

f(x) = az® + bz + c. Dai,

T+ X9 %b —b
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Em seguida, obtem-se a ordenada desse ponto substituindo zy na funcao. Logo,

—(b* — 4ac)
4da

Yyv =

A questao é que ao considerar abscissa do vértice como a média aritmética entre as
raizes, o autor parte da premissa de que existem zeros reais o que, sabe-se, nem sempre
ocorre. Dessa forma, pode ndo fazer sentido para o aluno considerar raizes da mesma e,
nesse caso, a busca pelo extremo da funcao estaria comprometida. Porém, alguém poderia
questionar argumentando que se a funcao nao tem zeros reais, entao, tem complexos. Dessa
forma, seria possivel encontrar o extremo utilizando o mesmo raciocinio empregado pelo au-
tor da obra citada. Atualmente, o tema niimeros complexos nao faz mais parte do contetdo
programatico do Ensino Médio. Portanto, mais uma vez, o aluno carrega questionamentos

para o futuro, o que prejudica a aprendizagem.

Entretanto, utilizando a interpretagdo geométrica da derivada (coeficiente angular da
reta tangente ao grafico da fun¢ao em cada ponto) pode-se obter as coordenadas do vértice
da parabola sem considerar os possiveis zeros da fung¢ao. Notamos que, no vértice, a reta
tangente é horizontal, logo possui coeficiente angular igual a zero, ja que o vértice é ponto

de maximo ou minimo absoluto da funcao.

Seja f(x) = ax® + bx + ¢ a forma geral da funcdo quadratica. Derivando-a em relacdo a
z, temos: f'(x) = 2ax 4+ b. Mas, no vértice f'(x) = 0, entdo:

—b
f’(x):2axv+b:O:>2axV:_b:>xV:%

Outro ponto que no Ensino Médio é apenas mencionado e nao explicado é quanto a
concavidade da parabola. Os livros didaticos limitam-se a dizer sem explicar o porqué que,
quando a > 0 a pardbola é concava para cima (concavidade positiva) e, quando a < 0 é
concava para baixo (concavidade para baixo). Pelo que ja vimos o teste da segunda derivada
facilmente responde a essa pergunta. Dessa forma, derivando novamente em relagao a x

obtemos f”(x) = 2a. Portanto, a concavidade da pardbola depende apenas do sinal de a.

Dessa forma, se utilizarmos o calculo diferencial a compreensao de algumas propriedades

e conceitos se d4 de maneira mais natural e contextualizada.
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4.5.5 Variacao das funcoes

Utilizaremos as defini¢Oes e teoremas aqui expostos para estudar a vari¢gao de uma fungao

f. Para caracterizar como varia uma funcao f, procuramos determinar:
a) o dominio;
b) a paridade;
c¢) os pontos de descontinuidade;
d) as intersegoes do grafico com os eixos x e y;
e) o comportamento no infinito;
f) o crescimento ou decrescimento;
g) os pontos de inflexdo e a concavidade;
h) o grafico.

O professor deve orientar os discentes para que estes utilizem em seus smartphones al-
gum aplicativo instalado que plote gréafico de fungoes para uma melhor orientacao. Plotar
graficos de fungoes seguindo o roteiro proposto é um dos pontos centrais deste trabalho, pois
envolve muito o que ja foi tratado até aqui. O professor devera dar uma atencao especial

a este topico orientando os alunos a exercitarem bastante o estudo de variacao de uma funcao.

Vamos estudar a variacdo da funcdo f(z) = 2* — 22° — 3. O motivo da escolha dessa
funcao é estratégico, porque ainda no Ensino Fundamental, os alunos aprendem a calcular
raizes de uma equacao biquadrada. No caso da func¢ado, é um dos raros momentos que os
discentes terao contato com fungoes polinomiais de grau maior que 2.

Solugao:

a) o dominio de f(z);

Como toda funcao polinomial o dominio é R.
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b) a paridade;
Como toda funcao par o grafico desta funcao sera simétrico em relagdo ao eixo das

ordenadas. Além disso:

f(=2) = (—2)* = 2(—2)* =3 =2* — 22 — 3 = f(x).

c¢) os pontos de descontinuidade;

A funcao polinomial é continua em R.

d) as intersegoes do grafico com os eixos x e y;
Fazendo f(z) = 0 e resolvendo a equacao biquadrada teremos que as solugbes em R
sio: 1 = —V/3 e 29 = v/3. Substituindo # = 0 na funcéo, temos f(0) = —3. Portanto
as intersecoes com os eixos sio os pontos (0, —3), (—v/3,0) e (v/3,0).

e) o comportamento no infinito;

Fazemos ml_l)r_"l_loof(x) = +ooe xgrfloof(x) = +00.

f) o crescimento ou decrescimento;
Derivando f em relacio a z temos f'(x) = 42® — 42. Dai, tomando f'(z) = 0 =
42° — 42 = 0 = 4x(2* — 1) = 0. Dessa forma teremos que = —1,0, 1 sio pontos de
maximo ou minimo locais. Portanto, os intervalos de crescimento e decrescimento da

fungao estao descritos na figura 4.10

Figura 4.10: Analise dos intervalos de crescimento e decrescimento da funcao

(a) Sinais da 1* derivada nos intervalos (b) Intervalos de crescimento e de-
dos extremos crescimento de f(z)
Fromms o RdE o asms o EREE f \\‘. / . \ ; /
-1 0 1 -1 0 1

Fonte: Autor - Geogebra

g) os pontos de inflexdo e concavidade;
Calculando a derivada segunda de f(z) temos: f”(x) = 122 — 4. Teremos, assim, um
ponto de inflexdo quando f”(x) = 0. Dai, f’(z) =122 —4=0= 2 = j:\f. Esses
sao as abscissas dos pontos de inflexdo. As ordenadas sao —?;)2. A figura 4.11 a seguir

descreve a concavidade de f.
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Figura 4.11: Anélise da concavidade da funcao

(a) Sinais da 2% derivada nos in- (b) Intervalos da concavidade
tervalos dos extremantes de f(x)
froAEE oo 444 r U N U
8 v vi V3
3 R T3 '3

Fonte: Autor - Geogebra
h) o gréfico.

Figura 4.12: Gréfico da funcdo f(x) = 2* — 22* — 3.
by [

jE

f@

ik |

N B
S PN 0 U 0 S Py 0 R RS o PO

Fonte: Autor - Geogebra

Reunindo todas as informagoes acima podemos plotar o grafico da fungdo f(x), con-

forme mostra a figura 4.12
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Capitulo 5

NOCAO DE INTEGRAL

A nocao de integral surgiu da necessidade de se calcular areas de figuras planas cujos

contornos nao sao segmentos de reta.

Este capitulo apresenta a integral como area sob o grafico de uma fungao e, em seguida,
com a noc¢ao de primitiva. Também serd apresentado o Teorema Fundamental do Célculo,
que explica a relacao exata entre integrais e a area limitada pela curva e o eixo das abscissas.
Essa relacao é direta e pode ser tutil. Na sequéncia trataremos do calculo de integrais das
fungoes elementares (estudadas no Ensino Médio). Por tltimo apresentaremos algumas

aplicagoes interessantes e relevantes na Mecéanica e no calculo de volumes.

5.1 Area - Somas de Riemann

Inicialmente, consideremos o problema de calcular a

Figura 5.1: Area sob o gréfico da

drea A da regido limitada pela funcao f : [a,b] = R e o
fungao f(z) no intervalo [a, b].

eixo das abscissas, conforme mostra a figura 5.1
Queremos tentar e descobrir a area do espac¢o som-

breado, porém nao dispomos de nenhuma férmula geo-

métrica que nos ajude a encontrar a area de uma figura

curva. Para comecgar, vamos aproximar a area usando

I
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
ﬁguras cujas areas ja possuem férmulas. O processo de :
1
I
1

usar retangulos (que possui férmula) para aproximar uma i
a b

area se chama soma de Riemann, que serd detalhada a Fonte: Autor - Geogebra

seguir.
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5.1.1 Soma a direita e a esquerda

Para simplificar o entendimento vamos aproximar a area do espago sombreado utilizando
trés retangulos. Na figura 5.2a somamos a esquerda, pois o canto esquerdo superior do
retangulo toca a curva. Cada retangulo possui a mesma medida da base e a altura de cada
é dada pela altura da funcao da borda esquerda do retdngulo. Analogamente, na figura 5.2b

somamos a direita.

Figura 5.2: Aproximagao da area sombreada por soma a esquerda e a direita.

(a) Soma & esquerda (b) Soma a direita

)
[} f(x) AY

Y=

| B

a b a b

Fonte: Autor - Geogebra

Claramente, a area que os retangulos abrangem na figura 5.2a é menor do que o que ha
abaixo da curva, ja que porgoes grandes dessa aréa nao foram abrangidas pelos retangulos.
Entretanto, na figura 5.2b, a area que os retangulos abrangem ¢ bem maior do que o ha

abaixo da curva.

Em seguida, o professor pode perguntar aos alunos: o que fazer para que a soma das
areas dos retangulos se ajustem muito mais a area sombreada? Espera-se que os discentes

cheguem a conclusao que se deve aumentar o niimero de retangulos.

No apéndice B (pag. 84) hé o passo a passo da construgdo no Geogebra das somas a

direita e a esquerda para que o professor reproduza e mostre aos alunos.
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5.1.2 Soma média

A soma média é bem parecida com as somas a direta e a esquerda. A unica diferenca é

a forma como se define a altura dos retangulos. Essa altura sera o valor da fun¢do no ponto

central do intervalo. Por exemplo, observando a figura 5.3 a altura de um dos retangulos

seré a ordenada do ponto médio das abscissas a e 2. Comparando com a figura 5.2(a), note

que houve uma maior aproximagao das areas dos retangulos com a area sombreada.

Também observamos que, a medida que aumenta-
mos o numero de retangulos, a medida da base de cada
um diminui. Os matematicos do século XVII interpre-
tavam a area sob um grafico como soma de uma in-
finidade de retdngulos verticais, ja que em cada ponto
z ha um retangulo de altura f(x) e base infinitamente
pequena, indicada por dz, de sorte que a area desse
retangulo é dada pelo produto f(x) - dz, que também
¢ uma quantidade infinitamente pequena. Escreve-
mos matematicamente a referida area A da seguinte

maneira:

A= /abf(x)dx

Figura 5.3: Obtencao da area som-
breada utilizando a soma média.

/
/

[ %)

/
/

v

—

Y=

a X1 Xz b

Fonte: Autor - Geogebra

Essas quantidades “infinitamente pequenas” receberam o nome de infinitésimos.

Ha outros métodos geométricos para se obter a area sob um grafico como o método do

trapézio (que aproxima dois pontos seguidos por retas) e o método de Simpson (que apro-

xima trés pontos seguidos por uma parabola). Fica a cargo do professor decidir mostra-los

ou nao a turma.

5.2 Primitivas

Definicao 5.1. Dizemos que uma funcao F é primitiva de uma outra funcao f se esta é a

derivada daquela, isto é, se F' = f.
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Por exemplo, 2% é primitiva de 62° e sen x é primitiva de cos z. Como a derivada
de uma constante C' é sempre zero, se F' é primitiva de f, entdo F' + C' também é. Dessa
forma, uma fungao f, com primitiva F, tem uma infinidade de primitivas, do tipo F'(z) + C.
A partir desse momento passaremos a chamar a primitiva de uma funcao de integral desta

funcao. O quadro 5.1 mostra a integral das fungdes elementares.

Além disso, é importante que o professor deixe bem claro aos alunos a relagdo que existe

entre integrais e derivadas — que uma ¢é a operacao inversa da outra.

Quadro 5.1: Primitivas das fungoes elementares.

Funcao Primitiva
Constante / dr=x+C

anrl
Poténcia /x”dx = +C,n# -1
n+1

Exponencial / o dx = —— +C,a>0
Ina

Seno /senmd:v:—cosx—l-C
Cosseno / cosz dr = senx + C
Tangente / tgr dz =1In|sec z| +C

y:i /;-dx:ln|x|+0

Fonte: Autor

5.2.1 Propriedades da integral

Sejam f, g integraveis em [a,b] e C' uma constante. Entao:

b

a) Aditividade: / [f(z) + g(x)]dx = /abf(x)dx + /abg(x)dx.

a

b b
b) Multiplicacdo por escalar: / Cf(x)de =C- / f(z)dz.
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c) Aditividade por intervalos: Sendo f integravel nos intervalos [a, c] e [c,b]. Dai:

/abf(x)dx:/;f(ac)dm—l—/cbf(x)dx.
5.3 Teorema Fundamental do Calculo

O intuito de apresentar este teorema é embasar o calculo de areas. Logo, abordar sua

demonstragao é irrelevante aos alunos e deve ser omitida pelo professor.

Definicao 5.2. Se f for integrdvel em [a,b] e se F for wma primitiva de f em |a,b], entdo:

5.3.1 Calculando a area entre duas curvas

Exercicios que pedem o calculo de areas entre duas curvas sao bastante interessantes,
além de explorar quase tudo o que foi visto até aqui, pois é extremamente importante es-
bogar o grafico das curvas. Esse tipo de exercicio deve ser explorado pelo professor, pois
ha varias aplicagoes em diversas areas do conhecimentos envolvendo essa modelagem. Por
exemplo, em Fisica, o trabalho de uma forga é dado pela integral da fun¢ao forca em relagao
ao deslocamento que ela provoca no corpo. Esse tipo de situa¢do ocorre com frequéncia em

livros didaticos da disciplina.

Resolveremos um exercicio do tipo para que o professor se oriente. Mas antes, ¢é re-
comendavel que o docente veja a secao 5.4.1, pois na solucao do exercicio sera necessario o
uso da técnica da substituicao para resolver uma das integrais. Por exemplo, calcule a area

A do plano limitado pelos graficos de f(z) = 2° — x e g(x) = sen(wz), com —1 < 2 < 1.

Inicialmente, “plotamos” o grafico de f(x) e g(z), utilizando algum recurso tecnoldgico
proposto, conforme mostra a figura 5.4
Observando o gréafico, percebemos que a area pedida estd dividida em duas regides:

Ai(-1<z2<0)e Ay (0<2<1). Dai:
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Figura 5.4: Area definida entre f(x) e g(z) para —1 < z < 1.

Ay

| s

Fonte: Autor - Geogebra

0
A = / [f(x) — g(x)]dx, pois o gréifico de f(z) estda acima do de g(z).

-1

0 0
Entao, A; = / (2% — 2) do — / sen(mx) dzx, onde:
-1

/_Ol(x?’—:c)dx:gjo 22| _[54—(—1)4] 02— (=1)?] -1 (—1)_1

2

) 4 2 4

-1

0

Vamos, agora, resolver / sen(mx)dx
-1

Fazendo u = v = du = wdz. Quando: { ii 51’ Zio_ " Reescrevendo a integral:

0 du 1 (0 1 1 1

= dy = = (— 0 )y = _Z 0— =——[1—(=1]=
/_7r Sen u - — 7T/—7r sen u du = — ( cos U |77T) 7T((:os cos ) 7r[ (—1)]
s
1 2 T+38
L Al=——(—)= :
0go, A1 = ( W) py

Analisando o grafico vemos que, por simetria, As = A;. Os célculos sao realizados de

1
maneira andloga atentando para o fato que: A; = / lg(x) — f(x)]dz, pois, nessa parte, o
0

grafico de g(z) estd acima do de f(z).

7r+8_7r+8

Portanto, a area pedida é igual a Ay + Ay = 2 -
47 2

u.a.
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5.4 Algumas técnicas de integracao

Essa secao trata de algumas técnicas que permitem encontrar primitivas de determinadas
fungoes. Dois desses métodos sao elementares, por isso nao podem ser ignorados nem num
curso de nogoes iniciais de integral. Sao eles: integracdo por substituicdo e a integragdo
por partes. A importancia dessas técnicas elementares nao se deve apenas para calcular
primitivas de certas func¢oes, mas também por serem instrumentos relevantes para o desen-

volvimento de varias outras técnicas mais avancadas no Calculo.

5.4.1 Integracao por substituicao

Até o momento aprendemos como calcular integrais de fun¢des que possuem primitivas

imediatas como as mostradas no quadro 5.1. Por exemplo:
4 3 5 T T
/senxdx:—cosx—i-C, /3x dngx +C e /e dr =¢e* + C.

Mas, como integrar fungdes como x - senx, cos’z e sen (7z) (resolvida no exemplo da
segdo anterior)? H& vérias técnicas para se fazer isso. Cada uma delas é adequada para
cada tipo de funcdo. As vezes um deles funciona bem para um certo tipo de funcdo, mas é
completamente inadequado para outras. Pode acontecer também de que ambas as técnicas
se apliquem a uma mesma fungdo. Veremos, inicialmente, como aplicar a integragao por

substituicao.

A chave para a substituicao é encontrar uma parte da funcao cuja derivada esteja tam-
bém na funcdo. A derivada pode aparecer a menos de um coeficiente, mas, do contrario,
deve aparecer na prépria func¢ao. Para isso devemos procurar por uma parte da fungao cuja
derivada também apareca na funcao; denominadores, bases de poténcias e arcos sao boas
opgoes. Em seguida, isolamos a parte escolhida a u (por exemplo) e encontramos a derivada.
Por ultimo, usamos as suas expressoes u e du para substituir partes da integral original, e a
sua nova integral, apds a substitui¢do (mudanca de varidvel de z para u, por exemplo) ficard

mais facil de resolver, pois serd uma imediata.
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sen x

Para tornar esse roteiro mais claro, resolvamos / (e -cos x) dx.

Solucao:
Pelas sugestoes expostas acima é plausivel fazermos a substituicdo v = sen x. Derivando u
em relagao a x, temos:

du du

— =cos T = dx =
dx CcoS T

Entao, reescrevendo a integral apos a substituicao, segue que:

du
/e“'cos:c- :/e”~du
CcoS T

Notamos que, apds a substituicao, temos uma integral imediata. Portanto:

/e“ ~du = e" + C,onde C é uma constante.
Mas, como fizemos u = sen z, teremos que /(e ST cos x) do = e*" T + C.

5.4.2 Integracao por partes

A integracao por partes baseia-se na regra de derivacao de um produto de duas fungoes

u=u(z) e v=v(x). Sabemos que:
(w-v) =u - v4+u-o

Integrando ambos os lados em relagao a z, temos:

J(w(@) - o(@) de = [ @(@) - vlw) + u(z) - (@) da
/ (u(z) - v(z)) dz = / () - v(w)de + / u(w) - o'(z) do
u(@) - v(z) = / o(z) - (z) dz + / u(z) - () de
/ (@) - o'(2) de = u(z) - v(z) — / v(z) - (z) de
Observe que ela pode ser também escrita na formas

/udv:u-v—/vdu

A integragao por partes separa a integral em duas partes. Uma delas (que chamaremos de

u) deve ser facil de diferenciar. A outra (que vamos chamar de dv), deve ser facil de integrar.
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Em seguida, devemos diferenciar u para obter du (como na substituigdo u), e integrar dv

para obter v.

Por exemplo, vamos calcular / (r - sen x) dx.
Solucao:
Fazendo: uw =z e dv = sen z dx
Derivando u em relagao a x, temos: du = dx
Integrando ambos os lados de dv = sen = dx segue que: v = —cos x

Substituindo na expressao da integragao por partes

/udv:uv—/vdu

/(m sen x) dr = x - (— cos x)—/(—cos x) dr
/(x-senx)dx:—x-cos $+/COS x dx

Portanto,

/(1; - sen x) dr = —x - cos x + sen x + C.onde C é uma constante.

5.5 Algumas aplicacoes das integrais
5.5.1 Equacao horaria da posicao

Vamos demonstrar, usando integral, a equacao horaria da posicdo do movimento uni-

formemente variado.

Para comecar, relembramos a equacao horaria da velocidade v = vy + at, onde v, vy, a
e t sdo, respectivamente, a velocidade final, velocidade inicial, aceleracao e tempo. Mas, a
velocidade ¢é a taxa de variagdo da posicao em relagdo ao tempo escrita matematicamente
as . .
por v = e Neste momento, cabe que o professor esclareca aos alunos a interpretacao dessa
notacgao de derivada aquela proposta por Leibniz. Entao:
ds

s vy + at. Dali:

dS = (vg + at) dt = dS = vy dt + at dt
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Integrando ambos os lados da equagao, temos:

S t t
/ ds = [ wodt+ [ at dt
So to to
2 t

t
s ¢
S|SO:vo-t]t0+a- 3

to

S—SO:UO(t—t0)+g-(t2—t3). Fazendo tg =0
S—S():U()(t—O)‘F%(tQ—OQ)

Dessa forma, segue a equacao horaria da posicdo do movimento uniformemente variado

a
S:SO+U0t+§'t2

5.5.2 Calculo de volumes

Essa aplicacao da integral visa contemplar os alunos do 2° ano do Ensino Médio quando
estudam geometria espacial. Os livros didaticos do Ensino Médio apenas apresentar a fér-
mula para o calculo de volumes dos sélidos, porém, quando os discentes se deparam com a
formula do volume do cone ou piramide e volume da esfera é comum perguntarem ao profes-
sor: Por que para calcular o volume do cone ou piramide temos que dividir por 3 o produto
da drea da base pela altura do sélido? De onde vem o fator 4/3 na férmula do volume da
esfera? Novamente, o Calculo serve como ferramenta para responder a essas duvidas dos

alunos.

Consideremos o sélido de revolugao gerado a par-
tir da rotacdo do grafico de f em torno do eixo

z, sendo f(x) > 0 em [a,b], conforme a figura

5.5. Dessa forma, o volume do sélido gerado é dado

por:

o=

]

]

1 T
%

) .

Ven [l dr

Figura 5.5: Volume da curva
rotacionada em relagao ao eixo
x.
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Nao mostraremos aqui a demonstracao dessa férmula
apesar de nao ser de dificil entendimento para alunos do
Ensino Médio. Fica a cargo do professor demonstra-la a

turma.

Para calcular o volume de um cone circular de raio r e

altura h, podemos ter: ¥
f(x) !
f@)=za AN
h 2 ih 2
Logo: V = / (:v) dx g :
0 i
2 h 2 3|h :
V:TF-%'/ xzdx:ﬂ-%- %
) 03 0 Figura 5.6: Volume do cone
V=nm % . }; circular por integral.

1
V:§~7rr2h

No caso de uma esfera de raio r, podemos ter:

flo) = V=R §

é a equacao da circunferéncia estudada no 3° ano em

geometria analitica.

Logo: V =7 / <\/7’2 — x2)2dx =7- / (r2 — 1:2) dx
, 2\ , 1 g Figura 5.7: Volume da esfera por
V=m- rr - =7T-7"9€\r—7r<3‘$_r) integral.
V=mr?[r—(-r)] - g = (=)
V=mr?2r— =2
V =2mr® — §7TT3
Portanto,
4
V= §7T7"3
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Ao propor essa proposta metodoldgica, mostramos que é plausivel transmitir aos alunos
da ultima etapa da Educacao Basica, sem usar qualquer tipo de rigor matematico, nogoes
basicas de Célculo Diferencial de Integral I. Apesar dessa proposta ainda nao ter sida colo-
cada em pratica ela baseia-se em praticas docentes que apresentaram resultados satisfatorios
como relatar topicos da historia da matematica, uso de recursos tecnolégicos e mapas con-
ceituais como instrumento complementar de ensino. Ao adotar essas praticas os alunos
passaram a interagir mais durante as aulas, aumentando o interesse pelos temas estudados

além de apresentar melhor aproveitamento nas avaliagoes.

Abordar nogoes de Calculo I no Ensino Médio proporciona ao aluno ter contato com
modelos mateméaticos muito mais préximos de situacoes reais, ou seja, propicia ao aluno a
oportunidade de estudar e analisar fendmenos que ocorrem no dia a dia. Por exemplo, ao
fazer um trajeto de carro de casa a escola dificilmente se conseguird imprimir no veiculo
velocidade constante (movimento uniforme) ou aceleracdo constante (movimento uniforme-
mente variado), haverd momentos em que o carro acelerard e desacelerard com maior ou

menor intensidade.

Além disso, essa proposta metodoldgica visa contemplar o prosseguimento dos estudos,
ja que aborda nogoes de limites, derivadas e integrais de maneira intuitiva sem o rigor ap-
resentado nos livros de Calculo I do Ensino Superior. Dessa forma, ela ajuda a preparar o

aluno a enfrentar um curso de Célculo Diferencial e Integral em nivel universitario.

Em um evento ocorrido na Universidade Federal do Para no dia 04/03/2016 sobre pro-

postas para a Base Nacional Comum (documento proposto pelo MEC que busca deixar
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claro os conhecimentos essenciais aos quais todos os estudantes brasileiros tém o direito de
ter acesso e se apropriar durante sua trajetéria na Educacao Basica, ano a ano, desde o
ingresso na Creche até o final do Ensino Médio) da disciplina Matemadtica, em momento
adequado, questionei os integrantes da mesa sobre a viabilidade de inclusao de nocgoes de
Calculo Diferencial e Integral no Ensino Médio exatamente nos moldes que essa dissertagao
aborda. Houve uma certa divisao — metade deles considera valida a introdugao de nogoes de
limite, mas mostraram-se mais conservadores quanto as de derivadas e integrais. Ora, con-
forme afirma Avila nas referéncias [3], [4] e [5], o ensino de derivadas traz grande vantagem

na compreensao de varios conceitos abordados em Matematica e Fisica.

Consideramos o capitulo que trata de derivadas o principal desta dissertacao. Apesar de
ir além tratando de nogoes de integral, o capitulo 5 pode ser omitido pelo professor, pois
consideramos a integral um assunto mais técnico que contempla mais os objetivos de um

curso de nivel superior.

A Sociedade Brasileira de Matematica também fez sua contribui¢ao para a Base Nacional
Comum. Neste documento (referéncia [33]), a SBM propoe como tema suplementar (consid-

erado opcional) para o 1° ano do Ensino Médio o estudo de taxas de variagao.

Portanto, foram aqui expostos varios argumentos sobre a necessidade e a viabilidade de
abordar nog¢oes de Célculo I no Ensino Médio. Provavelmente, o grande desafio de se imple-
mentar um projeto desse nas escolas é a resisténcia que alguns professores tém em relagao
a disciplina, conforme mostra a entrevista feita com docentes da Educacao Basica. Inter-
essante é que todos consideram importante o ensino de nogoes de Calculo I nessa etapa do

ensino, mas apresentam diversos motivos para nao fazé-lo.
O professor que decidir implementar essa proposta em sua escola precisarda de uma carga
horaria maior. Para isso, o docente pode solicitar essa carga horaria por meio de projeto

pedagodgico e trabalhar com os alunos no contra-turno.

Por fim, acreditamos que o PROFMAT vem cumprindo seu objetivo, uma vez que se
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propoe formar profissionais com uma visao critica do contexto atual que se encontra a Ed-
ucacao Basica no Brasil ao propor estratégias que melhorem a qualidade do ensino e o

desenvolvimento da matematica em nivel nacional.
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APENDICES

Apéndice A: Construcao no Geogebra da animacao so-
bre definicao de derivada

M. |N0me |1c0n...| Definicio |Comand0
1/Ponto A A
[ ]
2 Ponto B A
L
3 Ponto A
L]
4/Funcao f2 Polindmial{A, B, C} Polindmic[{4, B, C}
5 Funcao f fix) =Se[-2 = x < 10, fa[x}-] fix) = Sel-2 < x = 10, fa(x}]
6/Ponto %y (1, {19 (1,f1n
7 Mamero a a=2
& Ponto x, (a, f{a)) (a, fia))
9Retab / Feta LI Reta[xz, }{3]
11 Retac ¢ | |Retapassando porx,e perpendicular a F'erpendic:ular[xz, EixoX]
— | |EixoX
12 Retad s | |Retapassando porx, e perpendicular a F'erpendic:ular[xa, EixoX]
—1| |EixoX
13Retae s | |Retapassando pori, e perpendicular a d F'erpendicular[xz, dl
14 Ponto D X Ponto de intersecio de e, d Intersecdole, d]
15/Ponto x; >\/ Ponto de intersecio de ¢, EixoX Interseciolc, EixoX]
16|Ponta f, X Ponto de intersecdo de EixoY, e Intersecao[EixoY, e]
17/Segmento ﬂx -/, Segmento {xz. O] Segmentu{x:, D]
18 Segmento & Segmento [D, x,.] Segmento[D, x_]
¥ ./- 3 3
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19 Ponto x, X Ponto de intersecio de d, EixoX IntersecAold, EixoX]
20 Segmenta h ./. Segmento [}{2, xﬂl Segmento[xz, xﬂ}
21 3egmenta i ./. Segmento [xa, x1] Segmento[xa, x1}
22 Segmento g ./. Segmento [}{2, foI Segmento[xz, fuI
Z23Reta] Q Reta passando porx, e perpendicular a F'erpendicular[xa, EixoY]
—1 |EixoY
24 Ponto T, >\/ Ponto de intersecio de j, EixoY IntersecAolj, EixoY]
25 Segmento k ./. Segmento [f1, xaI Segmento[f1,x3]
26 Valor Booleano | 7 !
27 Texto texto ABC
28 Texto texto2 ABC
20 Texto texto2 4 ABC
30 Mamero o ﬂyi.ﬂx .&ymx
31 |Texto texto3 ABC "ETrac{W.Delta}}]DeItax}:\.frac:{ ¥ [LaTEX[ﬂ}]} 'i.frac:s:nDeItav_'xJ.Deltax'}:\Tral:{' * [LaTEK[&?]}
+"W + (LaTeX[h J) + "}="+ (LaTeX[o]) +™ |+"{ + (LaTeXJh ]} + ="+ (LaTeX[o]) + "
32 Retat p Tangente afemx =x[x2]| Tangente[xz, fl
33 Texto texto5 ABC ="+t =" +t+=
34 Funcio p px) = Sel-2 =< x = 11, -0a) Fy(t)) x - 20 y(t)] pix) = Sel-2 =< x =< 11, -(et) {y{d)) x - z(0) yit)]
G
35/Va Boolean 7 !
36(Texto textod ABC s="+b+ E="+hb+
37 Valor Booleano n 7 .
38 Valor Booleano g 7 !
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Apéndice B: Construcao no Geogebra da animacao so-

bre a soma de Riemann

N. |Nome |icone...| Definicio
1|Ponto A A | |Ponto sobre EixoY Ponto[EixoY]
L ]
2|Ponto B A
L J
3 Ponto C A
L ]
4/Ponto D A
L J
5/Ponto E A
L ]
B|Funcao f Polindmio[{4, B, C, D, EY Polindmioc[{4, B, C, D, EY]
7|Funcio g alx) = Se[0 = x = x(D), f{x)] alx) = Se[D = x = x(D), f(x)]
8 Mimeron a=2
9 Mimero a SomaleRiemanninferior]g, 0, x(D), SomaleRiemanninferior[g, 0, x(D}, n]
10 Mdmero b SomalDeRiemann3uperiorag, 0, SomalDeRiemann3uperiorfg, 0, x(D), n]
12| Texto texto int_ A{b} fx)}="+ (LaTex[e]) + ™ "int_AbH fix)i="+ (LaTeX[e]) +~
ABC 2 o
13 Texto texto2 ABC
14 Texto texto3 ABC
15 Valor Booleanao h i, &
16 Texto textod ABC "somalsuperior="+ (LaTeX[b]) +™ "Somal,Superior="+ (LaTex[b]) +™
17 Texto textos ABC "SomatInferior="+ (LaTex[a]) +™ "Somalinferior="+ (LaTex[a]) +™
18 Valor Booleano ¢ 7, -]
19 Valor Booleano d i, &
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APENDICE C: ENTREVISTA COM DOCENTES DO
ENSINO MEDIO

Figura 5.8: Entrevista feita com professores que atuam com alunos do Ensino Médio.

Fonte: Autor

Ensino de nog¢des de célculo I no Ensino Médio

Parte 1. Perfil dos colaboradores

1. Idade (anos)
20a30 31a40 41a50 Mais de 50
26% 44% 23% 7%
2. Formacio
Licenciatura Plena em Licenciatura Plena em areas Outras
Matematica afins & Matematica
100% 0% 0%
3. Maior titulacio
Graduado Especialista Mestre Doutor
36% 57% 7% 0%
4. Quantos anos vocé atua como professor na Educaciio Basica?
0as 6all 11als 16220 21a25 Mais de 25
13% 20% 27% 17% 10% 13%
Parte II. Formacao do professor nas disciplinas de Calculo
Nas partes II e III dessa entrevista, dé notas de 1 a 5.
Pergunta Notal | Nota2 | Nota3 | Nota4 | Nota 5
5. Formag:a~o que lhe foi oferecida pela institui¢do onde 17% 20% 30% 23% 10%
fez graduac@o.
6: E.mbasamento tedrico em Cal(iulo devido as 15% 15% 40% 20% 10%
disciplinas ofertadas durante a graduacdo
7. Suficiéncia e adequagdo das disciplinas ofertadas na
grade do curso de Licenciatura para um razoavel 0% 3% 45% 45% 7%
entendimento do Célculo.
8. Matenal d1dgt1co .ut111zado (livro texto) pelo professor 7% 17% 50% 27% 39
de Calculo na licenciatura.
9. Recursos tecnologlcos utlhz.adosb pelos professores 50% 40% 7% 39 0%
durante as aulas de Célculo na Licenciatura.
Parte III. Sobre o ensino do calculo no Ensino Médio.
Pergunta Notal | Nota2 | Nota3 | Nota4 | Nota 5
10.,V'1ab111dade de ensinar no¢des de calculo no Ensino 30% 50% 10% 10% 0%
Médio
11'. Sobre o seu preparo e capacidade para ensinar 10% 7% 14% 46% 23%
Calculo no Ensino Médio atualmente.
12. Grau de 1mportan01arpara o0 aluno no Ensino Médio 0% 0% 350, 45% 20%
aprender elementos de Calculo.
13. Grau . de dificuldade que o Ensmq fio Calculo 0% 20% 20% 27% 339
apresentaria para seus alunos do Ensino médio.

Na sua opinido, utilizando poucas palavras, qual a principal razdo que dificultaria ou
o/a impediria de ensinar no¢des de calculo no Ensino Médio.
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ANEXO A: MAPA CONCEITUAL SOBRE LIMITE

te

111

ANEXO A

Tﬁ_ccﬁ ST u _Hou_c_.,.s ou mmp_E_._u

T

P

WiaA|aALE

SIEJUSLIEPUNS S3}ILWUI

Mapa conceitual sobre 1

SaOIBUILLIBIRPU]

as-wieyissep

SIBJEJE| SN

opSewxoide

eAlNIU ogdou

JEpaoge wapwaad

SE3poLiad

ﬁ seanalaugqos u ﬁ seanalur w

Blasing sesuIBLouobL L

135 Wejssa0au

‘_ |eruauodxgy

waywpe sewnbje \1
sie|Lwouljog

as-wesijisse;n

eajuwijuebo

/ \ Jnaysuod ayjwaad
oBIRWIo) 3p 1] h

\ s
op olaw Jod
sopeEpniss Jas wapod

SEpEUZPIO SER OX[2 SESS|2S0R Sep ox|@

wabewr
Jenonded wa

o__._\_Eo_uEu_._ouu ﬁ.o_r__Eon_v

‘/ruu_m_m all

oediuyaq

sagiung I

3P OPNJS3 OU 35-BI25EM

S

wieqojbua

Figura 5.9: Mapa conceitual de limites extraido da referéncia [36], p.12
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ANEXO B: MAPA CONCEITUAL SOBRE DERIVADA

Mapa conceitual sobre derivada
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Figura 5.10: Mapa conceitual de derivadas extraido da referéncia [36], p.12
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ANEXO C: MAPA CONCEITUAL SOBRE INTEGRAL

Mapa conceitual sobre integral
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Figura 5.11: Mapa conceitual de integrais extraido da referéncia [36], p.12
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