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RESUMO

(Texto maximo em 250 caracteres)

Marques, José Augusto da Silva. EQUACOES DO TERCEIRO GRAU — UMA PROPOSTA PARA
0 ENSINO DA ALGEBRA NA EDUCACAO BASICA. Rio de Janeiro, 2015. 86p. Trabalho de
conclusdo de curso. Instituto de Matematica, Universidade Federal Fluminense.

Este trabalho tem por objetivo estudar métodos algébricos para resolucdo das
equacdes polinomiais do terceiro grau tomando como universo o Conjunto dos NUmeros
Reais levando em consideracdo o ensino desses métodos na Educacdo Basica. Comecamos
com uma abordagem da importancia do ensino da Algebra, tomando os Pardmetros
Curriculares Nacionais como a principal referéncia. A seguir destacamos 0s aspectos
historicos do assunto citando alguns dos matematicos que colaboraram para obtencdo de
alguns métodos de resolucdo de equagbes. Destinamos um capitulo a fundamentagédo
Matematica, destacando alguns aspectos que sdo importantes para o desenvolvimento do
tema. No capitulo seguinte, damos destaque para a utilizacdo de tabelas na construcéo de
graficos, mostrando a sua importancia na formacao do aluno. Em seguida, apresentamos
um capitulo com o relato de uma experiéncia feita com alunos da primeira série do Ensino
Médio, na qual foram propostas atividades que evidenciaram as nossas propostas de
trabalho.

Palavras-chaves: equacdes algébricas, problemas, graficos e solucéo.



ABSTRACT

The main goal of this study is evaluate algebraic methods to solve third degree polynomial
equations in real numbers, and application of those methods in basic education. We start
explaining the importance of teaching algebra, following National Curricular Parameters as
our main reference. Next, we cover historical aspects, exploring mathematic foundations
that are relevant to the subject development, followed by usage of tables to construct
graphics and its importance in student development. Finally, we discuss an experiment
with high school students where we suggested activities that provide evidence of our

proposed methods.

Keywords: algebraic equations; problems; graphics and solutions.



SUMARIO

1. Introducéo e Justificativa

2. Alguma Fundamentacdo Matematica

3. Historico sobre a Resolucdo de Equacdes

4. A Utilizacao de Tabelas na Construcao de Graficos

5. Relato da Experiéncia em Sala de Aula

6. Concluséao

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS



Introducéo e Justificativa

Este trabalho tem como ponto de partida a frase do fisico e matematico Isaac
Newton (1642-1727): “Equacionar significa traduzir um determinado problema para a
linguagem algébrica, ou seja, para a linguagem das formulas Mateméticas” e tem como
objetivo fundamental analisar e aprofundar o ensino de equagfes cubicas ou equacdo do
terceiro grau, suas resolucdes e mistérios que podem e devem ser estudadas nas séries
iniciais do Ensino Médio, tomando como conjunto universo o Conjunto dos NUmeros
Reais.

Como a linguagem da algebra é a equacao, vamos observar um dos exemplos que
Newton escreveu no seu manual de Algebra intitulado Aritmética Universal. Ou seja a arte

de armar equacdes.

Em lingua portuguesa No idioma da Algebra

Um negociante tinha certa

soma de dinheiro; x
No primeiro ano, gastou

. ' — 100
100 libras; *
Ajuntou o restante de um (x — 100) + (x —100) 4x— 400
terco deste; * - T 3
No ano seguinte voltou a 4x — 400 _ 4x—700
gastar 100 libras; o -
Aumentou — a - quantia 4x—700 4x—700 16x— 2800
restante de um terco da + =
mesma; 3 9 °
No terceiro ano, gastou 16x — 2800 16x — 3700

. —_— 100 = —

novamente 100 libras; 9 9
Depois de a este resultado 16x — 3700 16x—3700 64x — 14800
juntar sua terca parte... 9 + 27 - 27
seu capital atingiu o dobro 64x — 14800 5
do inicial. 57 —ex

A solugdo de uma equacdo é frequentemente facil. Em compensacdo, armar a
equacdo com base nos dados do problema costuma ser mais dificil. Podemos ver que a arte
de armar equagdes consiste, na realidade, em traduzir “da lingua mae para a algébrica”.

Mas o idioma da Algebra é extremamente resumido, motivo pelo qual nem todas as frases



que giram em torno do tema ou assunto da lingua materna podem ser facilmente
compreendidas.

Sabe-se que o ensino de algebra no Ensino Médio € considerado muito dificil por
parte dos alunos por ndo visualizarem muitas aplicacfes préaticas voltadas a vida cotidiana.
Percebe-se também que a interpretacdo de problemas algébricos, que exigem uma traducao
da linguagem corrente para a linguagem Matematica, apresenta obstaculos, assim como a
relacdo entre a Algebra e a Aritmética.

Por isso, este trabalho vai procurar apresentar um estudo sobre as possiveis razdes
para as dificuldades apresentadas pelos alunos do Ensino Fundamental e Médio no estudo
dos conceitos e procedimentos algébricos, procurando contribuir para o aprimoramento dos
conhecimentos acerca das equacles polinomiais. Por meio deste trabalho, pretende-se
compreender as dificuldades encontradas e buscar alternativas capazes de permitir uma
melhor compreenséo da aprendizagem da Algebra, em especial na resolucio das equacoes
cubicas ou equacdo do terceiro grau.

Uma das maiores dificuldades que pode ser observada com os alunos que ingressam
no Ensino Médio é com respeito a aplicacdo da regra dos sinais na resolucédo de calculos
numéricos, principalmente com a utilizacdo de nimeros negativos, tal como a conhecemos
hoje.

Podemos encontrar e destacar nos Parametros Curriculares Nacionais de
Matematica - PCN para ensino fundamental das séries iniciais (BRASIL, 1998a) os
nameros negativos sendo citados em quatro momentos. Um deles fala da importancia da
compreensdo da constituicdo dos numeros, da existéncia das diferentes categorias, ao
longo da histdria. A relacdo entre medida e um ndmero é outro aspecto citado que
possibilitaria a compreensdo da criacdo dos diversos tipos de ndmero, entre eles, 0s
negativos.

Nos PCN para o ensino fundamental de 52 a 82 séries (BRASIL, 1998b) 0s nimeros
negativos também s@o encontrados em aproximadamente quatro paginas. Tratam,
inicialmente, de um pequeno histérico, e apresentam um quadro de obstaculos esperados
guando da abordagem desses nimeros. Sao eles:

« conferir significado as quantidades negativas;
« reconhecer a existéncia de nimeros nos dois sentidos a partir do zero, enquanto para 0s
naturais a sucessao acontece num unico sentido;

« reconhecer diferentes papéis para o zero (zero absoluto e zero origem);



« perceber a légica dos nimeros negativos que contraria a l6gica dos nimeros naturais —
por exemplo, € possivel “adicionar seis a um nimero e obter um no resultado” como
também ¢ possivel “subtrair um nimero de dois e obter nove”;

« interpretar sentengas do tipo x = — y. (O aluno costuma pensar que x é positivo e y é
negativo.) (BRASIL, 1998b, p. 98)

Como o0s nimeros negativos sdo interpretados como uma ampliacdo dos nimeros
naturais e incorporados as leis da aritmética, é encontrado nos PCN uma recomendagdo de
utilizar a representacao da reta numérica para 0s numeros inteiros, apresentando, também,
a regra dos sinais por meio de uma tabela a ser completada, sugerindo regularidades das
sequéncias construidas, observando sempre um padrdo numerico como acrescentar cinco
ou retirar cinco.

A seguir vamos apresentar diversos topicos que estdo inseridos nos Parametros
Curriculares que estdo bem definidos e que serdo explorados neste trabalho, na busca de
solucdes, algébrica ou geométrica, das equagdes envolvendo polindmios do terceiro grau.

Ao se estabelecer um primeiro conjunto de parametros para a organizagdo do
ensino de Matematica no Ensino Médio, pretende-se contemplar a necessidade da sua
adequacao para o desenvolvimento e promoc¢do de alunos, com diferentes motivacoes,
interesses e capacidades, criando condicGes para a sua inser¢do num mundo em mudanca e
contribuindo para desenvolver as capacidades que deles serdo exigidas em sua vida social e
profissional.

A Matematica no Ensino Médio que tem um valor que oferece e ajuda a estruturar o
pensamento e o raciocinio dedutivo, também desempenha um papel instrumental, pois é
uma ferramenta que serve para a vida cotidiana e para muitas tarefas especificas em quase
todas as atividades humanas.

No que diz respeito ao carater instrumental da Matematica no Ensino Médio, ela
deve ser vista pelo aluno como um conjunto de técnicas e estratégias que servem e devem
ser estudadas e aplicadas a outras areas do conhecimento, assim como para a atividade
profissional.

Nesse sentido, é preciso que se perceba a Matematica como um sistema de cddigos
e regras que a tornam uma linguagem de comunicacdo de ideias e permite modelar a

realidade e interpreta-la.



E importante que se perceba que as definicdes, demonstracdes e encadeamentos
conceituais e l6gicos tém a fungdo de construir novos conceitos e estruturas a partir de
outros e que servem para validar intuicdes e dar sentido as técnicas aplicadas.

A essas concepcOes da Matematica no Ensino Médio se junta a ideia de que, no
Ensino Fundamental, os alunos devem ter se aproximado de varios campos do
conhecimento matematico e agora estdo em condi¢bes de utiliza-los e amplia-los e
desenvolver de modo mais amplo capacidades tdo importantes quanto as de abstracgéo,
raciocinio em todas as suas vertentes, resolucdo de problemas de qualquer tipo,
investigacdo, analise e compreensdo de fatos matematicos e de interpretacdo da propria
realidade.

O Ensino de Matematica, no Ensino Fundamental e Médio, apresenta novas
informacBes e oferece instrumentos necessarios para que seja possivel aos estudantes
prosseguir aprendendo. Saber aprender é a condi¢do basica para prosseguir aperfeicoando-
se ao longo da vida. E preciso ainda uma rapida reflexdo sobre a relacio entre Matematica
e tecnologia. Embora seja comum, quando nos referimos as tecnologias ligadas a
Matematica, tomarmos por base a informatica e o uso de calculadoras, estes instrumentos,

nédo obstante sua importancia de maneira alguma constitui o centro da questéo.

O impacto da tecnologia na vida de cada individuo vai exigir competéncias que
vao além do simples lidar com as maquinas. A velocidade do surgimento e renovacéo de
saberes e de formas de fazer em todas as atividades humanas tornardo rapidamente
ultrapassadas a maior parte das competéncias adquiridas por uma pessoa ao inicio de sua
vida profissional. (PCN)

Esse progresso da tecnologia, cujo instrumento mais importante € hoje o
computador e a internet, vai exigir do ensino de Matematica um redirecionamento sob uma
perspectiva curricular que venha favorecer o desenvolvimento de habilidades e
procedimentos com 0s quais 0 aluno possa se reconhecer e se orientar nesse mundo do
conhecimento em constante movimento. Para isso, habilidades como selecionar
informacdes, analisar as informacgfes obtidas e, a partir disso, tomar decisbes exigirdo
linguagem, procedimentos e formas de pensar matematicos que devem ser desenvolvidos
ao longo do Ensino Médio, bem como a capacidade de avaliar limites, possibilidades e

adequacdo das tecnologias em diferentes situacoes.



Assim, as funcbes da Matemética descritas anteriormente e a presenca da
tecnologia nos permitem afirmar que aprender Matematica no Ensino Médio deve ser mais
do que memorizar resultados dessa ciéncia e que a aquisicdo do conhecimento matematico
deve estar vinculada ao dominio de um saber fazer Matematica e de um saber pensar
matematico. (PCN)

Esse dominio passa por um processo lento, trabalhoso, cujo comeco deve ser uma
prolongada atividade sobre resolucdo de problemas de diversos tipos, com o objetivo de
elaborar conjecturas, de estimular a busca de regularidades, a generalizagdo de padrdes, a
capacidade de argumentacdo, elementos fundamentais para o processo de formalizacdo do
conhecimento matematico e para o desenvolvimento de habilidades essenciais a leitura e
interpretacdo da realidade e de outras areas do conhecimento.

A partir das consideracgdes feitas sobre a importancia do ensino de Matemaética no
Ensino Basico, podemos observar os objetivos estabelecidos, nos PCNs para que 0 ensino

dessa disciplina possa resultar em aprendizagem real e significativa para os alunos.

As finalidades do ensino de Matemaética no nivel médio indicam como objetivos
levar o aluno a:
* compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matemdticas que permitam a ele
desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacao cientifica geral;
* aplicar seus conhecimentos matemdticos a situagoes diversas, utilizando-0S na
interpretacdo da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades cotidianas;
* analisar e valorizar informagdes provenientes de diferentes fontes, utilizando
ferramentas matematicas para formar uma opinido prépria que lhe permita expressar-se
criticamente sobre problemas da Matematica, das outras areas do conhecimento e da
atualidade;
* desenvolver as capacidades de raciocinio e resolu¢do de problemas, de comunicacao,
bem como o espirito critico e criativo;
* utilizar com confianga procedimentos de resolugcdo de problemas para desenvolver a
compreensdo dos conceitos matematicos;
* expressar-Se oral, escrita e graficamente em situacBes matematicas e valorizar a

precisdo da linguagem e as demonstragdes em Matematica;



* estabelecer conexdes entre diferentes temas matemdticos e entre esses temas e O
conhecimento de outras areas do curriculo;

» reconhecer representacdes equivalentes de um mesmo conceito, relacionando
procedimentos associados as diferentes representacdes;

» promover a realizacdo pessoal mediante o sentimento de seguranc¢a em relagdo as suas
capacidades matematicas, o desenvolvimento de atitudes de autonomia e cooperacao.
(PCN)

Voltando a analisar o curriculo, ele deve ser elaborado procurando corresponder a
uma boa organizacdo, devendo contemplar aspectos dos conteidos e praticas que precisam
ser enfatizados. Essa organizacao tera de cuidar dos contetidos minimos da Base Nacional
Comum, assim como procurar fazer algumas indicacfes sobre possiveis temas que podem
compor a parte do curriculo flexivel, a ser organizado em cada unidade escolar, podendo
ser de aprofundamento ou para direcionar as necessidades e interesses da escola e da
comunidade em que ela esta inserida. Sem ddvida, os elementos essenciais de um ndcleo
comum devem compor uma serie de temas ou topicos em Matematica escolhidos a partir
de critérios que visam ao desenvolvimento das atitudes e habilidades.

Continuando a analise dos Parametros Curriculares para o ensino de Matematica
observa-se que o critério central é o da contextualizacdo e da interdisciplinaridade, ou seja,
é o potencial de um tema permitir conexdes entre diversos conceitos matematicos e entre
diferentes formas de pensamento matematico, ou, ainda, a relevancia cultural do tema,
tanto no que diz respeito as suas aplicacGes dentro ou fora da Matematica, como a sua
importancia histérica no desenvolvimento da prépria ciéncia.

Um exemplo disso pode ser observado com relagcdo ao ensino de funcdes, 0 ensino
isolado desse tema ndo permite a exploracdo do carater integrador que esse pPosSui.
Aspectos do estudo de polindbmios e equacdes algébricas podem ser incluidos no estudo de
funcdes polinomiais, enriquecendo o enfoque algebrico que € feito tradicionalmente.

Além das trocas de dados internos a propria Matematica, o conceito de funcao
desempenha também papel importante para descrever e estudar através da leitura,
interpretacdo e construcdo de graficos, o comportamento de certos fendmenos tanto do
cotidiano como de outras areas do conhecimento, como a Fisica, Geografia ou Economia.
Cabe, portanto, ao ensino de Matematica garantir que o aluno adquira certas habilidades
para trabalhar com o conceito de funcdo em situacBes diversas e, nesse sentido, através de

uma variedade de situa¢fes problema de Matemaética e de outras areas, o aluno pode ser



incentivado a buscar a solucédo, ajustando seus conhecimentos sobre func¢Ges para construir
um modelo para interpretacdo e investigacdo em Matematica.

O curriculo do Ensino Bésico deve ainda garantir também espaco para que 0S
alunos possam estender e aprofundar seus conhecimentos sobre nimeros e algebra, mas
nédo isoladamente de outros conceitos, nem em separado dos problemas e da perspectiva
socio-histdrica que esta na origem desses temas.

Estes conteudos estdo diretamente relacionados ao desenvolvimento de habilidades
que dizem respeito a resolucdo de problemas, a adaptacéo do uso da linguagem simbolica,
a validacdo de argumentos, a descricdo de modelos e a capacidade de utilizar a Matemaética
na interpretacgdo e intervengdo no mundo real.

E importante que o trabalho com nimeros possa também permitir que os alunos se
apropriem da capacidade de estimativa, para que possam ter controle sobre a ordem de
grandeza de resultados de célculo ou medi¢bes e tratar com valores numericos
aproximados de acordo com a situagdo e o instrumental disponivel.

Continuando com uma andlise dos Pardmetros Curriculares encontramos em outra
direcdo as habilidades de visualizacdo, desenho, argumentacdo logica e de aplicacdo na
busca de solugdes para problemas que podem ser desenvolvidas com um trabalho
adequado de Geometria, para que o aluno possa usar as formas e propriedades geométricas
na representacéo e visualizacéo de partes do mundo que o cerca.

Essas competéncias sdo muito importantes na compreensdo e ampliacdo da
percepcao de espaco e construcdo de modelos para interpretar questdes da Matematica e de
outras areas do conhecimento. De fato, ao perceber as relagdes entre as representacdes
planas nos desenhos, mapas e na tela do computador com os objetos que lhes deram
origem, conceber novas formas planas ou espaciais e suas propriedades a partir dessas
representacdes sao essenciais para a leitura do mundo através dos olhos das outras ciéncias,
em especial a Fisica.

Integrando o curriculo, com 0 mesmo peso que 0s conceitos e 0s procedimentos, 0
desenvolvimento de valores e atitudes s@o fundamentais para que o aluno aprenda a
aprender. Omitir ou descuidar do trabalho com esse aspecto da formacdo pode impedir a
aprendizagem inclusive da propria Matematica. Dentre esses valores e atitudes podemos
destacar que ter iniciativa na busca de informacgdes, demonstrar responsabilidade, ter
confianca em suas formas de pensar, fundamentar suas ideias e argumentacOes Sdo

essenciais para que o aluno possa aprender, se comunicar, perceber o valor da Matematica



como bem cultural de leitura e interpretacdo da realidade e possa estar melhor preparado

para sua inser¢do no mundo do conhecimento e do trabalho.

Competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em Matematica, apresentadas nos
Parémetros Curriculares.

Quanto a representacdo e comunicacao podemos destacar a:

* Leitura e a interpretagdo de textos de Matematica.

» Ler, interpretar e utilizar representa¢oes matematicas (tabelas, grdficos, expressoes
etc.);

» Transcrever mensagens matemdticas da linguagem corrente para linguagem simbdlica
(equacdes, gréficos, diagramas, férmulas, tabelas etc.) e vice-versa;

» Exprimir-se com correcdo e clareza, tanto na lingua materna, como na linguagem
matematica, usando a terminologia correta;

* Produzir textos matematicos adequados,

* Utilizar adequadamente os recursos tecnologicos como instrumentos de produgdo e de
comunicacao;

 Utilizar corretamente instrumentos de medicdo e de desenho.

Quanto a investigacdo e compreensao

* Identificar o problema (compreender enunciados, formular questoes etc.);

* Procurar, selecionar e interpretar informagoes relativas ao problema;

« Formular hipéteses e prever resultados;

* Selecionar estratégias de resolugdo de problemas;

. Interpretar e criticar resultados numa situagdo concreta,

* Distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos,

* Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbocos;

* Discutir ideias e produzir argumentos convincentes.

E em relacdo a contextualizacao sociocultural

» Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na interpretagdo e interven¢do no
real;

* Aplicar conhecimentos e métodos matematicos em situacdes reais, em especial em outras

areas do conhecimento;



* Relacionar etapas da historia da Matematica com a evolugdo da humanidade;
» Utilizar adequadamente calculadoras e computador, reconhecendo suas limitagoes e

potencialidades.

Para que essa etapa da escolaridade possa complementar a formacdo iniciada na
escola béasica e permitir o desenvolvimento das capacidades que sdo os objetivos do ensino
de Matematica, é preciso rever e redimensionar alguns dos temas tradicionalmente
ensinados. Como pode ser observado, a Matematica tem carater instrumental muito mais
amplo, além de sua dimensdo prépria, de investigacao e invencdo. Portanto, é certo que ela
se situa como uma forma de linguagem, ferramenta de expressdo e raciocinio,
estabelecendo-se também como espaco de elaboracdo e compreensdo de ideias que se
desenvolvem em estreita relagdo com o todo social e cultural. Ela possui também uma
dimensdo historica. Por isso, o conjunto de competéncias e habilidades que o trabalho de
Matematica deve auxiliar a desenvolver pode e deve ser descrito tendo em vista este
relacionamento com as demais areas do saber, cada uma delas consolidadas na area
correspondente do Ensino Basico. E o que encontramos no quadro resumo das

competéncias e habilidades gerais do ensino de Matematica.

1. Alguma Fundamentacdo Mateméatica

Vamos fazer um sucinto estudo de polinémios, apresentando alguns conceitos
importantes.

Uma equacao polinomial do terceiro grau € uma equacao da forma

Ax*+ Bx*+ Ccx+D =0,
na qual 4, B, C e D sdo nameros reais e A = 0. Uma equacdo polinomial do terceiro grau

pode ser também denominada equacdo algébrica do terceiro grau. O conjunto formado



pelas raizes da equagdo polinomial P(x) = 0 é o conjunto solucdo (5) ou conjunto
verdade (V) da equacédo. Resolver uma equacao polinomial é obter o seu conjunto solucdo.

O estudo das equacdes polinomiais é alicergado no teorema a seguir:

Teorema Fundamental da Algebra: Todo polinémio com coeficientes complexos possui
pelo menos uma raiz complexa.

A demonstragdo desse teorema foi tese de doutoramento de Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) no ano de 1798. Embora outros matematicos tivessem tentado essa
demonstracdo, Gauss foi o primeiro a realiza-la com perfeicdo. A demonstracdo deste
teorema pode ser encontrada no livro “A Matematica do Ensino Médio”, volume 3, dos
professores Elon Lages Lima, Paulo Cezar Pinto Carvalho e Augusto César Morgado,
SBM, na pagina 229.

S40 consequéncias importantes do Teorema Fundamental da Algebra:

1. Todo polindmio com coeficientes complexos de grau = tem exatamente n raizes
complexas, contando as suas multiplicidades;

2. Se os coeficientes de p(x) forem reais, entdo suas raizes complexas aparecem aos pares
conjugados (a + biea — bi);

3. Todo polindmio de grau impar cujos coeficientes sdo reais tem ao menos uma raiz real.

Outra consequéncia imediata do teorema fundamental da algebra é o teorema a
sequir:
Teorema da Decomposic¢ao: Todo polindmio com coeficientes reais pode ser decomposto
como um produto de poténcias inteiras ndo negativas de fatores lineares (tipo (ax + b)¥,
associados as raizes reais) e/ou fatores quadraticos irredutiveis em R (tipo
(ax®+ bx+ c)¥ cujas raizes associadas sdo ndo reais).

Por exemplo, a decomposicio de p(x) = (x* — 4)*(x —1)*(x*+ 3) segundo o

Teorema da Decomposicdo em Fatores Irredutiveis é a seguinte:

plx)= (x—2) (x+ 2)*(x—1)*(x* + 3).

Em particular, se x,,%x,, ..., X, sS40 raizes distintas de p(x},entdo temos a seguinte
fatoracdo p(x) = (x — x,)(x— x;) ...(x — x) s(x), onde s(x) é um polindmio de grau
n- kenéograu de p(x).
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Relagdes entre coeficientes e raizes (Rela¢des de Girard)
Albert Girard (1590-1633), flamengo, em sua obra Invention Nouvelle en I'Algebre (1629),
apresentou um importante teorema que relaciona as raizes com os coeficientes de uma
equacéo polinomial. Vejamos essas relagdes no caso das equacdes do terceiro grau.
Consideremos a equacéo do terceiro grau Ax* + Bx*+ Cx+D =0,(A #0),
cujas raizes sao x4, x, € xg.
Vimos que essa equacao pode ser escrita sob a forma:
Alx— xy)(x — x5).(x — 25) =0

Temos a identidade:

Ax? 4 Bx*4 Cx+D = A(x— x,).(x — x,).(x — x3), Vx €R.

Isto é:
'+ @ (e
X —lx —_ — =
A A A
=53 _ (xj_ + x, + x3]x2 + [xl.xz + xy.x5+ xz_xajx — xy.%,.%; VWxER.
Portanto: (%, + 2,4+ X3 = — B}zﬂ
XXy T XquXg T+ Xpx, = C/}A

Xy X3.Xg = — Df‘q

-
As igualdades na proposicdo acima sdo chamadas de relagdes entre coeficientes e

raizes da equacdo dada. Estas relagdes nos ddo um sistema de n equacbes nas n incégnitas

xy %y, . .., %,. E natural pensar que resolvendo o sistema poderiamos encontrar as raizes

da equacéo. Vejamos o que sucede em um exemplo.

Exemplo 1. Considere a equacdo x*+ x + 1=0. A esta equacdo estd associado o

sistema

X +x;+ x;=0

XXy + o Xgxg+ xx, = 1

xi.xz.xa = — 1

Para resolver este sistema procederemos por eliminacdo. Multiplicando a segunda equacéo
por x5, obtemos

Xy Xp. Xyt X %"+ Xp.x3T = xg
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Usando a terceira equacdo segue-se que — 1 + (x; + x,).x;* = x;. Usando a primeira
equagdo obtém-se — 1+ (— x3).x5% = x,.

Portanto para achar x5 devemos resolver a equacio x5~ + x;+ 1 =0, que é
precisamente a equacao proposta originalmente.

Este exemplo nos mostra que as relacdes ndo nos provem de um meétodo para
resolver as equagdes. Entretanto, se tivermos alguma informacg&o adicional sobre as raizes
de uma equacdo, é possivel chegar as solucdes. Vejamos o proximo exemplo.

Podemos resolver a equacdo x® — 3x? + x+ 1 = 0, sabendo que as suas raizes estdo em
progressao aritmetica.

Sejamx, =a —r,x, = a e x5 = a +r as raizes da equacdo. Temos que

3= x; + x,+ x3= 3a
1= x.%,+ x;.%3+ x5.%, = 3a® — 7?

—1= x,.%,.%; = a(a® — r?)

Da primeira dessas equacOes segue-se que a = 1. Da segunda, temos entdo que
3— 12 =1, logo r* =2 e, portanto, » = ++/2 . Segue-se que as raizes da equaco so:

1— 2, 1e1+ 2.

Multiplicidade de uma raiz

Uma raiz x de um polindémio p(x) tem multiplicidade m (m = 1) se p(x) for divisivel

por (x — x,)™ e ndo for divisivel por (x — x,)™**.

Podemos observar que uma raiz x, tem multiplicidade m se, e somente se,

plx) = q(x). (x — x,)™ onde q(x,) # 0

Por exemplo, a equagdo & —3)(x —4)* =0 pode ser escrita como
(x —5)(x—4)(x —4) = 0. Araiz 5 € raiz simples da equacio e a raiz 4 tem

multiplicidade 2.

Raizes inteiras de uma equacao algébrica de coeficientes inteiros
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A resolucdo de equagdes algébricas (ou polinomiais) é uma tarefa relevante da
Matematica Elementar. E um fato bastante conhecido que ndo existem férmulas de
resolucdo para equacdes de grau maior do que quatro. Uma prova deste importante
resultado pode ser encontrada no livro de Otto Endler, chamado Teoria dos Corpos
(péagina 136), das Publicacdes Matematicas do IMPA, disponivels em pdf no endereco de

internet a sequir.

http://www.impa.br/opencms/pt/biblioteca/pm/PM 19.pdf

Sabemos encontrar raizes de polinémios de grau dois pela conhecida férmula de
Bhaskara. Se o grau for trés, ha a formula de Cardano que ndo € muito conhecida e nem téo
simples quanto a de Bhaskara, mas que pode nos ajudar a encontrar as raizes. Se o grau for
superior a trés, o problema fica ainda mais complicado. No entanto, h& dois testes que
podem ser feitos para procurar raizes inteiras e racionais de polinémios com coeficientes
inteiros. Esses testes funcionam assim: se o polindmio em questdo possuir alguma raiz
racional, saberemos identificad-la testando os valores que o polindmio assume num

conjunto de teste formado por um namero finito de elementos.

Teorema (Pesquisa de raizes inteiras) Seja p(x) um polindmio com coeficientes inteiros,
digamos p(x) = a,x"+ a,_x" '+ ..+ a;x+ ay; onde ay, any, ..., 4 €Zea, €

Z".Se xq e Z for raiz de »(x), entdo x é divisor de ay.
Demonstracéo:

Por hipdtese, 0 = p(x,) = a,x3 + a, x5+ .+ ayx,+ a; =
n-1 __ n—2

Sag = —xg(—a,xg QpgXg = - Qg)

Os dois membros do lado direito da expressdo anterior sdo inteiros, log ag = x é inteiro, 0

que prova o teorema.
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Nas condicGes do teorema anterior, vemos que se p(x) possuir alguma raiz inteira, esta
deve pertencer ao conjunto de teste formado pelos divisores do seu termo constante.
Portanto, se nenhum elemento desse conjunto for raiz de p(x), entdo as raizes de p(x) ndo

sdo inteiras!

Note que, em geral, nem todo elemento do conjunto de teste € raiz. Isto é, no conjunto de

teste pode haver mais elementos do que raizes, ou mesmo nenhuma raiz.

Como exemplo, vamos considerar o polindmio p(x) = 3x® — 12x — x* + 4.
Para a fatoracdo do polindbmio precisamos conhecer as raizes de p(x). Vamos pesquisar as
raizes inteiras, pois os coeficientes de p(x) sdo inteiros. Conjunto para teste
T={+1; £ 2; 4 }éformado pelos divisores de 4. Note que:

p(—1) =12; p(1) = —1; p(=2) =0; p(2) = 0; p(—4) = —156; p(4) = 132
Temos entdo apenas duas raizes inteiras de p(x),asaber,x = 2ex =- 2.
Usando Briot-Ruffini ou o método da chave com (d(x) = x* — 4), obtemos a fatoracio
plx) = (x—2)(3x— 1) (x +2).

3. Histdrico sobre a Resolugdo de Equagdes

A Teoria das Equacdes é uma das mais belas e relevantes paginas da Historia da

Matematica, onde se evidencia a forca criativa do espirito humano.

Perto do ano 2000 a.C. a aritmética babil6nica ja havia evoluido para uma algebra
retorica bem desenvolvida. N&o so se resolviam equagdes quadraticas, seja pelo método
equivalente ao de substituicdo numa férmula geral, seja pelo método de completar
quadrados, como também se discutiam algumas cubicas (grau trés) e algumas biquadradas
(grau quatro). Encontrou-se uma tabula que fornece além de uma tabua de quadrados e de
cubos dos inteiros de 1 a 30, também a sequéncia de valores de n* + n® correspondente a
esse intervalo. Sdo dados muitos problemas que levam a clbica da forma x® + x* = b, 0s

quais podem ser resolvidos usando-se a tabua de n* + n*.
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Por exemplo: Encontrar, por meio da tabula acima, uma raiz da equacdo cubica

x*+ x* — 3136 = 0, cuja solugo €é obtida substituindo x por 2.

Outro problema babilénico cuja data aproximada ¢ 1800 a.C. parece pedir a

solucgéo do sistema de equacdes

7 2x
ry.zt+x.y= o V= 3 z=12x.

v, obtendo uma

Para que se resolva esse sistema usando a tabua, basta eliminar x e

equacéo cubica em z.

Otto  Eduard  Neugebauer (1899 —1990), matematico e historiador  austro-
estadunidense, conhecido por suas pesquisas sobre ahistéria da astronomiae
outras ciéncias exatas na ldade Antigae naldade Média, estudando tabletes de
argila, descobriu que os antigos babilonios sabiam muito mais sobre Matematica e
Astronomia do que se supunha. Otto Neugebauer acredita que os babildnios tinham
capacidade bastante para reduzir uma equacdo cubica geral a ‘“forma normal”

n® + n* = b, embora ndo haja até agora nenhuma evidéncia de que eles tenham feito isso.

Com relacdo a tabua, Neugebauer assinalou que os babildnios podem muito bem

ter dado conta da relagdo a sequir,

Z;‘E': Z;‘

i=1 i=1
para varios valores de n, que pode ser demonstrada por inducéo.

Sabe-se também que os babildnios procuraram desenvolver questdes aritméticas e
era notavel sua familiaridade com as propriedades dos niimeros. E dificil determinar as
origens desse aspecto da civilizacdo babildnica, mas é conhecido que, por volta de 1800
A.C., alguns métodos de resolucdo da equacdo do segundo grau ja eram utilizados
enquanto os egipcios, em uma mesma época, possuiam apenas métodos de resolucdo de

equacgOes do primeiro grau.

Um outro problema considerado fundamental da antiga Algebra Babilonia era

saber qual nimero adicionado ao seu reciproco seria igual a um nimero dado. Em notacao

. 1
moderna, os babil6nios procuravam x tal que x + o= b.
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Essa equacao leva-nos a uma equacgdo quadratica em x, a saber,

x* — bx+ 1= 0. Procurando a solugdo através do processo de “completar quadrados”,

A ({12
eles calculavam (—} depoisﬂJ (—) — 1 eentdo achavam as raizes da equacgéo com

2 2
G —1er-JO) -1
Os problemas algébricos eram enunciados e resolvidos verbalmente. As palavras
us (comprimento), sag (largura) e asa (&rea) eram frequentemente utilizadas para as
incognitas, ndo necessariamente porque as incognitas representassem essas quantidades
geométricas, mas provavelmente porque muitos problemas algébricos eram decorrentes de

situacGes geométricas e a terminologia geomeétrica foi adotada. Podemos ter uma ideia de

como estes termos eram empregados pelo seguinte texto babil6nio:

‘Multipliquei Comprimento e Largura obtendo Area 10. O excesso do
Comprimento sobre a Largura multiplicou por si mesmo e o resultado por 9 e esta Area é
aquela obtida multiplicando o Comprimento por si mesmo. Quais sdo o Comprimento e a

Largura?”
Hoje n6s podemos escrever tal problema como:
— 10- 2 _ .2
x.y=10; 9(x—y) = x
E facil observar também que tal problema leva a uma equac&o do quarto grau sem termos
em x e x°, podendo entfo ser resolvida como uma equacéo quadratica em x~.

Voltemos aos problemas envolvendo equac¢des do terceiro grau que, como ja afirmamos,

também eram conhecidos dos babilénios. Um exemplo, em notacdo moderna seria:
12x=z,y=xex.y.z=V,

onde ¥V é algum volume conhecido de, por exemplo, um paralelepipedo em que a medida
do comprimento € igual a medida da largura e a medida da altura é doze vezes maior que a

medida do comprimento.

Os nameros negativos e complexos entraram para 0 modelo numérico muito mais
tarde, em conexd@ com os esforcos, na Italia por volta de 1500, para a resolucdo da

equacao do terceiro e quarto graus.
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J& 0s gregos antigos usavam os métodos das Construcbes Geométricas para
resolver algumas equagfes do segundo grau e até alguns tipos de equagdes cubicas.
Dentro dessa linha, os gregos nos legaram os famosos problemas classicos da “trissec¢ao
do angulo”, da “duplicacdo do cubo” e da “quadratura do circulo”. A importancia desses
problemas esta no fato de que eles ndo podem ser resolvidos geometricamente por meio
dos instrumentos régua (sem escala) e compasso. Matematicos de diferentes periodos
contribuiram para mostrar a ligacdo desses problemas com a teoria das equacdes

polinomiais sendo, entdo, todos respondidos negativamente.

Os gregos empregaram métodos geométricos, mas, os hindus, no inicio da era
cristd, utilizaram métodos aritméticos na resolucdo de equacbes, 0s quais foram
desenvolvidos pelos arabes. Um dos mais significativos resultados desse periodo arabe ¢,
sem duavida, a solucdo algébrica geral da equacdo do segundo grau, cujas raizes sao dadas

pela formula amplamente conhecida.

Apesar de tudo, as resolucdes algébricas para as equacbes cubicas eram
desconhecidas. No final do século XV e inicio do século XVI os matematicos italianos,
principalmente de Bolonha, descobriram que a solucdo da equacdo clbica poderia ser

reduzida aquelas dos seguintes tipos:
x*+ px=gx*=px+qgex’+ q=px

(observe que essas distingdes sdo decorrentes do ndo reconhecimento dos numeros

negativos).

Ora, ja que as raizes das equacdes de grau menor ou igual a quatro sdo expressoes

radicais, naturalmente a pergunta que segue € inevitavel:

Seré que as equagdes de grau cinco também sdo resollveis por meio de expressdes

radicais?

Sabe-se que muitos matematicos importantes atacaram o problema. Euler ndo
conseguiu resolvé-lo, porém encontrou novos métodos para a resolugdo da equacdo do
quarto grau. Ja em 1770 Lagrange conseguiu um resultado que iria contribuir bastante
para o estudo das equacgdes do quinto grau. Ele unificou os argumentos nos casos das
equacOes de grau trés e quatro e mostrou porque tal argumento falhava no caso do grau

cinco. A partir dai um sentimento de que a resposta para 0 grau cinco seria negativa tomou
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corpo entre os pesquisadores da época. Ruffini, em 1813, tentou uma demonstragdo de tal
impossibilidade, mas seus argumentos apresentavam muitas falhas. Finalmente, em 1824,
Abel provou gue a equacao geral de grau cinco nao é resoltvel por meio de radicais. N&o
ficou estabelecido, porém, quando uma equacdo de grau maior do que cinco é ou nédo

“resoltivel por meio de radicais”.

Joseph Liouville ( 1809 — 1882), matematico francés, cuja importancia dos
trabalhos de Evariste Galois (1811-1832) foi o primeiro a aperceber-se, em 1843 escreveu
para a Academia de Ciéncias de Paris anunciando que os trabalhos deixados por Galois
continham uma solucdo que respondia precisamente quando uma equacao de grau maior

ou igual a cinco é ou ndo “resolavel por meio de radicais”.

A solucdo apresentada por Galois, ao caracterizar as equagdes polinomiais
resollveis por meio de radicais, através de propriedades do grupo de automorfismos de
um corpo, é considerada uma das principais conquistas da Algebra no século XIX.

O leitor interessado neste assunto pode consultar, a respeito, a literatura existente
sobre a Teoria de Galois. Em particular, o livro de A. Goncalves, citado na Bibliografia,

apresenta um paragrafo no capitulo VI sobre a solubilidade por meio de radicais.

Voltando as equacBes do terceiro grau, a historia da resolucdo da equacdo de
terceiro grau é muito pitoresca, plena de lances dramaticos, paixdes e disputas pela fama e
a fortuna que seu achado poderia trazer a seus autores. Ela foi narrada recentemente num
interessante artigo do professor Elon L. Lima e pode ser encontrada também em livros de

histéria da Matematica tais como Historia da Matematica, de C. Boyer.

Uma das personagens dessa historia é Niccolo Fontana (1500-1557). Em 1512 os
franceses saquearam Brescia, sua cidade natal e sua mée buscou reflgio para o filho na
igreja, mas os soldados também invadiram o santuario, e a crianga foi ferida no rosto. O
ferimento lhe causou uma gagueira permanente, que lhe valeu o apelido de Tartaglia
(gago, em italiano), pelo qual se tornou conhecido. Ele ndo foi o primeiro a obter o método
de resolucdo dessas equacdes; Scipione del Ferro (1465-1562), que foi professor na
Universidade de Bolonha e cuja biografia é pouco conhecida foi o verdadeiro descobridor.
Antes de morrer, del Ferro ensinou seu método a dois discipulos, Annibale delia Nave -
seu futuro genro e sucessor na catedra em Bolonha - e Anténio Maria Fior (ou Floridus,

em latim).
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Em 1535 houve uma disputa Matematica muito interessante entre Fior e
Tartaglia. Esses confrontos intelectuais ndo eram infreqlientes na época e, muitas vezes,
a permanéncia de um matematico numa catedra dependia de seu bom desempenho nesses
encontros. Cada um dos adversarios propds ao outro trinta problemas e foi combinado que
0 perdedor deveria pagar trinta banquetes ao ganhador. Tartaglia preparou questdes
variadas, mas todos os problemas propostos por Fior implicavam equacgdes do tipo
x®+ ax = b. Precisamente na noite de 12 para 13 de fevereiro, Tartaglia conseguiu
descobrir o método de resolucdo de tais equacdes e, na hora do confronto, verificou-se que
Tartaglia tinha resolvido todas as questdes propostas por Fior, enquanto este ndo tinha
conseguido resolver a maioria das questdes submetidas por Tartaglia. Declarado vencedor,

Tartaglia voluntariamente abriu méo aos trinta banquetes.

A noticia do triunfo de Tartaglia logo se espalhou e chegou aos ouvidos
de Girolamo Cardano (1501-1576), que, na época, ocupava uma cadeira de medicina na
Universidade de Pavia e era membro do Colégio Médico de Mildo. De todos os
participantes da nossa histdria, talvez seja Cardano o mais enigmatico, aquele cuja vida €

mais pitoresca e, certamente, que teve uma formacdo mais universal.

Para ter uma ideia de qudo extenso e profundo era seu conhecimento, citamos a seguir
os comentérios de Gabriel Naudé (1600-1653), bibliotecario francés, que publicou a

autobiografia de Cardano pela primeira vez em 1643:

N&o somente era ele inquestionavelmente um médico notavel, como foi também
provavelmente o primeiro e Unico homem a se distinguir em todas as ciéncias ao
mesmo tempo. E uma das ilustracdes da Natureza daquilo que um homem é capaz de
atingir. Nada de significativo lhe era desconhecido em Filosofia, Medicina,
Astronomia, Matematica, Historia, Metafisica ou as Ciéncias Sociais, ou em outras
areas mais remotas do conhecimento. Ele também errava, é claro, isto é apenas

humano; é maravilhoso, porém, quédo raramente ele errava.

Por outro lado, Naudé foi bem mais critico quanto a vida pessoal e caracteristicas de
personalidade de Cardano, distorcendo-as até o patoldgico e foram estas opinides de
Naudé, amplamente divulgadas no prefacio das obras de Cardano, que deram origem a

visdo distorcida que as futuras geracdes tiveram sobre seu carater.
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Na época da descoberta de Tartaglia, Cardano gozava de boa posi¢do em Mildo e o
convidou a sua casa, com o pretexto de apresentd-lo ao comandante militar da cidade, uma
vez que Tartaglia tinha feito também algumas descobertas sobre tiro e fortificacdes e
esperava obter disso algum beneficio. Uma vez 1a, com muita insisténcia Cardano

conseguiu que Ihe fosse revelado o segredo da resolugédo das equacdes do terceiro grau.

Tartaglia consentiu em Ihe ensinar a regra de resolugdo (embora ndo lhe ensinasse
a demonstracdo da mesma), sob forma de versos, em troca do juramento solene de que

Cardano jamais publicaria esse segredo.

Conhecendo um meétodo de resolucdo, Cardano procurou - e achou - uma
demonstracdo que o justificasse. Mais ainda, ele estimulou seu secretario e
discipulo Ludovico (Luigi) Ferrari (1522-1565) a trabalhar com a equa¢do de quarto grau
e ele achou o correspondente método de resolucédo com a devida demonstracéo.

De posse de ambas as solucGes, Cardano deve ter se sentido fortemente tentado a
publica-las. Em 1544, mestre e discipulo realizaram uma viagem a Florenga e, no
caminho, fizeram uma visita a Annibale delia Nave, em Bologna. De acordo com um
relato de Ferrari, este lhes mostrou um manuscrito de del Ferro que continha a famosa
regra de Tartaglia, manuscrito este que ainda se conserva. Aparentemente, ao saber que a
férmula de Tartaglia existia ja desde trinta anos antes, Cardano se sentiu desobrigado de
cumprir seu juramento e publicou, em 1545, em Nuremberg, uma obra intitulada Ars
Magna, que o tornou verdadeiramente famoso em todo o continente. Nas palavras de C.
Boyer, "ele provavelmente era 0 matematico mais competente da Europa”. Nessa obra
aparecem, pela primeira vez, as regras de resolucdo das equacgdes do terceiro e quarto
graus. A seu favor, podemos dizer que Cardano ndo esquece de fazer as devidas

atribuicGes de mérito aos respectivos descobridores.

A seqguir, faremos uma analise do método que Tartaglia confiou a Cardano. Como
foi dito acima, Tartaglia comunicou a Cardano o segredo da sua descoberta por meio de
versos. Tal idéia ndo € tdo estranha quanto pode parecer a principio; devemos lembrar que,
na época, 0s autores ndo dispunham ainda de uma notacdo adequada para tratar as
equacdes em sua generalidade e ndo podiam, portanto, expressar seus métodos

resumidamente mediante formulas, como fazemos hoje em dia.
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A reproducgdo dos versos na sua versdo original, tal como transcritos na pagina 120
da edicdo de 1554 dos Quesiti, pode ser encontrado na Revista do Professor de
Matematica numéro 25, no artigo “A Solucao de Tartaglia para a Equacao do Terceiro
Grau, do professor César Polcino Milies, bem como uma analise, desses versos numa

linguagem acessivel ao leitor contemporéneo.

A Resolucdo da Equacéo do Terceiro Grau

Veremos agora como justificar a formula de Tartaglia para resolver equacbes do
terceiro grau. Naturalmente, utilizaremos métodos e notagdes modernos, o que nos

permitira dar uma exposicgao relativamente simples.

Dada a equacdo geral do terceiro grau ax® + bx? + cx +d = 0. Ela é equivalente

2 b . ¢ d
x*+—x"+—-—x+—=0
a a a

Logo, basta considerar equacdes em que o coeficiente de x* é igual a 1.

Dada a equacio x* + ax® + bx + ¢ = 0, a substituicio de x = y — g a transforma

em

{U_ 5)34_&(};_ §)2+b(},_ §)+c =0, ou seja:

- 3

v+ (b—ﬂ—z)}r-l- 2

o=
3 27

-2+ c=0,

Que é uma equacdo desprovida de termo do segundo grau. Portanto, é suficientemente

estudar as equacg0es do terceiro grau do tipo
x*+ px+q=0.
Vamos agora, procurar suas solugdes, escrevendo x = u + v, Substituindo, obtemos:
w4 v+ 3utv+ 3w+ plutv)+ g=0,
isto é:
wl+ vi+ Burt+p)lut+v)+ g=0.
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Portanto, se conseguirmos achar nimeros u, v tais que

u? + v? =—gq, uv= —

Ou seja

|'I3

ul + v? = —q, ut vt = —

Ba
-1

Entdo x = u + v ser4 raiz da equagdo x* + px+q =0,

Ora, 0 problema de achar u* e v* conhecendo a sua soma e o seu produto €, como
sabemos, de fécil solugdo: u* e v* sdo as raizes da equagio do segundo grau
3
r
3 —
wit+ gw— —=20
W= 57

Utilizando a férmula classica para resolver esta equacdo, obtemos

qg |¢° ©p®
3 _—
1'_1_',———-|- |_+_
27 |4 27
e
2 3
q (g%, p
\
Consequentemente:
| — | p—
B I g B z g
el e e e A
\ \
Portanto:
x=utv= |24 L2 2@ P
|2*4|4 27 |2N|4 27
\ \

Assim, x = u + v, dada pela formula acima, € uma raiz da equagéo

¥+ px+qg=0
Vejamos como funciona o método de Tartaglia, em um exemplo concreto. Seja a
equacdo x* — 6x—9 =10,

Aqui,p = -6egq = -9
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— BI‘-";_H 3‘5’;—?: Y8+ ¥1=2+1=3

Fazendo uma verificacdo da veracidade da raiz x = 3, obteremos:
33 -63-9=27—-18—9=10

Iz B
Na férmula acima, podemos destacar o radicando D = % + p—? . Pode ser mostrado

r

que se D = 0 a equacdo tem uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas; Se
D = 0, tem-se trés raizes reais, sendo uma repetida; se D < 0 entdo as trés raizes da
equacdo x3 + px + g = 0 sdo reais e distintas. Este € um aspecto paradoxal da férmula
de Ferro e Tartaglia. Quando D < 0, a formula exprime x = u + ¥ como soma de duas
raizes cubicas de nimeros complexos. No entanto é este caso em que a equagao possui trés
raizes reais distintas. Este ¢ chamado tradicionalmente o “caso irredutivel” porque, ao

tentar eliminar os radicais, recai-se noutra equacao do terceiro grau.

Para ilustrar observemos os exemplos retirados do livro de Algebra de Leonhard
Paul Euler (1707 — 1783) grande matematico e fisico suico de lingua alema que passou a
maior parte de sua vida na Russia e na Alemanha e que fez importantes descobertas em
campos variados em célculo e grafos. Também fez muitas contribuicdes para a matematica
moderna no campo da terminologia e notacdo, em especial para a analise matematica,
como a nogdo de uma funcdo matematica. Voltando ao livro, escrito em 1770, o qual

serviu de modelo para os compéndios utilizados por sucessivas geracoes de estudantes.

Como primeiro exemplo observe a equagio x°— 6x—9=0. Aqui,

D= %= (5)? = 0. Logo a formula nos di a raiz x = 2 + 1 = 3. Dividindo
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x®— 6x—9 = 0porx — 3, obtemos x* — 3x+ 3, logo as duas raizes restantes séo as da

equacdo x* — 3x+3 =0, isto é,

3 \.,."'E 3 1.,."'5
—_— =t i— - == [—
2 2 2 2

Podemos destacar que a raiz 3 (como toda raiz inteira) poderia ser obtida mediante simples
inspecédo, examinando-se os divisores do termo independente — 9, sem necessidade de usar

a formula.

Um segundo exemplo seria a resolucio da equacdo x>

— 3x — 2 = 0. Nesse caso,
D = 0 e a formula nos da a raiz x = 2. Como

(x*—3x—2) =+ (x—2)= x*+ 2x+1= (x+ 1) asoutras raizessdo —1e—1, ou

seja uma raiz dupla (multiplicidade 2). Novamente neste exemplo, chegariamos as raizes

simplesmente examinando os divisores de 2, pois a equacao nao tem raizes irracionais.

Para terminar a equacdo x* — 6x —4 = 0 nos da D = —4 < 0. Portanto ela deve ter

3 raizes reais distintas. A formula fornece uma delas

x= 32+2i+4 V2 -2i. Isto parece um nimero complexo mas, tem que ser um nimero
real. Ora, testando os divisores de — 4, termo independente de x, como ja vimos no

Teorema de Pesquisa de Raizes Inteiras, vemos que — 2 € raiz da equagdo proposta. As

outras duas séo as raizes de xt— 2x—2=0 por que
x*— 2x—2==(x*—6x—4) = (x+2). Logo as trés raizes da equacgio sdo
- 2,1+ /3 e1— +/3. Este é um exemplo de um caso irredutivel: trés raizes reais mas a

férmula nos da um radical complexo.
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Voltando a formula geral assinalamos que este procedimento é suficiente para
resolver qualquer equacdo do 3.° grau. De fato, dada uma equagdo geral de grau 3
podemos, para efeito de determinar as suas raizes, supor que o coeficiente do termo

dominante seja 1 e ela sera, entdo, da forma

v¥i+ ayi+ by+c=0
Mediante a substitui¢cdo y = X + @ na igualdade acima, obtemos
¥+ (Ba+a)x*+ Ba*+ 2aa+b)lx+a®+ batc=0

que, para @ = — =, é uma questdo do tipo x* + px+g = 0.

w R

Finalmente, retomando a exposi¢@o historica, lembramos que, no “Ars Magna”,

Cardano estudou a equacgdo cubica particular x* + 6x = 20, quando se serviu de

linguagem e processo geométricos.

4. A Utilizacdo de Tabelas na Construcéo de Graficos

Temos observado quantas dificuldades os alunos do inicio do Ensino Médio

apresentam quando necessitam fazer calculos numéricos e também constatamos o0 quanto
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eles ficam presos ao uso de tabelas na construcéo de graficos de fungdes. Isto faz com que
percam a ideia geral do comportamento da fungdo. Com a tabela, o problema se reduz a
marcacdo de alguns pontos do grafico através de avaliacdo em valores de x (geralmente, x

=0, +1, -1, + 2, - 2), tornando-se um exercicio meramente computacional.

No entanto, este recurso pode e deve ser usado para que os alunos tenham uma boa
perspectiva da funcéo, contanto que ele ndo seja o Unico recurso usado ou se for usado
com uma perspectiva mais global prévia do tipo de funcdo cujo gréfico ele vai esbocar.
Por exemplo, no caso de uma fungdo polinomial do primeiro grau, isto €, do tipo
f(x) = ax + b, sabe-se que o seu grafico é uma reta e, portanto, bastam dois pontos para
determina-lo inteiramente. Para uma funcdo polinomial do segundo grau, ou
seja, f(x) = ax®+ bx+c,coma # 0, sabe-se que o0 seu grafico é uma parabola cujo

. , . .. ~ b ;.
eixo é a reta vertical definida pela equagdo x = — . bem como outras caracteristicas

conhecidas.

Quando se esboca o grafico de uma funcdo f: R — R apenas marcando em um
sistema de coordenadas uma sequéncia qualquer de pontos
(x:f(x)), .. (. f(x,)), corre-se o risco de escolher mal os pontos, trabalhando

demais ou entdo deixando de perceber aspectos importantes da curva.

Para o caso das funcdes definidas por uma equacéo algébrica do terceiro grau, também
é possivel estabelecer uma perspectiva prévia de como deve ser o gréafico, o que auxiliara
sobremaneira o seu esbo¢o usando a plotagem de uma série de pontos. O fato geométrico

relevante nesta situagdo é a existéncia de um ponto de simetria na curva.

Dizemos que uma figura F é simétrica em relacdo ao ponto P, se para todo ponto A
pertencente a figura, o ponto A’ da reta definida por A e P que tem a mesma distancia até

P, porém oposto ao ponto A, também pertence a figura.
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A curva chamada Espiral de Fermat € um exemplo de figura simétrica em relacdo a

origem.

No caso de polindmios do terceiro grau fx) = ax® + bx* + cx +d coma = 0, vamos
encontrar um ponto P tal que o grafico da funcédo é simétrico em relacdo a ele. Comecamos
por “completar o cubo”, processo analogo ao de “completar o quadrado”, utilizado nos
polindbmios do segundo grau. Para isso, fazemos:
2 b . ¢ d
flx) = rx(x + —x*+—-x+ )=
[# ) [# )

L

_(3+3b2+3b2+b3 Ebz bﬂ_l_c +d)_
e 'Eax '[3a] * [3r:r,] '[3c1]x [Era] r:r,x al

B (+b)3+c b? L ]
B A 3a a Ea:x a 27a%|

3
Logo, f(x)= rx(x-l— i] + cl{x+ %J+ ¢, Observe que ndo ha termo do

2n8

27a?

B* b
segundo grau. Note que ¢; = ¢ — — eco =d — ——+

O ponto P = {— i ; cD) pertencente a curva u = f(x), e que vai exercer um papel
importante. Pondo x, = — =, tem-se que;
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flap+h)— flxp— k) _ ah®+ehtep—ah®—chtc,

- - cp = f(xp), qualquer que seja h.

Este resultado diz que P é o ponto médio do segmento de extremos
(xp— h; f(xp— B))e (xp + hif(xp + h)).

Ou seja, o grafico de f é simétrico em relacdo ao ponto P.

Uma segunda maneira para determinar este ponto € usando os conhecimentos do
Calculo Diferencial. Sabemos que o polindmio p(x) = ax® + bx*+ cx +d tem por
derivada p'(x) =3ax?+ 2bx+c , e o sinal desta funcdo determina o
comportamento do grafico de p do ponto de vista de crescimento e decrescimento.

Derivando uma segunda vez, obtemos a funcéo afim p" (x) = 6ax + 2b que tem um

;. b , . .
Unico zero, no ponto x, = — —, que é a primeira coordenada do ponto P.
fird

Como necessariamente ha mudanca no sinal da fungdo p''(x) em torno deste

ponto, ele é o Gnico ponto de inflex&o e o ponto de simetria.

Fla)

Xs L] Xa J.}_-,o-h

Observe que, no caso do segundo grau, ha uma simetria axial (em relacdo a uma reta). No

terceiro grau, hd uma simetria central (em relagdo a um ponto).

Vamos ilustrar este fato por dois exemplos.

Para a funcdo f(x) = (x —2)®+ 1,a=1,b=-6e usando a formula P = [— i ; cﬁ),

determinamos o ponto de simetria P = (2,1). Logo, no eshoco do grafico, uma vez

marcado, por exemplo, o ponto (3,2) = (2 +1, 1+ 1) (que corresponde a h=1), obtém-

se imediatamente o outro ponto do grafico (2 —1; 1 —1) = (1; 0). Marcando-se (4; 9) = (2

+2; 1+ 8), obtém-se o ponto (2 -2; 1—-8) =(0; — 7), e assim por diante
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Como segundo exemplo, temos: se f(x) = —x*®+ 6x* — 11x + 4, entdo
f(xX)= —(x* —6x*+ 12x—x—8+4)= —[(x—2)*— (x—2) + 2]

sendo o grafico simetrico em relagdo ao ponto P = (2;-2).

Logo, se marcarmos o ponto (4; - 8) = (2 + 2; - 2- 6) , teremos imediatamente 0
ponto (2-2;0-2+4+ 6) = (0; 4); se marcarmos 0
ponto (- 1; 22) = (2- 3; - 2 + 24), teremos imediatamente 0 ponto

(2 + 3; - 2- 24) = (5,- 26) e assim por diante.
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5. Relato da Experiéncia em Sala de Aula

Atividades Envolvendo Equacdes do Segundo Grau

Este é o relato de trés aulas de 50 minutos realizado em um colégio da rede
estadual, na cidade do Rio de Janeiro, com alunos da primeira série do Ensino Médio.

A experiéncia foi realizada com grupos de quatro a seis alunos, para os quais foram
propostas duas atividades. Na primeira atividade, que abordava o tema das funcdes
quadraticas, foi utilizado um problema classico que envolve equacdes do 2° grau que é
encontrar dois niumeros conhecendo sua soma e produto. Vamos apresentar os problemas
abordados e, posteriormente alguns comentarios sobre a aula em si.

“Quais sdo os dois nimeros inteiros cuja soma ¢ igual a seis e o produto ¢ igual a
cinco?”

Os alunos foram estimulados a descobrir mentalmente quais sdo os tais nimeros.
ApoOs varias tentativas e erros o resultado foi encontrado, por dois alunos de grupos
diferentes, que chegaram aos nimeros um e cinco.

Descoberto 0s nimeros, foi solicitado que eles completassem o sistema a seguir.

X+y=

X.y=

A expectativa é de que os alunos relacionem problemas de natureza oral, mais
préximos de situacdes cotidianas com os métodos e praticas de natureza matematica, como
equacdes, formulas e conceitos.

Notamos que o problema proposto remonta dos tempos dos matematicos
babil6nicos, que por volta de 1700 a.C., ja conheciam regras para resolver equagfes do
segundo grau, sob forma de problemas, como o de achar dois nimeros conhecendo sua
soma e seu produto.

Utilizando o método da substituicdo, escrevemos o valor de y em funcdo de x na

primeira equacdo e o substituimos na segunda equagéo. Veja a seguir.

x—l—}:r: :}}:r:

x.y = =x.( 1=

Ap0s os calculos terem sido feitos, chegamos a uma primeira equagéo.
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—x*+ 6x—5=0

Os alunos foram solicitados a multiplicar esta equagdo por menos um, levando a
uma segunda equacao, equivalente a primeira.

x*— 6x+5=0

Logo depois foi explicado que a funcdo quadratica, ou como também é conhecida
nos livros didaticos, a funcdo polinomial do segundo grau, tem a sua lei de formacao
expressa pelo trindmio de segundo grau, f(x) =ax®*+ bx+cou y =ax®+ bx+c,
com a # 0. As duas equacbes encontradas no problema original foram dadas como
exemplos.
(A) f(x)=x?— 6x+5 ouy=x>— 6x+5

(B f(x) =—x?+ 6x— S5 ouy=—x>+ 6x—35

A partir da funcdo expressa no item A, v = f(x) =x*— 6x+ 5, foi pedido que
procurassem determinar as imagens f{0).f(1).f(3).f(5) e f(&) dos seguintes elementos
do dominio, 0,1,3,5 e 6. O que posso destacar deste momento foi a dificuldade de efetuar
os célculos tendo muitos erros, principalmente na utilizagdo das regras de sinais, na
potenciacdo, multiplicacdo e soma ou subtracdo, mesmo que trabalhando s6 com ndmeros
positivos.

Como estdvamos trabalhando com célculos, pedi que determinassem as raizes ou
zeros da funcgdo, explicando que bastava igualar o trinbmio a zero, ou seja, resolver a
equacdo f(x) = 0. Calculamos o valor do discriminante A=b*-4ace

usamos a Férmula de Baskara.

—p+ A

i)

x =

Apo6s serem determinadas as raizes da funcao, foi dito que os pontos (1,0) e (5,0)
sdo os pontos de interseccdo do grafico da funcdo com o eixo das abscissas (eixo x).

Feito isso, foi mostrado a eles que a equacéo do segundo grau, na forma

x*-Sx+ P = 0,

expressa 0 oposto da soma das raizes como o coeficiente de x e como o produto das raizes
o0 termo independente.

Para confirmar esse fato, solicitamos aos alunos que substituissem os valores das
raizes na equagdo ( x - x,)(x - x,) = 0 e a expandissem. Mais uma vez, observamos as

severas dificuldades que eles apresentaram para efetuar essas operagoes.
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O objetivo de enfatizar a importancia das raizes das equacfes é de preparar 0S
alunos para estabelecer uma correlacdo entre os aspectos algébricos e 0os geométricos da
questao.

Ainda foi destacado que o vértice da curva que expressa a funcdo polinomial do
segundo grau pode e deve ser obtido calculando a abscissa do vértice como ponto médio

das raizes da funcéo que nos da

b

X = — —=
¥ 2.2

substituindo o valor encontrado na funcdo dada, foi determinado a ordenada v, do vértice.

Apds este momento, em funcdo da escola estar com o laboratorio de informatica
sendo reestruturado, pois com o fim do curso profissionalizante de informatica ele ficou
um grande periodo desativado, pedi entdo que utilizando a tabela abaixo fossem

organizado os dados ja obtidos nas atividades anteriores.

x yv=f(x)=x*— 6x+5 (x,v)

y=f(0)=0"- 60+5=5 (0,5)

> O W k| O

e com 0s cinco pontos (x,¥) obtidos na tabela, foi construido um esboco do grafico da

funcdo em um sistema de coordenadas cartesianas:
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Ao escolher os pontos na construcdo da tabela, buscamos usar nimeros que
enfatizassem a simetria da situacao.

Terminado esta etapa, voltamos as equacOes iniciais encontradas e tomando a
segunda equacéo escrevemos a funcdo ¥ = f(x) = — x* + 6x — 5.

Novamente foi pedido que os alunos calculassem as imagens para 0S mMesmos
valores de x tomados anteriormente, foi calculado as raizes ou zeros, momento que foi
destacado que ao multiplicarmos a equagdo por um mesmo valor as raizes ou zeros nao se
alteram, e finalmente que fosse calculado as coordenadas do vértice.

Mais uma vez foi armazenado esses dados em uma tabela e foi construido um

esbogo do grafico.

4

Para encerrar esta atividade, foi pedido que os alunos relatassem as suas dificuldades e o
que eles puderam observar com a construcdo dos graficos. Obtivemos registros tais como
0S que apresentamos a seguir.

Joyce — “Achei o trabalho complicado e espero que eles nao caiam na prova.”

Edenilson — “Eu achei meio dificil.”

Christian — “Achei o trabalho cansativo.”

Jessica — Professor, eu consegui entender o trabalho, mas acho que os sinais me confundem
um pouco, as vezes.

Registro do grupo da Jéssica — Que se o “a” é positivo o grafico fica para cima. Pelo
contréario, fica virado para baixo.

Grupo da Iviny — Achamos facil, porém os gréaficos ainda sdo complicados.

Grupo do Gabriel — Posso observar que os graficos em que construi, as pardbolas se

inverteram por causa da troca de sinais.

33



Atividades Envolvendo Equacdes do Terceiro Grau

ApoOs esta experiéncia envolvendo a funcdo polinomial do segundo grau foi
proposto, aos alunos das mesmas turmas, em um novo momento que novamente se
organizassem em grupos com até seis (06) alunos para realizarmos um trabalho, agora
envolvendo uma funcgéo polinomial do terceiro grau.

Mais uma vez, foi tomado como ponto de partida um problema, descrito a seguir.

Problema — Dona Margarida, uma jovem senhora de aproximadamente 40 anos, vinha
caminhando por uma rua do bairro em que mora, quando avistou no outro lado da rua o
prof. Mério, um grande algebrista conhecido em toda a redondeza. Aproveitando o
encontro, Dona Margarida gritou para o professor.

— Prof. Mario, tudo bom com o senhor, vou aproveitar a ocasido para lhe fazer uma
pergunta com respeito ao seguinte problema: Tenho trés filhos e o produto de suas idades é
36 anos, entdo pergunto, qual é a idade dos meus filhos?

O prof. Mério surpreso com a pergunta respondeu:

— Dona Margarida, tudo bom, sé que apenas esta informacdo ndo me permite responder
corretamente a sua pergunta, a senhora nao teria outra dica para me dar?

— Ha, desculpe professor, olha, a soma das idades deles trés é o nimero daguela casa
amarela.

Depois que o professor avistou 0 nimero da casa, ele falou:

— Desculpe mais uma vez Dona Margarida, mas ainda ndo tenho informacdes suficientes
para poder Ihe responder com certeza absoluta.

A informacéo final foi dividida em duas partes com o objetivo de mostrar aos
alunos que um mesmo problema, mudando apenas uma informacéo, pode gerar solucdes
diferenciadas como podemos V&, para os grupos que chamei de A e B a informacéo foi:

E dona Margarida acrescentou:
— Olha, o filho mais velho toca piano.
Enquanto para os grupos que foi chamado de C e D,

— Olha, o filho mais novo tem olhos azuis.
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Como o prof. Mario respondeu de forma imediata e correta a solucdo do problema,
procurei saber se eles teriam a solucdo de forma também imediata. Como a resposta
negativa foi unanime, procurei induzi-los a solugéo tentando inicialmente descobrir 0s oito
produtos possiveis com trés fatores cujo resultado € igual a 36.

Foi um momento interessante, pois os alunos se entusiasmaram com o problema e
procuraram responder o que estava sendo proposto. Como no problema é afirmado que
Dona Margarida tinha aproximadamente 40 anos, procurei ver se eles associavam esta
informacdo com o descarte do produto 36 x 1 x 1, mas ndo obtive sucesso e s6 depois de
perguntar se uma pessoas com aproximadamente 40 anos pode ter um filho com 36 anos é
que eles descartaram esse produto.

Como o prof. Mario ndo conseguiu descobrir as idades com esta informacao
procurei mostrar que era importante o nimero da casa amarela e pedi que fizessem a soma
de todas as solucGes possiveis. A partir dai, alguns alunos, poucos na realidade, concluiram
que o0 nimero da casa amarela era treze (13) e com a Ultima informagao para os grupos A e
B “de que o mais velho toca piano” chegaram as idades de 9 anos, 2 anos e 2 anos, e para
os grupos C e D, cuja tltima informagao foi “o mais novo tem olhos azuis” concluiram que
as idades eram 1 ano, 6 anos e 6 anos.

Neste momento foi colocado por um grupo de meninas se os filhos de D. Margarida
eram gémeos, 0 que gerou um certo rebuligo, mas chegou-se a concluséo que nada poderia
ser afirmado pois eles poderiam ter nascido no inicio e no fim de um mesmo ano, e n6s ndo
sabiamos quando foi proposto o problema.

Logo a seguir, questionou-se quais seriam as solugdes possiveis se fosse feita a
troca do produto das idades de 36 para 48. Apds ter sido encontrado todas as solugdes
possiveis, foi perguntado se caso o0 nimero da casa amarela ndo fosse alterado, haveria a
necessidade da Gltima informacéo, de que o filho mais velho toca piano ou se o filho mais
novo tem olhos azuis. Eles concluiram que ndo e que as idades dos filhos seriam 8 anos, 3
anos e 2 anos.

Até aqui, tudo corria a mil maravilhas, pois a Algebra ainda ndo tinha entrado em
cena, 0 que podemos destacar como a importancia da Aritmética na resolucdo de
problemas, e como tudo néo séo feitos de flores foi pedido aos alunos que encontrassem
uma equacdo do terceiro grau a partir de conhecidas as suas raizes utilizando a igualdade

(x —a)(x—b)(x—c) =0sendo a, b e c as suas raizes.
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ApOs muitos erros e acertos conseguimos chegar as equagdes para os grupos A e B,
que tinham como informagao final que “o mais velho toca piano:
x¥— 13x*+ 40x—36=0
e para os grupos C e D que tinham como informac¢do final que “o mais novo tem olhos
azuis:
x?— 13x* + 48x— 36 =10
Depois foi mostrado a eles as relagdes entre os coeficientes e as raizes de uma
equacdo do 3° grau (Relacdes de Girard) e pedido que calculassem sendo a, b e ¢ as raizes
encontradas nas solugdes do problema:
at+b+c=
a.b+a.ct+bec=

a. b.c=

substituindo na equagdo x®— (a+b+c)x*+ (a.b+a.c+b.c)x—ab.c=0,
chegamos novamente as equagdes procuradas.

Tomando nos grupos A e B a funcdo polinomial do 3° grau
f(x) = x*— 13x* 4+ 40x— 36 = 0 e novamente tomando como recurso a construcio de

uma tabela como temos abaixo:

" y=f(x)=x%— 13x7+ 40x—36 =0 (. )

L B ¥ Y S O Y (R

e determinado os cinco (05) pontos, foi representado em um sistema de coordenadas
cartesianas e construido um esboco do grafico, podendo ser destacado que os alunos

tiveram problemas por causa da escala a ser utilizada no eixo das ordenadas.
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Para 0S grupos C e D a partir da funcéo
f(x) = x*— 13x*+ 48x— 36foi feito calculos semelhantes e a partir dos valores

obtidos na tabela abaixo:

x v=f(x)=x"— 13x*+ 48x—36 =0 (. 7)

b T = A B O T B ) R e |

Foi construido o esboco do gréfico da funcéo.

204

Aproveitando a construcdo dos esbocos dos graficos foi destacado que eles tinham
trés raizes inteiras sendo uma de multiplicidade um e duas de multiplicidade dois aonde a
funcdo muda de comportamento deixando de ser crescente para ser decrescente ou vice-
versa.

Para finalizar esta atividade, foi proposto aos alunos que voltassem ao problema
com o produto das idades igual a 48 anos, cuja solugéo foi 8 anos, 3 anos e 2 anos e pedido
que escrevessem a equacdo do terceiro grau relativa e tomando este polinémio como lei de

associacdo para a funcao, e mais uma vez com auxilio da tabela abaixo:
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x y=Ff(x)=x%— 13x?+ 46x—48 =0

(x,¥)

O ) i w| | =

foi construido o esboco do gréfico.
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Foi pedido finalmente que descrevessem as dificuldades encontradas, que dessem
sugestdes para melhorar as atividades e quais as diferengas encontradas na construcdo dos
graficos propostos, pois, como ja foi exposto com respeito as multiplicidades das raizes,
neste ultimo grafico todas as raizes tem multiplicidade 1, mas infelizmente eles alegaram
cansacos, fato que pude comprovar com a dispersdo que eles passaram a ter, sé tendo um
grupo formado sé por meninas que procuraram concluir apesar dos erros de célculos e
registraram que “achamos varias dificuldades em fazer as contas e a diferenga desse
grafico foi que os resultados para ligar uns aos outros foi maior os nimeros”.

Apesar do planejamento cuidadoso das atividades, realmente observamos que para

esse grupo de alunos, a quantidade de trabalho proposto foi maior do que aquela a qual eles

normalmente se deparam nas atividades da escola.
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Para finalizar esse relato quero registrar que como sugestdo do meu orientador Prof.
Mario, levei para sala de aula 0 meu tablet, e com auxilio de uma calculadora gréfica,
mostrei aos meus alunos como seriam os graficos das fungdes que eles trabalharam,
momento também muito interessante pois alguns alunos se entusiasmaram e baixaram o
aplicativo em seus celulares, deixando para um proximo momento, uma aula sobre a

utilizacdo do mesmo.
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6. Conclusao

Nesta secdo apresento minhas consideracfes finais, o que percebi ao longo da
realizacéo deste trabalho e os entendimentos que tive para as minhas questdes de pesquisa.

Na construcdo deste trabalho, que em parte tem como objetivo de entender as
dificuldades e o desestimulo que os alunos possuem na aprendizagem da Algebra, pude
observar 0 quanto a escola estd longe de ser o foco de interesse de alguns de nossos
estudantes, que ndo sentem desejo de aprender. O que esta faltando para que os alunos
ambicionem mais do que construimos na escola? Como podemos fazer com que entendam
que é maravilhosa a sensacdo da descoberta, que o saber é alimento da alma?

Na busca de respostas para 0s questionamentos que deram inicio a este trabalho, e
com uma fundamentacdo tedrica, trabalhei com duas turmas da primeira série do Ensino
Médio de uma escola publica da cidade do Rio de Janeiro durante aproximadamente dois
meses tendo um imprevisto, pois foi deflagrada uma greve e as turmas ficaram reduzidas.
Nesse tempo, trabalhei atividades envolvendo equagdes do segundo e terceiro graus, para
que pudesse ter um entendimento melhor de suas dificuldades acreditando que s&o muitos
os pontos que devem ser avaliados sobre as dificuldades que temos no ensino de Algebra
nos dias atuais.

Pode se perceber também que durante o processo de resolucdo de uma equagéo, 0
aluno estd trabalhando outros conceitos matematicos alem de determinar as raizes da
equacdo, tais como estudo dos sinais, propriedades da adicdo, operacbes inversas,
multiplicacdo de nameros inteiros, multiplicacdo de polinbmios, area do retangulo, area do
quadrado, volume do paralelepipedo, volume do cubo. Aliados a todos esses contetdos
poderiamos destacar também o desenvolvimento da visdo espacial e do raciocinio légico
dedutivo.

Muitos dos métodos usados na algebra atual sdo exatamente os mesmos usados ha
alguns milénios, diferenciando apenas na notacdo com que s@o apresentados. Para alguns
professores o trabalho que esta sendo apresentado pode ser considerado incompleto, pois
sO é possivel encontrar a solucdo para raizes racionais. Alem disso, quando o aluno resolve

uma equacdo do segundo ou terceiro grau ele estard, mesmo que intuitivamente,
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estabelecendo relagdes entre os coeficientes e as raizes da equacdo, ou seja, as relacbes de
Girard.

Analisando o contexto historico das equacdes polinomiais verificamos a dificuldade
enfrentada pelos matematicos da época para determinarem um método que possibilitasse
encontrar as raizes de uma equacdo do terceiro grau. Os desafios levavam esses grandes
génios a uma dedicacdo incansavel até obterem resultados satisfatorios.  Entendemos que
0 ensino de equacfes polinomiais até no ensino basico ndo pode se restringir apenas as
equacOes de primeiro e segundo graus, visto que nos livros didaticos atuais dificilmente
encontramos algum desses métodos algébricos.

O ensino de equagdes polinomiais com grau maior que dois permite que o aluno
entre em contato com outras curvas além de retas, parabolas e circulos, com as quais eles ja
estdo acostumados, dando-lhes uma bagagem matematica maior. Este ensino também
permite estabelecer algumas relagfes importantes, como por exemplo, verificar o tipo de
solugéo que estas equacdes possuem e relacionar os seus coeficientes com suas respectivas
raizes.

N&o conseguindo formalizar as informacGes, o aluno ndo resolvera o problema.
Além da traducdo da linguagem corrente para a linguagem algébrica, a resolucdo de um
problema vai exigir que o aluno faca uso de conhecimentos que fazem parte dos
procedimentos algébricos.

Essa € uma questdo que requer reflexdo, estudo individual ou coletivo, sendo capaz
de mostrar que muitas vezes o uso apenas do livro didatico pode ser limitador. Quanto as
questdes feitas na entrevista com os alunos, no que se refere ao sentimento de estudar
Matematica, Algebra, e fazer representacdes algébricas, os alunos demonstraram uma
simpatia e percebi nas respostas que o fato de ndo gostar estd ligado ao fato de ndo
compreender. Com relacdo as atividade que exigiam um grau maior de abstracdo e em que
a maioria da turma nédo obteve sucesso, a opinido dos alunos ficou dividida e uma grande
parte deles considerou-a facil. Parece-me que ndo conseguiram entendé-la, interpreta-la.

Acredito que grande parte da dificuldade de interpretacdo estd relacionada com o
fato de o aluno ter alguma deficiéncia na linguagem escrita. Espero que este trabalho possa
despertar o interesse ao estudo das equacgdes polinomiais do terceiro grau nas series iniciais
do ensino bésico, sendo uma ferramenta que auxilie no desenvolvimento de estratégias

pedagdgicas eficientes para tal fim, mesmo sabendo que ndo é recomendado trabalha-lo em
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sua totalidade por conter conceitos ndo adequados para o ensino bésico, mas sendo (Util
para o conhecimento do professor.

Desta forma, a explicacdo contribuird para a construcdo do conhecimento e ainda
tornard a aula mais rica com essa troca de ideias. Encerro este trabalho com as respostas
para as minhas inquietacGes iniciais, mas com muitas outras questfes que surgiram durante
esta jornada, acreditando que deixo pontos a serem analisados e que devemos estar

constantemente avaliando a nossa préatica pedagdgica.
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